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Editorial

... sobre o “trabalho futuro” e, a proposito de um Tema Central...

1. O Boletim SPE tem dedicado algumas edi¢cdes para apresentar “grupos cientificos” que
especificamente pela area principal da sua producdo se destacam nos mais diversos indicadores. Por
exemplo, foi assim no Boletim primavera 2007, com a Escola de Extremos em Portugal e com a
Escola Bayesiana, no Boletim outono de 2023.

Com os mesmos objetivos, de registos memoriais, o Boletim SPE primavera de 2026, esta centrado
numa “outra escola” — a primeira que esta longe de Lisboa. Embora possamos sentir que as distancias
na atual era IA “sdo apenas virtuais”, todos sabemos que os (muito relativos, criticados e negativistas)
rankings, constittem um dos fatores condicionantes do “afastamento real” talvez mesmo o
“isolamento” vivido nas nossas Escolas Universitarias “mais afastadas™ do centro cientifico — no caso
vertente, na Universidade de Evora. A estes centros mais afastados, mais do que mostrar o seu valor
também lhes ¢ devido serem reconhecidos como raizes plantadas na descentralizagdo num ambiente
com menos estruturas tradicionais de apoio; como bibliotecas ou arquivos.

O Boletim, para cumprir um objetivo de “divulga¢@o” a toda a comunidade e muito em especial aos
estatisticos, desta vez, ressalta uma contribuicdo muito importante a varios niveis; porque ¢ relevante
do ponto de vista cientifico e talvez acima de tudo, porque o fundamental, o seu nucleo, esta radicado
numa universidade que teve de renascer apos histéria atribulada.

De facto, a Universidade de Evora foi a segunda a ser fundada em Portugal. As referéncias do saber da
época, apos a criagdo da Universidade de Coimbra, indicaram Evora para local de “um servigo
académico” para o sul do pais. A adversidade de “o tempo e o modo” conduziu a um periodo muito
atribulado que a Historia nos relata. Mas, como o gérmen era forte, no terceiro quartel do século XX, o
recém-criado Instituto Universitario de Evora, que apenas viveu meia dizia de anos, deu lugar a
Universidade de Evora. No Alentejo profundo, a atual Universidade de Evora est4. pois, a viver uma
época jubilar de ouro. E, nesta renascida universidade, no interior do pais, desde o seu inicio, laborou o
Professor Carlos Braumann e a qual se tem dedicado com um projeto do mais elevado valor. O grupo
nuclear do Tema Central da presente edi¢do, tem as suas bases de partida sediadas na Universidade de
Evora e, assim sendo, é também ele um elemento de prestigio para a propria universidade e onde se
iniciaram investigadores ja no caminho cientifico de outras academias. No conceito editorial de
divulgagdo das “escolas cientificas”, como ja referido, ¢ esse labor e, em especial, os seus frutos que o
Boletim SPE primavera de 2026 integra como Tema Central.

O titulo "BioEconomia no Crescimento Estocastico — Uma Contribui¢do Portuguesa" é muito feliz e,
na opinido do editor, define muito bem "ao que vem esta edi¢do". Neste ponto deve salientar-se e
reforcar a componente "Uma Contribui¢do Portuguesa”. E isto porque € a ela que estdo ligados muitos
dos autores do boletim primavera, ou que ja colaboraram com o boletim e, na generalidade, a
comunidade sabe "o qué" sobre a sua area de trabalho e o que tem feito e publicado. Um detalhe é a
novel "BioEconomia" que ao ser incluido, também revela pioneirismo. E importante que o Boletim o
registe.

Ao Professor Carlos Braumann, pela generosidade manifestada em mais esta colaboragdo em prol da
Estatistica, o Boletim SPE deve um sincero agradecimento; pelo empenho e a dedicacdo, desde sempre
e por, na presente edi¢do, ter desempenhado a fun¢@o de coeditor — pela sele¢do de temas e pelos
autores convidados. A “Escola de Evora” passa a constituir patrimoénio editorial do Boletim SPE.

2. No proximo outono, a linha do tempo mostra 20 anos de Boletim.

O primeiro Tema Central, foi dedicado ao Ensino e Aprendizagem da Estatistica. Ensino? O que
mudou nestes vinte anos? Aprendizagem, no tempo em que o acrénimo IA apenas seria o pretérito
imperfeito do verbo ir convertido em maitsculas para algum realce comunicativo? Apesar da tematica
ser frequente nas paginas do Boletim, (e. g edi¢des de 2006, 2012, 2014 e 2023); a sua importancia
requer que se use, sempre, uma boa oportunidade para “atualizar”, “rejuvenescer” e “comparar” para,
de algum modo ajudar a consolidar.

No Boletim SPE outono 2026 aqueles temas vdo ser revisitados e com valor acrescentado, num

contexto do Episddio na Histéria da Estatistica que esta incluido nesta edi¢do (Cf. p. 15).
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Este “tema central”, também torna possivel prolongar o excelente debate sobre a problematica referida;
iniciado no recente XX VII Congresso SPE e que pode ser continuado no Boletim SPE outono2026.

O tema central de cada Boletim é um desafio bianual que pretende contribuir para a defini¢do de
objetivos estatisticos individuais que, uma vez, reunidos permitem construir um “texto programatico”;
um horizonte para a SPE no seu todo. No seu cinquentendrio, obviamente, (ainda mais) intensamente
vividos e / ou assimilados pelos “estatisticos protagonistas do presente” e adaptando as emergentes
diretrizes IA (que deve ser valorizada!) € de ouro a época para “dar mais um passo em frente”.

E presente, para futuro; que a continuidade de geragdes reclama!

Divulgar Ciéncia Estatistica e contribuir para uma mais alta literacia na sociedade ¢ ponto forte dos
estatutos da SPE e, portanto, também do Boletim SPE. Como muito bem nos aponta a Mensagem do
Presidente da SPE, essa ¢ tarefa generalista para a qual, em varios caminhos, também todos os leitores,
sejam ou ndo especialistas, podem ser convocados pois ela ¢ um motor da Ciéncia.

Sobre o “trabalho futuro” e a propoésito do préoximo Tema Central o Boletim, como sempre, estd de
portas abertas para receber e divulgar todas as contribui¢des. Fica o convite para que todos os

interessados possam responder: Presente!

O Tema Central do proximo Boletim serd, pois,

SPE 2030
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BioEconomia no Crescimento Estocastico — Uma Contribuicio Portuguesa

Crescimento Estocastico — um Grupo de Investigacao nascido em Evora

Carlos A. Braumann, braumann(@uevora.pt

Universidade de Evora, Escola de Ciéncias e Tecnologia, Departamento de Matemdtica
Universidade de Evora, Centro de Investigagdo em Matemadtica e Aplicagoes

1. Introducio e apresentacio do grupo da Bioeconomia do Crescimento Estocastico

A Universidade de Evora, no seu Departamento de Matematica e no seu Centro de Investigagio em
Matematica e Aplicagdes — CIMA, sempre deu grande importancia as aplicagdes em Ciéncias da Vida,
quer na area dos sistemas dinamicos, quer das probabilidades e processos estocasticos, quer naturalmente
da Estatistica. No artigo de divulgagcdo de Braumann e Alpizar-Jara 2009 no Boletim da SPE sobre o
CIMA pode reconhecer-se a relevancia destas aplicagdes, que se reforgou com a posterior reorganiza¢io
do CIMA, as pontes com outros departamentos e centros de investigagdo, a forte ligacdo a comunidade
envolvente, bem como com projetos de investigacdo e desenvolvimento e seu consequente impacto
econdmico. Os mestrados na area da Matematica e da Estatistica e o abrangente programa de
doutoramento em Matematica t€ém permitido atrair estudantes para estas areas. A interagdo dindmica
entre a teoria e as aplicagdes tem-se revelado um fator estruturante e impulsionador de avancgos
significativos em ambas as dimensdes.

Hoje, correspondendo com muita gratiddo ao convite do nosso Colega e Editor Professor Fernando
Rosado, queria focar-me no Tema Central deste nimero do Boletim da SPE, dando uma ideia da
contribui¢do de um grupo portugués, “nascido” na Universidade de Evora, para a Bioeconomia no
Crescimento Estocastico usando modelos de equagdes diferenciais estocasticas — EDE. Estas equagdes
nasceram com Uhlenbeck e Ornstein 1930 antes sequer de qualquer teoria subjacente e podem ser hoje
estudadas em muitos livros como, s6 para citar alguns, Arnold 1974, Braumann 2005a (minicurso SPE)
e 2019, Ito 1951, Karlin e Taylor 1981.

Cada artigo de divulgacdo que encontram neste numero do Boletim SPE é da autoria de Colegas do
grupo e procura dar a visdo dos autores sobre os contributos do grupo num tépico em que tém dado
contributos relevantes. Esses topicos ndo ddo, nem de longe, um retrato exaustivo do trabalho do grupo,
procurando apenas proporcionar ao leitor interessado uma pequena amostra desse trabalho.

O grupo, que tem consistentemente trabalhado no Crescimento Estocéstico de seres vivos e suas
implicagdes econdmicas, comegou comigo, que nisso trabalho hd quase cinco décadas. Juntaram-se, ja
no século XXI, os Colegas Patricia A. Filipe, Clara Carlos e Nuno M. Brites, cujas teses de doutoramento
(e, no caso dos dois tltimos, também dissertacdes de mestrado) orientei na Universidade de Evora com
conclusdo em 2011, 2013 e 2017, respetivamente. Hoje estdo espalhados, respetivamente, pelo ISCTE,
o Instituto Politécnico de Setubal e o ISEG. Ao grupo juntou-se depois o Colega Gongalo Jacinto, com
um doutoramento de 2011 em processos estocasticos em telecomunicagdes orientado pelo Colega
Antonio Pacheco Pires; ele estava entdo na Universidade de Evora e esta hoje na Universidade do
Algarve. Que felicidade ter sido possivel congregar esforcos de tdo notaveis Colegas! Esfor¢os que se
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reproduziram cientificamente, tendo-se depois juntado ao grupo um jovem doutorado na Universidade
de Evora, Nelson T. Jamba, que foi orientado por Patricia A. Filipe ¢ Gongalo Jacinto e esta agora na
Faculdade de Ciéncias Naturais da Universidade do Namibe em Angola. Todos estiveram ligados ao
CIMA, ligagdo que quase todos ainda mantém.

Como ¢ natural, individualmente e em colaboracdo com colegas, tenho trabalhado e orientado pds-
doutoramentos, doutoramentos ¢ mestrados em areas diversas de estatistica e processos estocasticos,
mas foi na area das EDE e suas aplicagdes (no crescimento estocastico e noutras aplicagdes) que
desenvolvi a minha atividade principal. E uma 4rea fascinante que envolve diversos ramos da
Matematica, conjugando os sistemas dindmicos, as probabilidades, os processos estocasticos e os
métodos estatisticos, bem como um conhecimento razoavel das areas de aplicagfo. E por isso dificil em
termos de atragdo de estudantes, dado o investimento inicial necessario, mas, vencido este, ¢ altamente
estimulante e compensadora.

Dai que, apesar da divulgacdo que procurei dar a estas matérias em diversos féruns nacionais (exemplo:
Braumann 2008 no Boletim SPE) e internacionais e que terd certamente contribuido para atrair o
interesse por estas matérias, foi com a criagdo na Universidade de Evora de mestrados na érea da
Matematica em 1995/96 e principalmente com a criacdo do programa de doutoramento em Matematica
em 2007/08 que tive a oportunidade de orientar dissertacdes de mestrado e teses de doutoramento em
EDE e aplicagdes bioldgicas e bioecondomicas, ainda que tenha também tido orienta¢des e coorientagcdes
em Matematica Financeira e noutras areas.

A titulo de curiosidade, refiro que, entre as referidas aplicacdes bioldgicas e bioecondmicas ndo visadas
neste numero do Boletim SPE se incluem aplicagdes demograficas, tendo orientado ou coorientado na
Universidade de Evora teses onde se estudou a influéncia das flutuagdes de natureza ambiental nas taxas
de mortalidade por sexo/idade da populagdo humana, influéncia geralmente ignorada mas com sérias
implicagdes em seguros, pensoes e planos de poupanga-reforma. Para os interessados no tema sugerimos
a leitura de: Bravo e Braumann 2007, Lagarto 2013, Lagarto e Braumann 2013, Lagarto, Gomes e
Braumann 2013, dos Santos Baptista e Brites 2023 e dos Santos Baptista, Brites e Reis 2025.

2. Como tudo nasceu: o crescimento populacional em ambiente aleatorio

Estava na State University of New York at Stony Brook a fazer, sob a orientagcdo de Lev R. Ginzburg, o
doutoramento com uma bolsa do entdo INIC quando “tropecei”, por mero acaso, nos artigos pioneiros
que utilizaram equagdes diferenciais estocasticas (ja muito antes utilizadas em Fisica e em Finangas)
para modelar o crescimento populacional em ambiente aleatdrio. Refiro-me a primeiras abordagens
usando variantes estocasticas de modelos deterministicos muito particulares (como o logistico),
designadamente os artigos de Levins 1969 e de Capocelli e Ricciardi 1974, bem como, mais tarde e no
caso de populacdes sujeitas a capturas (por pesca, caga ou florestag¢do), o artigo de Beddington ¢ May
1977. Nem sabia o que eram EDE mas tinha sido “cagado” e valeu-me, entre outras leituras, o livro do
Arnold 1974. Estava escolhida a area da minha tese, Braumann 1979, e de grande parte do meu trabalho
de investigagdo nos anos que se seguiram, procurando desenvolver novos caminhos a partir daqueles
artigos inspiradores. Mais tarde, ja em pleno século XXI, para além do crescimento populacional, vim a
interessar-me pelas aplica¢des ao crescimento individual, do que falarei adiante.

O crescimento de populagdes de seres vivos era tradicionalmente modelado por equagdes diferenciais
ordindarias — EDO (eventualmente por equacdes diferenciais parciais se a dispersdo espacial da
populagdo fosse fator relevante). Para simplificar, vamos considerar apenas uma populacdo de tamanho

X(t) no instante t. A sua taxa de crescimento per capita, abreviadamente taxa de crescimento (diferenca

. . 1 dX(t
entre taxa de natalidade e taxa de mortalidade), ) di )
abundancia de recursos mas, mais geralmente, com recursos limitados (e supondo auséncia de efeitos de

Allee), sera uma fung¢do f decrescente com o tamanho da populacdo e negativa para tamanhos

, seria constante num modelo malthusiano de
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suficientemente elevados. Temos um modelo geral ﬁ d;—(tt) =f (X (t)) e diversas fungdes particulares

f tém sido propostas para descrever diferentes tipos de populacdo, sendo muito popular o modelo

logistico ou de Verhulst em que f € linear, ou seja ﬁ £ ; it) =

de crescimento e K > 0 um equilibrio estavel denominado capacidade de sustento do meio. Mas as
condi¢des ambientais que afetam as taxas de natalidade e mortalidade, sejam as de natureza interna a
propria populagéo, sejam as do meio fisico e bioldgico envolvente, estdo sujeitas a flutua¢des aleatorias
de natureza imprevisivel que, em muitos casos, ndo podem ser ignoradas refugiando-nos na ideia de que
o comportamento deterministico resultante da EDO ¢ uma boa aproximagéo. Nesses casos, temos mesmo
de incluir o “acaso” (c4 esta ele de novo!) na equacgdo, representando agora f uma “taxa média de
crescimento”, mas desviando-se a taxa efetiva dessa média por um ruido. O ruido pode ser aproximado
por um ruido branco padrio £(t, w) multiplicado por uma intensidade o > 0, onde w € Q representa o
estado do ambiente ao longo da vida da populagdo “escolhido” pela natureza entre todos os possiveis
estados Q, onde introduzimos uma estrutura de espago de probabilidade completo (£, F, P). Notando

que a solugdo ¢ agora um processo estocastico X (t, w) que depende do estado ambiental w, obtemos a
1 d X(t,w)

EDE T f (X (¢, co)) + oe(t,w). Podemos escrevé-la na notagdo habitual dX(t) =

f(X(©)X () dt + aX(t) dW (¢), seguindo a regra comum de ndo explicitar a dependéncia do acaso w

X .
r (1 — %), sendo r > 0 ataxa intrinseca

t . . . .
esendo W(t) =W(t,w) = | o e(s,w) ds o processo de Wiener padrdo ou movimento browniano, um

processo estocastico de trajetorias ¢.c. continuas mas q.c. de variagdo ilimitada. A solugdo X(t) =
X(t,w) da EDE com condigdo inicial X(0) =x >0 ¢ a solu¢do da equagio integral estocastica
X)) =x+{ Ot f (X (s))X (s)ds+ [ (f 0X(s) dW (s). Dada a irregularidade das trajetorias do processo
de Wiener, o segundo integral pode ter diferentes defini¢des, sendo as mais utilizadas o integral de Ito
(Ito 1951), que tem boas propriedades probabilistica mas ndo segue as regras usuais de calculo (segue o
calculo de 1t0), e o integral de Stratonovich (Stratonovich 1966), que segue as regras usuais. Para
detalhes técnicos sobre as EDE e os calculos estocasticos pode ver-se Braumann 2018 no Boletim SPE,

sendo também interessante ler os outros trabalhos desse Boletim sobre variadas areas de aplicacdo das
EDE.

Uma grande preocupagdo foi a de obter propriedades qualitativas dos modelos em termos de extingéo
“matematica” da populagéo (X (t) a convergir para 0 quando t = +) ou de existéncia de um equilibrio
estocastico sem extingdo “matematica” (ergodicidade com a distribui¢do de probabilidade de X(t) a
convergir para uma distribui¢do de probabilidade de equilibrio quando t — 400 e obtencdo da f.d.p.
estacionaria a partir das equagdes de Kolmogorov). Havendo variados modelos propostos com diversas
expressdes particulares da funcdo f e desconhecendo o modelo seguido pela natureza, preocupdmo-nos
em que as propriedades fossem de natureza bioldgica, ou seja robustas relativamente a escolha do
modelo, pelo que demonstramos os nossos resultados para fungdes f arbitrarias satisfazendo apenas
propriedades ditadas pela Biologia e algumas muito moderadas condi¢des de regularidade. Veja-se, para
intensidades de ruido o constantes, Braumann 1979, 1981a,1999b, 2008b, 2019, 2021, e, para uma
generalizacdo a intensidades variaveis o(X) suficientemente regulares, Braumann 2001cd, 2007d,
2008a, 2021. Isso ndo impede que, especialmente em aplicagdes que envolvam estimagao de parametros
e previsdo ou comparagdes e calculos numéricos, trabalhemos com modelos particulares da funcéo
f, como o modelo logistico ou o de Gompertz.

Outra grande preocupagio teve a ver com a defini¢do do integral estocastico com respeito ao processo
de Wiener, a de It6 geralmente utilizada e que trabalha com o céalculo de It6 ou, como era aconselhado
por alguns autores, a de Stratonovich, que segue as regras usuais de calculo. De facto, tinha-se gerado
uma grande controvérsia na literatura sobre o calculo mais adequado para descrever o crescimento de
populagdes em ambiente aleatério, de que falo em Braumann 2018 e que o leitor interessado pode
consultar, por exemplo, em Feldman e Roughgarden 1975, May e MacArthur 1972, May 1973ab e
Turelli 1978. Sucedia que os resultados qualitativos do “mesmo’ modelo diferiam entre os dois calculos,
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podendo até, para certos valores dos parametros, o uso do célculo de Itd concluir pela extingdo da
populagdo, enquanto o céalculo de Stratonovich concluia, pelo contrario, pela sua ndo-extin¢do e
crescimento sem limites. Isto para ndo falar da teoria sobre limitacdes da semelhanca dos nichos
ecologicos em espécies competidoras, que aparentemente funcionava com o célculo de [t6 mas ndo com
o de Stratonovich. Demonstrei que a controvérsia se devia a uma confusdo meramente semantica sobre
o significado da “taxa média de crescimento” f; veja-se Braumann 1979, 1983ab, 2005a, 2007abc,
2008ab, 2018, 2019, 2021. Se formos ver o significado fisico (neste caso biologico) da chamada “taxa
média de crescimento” que aparece no termo de tendéncia da EDE, acima designada por f, ela significa
de facto a taxa média aritmética de crescimento quando usamos o calculo de It6. Mas, se usarmos o
calculo de Stratonovich, provei que ela representa uma taxa média geralmente diferente que, no caso
particular dos modelos de aleatoriedade ambiental, € a taxa média geométrica de crescimento. Em
qualquer caso, provei que, considerando a diferenca entre as médias nos dois calculos, ambos os calculos
ddo exatamente os mesmos resultados, quer qualitativos quer quantitativos. No seu texto neste Boletim
sobre aleatoriedade ambiental, Clara Carlos preferiu usar o calculo de Stratonovich e designou, para
evitar tal confusdo entre médias, a taxa média geométrica por g, que é dada por g(X) = f(X) — a?/2.
A inutil controvérsia resultou de se ter falado sempre de “taxa média” sem qualificar o tipo de média,
ignorando o seu diferente significado fisico. Dai a importancia de, nos nossos modelos, termos sempre
o cuidado de ndo desligar a Matematica da realidade, isto €, de reconhecer em termos fisicos/biologicos
o significado real das varidveis que usamos.

3. O estudo consolidado do crescimento populacional em ambiente aleatério

Para além dos aspetos fundamentais tratados na Seccdo 2, o crescimento populacional em ambiente
aleatdrio requeria o estudo de aspetos especificos extremamente importantes para uma efetiva utilizacio
dos modelos desenvolvidos, estudo consolidado que o nosso grupo promoveu e desenvolveu ao longo
dos anos.

As questdes estatisticas de escolha do modelo, estimacgdo de parametros e previsdo foram tratadas em
Braumann 1979, 1983b, 1985, 1986, 1987b, 1988, 1991, 1993bc, 1994a, 1996ab, 1997a, 1999cde,
2004a, 2019. As consequéncias de uma incorreta especificagdo do modelo foram estudadas em Carlos
2013, 2018 e Carlos e Braumann 2014.

Outra questdo importante tem a ver com populacdes sujeitas a efeitos de Allee, descritos em Allee et al.
1949 e tratados em termos de modelos estocasticos muito particulares pela primeira vez por Dennis 1989
e 2002. Em certas populacdes, quando o seu tamanho ¢ pequeno e se esperava portanto uma elevada
taxa de crescimento per capita devido ao elevado volume de recursos disponiveis para a sobrevivéncia
e reprodugdo de cada individuo, verifica-se uma depressdo dessa taxa de crescimento relativamente ao
esperado. O trabalho de Clara Carlos neste Boletim indica algumas das possiveis causas. Modelos
estocasticos com efeitos de Allee, quer gerais quer particulares, como o modelo logistico estocastico
com efeitos de Allee, foram estudados em Braumann e Carlos 2013, 2015 e Carlos € Braumann 2017.

Para os modelos estocasticos gerais de aleatoriedade ambiental, quer com quer sem efeitos de Allee,
pudemos provar que a condi¢cdo de a taxa média geométrica de crescimento per capita ser positiva para
populagdes pequenas € suficiente para evitar a extingdo “matematica” e garantir a existéncia de um
equilibrio estocastico com densidade estacionaria. Mas, quer nestes modelos, quer nos modelos
deterministicos de EDO, o facto de o tamanho da populago ndo tender para zero quando t = +o0 ndo
¢ exatamente sinébnimo de ndo-extingdo no sentido bioldgico. O que significaria termos a certa altura
uma populagdo de 0.4 individuos? O facto de nas EDO e nas EDE trabalharmos com um espago de
estados continuo [0, +oo[ permite a tratabilidade dos modelos mas, sendo geralmente uma boa
aproximacdo, ndo o é quando a populacdo é pequena. Mais ainda, ignora a aleatoriedade demografica,
que sendo geralmente secundaria perante a aleatoriedade ambiental, se torna dominante para pequenas
populagdes e é melhor tratada com processos de nascimento e morte, com espago de estados discreto
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{0, 1, 2, ...}. Enquanto a aleatoriedade ambiental traduz o efeito das flutuagdes aleatorias do ambiente
na taxa de crescimento, isto é, provoca flutuacdes aleatorias nas probabilidades de nascer e de morrer,
a aleatoriedade demografica refere-se as varia¢cdes amostrais que afetam as frequéncias observadas de
nascimentos e mortes, as quais ocorrem mesmo quando o ambiente e as probabilidades de nascer e
morrer sdo perfeitamente deterministicos (Braumann 2010). Ndo entrando no extremamente complexo
estudo combinado das duas aleatoriedades, estabelecemos antes um limiar de extingéo “realista” g > 0,
tipicamente bastante inferior a populacdo inicial, abaixo do qual a aleatoriedade demografica
prevaleceria e conduziria quase inevitavelmente a uma extingao efetiva. Mostramos que, mesmo quando
a aleatoriedade ambiental conduzia a um equilibrio estocéstico sem extingdo matemadtica, a extingao
“realista” ocorria com probabilidade um, sendo a questéo relevante se se tratava de uma extingédo rapida
ou lenta.

Para isso obtivemos expressdes gerais para a média e a variancia do tempo de extingédo T, (tempo de
primeira passagem pelo limiar de extingdo “realista”), que particularizamos para modelos estocasticos
especificos como o logistico, o de Gompertz e o logistico com efeitos de Allee. Verificamos que esses
momentos de T,. exceto para populacdes iniciais muito proximas do limiar de extingdo g, pouco
dependiam do valor de q. Tinhamos assim uma boa medida do risco de exting¢do, verificando-se que,
conforme os valores dos parametros, a extin¢do tanto podia levar poucas gera¢des como demorar mais
do que o tempo de vida do Universo. Tinhamos assim também um outro meio de aferir o impacto dos
efeitos de Allee. Naturalmente, também olhdmos para os tempos de primeira passagem por limiares
superiores a populacdo inicial, com importdncia para a recuperacdo de populagdes em risco, a
deterioragdo de alimentos por fungos ou bactérias, ou para o impacto de pragas agricolas. Os resultados
desse nosso trabalho podem ver-se em Braumann 1983b, 1984, 1987a, 1988, 1991, 1994b, 1995a, 2005a,
2019, Carlos 2013, 2018 e Carlos € Braumann 2006.

Naturalmente, varios outros autores vieram a trabalhar em modelos estocasticos de aleatoriedade
ambiental com uma ou varias populagdes, particularmente versdes estocasticas das multiplas variantes
de modelos deterministicos particulares ja tratados, mas ndo vamos desviar-nos do foco do Tema Central
deste Boletim.

Neste Boletim, o texto de Clara Carlos, que preferiu usar o calculo de Stratonovich, trata, para modelos
estocasticos de crescimento populacional com e sem efeitos de Allee, dos tempos de extingdo da
populagdo e avalia o impacto dos efeitos de Allee no comportamento do modelo e nas probabilidades de
extingao.

4. Modelos de crescimento populacional e capturas em ambiente aleatorio

Quando a populagao esta sujeita a capturas por pesca, caga ou exploracdo florestal, na senda do trabalho
pioneiro de Beddington e May 1977 para modelos muito particulares, os modelos gerais anteriores
carecem apenas de uma pequena modificagdo para neles introduzir a taxa de capturas por unidade de
tempo (p.u.t.) C(t) = 0, passando a ter-se a EDE dX(t) = f(X(t))X(t) dt — C(t) + aX(t) dW(¢t).
Tipicamente, no caso da pesca, a taxa de mortalidade adicional provocada pela pesca ¢ considerada
proporcional ao esfor¢o de pesca E(t) = 0 (o numero de embarcagdes de pesca usadas no instante t ou,
havendo diversos tipos de embarcagfo, o nimero de unidades de pesca padronizadas), dependendo a
constante de proporcionalidade, a chamada capturabilidade g > 0, da tecnologia de pesca, da espécie
pescada e das condig¢des de pescaria. A taxa de capturas p.u.t. sera entdo dada por C(t) = qE(t)X(t).

Comegamos por estudar os modelos gerais autobnomos em que a taxa de capturas dependia apenas do
tamanho da populagdo, C(X(t)), o mesmo sucedendo ao esforgo E(X(t)). Para esses modelos gerais,
mostramos que, sob condi¢des de regularidade muito moderadas, a condigdo de ndo-extingdo e
existéncia de um equilibrio estocastico com densidade estacionaria era termos uma taxa média
geométrica de crescimento natural superior a taxa de mortalidade adicional causada pela pesca quando
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a populag@o € pequena. Isso era valido para modelos de crescimento com e sem efeitos de Allee e para
intensidades de ruido constantes ou variaveis com o tamanho da populagdo: Braumann 1981c, 1985,
1990, 1993a, 1997ab, 1999a, 2001d, 2002a, 2005b, 2007bd, 2019, 2021, Brites ¢ Braumann 2020b,
2022. Mesmo em condi¢des de alguma irregularidade como capturas constantes com ou sem truncatura
e esforgos constantes com truncatura, o resultado mantinha-se: Braumann 2001ab, 2002b.

Outros trabalhos trataram aspetos como o calculo estocastico usado e a correta interpretagdo das médias
(Braumann 2003b, 2007b), os problemas de estimacdo (Braumann 1985, 1996b, 1997a), a otimizagéo
das capturas sustentadas em politicas de esfor¢o constante (Braumann 1985, 1997b, 2005b, 2019), os
riscos e os tempos de extingdo e de primeira passagem por limiares elevados (Braumann 1983b, 1984,
1985, Brites 2017, Brites ¢ Braumann 2025).

Considerando um modelo razoéavel para o lucro por unidade de tempo (diferenca entre as receitas de
venda do peixe p.u.t. e os custos da atividade piscatdria p.u.t.), Brites 2017 estudou o lucro p.u.t. em
regime sustentado (equilibrio estocdstico) para os modelos estocasticos gerais com esforco de pesca
constante, particularizando também para os modelos logistico e de Gompertz. Tal veio permitir a
comparagdo com as politicas o6timas de esfor¢o varidvel propostas por Suri 2008 (ver também Clark
2010 e, anteriormente mas ignorando os custos da atividade piscatoria, Alvarez 2000 e Alvarez e Shepp
1998), baseadas na teoria do controlo 6timo e na utilizacdo da equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman,
que otimizam o lucro acumulado descontando esperado ao longo de um horizonte temporal futuro.
Embora esse lucro seja inferior na politica de esfor¢co constante, a diferenca em relacdo ao lucro da
politica 6tima de esforgo variavel é muito pequena, como foi verificado, usando dados reais de pescarias,
em Brites 2017, Brites e Braumann 2017, 2018. E a politica de esfor¢o constante tem uma enorme
vantagem: ¢ muito facil de aplicar e ndo tem problemas sociais, enquanto a politica 6tima de esforgo
variavel é inaplicavel em termos praticos por exigir esfor¢os de pescas sempre a mudar e o conhecimento
do tamanho da populacdo em cada momento, além de ocasionar problemas sociais nos periodos de pesca
reduzida ou nula.

Pos-se entdo a questdo: serda que existem outras politicas de pesca intermédias que obviem parte ou a
totalidade dos problemas da politica 6tima de esforco variavel e que resultem num lucro superior ao da
politica de esforco constante? E se houver efeitos de Allee? Varias politicas foram propostas e estudadas,
em termos de lucro e de prés e contras, em Brites e Braumann 2019ab, 2020ab, 2022, 2023. Reis e Brites
2025 estudaram o problema da otimizagéo do lucro quando os pregos de venda também séo estocasticos.

O texto de Nuno M. Brites neste Boletim faz uma viagem guiada sobre as aplica¢des bioeconomicas das
EDE a populacdes em ambiente aleatdrio sujeitas a capturas, designadamente por pesca, comparando
politicas de pesca em termos sociais, de aplicabilidade e do lucro associado.

Recentemente, para politicas de esfor¢o varidvel e de esforco constante, estudou-se, em Brites e
Braumann 2026, os efeitos da incorreta estimacéo dos pardmetros sobre o calculo dos esforgos de pesca
a aplicar, a previsdo dos lucros futuros e a curiosamente (mas explicavelmente) bem menor perda efetiva
que ocorre nos lucros futuros por se usarem valores incorretos dos pardmetros em lugar dos valores
exatos.

5. Modelos estocasticos de crescimento individual

Se o crescimento do tamanho de populagdes esta sujeito as flutuagdes aleatérias do ambiente, 0 mesmo
sucede ao crescimento do tamanho X (t) de um individuo (por exemplo, em termos do seu peso) com a
idade t, considerando as flutuagdes aleatérias do seu ambiente interno e externo. Classicamente, para o
crescimento de animais de pecudria, peixes, arvores, etc., usava-se uma curva de crescimento
deterministica e os desvios em relagdo a curva eram tratados usando um modelo de regressdo, o que
ignorava a dindmica do crescimento e fazia previsdes por vezes absurdas. Garcia 1983 reparou que
as curvas de crescimento deterministico classicas se podiam escrever como solu¢des da EDO
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ay(t) = (a - Y(t)) dt, usando o tamanho modificado Y (t) = h(X (t)) por uma fung¢@o estritamente
mondtona h de classe C! associada a curva de crescimento escolhida, sendo o tamanho modificado
assintdtico (i.e. na maturidade) @ = h(A) (com A o tamanho na maturidade efetivo) e sendo 8 > 0 a
taxa de aproximag¢do ao mesmo. Por essa razdo propos dY(t) = f (a — Y(t)) dt + o dW(t) como
modelo estocastico geral de crescimento do individuo, modelo que adotdmos, correspondendo os
modelos particulares a escolhas concretas da fung¢do h. Come¢amos por utilizar, para o doutoramento da
Colega Patricia A. Filipe, dados de crescimento de vacas mertolengas obtidos pelo nosso Colega Carlos
J. Roquete. Mais tarde, utilizamos as completissimas bases de dados sobre machos e fémeas de bovinos
mertolengos e de raga alentejana das associa¢des de produtores e beneficiamos durante alguns anos da
integracdo no Grupo Operacional GOBov+ financiado pelo PDR 2020 (ver detalhes no texto de Patricia
A. Filipe e Gongalo Jacinto neste Boletim).

Os problemas probabilisticos, de escolha do modelo (escolha da expressdo da fungdo h), de
determinagfo exata da fun¢éo de verosimilhanga para observagdes discretas de varios animais em idades
geralmente ndo-concordantes, de estimag¢do de pardmetros por méaxima verosimilhanga (incluindo
técnicas de bootstrap), e de previsdo foram estudados em Braumann, Filipe, Carlos e Roquete 2009,
2012, Filipe 2011, 2018, Filipe e Braumann 2007, 2008, Filipe, Braumann, Brites e Roquete 2013, Filipe,
Braumann e Roquete 2007, 2008. Métodos de estimag@o ndo-paramétrica para os coeficientes de
tendéncia e difusdo para um modelo mais geral de EDE foram estudados em Filipe, Braumann, Brites e
Roquete 2010 e Filipe 2011, ndo se desviando muito dos modelos paramétricos por nos escolhidos. Em
Jacinto, Filipe e Braumann 2022b estudamos métodos de estimag¢do por maxima verosimilhanca
ponderada para compensar o déficit de observa¢des em idades avangadas. Em Filipe 2011, Filipe,
Braumann e Roquete 2009ab, 2012 estudaram-se os modelos bifasicos de crescimento, que
consideravam dois regimes paramétricos de crescimento, um até ao desmame e outro na fase da recria.
Em 2011, com base nos resultados obtidos ¢ com o apoio de Nuno M. Brites, foi disponibilizado o
software gSDE, de uso amigavel e desenvolvido em Microsoft Visual Studio 2010 com algoritmos de
calculo em R, para estimagdo paramétrica e ndo-paramétrica e previsdo nestes modelos.

Um dos nossos principais objetivos era o de maximizar o lucro esperado do produtor na fase da recria e
determinar a correspondente idade 6tima para venda no mercado da carne, tendo em conta os custos
fixos e variaveis do produtor e os pregos de mercado na venda, tendo-se obtido também o desvio-padrao
para se aferir a variabilidade do lucro. Isso foi realizado em Filipe 2011, Braumann, Filipe, Carlos e
Roquete 2012, Filipe, Braumann e Carlos 2015, Filipe, Braumann, Carlos e Roquete 2014. Com precos
de venda reais estruturados por idade do animal e categorias do seu peso, o problema de otimizacéo
complicou-se e foi resolvido em Jacinto, Filipe e Braumann 2022b. Com o0s nossos resultados e 0 nosso
apoio ¢ das associagdes de produtores, a Ruralbit desenvolveu uma aplicacdo informatica para apoiar o
produtor nas melhores decisdes de venda. Estudamos também uma alternativa a idade 6tima de venda,
mais vantajosa em termos de lucro esperado mas mais dificil de implementar, baseada no peso 6timo de
venda, para a qual precisamos de determinar em Carlos, Braumann e Filipe 2013 a idade de primeira
passagem pelo peso 6timo.

O texto de Patricia A. Filipe e Gongalo Jacinto neste numero do Boletim falara sobre estes modelos
estocasticos de crescimento individual e a otimizagao do lucro do produtor.

6. Modelos estocasticos mistos de crescimento individual

Os individuos, porém, ndo sdo necessariamente todos iguais e individuos diferentes, por razdes
genéticas, de regime alimentar ou outras, podem ter pardmetros de crescimento individual a e/ou f8
diferentes, com uma distribuicdo de probabilidade entre a populacdo de animais que podemos supor
normal (embora também tivéssemos considerado uma distribui¢do lognormal para f3). Temos assim
modelos mistos de EDE, que combinam as vantagens das EDE com as das equagdes diferenciais
aleatodrias, equagdes estas com que também trabalhei com colegas de outras nacionalidades e que séo
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simplesmente EDO com pardmetros aleatorios, mas sem flutuagdes ambientais. Mas fomos mais longe
e trabalhamos com modelos mistos estruturados em que os parametros dependem dos valores genéticos
do animal (tendo-se desenvolvido testes para determinar quais dos valores genéticos disponiveis tinham
influéncia significativa), visando uma melhor otimizac¢io do lucro, mais adaptada ao animal concreto. O
problema dos modelos mistos é que, em certos casos, a fun¢éo de verosimilhanga ndo tem uma expressao
fechada e, para a maximizar, hd que recorrer a aproximagdes, sendo os métodos habitualmente usados
computacionalmente intensivos, além de geralmente presumirem a regularidade, temporal e entre
animais, das observacdes. Para tal desenvolvemos métodos novos, inspirados no classico método delta
da Estatistica, que ndo dependem da regularidade temporal e entre animais das observa¢des e que, como
comprovam 0s nossos estudos comparativos, proporcionam boas estimativas e sdo computacionalmente
muito mais eficientes.

O estudo dos modelos mistos nos termos acima descritos pode ver-se em Jacinto, Filipe ¢ Braumann
2026, Jamba, Filipe, Jacinto e Braumann 2024, Jamba, Jacinto, Filipe e Braumann 2022, 2024.

O trabalho neste nimero do Boletim de Gongalo Jacinto, Patricia A. Filipe e Nelson T. Jamba trata dos
modelos mistos e dos métodos de estimagdo associados.

7. Conclusiao

Uma das missdes que consideramos essencial foi a da divulgagio destas matérias e metodologias com o
objetivo de sensibilizar os estudantes, a comunidade cientifica e a sociedade para a sua importancia e
beneficios e de atrair novos investigadores para estas areas. Para isso utilizamos, geralmente a convite
dos organizadores, mas também em iniciativas nossas, diversos meios, cComo minicursos, seminarios,
palestras e organizacdo de sessdes tematicas, adaptando a mensagem ao publico. Fizemo-lo em
Universidades, em reunides cientificas, em encontros promovidos por professores e pelos setores
produtivos. Fiz minicursos numa vintena de institui¢des nacionais e estrangeiras espalhadas por varios
continentes que seria fastidioso enumerar, pelo que destaco apenas o realizado no ISEG a convite do
saudoso Professor Bento Murteira (tendo a semente ai langcada dado frutos num doutoramento na area
da Matematica Financeira que coorientei, como viria mais tarde a coorientar outros nessa area) ¢ o do
Congresso SPE 2005. Mais fastidioso seria enumerar a longa lista de conferéncias convidadas e
seminarios que proferi, mas recordo o primeiro, que fiz em Lisboa a convite do saudoso Professor Tiago
de Oliveira. Utilizdmos também artigos de divulgacio em atas de reunides cientificas, variadas revistas
cientificas e profissionais, boletins de sociedades como o Boletim da SPE e outras publicagdes. Vejam-
se, a titulo de exemplo: Braumann 1981b, 1995b, 1998, 1999b, 2001e, 2004b, 2005¢, 2008bc, 2018,
2021, Brites 2018, Carlos 2018, Filipe 2018. Fizemo-lo ainda em livros didatico-cientificos, como o
livro do minicurso Braumann 2005a no Congresso SPE2005 e o meu livro Braumann 2019 na Wiley.

Naturalmente, eu, colegas do grupo e outras pessoas organizamos ou colabordmos na organizagdo de
muitas reunides cientificas nacionais e internacionais e ai procuramos também atrair sessdes tematicas
e comunicac¢des na area da Biologia Matematica e dos modelos estocasticos. Os Colegas de Evora
estiveram muito envolvidos no Congresso da SPE 2004 realizado na cidade e, como membro de
Comissoes Cientificas e como Presidente da SPE durante alguns anos, colaborei com a organizagéo de
varios outros Congressos. Na area da Biologia Matematica, tenho participado na organizagdo de
multiplas conferéncias das séries Dynamical Systems Applied to Biology and the Natural Sciences —
DSABNS, Models in Population Dynamics, Ecology and Evolution — MPDEE e European Conference
on Mathematical and Theoretical Biology — ECMTB, estas organizadas pela European Society for
Mathematical and Theoretical Biology — ESMTB de que também fui Presidente durante alguns anos.
Realco o ECMTB 2018, copresidido por M. Aguiar, C. A. Braumann e N. Stollenwerk, que decorreu na
Universidade de Lisboa. Também nestes Congressos e Conferéncias houve a preocupagdo de ndo
negligenciar os modelos estocasticos.

32 Boletim SPE



Estou convencido que esta atividade de divulgagéo terd despertado o interesse para as EDE e aplicacdes
de alguns estudantes e de outros colegas portugueses e estrangeiros que trabalham hoje nessa area.

Procuramos evidenciar, nos trabalhos do grupo neste Boletim SPE, o papel das flutuagdes aleatdrias das
condi¢des ambientais no crescimento de popula¢des e no crescimento individual de seres vivos e, quando
se trata de seres vivos utilizados na atividade produtiva, as implica¢cdes econdmicas que delas derivam.

Mas o acaso, ou, se preferirem, coincidéncias que espero tenham sido tdo felizes como para mim foram,
também interveio no percurso cientifico-pedagdgico dos membros deste grupo que hoje vos acompanha
numa viagem de revelagdo de um pouco do seu labor e trajetdria. Espero que o leitor aprecie a viagem
como nods apreciamos a sua companhia e que, se assim a sua disposi¢do e o acaso o determinarem, possa
olhar para estas matérias com um interesse acrescido.

Ha muito terreno conhecido, e muito mais ainda desconhecido, por desbravar. Com os esforgos deste
grupo e de outros investigadores que se vém interessando ou se venham a interessar por estes assuntos,
o trabalho continua.

Permita-me, caro leitor, que, para rematar estes nossos relatos sobre o papel do acaso na vida, formule
sinceros votos de que, na sua e na nossa vida, a sorte, outra face do acaso, nos seja sempre favoravel.
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