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Introducdo a Probabilidade e Estatistica

Preambulo

A unidade curricular de “Introducdo a Probabilidade e Estatistica” ocupa um papel fundamental na formacao de
engenheiros, independentemente da area de atuacdo — seja informatica, mecatrénica ou outra. Num mundo cada
vez mais orientado por dados, compreender os principios estatisticos e probabilisticos permite ao engenheiro, em

cenarios de incerteza, tomar decisGes mais seguras, fundamentadas e eficientes.

No contexto da engenharia, 0s problemas raramente sdo deterministicos. Existem incertezas em praticamente todos
0s processos: variacfes em materiais, falhas em sistemas, erros de medicdo, entre outros. A estatistica fornece as
ferramentas para analisar essas incertezas, identificar padrdes e interpretar dados experimentais com rigor. Enquanto
a probabilidade ajuda a modelar fendmenos aleatérios e a prever comportamentos futuros com base em dados
passados. Além disso, a aplicacdo de técnicas estatisticas é essencial no controlo de qualidade, na otimizacdo de
processos, no delineamento experimental e na anélise de riscos. Técnicas como a regressdo, os testes de hipoteses e

o controlo estatistico de processos (CEP) sdo amplamente utilizadas em ambientes industriais e laboratoriais.

Com o avango da designada Industria 4.0 e da engenharia baseada em dados, as competéncias estatisticas
tornaram-se ainda mais valiosas. Ferramentas de analise preditiva, machine learning e simulacGes estocésticas
dependem fortemente dos fundamentos abordados nesta unidade curricular. As Probabilidades e a Estatistica nao
devem ser entendidas exclusivamente como matérias tedricas, mas também como competéncias préticas que
capacitam os futuros engenheiros a enfrentar problemas complexos, a tomar decisdes fundamentadas em dados e a
inovar com maior seguranga. Desenvolver este conhecimento é essencial para a pratica da engenharia moderna e
para a formacdo de profissionais criticos, com capacidades analiticas e preparados para os desafios reais da

profisséo.
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Introducdo a Probabilidade e Estatistica

1 Introducéo

No ambito das provas de Agregacdo em Matematica ao abrigo da alinea b) do Artigo 5.° do Decreto-Lei n.°
239/2007 de 19 de Junho, apresenta-se um relatério para a unidade curricular de “Introdugéo a Probabilidade e
Estatistica (IPE)”. Na Escola de Ciéncias e Tecnologia (ECT) da Universidade de Evora (UE), esta unidade
curricular é obrigatoria na estrutura curricular das 5 Licenciaturas: Engenharia de Energias Renovaveis (EER),
Engenharia e Gestdo Industrial (EGI), Engenharia Informatica (EI), Engenharia Mecatrénica (EM) e, também,

Engenharia Aeroespacial (EA).

A unidade curricular de “Introducdo a Probabilidade e Estatistica” pertence a area cientifica da Matematica e esta
sob a responsabilidade cientifica, pedagdgica e letiva do Departamento de Matematica (DMat), Escola de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade de Evora. Esta unidade curricular possui um regime de frequéncia as aulas presencial,

no 2.° semestre do 1.2 ano, na estrutura curricular das 5 Licenciaturas de engenharia mencionadas.

A duracdo destes cursos de engenharia é de 3 anos (6 semestres) com um total de 180 ECTS (Escala Europeia de
Transferéncia de Créditos). A unidade curricular de “Introducdo a Probabilidade e Estatistica” confere um nimero
de créditos de 6 ECTS que corresponde a 156 horas de trabalho, com 62 horas de contacto distribuidas por 30 horas
letivas tedricas (T), 30 horas letivas praticas-laboratoriais (PL) e 2 horas de orientagdo tutorial (OT). O que

corresponde a 2hT+2hPL por turma e semana, considerando 15 semanas de aulas.

De salientar, no entanto, que, parece existir uma tendéncia para as aulas tedricas e aulas préaticas-laboratoriais se
transformarem apenas em aulas tedrico-praticas e, também, para as horas tutoriais deixarem de existir. Se esta
situacdo vier a ser recomendada pela A3ES (Agéncia de Avaliagdo e Acreditacdo do Ensino Superior) — entidade
que garante que os cursos oferecidos pelas instituicGes de ensino superior portugués cumprem os padrBes de
qualidade estabelecidos a nivel europeu — seré facilmente acomodada e ndo terd grande impacto na organizacdo da

unidade curricular de “Introdu¢ao a Probabilidade e Estatistica”.

Experiéncia Letiva

A opcdo pela unidade curricular de “Introdugdo & Probabilidade e Estatistica” resulta da experiéncia
cientifico-pedag6gica adquirida ao longo de anos de lecionacdo de conteldos programaticos que integram o
programa desta unidade curricular, nomeadamente no Departamento de Matematica da Escola de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade de Evora, desde o 2.° semestre do ano letivo 2022/2023 e, também, de alguma
investigacdo cientifica que utiliza contedidos da mesma. Acresce, ainda, o reconhecimento da importancia dos
conteddos programaticos desta unidade curricular para a pratica da engenharia moderna e, obviamente, para o
estudo e compreensdo de matérias de outras unidades curriculares, quer ao nivel da Licenciatura, quer ao nivel de

Mestrado e de Doutoramento.
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Importancia Cientifico-Pedagogica

No processo de lecionagdo dos contetdos programaticos, que decorre do trabalho pedagdgico a desenvolver nas
aulas teoricas, nas aulas praticas-laboratoriais, na orientagdo tutorial e nos atendimentos pedagégicos (AP),
pretende-se que os estudantes adquiram competéncias basicas para entenderem e implementarem técnicas
estatisticas necessarias a sua atividade profissional. Considera-se, também, fundamental que nesta unidade curricular
de “Introdug¢do a Probabilidade e Estatistica” os estudantes fortalecam conhecimentos fundamentais para
desenvolver capacidades de calculo com e sem recurso a software estatistico, aplicando técnicas estatisticas
estudadas nos capitulos de Estatistica Descritiva e de Inferéncia Estatistica, e que aprendam a interpretar

corretamente os outputs obtidos na analise de dados.

O sucesso da aprendizagem dos contetdos programaticos desta unidade curricular requer alguns conhecimentos
basicos de Analise Matemética e de Algebra Linear, abordados previamente nas unidades curriculares de Anélise
Matematica | e de Algebra Linear e Geometria Analitica I, no 1.° semestre do 1.° ano letivo das licenciaturas de

engenharia.

2 Objetivos e Competéncias a Adquirir

Os conhecimentos e as competéncias a adquirir na unidade curricular de “Introdugo a Probabilidade e Estatistica”
visam proporcionar aos estudantes uma base solida em Probabilidades e Estatistica, com especial enfoque na sua
aplicacdo prética em contextos reais e na resolucdo de problemas, com o objetivo geral de que estes sejam Uteis no
seu percurso académico e profissional em areas no dominio da engenharia. Assim, podem considerar-se como

principais objetivos e competéncias de aprendizagem:

- Conhecer e compreender os conceitos fundamentais de estatistica descritiva e utiliza-los na analise de dados;

- Conhecer e compreender os elementos basicos da teoria e do célculo das probabilidades;

- Descrever as principais distribui¢fes probabilisticas de variaveis discretas e continuas e aplicé-las na descricéo de
fendmenos aleatorios;

- Inferir sobre pardmetros populacionais com base em distribui¢fes amostrais (através da construgdo de intervalos de
confianca e aplicacdo de testes de hipoteses);

- Construir modelos estatisticos que permitam estabelecer uma relagdo funcional entre varidveis;

- Utilizar um software estatistico para tratamento e andlise de dados (por exemplo, o IBM-SPSS, Jamovi ou R).

3 Programa e Conteudos Programaticos

Apresentam-se nesta sec¢do o programa e os conteudos programaticos da unidade curricular de “Introducdo a
Probabilidade e Estatistica” organizados em 10 capitulos, que, no processo de ensino, sdo lecionados em aulas

tedricas, aulas préticas-laboratoriais e orientagdo tutorial.
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1. Estatistica Descritiva

Nogdes basicas de estatistica; distingdo entre populagdo e amostra; amostragem (probabilistica e ndo-probabilistica);
unidade estatistica e dados estatisticos; classificacdo dos dados segundo a sua natureza.

Formas de representacdo tabular e grafica: tabela de frequéncias e representacdo grafica de dados univariados;
tabelas de contingéncia e representacdo grafica de dados bivariados.

Medidas descritivas: medidas de localizacdo; medidas de dispersdo; momentos; medidas de assimetria e medidas de

achatamento. Covariancia e correlagcdo amostral.

2. Introducéo as Probabilidades
Experiéncia aleatoria; espaco de resultados; acontecimentos; algebra de acontecimentos. Definicdo de probabilidade
(classica, frequencista e subjetiva); axiomatica das probabilidades e consequéncias; probabilidade condicional.

Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes.

3. Variaveis Aleatdrias Discretas e Continuas
Variaveis aleatorias unidimensionais: discretas e continuas. Funcdo massa de probabilidade e funcdo densidade de
probabilidade; funcdo de distribuicdo cumulativa. Pardmetros de varidveis aleatorias: valor esperado; variancia e

desvio padrdo. Momentos; covariancia e propriedades; coeficiente de correlagdo linear e propriedades.

4. Vetores Aleatdrios Discretos
Variveis aleatdrias bidimensionais discretas; funcdo massa de probabilidade conjunta e marginal; fungdo de
distribuicdo cumulativa conjunta; funcdo massa de probabilidade condicionada; valor esperado condicional,;

independéncia de variaveis aleatorias.

5. Principais Distribuic¢des de Probabilidade
Distribuigdes discretas: uniforme, Bernoulli e binomial e Poisson.

Distribui¢des continuas: uniforme, normal, exponencial e gama.

6. Distribui¢cdes por Amostragem

Conceitos estatisticos elementares: populacdo, amostra aleatéria e amostra observada, amostragem aleatoria simples.
Teorema do limite central; distribuicdo da média amostral (quando a variancia é conhecida; quando a variancia é
desconhecida); distribuicdo da diferenca de médias amostrais (quando as variancias sdo conhecidas; quando as
variancias sdo desconhecidas, mas iguais; quando as variancias sdo desconhecidas, mas diferentes).

Distribuicdo da proporcdo amostral; distribuicdo da diferenca de proporcBes amostrais; distribuicdo da variancia

amostral; distribuicdo do quociente de variancias amostrais.

7. Estimacdo Pontual e Intervalar

Estimadores e estimativas; propriedades dos estimadores; métodos de estimacdo (momentos e verossimilhanca).
Estimagdo pontual e estimacao intervalar. Método da variavel fulcral: intervalos de confianga para a média e para a
diferenca de médias; intervalos de confianga para a proporcdo e para a diferenca de proporces; intervalos de

confianca para a variancia e para a razdo de variancias. Intervalo de confianga para amostras emparelhadas.
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8. Testes de Hipdteses Paramétricos

Metodologia dos testes de hipoteses; erros de decisdo (erros tipo | e 11); poténcia do teste, valor-p. Teste de hipdtese
para a média: variancia conhecida e variancia desconhecida; teste de hipdtese para a diferenca de duas médias:
guando as variancias sdo conhecidas; quando as variancias sdo desconhecidas e iguais; quando as variancias sao
desconhecidas e diferentes. Teste de hipdtese para a proporcdo; teste de hipotese para a diferenca de proporcdes.
Teste de hipotese para a variancia; teste de hipétese para o quociente de variancias. Teste de hip6tese para amostras

emparelhadas.

9. Testes de Hipdteses Ndo-Paramétricos
Testes de ajustamento: qui-quadrado; Kolmogorov-Smirnov e Shapiro-Wilk (validacdo de pressupostos); teste de

associacdo: teste de independéncia do qui-quadrado (tabelas de contigéncia).

10. Analise de Regressao Linear Simples

Reta de regressdo ajustada; pressupostos do modelo; estimadores dos minimos quadrados e propriedades; teorema
de Gauss-Markov; decomposicdo da variacdo total; coeficiente de determinagéo; tabela da ANOVA.

Inferéncia estatistica: estimacdo da varidncia do erro; intervalos de confianga para os pardmetros e testes de

hip6teses. Previsdo com base no modelo estimado.

4 Metodologia de Ensino

O programa da unidade curricular de “Introdugdo a Probabilidade e Estatistica” cumpre-se considerando aulas
tedricas, aulas praticas-laboratoriais, orientacdo tutorial e atendimento pedagdgico semanal aos estudantes. Este
atendimento pedagdgico esta consagrado, como uma obrigatoriedade, no Artigo 109.° do Regulamento Académico
da Universidade de Evora (RAUE), Despacho n.° 7370/2022 publicado em Diério da Republica, 2.2 série no n.° 111
parte E, com data de 8 de Julho de 2022.

- Aulas tedricas: Exposicdo de contetdos com apoio de slides e apresentacdo de exemplos aplicados a engenharia;
- Aulas préticas: Aplicacdo dos conceitos tedricos na resolugdo de problemas concretos, bem como a utilizagdo de
software.

O tempo de trabalho total para uma unidade curricular contempla dois momentos diferentes:

- horas de contacto dos estudantes com o docente, com base na tipologia das aulas;

- horas de trabalho autdnomo a cargo dos estudantes.

Para a unidade curricular de “Introdu¢do a Probabilidade e Estatistica” foi conferido um nimero de créditos de 6
ECTS e 156 horas de trabalho total, considerando que um ECTS corresponde a 26 horas de trabalho, incluindo
atividades dentro e fora da sala de aula. Assim, para 15 semanas por semestre, com duas horas letivas tedricas e duas
horas letivas praticas-laboratoriais (ambas por semana e por turma), obtém-se 60 horas por semestre e somando mais
duas horas de orientacao tutorial chega-se ao nimero total de 62 horas/semestre dedicadas as atividades de contacto
(presenciais). Deste modo, o trabalho autdnomo a cargo dos estudantes é de 94 horas (156 horas - 62 horas) por
semestre. Acrescente-se, ainda, as 4 horas de carga horaria letiva semanal da unidade curricular de “Introdugdo a

Probabilidade e Estatistica”, por turma, 2 horas (50%) de atendimento pedagogico (Tabela 1).
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Tabela 1: Distribui¢do de tempo (horas) semanal e semestral, para 15 semanas.

Horas/semana Horas/semestrais
Aulas letivas tedricas 2 30
Aulas letivas préaticas-laboratoriais 2 30
Orientacdo tutorial 0,13 2
Trabalho auténomo 6,27 94
Trabalho total 10,4 156
Atendimento pedagégico 2 30

Os recursos pedagdgicos utilizados para o processo de ensino-aprendizagem séo o quadro (tradicional com giz ou
quadro branco com marcadores) e/ou meios audiovisuais e informaticos (projetor e computador).

Para um regular funcionamento da unidade curricular de “Introdug@o a Probabilidade e Estatistica” a plataforma de
e-Learning Moodle (Modular Object-Oriented Dynamic Learning Environment) é considerada um complemento
importante, onde sdo disponibilizados materiais de apoio (apontamentos, slides, fichas de exercicios e ficheiros de

dados) e muitas outras informaces relevantes que permitem a interacdo docentes-estudantes.

A referéncia [1] da bibliografia estd disponivel na Internet, mas é também disponibilizada aos estudantes na
plataforma Moodle. Este livro digital (e-book) para além de conter os conteldos programaticos da unidade curricular
disponibiliza, ainda, uma panoplia de exercicios propostos e resolvidos, alguns com recurso ao SPSS (Statistical
Package for the Social Sciences), que é um software estatistico comercial disponivel na Universidade de Evora.
Todavia, nas aulas tedricas e, principalmente, nas aulas praticas-laboratoriais tém vindo a ser utilizados o Jamovi
(interface grafica gratuita do R) e o RStudio, porque se considera que numa unidade curricular de “Introducdo a
Probabilidade e Estatistica” o mais importante ¢ a compreensdo dos conteudos programaticos estudados e a sua
correta aplicacdo, independentemente do programa de computador utilizado. Este €, no entanto, muito importante no

processo de aprendizagem, pois permite estabelecer uma ponte direta entre a teoria e a pratica computacional.

4.1 Aulas Tedricas

As aulas tedricas tém um caracter expositivo, onde sdo apresentados os contelidos tedricos relativos aos capitulos do
programa da unidade curricular de “Introdug¢do a Probabilidade e Estatistica”, utilizando recursos pedagdgicos,
como slides e/ou o livro recomendado na bibliografia [1], e, algumas vezes, escrevendo no quadro os conceitos
fundamentais que se pretende enfatizar. As matérias tedricas sdo, sempre que possivel, acompanhadas com
exemplos praticos que promovam a aprendizagem e ilustrem a importancia das mesmas, no ambito das aplicacGes a
engenharia. Com frequéncia é, também, utilizado um software estatistico que mostre a sua grande importancia na
resolucdo de exercicios de Estatistica Descritiva e de Estatistica Inferencial. Pontualmente sdo apresentados videos
sobre certas matérias, nomeadamente em probabilidades, pois parece ajudar a mitigar as habituais dificuldades
sentidas ao nivel da formalizagdo matemética.

Para promover o processo de ensino-aprendizagem sobre as matérias abordadas, os estudantes sdo estimulados a
interagir com o docente, nos Ultimos minutos das aulas tedricas, através da metodologia pergunta-resposta. Por fim,
os estudantes s&o incentivados e orientados a estudar individualmente as matérias abordadas nas aulas tedricas,
recorrendo a bibliografia recomendada, e que esta disponivel na biblioteca da Universidade, mas também

pesquisando criteriosamente na Internet e/ou na inteligéncia artificial.
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4.2 Aulas Praticas-Laboratoriais

As aulas préticas-laboratoriais tém como objetivo principal a aplicacdo dos conhecimentos tedricos na resolucdo
manual de exercicios, bem como na sua resolucdo computacional e, posterior, interpretacdo dos outputs produzidos.
Esta tipologia de aulas funciona em articulacdo e complementaridade com as aulas teéricas, promovendo uma
interacdo constante entre os docentes e os estudantes, 0 que permite fortalecer o processo ensino-aprendizagem.
Nestas aulas pretende-se que os estudantes consolidem contelidos programaticos adquiridos nas aulas tedricas, mas
que aprofundem, também, conteldos que por falta de tempo foram apenas abordados nas aulas teéricas
(nomeadamente, resolvendo exercicios sobre intervalos de confianca e de testes de hipéteses para duas populagGes,

recorrendo, eventualmente, a um software estatistico).

No Moodle encontra-se uma lista de exercicios sobre as matérias lecionadas, por capitulo, e que vao sendo

resolvidos em sala de aula ou remetidos para trabalho auténomo a cargo dos estudantes.

4.3 Orientacdo Tutorial

As sessdes tutoriais tem como principal objetivo apoiar pontualmente os estudantes no seu trabalho autonomo de
estudo das matérias e/ou no desenvolvimento de algum trabalho, que exija um conhecimento mais aprofundado de

alguma matéria especifica, ou, ainda, na utiliza¢do de um software estatistico.

4.4 Atendimento Pedagogico

O atendimento pedagégico destina-se a apoiar semanalmente os estudantes no seu trabalho auténomo relacionado
com 0 processo ensino-aprendizagem, esclarecendo duvidas sobre matérias relativas a componente tedrica ou na
resolucdo de alguns exercicios. Este atendimento pedagdgico presencial é marcado pelo docente no inicio do
semestre, considerando a disponibilidade horaria semanal dos estudantes. Este horario encontra-se afixado em papel
junto ao gabinete do docente e também é disponibilizado na plataforma Moodle. Como complemento, os estudantes

poderdo ainda, em situacdes especiais, apresentar as suas dividas por e-mail.

5 Avaliacdo de Conhecimentos

A avaliagdo de conhecimentos é parte integrante do processo de ensino-aprendizagem, sendo utilizada para aferir os
conhecimentos, aptidfes e competéncias adquiridas pelos estudantes, em concordancia com os objetivos definidos

no programa da unidade curricular de “Introdugio a Probabilidade e Estatistica”.

A Universidade de Evora disponibiliza, antes do inicio do ano letivo, o calendario escolar onde se encontram as
épocas de avaliacdo. No Artigo 110.° do RAUE constam os regimes de avaliagio para uma determinada unidade
curricular: avaliagdo continua e avaliagdo final, e no Artigo 111.° do RAUE estdo definidas as épocas de avaliago,

em cada ano letivo: época normal; época de recurso; época especial e época extraordinaria.

Na época normal os estudantes podem optar por um dos regimes de avaliacdo: continua ou final. Nas restantes

épocas de avaliacdo (recurso, especial ou extraordinaria), os estudantes sdo avaliados pelo regime de avaliacdo final.

14/23



Introducdo a Probabilidade e Estatistica

Na época de recurso podem submeter-se a avaliagdo os estudantes inscritos em época normal, mas que ndo tenham
obtido aprovagdo (na avaliagdo continua ou final ou tenham faltado ou desistido). Os estudantes que, tendo obtido
aprovagdo na época normal, pretendam melhorar a sua classificagdo, podem submeter-se a nova avaliacdo, no exame
de recurso, prevalecendo no final a melhor das classificagfes obtidas.

Na época especial e extraordinaria, os estudantes podem realizar a avaliacdo final, mas com condicionantes

especificas que estdo previstas em regulamento.

Os elementos de avaliacdo sdo classificados utilizando o intervalo [0, 20]. Os estudantes sdo aprovados se obtiverem

uma classificagdo final superior ou igual a 10 valores.

E disponibilizado aos estudantes no inicio do semestre um mapa de avaliagbes com as datas para a avaliacio
continua e final. Como se encontram inscritos na unidade curricular de “Introdugdo a Probabilidade e Estatistica”
centenas de estudantes de diferentes cursos, a elaboragdo e aprovagdo do mapa de avaliagGes € da responsabilidade

do Conselho Pedagogico da ECT, ouvidas as diferentes comissdes de curso.

As especificagbes prdprias a serem consideradas em cada um dos regimes de avaliacdo sdo apresentadas nas duas

subsecdes seguintes.

5.1 Avaliacédo Continua

O regime de avaliagdo continua consiste na realizacdo de duas frequéncias (F1 e F2), cada uma sujeita a uma
classificacdo minima de 7 valores, com igual ponderagdo, a realizar presencialmente. A classificacdo final obtém-se

calculando a média ponderada das classificagcdes das duas frequéncias:
Classificacdo Final = 0,5 x F1 + 0,5 x F2.

Os estudantes obtém aprovagdo na unidade curricular quando totalizam uma classifica¢do final superior ou igual a
10 valores, sendo a classificagdo minima em cada frequéncia de 7 valores. Assim, uma classificacéo inferior a 7
valores (em F1), a falta, ou a desisténcia, numa das frequéncias (F1 ou F2) implica a ndo aprovacdo no regime de

avaliacdo continua e a consequente admissao ao regime de avaliagdo final.
Na tabela 2 encontram-se os capitulos a ser avaliados em cada uma das duas frequéncias (F1 e F2) e a
correspondente ponderacao.

Tabela 2: Capitulos avaliados em cada frequéncia e respetiva ponderagao (regime de
avaliagdo continua).

Avaliacao Capitulos para Avaliacdo Ponderacéo
. Estatistica Descritiva

. Introducdo as Probabilidades

. Variaveis Aleatorias Discretas e Continuas 50%

. Vetores Aleatérios Discretos

. Principais Distribuic6es de Probabilidade

F1

OB WN -

. Distribui¢fes por Amostragem

. Estimac8o Pontual e Intervalar

. Testes de Hipoteses Paramétricos 50%
. Testes de Hipoteses Nao-Paramétricos

0. Andlise de Regressdo Linear Simples

F2

P Oo0o~NO®
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5.2 Avaliacao Final

No regime de avaliacdo final (exame normal, de recurso, especial ou extraordinaria) sdo avaliados todos os capitulos
que constituem o programa da unidade curricular de “Introdugdo a Probabilidade e Estatistica”. Os estudantes terdo

aprovacao a unidade curricular se obtiverem uma classificagdo superior ou igual a 10 valores.

6 Calendarizacao e Planificacédo das Aulas

Considerando 14 semanas de aulas efetivas hum semestre letivo, apresenta-se nesta sec¢do a calendarizacdo dos
capitulos da unidade curricular de “Introdu¢do a Probabilidade e Estatistica” e a planificagdo dos conteddos

programaticos a lecionar semanalmente nas aulas teéricas e nas praticas-laboratoriais, durante o semestre.

6.1 Calendarizacgéo das Aulas

Da tabela 3 consta a calendarizagdo dos capitulos, que constituem o programa da unidade curricular de “Introdugéo
a Probabilidade e Estatistica”, pelas 14 semanas consideradas no calendario escolar. O nimero de horas letivas, por

turma, é de 2hT + 2hPL = 4h semanais.

Tabela 3: Calendarizagéo dos capitulos do programa, considerando 14 semanas letivas.

Capitulo Semanas de aulas
1. Estatistica Descritiva

2. Introducdo as Probabilidades

3. Variaveis Aleatorias Discretas e Continuas
4. Vetores Aleatdrios Discretos

5. Principais Distribuicfes de Probabilidade
6. Distribuigdes por Amostragem
7
8
9
1

N

. Estimac&o Pontual e Intervalar

. Testes de Hipdteses Paramétricos

. Testes de Hipd4teses Nao-Paramétricos
0. Anlise de Regressdo Linear Simples

RPRPRPNRRRPRPNON

6.2 Planificacao das aulas

O programa de uma unidade curricular € um documento relativamente dindmico que pode ser alterado ou ajustado,
bem como a planificacdo das aulas (tedricas e praticas-laboratoriais) a lecionar. Com base no programa e conteldos
programaticos da unidade curricular de “Introduc@o a Probabilidade e Estatistica”, que se encontram na seccéo 3,

apresenta-se entdo uma planificacdo das aulas para 14 semanas que constituem o semestre.

Como referido anteriormente, os estudantes encontram na plataforma Moodle toda a informacdo considerada
relevante ao regular funcionamento da unidade curricular, bem como algum material de apoio, nomeadamente:
programa, que inclui os conteddos programaticos, e a bibliografia recomendada; regimes e mapa de avaliages;
horarios de atendimento; textos de apoio com lista de exercicios e, ainda, regulamento académico. Os sumarios de
cada aula sdo disponibilizados no Sistema de Informagcao Integrado da Universidade de Evora (SIIUE), apds cada
aula efetiva, acessiveis a consulta pelos estudantes. Importa referir que, para a planificacdo apresentada, havera o

incentivo e 0 apoio do docente em cada aula, para:
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« trabalho individual ou em grupo dos estudantes, em sala de aula, para a resolucdo de exercicios sobre os temas em

estudo e, em particular, no campo das aplicacGes a engenharia;

« trabalho auténomo dos estudantes, existindo exercicios disponiveis sobre a matéria em estudo no Moodle, bem

como bases de dados para serem usadas com software estatistico;

- consulta da bibliografia recomendada, com o objetivo de fortalecer o conhecimento dos contetidos programaticos
em estudo, nas aulas tedricas e préaticas-laboratoriais, e também para promover o importante contacto com os termos

técnicos e o rigor da literatura cientifica;

» consulta livre de webgrafia com o intuito de promover a curiosidade em descobrir e pesquisar, por iniciativa

propria, um tdpico cientifico sobre a matéria em estudo.

Na subsecdo seguinte descreve-se como sdo planeados e articulados os contelidos programéticos do programa da

unidade curricular de “Introdu¢@o a Probabilidade e Estatistica” ao longo do semestre.

6.2.1 Semanasle?2
1. Estatistica Descritiva

O capitulo de estatistica descritiva é planeado de forma a construir progressivamente as bases do raciocinio
estatistico, a partir de conceitos fundamentais até a andlise e interpretagdo de dados. O percurso inicia-se com as
nogdes basicas de estatistica, destacando a distin¢éo entre populacdo e amostra, e a importancia da amostragem, com
a apresentacdo das principais técnicas probabilisticas e ndo-probabilisticas. Introduzem-se depois 0s conceitos de
unidade estatistica e dados estatisticos, abordando a classificacdo dos dados segundo a sua natureza (qualitativos
nominais e ordinais; quantitativos discretos e continuos). Esta base conceptual permite ao estudante compreender a
adequacdo das técnicas descritivas aos diferentes tipos de dados.

A representacdo dos dados é entdo trabalhada através de tabelas e graficos, comegando pelas tabelas de frequéncias
e graficos univariados (como diagramas de barras e histogramas), evoluindo para tabelas de contingéncia e
representacdes graficas bivariadas (como os diagramas de dispersdo), essenciais para analisar relacdes entre
variaveis. Seguem-se as medidas descritivas, comecando pelas medidas de localizagdo (média, mediana, moda),
seguidas das medidas de dispersdo (amplitude, variéncia, desvio padrdo, coeficiente de variacdo), e depois os
momentos estatisticos, que conduzem naturalmente as medidas de assimetria e achatamento, Uteis para descrever a
forma da distribuicdo dos dados. Por fim, introduz-se a covariancia e a correlacdo amostral, como medidas que
permitem avaliar a relacdo linear entre duas variaveis quantitativas, preparando o terreno para analises estatisticas
mais avancadas.

A articulacgdo entre os contetidos é sempre apoiada em exemplos praticos e conjuntos de dados reais ou simulados,
incentivando o uso de software estatistico sempre que possivel, para reforcar a ligagdo entre teoria e pratica e

promover uma compreensdo critica da informacéo estatistica.
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6.2.2 Semanas 3 e 4
2. Introducdo as Probabilidades

A introducdo as probabilidades é estruturada de modo a conduzir o estudante desde o conceito intuitivo de acaso até
a formalizacdo axiomatica e aplicacdes praticas. O planeamento privilegia a construcdo progressiva do raciocinio
probabilistico, articulando teoria e exemplos concretos. A abordagem inicia-se com a definicdo e caracterizacéo de
experiéncias aleatorias, destacando a diferenca entre fenémenos deterministicos e aleatorios. A seguir introduz-se o
espaco de resultados (ou espago amostral) e os acontecimentos (ou eventos), enfatizando a importancia da algebra
de acontecimentos que permite sejam introduzidas as opera¢fes de unido, intersecdo e complementar.

Apos esta base conceptual, apresenta-se a definicdo de probabilidade sob as trés perspetivas — classica, frequencista
e subjetiva —, permitindo compreender o alcance e as limitacdes de cada uma conforme o contexto de aplicaco.
Essa discussdo conduz naturalmente a axiomatica de Kolmogorov, que fornece o enquadramento matematico
rigoroso da teoria, € as suas principais consequéncias (como a aditividade e o calculo da probabilidade do
complementar).

Finalmente, introduz-se a probabilidade condicional e o conceito de independéncia de acontecimentos,
estabelecendo a conexao entre a teoria e 0s problemas de inferéncia e previsdo. A partir dai, apresentam-se 0s
teoremas da probabilidade total e de Bayes, fundamentais para a tomada de decisdes em contextos de incerteza.

Ao longo de todo o processo, procura-se articular a teoria com exemplos préaticos, incentivando a interpretacéo
intuitiva dos resultados. Assim, os estudantes desenvolvem ndo s6 a compreensdo formal dos conceitos, mas

também a capacidade de aplicar o raciocinio probabilistico em situagdes reais e em contextos multidisciplinares.

6.2.3 Semanas5e 6
3. Variaveis Aleatérias Discretas e Continuas

A introducéo as varidveis aleatorias € planeada de modo a consolidar a relagdo entre a teoria das probabilidades e a
andlise quantitativa de fenémenos aleatorios. O percurso pedagdgico comegca com a distingdo entre varidveis
aleatdrias discretas e continuas, dando relevancia a exemplos reais e a representagfes graficas que permitem aos
estudantes visualizar e interpretar o comportamento destas variaveis.

Segue-se a apresentacdo das funcBes que descrevem essas variaveis: a funcdo massa de probabilidade (f.m.p.), no
caso discreto, e a fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.), no caso continuo, com destaque para as suas
propriedades essenciais (como a ndo negatividade). A funcdo de distribuicdo cumulativa (f.d.c.) é abordada de forma
unificada para ambos os tipos de variaveis, promovendo uma visdo integrada e facilitando a transi¢do entre os
contextos discreto e continuo.

Depois de definidas as variaveis e as suas distribui¢des, introduzem-se os parametros descritivos, comegando pelo
valor esperado, seguido da variancia e do desvio padrdo, como medidas de tendéncia central e de disperséo.
Posteriormente, abordam-se os momentos de variaveis aleatdrias, com énfase nos momentos de primeira e segunda
ordem, preparando os estudantes para a analise conjunta de varidveis. Introduz-se entdo a covariancia e o coeficiente
de correlacédo linear, discutindo as suas interpretacdes, propriedades e limitaces na analise da dependéncia entre
variaveis. A articulacdo entre os conteidos procura equilibrar a formalizacdo mateméatica com exemplos concretos e
aplicacdes, permitindo aos estudantes compreender tanto a teoria quanto a sua utilidade pratica na modelacéo e

analise de fendmenos em diversas areas.
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6.2.4 Semana 7
4. Vetores Aleatorios Discretos

O estudo de vetores aleatdrios discretos representa um avango natural apds a consolidacdo dos conceitos de
variaveis aleat6rias unidimensionais. Este tdpico é planeado privilegiando uma abordagem progressiva e intuitiva,
gue ajuda os estudantes a compreender as interagdes entre duas varidveis aleatorias discretas. Assim, comega-se por
introduzir a definicdo de varidveis aleatdrias bidimensionais discretas, utilizando exemplos simples para ilustrar
situacdes reais onde duas varidveis aleatorias surgem em conjunto. De seguida apresenta-se a f.m.p. conjunta, com
destaque para a sua interpretacdo, propriedades e representacdo em tabelas ou matrizes. A partir da f.m.p. conjunta,
introduz-se a f.m.p. marginal, explicando o seu célculo, e o passo seguinte é a f.d.c. conjunta, cuja compreensao
ajuda a reforcar a ideia de probabilidade acumulada em multiplas dimensdes. Avanca-se depois para a probabilidade
condicional no contexto bidimensional, através da f.m.p. condicionada. Este conceito permite introduzir o valor
esperado condicional, fundamental para compreender dependéncia e modelar relagdes entre variaveis. A articulagdo
culmina com o estudo da independéncia de variaveis aleatorias, discutida tanto do ponto de vista da f.m.p. conjunta
como da definigdo de independéncia estatistica. Sdo usados exemplos contrastivos (variaveis independentes versus
dependentes) considerados importantes para consolidar o conceito.

Ao longo do desenvolvimento destes conteludos, vao sendo apresentados exercicios praticos e realizadas

interpretagdes probabilisticas com o intuito de associar 0s conceitos tedricos a resolucéo de problemas reais.

6.2.5 Semana 8
5. Principais Distribuic@es de Probabilidade

O estudo das principais distribuicbes de probabilidade é planeado para fornecer aos estudantes ferramentas
consideradas fundamentais para a modelagdo de fenémenos aleatérios em diversos contextos. E utilizada uma
abordagem progressiva, partindo de distribuicfes discretas simples e evoluindo para distribui¢des continuas mais
complexas, sempre com apoio em exemplos préaticos e interpretacdo gréfica.

O estudo inicia-se pelas distribui¢des discretas, comegando pela distribuicdo uniforme discreta, Util para modelar
situacBes de equiprobabilidade. Em seguida, introduzem-se as distribui¢cbes de Bernoulli e binomial, explorando o
conceito de ensaios repetidos com dois resultados possiveis (sucesso/insucesso). Por fim, apresenta se a distribuicdo
de Poisson, associada a contagem de ocorréncias raras num intervalo de tempo ou espaco fixos, destacando a sua
ligacdo com a distribuicdo binomial em situacdes limite. A transicdo para as distribuicdes continuas € efetuada
reforcando a diferenca fundamental entre variaveis discretas e continuas. O estudo comeca entdo pela distribuicdo
uniforme continua, estabelecendo uma analogia direta com a distribuicdo uniforme discreta. Segue-se a introdugdo
da distribuicdo normal, pela sua centralidade tetrica e pratica, destacando as propriedades de simetria e o papel no
Teorema do Limite Central, que sera estudado no capitulo seguinte. Explora-se depois a distribui¢do exponencial,
frequentemente usada para modelar tempos entre eventos, e a distribuicdo gama, como generalizacdo da distribuicéo
exponencial, com aplicagdes em fiabilidade e tempos de espera.

Para cada uma das distribuigdes apresentam-se: f.m.p. ou f.d.p.; representacdo grafica; pardmetros caracteristicos
(média, variancia) e exemplos préaticos de aplicacdo. A articulacdo entre os conteldos destacara as ligagdes entre
distribuicdes (por exemplo, distribuicdo Bernoulli como caso particular da binomial; distribuicdo exponencial como

caso particular da distribuicdo gama) e a sua utilidade em contextos reais.
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6.2.6 Semana 9

6. Distribuicdes por Amostragem

As distribuicBes por amostragem sdo essenciais para estabelecer a ponte entre a estatistica descritiva e a inferéncia
estatistica. O objetivo principal consiste em desenvolver nos estudantes a compreensdo de como as estatisticas
amostrais (média, proporcdo, variancia) se comportam quando extraidas de amostras aleatérias e como esse
comportamento permite inferir propriedades da populacdo. O planeamento inicia-se com a consolidacdo de
conceitos estatisticos elementares, como populagdo, amostra aleatéria, amostra observada e o processo de
amostragem aleat6ria simples. Estes conceitos sdo fundamentais para estabelecer o contexto da variabilidade
amostral e da incerteza associada as estimativas.

Vem depois a introducdo ao Teorema do Limite Central (TLC), com destaque para a sua importancia teérica e
pratica: o TLC justifica o uso da distribuicdo normal como aproximacdo para a distribuicdo da média amostral,
mesmo quando a populacdo ndo é normal, desde que a dimensdo da amostra seja suficientemente grande. Com base
neste resultado, introduzem-se as distribuicdes da média amostral: quando a variancia populacional é conhecida,
utiliza-se a distribuicdo normal; quando a varidncia é desconhecida, aplica-se a distribuicdo t de Student, para
amostras pequenas. Abordam-se depois, a distribuicdo da diferenga de médias amostrais, explorando trés cenérios:
variancias conhecidas (uso da distribuicdo normal); varidncias desconhecidas, mas iguais (uso da t de Student com
varidncia combinada) e variéncias desconhecidas e diferentes (uso da t de Welch, com graus de liberdade ajustados).
Segue-se a distribuigdo da proporcdo amostral e €, também, abordada a distribuicdo da diferenca de propor¢des
amostrais, fundamentais em contextos binarios. Depois é apresentada a distribui¢do da variancia amostral (associada
a distribuicdo qui-quadrado) e, por fim, é abordada a distribuicdo do quociente de variancias amostrais, que segue
uma distribuicdo F de Fisher.

A articulagdo destes conteidos é desenvolve-se com 0 apoio de exemplos praticos e se possivel com a exploracdo

visual das distribuices.

6.2.7 Semanas 10 e 11

7. Estimacdo Pontual e Intervalar

O estudo da estimacdo pontual e intervalar marca a transi¢do entre a teoria das distribuigdes amostrais e a inferéncia
estatistica propriamente dita. O planeamento destes conteldos € orientado para a compreensdo do processo de inferir
sobre pardmetros populacionais a partir de dados amostrais, destacando o papel da incerteza e da variabilidade
inerentes a amostragem.

A abordagem inicia-se com a distin¢do entre estimadores (funcOes estatisticas aplicadas a amostra) e estimativas
(valores numéricos obtidos a partir dos dados da amostra). Seguem-se depois as principais propriedades dos
estimadores — enviesamento, consisténcia e eficiéncia — como critérios fundamentais para avaliar a qualidade das
estimativas. Prossegue-se com a introducdo dos métodos de estimagdo, nomeadamente: método dos momentos,
baseado na igualdade entre momentos tedricos e amostrais; método da verossimilhanca, que consiste em maximizar
a funcdo de verossimilhanga para encontrar o estimador mais plausivel.

A transi¢do para a estimacdo intervalar permite formalizar a incerteza associada a estimacdo pontual. Apresenta-se o

conceito de intervalo de confianca e a interpretacdo correta da sua significancia (nivel de confianga). 0 método da
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variavel fulcral é entdo introduzido como instrumento central para a construcdo de intervalos de confianga,
permitindo derivar: intervalos de confianga para a média (com variancia conhecida e desconhecida); para a
proporcdo e para a variancia (usando a distribuicdo qui-quadrado).

Abordam-se, também, os intervalos de confianga para a diferenca de médias (em varios cendrios: variancias
conhecidas, desconhecidas mas iguais, ou diferentes); para a diferenca de propor¢des; para a razdo de variancias
(usando a distribuicdo F de Fisher); e, ainda, para a diferenca de médias em amostras emparelhadas, frequentemente
usada em estudos antes-depois.

A articulacdo dos conteidos realizada-se com recurso a problemas reais, simulagcdes computacionais e visualizages
gréficas, para promover a intuicdo sobre o impacto da dimensdo amostral, variabilidade e nivel de confianga nos
intervalos obtidos. O uso de software estatistico é fortemente recomendado para explorar exemplos mais complexos

e reforcar a ligacéo entre teoria e pratica.

6.2.8 Semana 12

8. Testes de Hipbteses Paramétricos

O capitulo relativo aos testes de hipdteses paramétricos é estruturado de forma a consolidar os fundamentos da
inferéncia estatistica, preparando os estudantes para a tomada de decisGes com base em dados. O planeamento
inicia-se com a metodologia geral dos testes de hipdteses, explicando-se o processo de formulagdo das hipéteses
nula e alternativa, o papel da estatistica de teste e a defini¢do de regides de rejeicao.

Posteriormente, introduzem-se os conceitos de erros de decisao: erro do tipo | (falso positivo) e erro do tipo Il (falso
negativo); a poténcia do teste, como probabilidade de rejeitar corretamente a hip6tese nula; o valor-p, como medida
da evidéncia contra a hipotese nula, facilitando a interpretacdo pratica do resultado.

Com esta base, avancga-se entdo para os testes de hipdtese sobre pardmetros populacionais, comegando pela média de
uma populacdo: com variancia conhecida (teste z); com varidncia desconhecida (teste t). De seguida, abordam-se o0s
testes para a diferenca entre duas meédias: com varidncias conhecidas (teste z para duas amostras independentes);
com variancias desconhecidas e iguais (teste t); com variancias desconhecidas e diferentes (teste t de Welch).
Segue-se o teste para proporcao de uma populagéo (teste z) e aborda-se, também, o teste da diferenca de proporgdes
entre duas populac@es (teste z para duas propor¢des). Trata-se depois do teste para a variancia de uma populagédo
(teste qui-quadrado) e aborda-se o teste da razdo de variancias de duas populacfes (teste F de Fisher). Por fim,
apresenta-se o teste as médias de amostras emparelhadas, em contextos como estudos antes-depois (teste t para
diferencas emparelhadas).

A articulacdo dos conteldos desenvolve-se com recurso a exemplos reais, interpretacdo de resultados (especialmente
do valor-p) e visualizagbes graficas das regiGes de rejeicdo. O uso de software estatistico é incentivado para a

realizacdo de testes mais complexos, reforcando a ligagao entre a teoria estatistica e a pratica de analise de dados.

6.2.9 Semana 13

9. Testes de Hipoteses Nao-Paramétricos

O estudo dos testes de hipOteses ndo paramétricos € planeado como um complemento natural aos testes

paramétricos, enfatizando a sua importancia quando o0s pressupostos classicos — como normalidade ou
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homogeneidade de variancias — nao séo satisfeitos. O objetivo é proporcionar aos estudantes instrumentos robustos
para analisar dados de natureza ordinal ou com distribui¢fes ndo normais.

A abordagem inicia-se com uma introducdo aos testes ndo paramétricos, destacando as diferencas em relagdo aos
testes paramétricos e os contextos em que devem ser aplicados. Esta parte inicial é essencial para promover uma
compreensdo critica da escolha do teste estatistico mais adequado ao tipo de dados disponivel.

Abordam-se de seguida os testes de ajustamento, comecando pelo teste do qui-quadrado de ajustamento, utilizado
para verificar se a distribuicdo observada de uma variavel segue uma distribuicdo teorica especifica. Posteriormente,
apresentam-se os testes de Kolmogorov-Smirnov e Shapiro-Wilk, que permitem avaliar o pressuposto de
normalidade dos dados.

A continuacédo natural € o teste de independéncia do qui-quadrado, aplicado a tabelas de contingéncia, que permite
avaliar a associagdo entre variaveis categoricas. Este tema oferece uma oportunidade para discutir a analise de dados
qualitativos e a interpretacdo pratica dos resultados em diferentes contextos, como nas ciéncias sociais, na saude e
na educagdo.

Ao longo da sequéncia apresentada valoriza-se a interpretacdo dos resultados, recorrendo a exemplos aplicados e a
software estatistico para facilitar a compreensdo dos procedimentos e das condi¢des de validade de cada teste. Na
articulagdo dos conteldos enfatiza-se a ligagdo entre pressupostos, escolha do teste e interpretagdo, promovendo

uma visdo integrada e aplicada da andlise estatistica.

6.2.10 Semana 14

10. Analise de Regresséo Linear Simples

Este ultimo capitulo sobre Analise de Regressdo Linear Simples é planeado como uma aplicagdo pratica da
inferéncia estatistica @ modelacao de relagdes entre varidveis, considerando que o objetivo principal é desenvolver a
capacidade de compreender, estimar e interpretar modelos lineares, articulando fundamentos tedricos com
aplicacBes empiricas.

A sequéncia inicia-se com a formulacdo do modelo de regressdo linear simples e pela interpretacdo dos seus
componentes — varidvel explicativa, varidvel resposta e reta de regressdo ajustada. A partir dessa introdugdo,
apresentam-se 0s pressupostos do modelo classico (linearidade, independéncia, homocedasticidade e normalidade
dos erros), reforgando a importancia de os verificar antes de tirar conclusées inferenciais.

De seguida introduz-se 0 método dos minimos quadrados (MMQ) para a estimacdo dos parametros do modelo,
destacando as suas propriedades estatisticas e o Teorema de Gauss-Markov, que estabelece a eficiéncia dos
estimadores lineares centrados (BLUE — Best Linear Unbiased Estimators).

Posteriormente, aborda-se a decomposicdo da variacdo total (em variagdo explicada e variagdo residual) e o
coeficiente de determinacdo, que mede a qualidade do ajustamento do modelo. A tabela da ANOVA é entdo
apresentada como instrumento que resume esta decomposicao e permite testar a significAncia global da regresséo.
Na vertente inferencial, exploram-se: a estimacdo da variancia do erro e o seu papel na construcdo de intervalos e
testes; os intervalos de confianca para os parametros do modelo; os testes de hipdteses associados (por exemplo,
testar se o pardmetro associado a variavel explicativa é significativamente diferente de zero). Por fim, introduz-se a
previsdo com base no modelo estimado, enfatizando a distin¢do entre previsdo pontual e intervalar, e a importancia

de considerar a incerteza associada as estimativas.
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Na articulacéo dos contetidos privilegia-se a integragdo entre teoria e pratica, com uso de dados reais, se possivel, e

claro com representacdes graficas e utilizacdo de software estatistico, para que o estudante desenvolva tanto a

compreensdo conceptual como a competéncia analitica na aplicacdo de modelos de regressao.
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