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Dinamica simbélica e aplicagoes

Introducao

Apresenta-se um sumario da licao de sintese que sera apresentada em provas publicas de agregagao.
A ligdo incidird sobre alguma da investigagdo em dindmica simbdlica e aplicacoes, desenvolvida apds a
realizacao do doutoramento.

Nao serao apresentados todos os trabalhos e resultados obtidos, mas uma sistematizagao daquilo que
estd publicado e se tornou de algum modo mais relevante ou consequente. E também, e acima de tudo,
uma oportunidade para rever o trabalho desenvolvido sintetizando-o, e organizar o trabalho futuro.

Em relacao ao contexto cientifico-tecnolégico atual é comum falar-se de era da informagdo. Sistemas
simbdlicos, combinatéria, complexidade sao palavras chaves decisivas mas representam também temas
ainda subexplorados. Os sistemas simbdlicos estdao de modo implicito e explicito na ordem do dia. De
modo implicito porque a esséncia do estudo da informacao é a representacao simbdlica de objetos e o
estudo do processamento da informagcao passa por estudar as transformacoes nas representagoes simbdlicas
dos objetos. De um modo explicito porque muitas areas da matematica ou da ciéncia em geral a eles
recorrem, ou com eles se relacionam cada vez mais frequentemente - em desenvolvimentos tedricos da
area dos sistemas dinamicos, em outras areas da matematica e nas aplicagbes. Mas o potencial esta
ainda por cumprir. Em particular, na relagao entre computagao e fenémenos naturais, onde a dinamica
simbdlica deve ser um tema incontorndvel. Na criptografia, na inteligéncia artificial e na automacao.
Ainda na compreensdao do que é a vida. Todos estes tépicos e dreas tém muito que beneficiar dos
métodos combinatérios e simbdlicos. Existe pouco trabalho desenvolvido comparativamente ao que é
ainda o empenho e esfor¢co da comunidade cientifica na abordagem dos problemas cientificos atuais, com
as ferramentas e conceitos matematicos ja classicos.

O que se apresentard na sessao publica sao contributos para o desenvolvimento da dinamica simbdlica
tanto de um ponto de vista conceptual, como desenvolvimentos em areas da matematica como sistemas
dinamicos discretos de dimensao um, certas estrutura algébricas, autématos celulares e aplicagoes aos
sistemas complexos.



A estrutura da apresentacao é a seguinte:

1. Dindmica do intervalo

1.1 Aplicagoes do intervalo e cadeias de Markov topoldgicas
1.2 Aplicagoes do intervalo com escape

1.3 Subsistemas de Markov invariantes

2. Algebra e dindmica
2.1 Representagoes de algebras de Cuntz-Krieger
2.2 Semigrupos numéricos e érbitas periddicas

3. Autématos celulares

3.1 Iteradas de aplicacoes do intervalo e autématos celulares
3.2 Dinamica evolucionaria

3.3 Autématos celulares probabilisticos

4. Aplicagbes - movimento complexo

5. Trabalho futuro

No que segue apresenta-se a descricao detalhada de cada parte indicada.

Nota: no resumo, as referéncias préprias serdo indicadas tendo em conta a representacdo que consta no cv,
com a data de publicacdo adicionada, na forma [nimero no cv](ano). As referéncias de outros autores serao
indicadas entre paréntesis com nomes abreviados e ano, na forma [nome-ano].



1 Dinamica do intervalo

A dindmica do intervalo é um tépico estrutural na drea dos sistemas dinamicos fornecendo conceitos,
resultados de base e linhas de investigacao. O seu interesse, para além do assunto em si, decorre da
simplicidade no enunciar alguns dos problemas e da variedade de resultados nao triviais. As aplicacoes
sao diversificadas e as relagbes com outras areas da matemaética e da ciéncia sdo relevantes: equagoes
diferenciais, equagoes as diferencas, analise funcional, geometria, topologia, probabilidade e estatistica,
algebra.

Como exemplo representativo desta interagao destaca-se o trabalho de Poincaré, ele préprio fundador
dos sistemos dinamicos modernos e precursor da dindmica simbdlica, a par de Hadamard, sobre acoes de
grupos discretos de isometrias do plano hiperbdlico. Este tépico relaciona de modo nao trivial conceitos
chave da geometria e da algebra com conceitos fundacionais dos sistemas dindmicos discretos. Nomeada-
mente, a aplicacao fronteira, que age no conjunto limite do grupo (pode ser vista como uma aplicagao
do circulo no circulo ou como uma aplicagdo do intervalo identificando os bordos), estd relacionada com
o fluxo geodésico de superficies de curvatura negativa e com as simetrias ou pavimentagoes do plano
hiperbdlico, [B-S1979], [A-F1991], [1]*(2003).

Por outro lado, a busca de invariantes para classificar os sistemas dinamicos discretos, em particular
classificar as aplicagoes do intervalo, tornou-se um tema de estudo intenso, com diferentes abordagens e
técnicas. Os invariantes podem ter natureza diversa: invariantes algébricos, combinatdrios ou numeéricos,
como sao exemplo o grupo de Bowen-Franks, o grupo dimensao, as sequéncias de amassamento, a en-
tropia topoldgica, entre outros. Destaca-se o trabalho de Milnor e de Thurston, que introduziram a
teoria do amassamento [M-T1988] e técnicas que influenciaram de forma decisiva o estudo da dinamica
do intervalo. Destaca-se ainda o trabalho de Sousa Ramos e dos seus colegas que ao longo dos anos 80, 90
e na primeira década de 2000 desenvolveram técnicas especificas usando dinamica simbdlica, estruturas
em arvores, cadeias de Markov topoldgicas, métodos homoldgicos e a teoria de amassamento para estu-
dar e classificar diversos sistemas dinamicos discretos. Nesse contexto foi desenvolvido algum trabalho
[19](2013), [11](2010), [8](2009), [3](2006) e [3A](2007), que nédo serd tratado na apresentagio.

O trabalho descrito na presente secao estd baseado nos desenvolvimentos em torno de uma classe de
aplicagoes M(I), onde I é um intervalo. Sao essencialmente aplicagbes do intervalo, expansivas, com
particao de Markov e uma condigao adicional que assegura o sistema ser topologicamente mizing. Esta
classe, apesar de algo restrita, permitiu desenvolver o tema livremente, sem demasiadas tecnicalidades
e obter resultados de modo natural. Generalizacoes estao a ser desenvolvidas, enfraquecendo uma ou
outra das propriedades exigidas e levando a caminhos promissores como sera referido na secao 5. Classes
de aplicacoes semelhantes sao naturalmente utilizadas em muitas referéncias ja classicas, com pequenas
nuances, como por exemplo [B-G1997], [P-V2023], entre muitas outras.

Parte do trabalho desenvolvido neste ambito foca-se na perturbacdo ou transformacao de particoes
de Markov de uma aplicacao ou familia de aplicagoes do intervalo analisando quais as alteragoes que
ocorrem no sistema em funcao das alteragoes da particao. E uma abordagem usada por outros autores,
veja-se por exemplo o trabalho [B-S-L-Z2001] ou [T-K2010], que estudam perturbagoes de partigoes de
Markov e o efeito nas dinamicas. No trabalho apresentado usam-se sistematicamente refinamentos de
particoes de Markov que sao também particoes de Markov para uma aplicagao dada e a perturbagao passa
pela alteracao de algum dos ramos da funcao num dos elementos da particao refinada. Esta abordagem
estd a revelar-se importante tanto para o desenvolvimento da teoria como para as possiveis aplicagoes da
dinamica simbdlica a fenémenos reais.
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1.1 Aplicagoes do intervalo e cadeias de Markov topoloégicas

Nesta subsecao é resumido o trabalho desenvolvido em diversos artigos sobre aplicagoes iteradas do
intervalo. Alguns outros artigos sobre o mesmo tema ficam de fora do resumo de modo a tornar a
descricao mais concisa. Entre os que ficam de fora estao aplicagoes da dindmica simbdlica as equagoes
diferenciais ordinarias ou parciais, por exemplo [16](2012), [21](2013), [26](2016), [30](2018), [42](2023),
[43](2024), agdes de grupos discretos do plano hiperbélico [1]*(2003), entre outros.

Esta se¢ao foca-se no trabalho iniciado em [7](2008) e com sequéncia constituida pelos artigos [12](2011),
[17](2012), [20](2013), [23]*(2014), [28](2017), e [33](2019), muitos deles relacionando aspetos da dindmica
topoldgica com a classificagao de certas dlgebras de operadores e das sua representagoes.

Consideramos a classe de aplicagoes do intervalo cujo dominio estd contido num intervalo I.

Definicao 1 Seja I C R um intervalo. Uma aplicagao f estd na classe M(I) se satisfaz as propriedades
(P1), (P2), (P3), (P4), apresentadas abaizo, e estd na classe PL(I) se satisfaz as propriedades (P1),
(P2). (P3). (P4):

(P1) [Ezisténcia de uma particdo finita do dominio de f] Existe uma particio C = {Iy,...,I,} de inter-
valos fechados com # (I; N I;) <1 para i # j, dom(f) = U?:l I cleim(f)=1.
(P2) [Propriedade de Markov] Para todo i =1,....,n o conjunto f(I;)N (U;'L:1 Ij) € uma uniGo ndo vazia

de intervalos de C.

(P3) [Aplicagao secionalmente linear e expansival fi;, € C*(I;) e |f\,1j (x)] = d; > 1, para todo x € Ij,
=1 ..n.

(P3°) [Aplicagio expansiva fi1, € Cl(I;) e |f|’17 (x)] > b>1, para todo xz € I;,j =1,...,n, e algum b.

(P4) [Aperiodicidade] Para todo intervalo I; com j = 1,...,n existe um ndmero natural g tal que dom(f) C

fUI;).



Naturalmente PL(I) C M(I). A parti¢do minimal C' que satisfaz a Definicdo 1 é denotada por C.
A propriedade de Markov (P2) permite a codificagdo das transi¢oes entre intervalos de C' na chamada
matriz de transigao, de Markov, n x n, Ay = (a;;), definida do seguinte modo:

ay = { 1se f(I;) D I,

0 caso contrario

onde J representa o interior de um conjunto J.
Os pontos fronteiros de uma parti¢do C = {I1,..., I, }, n € N, originada de uma aplicagao f € M(I),
como em (P1), constituem naturalmente um conjunto ordenado, I' = 9C,

_ -+ -
I'={co,c1,¢] s Cr_156_1,Cnt

de nimeros reais, tais que

co<cy <cf <cy << <cf o <en,

L = [co,cl_] R [cj;l,cj_] R [c:_l,cn] .

Consideramos a colegdo de intervalos abertos {F1, ..., E,,—1}, dados por
Ei = ]cl_,cf[, ey, By = }c;_l,c:_l [,

de modo que
I:= [607(2”] = (U;'Lzljj) U (U;L:_llEj) .

Neste caso, os elementos de I' sao chamados de pontos singulares de f e, devido a propriedade de Markov,
I" satisfaz a propriedade f (I') C I'. Denota-se I'y = 9C}.

Uma aplicagdo f € M(I) determina unicamente, com a particdo minimal Cy = {I1,...,I,}, os
seguintes objectos:

(i) O conjunto f—invariante

Qf :={x € I: f*x)c dom(f) para todo k = 0,1, ...}.

(ii) A colegao de conjuntos abertos {E1, ..., E,—1}, tais que

n n—1
- = &
j=1 j=1

(ili) A matriz de transicao Ay = (aij); ;= .-

Os intervalos I, ..., I, sao chamados de intervalos de Markov de f e Eq, ..., E,_1 sao chamados de
intervalos de escape (eventualmente vazios) de f.

O conjunto ¢, de Cantor, é o conjunto de pontos que permanece no dominio dom(f) por iteracao
de f e o conjunto aberto

o'} n—1
Bp=1-Qp=Jr*(UE
k=0 j=1

¢ chamado de conjunto de escape de f. Todo o ponto em Ey eventualmente atinge o interior de um
intervalo de escape, Ej, por iteragao de f e a iteracao para. Um ponto x estd no conjunto de escape Ef
de f se e s6 se existe k € N tal que f* (x) ¢ dom(f).



Se ¢ = c;r, para algum j, entdao E; = () e ¢; é um ponto singular, ponto critico ou de descontinuidade

de f. Notemos que se ¢ = cj+, a notagao ¢; , c;r representa os limites laterais do ponto ¢;, isto ¢,

c;[ = lim ¢; +e=.
e—0%t

No entanto, se cj_ < c;r,

limites laterais correspondentes, ou seja,

A=t
J

isto ¢, se E; # (), usamos a notagao cj_’_, c.’ el ¢; " para representar os

J

cjj-t’jE = lim ¢F +e.

e—0% J

A drbita de um ponto x € Qf é o conjunto orby (z) := {fk (x): ke N}. Consideramos a relagao de
equivaléncia R, em §y, definida por

Ry :={(z,y): f"(z) = f"(y) for some n,m € No}.

A relagao Ry é uma relacao de equivaléncia contavel no sentido em que cada classe de equivaléncia de
x €I, Ry(x), é um conjunto contdvel. Denotamos x ~ y sempre que (z,y) € Ry, e R¢(z) é chamada de
orbita generalizada de x € I.

Esta é a definicao e os conceitos que servem de base para grande parte do trabalho apresentado no
resumo.

E de destacar o trabalho [23]*(2014) onde num dos resultados apresentados se mostra como uma matriz
com entradas em {0,1}, sem linhas nem colunas de zeros, pode ser realizada como matriz de Markov
de uma aplicagao do intervalo. Na verdade, de uma familia de aplicagoes do intervalo topologicamente
conjugadas. Este resultado ja tinha sido obtido, em [12](2011), para certo tipo de matrizes chamadas de
tipo intervalo. Para que este processo seja possivel em geral, é necessario usar uma técnica, chamada state
splitting, que permite tornear o problema das matrizes que nao sao de tipo intervalo. Deste modo, dada
uma matriz A, primitiva, é possivel obter familias de aplicagoes de Markov expansivas que realizam A
como matriz de Markov Ay para certa familia de aplicagoes f € M, como indicado acima. Este resultado é
estruturante e teve como consequéncias os resultados dos artigos [27](2016), [29](2017) referidos em se¢oes
que se seguem, assim como aplicagdes & geometria [19](2013) onde se estudaram invariantes topoldgicos,
para as aplicagoes do intervalo, mas de natureza geométrica - sistolas, entre outros. Estes resultados
estao também na base de desenvolvimentos futuros que serao descritos na secao 5.

1.2 Aplicagoes do intervalo com escape

Nesta subseccao resume-se o trabalho desenvolvido em [35]*(2019), onde se estuda a classificacao topoldgica
das aplicagoes do intervalo expansivas que possuem particao de Markov. Esta familia de aplicagdes, como
referido anteriormente, foi estudada e sistematizada desde [7](2008). Em [35]*(2019) desenvolveu-se o
formalismo para incluir os casos em que existem estados de escape, o que, por um lado, permite o estudo
de sistemas abertos, por outro, trata o caso mais geral, relativamente a classe M.

Em concreto, é introduzida uma matriz de transicao, a matriz de escape, como um invariante com-
pleto, a menos de conjugacao por uma matriz de permutacao. Os estados de escape sao associados a
colunas nulas na matriz de escape. A dinamica simbdlica é implementada recorrendo a uma representacao
simbodlica adequada para os estados de escape que estao relacionados com a topologia do intervalo. As



sequéncias simbdlicas admissiveis que representam Orbitas do sistema passam a ser distinguidas de regu-
lares ou de escape. As sequéncias de escape sdo neste caso finitas devido a existéncia de um instante de
tempo, ou iterada, em que a Orbita entra num intervalo de escape.

Por outro lado, em [35]*(2019), é também dado um resultado de realizagdo, isto é, sdo estabelecidas
condigoes para que uma certa matriz de entradas em {0, 1}, seja uma matriz de escape para uma aplicagao
de Markov. Este problema tinha sido ja resolvido para matrizes de transicao sem linhas ou colunas nulas,

m [12](2011) e [23]*(2014), como referido acima. Deste modo, ficou aberto o caminho para estudar de
modo sistematico e completo as subdinamicas de um dado sistema de Markov, que sao também Markov.
Esse trabalho ficou concluido e estd publicado [37](2021), sendo o tépico a abordar na secc¢ao seguinte.

1.3 Subsistemas de Markov invariantes

Apresenta-se o problema de decidir quando uma restricao de uma aplicagao f € M esta também na classe
M. Este problema foi abordado e resolvido em [37](2021). Considera-se f € M (I) para um intervalo I,
e um subconjunto J = U2, J; C I, sendo J;, ¢ = 1,...,m uma certa colecao de intervalos fechados. Seja
[J] o intervalo minimal que satisfaz J C [J]. Um dos objectivos do trabalho foi determinar as condigdes
sob as quais a aplicacdo g := f|; pertence a M ([.J]). Este problema estd relacionado com o estudo
dos conjuntos de Cantor invariantes por f € M (I) e a classificagdo dos subsistemas dindmicos discretos
(g, 9) de (2, f), com Q, C Qf, g := f|;. De facto se J C I satisfaz certas condigoes de modo a g := f|;
pertencer a M ([J]) entdo o conjunto invariante maximal para g, {14, é um conjunto de Cantor invariante
por f,isto é, Q, C Qf e f(Qg) = Q.

O método utilizado para abordar esta questao foi transformar refinamentos da particao de Markov para
a aplicagao f, removendo intervalos apropriados, e utilizar a colegao de intervalos obtida como particao
de suporte - dominio, para uma nova aplicagao g, no contexto do formalismo desenvolvido em [35]*(2019).
A remocao de intervalos de particoes de Markov refinadas de uma aplicacdo f produz aplicacbes com um
conjunto de escape nao trivial - pelo menos o intervalo removido esta contido no conjunto de escape da
nova aplicagdo. Quando esta remocao nao afeta a propriedade de Markov, nem a primitividade da nova
matriz de transigao, as aplicagoes obtidas pertencem a classe M. Um dos problemas centrais é decidir
quando a matriz A, obtida é primitiva nesta estrutura. Este problema é resolvido com o conceito de
estados removiveis, que sao na verdade identificados por certas palavras admissiveis no alfabeto simbdlico
associado a f. Em [37](2021) foi dada uma caracterizagao destes estados removiveis.



2 Algebra e dinamica

A relacao entre os sistemas dinamicos e as dlgebras de operadores é profunda e desenvolveu-se desde a
origem da teoria dos operadores. Em particular, dos trabalhos de Von Neumann e Birkhoff, que desem-
penharam um papel fundamental nesses dois contextos. Diversos tipos de dlgebras de operadores foram
surgindo de acordo com especificidades e propriedades adicionais que as algebras possam verificar, como
por exemplo o fecho para diferentes topologias, entre outras caracteristicas. Uma algebra fundamental
é a élgebra de operadores limitados definidos num espago de Hilbert H, e denotada B (H). As dlgebras
de von Neumann e as dlgebras C* sdo dois dos tipos mais estudados, ambas podem ser definidas como
subdlgebras de B (H). Uma &dlgebra de von Neumann, M é uma subalgebra de B (H), auto-adjunta, com
identidade e fechada para a topologia fraca, ou que coincide com o seu bicomutante, i.e., M = M". Esta
particularidade torna as algebras de von Neumann particularmente apelativas, uma vez que existe uma
condicdo puramente algébrica (bicomutante) equivalente a uma propriedade analitica (fecho). Foram
estudadas dlgebras de von Neumann relacionadas com sistemas dindmicos em [2A](2006), [6](2007), mas
o tema ndo serd abordado neste resumo. Uma dlgebra C* é uma subdlgebra de B (H), auto-adjunta,
fechada para a topologia da norma. Na relagao com os sistemas dinamicos discretos, em particular com
a dinamica simbdlica, as algebras C* tém um papel destacado. Nomeadamente, os trabalhos de Cuntz
e de Krieger, [C1977], [C-K1980], sobre dlgebras C* geradas por isometrias parciais, tornaram a relagao
entre cadeias de Markov topoldgicas e as algebras C* muito frutuosa. Uma &lgebra de Cuntz-Krieger é
definida & custa de uma matriz A, com entradas em {0, 1}, quadrada, sem linhas nem colunas de zeros,
denotando-se Q4. A estrutura algébrica de uma algebra de Cuntz-Krieger O 4, estd relacionada com
as propriedades dinamicas da cadeia de Markov topolégica associada a A. Por exemplo, o grupo de
Bowen-Franks que mede a equivaléncia fluxo para os sistemas dinamicos em particular para a cadeia de
Markov topolégica referida, [M2001], corresponde ao grupo Ky de K-Teoria que classifica as dlgebras de
Cuntz-Krieger. As dlgebras de Cuntz-Krieger pertencem ao grupo de dlgebras C* que séo classificadas a
menos de *-isomorfismo pelos grupos de K-teoria, um resultado de Kirchberg e Philips, [P2000].

No trabalho de Spielberg, [Sp1993], recupera-se ainda o trabalho de Poincaré referido acima, rela-
cionando muitos conceitos decisivos nas dreas de sistemas dinamicos discretos, dlgebras C* e geometria:
Por um lado a agao de um grupo discreto, G, de isometrias do plano hiperbdlico H é orbit equivalent a
aplicagao fronteira fi que age na fronteira do plano hiperbdlico, no conjunto limite do grupo Ag (Bowen
e Series [B-S1979]). Por outro lado, existe uma representagdo do mesmo grupo por unitérios. O produto
cruzado da dlgebra C* das fungoes continuas no conjunto limite do grupo, C'(Ag), pela acao da repre-
sentacao do grupo é uma dlgebra C* que é *-isomorfa a uma &lgebra de Cuntz-Krieger O, associada a
aplicagdo fronteira fg. Uma vez que fg é Markov tem-se A = Ay,. Nesta linha foi produzido trabalho,
[1A](2004). Destacam-se aqui estas relagoes para explicitar o modo como os assuntos sistemas dindmicos
discretos, dlgebras C* e geometria estao ligados entre si de modo profundo e como a dindmica simbélica
é estruturante.

Matsumoto [K-M-W1998], com diversos colaboradores, e em muitos outros trabalhos desde entao,
desenvolveu a relagao entre as cadeias topoldgicas, nao necessariamente de Markov, e certas aplicacoes
do intervalo relacionadas com expansoes simbélicas de nimeros. Nomeadamente a expansao (3, oriunda
da teoria dos numeros e que define uma expansao numérica em base ndo inteira. Nessa linha de tra-
balho, Sousa Ramos, Paulo Almeida, Ricardo Severino, Nuno martins, [Al-S-SR1996], [M-S-SR2003], [M-
SR2002] entre outros, desenvolveram este tépico relacionando aplicagoes do intervalo, cadeias topoldgicas
e um formalismo baseado na teoria de amassamento de Milnor-Thurston. Nesta linha foi também pro-
duzido trabalho, [3](2006).

Por outro lado, Ostrovsky e Samoilenko [0-S1999], noutra abordagem mais préxima dos espagos de
operadores e das representagoes, produziram trabalho fundamental na relagao entre sistemas dinamicos



discretos e dlgebras de operadores. Consideram a dlgebra C* gerada por um operador limitado X (e
pelo seu adjunto X*) num certo espago de Hilbert. Neste caso, uma deformagédo do comutador, X X* =
f(X*X), sendo f um polindémio restrito a um intervalo I, age como a evolugdo no tempo, e as érbitas
do sistemas dinamico (I, f) aparecem no espectro do operador X. Representagoes irredutiveis deste tipo
de dlgebras aparecem precisamente associadas a 6rbitas de (I, f). Nesta linha foram produzidos alguns
trabalhos, nomeadamente [4A](2007), [5](2007).

Além das édlgebras C*, e do grupo de Bowen-Franks j4 referido, existem fortes relacoes de outras es-
truturas algébricas com dinamica discreta, como por exemplo as seguintes: grupo dimensao, grupo critico
de um grafo, iteracdo em &lgebras de matrizes com entradas reais, complexas ou algébricas, semigrupos
comutativos, entre outras. Trabalhos sobre estes temas foram desenvolvidos em [1A](2004), [3A](2007),
[11A](2010), [13](2011), [18](2012).

Nesta segao sera descrito o trabalho relacionado com as representacoes de algebras Cuntz-Krieger
associadas a orbitas de sistemas dinamicos discretos. Serd também descrito trabalho sobre semigrupos
numéricos que aparecem relacionados com dinamica discreta, como uma estrutura algébrica associada ao
conjunto de periodos de 6rbitas de uma aplicacao do intervalo. Foi introduzida uma classe de aplicagoes
N, sub classe de M, para a qual o conjunto de periodos é um semigrupo numérico. Este trabalho foi
consequéncia dos resultados obtidos em [23]*(2014) e descritos na secgao 1.
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2.1 Representagoes de algebras de Cuntz-Krieger

Apresenta-se o trabalho desenvolvido desde 2008 sobre certas representagoes de dlgebras de Cuntz-Krieger
associadas ou parametrizadas por érbitas de aplicacbes do intervalo. Este trabalho ficou publicado nos
artigos [7](2008), [12](2011), [17](2012), [20](2013), [22](2014) e [23]*(2014). As &lgebras de Cuntz-
Krieger, foram introduzidas como generalizacao das dlgebras de Cuntz, uma classe de dlgebras C*, geradas
por isometrias, estando relacionadas com as cadeias de Markov topoldgicas. Sao algebras relevantes para
a analise harmonica, para a andlise de sinal com recurso a onduletas, para o estudo de semigrupos,
representagao de grupos, entre outras areas. Nesta série de trabalhos associam-se representagoes, em
[5(N), de algebras de Cuntz-Krieger, a drbitas de sistemas dinamicos discretos de Markov. Neste caso,
a Orbitas de aplicagoes do intervalo. A ligacao entre os objetos é estabelecida através de uma matriz A
com entradas em {0,1}, sem linhas nem colunas nulas, e primitiva. Esta matriz no sistema dindmico
corresponde a matriz de Markov que caracteriza as transicoes possiveis dos estados, em particular a
matriz Ay associada a uma aplicacao f € M e na dlgebra codifica as relagoes entre as isometrias parciais
geradoras da dlgebra de Cuntz-Krieger que se denota O 4. Mostra-se como dada uma matriz de {0,1},
sem linhas nem colunas de zeros, pode ser realizada como uma matriz de Markov de uma aplicagao do
intervalo. Este resultado, como referido na segao 1, foi obtido para certo tipo de matrizes chamadas de
tipo intervalo, em [12](2011) e generalizado em [23]*(2014). Para que este processo seja valido em geral,
foi necessario usar a técnica de state splitting, que permite tornear o problema das matrizes que nao sao de
tipo intervalo. Deste modo dada uma matriz (primitiva) é possivel obter familias de aplica¢oes de Markov
expansivas que a realizam como matriz de Markov, e através destas aplicagoes obtém-se representacoes
das algebras de Cuntz-Krieger associadas, parametrizadas pelas 6rbitas. Duas condigoes iniciais distintas
produzem representagoes unitariamente equivalentes se e s6 se pertencem a mesma érbita.

Em trabalho subsequente foram estudadas representagoes do mesmo tipo mas de algebras de Mat-
sumoto [20](2013), no caso em que as Orbitas dos pontos criticos sdo infinitas, ou seja a aplicagdo nao
é Markov, de élgebras de Toeplitz [28](2017), de dlgebras de grafos [33](2019), nestes casos usando os
resultados de aplicagbes com escape [35]*(2019), e recentemente de Branching systems [40](2023).

2.2 Semigrupos numéricos e orbitas periddicas

Os semigrupos numéricos sdo um topico da algebra de desenvolvimento recente. Muito préximo da
teoria dos numeros, e de modo semelhante tem resultados simples e diretos de enunciar, sem recorrer
necessariamente a técnicas matematicas demasiado sofisticadas, mas por vezes de dificil demonstragao.
Conjecturas importantes estao enunciadas na literatura, como a conjectura de Wilf (1978), ou a deter-
minacao do nimero de Frobenius dada um certa familia de semigrupos numéricos, em funcao de algum
parametro, como por exemplo nimero de geradores. Recentemente o assunto explodiu e os semigru-
pos numéricos aparecem em diversas areas. E normal que assim seja. O conjunto dos naturais, com a
adigdo (e a multiplicacdo) sdo quase omnipresentes em matemédtica e nas suas subdreas. Os semigrupos
numeéricos - subconjuntos de naturais fechados para a adigao - sao num certo sentido uma generalizagao
simples, mas muito rica. Deste modo, toda uma variedade de nogoes, conceitos, resultados, na intersecao
da dlgebra (comutativa, semigrupos comutativos), teoria dos nimeros e algoritmos tem crescido e se tem
desenvolvido.

Algum trabalho formal e informal, [6A](2009), [8C](2007), desenvolveu-se sobre este tema, mas o
principal, [29](2017), foi a identificacdo de que o conjunto dos periodos de aplicagées do intervalo de
certa classe A/, subclasse de M, é um semigrupo numérico. Nesse trabalho é caracterizada esta classe de
aplicagoes do intervalo e sao estudados as aplicagoes cujo conjunto de periodos é um semigrupo numérico



de dois geradores. A classe A estd relacionada com a existéncia de um certo tipo de estados, para a
aplicagao do intervalo, chamados estados centrais, os quais sao visitados por qualquer 6rbita periddica
existente. Os trabalhos desenvolvidos em [12](2011) e [23]*(2014), referidos na segdo 1, permitiram
determinar as aplicagoes do intervalo associadas aos semigrupos numéricos.

Neste contexto, surgem naturalmente dois tipos de questoes:

(1) Dada uma familia de aplicagoes do intervalo pertencentes & classe A/ (I), para um certo intervalo
I, determinar a familia correspondente de semigrupos numeéricos e relacionar os parametros.

(2) Dada uma familia de semigrupos numéricos S, determinar uma familia de aplicages pertencentes
a classe N (I), para um certo intervalo I, que realizam S como o conjunto de perfodos, e relacionar os
parametros.

No trabalho referido é tratado principalmente a questao (2), embora, na perspectiva da questao (1),
sao dados varios exemplos de aplicagoes do intervalo e sao obtidos os semigrupos associados. Existe
trabalho futuro a realizar sobre semigrupos numéricos que sera descrito na seccao 5.



3 Autdomatos celulares

Os autématos celulares sdo sistemas dinamicos discretos para os quais o espago, o tempo, assim como
os parametros, sao discretos, tipicamente finitos. Os autématos celulares foram introduzidos por von
Neumann nos anos 60 [VN-B1966] e tiveram grande desenvolvimento nos anos 80 com o aparecimento do
computador, [W2002]. Sao num certo sentido uma generalizagdo das cadeias de Markov topoldgicas: o
estado do sistema nao é representado por um simbolo, mas por uma sequéncia de simbolos. Neste caso,
passa a existir a distingao de estado local e de estado global, para cada instante de tempo. A evolucao
temporal passa a depender de um conjunto prescrito de estados locais de instantes anteriores. Por outro
lado, um autémato celular a uma dimensao pode ser visto formalmente como uma aplicacao continua
que comuta com a aplicagdo shift de uma cadeia de Markov topolégica para si prépria [K1998].

Nesta segao apresenta-se um conjunto de trabalhos sobre autématos celulares e algumas aplicagoes.
Desenvolveram-se técnicas relacionadas com a dindmica evolucionaria em autématos celulares e introduziu-
se e desenvolveu-se o conceito de ontogénese e de filogénese no contexto dos autématos celulares [7A]*(2009).
Foram desenvolvidos trabalhos relacionados com simulacao de fenémenos reais, como o trafego urbano,
e as fracturas que ocorrem em blocos rochosos.

[VN-B1966] J. Von Neumann, A. W. Burks. Theory of self-reproducing automata. Urbana, University
of Illinois Press (1966).

[W2002] S. Wolfram, A new kind of science, Wolfram media inc (2002).

[K1998] B. Kitchens , Symbolic Dynamics, One-sided, Two-sided and Countable State Markov Shifts,
Springer Verlag (1998).

3.1 Iteradas de aplicagoes do intervalo e autématos celulares

Resume-se o trabalho apresentado em [27](2016). Nesse trabalho é estudada uma aplicagado do intervalo
totalmente descontinua definida em [0, 1] que estd associada a uma deformagéo da aplicagdo shift em dois
simbolos {0,1}. Na verdade, o sistema simbélico pode ser visto como um autémato celular codificado
pela regra Wolfram 226. A correspondéncia entre o autémato celular e a aplicacao de intervalo é obtida
pela representacao de um estado global como um nimero do intervalo unitario, expresso em binério, num
procedimento bem conhecido que pode ser visto, por exemplo, num trabalho anterior, [10](2009), para a
regra de Wolfram 184. A aplicagao do intervalo obtida tem um gréfico fractal e a sua estrutura recursiva
é determinada diretamente da regra do autémato.

Sendo a aplicagao do intervalo totalmente descontinua, a existir uma particao de Markov esta deve
ser infinita assim como a matriz de transicao correspondente. Para lidar com esta questao, define-se
uma familia de parti¢oes do intervalo [0, 1] obtidas por refinamentos associados aos intervalos cilindro da
expansao binaria de numeros reais. Estes refinamentos sao na verdade state-splittings. Define-se uma
sequéncia de matrizes de transicao que representam o efeito da aplicagao sobre a familia de particées do
intervalo [0, 1] referida. Sao deduzidos algoritmos recursivos que constroem a sequéncia de matrizes, e
também a sequéncia dos vectores préprios esquerdo e direito correspondentes. Além disso, é calculada a
funcdo zeta de Artin para a aplicacao do intervalo.

Este trabalho pode ser aplicado a qualquer autémato celular de dimensao um, usando a representagao
dos niimeros do intervalo unitario em base n, onde n corresponde ao niimero de estados do autémato.
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3.2 Dinamica evolucionéaria

Nesta subsecao é descrito o trabalho desenvolvido em dindmica evolucionaria aplicada a autématos celu-
lares. O artigo [7TA]*(2009), foi seminal para a introducdo dos conceitos de ontogénese e filogénese
de sistemas dinamicos discretos, desenvolvidos nos trabalhos apresentados em: [2E](2011), [3E](2016),
[5E](2023), [6E](2024), [12F](2013), [15F](2015), [18F](2016), [21F](2017), [28F](2024), [30F](2024). Estes
conceitos foram explorados no contexto de autéomatos celulares em dimensao um, onde a regra do
autémato, parametro do sistema, é vista como o andlogo ao cddigo genético dos organismos vivos.
Também foram considerados no contexto das aplicagoes do intervalo, onde a analogia ao cédigo genético
é dada através da sequéncia de amassamento. O paralelismo é completo, desenvolvendo os conceitos
de mutagao, transformagao no espago de parametros, que realiza a partilha de material codificador e
recombinacao entre dois sistemas. Deste modo estudamos os processos de desenvolvimento de sistemas
dindmicos discretos e estudamos a evolugao de populagoes de sistemas dinamicos discretos, que inter-
agem entre si através de recombinagoes, mutagdes e outras transformacgoes. Apresentam-se exemplos
de arvores filogenéticas de autématos celulares. Com este trabalho abrem-se interessantes relagoes en-
tre a aprendizagem automaética e os sistemas dindmicos discretos, a explorar no futuro préximo. Serao
também apresentados os resultados publicados em [39](2022) onde se desenvolve com detalhe o conceito
de assembly, técnica que permite construir autématos celulares com grande ntimero de estados, com base
em autématos celulares dados, e que herdam propriedades dos autématos base. Neste caso o autéomato
obtido por assembly mantém os autématos de base como subautématos invariantes.

3.3 Autématos celulares probabilisticos

Nesta subsegao é descrito o trabalho [41](2023), iniciado no &mbito de um projecto, BROQ(2016-2019),
e que teve como objectivo desenvolver métodos de andlise e apoio a decisao para o corte de blocos de
rochas ornamentais.

Consideram-se autématos celulares deterministicos e probabilisticos para estudar e descrever certos
tipos de padroes em blocos - rochas idealizadas. Devido ao projecto referido houve particular interesse em
padroes semelhantes a fraturas. A estrutura interna destes blocos é assumida como desconhecida e sao
utilizados autématos celulares probabilisticos para obter distribuigoes para a referida estrutura interna.

Considera-se o caso unidimensional. Certas regras deterministicas sao identificadas como regras ele-
mentares de fratura e as regras probabilisticas sdo introduzidas como interpolacao probabilistica dessas
regras elementares. As condigoes iniciais sdo obtidas a partir das arestas visiveis (bloco 2D). Deste modo,
cada bordo visivel fornece informacgoes adicionais de modo a simular um padrao probabilistico do tipo de
fratura. Sao discutidos diferentes métodos para combinar estes padroes num padrio final. Além disso,
introduziram-se técnicas de refinamento das regras dos autématos celulares para melhorar as distribuicoes
de probabilidades. Este processo de refinamento pode ter em conta comportamento prescrito ou dados
empiricos e, por isso, o comportamento das regras da CA torna-se ajustavel. Os métodos de refinamento
utilizados aproximam-se dos descritos em [27](2016), onde foi abordada uma rela¢ao entre os autématos
celulares e as cadeias de Markov topoldgicas, mas sao essencialmente consequéncia de [7A]*(2009).
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4 Aplicagoes - Movimento complexo

Nesta subsecao descreve-se os trabalhos publicados em [34]*(2019), [36](2020) e os desenvolvimentos
apresentados em [7TE](2022), [26F](2019) e [29F](2024). Tratam-se de métodos de dinadmica simbdlica
para o estudo do movimento complexo.

O estudo das trajetorias de animais ou de organismos em geral é de grande importancia para as
areas aplicadas. Os mesmos métodos podem ser aplicados ao estudo do movimento complexo ou irreg-
ular de qualquer agente, desde uma molécula ou particula em suspensao, passando pelo movimento de
pessoas ou veiculos, até ao movimento de grandes animais. Nestes trabalhos foi introduzido um modelo
deterministico muito simples para caracterizar movimentos complexos. O modelo é implementado por
um sistema dinamico discreto, baseado numa aplicagao do intervalo bimodal simétrica, que produz as
coordenadas das trajetérias, dependendo de um parametro que governa a complexidade do sistema. Este
parametro estd relacionado com a entropia topoldgica do sistema. A caracterizagao das trajetérias utiliza
as ferramentas de classificagao da dindmica simbdlica — sequéncias de amassamento e entropia topoldgica.
Existe uma familia de palavras num certo alfabeto que obedecem a certas regras gramaticais e que condi-
cionam os tipos de movimentos possiveis. E considerado com detalhe o caso em que o organismo esta
isolado e considera-se o tipo de trajetérias — naturalmente dependendo do metabolismo ou de estratégias
internas — produzidas em tal situacao extrema.

Na generalizacao, para situagdes com interacao externa, introduziu-se um parametro adicional que
governa essa interagao com o exterior e produz uma tendéncia no deslocamento médio no movimento do
animal. Esta grandeza é também um invariante topoldgico para o sistema dinamico discreto, extensamente
estudado por Sousa Ramos e os seus colegas, ver por exemplo [L-SR1997], [M-SR2003], [L-S.SR2005]. Em
[36](2020), essa generalizacao foi obtida considerando uma familia de aplica¢des do intervalo bimodais,
dependentes de dois parametros. Foram consideradas também as trajectérias isentrdpicas, trajectérias
com entropia topolégica constante.

Por outro lado, introduzem-se os conceitos de trajetérias bimodais puras e mistas que deram mais
flexibilidade ao modelo, mantendo-o simples. Discutem-se varios procedimentos que podem permitir a
utilizagao do modelo para caracterizar dados empiricos.

Tornou-se possivel construir ou obter um dicionario com correspondéncias entre tipos de trajetérias,
a sua complexidade medida pelos invariantes topolégicos e as sequéncias de amassamento, caracterizando
as palavras admissiveis que determinam as probabilidades de ocorréncia de padroes geométricos. Estes
resultados tém agora importancia para o desenvolvimento de algoritmos para movimento auténomo,
ligando-os a resultados anteriores em dindmica evoluciondria [TA]*(2009). Novos resultados estdo a ser
obtidos, em particular, alguns apresentados em [29F](2024).

[L-SR1997] J.P. Lampreia, J. Sousa Ramos, Symbolic dynamics of bimodal maps. Port. Math (1997),
54, 1-18.

[M-SR2003] N. Martins, R. Severino, J. Sousa Ramos, Isentropic real cubic maps. Int. J. Bifurc.
Chaos (2003), 13, 1701-1709

[L-S.SR2005] J.P. Lampreia, R. Severino, J. Sousa Ramos, Irreducible complexity of iterated symmet-
rical bimodal maps. Discret. Dyn. Nat. Soc. (2005), 1, 69-85.
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5 Trabalho futuro

Estao a ser desenvolvidos métodos criptograficos utilizando sistemas dinamicos discretos. Os métodos
apresentados estao fortemente baseados nos trabalhos das aplicagoes do intervalo [12](2011) como o de
[23]*(2014), onde se mostrou como matrizes de transi¢do podem ser representadas por aplicagoes do
intervalo, na classe M e da relac@o entre aplicagdes do intervalo e autématos celulares de dimensao um.
Além de propostas de métodos de encriptagao serd realizada também a sua criptoandlise. Existe uma
longa literatura do potencial uso de sistemas cadticos para encriptagao, mas como a recensao critica
[A-A-A-12011] mostra, a maior parte dos métodos propostos nao sao utilizaveis na prética por variados
motivos. Os métodos que estao a ser desenvolvidos tém em conta estas consideragoes, assim como o
trabalho de René Lozi sobre este tema, por exemplo [G-L-L2017]. Serdo submetidos dois artigos no
decorrer da licenca sabatica 2024-2025.

Dos projectos de mestrado terminados em 2023 e outros em curso planeia-se terminar pelo menos
um artigo de cada tese. Um artigo sobre geradores de niimeros aleatdrios e autéomatos celulares, com
Diogo Gomes[UE], Irene Rodrigues[UE], um artigo sobre recombinacdo de autématos celulares e estudo
de filogenia de autématos celulares, com Joao Cardoso[UE]|, Ligia Ferreira|UE], Irene Rodrigues[UE].
Um artigo sobre block-chain, smart-contracts, com Joao Cardoso[UE] e Salvador Abreu[UE]. Com Luis
Romao[UE], que iniciou o seu projeto de tese de mestrado e Luis Bandeira[UE], sera publicado um artigo
sobre autématos celulares para a simulagao do trafego urbano, com aplicagoes a cidade de Evora (2024).

Sobre métodos de inteligéncia artificial para problemas de dlgebra e combinatdria, em colaboracao com
Joao Dias[UE], Irene rodrigues[UE], Manuel Branco[UE], um artigo estd em preparacao usando algoritmos
genéticos para caracterizar e enumerar estruturas algébricas finitas. Outro utilizando autématos celulares
estd em preparagao, que introduz certo tipo de estruturas algébricas, nao associativas que codificam
estruturas de recombinagao.

Trabalho sobre automacao e controlo robético utilizando sistemas dinamicos discretos e dindmica
simbdlica estd a ser desenvolvido em colaboragdo com Mariana Riera[IST], usando os resultados de
[34]*(2019), [36](2020). Neste momento estd a ser terminado um artigo sobre movimento em trés di-
mensoes e outro sobre comportamento, trabalhos que foram comunicados em [29F](2024). Espera-se a
submissao de pelo menos dois artigos neste tépico ainda em 2025.

Continuagao do estudo de algebras de operadores e sistemas dinamicos discretos. Em particular, o
formalismo termodinamico para subalgebras de Cuntz-Krieger, na sequéncia de resultados recentes com
Paulo Pinto[IST], Nuno Martins[IST], e a generalizacao para algebras de grafos e branching systems com
Daniel Gongalves[USC-Brasil].

No ambito do estudo das aplicagoes do intervalo serao estudadas ajustes a classe M de modo a incluir
sistemas nao topologicamente mizring, considerando matrizes de transicao redutiveis. Por outro lado, sera
enfraquecida a exigéncia da expansividade, e serao analisadas as consequéncias e os ajustes aos resultados
ja obtidos.

Relativamente aos semigrupos numéricos, estd a ser estudado como relacionar este tipo de semigrupos
como invariantes directamente as dlgebras C*, em particular as de Cuntz-Krieger, & semelhanca do
realizado através do grupo dimensao, diagrama de Bratelli e outras estruturas combinatérias/algébricas.
Este é um trabalho pendente que em breve podera ver o seu reinicio. Por outro lado, esta por resolver
o problema de determinar uma aplicacao do intervalo em N que realize um semigrupo numérico dado
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através dos geradores, como conjunto de periodos. Este problema foi resolvido para dois geradores do
tipo (m,m + 1), com m > 1.

[A-A-A-12011] G. Alvarez, J. M. Amigo, D. Arroyo, S. Li, Lessons learnt from the cryptanalysis of
chaos-based ciphers, Chaos-Based Cryptography: Theory, Algorithms and Applications, edited by Ljupco
Kocarev and Shiguo Lian, Studies in Computational Intelligence, vol. 354, Springer-Verlag GmbH, (2011),
257-295.

[G-L-L2017] Oleg Garasym, Jean-Pierre Lozi, René Lozi How useful randomness for cryptography can
emerge from multicore-implemented complex networks of chaotic maps, Journal of Difference Equations

and Applications, 23:5, (2017), 821-859.
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