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Capitulo |

Dimensoes e Unidades em Fisica

As leis da fisica sao expressas em termos de quantidades basicas que
requerem uma clara definicdao para efeitos de medi¢des. Entre essas
guantidades medidas estdao o comprimento, o tempo, a massa, a
temperatura, etc. A fim de descrever qualquer quantidade fisica, primeiro
temos que definir uma unidade de medida (que estava entre as primeiras
ferramentas inventadas por humanos), ou seja, uma medida que é
definido como 1,0. Depois disso, definimos um padrao para esta
guantidade, ou seja, uma referéncia para comparar todos os outros
exemplos da mesma quantidade fisica.

O Sistema Internacional de Unidades

Sete grandezas fisicas foram selecionadas como grandezas basicas na 142
Conferéncia Geral sobre Pesos e Medidas, realizada na Franca em 1971.
Essas quantidades formam a base do Sistema Internacional de Unidades,
abreviado Sl (do francés Systeme International). A Tabela 1.1 descreve
essas quantidades, nomes da unidade e simbolos da unidade. Muitas
unidades derivadas do Sl sao definidas em termos das trés primeiras
guantidades da Tabela 1.1. Por exemplo, a unidade Sl para forca, chamada
newton (abreviado N), é definida em termos das unidades bdésicas de
massa, comprimento e tempo. Assim, como veremos quando estudarmos
a segunda lei de Newton, a unidade de forca é dada por:

1N=1kg.m/s? (1.1)
Ao trabalhar em Fisica com numeros muito grandes ou muito pequenos
usamos a chamada notacao cientifica que emprega poténcias de 10, tais
como:

3210000000 m = 3,21 x 10° m (1.2)

0,0000 789s=7,89x107"s (1.3)



Table 1.1 — As sete unidades Sl independentes.

Grandeza Unidade Simbolo
Comprimento Metro m
Tempo Segundo s

Massa Quilograma kg
Temperatura Kelvin K
Corrente eléctrica Ampere A
Quantidade de substancia Mole mol
Intensidade luminosa Candela cd

Uma outra maneira muito conveniente para lidar com numeros muito
grandes ou muito pequenos é usar os prefixos listados na Tabela 1.2. Cada
um desses prefixos representa uma certa poténcia de 10.

Tabela 1.2 - Prefixos para unidades SI °.

Fator Prefixo Simbolo Fator Prefixo Simbolo
102 yota Y 107% yocto y
10% zeta Z 1074 zepto z
1018 exa E 10718 ato a
10 peta P 107 femto f
1012 tera T 10712 pico p
10° giga G 107° nano n
108 mega M 10°° micro U
103 kilo k 1073 mili m
102 hecto h 1072 centi c
10! deca da 101 deci d

4 Os prefixos mais usados s3o mostrados em negrito.

Assim, podemos expressar a intensidade de uma dada forga como



1,23 x 10° N = 1,23 mega newton = 1,23 MN (1.4)

ou um dado intervalo de tempo como

1,23 x 10° s = 1,23 nano segundos = 1,23 ns (1.5)

% %k %k

Padrdes de comprimento, tempo e massa

As definicdes das unidades de comprimento, tempo e massa estao sob
constante revisao e sao alteradas regularmente de acordo com o avango
da ciéncia. Nos paragrafos seguintes apresentam-se as ultimas definicdes
dessas quantidades.

Dimensoes e unidades

Comprimento (L)

Em 1983, o metro foi redefinido como a distancia percorrida por uma
onda luminosa no vacuo durante um intervalo de tempo especificado. A
razao desta escolha tem a ver com o facto de a medicao da velocidade da
luz se ter tornado muito precisa; por isso fez sentido adotar a velocidade
de luz como uma quantidade definida e usa-la para redefinir o padrao
metro. De acordo com a 172 Conferéncia Geral sobre Pesos e Medidas:

Um metro é a distdncia percorrida pela luz no vdacuo durante o intervalo de
tempo de 1/299 792 458 de um segundo.

Este intervalo de tempo foi escolhido de modo a que a velocidade da luz
no vacuo, c, seja exatamente dado por:

€=299792458m/s (1.7)



Para fins praticos, normalmente, usa-se o valor ¢ = 3 x 102 m/s.

Tabela 1.3 - Alguns comprimentos aproximados.

Comprimento Metros
Distancia até a galdxia mais distante conhecida 4 x 10%
Distancia até a estrela mais proxima 4 x 10%°
Distancia da Terra ao Sol 1,5 x 10%
Distancia da Terra a Lua 4 x 108
Raio médio da Terra 6 x 10°
Comprimento de onda de luz 5x 1077
Raio do 4&tomo de hidrogénio 5x 101!
Raio do protdo 1x10%
Tempo (T)

Recentemente, o padrao de tempo foi redefinido para aproveitar as
vantagens da alta precisao que pode ser obtida usando um dispositivo
conhecido como reldgio atdomico. O césio é o elemento mais comum que
normalmente é usado na construcao de relégios atdmicos porque nos
permite obter uma elevada precisao. Desde 1967, o Sistema Internacional
de Medidas baseia a unidade do tempo, o segundo, nas propriedades do
is6topo 133 de césio. Uma das transi¢cdes entre dois niveis de energia do
estado fundamental de césio tem uma frequéncia de oscilacao de 9 192
631 770 Hz, que é usada para definir o segundo em unidades SI. A
incerteza é de cerca de 5 x 10 s (em 2005). Isso significa um segundo em
64 milhdes de anos.

Um segundo é o tempo necessdrio para o atomo de césio 133 realizar 9
192 631 770 oscilagées para emitir radiagdo de um comprimento de onda

especifico.

A Tabela 1.4 mostra alguns intervalos de tempo aproximados.



Tabela 1.4 - Alguns aproximados intervalos de tempo.

Intervalos de tempo Segundos
Vida util do prot3o 1x10*
Idade do universo 5 x 10Y/
Idade da Terra 1,3 x 10/
Periodo de um ano 3,2 x 10’
Tempo entre batimentos cardiacos humanos 8x 107
Periodo de ondas sonoras audiveis 1x 1073
Periodo de ondas de luz visivel 2x 1071

Tempo para luz percorrer o didametro do protdo 3,3 x 107

Massa (M)

O Quilograma Padrao é constituida por um cilindro de 3,9 cm de diametro
e 3,9 cm de altura feita de uma liga estavel de platina e iridio que é
mantido no “International Bureau of Weights and Measures”, perto de
Paris, e ao qual se atribui o valor de 1 quilograma, por acordo
internacional.

Um quilograma é definido como a massa de um cilindro de uma liga de
platina e iridio mantido no Instituto Internacional de Pesos e Medidas em
Francga.

Cépias precisas deste padrao de 1 quilograma foram enviadas para
laboratdrios de padronizacdao noutros paises. A Tabela 1.5 apresenta
alguns valores da massa aproximada de varios objetos.



Tabela 1.5 - Massa de varios objetos (valores aproximados).

Objeto Quilogramas
Universo conhecido 1x 10
Nossa galéxia, a Via Lactea 2x 104
Sol 2 x10%*
Terra 6 x 10%
Lua 7 x 10?2
Montanha pequena 1 x 10*2
Elefante 5x 103
Pessoa 7 x 10t
Mosquito 1x107
Bactéria 1x 107
Atomo de uranio 4x107%°
Prot3o 2x107%
Eletrdo 9x 1073



Capitulo I

Mecanica - Cinematica

A mecanica é o ramo da fisica que estuda o movimento dos objetos, ou a
falta dele quando ha forcas aplicadas. E essencial para os outros ramos da
fisica. O capitulo da mecanica que descreve o movimento de objetos,
independentemente do que provoca esse movimento, é chamado de
cinematica; quando estudamos esse movimento tendo em consideragao
as acdes (forcas) a que ele esta sujeito estamos no campo da dinamica;
finalmente, quando estudamos a falta de movimento, mesmo havendo
forcas aplicadas, estamos no campo da estatica. Assim, na cinematica
estudamos a velocidade e a variagao da velocidade dos objetos e o tempo
em que essas variagdes ocorrem no espacgo; contudo, em primeiro lugar,
vamos estudar o movimento de um objeto ao longo de uma linha reta; os
objetos serao tratados como particulas, i. e., como pontos materiais onde
toda a sua massa esta concentrada.

Cinematica: conceitos de posi¢ao e deslocamento

Para localizar um objeto num espaco unidimensional, encontramos sua
posicao em relacdo a algum ponto de referéncia, chamado de origem de
um eixo, como o eixo x da Fig. 1. A direcdo positiva (negativa) deste eixo é
a direcao de aumento (diminuicao) dos valores numéricos. Uma mudanca
na posicao do objeto (Ax) de uma posicao inicial xi para uma posicao final
Xf

AX = X5 - Xj (2.1)

tem o nome de deslocamento e é uma grandeza vetorial caracterizada por
uma direcao, um sentido e uma intensidade (ou magnitude). A
intensidade é a distancia entre as posic¢oes inicial e final e o sentido é
representado na Fig. 1 por um sinal mais ou menos para movimentos para
a direita ou para a esquerda, respetivamente.



Sentido negativo <«
wsml> Sentido positivo

Figura 1

Conceito de velocidade média

Considere uma particula que se move ao longo do eixo x; o grafico da
posicao em funcao do tempo é mostrado na Fig. 2. No ponto P a sua
posicdo é xi e o tempo é ti; no ponto Q a sua posicao é xs e o tempo é tr (os
indices i e f referem-se aos valores inicial e final para as variaveis x e t.
Assim, durante o intervalo de tempo At = tf - t;, o deslocamento da
particula é Ax = xt - Xi.

X
O /
.X'f -
Inclinagao =
velocidade média
X
O t

Figura 2
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Por definicao a velocidade média, v, é o cociente entre o deslocamento e
o tempo durante o qual se verifica esse deslocamento:

_  Ax XX
Attt

(2.2)

De acordo com esta definicao, v tem dimensdes de comprimento dividido
por tempo, ou seja m/s (ou ms?) em unidades Sl. A velocidade média é,
também, uma quantidade vetorial que tem direcao, sentido e intensidade
e é representada por um sinal mais ou menos se 0 movimento é para a
direita ou para a esquerda, respetivamente (Fig. 1).

Velocidade instantanea e celeridade (ou rapidez)

De maneira geral, a velocidade varia de instante para instante; a pergunta
é, entdo, qual é a velocidade de um dado objeto num dado instante, i.e.,
gual é a sua velocidade instantanea. A velocidade em qualquer instante é
obtida a partir da velocidade média, fazendo com que o intervalo de
tempo At tenda para zero. Considere o movimento de um objeto (por
exemplo, um carro). Para simplificar este objeto pode ser visto como uma
particula. O movimento dessa particula entre dois pontos P e Q num
grafico da posicao em funcao do tempo é mostrado na parte direita da Fig.
3. A medida que o ponto Q se aproxima cada vez mais do ponto P (através
dos pontos Qi, Qg, ...), os intervalos de tempo (At1, Aty, ...) ficam cada vez
menores. A velocidade média para cada intervalo de tempo é a inclinacao
(ou coeficiente angular) da linha a tracejado azul da Fig. 3. Conforme o
ponto Q se aproxima de P, o intervalo de tempo aproxima-se de zero,
enquanto a inclinacdo da linha a tracejado azul se aproxima da inclinagao
da tangente a curva no ponto P. Esta inclinacao é definida como a
velocidade instantanea v no instante ti. Resumindo, a velocidade
instantanea, v, de uma dada particula é definida como o limite para que
tende a razdo Ax/At quando At tende para 0. Matematicamente escreve-
se:

v = lim —
At—0 At

11
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Figura 3

Em calculo, o limite acima referido tem o nome de derivada de x em
ordem at e representa-se por dx/dt. Assim, podemos escrever:

dx

UZE

ou, de maneira equivalente,

ty

e Y dt = area por baixo do grafico v = f(t).

Xf — X =
A velocidade instantanea, v, pode ser positiva, negativa ou zero,
dependendo da inclinacdo do grafico da posicao em fung¢ao do tempo no
instante que se queira na Fig. 4. Nesta figura, v = 0 representa o ponto de
viragem e ocorre em qualquer maximo ou minimo do grafico da posicao
em func¢ado do tempo. A partir daqui, usamos a palavra velocidade para
referir a velocidade instantanea. A celeridade ou rapidez (c) de uma
particula é definida como a intensidade de sua velocidade, i.e., é 0
cociente entre uma distancia percorrida e o tempo de percurso.

12
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EXEMPLO 1

Um carro move-se ao longo do eixo x e inicia 0 movimento na posi¢do x; =
2mquandoti=0s; paraemxi=-3 mquando tr=2s.

a) Calcule o deslocamento, a velocidade média, e a rapidez durante este
intervalo de tempo.

b) Se o carro andar para trds e levar 3 s para chegar ao ponto inicial, repita
os calculos de a) para todo o intervalo.

fg=2s ti=0
-, — - ‘ . — .
—= | 2 | ! — 2 — xm)
-3 -2 -1 0 1 2
Solugao

a) Ax=x7-x; e At=ts-t;, vindo Ax=3—-2=-5me At=2-0=2s

-5 distancia 5
=7=—2,5m/s ; c=—=5=2,5m/s )

<

tempo
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b) Neste caso a posicdo final é Xxf=2meotempototaléde t=2s+3s
=5 s. A distancia percorrida é de 5 m para a esquerda e 5 m para a
direita, o que da 10 m. Assim,

— 0 distancia 10
v=-=0m/s ; c=——=—=2,0m/s
2 tempo 5

EXEMPLO 2

Uma particula move-se ao longo do eixo x e sua posi¢ao varia com o
tempo de acordo com a equacdo x =t2 - 2 t, onde x é medido em metros e
t em segundos.

a) Calcule o deslocamento e a velocidade média da particula nos
intervalos detempo0<t<lsels<t<3s.

b) Calcule a velocidade da particulaemt=2s.

Solucao
a) xi(t=0s)=0m e x¢(t=1s)=-1m; donde Ax=-1-0=-1m.
Para 0<t<1s, At=1-0=1svindo 17=_T1= —1m/s.

Para 1s<t<3s, xi(t=1s)=-1m e xf(t=3s)=3m e At=3-1=25s

4
2

Assim, Ax =x;-xi=3-(-1)=4m e vV =-=2m/s.

b)
dx

v =—=i(t2 —2t) =2t—2 (ms™1)
dt dt

v(t=2s)=2-2—-2=2(ms™ )

14



Conceitos de aceleragao média e aceleragao instantanea

Quando a velocidade de uma particula muda com o tempo, diz-se que a
particula tem um movimento acelerado. Consideremos o movimento de
uma particula ao longo do eixo x. Se a particula tem uma velocidade

vi no instante ti e uma velocidade vs no instante tr, como é mostrado no
grafico da velocidade em funcao do tempo da Fig. 5, entao definimos a
aceleracao média como cociente entre a variagao da velocidade pelo
intervalo de tempo durante o qual se da essa variacao de velocidade:

Av v —v;

a= =
At tr — ¢
V=7, V=1
o e —
P 0
Figura 5

A aceleracdo é, também, uma quantidade vetorial com dimensdes de
comprimento dividido por tempo ao0 quadrado, ou seja, m/s*> em
unidades SI.

E conveniente definir a acelera¢do instantdnea como o limite da
aceleragao média quando o intervalo de tempo se aproxima de zero
(como fizemos para a velocidade média e a velocidade instantanea).
Consideremos o movimento de uma particula (por exemplo um carro que

15



se move como uma particula) entre os dois pontos P e Q no gréfico
mostrado a direita da Fig. 6. Conforme o ponto Q se aproxima do ponto P
(através dos pontos Qi, Qa, ...), os intervalos de tempo (At;, Aty, ...) ficam
progressivamente menores. A aceleracdo média para cada intervalo de
tempo é a inclinacdo (ou coeficiente angular) da linha azul a tracejado na
Fig. 6. A medida que Q se aproxima de P, o intervalo de tempo aproxima-
se de zero, enquanto a inclinagao da linha a tracejado se aproxima da
inclinagdo da tangente a curva no ponto P. A inclinagao da linha tangente
a curva em P é definida como a aceleracdo instantanea para o instante ti.
Ou seja, a aceleracdo instantanea, a, de uma dada particula é definida
como o limite para que tende a razdo Av/At quando At tende para 0.
Matematicamente escreve-se:

I Av
a= lim —
At—0 At

Em cdlculo, (como para a velocidade) o limite acima tem o nome de
derivada de vem ordem a t e representa-se por dv/dt. Assim, podemos
escrever:

dv d(dx) d?x
dt?

= T ae\de

ou, de maneira equivalente,

ty

., adt = area por baixo do grafico a = f(t).

vf—vi=

A aceleragdo instantanea, a, pode ser positiva, negativa ou nula,
dependendo da inclinagdao do grafico da velocidade em fung¢ao do tempo
no instante de interesse na Fig. 6. Quando a=0 a velocidade é constante.

16
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Neste momento temas as regras para determinar velocidades médias e
instantaneas bem assim como acelera¢cdes médias e instantaneas desde
gue conhegamos como varia a posi¢ao de um dado objeto ou particula a
medida que o tempo avanca: calculamos derivadas da posicao (até agora
ao longo de uma linha reta) em ordem ao tempo. Contudo, ainda nao
temos uma equacao das posicdes ocupadas por uma particula a medida
que o tempo avanga para podermos efetuar as derivagdes e, assim,
calcular velocidades e aceleracdes. Vamos ver como obtemos essa
equacgao par o caso muito comum de a aceleragao ser constante ao longo
do tempo. Se a aceleracao é constante quer dizer que a aceleracao média

é igual a aceleracdo instantanea, i.e., @ = a. Vimos que a aceleragdo
média era dado por:

_ Av Uf — Vi
a = = .
At tr—t

Se admitirmos que v;(velocidade inicial) é a velocidade (vo) para o instante
em gue comeg¢amos a contar o tempo (t=0s), entdo a equacao anterior
tera o seguinte aspeto:
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Av v —v,
At t—0

Ql
Il
Q
Il
Il

ou
v=vy+a-t. (2.3)

onde v é a velocidade para qualquer instante t, a é a aceleracdo (que é
constante, ndo varia no tempo) e vo é a velocidade que o objeto tem
quando comegamos a contar o tempo (quando iniciamos o cronémetro,
i.e., para t=0s).

Também vimos que a velocidade média pode é dada por:

P i
tr — t;

Por outro lado, também sabemos (havemos de demonstrar numa aula
tedrico-pratica) que a velocidade média pode ser dada por:

v+ v,

V= 5

Igualando as duas expressdes anteriores temos:

Xf—Xi vVt

tr — t; 2

Se nesta equagdo dissermos que x; € a posi¢cdo para o instante ti=0 s (xo), tf
€ o tempo genérico (t) e xs é a posicdo genérica x para o instante t, a
equacao tomara seguinte aspeto:

18



1
x=x0+v0-t+5-a-t2 (2.4)

onde a varidveis x, t sdo a posicao e o tempo, respetivamente, e xo, Voe a
sdo a posicao inicial (posicdo para t=0 s) a velocidade inicial (velocidade
para t=0s) e a é a aceleracdo (que é constante).

Eliminando o tempo entre as egs. (2.3) e (2.4) obtemos:

vi=vy2+2-a-(x —xp) (2.5)

Ao conjunto das egs. (2.3), (2.4) e (2.5), com a aceleragao constante, é
habito chamar equag¢des do movimento retilinea uniformemente
acelerado. Se nessas equacdes fizermos a aceleracdo igual a 0 m/s?
obtemos aquilo a que é habito chamar as equag¢des do movimento
retilineo uniforme.

Equacdes do movimento retilineo
uniformemente acelerado:

a = constante

1 2
x=x0+v0-t+§-a-t

vV=vygta-t

vi=vy2+2-a(x —xp)

Equagdes do movimento retilineo
uniforme

a=0

19



As unidades Sl da posicao (x), da velocidade (v) e da aceleracao (a) sao,
respetivamente, m, m/s e m/s?. Na Fig. 7 podem ver-se as representacdes
graficas do movimento uniformemente acelerado.

a (¢
Inclinagdo = a /
\

a = constante L A
74 | 1’-‘”
O -———————— I (4

Inclinacdao =0 {i | fv
0 ! O . t
t !
X N
/ Inclinacao =v

- h

- Inclinacdo = v,

Figura 7
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EXEMPLO 3

A posicao de uma particula que se move ao longo do eixo x varia com o
tempo t de acordo com a equagdo x =t>- 12t + 20, onde x é dado em
metros e t em segundos.

a) Calcule a velocidade e a aceleracao da particula em funcao do tempo.
b) Para que instante v =07?

c) Descreva o movimento da particula parat>0s.

Solugao

a) Por derivacao de x(t) em ordem ao tempo obtém-se
v=12+3-t2,

b) Por derivacdo de v(t) em ordem ao tempo obtém-se a=6t.

c) Para descrever o movimento da particula para t 20 s, examinemos as
expressdes x=t3-12t+20,v=3t>-12ea=6t.

Parat=0s, a particula esta em x = 20 m da origem e move-se para a
esquerda com velocidade v =-12 m/s e com aceleragdo igual a zero
acelerando desde a = 0 m/s? (veja a figura).

Para 0 <t <2 s, a particula continua a mover-se para a esquerda (x
diminui), mas com uma velocidade decrescente, porque agora esta
acelerando para a direita, a > 0 (verifique as expressdes de x, ve aparat =
1s; ver figura). Para t = 2 s, a particula para momentaneamente (v =0 m/s)
e inverte o seu sentido de movimento. Neste momento, x =4 m, ou seja,
esta o mais proximo possivel da origem. Continuarda a acelerar para a
direita.

Parat>2s, a particula continua a acelerar e a mover-se para a direitae a
sua velocidade, que agora é para a direita, aumenta rapidamente.

21
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Figura do exemplo 3

A queda livre como exemplo de um movimento uniformemente acelerado

Devido a aceleracdo da gravidade todos os objetos que caiem a superficie
da Terra aceleram para baixo com uma aceleracdao quase constante
(quando o efeito da resisténcia do ar é muito pequeno e pode ser
desprezado); diz-se, entdo, que estao em queda livre. Também se usa o
termo "queda livre" para movimentos em que os objetos sao lancados
para cima ou para baixo ao longo da vertical.

A aceleragdo da gravidade é normalmente representada pela letra g; € um
vetor que tem uma diregao vertical, um sentido de cima para baixo e uma
intensidade que tem um valor préximo de 9,8 m/s? perto da superficie da
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Terra (o seu valor varia ligeiramente, contudo, com a latitude, a longitude
e a altitude). Portanto, para a queda livre perto da superficie da Terra, as
equacoes do movimento retilineo uniformemente acelerado aplicam-se
sendo a aceleracao da gravidade, g, constante. Deve, porém, ter-se em
atencdo que ao longo da vertical existem dois sentidos possiveis: de cima
para baixo e de baixo para cima. Por outro lado, a aceleragcao da gravidade
€ sempre de cima para baixo. Assim, é necessario referenciar os
movimentos a direg¢ao vertical mas arbitrando um sentido positivo e,
portanto, um sentido negativo para a aceleracao, a posicao e a velocidade.
Resumindo, na queda livre: (1) O movimento ocorre ao longo do eixo y
vertical; (2) A aceleracdo de queda livre é negativa se o sentido do eixo y
for escolhido para cima e, portanto, substituimos a aceleracao, a, nas
equacdes do movimento retilineo uniformemente acelerado por —g; (3) A
aceleracdo de queda livre é positiva se o sentido do eixo y for escolhido
para baixo e, portanto, substituimos a aceleracao, a, nas equacdes do
movimento retilineo uniformemente acelerado por +g; (4) As velocidades
podem ser positivas ou negativas conforme o seu sentido aponte no
sentido positivo ou negativo do eixo y; (5) As posicdes podem ser positivas
ou negativas conforme for escolhida a origem do eixo y.

EXEMPLO 4

Uma bola é langada verticalmente para cima a partir do topo de um
edificio com uma velocidade inicial vo = 20 m/s. O prédio tem 40 m de
altura (ver figura).

40m
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Admitindo que g = 10 m/s? e desprezando o efeito da resisténcia do ar
calcule:

a) O tempo para a bola atingir seu ponto mais alto;

b) A altura maxima atingida pela bola;

c) O tempo que a bola demora para voltar ao ponto inicial de lancamento;
d) A velocidade da bola nesse instante;

e) A velocidade da bola imediatamente antes de bater no solo;

f) O tempo total de percurso até bater no solo.

e
a b I
A
____________ ?‘T’Ul":ﬂ“‘ B
, Ay g
_____r__& _v_"i'_v_z____ ——b ________A_
L :
[ e :
=
2L M
s - :
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— -~ )
€2 114:;_,_1 _____ I ]
U3 ?h
______________________________ A_ ¥
C

a) Escolhendo o referencial a, as equa¢cdes do movimento uniformemente
acelerado (com aceleracao da gravidade com sentido para baixo) na
direcao vertical serao:

1
x =40 +20t+--(~10) - *

vV=vygta-t
a = constante = -10 m/s?
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O tempo para a bola atingir seu ponto mais alto corresponde ao empo que
a bola leva até parar e inverter o seu sentido do movimento; assim
podemos fazer:

0=20+(—10)-¢

Que, resolvendo em ordem at, da 2 s.

b) A altura maxima atingida pela bola corresponde ao ponto onde a
velocidade se anula, i.e., 2 s. Substituindo na equacado das posicoes
teremos:

1
xméx=40+20-2+§-(—10)-22

Resolvendo a equacgao dara 60 m (que de acordo com a escolha do
referencial, quer dizer que a altura maxima esta referida a base do
prédio).

c) Nao havendo resisténcia do ar o tempo de subida é igual ao tempo de
decida; assim, a bola levaria 2 s a voltar ao ponto de partida, mas agora
descendo ao longo da vertical. Claro que poderiamos utilizar, de novo, a
equacao dos espacos calculado o tempo para o qual a bola passa pelo
ponto 40 m; ou seja:

1
40 =40+20-2+5-(~10) - ¢’

que, resolvendo em ordemat, dardt=0set=4s.Eclaroquet=0s
corresponde ao instante de langamento e t =4 s corresponde ao instante
de passagem no ponto de lancamento depois de ter sido langada.

d) A velocidade da bola nesse instante calcula-se utilizando a equagao as
velocidades:

v =20+ (—10)-4

o que da v =-20m/s. De notar que esta velocidade tem o mesmo valor da
velocidade de langamento mas de sinal contrario o que quer dizer que, se
no lancamento o sentido da velocidade era para cima, para 4 s (quando a
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bola ja vai a descer) a velocidade tem um sentido para baixo. Repare-se,
contudo, que, em médulo, os dois valores sao iguais.

e) A velocidade da bola imediatamente antes de bater no solo pode ser
calculada determinando o tempo que a bola leva a ir do ponto de
lancamento, subir e descer até bater no solo (base do prédio). Isso pode
ser feito utilizando, novamente, a equagao dos espagos para x =0 m:

1
0=40+20-t+§-(—10)-t2

Resolvendo em ordem a t teremos:t=5,5set=-1,5s. Como na
mecanica ndo ha tempos negativos a primeira solucao é a escolhida.
Outra maneira de resolver a alinea seria utilizar a equacao

v2=v2+2a (x —xg)

em que x =0 m. Assim, teriamos:

v2 =202 + 2+ (—10) - (0 — 40)

que, resolvendo em ordem a v, da v = +/- 34,64 m/s. Como o sentido da
velocidade é para baixo o valor a escolher serd v =- 34,64 m/s

f) O tempo total de percurso até bater no solo pode ser calculado
novamente a partir da equacao das velocidades

—34,64 =20+ (—10) - t

oquedarat=5,5s.
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Cinematica no plano ou a duas dimensoes.

Conceitos de vetor posi¢ao e vetor deslocamento

A descricao da posicao de uma particula faz-se, no plano, através de um
vetor posi¢ao que, normalmente, varia com o tempo e que na sua forma
cartesiana tem o seguinte aspeto:

7(t) = x(t)é;+ y(t)é,. (2.6)

(caso a particula se deslocasse no espaco — a trés dimensdes — o vetor
posicdo teria o seguinte aspeto: 7(t) = x(t)e;+ y(t)ée, + z(t)es ).

O vetor posicao é um vetor que se estende desde a origem de um dado
sistema de coordenadas, ou sistema de referéncia, até a posicao onde a
particula se encontra na sua trajetéria, com se mostra na Fig. 8.

P; em t; Trajetoria

Figura 8
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Na Fig. 8 o vetor 771 representa a posi¢ao da particula no instante t; (ou,
se quisermos, no instante inicial) ao longa da trajetdria (linha de cor
castanha); o vetor 7_‘)2 representa a posicao da particula no instante t; (ou,
se quisermos, no instante final) ao longa da trajetéria. Claro que a medida
que o tempo avanga a particula avanca da posi¢ao P; para a posi¢do P; ao
longo da trajetodria; ou seja, a particula sofreu um deslocamento da
posicao P; até a posicao P,. Sendo, por definicdo, o deslocamento uma
variacdo de posicao sofrida por uma particula, isto é, uma diferenca entre
a posicao final e a posicao inicial e, se no caso de movimentos no plano
essas posicoes sao expressas por vetores posicao, entao, na Fig 8., 0
deslocamento da posi¢ao P; para a posicao P, sera representado pelo o
seguinte vetor deslocamento A7. Assim, no caso da Fig. 8, teremos:

- -

,
Ar=1,—1n

ou

‘ Trajetoria

Figura 9
AP = 7 — 7
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se identificarmos as posi¢des P; e P> com as posigoes inicial e final,
respetivamente (Fig. 9).

Vetor velocidade média e vetor velocidade instantanea

Agora, que conhecemos as definicOes de vetor posicao e vetor
deslocamento, podemos generalizar o que foi dito para o movimento
retilineo, isto é, podemos calcular o vetor velocidade média e o vetor
velocidade instantanea, bem assim como o vetor aceleragao média e o
vetor aceleragao instantanea. O vetor velocidade média sera dado por:

VvV =—=

At tp—t;

onde At =ty - t; é o intervalo de tempo durante o qual se dd o

= . . A
deslocamento A7r. Para calcular o vetor velocidade instantdnea no plano
procedemos como para o caso da velocidade ao longo de uma linha reta.
Vejamos o que se passa em ermos graficos (Fig. 10).

y

Sentido de ¥ em P

Trajetdria

Figura 10
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A medida que o ponto Q se aproxima do ponto P (posi¢des Q1, Qz, ...) 0
vetor 7_‘} vai-se aproximando do vetor ﬁ- (vetores posicdo 71, fz, ..)e
os vetores A7 (A7, A7, ...) vdo passando de secantes a trajetéria a

tangente a trajetdria no ponto P. No limite, quando At tender para 0,
teremos

(r 7)) _ o A7 _dF
t—>0 (tf — t) At-0 At dt

-

v =

Mas como 7(t) = x(t)é;+ y(t)é,, de acordo com as regras de derivagdo
de vetores, podemos por:

4P d dx(t) . dy(t) .
T dt[x(t)el+ y(t)e,] = It €, + It €.

Mas também podemos escrever

U = v ()é + vy, (t)e;

o quer dizer que as componentes do vetor velocidade instantanea (vx e vy)
sdo as derivadas em ordem ao tempo das componentes do vetor posicao
e tém a mesma direcdo dos eixos coordenados, isto é, dos eixos x e y. Por
outro lado, da Fig. 10, vemos que o vetor velocidade é sempre tangente a
trajetéria no ponto onde estamos a calcular a velocidade instantanea.
Resumindo: a velocidade instantanea ao longo do eixo x pode ser
calculada através da derivada em ordem ao tempo da posi¢cao ao longo do
eixo x; a velocidade instantanea ao longo do eixo y pode ser calculada
através da derivada em ordem ao tempo da posicao ao longo do eixo y (se
estivéssemos a trabalhar no espaco, isto é, a trés dimensdes, a velocidade
instantanea ao longo do eixo z poderia ser calculada através da derivada
em ordem ao tempo da posi¢do ao longo do eixo z). Assim podemos por:
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dx(t)

Yx = Tar
e
_ay(t)
T T

Em termos geométrico, para o instante t, temos o vetor velocidade
tangente a trajetdria, com componentes vy e v, nas dire¢cdes dos eixos x e
y, respetivamente (Fig. 11).

y

Trajetoria

!

Figura 11

Vetor aceleragao média e vetor aceleragao instantanea

Recorrendo a Fig. 12, a medida que a particula se move de P para Q ao
longo da trajetdria no plano xy, a sua velocidade muda de 13} instante t;
para 1_7} no instante ty. Define-se aceleragdo média como o cociente
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entre a variagdo de velocidade AV = ﬁ)f — U; eointervalo de tempo
durante o qual se da essa variagdo de velocidade At = tf - t;, isto é:

AB B — B

At tp—t

Qul

Claro que o vetor aceleracao média tem uma direcao e sentido dados
pelas diregGes e sentido do vetor AV = ¥, — ¥; ja que At é um escalar.

Trajetdria

¥

=)
]
s

Figura 12

Da mesma maneira como fizemos para a velocidade instantanea, se
fizermos tender o ponto Q para o ponto P, o vetor ﬁf aproxima-se do
vetor ¥; a0 mesmo tempo que o vetor posi¢do Ff se aproxima do vetor
posicdo 7; . DE maneira formal podemos escrever que o vetor aceleracio
instantanea é dado por:

Como
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dr

G =—
dt
podemos ainda escrever
L dv 4%
a == —""
dt dt?
Mas como
- dﬁ d - - dUX(t) - dv)/(t) -
a=—=—|v.(t)e; + V,(t)e, | =—F——e +———e, "

Entao podemos ainda escrever (Fig. 13)

d = a,(t)é;+ay,(t)e,

onde
dvy(t)
ST
e
dvy (t)
W=

Resumindo: a aceleracdo instantanea ao longo do eixo x pode ser
calculada através da derivada em ordem ao tempo da componente do
vetor da velocidade instantanea ao longo do eixo x; a aceleracao
instantanea ao longo do eixo y pode ser calculada através da derivada em
ordem ao tempo da componente do vetor velocidade ao longo do eixo y
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(novamente, se estivéssemos a trabalhar no espaco, isto é, a trés
dimensdes, a aceleracdo instantanea ao longo do eixo z poderia ser
calculada através da derivada em ordem ao tempo da componente do
vetor velocidade ao longo do eixo z).

Trajetdria

Figura 13

Recorrendo de novo a Fig. 12, podemos ver que o vetor aceleracdo pode
ser obtido geometricamente como estd mostrado na figura, isto é, AV =
vf U;; a conclus3o é que o vetor aceleracdo (quer média quer
instantanea) aponta para dentro da concavidade da curva que representa
a trajetoria.

EXEMPLO 5
Uma particula move-se num plano xy ao longo de uma trajetéria de tal

modo que as componentes de sua posicao em relacao a origem do
referencial, em funcao do tempo, sao:
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x=5+12-t—t?
y=10+ 16t — 2t>

onde t é em segundos e x e y sdo em metros.

a) Calcule o vetor posicao da particula para qualquer instante t.

b) Calcule a intensidade, a dire¢do e o sentido do vetor posicdo da
particula parat==6s.

c) Calcule o vetor velocidade da particula em funcao do tempo, e a sua
intensidade, direcao e sentido parat=6s.

d) Calcule o vetor aceleragdo da particula em funcdo do tempo, bem assim
como a sua intensidade, direcao e sentido parat=6s.

Solucao
a) 7)) =((G+12-t—t?)é+ (10 + 16t — 2t?)é,.
b) 7(6) =(5+12-6 —62)8,+ (10 + 16 -6 — 2 - 62)8,

7(t) = 41 8,+ 34 8,

A intensidade do vetor é dada por:

7l = VIxI2 + ly|? = {/141]2 + |34|2 = 53,26 m

A orientacao do vetor em relacao ao eixo x é.

0 = tan~? G) = tan~?! (%) = tan~1(0,83) = 39,7°

dr  d N o 2N 2
=&[(5+12-t—t)el+(10+16-t—2t)ez]

=[(12-2t) e; + (16 — 4t) &,]
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Parat=6s, temos: v=1_[0e; + (-8)e,] =—8é,.

Ou seja: v,=0m/s e v,=—-8m/s.

Assim: |v| = \/lvxlz + |vy|2 =0+ (—8)? =8m/s.

_ _1 (-8 _
e 0 =tan™?! (Z—Z) = tan™! (T) = tan~1(—o0) = 270°
d) a=—= 1 €
dt dt dt
= [(12 — 2t)e; + (16 — 4t)é,]

= a,(t)é;+ a,(t)e,

Assim:
d(12 — 2t
a, =%= —2771,/52
e
d(16 — 4t
ay =%= —4771/52.

d| = \/Iaxlz +|ay|* = V(=2)Z + (=4 = 4,47 m/s>

9 = tan~? (“—y) = tan~! (‘—‘2‘) = 180° + tan~1(2) = 243,4°.

Ay -

Y(m) I=6s

50 1/

25 -

20 10 55

75 1

-100
%
150 -
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Projétil: caracterizacao do seu movimento

Em Fisica, qualquer objeto lancado ao ar tem o nome de projétil. Perto da
superficie da Terra a aceleracao é para baixo, devido a gravidade, e vamos
admitir que é constante e que o efeito da resisténcia do ar é insignificante.
Com base nestas duas suposicoes, verificamos que: (1) o movimento
horizontal e o movimento vertical sdo independentes um do outro e (2) a
trajetoria do projétil € sempre uma parabola. Se escolhermos os eixos
ortogonais do plano xy de modo a que o eixo y tenha um sentido positivo
para cima, entao, por definicdo de projétil, a aceleracao ao longo da
vertical serd igual a aceleracdo da gravidade (-g) e segundo a horizontal
(eixo x) ndo hd qualquer aceleracdo. Por outro lado, se assumirmos que no
inicio da contagem dos tempos o projétil esta na origem do referencial
(parat=0s, Xo=0m ey, =0 m) e tem uma velocidade dado por U, e faz
um angulo 6, com o eixo x, o vetor velocidade inicial pode ser escrito da
seguinte maneira

Uy = Vox(t) €1+ Voy (1) 52-

As componentes Vg, e Vgy, podem entdo ser calculadas em termos do
madulo do vetor velocidade inicial e o angulo de lancamento 6..

Figura 14
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Da Fig. 14, podemos ver que:

Vox = |Us| - cos 6,

Voy = |Uo| - sen 6,

Por outro lado, ao longo da trajetéria vemos que o movimento é uma
composicao de dois movimentos que sao simultaneos para cada instante:
um movimento horizontal com aceleracao igual a zero (por definicdo de
projétil a aceleragao a atuar a particula é a aceleragao da gravidade, que é
vertical, de cima para baixo) e um movimento vertical com uma
aceleracdo que é a aceleracao da gravidade. Ou seja, nos dois casos
podemos utilizar as equacdes o movimento retilineo; contudo, na
horizontal sera do movimento retilineo uniforme (ndao ha acelera¢ao), na
vertical sera um movimento uniformemente acelerado (com aceleragao —
g). Vejamos, entdao, como podemos calcular o alcance R, a altura maxima e
o tempo em que o projétil estd no ar (ver Fig. 14).

De acordo com o que foi dito anteriormente, o vetor velocidade é sempre
tangente a trajetdria de uma dada particula. Assim, em cada ponto (ver
Fig. 14) podemos considerar que o vetor velocidade pode ser decomposto
segundo as direcdes do eixo x e do eixo y. Ou, dito de outra maneira,
podemos descrever o movimento considerando o que acontece em
termos de movimento segundo os eixos ortogonais x e y,
simultaneamente. Mas, como segundo o eixo x ndo ha aceleragao e
segundo o eixo y a aceleracdo é a aceleracao da gravidade (-g, de acordo
com o sentido positivo do eixo y do referencial). Assim, segundo x o
movimento é uniforme; segundo o eixo y o movimento é uniformemente
acelerado com aceleragao —g.

As equagdes do movimento segundo x e y sao, entao, respetivamente:

a=0
Ux = Vox
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a=-g
1 2
y=v0y-t+§-(—g)-t

v, =Vgy +(—g)-t

Com estas equagdes podemos resolver qualquer problema do projétil nas
condi¢des enunciadas no inicio deste paragrafo. Assim, o alcance R sera

calculado através do tempo de percurso ao longo do eixo x:

R=0+|v,|-cosby T =|vV,| cosby-T
onde T é dado por

1
O=O+|170|-5en90-T+E-(—g)-T2

gue, resolvendo em ordem a T, da

2 |v,| - sen 6,
p :

Substituindo T na expressao de R obteremos o alcance R:

5|7 - sen 26,

g

R

para 0< 6y <

NS

O alcance maximo é obtido para sen 260, = 1, ou seja, para 6, = 45°.

A altura maxima, H, é obtida resolvendo a equacao dos espacos segundo o

eixo y para o tempo t:=T/2:
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t, = —=
175 7
que substituindo dara
- 5 2
v,|-sen @ 1 AR Y
H=|5o|'S€n90-|O| 0_|__.(_g)_<| ol 0)
) 2 g
ou
15,2 - sen? 26, T
H = para 0< HOSE'

29

X

Figura 14 — Diferentes alcances e alturas maximas para a mesma
. - . A
velocidade |V, | com diferentes angulos de langamento.

A equacao da trajetoria do projétil pode ser calculada eliminando o tempo
entre as equacoes

X =Voy t =|V,| cosfy-t
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1 L 1 )
y=voy t+5(=9) t7 = V| senby-t+-(=g)-t

o que da

g 2
2 |v,|? - cos? 6,

y=(tg 6y) x —

Mas uma equagdodotipo y=a-x—b- x? éaequacio de uma
pardbolacom a = (tg8,) e b=g/2"|V,|? " cos? O, ; portanto,
a trajetdria do projétil € uma parabola com os coeficientes a e b dados
pelas expressdes anteriores. Por outro lado, para cada ponto da trajetdria
o moédulo do vetor velocidade é dado por

51 = 1ol + |55

e a sua inclinacao em relagao ao eixo x é dada por

0 = tan™! ( |v_y’| )
[Vox|

EXEMPLO 6

Uma pedra é langada do topo de um edificio com 40 m de altura segundo
um angulo de 302 com a horizontal e com uma velocidade inicial de 20 m/s.
Determine:

a) O tempo durante o qual a pedra estd no ar.

b) O médulo da velocidade da pedra quando bate no solo.

c) A distancia a que a pedra bate no solo medida a partir do prédio

41



Solugao:

O movimento é de um projétil e vai ser decomposto em dois movimentos
que se processam simultaneamente: um segundo o eixo x (sem
aceleracao) e outro segundo o eixo y sujeito a aceleracao da gravidade.
Vamos supor que ndo ha efeitos de resisténcia do ar e que a aceleracdo da
gravidade nao varia no espago e no tempo.

Assim, temos um movimento uniformemente acelerado segundo o eixoy
e um movimento uniforme segundo o eixo x. As equa¢des do movimento
serao, respetivamente:

e
a=0
Ux = Vox
com

Vox = |VUo| - cos 8y
Voy = |Vo| - sen 6y
Substituindo os valores do problema teremos segundo y:
a=-10m/s?
. 1
y = |U,] -sen@o-t+§-(—10)-t2 =20-sen30-t+ (=5)-t?

v, =20-sen30+ (—10) -t

E segundo x:
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a=0m/s?
x = |V,|-cosBy-t=20-cos30-t

v, = |V,| - cos 8, =20-cos30 =17,32m/s

40 m

a) O tempo durante o qual a pedra estd no ar é dada por (ver figura)

—40=20-sen30-t+ (=5) - t?

que resolvendo em ordem atdat=t'=4set=t'=-2s; claroque é o
tempo t=4 s que é o correto.

b) O mdédulo da velocidade imediatamente antes do impacto no solo serd
dada por (ver figura)

2
51 = 701 + [75]
onde vox tem sempre o mesmo valor e vy é dada por
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v, =voy +(—g) t=v,=20-sen30 + (—10)-4 = -30m/s

Assim, temos

15| =/117,32|2 + |-30|2 = 34,64 m/s

c) A distancia a que a pedra bate no solo medida a partir do prédio sera
dada por (ver figura)

x=|V,|-cosBy-t=20-cos30-t=20-cos30-4=69,28m

Movimento circular uniforme: caracterizagao do seu movimento

Uma particula que se move num circulo com um vetor velocidade de
madulo ou intensidade constante diz-se que tem um movimento circular
uniforme. Neste caso, a aceleracdo surge apenas da mudanca na direcao
do vetor velocidade e ndo de uma variagao da sua intensidade.

Podemos usar a Fig. 15 para determinar a intensidade, a direcao e o
sentido dessa acelera¢ao. Na figura apenas se mostra um arco de circulo
do circulo completo.

Figura 15
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Na figura, a particula esta inicialmente no ponto P e tem uma velocidade
4 . . 4 .
U; no instante t;; no ponto Q tem uma velocidade V¢ no instante tz. Como
a intensidade dos vetores velocidade é a mesma (sé variam na direcao e
. wnd ound ~ . N ~ s e s
no sentido) Ivll e |vf| sdo iguais. O vetor aceleragao média sera dado por

a = =
Attt

Por outro lado, da Fig. 15 pode escrever-se (porque os dois triangulos sao
semelhantes)

As |AB| |AB| 1A
N 72 B

de onde podemos escrever

L.V
|AV| = —- As
r

Dividindo por ambos os membros da equagdo por At = t5 - tj obtemos

|Af5|_v As v
At r At 1 v

Quando At tende para 0 o ponto Q aproxima-se do ponto P, o angulo A6 e
As tornam-se muito pequenos, o primeiro termo da equacgao anterior é
uma aceleragdo instantdanea em maédulo e no segundo termo As /At tende
para a velocidade. Por outro lado, AV aponta para o centro da trajetdria
circular. Portanto podemos escrever

v2

a.=a=—.
T r

A aceleragdo ar é o médulo de um vetor aceleragdao que tem uma diregao
radial e um sentido para o centro da trajetodria circular e dai chamar-se
aceleracao centripeta; o seu mddulo é constante para o caso de o mdédulo
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da velocidade ser também constante. O vetor velocidade, como ja se viu é
sempre tangente a trajetdria (ver Fig. 16).

Figura 16

Durante o seu percurso ao longo de uma trajetdria circular uma particula
leva o tempo T a realizar uma volta completa, que corresponde a varrer
um angulo de 360° ou 2m radianos. Portanto, a sua velocidade pode
também ser dada por

_27tr
V=TT

onde 2rtr é o perimetro do circulo e T é periodo da repeticao do
movimento.

Uma outra maneira de olhar para o problema do movimento circular
uniforme é admitir que a medida que At tende para 0 o ponto Q
aproxima-se do ponto P, o angulo A6, e As e Al tornam-se muito
pequenos. Por outro lado, sabemos que

Al=1r-A0.

Dividindo por At e achando o limite quando ele tende para 0, teremos
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Al AB

At At
e
o AL_dl
Vinst = yo At dt

onde Vinst € a velocidade instantanea (em mddulo) em cima da trajetoria.

Assim, como l = r - 8 (com 6 em radianos),

L 40 dr
Vinst =t T qe Y Y T e Tae VT

Como r é o mddulo do raio da trajetdria circular (que é constante) a
derivada de r em ordem a t é zero. A derivada de © em ordem a t da-se o
nome de velocidade angular e representa-se, habitualmente pela grega w.
A velocidade angular ndao é mais do que a taxa de varrimento do angulo 6
por unidade de tempo e tem por unidade radianos por segundo ou apenas
s1. A velocidade angular também pode ser calculada dividindo o angulo
varrido pelo tempo de varrimento; como o angulo 2t é o varrido no
tempo T (periodo), temos

w—T—nf

onde f é a frequéncia (nimero de revolucdes ou voltas por unidade de
tempo) com unidade s ou hertz (Hz).

Derivando vinst em ordem ao tempo obtemos o mddulo da aceleragao
instantanea que, como vimos, &, no caso do movimento circular uniforme,
uma aceleragao centripeta.

dvinst_d( )= da)_l_dr _dw
dat  acy YT T T e T
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onde a é a chamada aceleragao angular que nao é mais do que a variagao
da velocidade angular por unidade de tempo.

Vimos anteriormente que Vit = 7 * @; ou seja, a velocidade no
movimento circular uniforme é dada pelo raio da trajetéria circular por
uma velocidade angular. Mas a velocidade é uma grandeza vetorial e,
portanto, a equagao anterior devera ser a equagao escalar
correspondente a uma equacao vetorial. Na verdade, se admitirmos que o
raio nao € mais do que o médulo de um vetor posicao que indica a posicao
da particula que se move ao longo de um circulo (ver Fig. 17) e v for o
madulo do vetor velocidade da particula na sua trajetéria entdo w deverd
ser também um vetor de tal modo que

V=0WAT,

. s dlud = o . . .
ou seja, UV, W e T sao mutuamente ortogonais entre si. Na Fig. 17 vemos

4 4 burd Ve . . .
os vetores UV e 1. O vetor w é um vetor perpendicular ao plano definido
por U e T e que, de acordo com a regra da mao direita, aponta para quem
esta a olhar a figura.

N
Y

v

7 |

|7|sen 0
e : > X

|7|cos 6
Figura 17
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Dado que a aceleracao é a derivada da velocidade podemos entao calcular
a aceleragao:

- —

—(WAT)=— AT+ A—

_dv_d dw dr
= T ae dt dt

No movimento circular uniforme o vetor velocidade angular é constante e
o primeiro termo da equacao anterior anula-se, vindo

. dB _ dP
P T,

O médulo do vetor aceleracdo é |d| = a = w? - R, onde R é o raio da
trajetdria circular. Como v, =V =7'w = R w, entdoa = v?/ R
como ja tinhamos verificado anteriormente.

Uma maneira mais formal de olhar o problema do movimento circular
uniforme é o de considerar o vetor posic3o 7 da Fig. 17 em coordenadas
polares (i. e., um angulo e uma distancia). Assim podemos escrever:

¥ =R-cosfe +R-senf e,

onde R é o mddulo do vetor posi¢do 7. Contudo, o dngulo 6 varia a
medida que o vetor posicdo avanca. Se essa variacao for constante (o que
é verdade para o movimento circular uniforme) entdo podemos escrever
6 = w-t,vindo

7 = R - cos(wt) e; + R - sen(wt) e, .

Derivando em ordem ao tempo obtemos o vetor velocidade

d7
13=E=—w-R-sen(wt)e_{+w-R-cos(wt) e,

49



e derivando novamente em ordem ao tempo obtemos o vetor aceleragao

a=a=—w ‘R - cos(wt) e; — w* - R - sen(wt) e,
=—w 7

Ou seja, o vetor aceleragdao tem a mesma diregdao do vetor posi¢ao mas
sentido contrario. Calculando o mdédulo dos vetores posicao, velocidade e
aceleracdao obtém-se as expressoes escalares ja deduzidas anteriormente
(ver Fig. 18).

N
Y
v
» %
|7|sen a ;
<) > X
|#|cos 0
Figura 18
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Capitulo llI

Mecanica — Dinamica

A interacao que da origem a aceleracdao de um objeto tem o nome de
forca. Nas paginas anteriores o movimento de um objeto em termos de
posicao, velocidade e aceleragao foi descrito sem considerar as causas
desse movimento. Na dinamica vamos considerar o movimento e as suas
causas. Os dois fatores principais que temos que considerar sao as forcas
gue atuam sobre um objeto e a massa desse objeto.

Todos nés temos uma ideia basica do que é uma forga a partir da
experiéncia quotidiana. Quando se empurra um objeto estamos a exercer
uma forca; a palavra forga esta, assim, associada a uma atividade muscular
e a uma mudancga no movimento (na velocidade) de um objeto. Contudo,
muitas for¢as nao dao origem a movimento; por exemplo, quando um
livro esta em cima de uma mesa a forga peso esta a ser exercida nele e, no
entanto, ele ndo se move; ou, se empurrarmos uma parede,
normalmente, ela também nao se move. Contudo, na grande maioria das
situagdes, forcas aplicadas a um dado objeto dao origem a alteracao do
seu movimento.

Foi Newton quem afirmou, pela primeira vez, que as forgcas sao a origem
da alteracao do estado de movimento de um objeto, isto é, da velocidade
do objeto. Mas uma mudanca na velocidade é uma aceleragao, o que ja
estudamos na cinematica. Assim, na dindmica estamos interessados na
relacdo entre a uma forga exercida sobre um dado objeto e a aceleragao
gue esse objeto adquire.

Quando varias forcas atuam simultaneamente num objeto ele acelera
apenas se a forga resultante que atua sobre ele for diferente de zero. Essa
forca resultante é definida como a soma vetorial de todas as forcas que
atuam sobre o objeto; se a for¢a resultante exercida sobre um objeto é
zero, a sua aceleracao é também zero e sua velocidade permanece
constante. Ou seja, se a forca que atua sobre um dado objeto (ou a soma
das forcas que atuam sobre um dado objeto) for zero, o objeto permanece
em repouso ou continua a mover-se com velocidade constante.

Quando a velocidade de um objeto é constante diz-se que o objeto esta
em equilibrio dindmico; no caso em que o objeto esta em repouso diz-se
que esta em equilibrio estatico.
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Quanto a maneira como as forcas atuam elas podem ser classificadas
como forgas de contacto ou forgas de campo. Nas primeiras ha contacto
fisico entre os objetos que estao a interagir; por exemplo, uma mao a
empurrar um livro numa mesa. Quanto as segundas nao existe contacto
fisico entre os objetos que estdo a interagir; em vez disso agem através do
espaco. A forca gravitica € um exemplo deste tipo de forcas de campo
bem assim como a forga eletrostatica entre duas cargas elétricas.
Contudo, a distingdo entre forca de contacto e for¢a de campo, por vezes,
nao é facil.

Ha quatro forcas (conhecidas) fundamentais na Natureza: (1) forgas
gravitacionais entre objetos com massa, (2) forcas eletromagnéticas entre
cargas elétricas, (3) forcas nucleares entre particulas subatémicas, e (4)
forcas nucleares fracas que surgem em certos processos de decaimento
radioativo. Na fisica classica, estamos preocupados apenas com forgas
gravitacionais e forgas eletromagnéticas.

As forcas medem-se com um dinamdmetro que nao é mais do que uma
mola. Quanto maior for a sua deformacao maior sera a forca que lhe esta
a ser aplicada (ver Fig. 19).

(a) (b) (c) (d)

Figura 19

k% %k
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Leis de Newton

Imaginemos um disco que se desloca numa superficie sem qualquer tipo
de atrito. Se nada acontecer o que diz a experiéncia (com alguma
abstracao a mistura) é que o disco continua o seu movimento em linha
reta sempre com a mesma velocidade; da mesma maneira, se pousarmos
esse mesmo disco num dado local da superficie sem atrito, o que a
experiéncia nos diz é que ele permanecera imével.

Imaginemos agora que essa superficie sem atrito estd dentro de uma
carruagem de um comboio que se desloca com velocidade constante e
que fazemos as duas experiéncias anteriores. Que diferengas notariamos?
Essas diferencas resultariam do observador; na verdade ha dois possiveis
observadores: um dentro do comboio e outro na estacao a observar o que
se passa dentro do comboio. Assim, o observador dentro do comboio
veria o disco parado ou a movimentar-se em linha reta; o observador na
estacdo veria o disco a movimentar-se com uma velocidade que seria a
soma da velocidade do disco (observada pelo observador dentro do
comboio) mais a velocidade do comboio ou a velocidade do disco igual a
velocidade do comboio (caso o disco estivesse parado para o observador
dentro do comboio). Contudo, qualguer um dos observadores ndao deteta
nenhuma aceleracao no disco. Diz-se entao que os dois observadores
estao colocados em referenciais de inércia ou referenciais inerciais;
nenhum deles deteta uma aceleracdao no disco e, por outro lado, nenhum
deles esta acelerado em relacdao ao outro. Assim, podemos enunciar a
primeira lei de Newton (que, de facto, foi enunciada pela primeira vez por
Galileu).

Primeira lei de Newton: Se sobre um dado objeto nao atuarem forgas ou
se a soma das forcas que estejam a ser atuadas for igual a zero, o objeto
estard parado ou animado de movimento retilineo uniforme (velocidade
constante).

Um avido animado de movimento retilineo com velocidade constante
(velocidade de cruzeiro) constitui um sistema inercial: o carrinho da
comida da hospedeira permanecera parado se estiver parado ou
movimentar-se-a com movimento retilineo uniforme se alguém lhe der
um empurrao momentaneo; contudo, quando aterrar o carrinho se estiver
parado desloca-se para a frente do avido com uma dada aceleragao
idéntica a desaceleragao do avidao. Na primeira situag¢ao o avidao pode ser
visto como um referencial de inércia, no segundo nao.
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Imagine um gato e um elefante. Qual dos dois, movendo-se com a mesma
velocidade, é mais dificil de parar? E claro que o elefante é mais dificil de
fazer parar (nem vale a pena tentar!). Pois bem a resisténcia a alteragao
do movimento tem o nome de inércia e a massa ndao é mais do que uma
medida da inércia de um dado objeto. Assim, podemos dizer que o
elefante tem uma massa muito maior do que a do gato. E isto tanto vale
para os parar como para os por em movimento através de um empurrao.
Concluindo, a massa é a propriedade de um objeto que mede a resisténcia
gue ele exibe a mudancas na sua velocidade. Em Sl a unidade da massa é o
guilograma ou kg. Para uma mesma forca aplicada, quanto maior for a
massa de um objeto menor sera a aceleragdao adquirida. Para determinar a
massa quantitativamente, comparam-se experimentalmente as
aceleragdes produzidas por uma mesma forca em objetos diferentes. Por
exemplo, suponhamos que uma forca atua sobre um objeto de massa m
produzindo uma aceleragao a1, e sobre um objeto de massa m;
produzindo uma aceleragao a. A razao das duas massas é definida como a
razao inversa das intensidades das acelera¢des produzidas pela forga:

my QA

mp; Qp

Assim, se um objeto tem uma massa conhecida, a massa do outro objeto
pode ser obtida a partir dos valores das aceleracdes medidas.

Massa é uma propriedade inerente ao objeto e é independente do meio
ambiente (tem o mesmo valor na Terra ou na Lua) e do método usado
para medi-lo. E uma quantidade escalar.

A massa nao deve ser confundida com o peso. Massa e peso sao duas
guantidades diferentes. O peso de um objeto é uma forca (é a forca com
qgue a Terra atrai esse objeto para o seu centro) e é igual ao produto da
aceleracao da gravidade pela sua massa; portanto, varia de local para local
na Terra. A massa nao varia de local para local na Terra. As unidades Sl da
massa e do peso sdo, respetivamente, kg e N. Finalmente, a massa é uma
grandeza escalar e o peso é uma grandeza vetorial.
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Segunda lei de Newton

A segunda lei de Newton diz-nos o que acontece com um objeto onde esta
aplicada uma forga (ou forga resultante) diferente de zero. Imaginemos
gue empurramos um bloco de gelo sobre uma superficie horizontal sem
atrito. A forca no bloco fa-lo mover com uma aceleragao a. Se se aplicar
uma forga duas vezes maior, a aceleracao do bloco duplica. Se aumentar a
forca aplicada para o triplo, a aceleragao triplica e assim sucessivamente.
Ou seja, a aceleracdao de um dado objeto é diretamente proporcional a
forca que atua sobre ele. Mas, como vimos anteriormente, a aceleragao
de um objeto também depende de sua massa e é inversamente
proporcional a sua massa. Estas duas conclusdes estao contidas na
segunda lei de Newton.

Segunda lei de Newton: num referencial inercial, a aceleracao de um

dado objeto é diretamente proporcional a for¢a que a produz e
inversamente proporcional a sua massa:

=m-d.

T

A forca resultante F é a soma vetorial de todas as forcas que atuam no
objeto. Poder haver muitas forcas aplicadas sobre um objeto, mas ha
apenas uma aceleracdo. A equacgao € uma equacgao vetorial e, portanto, é
equivalente a trés equacdes escalares segundo os trés eixos ortogonais
nas trés dire¢des do espaco:

n n
ZFx=m-ax, ZFy=m-ay,
i=1 i=1

De acordo com a segunda lei de Newton (também conhecida por lei
fundamental da dindmica) a unidade Sl de forca é o newton ou N, que é
definido como a forca que ao atuar sobre um objeto de massa 1 kg produz
uma aceleracdo de 1 ms™2. Pode também ser escrita, em termos das
unidades fundamentais, como 1N =1 kg.m.s™.

F,=m-a,

s

~
Il
Juny
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Terceira lei de Newton

A terceira lei de Newton aplica-se a objetos que interagem entre si.
Verifica-se que se dois objetos interagem, a forca F,1 exercida pelo objeto
1 no objeto 2 tem a mesma dire¢cao, a mesma intensidade e um sentido
aposto a forga F1; exercida pelo objeto 2 no objeto 1 (ver Fig. 20):

- -
Fi, =—F»

Figura 20

Terceira Lei de Newton: Para cada acao (forca) deve haver uma reacao
(forca) com a mesma direcdo, a mesma intensidade e sentidos opostos.

* %k %k

Método a seguir para resolver problemas de dinamica:

e Desenhar um diagrama simples para ajudar a visualizar o problema.

e Se a aceleracdo for zero numa dada direcdo a forca ou a soma das
forcas aplicadas é zero nessa direcao. Caso contrario, a particula
tem aceleracao e a forca aplicada é diferente de zero nessa direcao.

e |solar o objeto cujo movimento esta a ser analisado e desenhar
todas as forgas a que ele esta sujeito.

e Estabelecer um sistema de eixos de coordenadas convenientes para
o objeto e determinar as componentes das forgas ao longo desses
eixos.

e Aplicar a segunda lei de Newton.

e Resolver as equagdes das componentes em ordem as incégnitas.

e Certificar-se que os resultados sao consistentes com o diagrama
desenhado e verificar se eles sdo consistentes com o que seria de
esperar. Verificar ainda se as unidades sao as corretas.
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Algumas forgas particulares

Peso 1_5

O peso de um corpo Péa forca com que a Terra atrai esse corpo. Esta
forca tem uma direcdo vertical e um sentido de cima para baixo. E
principalmente devido a uma atracao (chamada de atracdo gravitica)
entre o corpo e a Terra. Um corpo em queda livre experimenta uma
aceleragdo g; assim, aplicando a segunda lei de Newton a um corpo de
massa m, obtemos:

P=m-g§

A unidade S| de P é newton ou N. Podemos pesar um corpo com uma
mola escala (ver Fig. 19). O corpo estica a mola, movendo seu ponteiro ao
longo de uma escala que é calibrada e marcada em unidades de massa ou
peso.

For¢a normal N

Quando um bloco, por exemplo, repousa sobre uma mesa, a mesa exerce
uma forga para cima N chamada forca normal ou reacdo normal; o nome
vem do termo matematico normal que significa perpendicular. A forga
normal é a forga que impede que o bloco fure a mesa e pode ter um valor
maximo até a mesa partir.

Figura 21

No caso da Fig. 21 as forcas que atuam no bloco sdao apenas o peso P e a
reacao normal N . Como o bloco esta parado (ndo tem aceleracdo) entao
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as duas forcas em jogo cancelam-se e a forca total aplicada ao bloco (ou a
soma das forgas aplicadas) é zero. Assim,

P+N=0
ou seja

—

P=-—N

ou, em termos escalares, N = P = mg. Portanto, neste caso for¢a normal
equilibra o peso do bloco.

-
Forga de atrito f

Quando tentamos deslizar um bloco sobre uma dada superficie ha uma
certa resisténcia ao movimento que resulta do contacto entre o bloco e a

superficie. Representa-se essa resisténcia por uma forca fchamada forca
de atrito ou simplesmente atrito. Esta forca tem uma direcao ao longo da
superficie de contacto e um sentido oposto ao do movimento. Por vezes, e
por simplificacdo (como ja vimos em exemplos anteriores), despreza-se o
atrito entre a superficie e o bloco (ou objeto que se move).

Consideremos um bloco apoiado numa mesa horizontal (Fig. 22). O peso
(ai representado pela letra W) é equilibrado pela reacdo normal e,
portanto, ndao ha movimento na vertical. Comecemos, entdo, a aumentar,

N
lentamente a forga F; inicialmente o bloco ndo se mexe o que quer dizer

gue a forca de atrito f equilibra a forca F ou seja, a forca de atritoe a
forca aplicada tem a mesma intensidade, a mesma direcao mas sentidos

opostos. Contudo, a partir de uma certa intensidade da forga aplicada F
comeca a haver movimento, o que quer dizer que a for¢a aplicada é
superior a forca de atrito. H4 movimento mas ainda ha uma forca de atrito
gue, no entanto, é inferior a forca de atrito imediatamente antes de se
iniciar o movimento do bloco. Portanto, inicialmente havia um atrito, dito
estatico (fs), e quando se iniciou 0 movimento do bloco continuou a haver
um atrito mas que tem um valor inferior ao do atrito estatico e que é
chamado de atrito cinético (fx) (ver Fig. 22). O valor do atrito estatico é
maximo imediatamente antes de se iniciar o movimento.
Experimentalmente verifica-se que tanto f; como fx sao proporcionais a

intensidade da forca normal IV, sendo a constante de proporcionalidade
representada por u. u tem o nome de coeficiente de atrito estatico, g, ou

cinético, Uy, dependo de ndao haver ou haver movimento,
respetivamente, e ¢ uma numero adimensional.
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N

(a)

(b)

F>f

=)

(d)

T

fc= UkN

(e) 0 :

|-«— Static region —l< Kinetic region »

Figura 22

Algumas observagdes experimentais podem ser resumidas (ver Fig. 22):
1. Se o bloco nao estiver em movimento a forga de atrito estatico é oposta
a aplicada forga aplicada e pode ter valores dados por

2. Quando o bloco esta prestes a iniciar o seu movimento, temos

fs,méx = HUs " |ﬁ|
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3. Se o bloco comecar a mover-se ao longo da superficie a intensidade da
forca de atrito diminui rapidamente para o valor fx dado por

fie < - |N].

Verifica-se que Uk < Us. Os coeficientes de atrito estatico e cinético tém
valores que variam entre 0,05 e 1,5.

EXEMPLO 7

Um bloco de massa m é libertado do topo de um plano inclinado que faz
um dado angulo 6 com a horizontal. O comprimento do plano inclinado é
d. Admitindo que n3do ha atrito, determine:

a) A aceleracdo do bloco ao longo do plano inclinado.

b) O tempo que o bloco demora para percorrer a distancia d.

c) A velocidade com que a massa atinge a base do plano inclinado.

Solugao

»~

(a) (b)
a) Que forgas estao a atuar o bloco? O peso (P=mg) e a reacao normal N.
O movimento realiza-se ao longo do plano inclinado. O melhor sistema de
referéncia (x,y) sera o que esta desenhado em (b). O movimento é
causado pelo peso (P=m.g). Decompondo o peso segundo x ey, isto &, Px e
Py teremos

P,=P-senf =mg-senf
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P, =P-cos 8 =mg-cosf
Mas Py é compensado pela reacao normal e, portanto, a Unica forca a
atuar é a componente do peso segundo o eixo x (mg - sen 8). Pela
segunda lei de Newton F=ma. Mas a forga que esta a atuar é
P, = mg - sen 0. Portanto, temos
m-a, =mg-senbf
oqueda a, =g-senb.
b) Pelas equacdes do movimento retilineo uniformemente acelerado
temos
a = constante
1 2
x=xO+v0t+Eat

v=vy+a-t

Colocando o inicio do movimento no ponto onde o objeto é libertado
temos

1 1
d=0+0-t+§-g-sen9-t2=§-g-sen8-t2
gue resolvendo em ordem a d da

2-d

t= |——
g-senf

c) Utilizando a equacao das velocidades do movimento uniformemente
acelerado obtemos

v=0+g-senf- g_—=\/2-d-g-sen9
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E se houvesse atrito, como seria?

EXEMPLO 8

Um bloco esta em repouso num plano inclinado que faz um angulo 6 com
a horizontal como é mostrado na figura abaixo.

a) Determine a forca de atrito estatico fs em termos da reacdo normal N e
do angulo 6.

b) Quando o bloco esteja prestes a escorregar 8 = 6. = 38,7°. Calcule o
valor do coeficiente de atrito estatico ps.

c) Se aumentarmos ainda mais o angulo 6 (para permitir que o bloco
acelere) e, em seguida, diminuirmos 6 novamente para o valor 6 =6’

= 26,6 ° para permitir que o bloco se mova com velocidade constante,
determine o coeficiente de atrito de cinético p.

Solugao

a) Considerando o sistema de eixos ortogonais (x,y) e considerando as
forcas que estao aplicadas ao bloco segundo essas duas direcoes temos:

ZP;C=mgsen9—]§:0

sz = N —mgcosd =0
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ou
mgsenf = f

N = mgcos6 .

Resolvendo em ordem a f; (dividindo a primeira equacgao pela

segunda) temos
fs _mgsenf senf

N mgcos®  cosO
ou

senf
ﬁg:N.cosG =N-tgf

b) Como fg max = Us* |IV| = Ug |IV| = N -tg6 vem que us = tglo .

Assim, us; =tg 38,7° = 0,8.

¢) Quando o bloco se movimenta com velocidade constante quer dizer
que a soma das forc¢as aplicadas é igual a zero e y;, = tgf. Assim,
quando 6 = 26,6° temos u;, = tg 26,6° = 0,5.

EXEMPLO 9

Um bloco de massa m1 = 4 kg que se encontra sobre uma superficie
horizontal aspera esta ligado através de uma roldana sem atrito a um
segundo bloco de massa m; = 6 kg por um cabo com massa desprezavel e
inextensivel conforme é mostrado na figura. O coeficiente de atrito
cinético entre o bloco e a superficie é px = 0,5.

a) Calcule a aceleracdo do sistema e a tensao no cabo.

b) Determine a relagdo entre mi1 e m; no caso em que o sistema esta
prestes a entrar em movimento.
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Solugao

n P E T E
Wi ////////4’ | : :
/ | ma Y ! '
é [ "'(l !
é n > : mzg :
z ! x !
(a) (b) ©

a) Como o cabo é inextensivel as duas massas tém a mesma aceleracdo a
mas em sentidos diferentes; por outro lado, como tem massa desprezavel
quer dizer que nao ha forgas a ele aplicadas. Desenhando um diagrama de
forcas para cada uma das duas massas e associando um sistema de eixos
vemos que na massa m; (parte (b) da figura anterior), temos

Zszng—T=m2-a

Da primeira equacao obtemos
T=myg—m,-a

Para a massa mi (parte (c) da figura anterior), temos
ZszT—szml-a

ZFyzN—mngO

64



Mas fr = Uy - N e da equagao anterior vem que N = mygoquedd f;, =
Uk * N = pp - my - g. Substituindo na primeira equagao dara

T=w,-m-g+mg-a.
Igualando as duas expressdes de T temos

Mg —my-a= m-g+m-a
ou
my(g—a)=p-my-g+m-a

gue resolvendo em ordem a g da

My — My " Uy

my +m,

E de notar que param, > m, * i;, 0 movimento do conjunto tem
aceleracdo; param, = my * U, a velocidade é constante ja que a
aceleracao é nula.

Podemos determinar a tensao no cabo substituindo a aceleragao a na
expressao de T, o que dara

(e +1) -my-my
my +m,

T

Utilizando os valores das massas, do coeficiente de atrito cinético e da
aceleragdo de gravidade igual a 9,8 m/s? obtemos: a = 3,92 m/s? e
T = 35,28 N.

b) Quando o sistema esta prestes a entrar em movimento a tensdo que
atua na massa m: € igual a forca de atrito maxima fs ax = Us * N, ou seja
T =pus-N=pus-my-g.Mas atensaodo cabonamassam;édeT =

m, * g. lgualando temos m, - g = ug - m, - g, ou seja, quando esta
prestes a entrar em movimento verifica-se que m, = y - my. Assim, o
coeficiente de atrito estatico sera
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Capitulo IV

Conceito de momento linear, conservagao do momento linear e colisGes

Por definicao o momento linear ou quantidade de movimento é o produto
da massa pela velocidade
p=m-v

E um vetor ja que a velocidade é um vetor. Tem a mesma direc3o e
sentido da velocidade. Como temos feito para os vetores, a equacao
vetorial de definicdo do momento linear pode ser escrita, de maneira
equivalente, como trés equacdes escalares segundo as trés direcdes do
espaco, isto é,

Px = M * Uy, Py = M * Dy, Pz =M* VU,

O momento linear depende to tempo através da velocidade e, portanto, é
razoavel perguntar o que é a derivada do momento linear em ordem ao
tempo. Derivemos em ordem ao tempo a expressao de definicao do
momento linear:

dp _ d 9)_dm s
dt _dee Y T g v T e s

Ou seja, a taxa de variacao do momento linear de uma dada massa no
tempo ndo é mais do que a forca a que essa massa esta sujeita. Podemos

entdo escrever de uma maneira mais geral a lei fundamental da dindmica
como

A unidade S| do momento linear é kg.m.s™. Da expressdo anterior
podemos escrever a expressao, aproximada,

T

Ap = F - At
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onde F é o vetor forca média. Na verdade, a equacao anterior quer dizer
gue a variacao do momento linear durante um certo intervalo de tempo
At é igual a forca média a multiplicar pelo intervalo de tempo durante o

qual a forca média atua. A Ap da-se o nome de impulsa da forca Fe
podemos escrever

-

I=0Mp=F-(t;—t;)

Esta equacao é muito Util para estudar problemas em que objectos
diferentes interagem durante intervalos de tempo curtos.

Consideremos, agora, duas particulas de massa m1 e m;, com velocidades

- - . . 7 z 74
V,€e U, que podem interagir através de forgas de caracter gravitico, por
exemplo. Cada uma das massas tem momentos lineares p, e p,.

DA

- -
A forga F;, e aforga F,; sdao as forgas que a massa mi exerce sobre a
massa mz e que a massa m; exerce sobre a massa mj, respectivamente.
Mas pela terceira lei de Newton,

- -
Fi, =—Fy
ou

- - —
Flz + F21 = 0
Mas, por outro lado podemos escrever:
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12 — dt
e
S dp,
F,,=—
21 dt
donde vem
- = dp_)Z dﬁl d - - =
Fiotby=—"+t—-=—@+p) =0

~ d = - = . . . ~ - —> ~
A equacgao = (p1 + p2) = 0 indica que a taxa de variagcdo de p; + p, ndo
varia no tempo, ou seja, se p; variar no tempo essa variacdo sera

compensada por uma variacdo em sentido contrario de p, de modo a que
a soma p; + p, se mantenha constante no tempo.

(1 +p2) = o

onde C é uma constante. Isto constitui o importante teorema da
conserva¢do do momento linear. E necessario n3o esquecer que a
demonstracao foi feita admitindo que nao ha forcas externa a atuar nas
duas massas; as unicas forgas sao forcas internas ao sistema formado
pelas duas massas; este resultado pode ser generalizado para um ndmero
de massas superior a 2. Assim podemos enunciar o principio (ou teorema)
da conservacdao do momento linear ou da quantidade de movimento da
seguinte forma: num sistema de particulas onde s6 atuam forcas
interiores ao sistema (sistema isolado), o momento linear do conjunto das
particulas permanece constante ao longo do tempo. Ou, de maneira
sintética

n
D Bi =Pyt Byt s+ = C
i=1

As interagOes entre particulas podem ser por contacto (colisdo) ou por
acdo a distancia (as particulas ndo chocam entre si). Durante os processos
de interagao ha uma outra quantidade que pode ou nao conservar-se, isto
€, manter-se constante. Essa quantidade é a energia cinética que é
definida por

68



e tem como unidade em Sl joule ou J. E a energia cinética que vai
caracterizar uma dada colisao entre particulas: se durante uma colisao a
energia cinética das particulas do sistema isolado se mantiver constante
antes e depois da colisdao, essa colisdao toma o nome de colisdo elastica; se
a energia cinética, antes e depois da colisdao, diminuir a colisdo diz-se
ineldstica. No caso de, depois da colisdao, os objectos que colidem sigam o
seu percurso juntos, a colisao toma o nome de colisao perfeitamente
inelastica.

No caso de estarmos a trabalhar com n particulas que estao a interagir e
formam um sistema isolada, podemos escrever:

n
z Pix = P1x + P2x + D3x + +Pnx = (1,
=1

n
z Piy = P1y T D2y t D3y + +Dny = Cy,
i=1

n

Z Piz = D1z + P2z + P37+ +bnz = Cs.
i=1

Para o caso de uma interacdo de duas particulas com colisdao ao longo de
um plano (por exemplo, plano (x,y)) teremos de maneira simplificada:

(plx + pr)antes da colisio — (plx + pr)depois da colisao

(ply T pzy)antes da colisio (ply t pzy)depois da colisio’
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EXEMPLO 10

Uma bola de ténis de massa m1 = 0,04 kg, move-se com uma velocidade
de 5m/s e tem uma colisdo elastico frontal com uma bola alvo de massa
m2 = 0,06 kg que se movia com uma velocidade de 3m/s, como é
mostrado na figura.

U, Antes da colisdo

U, Antes da colisao 0,

Qual é a velocidade de cada uma das bolas apds a colisdao na situacao (a) e

na situacao (b)?
Solucao

Para a situacao (a), usando o principio da conservacao do momento line
podemos escrever

m & m,

l 0, Antes da colisdo 0, < Z’; Depois da colisdo Z’;
1) )

m; v, + my-v, = my v+ my,-v,
ou
4 — 1] 4 —
my (v —v'y) = my- (V' —v,)

Como a colisdo é elastica ha conservacao da energia cinética

1 2 1 2 1 » N2 1 » \2
E'm1'(v1) +E-m2-(v2) =E'm1'(771) +§-m2-(v2)

ou
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my - (V1)2 + m; - (Vz)z my - (v'1)2 + m, - (V’z)z

ou

my - ((1)* = (V')?) = my - (V)% = (v)%)
ou ainda
my (v —v' )W + V') = my- (v —v) (V' + v,) (2)
Dividindo a eq. (2) pela que. (1) obtemos
v+ =7, +v,. (3)

Conhecendo m; e my, as eqs. (1) e (3) constituem um sistema de duas
equagoes a duas incognitas, isto é, v’; e V', re resolvendo da:

, ﬂh}—?ﬂz an
vV, =——— v, +——— 7,
m; +m, m; +m,
) Znh_ ﬂb-—7n1
vVy=——— v+ —- 1,
m; +m, m; +m,
Substituindo os valores temos
v'; =2,6 m/s e v, =4,6m/s

%k %k % %k

Para a situacao (b), usando as mesmas equacdes podemos chegar aos
seguintes valores

m, 0, Antes da colisdo 7 gl Depois da colisdo v,

V2N 3 seg .}HA@ N 7 :

71



v =—46m/s e v, =3,4m/s

EXEMPLO 11

Uma esfera de massa m1 = m, movendo-se ao longo do eixo x com uma
velocidade v, = 10V/3 m/s colide, elasticamente, com uma outra esfera
estacionario de massa m; = 2m. Depois da colisdao, a esfera m; é desviado
em um angulo de 900 conforme se mostra na figura.

a) Qual a velocidade e o angulo da esfera m; apds a colisdao?

b) Qual é a velocidade final da esfera m1?

c) Qual a fracao de energia cinética transferida para a esfera m;?

Antes da colisao 0,

At rest

Solugao

a) De acordo com o teorema da conservacao do momento linear a duas
dimensdes e da conservacao de energia cinética, podemos escrever:

Momento linear ao longo do eixo x
(mvl + O)antes da colisio — (0 + zmvlz ) COSQ)depois da colisao
v, = 2v', - cosb
Momento linear ao longo do eixo y:

— ’ ’ -
(0 + O)antes da colisio — (mv 1 2mv 2 Sene)depois da colisao

v'y =21, - senf
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Energia cinética antes e depois da colisao:

1 2 1 ' y2 o ' 2
E-m-(vl) +O=E-m-(v1) +E-2m-(v2)

(v1)? = (V'1)? = 2 (V'p)?
Elevando ao quadrado as duas primeiras equag¢des e somando obtém-se
()? + (V'1)? = 4-(Vp)?
gue, somando ao resultado da conservagao da energia cinética, da
2-(v)? = 6-(vp)?

’ 1 1
vzzﬁ-vlz\/—g-lo\@=10m/s

Da expressdo do momento linear segundo x (v; = 2v', * cosf) podemos
calcular o angulo.

10V3 =210 cosO

3
c050=\/7_ - 6 = 30°

b) Na equacdo do momento linear segundoy (v'; = 2v', - senf)
podemos substituir os valores ja conhecidos, obtendo:

v'; =2-10-sen30° =10 m/s
c) A fracao de energia cinética transferida para a esfera m; é dada por:

1 , 1
E'C_E-Zm-(vz)zzi-Zm-

Ec

W =

: (171)2 _

1 1
Zme@)? gme(@)?

2
3

ou seja, 66,67 % da energia cinética da esfera de massa m é transferida
para a esfera de massa 2m.
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Capitulo V

Conceitos de trabalho e energia

Apesar de, no dia a dia, ser comum falar-se trabalho e energia, em Fisica
trabalho e energia tem significados e definicdes especificas. Como
veremos ao longo destas linhas, trabalho e energia sdo equivalentes e a
sua utilizacdo em problemas de mecanica é equivalente ao tratamento
que referimos na mecanica utilizando as leis de Newton; contudo, em
muitos casos, a sua utilizacdo é mais simples de aplicar a problemas
complexos.

Olhemos para a Fig. 23 e imaginemos que estamos a exercer uma da forca

= -
constante F' e que, por causa dela, o bloco sofre um deslocamento S para
a direita.

Por definicao, o trabalho realizado, W, por uma forgca constante ﬁ éo
produto interno (ou escalar) do vetor forca pelo vetor deslocamento; ou,
dito de outra maneira atendendo a interpretacao geométrica do produto
interno, é o produto do componente da forca na dire¢cdao do deslocamento
e a intensidade do deslocamento.

Figura 23

De maneira formal podemos escrever
W=F-3=(F-cosO)-|3| = (F-cosf) s

A unidade de trabalho em unidades SI € N.m ou joule ou ainda J; em
unidades cgs é dine.cm ou erg. 1 erg =1 dine.cm. 1J =107 erg.
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De acordo com a definicdo de produto interno e de trabalho como um
produto interno, podemos concluir que o trabalho pode ser positivo,
negativo ou nulo, dependendo do valor do angulo 6 e de haver ou nao
deslocamento. Assim, o trabalho é nulo quando ndao ha deslocamento do
ponto de aplicacdo da forca; por outro lado é positivo para 90° < 6 < 0°,
negativo para 180° = 6 > 90°; é nulo quando 8 = 90°, ou seja, quando
o vetor deslocamento é perpendicular a forga.

Uma interpretacdao geométrica do trabalho pode, também, ser
considerada (ver Fig. 24). Se representarmos num grafico a componente
da forca F - cosf@ em funcao da posicao e representarmos as posicoes
inicial e final do objecto que esta a ser atuado pela forca constante, entao,
a area definida por esses limites (Fig. 23) é, numericamente, igual ao
trabalho realizado pela forca constante quando desloca o seu ponto
aplicagdo da posicao inicial x; para a posi¢ao final x¢; ou seja, aquela area é
dada por (F - cos@) - s = (F - cos8) - (x; — x;) = Area.

F.cos@ (N)

N

Area a azul = F.cos © (x;—x;) =
= forca vezes deslocamento = trabalho

Figura 24

Quando a forca ndo é constante mas depende da posicao, i. e., depende,
por exemplo, da coordenada x (F(x)) entao o trabalho é dado pelo integral
de linha (ver Fig. 25)
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xf
W = f F(x)-dx
Xi

onde F(x) é a projecao da forga segundo a direc¢do x e x; e xfsdo as
posicoes inicial e final, respectivamente. Em termos geométricos, num
grafico de F(x) em funcao de x, seria a drea compreendida entre as linhas
verticais passando pelas posicdes x; e xs e a linha correspondente a fungao
F(x) entre essas duas posicoes.

Xf Xf
A]-\l'ilo Z F(x) Ax = \[ F(x) dx

F(x) F(x) F(x)

i

F@o S\ Area= F(x)Ax

Work=Area

I Y —] |-

Xij Xy YiAx Xr X Xi Xg

Figura 25

Imaginemos, finalmente, que temos uma forga no espaco cujas
componentes sao funcao da posicao

e um vetor deslocamento elementar

di =dxe;+dyé, +dzeé;

O trabalho realizado pela forca ﬁseré dado por

dW=F_)Ci=(Fxé>1+Fyé)1+Fzé>3)(dx51+ dyé)2+dZé)3)
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= Edx + F,dy + F,dz

de onde vem

rf Xf Yf zf
W=JdW=jdex+nydy+szdz
T Xi Yi Zj

Quando a forca tem apenas componente segundo x a equagao anterior
reduz-se a equacao (ja escrita anteriormente)

Trabalho realizado por uma forga contraria ao peso

F

Final

—»
mg
-
s

!__] Inicial I

W=F-3=(F-cosO)-|3| = (F-cosf) s

W=F-§=(F-cos0°-|3|=(mg-1)-s=mgs
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i_ 1 inicial

W=F-3=(F-cos180°) - |3| = (mg-(-1)) s = —mgs

Trabalho realizado pelo peso para cima
W =P-3= (P cos180° |3 = —mgs
Trabalho realizado pelo peso para baixo

W =P-§=(P-cos0° |3 = mgs

Trabalho realizado pela forga de atrito

N — Sentido do
movimento

W=F- 3= (F-cos0)-|3| = (F-cosf) s

78



EXEMPLO 12

Um bloco de massa m é empurrado para cima por uma forca F paralela ao
plano inclinado conforme é mostrado na figura. O deslocamento do bloco
é d para cima do plano inclinado.

a) Determine o trabalho realizado pela forca 13, pela forca de atrito fc)u

pelo peso Pe pela reaccao normal N.
b) Calcule os trabalhos da alinea anterior para m =2 kg, ux = 0,5, 6 = 30°,
F=20Ned=5m.

SOLUCAO
a) A forca tem a mesma direc¢do do deslocamento; logo
W=F-d=(F-cos0°-|d|=F-1-d=Fd
O trabalho realizado pelo peso sera
W=m§-&)= (mg-cos(90°+6))-|(§| =-—mg-d-senf = —mgh
O trabalho realizado pela forca de atrito sera
fie =t - N = py. - mgcos6

sz,(-g:fk-|cf|-605180°=—uk-mg6059-d
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O trabalho realizado pela reaccdo normal é
W=N-d=N-|d| cos90° =

b) We=20Nx5m=100J ; Wfa=-0,5x2x9,8xcos30°x5=-42,4] ;

Wp=-2x9,8x5xsem 30°=-49J.

Portanto o trabalho total serd de Wt =100+ (-42,4) +(-49)+0=8,6)

* %k %k

Teorema trabalho-energia

Na cinematica vimos que

vi=vy2+2-a-(x—xp).

Naquela altura sé sabiamos que a equacao era valida para uma aceleragao
constante e ndo estadvamos preocupados com o que produzia essa
aceleracdo. Agora sabemos que essa aceleracado é o resultado da aplicacao
de uma forga constante e tem a forma a=F/m. Assim, se substituirmos a
expressao da aceleracdo equacgao anterior e substituirmos v por v; (ou
seja, a velocidade para a posicao x:) e v, por vz (ou seja a velocidade para
a posicao x») e fizermos d = (x — x,) = (x, — x;), obtemos

F
2 2
Ve =v"+2-—-d
1 2 m
que, rearranjando, dara
1 2 1 2
W=F-d=§-m-v2 —E-m-vl = AE,.

O segundo membro da equacao é uma diferenga de duas energias
cinéticas; o primeiro membro é o produto de uma forga constante por um
deslocamento o que corresponde a um trabalho. A equagao anterior
traduz o importante teorema trabalho energia que pode ser enunciado da
seguinte maneira: o trabalho realizado por uma forca (ou a resultante de
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varias forcas aplicadas) sobre um dado objecto ao longo de um dado
deslocamento é igual a variacdo da energia cinética entre as posicoes
inicial e final do deslocamento sofrido pelo objecto.

Este teorema é verdadeiro para forgas constantes como para forcas que
variam com a posicao. Na verdade, (para simplificar vamos admitir que a
forca varia apenas ao longo do eixo x) podemos escrever

xf Xf
W=fF(x)-dx=jma-dx
Xi Xi

Mas podemos escrever que

dv_dv dx_dv

a = = . = 1%
dt dx dt dx
gue substituindo na expressao do trabalho da
Xf Xf vf
dv
W= | ma-dx = md—-v dx= | m-v-dv =
X
Xi Xi Vi
m 1 1

O trabalho pode ser realizado com maior ou menor rapidez a taxa de
realizacdo de trabalho por unidade de tempo da-se o nome de poténcia e
tem por unidade Sl watt, joule/s ou W.

_ AW

P=—.

At

P é a chamada poténcia média. Quando fazemos At tender para zero
obtemos a chamada poténcia instantanea:
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aw
dt

EXEMPLO 13

Uma caixa de massa 10 kg estd inicialmente em repouso numa superficie
horizontal com atrito. O coeficiente de atrito cinético entre a caixa e a
superficie é de 0,2. A caixa é puxada, horizontalmente, por uma forga de
50 N que faz um angulo de 60° com a horizontal (ver figura).

a) Utilize o teorema trabalho-energia para calcular a velocidade final da
caixa (vy) depois de se mover 4m.

b) Repita a alinea a) usando a lei fundamental da dinamica.

vi=0

. Of
N

P final

P. inicial

—
mg
SOLUCAO

a) Pelo teorema trabalho-energia temos

1 1
W=F-d=§-m-v22—§-m-v12=AEC

O trabalho realizado pelo peso e pela reac¢ao normal é igual a zero.
Porqué?

O trabalho realizado pela forga aplicada F é dado por
We=F-5=(F-cos60°-|3] =50-cos60°-4=100]

O trabalho realizado pela forca de atrito é dado por
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W=f.-d=f. |5 -cos180° com f,=p, N

Mas, nestecaso, N =mg —F - sen 6 jaque peso=N+comp.deF,.
Vem, assim, que

fi =N =py-(mg—F- senb)

e, portanto,

Wro = fird = = (mg — F - sen 6) - |3]
=—-0,2-(10-9,8 —50-sen 60°) -4 = —43,76 ]

Assim, o trabalho total é

W, = Wp + Wyq + Wy + Wp = 100 + (—43,76) + 0 + 0 = 56,24 ]

Mas pelo teorema trabalho-energia

1 2
56,74=§-m-vf -0

Vindo, finalmente, vf = 3,35 m/s.

b) Como sé hd movimento ao longo da horizontal (eixo x) podemos
escrever

ZszF-COSH—szma

com
fi =t N =p-(mg—F- senb)
Assim,
_ F-cos® — - (mg — F - sen )
= m
50-cos 60°—0,2-(10-9,8 — 50+ sen 60°)
a= = 1,406 m/s?
10
Mas
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v2=v2+2-a-(x —xp).
v2=2-a-(x—xp).

v? =2-1,406- (4 —0)

v=4,/2-1406-4=3,35m/s

Claro que neste problema nao se vém explicitamente as vantagens do
teorema-trabalho energia porque as forcas sdao constantes.

* %k %

Energia potencial e principio da conservag¢ao da energia mecanica

Facamos o seguinte exercicio. Na Fig. 26, qual o trabalho realizado pelo
peso quando desloca a esfera nas trés situacOes representadas?

- e Vs
L N |
P Pl %I:
| | \\\ d i
| | \ ' -
| | \ > ' g
= | | \ |
h dl: NG ;
| | N |
| | \ '
| | \ |
| | \ |
| | \ |
| | N i
_____ S R © N N
P —
Figura 26
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Situagao |
Wﬁ=13)-c7=mg7-ci=mgd-6050°=mgh

Situacao

-

Wﬁ=ﬁ-c?=mg7-d=mgd-cos(90°—9)=mgh

Situacao Il

-

Wﬁ=ﬁ-d=m§-c?=mgd-cos(180°)=—mgh

Seria relativamente simples de mostrar que para qualquer outro
deslocamento que comecgasse no nivel y; e terminasse no nivel ys o
trabalho realizado pelo peso seria igual a mgh e que para qualquer outro
deslocamento que comegasse no nivel ys e terminasse no nivel y; o
trabalho realizado pelo peso era igual a (-mgh). A quantidade mgh é
habito chamar energia potencial (Er) e depende da altura (posigao) em
relagdo a uma dada referéncia; no caso da Fig. 26 a referéncia é o zero do
eixo Y.

Calculemos agora a variacdao dessa nova quantidade, a que chamamos de
energia potencial, para cada um dos trés casos da Fig. 26. A variacao da
energia potencial ha-de ser dada por

AE), = Epy — Ep; = mgyy — mgy;.
Situacgao |
AE, = Ep; — Ep; = mgy; — mgys = mg(y; — yf) = —mgh
Situacao
AE, = Epy — Ep; = mgy; — mgyy = mg(y; — yr) = —mgh

Situagao Il

AE, = Epy — Ep; = mgyy — mgy; = mg(ys — y;) = mgh
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Comparando o calculo do trabalho para as trés situacdes da Fig. 26 com o
calculo da variagao da energia potencial para as mesmas situacdes
podemos dizer que: quando o trabalho realizado pelo peso é positivo a
variacdo da energia potencial correspondente é negativa; quando o
trabalho realizado pelo peso é negativo a variacao da energia potencial
correspondente é positiva. Ou seja, de uma maneira formal podemos
dizer que

Podemos, também, afirmar, a a partir dos calculos realizados, que o
trabalho realizado pelo peso quando desloca o seu ponto de aplicacao
entre dois niveis s6 depende da posicdao desses niveis e nao de percurso
seguido pelo ponto de aplicacao do peso. Isto quer dizer que o peso deve
ser uma for¢ca com um cardcter especial ja que é da experiéncia comum
gue quando aplicamos uma dada forc¢a o trabalho por ela realizado
(excepto o peso e a forca elastica) varia com o percurso. Na verdade,
todas as forcas que exibem esta caracteristica tém o nome de forgas
conservativas. Um outro aspecto interessante ressalta da observacao da
Fig. 26; o trabalho realizado pelo peso quando a massa se desloca do nivel
ht para o nivel h; (situacao I) é dado por mgh; por ouro lado, o trabalho
realizado pelo peso quando a massa se desloca do nivel hi para o nivel hs
(situagao lll) é dado por (—mgh). Ora se imaginarmos um percurso em que
a massa se desloca do nivel, por exemplo, hy, vai até ao nivel h; e retorna
ao nivel hs o trabalho total realizado pelo peso nesse percurso é igual a

Wi = Wp; + Wpyy = mgh + (—=mgh) =0,

ou seja, o trabalho realizado pelo peso ao longo de um circuito fechado
(que é aquele em que a posicao final coincide com a posicao inicial) é igual
a zero; isto constitui uma outra maneira de definir uma forca conservativa.
Na natureza podemos encontrar forgas conservativas (como, por exemplo,
o peso ou a forca de uma mola) e forcas nao conservativas (como, por
exemplo, a forga de atrito).

Voltemos ao teorema trabalho—energia que se aplica ao trabalho realizado
por qualquer forca; na verdade, nao foram impostas quaisquer restricoes
as forgas as quais se pode aplicar esse teorema. Assim, este teorema é
também valido para o peso, i.e.,
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W =W; = AE,.

Por outro lado, relembremos a expressao que da o trabalho como uma
variacdo da energia potencial para o caso da for¢a conservativa peso

Igualando as duas equac¢Oes anteriores podemos escrever obtemos para o
caso do peso (ou para outra qualquer forga conservativa)

AE, = —AEp.
Mas
1 21 2
AEC=§-m-vf —E-m-vi
e

AE, = Epyr — Ep; = mgyy —mgy;
gue igualando da

1 1

E'm'vfz_z'm'viz =—(mg)’f—mg)’i)

que rearranjando da
1 , 1 ,
E-m-vf + mgyy =§-m-vi + mgy;.

Esta equacao traduz o principio da conservagao da energia mecanica que
diz que para o caso da forca conservativa peso (mas o mesmo poderia ser
dito para outra forca conservativa) a soma da energia cinética com a
energia potencial de uma particula de massa m mantem-se constante ao
longo de qualquer trajetdria entre dois niveis.

E habito chamar a soma da energia potencial com a energia cinética
energia mecanica; assim, ainda podemos enunciar o principio da
conservacao da energia mecanica dizendo que, para forgas conservativas,
a energia mecanica permanece constante ao logo de qualquer trajetdria.
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1
Eyy =§-m-vf2 + mgys
e, portanto,

EMf = Ey;
ao longo de qualquer trajetoria.

O principio da conservacao da energia mecanica e o principio da
conservacao do momento linear (ja estudado) constituem dois dos trés
pilares fundamentais da Fisica; o terceiro pilar é o principio da
conservacao do momento angular que estudaremos em breve.

Voltemos, novamente, ao teorema trabalho—energia,
W = AE,..

Como nada foi dito quanto o tipo de forgas a que se aplicam ao teorema
trabalho-energia e dado que o trabalho é uma grandeza aditiva, se, num
dado objeto, estiverem a ser aplicadas forcas conservativas (p.ex., o peso)
e forcas ndo conservativas (p.ex., a forca de atrito) podemos escrever

1 2 1 2
WtZWFC-I_WFNC:AEC:E.m.vf —E'm'vi

onde W:; é o trabalho total realizado por todas as forgas aplicadas, Wrcé o
trabalho realizado pelas forcas conservativas e Wyrc é o trabalho realizado
pelas forcas ndo conservativas. Mas o trabalho realizado pelas forgas
conservativas é dado por

WFC = —AEP
que substituindo na equagao anterior da
—AEP + WFNC = AEC

Que substituindo pelas respetivas expressoes e rearranjando da
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1 1
WFNC=§-m-vf2—§-m-vi2+AEp
1 1
=§-m-vfz—§-m-vi2+mgyf—mgyi
1 1
=§-m-vfz+mgyf—<§-m-vi2+mgyi)

Ou seja, o trabalho das forcas nao conservativas é igual a variacao da
energia mecanica sofrida pela particula em estudo.

EXEMPLO 14

Uma bola de massa 0,2 kg esta ao nivel de uma segunda varanda que esta
10 m acima o solo (ver figura).

a) Qual é a energia potencial gravitica da bola se tomarmos o ponto de
referéncia y = 0 como sendo: (1) no solo, (2) na primeira varanda, (3) na
segunda varanda e (4) no topo do prédio?

b) Se a bola cair para o solo, para cada um dos pontos de referéncia da
parte (a), qual é a variacdo da energia potencial da bola como resultado da
gueda?
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SOLUCAO
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a) Usando a Ep= mgh - 0 = mgy podemos calcular a energia potencial Er da
bola para cada escolha de y = 0 da seguinte forma:

Escolha do sist. referéncia (1): Er = mgy = (0,2 kg) (9,8 m/s?) (10m) = 19,6 J
Escolha do sist. referéncia (2): Er = mgy = (0,2 kg) (9,8 m/s?) (5m)=9,8 J
Escolha do sist. referéncia (3): Er = mgy = (0,2 kg) (9,8 m/s?) (0Om) =0
Escolha do sist. referéncia (4): Er = mgy = (0,2 kg) (9,8 m/s?) (- 5m) =-9,8J

b) Para todas as escolhas de coordenadas, temos Ah = Ay = -10 m. Entdo

da equagdo AE, = Epy — Ep; = mgyy; —mgy; = mg(yf - yi) o que da
origem a uma mesma variacao da energia potencial.

AE, = (0,2kg)(9,8 m/s?)(—10m) = —19,6]
EXEMPLO 15

Um carrinho numa montanha-russa, sem atrito, tem uma velocidade
inicial maxima possivel vo = 6 m/s quando estd na altura y, = 6 m acima do
solo. Depois movimenta-se livremente de acordo com a figura junta.
Admitindo que a aceleracdo da gravidade é de 10 m/s?, calcule

a) A velocidade do carrinho quando atinge o pontoyi1 =4 m.

b) A altura mdxima na posicao y,.

V_ VsV \/ VN

N
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SOLUCAO

a) A Unica forca que estd a ser aplicada é o peso. Portanto, podemos usar
o principio da conservacao da energia mecanica. Inicialmente, a energia
cinética é dada por

1 2
E,o = 2 "m-v,
e a energia potencial é dado por
Ep, = mgy,

Mas pelo principio da conservagdo da energia mecanica sabemos

1
S MUt mgyy = oome vt 4+ mgy,

donde temos
V1% + 29y, = v,% + 29V,
2 2 —
V=0, 29V, — 2901
V12 =02+ 29 — Y1)

Substituindo valores obtemos

vy =2+ 29(y, — V1) =62 +2-10-(6 —4) =8,7m/s

b) Utilizando, novamente, o principio da conservacao da energia mecanica
para a posi¢ao yz, temos

1
5 MVt Mgy, = S cme v+ mgy,

vindo

U22 = voz + Zg(yo - 3’2)
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em que v, é igual a zero. Assim, resolvendo em ordem a y», temos

2 62

=yt =6+

=78m.

EXEMPLO 16

Uma crianca de 30 kg de massa desliza por um escorrega curvilineo de
alturaigual a 3 m (ver figura). A crianca comeca no ponto inicial i com uma
velocidade vi=0 m/s e chega ao fim do escorrega, em f, com uma
velocidade vs.

a) Se o escorrega nao tiver atrito, calcule a velocidade da crianca ao
chegar ao ponto f, ou seja, vr.

b) Se o escorrega apresentar atrito e vi= 5 m/s, calcule o trabalho
realizado pela for¢a de atrito.

SOLUCAO

a) A forca normal sobre a crianca ndo realiza trabalho pois é sempre
perpendicular a cada elemento de deslocamento ao longo do escorrega. A
Unica forca que esta a ser aplicada é o peso que é uma forca conservativa;
logo podemos utilizar o principio da conservacao da energia mecanica

92



1 2 1 2
S mev” + mgy; =S ome vt + mgyy

com v;igual a zero e yrigual a zero (estamos colocar a nossa referéncia
para medir alturas no ponto f). Assim, teremos

1
0+ mgyi=§-m-vf2+ 0
vindo
vt =29y

Ve =42"9g"Yi=+2-98-3=7,67m/s.

b) Na presenca de uma forga de atrito, ndo conservativa, temos Wenc ndo
é zero. Entdo temos que utilizar a expressao

ou

1

1
Wene = Sm: veZ + mgys — (E-m - p;2 +mgyl->.

que substituindo valores da

1
Wene =§-m-vf2 + 0 — (0 + mgy;)
1
=§-30-52—30-9,8-3=—507]
EXEMPLO 17
Uma forca que atua num dado objeto varia com a posi¢cao x conforme se

mostra na figura. Calcule o trabalho realizado pela for¢a quando desloca o
objeto da posicadox=0m parax=7 m.
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F(x) (N)

0

o
/

SOLUCAO

O trabalho realizado pela forca é igual a area liquida entre a curva e o
deslocamento entre x =0 e x =7 m. Ou seja, a area do trapézio mais a area
do triangulo (com sinal negativo ja que o sentido da componente da forca
na direcao do deslocamento é contrario ao sentido do deslocamento).
Assim podemos escrever:

W = trabalho = Area do trapézio + (- Area do tridngulo)

W = %(a+b)H +<—%-c-h)=%(4+2)-6 +<—%- 3-4)

=18] — 6] = 12]

EXEMPLO 18

Uma esfera de aco de massa 5 g é projetada verticalmente para baixo de
uma altura h = 14,8 m com uma velocidade inicial vo = 10 m/s (ver figura).
A esfera penetra na areia até uma profundidade d = 20 cm. Admitindo que
o ar ndo oferece resisténcia ao movimento da esfera e que g = 10 m/s?,
calcule:

a) A variacao da energia mecanica da esfera.

b) A variacdo da energia interna do sistema esfera-areia.

c) A intensidade da forca média exercida pela areia na esfera até parar.
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L tE to.E

Areia

(a) (b) (c)

SOLUCAO

a) Vamos tomar como nivel de referéncia (y = 0) o ponto onde a esfera
para completamente; nesse ponto, a profundidade d, a energia cinética e
a energia potencial sao zero. Assim, podemos escrever (em que K e U se
referem a energia cinética e a energia potencial gravitica,
respectivamente)

AEy = Eys — Ey; = AK + AU = (K; — K;) + (Up — U))

1
=(O —Emv02)+ (0 —mg-[h + d])

- _(%mvf)_ (mg-[h + d].

Substituindo valores obtemos

AE, = — (% 0,005 - 102 ) — (0,005-10-[0,148 + 0,20])
=-0,25-0,75=-1]
b) Como sistema esfera-areia forma um sistema isolado
AE + AE,; = 0.
Isto quer dizer que toda a energia mecanica da esfera até parar é

absorvida pela areia que a vai converter em energia térmica. Assim, temos
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AEje = —AE = —(-1))=1]
c) Sabemos que
v2=v2+2a-(x —xp).

Portanto, a velocidade da esfera imediatamente antes de penetrar na
areia é

v2=10%2+2-(-10) (0 — 14,8)
v? = 396 m?/s? = v=-199m/s.

Depois de entrar na areia percorre 0,2 m até parar o que permite calcular
a aceleracdo (desaceleracao) do movimento

0=396+2-a-(0—02)
donde
a=990m/s?.

Como F = m - a, vem, finalmente
F =0,005-990 =495N

E de notar que a aceleragdo tem sinal positivo de acordo com o referencial
escolhido; o que quer dizer que a forca também tem sinal positivo.
Fisicamente, para retardar o movimento da esfera dentro da areia a for¢a
tem que ser contrdria ao movimento (deslocamento) da esfera, portanto
com um sentido de baixo para cima.
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Capitulo VI

Dinamica da rotacao.
Momento de uma for¢a em relagao a um ponto

A dinamica da rotacdo é o estudo do movimento rotacional e das causas
da sua alteracdo. De uma perspetiva cinematica, o movimento linear é
analogo ao movimento rotacional; contudo, essa analogia permanece de
um ponto dinamico. E da experiéncia de todos os dias que quando um
objeto gira em torno de um eixo a taxa de rotacao depende da
intensidade, da direcao e do sentido da forca que é aplicada longe do eixo
de rotacgao. Esta dependéncia é medida por uma quantidade vetorial a que
€ habito chamar momento da forga ou torque e que se representa,
normalmente, pela letra grega “t”. O momento de uma forga é, por
definicao, dado por

—

T=7r X F

ou seja, o momento de uma for¢ca em relacdo a um ponto O (ou eixo de
rotacdo) T é o produto externo do vetor posicdo 7 que define a posicio do

ponto de aplicacdo da forca em relagao ao ponto O (ponto P) pela forca F.
Na Fig. 27 mostra-se uma possivel relacao geométrica entre os vetores
variaveis da equacao anterior.

Eixo de rotagao
(a) (b) (c)

Figura 27
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De acordo com a Fig. 27(c), se decompusermos a forca segundo duas
direcdes ortogonais (uma paralela ao vetor posicdo e outra perpendicular
ao vetor posi¢ao, como se representa na Fig. 27) vemos que apenas a
componente da for¢a perpendicular ao vetor posicao produz rotagao; a
componente paralela ndo gera qualquer efeito de rotacdao. Na verdade,
relembrando o conceito de produto externo ou produto vetorial podemos

dizer que o vetor momento de uma forga F é um vetor cuja direcgao é
perpendicular ao plano definido pela forca e pelo vetor posicao, com um
sentido dado pela regra da mao direita o regra do saca-rolhas e cuja
intensidade é dada pela expressao

17| = |7 % 13| = |?|-|I3|-sen(?,13).

Ainda de acordo com a definicao de produto externo, o sentido do
produto externo, no caso da Fig, 27, aponta para o leitor destas notas.

Assim, tanto o vetor ¥ como o vetor F sdo perpendiculares ao vetor 7.0
momento de uma forga tem como unidade SI N.m e mede a eficacia de

uma forca para produzir rotacdo. A b = |7 -sen(?, ﬁ) € habito chamar
braco da forca F , b, que na Fig. 27 é representado por 7.. Assim, ainda
podemos escrever

-

17| = |7 x F|= b-|F|,

o que quer dizer que quando o braco da forca é igual a zero a for¢ca nao
provoca rotac¢ado, que é o mesmo que dizer que a forca tem a mesma
direcdo do vetor posicdao ou que a direcao do vetor forca passa pelo ponto
O ou pelo eixo de rotacao.

Como o momento de uma forca é uma grandeza aditiva, se houver varias
forcas que geram momento a ser aplicadas a um dado objeto que pode
rodar, o momento total é igual a soma dos momentos individuais gerados
por cada uma das forcas aplicadas.

Momento cinético ou momento angular

Introduzamos o conceito de momento angular ou momento cinético.
Considerando a Fig. 28, imaginemos que uma particula de massa m com
uma certa velocidade ¥ que esta referenciada a origem do sistema de
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referéncia xyz através do vetor posicdo 7. Claro que dizer que a massa m
tem velocidade ¥ é o mesmo que dizer que o seu momento linear é p.

Figura 28

Pois bem, por definicdo, o momento angular ou momento cinético da

particula de massa m (que habitualmente se representa pela letra L )éo
produto externo do vetor 7 pelo vetor p. Ou seja,

L=7 Xp=7 Xmv

No S| o momento angular tem a unidade kg.m?.s%. Claro que da definicdo
resulta imediatamente que o momento angular é um vetor cuja direcao é
perpendicular ao plano definido por 7 e por p, um sentido que é dado pela
regra da mao direita e uma intensidade que é dada por

-

L] =17 x Bl = |F]-1B] - sen(#,p) = m|7||] - sen(#, D) .

Claro que o momento angular pode variar no tempo (vetor 7 e o vetor ¥
podem variar no tempo) e podemos perguntar o que é a derivada do
momento angular em ordem ao tempo.
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—:—r = —_— _— —_—
at _dcV TP T P X TPy
_—>X —>+—>Xdﬁ_ (—>X—>)+—>Xdﬁ_6+—>xdﬁ
=7v mv r dt—mv v r dt_ r dt
,_dp
= X —
T
Mas
. dp
F==
dt
Vindo
dL PxXF =T
— = =7.
at

Ou seja, a taxa de variacao do momento angular de um dado objeto com o
tempo (ou a derivada do momento angular em ordem ao tempo) é igual
ao momento das forcas aplicadas a esse objeto.

Repare-se no seguinte: quando aplicavamos uma forga ela “servia” para
variar o seu momento linear; acabamos de ver que ao aplicarmos uma
forga que gera momento estamos a variar o seu momento angular. Parece
haver uma analogia entre forca (no movimento linear) e momento de uma
forca (no movimento com rota¢ao) e uma analogia entre momento linear
(no movimento linear) e 0o momento angular (no movimento com
rotacdo). Vamos explorar este facto mais tarde (se houver tempol!)

Teorema da conservagcao do momento angular

Voltemos a equacao

dL

— —PXF=T
dt

~ . . -
Se nao houver forgas exteriores aplicadas que que gerem um momento T
a derivada do momento angular em ordem ao tempo é igual a zero, ou
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seja, 0 momento angular permanece constante no tempo. Assim, se
tivermos um dado sistema formado por varias particulas e se sobre essas
particulas ndao houver forgas exteriores a serem aplicadas que geram um
momento T , 0 momento angular do sistema permaneca constante ao
longo do tempo. Claro que podem existir forcas interiores ao sistema que
gerem momento T ; contudo, a variagdo do momento angular de uma
particula implica a variagdo do momento angular de outra particula em
sentido contrario de tal modo que o momento total do sistema
permaneca constante. Isto constitui o importante teorema da
conservacao do momento angular que pode ser enunciado da seguinte
maneira: se sobre um dado sistema nao estiverem a ser atuadas forgas
geradoras de momento, o momento angular do sistema permanece
constante ao longo do tempo, i.e.,

df_ﬁ,
dt

= L, =L, = L, = constante

em que L4, L,, L3, etc. sdo os momentos angulares do sistema para os
instantes t=1, t=2, t=3, etc.

Até agora consideramos que a trajetdria seguida pela particula é qualquer;
o momento angular é calculado em relacdo a um ponto ou uma origem
gue é o local onde se encontra a origem do vetor posicao. Imaginemos
agora que a origem do vetor posi¢ao coincide com o centro de uma

trajetoria circular e que o movimento é circular e uniforme, i.e., 0o médulo
da velocidade é constante. Consideremos a equacao (ja escrita)

L| = 17 x Bl = |7|- 1| - sen(@, B) = m|?||B] - sen(F, D) .
Como ¥ é perpendicular a 7 podemos escrever
L| = 17 x Bl = 7] |B| - sen(90°)
= m|7||?] - sen(90°) = m|7#||V|

Mas sabemos que no movimento circular uniforme
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V| =v=r-w=R-w

gue substituindo na equacao anterior da e fazendo |L| =L e || =R, em
que R é o raio da trajectdria circular,

L = m|7||¥]| = mRRw = mR?*w = lw

onde I = mR? tem o nome de momento de inércia e é uma grandeza
escalar com unidade SI kg.m?, o momento de inércia traduz a geometria
da distribuicao da massa das particulas num dado sistema. Assim, se
tivermos um sistema, formado por vdrias particulas, que ndo esta sujeito a
forcas exteriores que gerem momentos de forgas (i.e., um sistema isolado)
e que tem um movimento circular, se o momento angular de uma das
particulas variar por motivo de aplicacao de forgas interiores, isso
implicard uma alteracdo do momento angular numa outra particula (ou
outras particulas) de tal modo que o momento angular do sistema
permaneca constante (Principio da conservacao do momento angular).
Assim, podemos escrever o principio da conservacao do momento angular
para a o movimento circular de como

L = constante = LLw; = Lw, = 3wz = =

o que quer dizer que se, por forgas interiores, 0 momento de inércia I; se
alterar para I, entdo a velocidade angular w, passara a w,, de tal modo
que o produto Iw se mantenha constante no tempo. Ou seja,

Lw, = I,w, = constante .

EXEMPLO 19

Uma massa m estd ligada por um cabo sem massa e inextensivel como se
vé na figura. A massa, por causa da tensao no cabo, é obrigada a girar
numa trajetoria circular sobre uma mesa sem atrito. A outra extremidade
do cabo passa por um orificio O na mesa. Para uma tensao inicial Ti e raio
Ri, a velocidade angular inicial da massa é wi=0,5 rad/s. A tensdo no cabo
é, em seguida, aumentada gradualmente para Tr puxando a corda até que
o raio diminua para R¢ = Ri/3.

a) Determine a velocidade angular final da massa.
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b) Determine a razdo das tensdes T¢/Ti.

SOLUCAO

a) Como ndo ha nenhuma forga que gere momento na massa m (a tensao
no cabo tem uma direcao que coincide com o vetor posicdao que define a
posicdo da massada - || = |[# x F| = |¥|-|F|-sen(# F); por outro
lado, o peso e a reagao normal podem gerar momento; contudo os
momentos compensam-se um ao outro e tudo se passa como se ndo

houvesse momento algum a atuar a massa m) pode aplicar-se o principio
da conservacdao do momento angular

Iiwi = Ifwf
Considerando a massa m pontual podemos dizer que o seu momento de
inérciaédel; = mRi2 e Ir = me2 para Ri e Ry, respetivamente, vindo
para a equag¢ao anterior
mRiz W = meZ ' Cl)f
donde podemos escrever

le-Z _ Riz Ri

Wf =—=" "W; = —5"
f 2 i 2
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Substituindo valores temos

wr =3%-0,5=4,5rad/s.

b) E a forca centripeta que é aplicada através do cabo que obriga a massa
a ter uma trajetdria circular. Mas a, = wv = w?R. Portanto, F =T =
ma, = mw?R.

Assim a relacdo entre as duas tensdes é

Ty _may*Ry _ (&).(ﬁ)z =1.<4,5)2 _ 57
Ti mwizRi Ri (OH 3 0,5

ou seja, a tensao Ty é 27 vezes maior do que a tensao T..

EXEMPLO 20

Um homem de massa m = 60 kg esta na periferia de uma plataforma
circular estacionaria de massa M =400 kg e raio R =3 m. A plataforma é
montada em sobre rolamentos sem atrito. Quando o homem comeca a
correr a uma velocidade v =4 m/s em torno da periferia da plataforma
esta comega a girar no sentido oposto, conforme se mostra na figura. O
momento de inércia da plataforma é I = %MRZ.

a) Qual é a velocidade angular da plataforma?
b) Qual o periodo da plataforma?

Eixo de rotagcdo
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SOLUCAO

a) Inicialmente, o momento angular total é zero, ou seja, fl) =0 ou L; =
0. Como nao ha forcas exteriores que gerem momento quando o homem
estd a correr (pelas mesmas razoes do exemplo anterior) o momento
angular final serd igual ao momento angular inicial pelo principio da
conservagcao do momento angular, ou seja, f: = Z; Mas quando se inicia
o movimento do homem os momentos angulares gerados pelo homem e
pela plataforma tem a mesma direcao mas sentidos opostos. Ora o
momento angular total do sistema homem-plataforma é

(L, +L,) 0= (L, +17)

h PJantes = = h PJdepois

o que quer dizer que L, = L,

Assumindo que o homem é uma particula o seu momento de inércia sera
I, = mR?. Assim, pelo principio da conservacdo do momento angular
temos

Ih(,l)h = Ipwp

v . ~
com wp = . Assim, podemos por

1 _ mR? _va_2-60 4_04 y
L T T T MR T a00 37 T /s.
2

b) Por definicdo o periodo é o tempo de uma revolucdao completa. A
velocidade angular é o angulo varrido a dividir pelo tempo durante o qual

’ . . 27 .
se da esse varrimento, ou seja, w = ? . ASSIm,

T_Zn_Zn_157
w04 7 S
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Capitulo VII

Gravita¢ao Universal

Antes de 1687, apesar de ja haver uma grande quantidade de dados e
informagao sobre os movimentos da Lua e dos planetas do sistema solar
até ai conhecidos, ndo havia uma explicacao para esses movimentos e
para as possiveis forcas envolvidas. Foi nesse ano que Newton deu uma
explicagao fisica e matematica para aqueles movimentos que ainda
perdura. Newton sabia que, de acordo com a sua primeira lei, a Lua
deveria estar sujeita a uma forca; se assim nao fosse a sua trajetoria teria
gue ser uma linha reta, o que nao se verificava: a sua orbita era circular
(ou quase circular como mais tarde veio a ser mostrado). Newton concluiu
que essa forca era uma atracado gravitacional exercido pela Terra na Lua e
gue nado era uma forca especial mas sim um caso particular de uma forga
atrativa geral que se verifica entre todos os objetos com massa. Assim, a
mesma for¢ca que mantem a Lua numa orbita em torno da Terra é também
a forca que faz cair os objetos para a Terra.

Lei da gravitagao universal de Newton

Em 1687 Newton publicou um livro intitulado “Principios matematicos de
filosofia natural” no qual apresentou a sua lei da atracao universal ou lei
da gravitacao universal. Essa lei pode ser enunciada da seguinte maneira:
cada particula do Universo atrai todas as outras particulas com uma forga
gue é diretamente proporcional ao produto das suas massas e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas.

Matematicamente pode escrever-se:

m1 'mz

F,
g r2

onde F; é aintensidade da forga gravitica entre as massas m; e mz que se
encontram a distancia r. G é constante de gravitacdo universal que em Sl é

G = 6673101 N - m?2/kg?
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Mas a forca é uma grandeza vetorial e, portanto, a expressao da lei da
atragao universal, no caso mais geral, pode ainda escrever-se (ver Fig. 29)
assumindo que existe um vetor unitario 7, (que aponta da massa m; para

a massa my) e que F;, é forga que a massa m; exerce sobre a massa m;:

5 G mp m;
12 = b "——=—"T2
r2
Fl‘_’
//
-~
I Mo
_ 2
>
P // )
/// g
J,
\ Lyo
m
Figura 29

Pela terceira lei de Newton (lei da acdo e reacao) tera que haver uma
outra forga F,; com a mesma intensidade, a mesma direc¢gao mas sentido

oposto a ﬁ12 :

Alguns aspetos associados a expressao da lei da atracao universal devem
ser mencionados. A forca gravitacional é uma forca de campo (atua a
distancia sem necessidade de um meio fisico para se exercer) que existe,
sempre, entre duas particulas, independentemente do meio que as
separa. Como a forga varia com o inverso do quadrado da distancia entre
as particulas, ela diminui rapidamente com o aumento da distancia.

Por outro lado, pode-se demonstrar, a partir da equa¢ao da atracao
universal, que a forca gravitica ou gravitacional exercida por uma
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distribuicdo de massa esfericamente simétrica, de tamanho finito, é igual
a forga gravitica que uma particula colocada no centro dessa distribuicao
de massa (e com a mesma massa) exerceria; ou seja, tudo se passa como
se toda a massa da esfera estivesse concentrada no seu centro. Por
exemplo, a intensidade da forca exercida pela Terra sobre uma particula
de massa m colocada a sua superficie da Terra é

onde Mr é a massa da Terra e rr 0 seu raio. Esta for¢a tem uma diregao
vertical e um sentido de cima para baixo (para o centro da Terra).

A constante de gravitacional universal G foi determinada por Henry
Cavendish (1731-1810) em 1798. O aparelho utilizado por Cavendish (Fig.
30) consiste em duas pequenas esferas, cada uma de massa m, fixadas nas
extremidades de uma haste horizontal leve suspensa por um fio de metal
fino. Quando duas esferas grandes, cada uma com massa M, sao
colocadas perto das menores, a forca atrativa entre as esferas menores e
as esferas maiores fazem com que a haste gire e torca o fio de suspensao
para um novo equilibrio. O angulo de rotacao é medido pela deflexao de
um feixe de luz refletido num espelho preso a suspensao vertical. A
experiéncia é repetida com diferentes massas e varias separagoes. Esta
experiéncia, para além de permitir calcular o valor de G mostra que a
forca gravitica é uma forga atrativa, proporcional ao produto das massas e
inversamente proporcional ao quadrado da distanciar.
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Espelho Laser
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Figura 30

Aceleragao da gravidade

Em secgdes anteriores definimos o produto mg como o peso de um objeto
de massa m, em que g era a intensidade da aceleracdo da gravidade em
gueda livre. Agora estamos em condi¢des para descrever a aceleracao da
gravidade de maneira mais formal. Assim, podemos por

1 M;y;-m 1
—F=6G-—5—
m rr?  m
vindo
I M
g:—:G-—2
m T

Consideremos, agora um objeto de massa m colocado a uma altura h
acima da superficie da Terra ou a uma distancia r do centro da Terra, onde
r = Ry + h. Aintensidade da forga gravitica é

MT m
(R + h)?
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ou

My

=G —
J Ry + h)2

donde se conclui que g diminui com o aumento da altitude; e porque o
peso de um objeto é mg, concluimos que a medida que h aumenta
também o peso diminui.

EXEMPLO 21

A Estacdo Espacial Internacional (EEIl) opera a uma altitude de 350 km.
Quando a construcao final for concluida, tera um peso (calculado a sua
superficie da Terra) de 4,22 x 10° N. Qual é o seu peso em érbita?
Massa da Terra: 5,98 x 10%* kg ; raio da Terra: 6,37 x 10° m ;

SOLUCAO
A massa da EEl é

P 4722-10°
m=-=-——-

=4,31-10%kg .
g 9,8 g

Sendo a massa fixa e utilizando a equacao

9= (R + h)?
podemos por

5,98 - 1024
(6,37 - 105 + 0,350 - 106)2

g =6,673-101- = 8,83 m/s?

O peso a altitude da EEl sera de

P=m-g=431-10°x8,83 =3,80-10°N
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EXEMPLO 22

Sabendo que o raio da Terra é 6,37 x 10° m e que a aceleracdo da
gravidade média a superficie da Terra é 9,80 m/s?, estime a massa
voliumica média

da Terra.
SOLUCAO
Sabemos que
Mas
My
-G - —
9 T2

g Tr
M. =
T G
O volume da Terra é
4
Ve = 3 s
vindo finalmente
-'r‘ 2
9 GT 3 g
p = 4 = Z G T 1
§'7T'7”T3 T-Tr

Substituindo valores obtemos

9,80

3
2 =551 x 103 kg/m3
4 6,673 x 1011-3,14- 6,37 x 106 g/m

p:

111



Leis de Kepler

Desde ha milhares de anos que os movimentos dos planetas, estrelas e
outros objetos celestes tém sido observados. No inicio a Terra era
considerada o centro do universo e esta ideia constituia o chamado
modelo geocéntrico que foi sugerido pelo astronomo grego Claudio
Ptolomeu (c. 100 —c. 170) no segundo século d.C.; este modelo foi aceite
até ao século XVI. Em 1543, o astronomo polaco Nicolaus Copernicus
(1473-1543) sugeriu que a Terra e os outros planetas giravam em oérbitas
circulares em torno do Sol dando origem ao chamado modelo
heliocéntrico. Uns anos mais tarde o astrénomo dinamarqués Tycho Brahe
(1546-1601) iniciou um programa de observag¢ao astrondmica para
determinar, com o maximo rigor possivel a época, as posicoes das estrelas
e dos planetas. E de notar que as observacdes desses planetas e de 777
estrelas visiveis a olho nu foram realizadas com apenas um grande
sextante e uma bussola ja que o telescépio ainda ndo havia sido
inventado. Uns anos mais tarde o astrdnomo alemao Johannes Kepler
(1571-1630), que tinha sido assistente de Tycho Brahe durante algum
tempo antes da morte de Brahe, passou 16 anos a tentar deduzir um
modelo matematico para o movimento dos planetas. Depois de muitas
horas de trabalho e muitos calculos trabalhosos, Kepler descobriu que as
observacdes e os dados obtidos por Tycho Brahe sobre a 6rbita de Marte a
volta do Sol forneciam uma resposta adequada ao problema do
movimento de Marte e, de maneira geral, dos movimentos dos planetas
do sistema solar. Da sua analise resultaram trés leis conhecidas por leis de
Kepler:

1. Todos os planetas movem-se em orbitas elipticas ocupando o Sol um
dos seus focos.

2. O raio vetor que vai do Sol até um dado planeta varre areas iguais em
intervalos de tempo iguais.

3. O quadrado do periodo orbital de qualquer planeta é proporcional ao
cubo do semi-eixo principal da drbita eliptica.
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Analisemos estas trés leis.

Primeira lei de Kepler

A excentricidade de uma elipse é definida como €=c/a e descreve a forma
geral da elipse (ver Fig. 31 e Fig. 32).

(4 ——»
’ TQ‘ S *>‘ b
]$\i | X
F F,
Figura 31

Para um circulo, c= 0, e a excentricidade &, portanto, zero. Quanto menor
for b em relacdo a a, mais achatada é a elipse ao longo da direcao y em
comparag¢ao com sua extensao na direcao x. Por outro lado, a medida que
b diminui, c aumenta e a excentricidade também.

Afélio Periélio

Figura 32
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Segunda lei de Kepler

A segunda lei de Kepler é uma consequéncia do principio da conservagao
do momento angular. Considere um planeta de massa Mr movendo-se em
torno do Sol segundo uma orbita eliptica (Figs. 33 e 34). Vamos considerar
que o Sol tem uma massa muito superior ao do planeta e ndao se move. A
forca gravitica exercida pelo Sol no planeta é uma forga central, i.e., uma
forca ao logo do raio vetor que define a posicao do planeta em relacao ao
Sol e que aponta no sentido deste. Isto quer dizer gue o momento da
forca que o Sol exerce sobre o planeta é zero ja que por definicao

Mas

=l
X

o
[l

Mp

dr = vdl

(b)

Figura 33

T=7r X F
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dL

—PxF=T7
dt
e como
=0
vem que
dl -
2 -0
dt

ou seja, ha conservacao do momento angular

—

L=7 Xp=7 Xmv=Mp 7 XV =C(.

Olhando para a Fig. 33(b) vemos que a drea dA é varrida pelo raio vetor 7
no intervalo de tempo dt. E, portanto, podemos escrever (em termos

geométricos e fazendo |L| = L)

1 1
dA == |7 X d7| = = |F x vdt| = ——dt
er Tl 2|r vdt| 2,
donde vem que
dA_ L _c
dt  2Mp, °©

onde L e Mp sdo constantes. Assim, podemos dizer que raio vetor 77, que
indica a posicao do planeta em relacdo ao Sol, varre areas iguais em
tempos iguais. E importante reconhecer que este resultado é uma
consequéncia do fato de a forga gravitica ser uma forga central o que, por
sua vez, implica que o momento angular do planeta é constante.
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P (t; + At)

P (to+ At)

A=A,
Figura 34

Olhando para a Fig. 34, e dado que as areas varridas sao iguais,
imediatamente podemos concluir (mesmo visualmente) que o planeta
tem uma velocidade maior quando esta mais perto do Sol do que quando
esta mais afastado dele.

Terceira lei de Kepler

E interessante verificar que a terceira lei de Kepler pode ser demonstrada
a partir da lei da gravitacao universal para orbitas circulares que é uma lei
gue varia com o inverso do quadrado da distancia entre o Sol e os
planetas. As orbitas de todos os planetas, exceto Mercurio e Plutao, sao
muito aproximadamente circulares; portanto, esta suposicao nao introduz
um erro muito grande na demonstracao da terceira lei de Kepler.
Consideremos, entao, um planeta de massa Mp que se move numa 6rbita
circular em torno do Sol de massa Ms (ver Fig. 35). A forga gravitica origina
uma aceleragdo centripeta quando o planeta orbita em torno do Sol e
podemos escrever

Ms'Mp_Mp'vz

=G
r2 r

kg

Mas a velocidade orbital do planeta é 2rtr/T onde T é o periodo do
movimento circular. Portanto, podemos escrever a equagao anterior da
seguinte forma
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G Ms'Mp_MP'(ZTlT/T)Z
r2 r

que podemos escrever como

472
T2=< >-r3=KS-r3

G'MS
onde
m 19 .2 3
Kc = =2,97-10"
S G- M s“/m

E de notar que a constante Ks é independente do planeta que orbita em
torno do Sol. Para o caso da drbita da Lua em torno da Terra a constante
Ks seria dada por

41
G - MT

KS=

onde Mré a massa da Terra.

Figura 35
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EXEMPLO 23

Considere um satélite de massa m movendo-se numa orbita circular em
torno da Terra a uma velocidade constante vs a uma altitude h acima da
superficie da Terra.

a) Determine a velocidade do satélite em termos de G, h, Ry

(raio da Terra) e Mt (massa da Terra).

b) Se o satélite for geoestacionario (ou seja, parecer fixo em relagdo a um
dado ponto da Terra), qual a sua velocidade através do espaco?

SOLUCAO
a)
MT m
Fy=Grt—s
(Rr +h)
mas
r - m-v?  m-v?
" r Ry +h
Igualando temos
Mr-m m:-v?

G - =
(R +h)2 Ry +h

Resolvendo em ordem a velocidade obtemos
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G'MT
Ry +h

v =

a) De acordo com a terceira lei de Kepler temos

42 )
TZ — _7,.3
<G - MT

onde r é o raio da trajetéria do satélite e Mt sera a massa da Terra.
Resolvendo em ordem a r obtemos

31G-M
r = T. 72
4712
A velocidade sera dada pela equacao
G " MT

Substituindo valores e tomando em consideracao que T = 24 horas =
86400 s obtemos

- 864002 = 4,23-10" m

o 6,67 -1011-598- 1024
r= 412

=3,07-103m/s

_ |667-1011-5,98-102¢
V= 423-107
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Capitulo Vil

Equilibrio estatico

Até agora, praticamente em todos os capitulos ligados a cinematica e a
dinamica, aproximamos os objetos a particulas; contudo, os objetos reais,
de dimensao finita, podem sofrer translacdao e rotacao. Na verdade, nas
aulas anteriores ao falar sobre gravitacao consideramos mais do que um
corpo ainda que eles pudessem ser considerados como particulas.

Por observacgao, verifica-se que quando uma forca é aplicada a um dado
objeto de dimensao finita (ou um sistema de particulas) de massa total M,
o movimento de translacao do objeto realiza-se como se a forca fosse
aplicado num unico ponto no qual a massa do objeto foi concentrada. Este
comportamento é independente de outros movimentos, como o
movimento de rotacdo ou de vibragao. Este ponto especial é chamado de
centro de massa (abreviado por CM) do objeto. Como exemplo, considere
o movimento do centro de massa do taco mostrado na Fig. 36. O CM
segue uma trajectdria parabdlica mesmo quando o taco gira em torno do
CM.

Movimento

j . parabolico do
= ) G —

~

CM % %

Movimento de translacao do CM
Figura 36
Considere a Fig. 37 onde esta representado um sistema formado por duas

particulas com massas mi1 e m;, localizadas ao longo do eixo x nas posi¢des
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X1 € X2, respetivamente. A posicao (coordenada) do centro de massa do
conjunto das duas particulas ao longo do eixo x (xcm) € dado por

ml'x1+m2'x2

Xem =
mq +m2
y
‘x7
----------_--------->
'xl
"""" > M
0 ) — X
m, m,
--------------’ -
Xem
Figura 37

Para um sistema formado por N particulas, todas ao longo do eixo x, o
centro de massa sera dado por

my - Xq+My Xy + " +My Xy

Xcm =
mq + m, + - +mN

Para um sistema formado por N particulas, distribuidas por um plano (p.
ex., o plano xy), as coordenadas x e y do centro de massa serao obtidos
através das expressoes (ver Fig. 38)

my Xy +my Xy, ++my- Xy

Xcm =
m1 + mz + +mN
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my -y, +my -y, + - +my- Yy

yCM B m1 + mz + - +mN

A generalizacdo para trés dimensdes é imediata. Claro que, da Fig. 38 (e

generalizando para trés dimensdes) podemos escrever, em notag¢do
vetorial,

Tem = Xem €11 Yem €2 + Zey €3

y
, X2,)2
&) °
o m«_)

Yem

X

Figura 38

Quando, em vez de massas pontuais (particulas), temos uma distribuicao
continua de massa as coordenadas do centro de massa da distribuicdo sao
dadas por
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1
xCM=fodm
YCM_Mfy m

1
ZCM:Mdem

onde a massa total do objeto M é dado por M = fdm .

EXEMPLO 24

Um sistema é formado por trés particulas de massas m1=0,5 kg, mx =1 kg
e ms = 1,5 kg. As trés particulas estao espalhadas num plano como é
mostrado na figura. Determine o centro de massa do sistema.

in}- Y 2m
m — CM !
1 1
| m=— . Tem 1
4 i
1 1
X0 = X
|<¢----- ™ m
2m

SOLUCAO

S6 existem componentes do vetor posicao segundo os eixosdo x ey.
Utilizando as expressdes anteriores para distribuicdes de particulas
podemos fazer

ml'x1+m2'x2+m3'X3_0,5'0+1,0'2+1,5'2
m; +m, + ms B 0,5+ 1,0+ 1,5

Xey = =1,67m

_m1y1+m2y2+m3y3_0,51+1,00+1,52_117
Yem = my + m, + ms - o05+10+15 ™
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ou, em termos vetoriais,
FCM = 1,67 61+ 1,17 62 (m)

EXEMPLO 25

Uma vara horizontal tem uma massa M e um comprimento L. Determine a
localizagao de seu centro de massa em relagao a sua ponta mais a
esquerda:

a) se a vara tiver uma massa uniforme por unidade de comprimento A;

b) se a vara tiver uma massa por unidade de comprimento A que aumenta
linearmente a partir de sua extremidade mais esquerda de acordo com a
relacdao A = ax, onde a é uma constante.

SOLUCAO

a) Como temos uma distribuicdo continua de massa ao longo do eixo x,
temos que utilizar a expressao

1
xCM=ijdm

De acordo com a figura, para achar o CM da vara temos que somar todos
os elementos dm ao longo do comprimento L da vara. Claro que o centro
de massa ao longo dos eixos y e z é zero

Y dm=Adx
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A massa por unidade de comprimento (A) é dada por A = M/L. Portanto,
dm = A dx. Como

1
Xey =— | xdm
cM Mf
podemos escrever

L

0

x? L2
5 5 =

L
2

=~ =
e~ =

1 ‘ AL
xCMzﬁjx/ldx=ijdx=
0 0

ou seja, o centro de massa é no centro geométrico da vara, como seria de
esperar.

b) Neste caso temos que A = ax, ou seja, A varia de ponto para ponto, de
maneira linear, ao longo da vara. Assim, temos

L L
1 a X a x3|L a-L3
xCM=ijaxdx=fo dxzﬁ-?oz 30
0 0
Mas
L L
M—jd —fﬂd-if PO L
= m = x=|laxdx=«a > O—a >
0 0

gue, substituindo na expressao anterior, da

a- L3 a- L3 2L
Xem =53y T 2T 30

%k %k %k
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Vejamos agora em que condicdes um dado objeto rigido esta em
equilibrio estatico, i.e., ndo tem movimento de translacdao nem de
rotacao.

Ha duas condi¢Oes necessarias para o equilibrio de um objeto estar em
equilibrio: (1) a resultante das forcas exteriores tem que ser igual a zero:

Zﬁ=6

(2) a soma dos momentos de forcgas aplicadas tem que ser igual a zero:

Zf:ﬁ

Contudo, estas condi¢cdes ndo sao suficientes; para um objeto estar em
equilibrio estatico é ainda necessario que a sua velocidade linear seja igual
a zero e que a sua velocidade angular também seja igual a zero.

v=20 e w=0

Portanto, no equilibrio estatico ndo ha translagao nem rotacao.

EXEMPLO 26

Um balancé que consiste numa prancha uniforme de massa M e
comprimento / apoia um pai e uma filha com massas de m, e my,
respetivamente, conforme se mostra na figura. O apoio (chamado fulcro)
estd sob o centro de gravidade (centro de massa) da prancha, estando o
pai a uma distancia d do centro e a filha a uma distancia //2 do centro.

a) Determine a intensidade da forca n exercida pelo fulcro na prancha.

b) Determine onde o pai deveria sentar-se para equilibrar o sistema na
posicao horizontal.
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mg mgg

SOLUCAO

a) Considerando as forgas aplicadas ao sistema e considerando que ele
estd em equilibrio estatico nao ha qualquer tipo de movimento. Logo a
soma das forcas aplicadas tem que ser igual a zero. Considerando que o
sentido positivo é para cima podemos escrever:

ZFy=n+(—mf-g)+(—md-g)+(—M-g)=0

donde vem que
n=(mg-g)+(mg-g)+M-g)

b) Para resolver esta alinea vamos igualar os momentos das forcas
aplicadas a zero. O momento das forcas aplicadas tem uma direcao
perpendicular ao plano da imagem e, dependendo do seu ponto de
aplicacdo em relacao ponto de rotacao (o fulcro) assim terd um sentido
para |a ou para ca do plano da imagem. Assim podemos escrever
(considerando positivo o movimento contrario ao dos ponteiros do relégio
e o fulcro como o ponto em relacdao ao qual estamos a calcular o
momento das forcas aplicadas)

[
zrsz-g-d—md-g-§+0+0=0

vindo

3
N| e~

127



Capitulo IX

Movimento linear e movimento rotacional: sintese

Vimos que as equag¢des do movimento uniformemente acelerado segundo
uma dada dire¢ao podem ser escritas da seguinte maneira (neste caso
segundo o do eixo x):

a, = constante

1 2
x=x0+v0x-t+§-a-t

V2 = v, + 2 a, (x — xg)

Vimos também que no movimento de rotacao havia uma grandeza, a que
chamamos velocidade angular, w, que & um vetor perpendicular ao plano
onde se da a rotacdao do objeto que se esta a considerar e que,
formalmente é traduzida pela expressao

(1)=E€3

onde 6 é o angulo varrido pelo vetor posicao que define a posicao de uma
particula (ou objeto) que gira segundo uma trajetéria circular no plano xy
em torno de um ponto ou um eixo e €; é o vetor unitario segundo o eixo
z.

Da expressao anterior podemos deduzir que

0= w't+y=w-t+0,
onde y € uma constante que indica o angulo inicial, i. e., 8, . Vimos ainda

gue havia uma relagao entre a velocidade linear e a velocidade angular
gue era expressa através das relagdes

v=w"'R e a=w"'v
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em v e a sdo a velocidade e a aceleragao ao longo da trajetdria circular,
respetivamente, w é a velocidade angular e R é o raio da trajetodria
circular. Claro que no caso mais geral pode haver variagdes da velocidade
angular e, portanto, é legitimo perguntar o que é uma aceleracao angular.
Utilizando os mesmos conceitos que utilizdmos para o movimento
retilineo podemos escrever que a aceleragao angular média é dada por

_ Aw wp— w;
a = =
At tr—t

Achando o limite quando At tende para zero obteremos a aceleracao
angular instantanea

y Aw
a; = lim —
L Ato0 At

o que indica que a aceleracao angular instantanea é a derivada da
velocidade angular em ordem ao tempo. Claro que a velocidade angular é
um vetor e, portanto, do anterior resulta que a aceleragao instantanea é
também um vetor que tem a mesma direcao do vetor velocidade angular.
Para o caso da aceleragao angular ser constante, por integracao pode
obter-se a expressao da variacao da velocidade angular em funcao do
tempo e a expressao da variagao o angulo @ em fung¢ao do tempo:

a = constante

1
9=90+w0-t+§-a-t2

w=wyta-t

w? =we?+2-a-(6—06,).

Comparando estas expressdes com as do movimento retilineo
uniformemente acelerado vemos que ha uma semelhancaentrexe @, ve
w e a e a. Tudo se passa como se, para obter as expressdes do movimento
circular com aceleragao angular constante, bastasse substituir x por ©, v
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por w e a por a nas equagdes do movimento retilineo uniformemente
acelerado.

Exploremos um pouco mais esta analogia. A expressao da energia cinética
de uma particula com velocidade v é ao longo de uma trajetéria circular é
dada por

Mas, como vimos,
V=w"R

gue substituindo na expressao anterior da

1 1
Ec=§-m-(w-R)2=§-m-w2-R2.

Mas I = mR? é o momento de inércia de uma particula que roda numa
trajectoria circular de raio R. Portanto, podemos escrever

0 que, por comparacgao, indica que o momento de inércia na rotagao é
analogo a massa no movimento retilineo.
Também definimos momento de uma for¢ca em relagao a um ponto como

Para o caso de a forca ser tangencial a trajetdria circular podemos
escrever

t=|7|= |#|'|F|] =R -m-a,.

Mas ja vimos anteriormente que
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_dv_d( R)_da) . dR_ P
_dt_dtw = W =« )

@ dt dt

Portanto, podemos escrever
T=Rm-a, =R -m-a-R=m-R*-a=1a.

Ou seja, o momento de uma forga que atua tangencialmente a uma
trajetoria circular da origem a uma aceleragao angular. Mais ainda,
comparando esta expressao com a expressao da lei fundamental da
dinamica (F=ma) vemos que o momento de uma forga, 7, é analoga a
forca. Da mesma maneira o momento linear é analogo ao momento
angular do movimento de rotacao, ja que, por analogia (como ja vimos), a
velocidade v é andloga a velocidade angular w e a massa m é andloga ao
momento de inércia /.

Claro que poderiamos continuar a analogia. Por exemplo, o teorema
trabalho energia,

1 1

W=AEC=E'm'v22_E'm'v12

terd o seguinte aspeto para o caso do movimento circular utilizando as
analogias anteriores

1 1
WZE'I'(UZZ_E'I'(Ulz.

Ha um aspeto importante no movimento circular ndo uniforme, i.e., no
movimento circular em que a velocidade angular varia no tempo (ha uma
aceleracao angular). Ja vimos que

V=WAT
e, portanto, temos que
- d(—) —>) da —>+—> d? - —>+—> -
Ad=—(OAT)=—AT+OAN —=aAAT+OAD
dt dt dt

Isto quer dizer que a aceleracdo ao longa da trajetédria circular tem duas
componentes vetoriais: @ A7 e @ A V. A aceleracdo angular, @, tem a
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mesma direcdo de @ e, portanto, perpendicular a trajectdria circular; 7
estd no pano da trajectdria circular; assim, o vetor produto externo @ A 7 é
um vetor com a mesma direc¢do do vetor velocidade 7, i.e., tem uma
direccdo tangencial. Por outro lado, @ A ¥ tem a direcc3o do vetor posicdo
(direccao do raio da trajectdria circular) e aponta para o centro da
trajetdria, ou seja, é centripeta. Podemos, entao, dizer que no movimento
circular nao uniforme a aceleragdao tem um componente tangencial e uma
componente centripeta e podemos escrever

A=aAT+ WAV =arer +age;

—_ —_—> o~ ey 7 . . )Y
onde e; e e, sdo os vectores unitarios tangente e perpendicular a
trajectoria no ponto onde a particula se encontra no seu movimento (ver

Fig. 39).

>
>

!

v
>

Figura 39
Ja vimos que, por definicao

T=7AF =

o que indica que T tem a mesma direccdo de @ e &. Ou seja

|7l =m-|#|-|a@ X 7¥|-sen90° = m-R - |a| - |F| - sen(a, T
=m-R?’a=1"a.
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Na Figura 40 apresentam-se as expressoes dos momentos de inércia de
varios soélidos e figuras simples em relagao a um eixo de rotacao.

Figura 40
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EXEMPLO 27

Um prato de um gira discos roda com uma velocidade angular de 33
rotacdes por minuto e demora 20 s a parar.

a) Admitindo que a aceleracao angular é uniforme, calcule-a.

b) Quantas rotacdes faz o prato até parar?

c) Se o raio do prato for de 14 cm calcule as intensidades das aceleracdes
tangencial e centripeta na periferia do prato parat=0s.

d) Qual a velocidade linear inicial de um ponto na periferia do prato?

SOLUCAO
Escrevamos as equagdes do movimento de rotacao para 6, we a

a = constante

1
9=60+w0-t+§-a-t2

Ww=wyta-t

(1)2=(1)02+2'a'(9_00).

a) A velocidade angular inicial wo é

_33-2nm

— -1
0 - 3,45 s

Wo

Como w = wy+ a-t podemos escrever 0 = 3,45+ a - 20 para
determinar a acelera¢ao angular a que dara

= 3 017 52
T T

b) Sabemos que 9=90+w0-t+%-a-t2.
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1
Podemos escrever 0 — 8, = wqy*t + S a t?> emque 6 — 6,
representa a soma dos angulos varridos durante as varias rotagdes de 6,
até 0.

1
6 — 6o = 34520 + - (=0,17) - 20” = 34,6 rad.

346rad

Mas uma revolucdo é 2n rad; logo, o n2 de revolugdes é e = 5,51.
c) Vimos que
A=aAAT+®AV=arer +a.e,
ar = |a a7| = |a| - |7|-sen(a,7) = a-R
a. = | aAv| = || |V]-sen(w, V) =w v

com & perpendicular a 7 e @ perpendicular a . Assim, parat=0s,
obtemos

ar=a*R=-0,17-0,14 = —=2,42-1072 m/s?

A, = w, vV =w,"  (w, R) =w,?R=3,45%-0,14 = 1,68 m/s?-

d) v=w-'R=345-0,14 =048 m/s
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EXEMPLO 28

3. Uma roldana de massa M, raio R e momento de inércia |, estd montada
como é mostrado na figura.

M-

Admitindo que nao ha atritos, quer na roldana quer na corda, e que a
corda é inextensivel e ndo tem massa, calcule:

a) A aceleracdo da massa m.

b) A aceleracdo angular da roldana.

c) A tensdo na corda.

SOLUCAO

a) O que vai gerar a rotacdo da roldana é o peso da massa m que é
transmitido através do cabo, ou seja, é a tensao T que gera o momento
que faz a roldana girar no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio.
Mas sabemosque T=R-F = R-T. O peso da roldana nao gera
gualguer momento. Mas também demonstramos que T =1-«a e,
portanto

RT=1I"«a
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R-T
a=—

As forcas que dao origem a aceleracao da massa m sao a tensdo no cabo e
o peso da massa. Admitindo que o sentido do movimento da massa m é
positivo para baixo, podemos escrever

—-T+P=-T+mg=m-a

donde
—T +mg
aqa=———-—-.
m

Vimos também que o mddulo da aceleracdo tangencial é dadoa = a - R.
Substituindo nesta expressao o a e o a pelas expressoes respetivas
obtemos

—T+mg R-T r R?>-T

m I I

Resolvendo em ordem a tensao no cabo obtemos

myg

— .
1+m}!2

T =

Introduzindo este valor da tensao na expressao da aceleracao tangencial
obtemos a aceleragao

myg

e +mg
mR?
a = = =
m m I
1+mR2

Substituindo a aceleracdo tangencial na expressao a = a - R obtemos a
aceleracdo angular a
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Capitulo X

Oscilagoes e ondas

As oscilagdes ou vibracdes jogam um papel importante quer na explicagao
e interpretag¢ao de muitos fendmenos fisicos quer na vida de todos os
dias. Muitos reldgios regem-se por movimentos oscilatorios, as moléculas
e os atomos vibram no interior dos sélidos, liquidos e gases, o som sdo
vibragdes que se propagam pelo ar (ou noutros meios) e chegam aos
nossos ouvidos, a energia que nos chega do Sol é também o resultado de
vibragOes eletromagnéticas; ou seja, vibracdes e propagacao de vibragdes
estdo por todo o lado.

Do ponto de vista da Fisica as vibracdes e a sua propagacao (que tem o
nome de ondas) ndo sdo fenédmenos fisicos completamente novos ja que
podem ser descritos através das leis de Newton.

Oscilagdes ou vibragdes ndao sao mais do que repeticdes de um dado
movimento; sao movimentos que se repetem com uma certa
periodicidade e, por isso, sao chamados de movimentos periddicos.
Analisemos, entdao, o movimento harmodnico simples (MHS) que é o
movimento periddico mais simples que se conhece e estuda em Fisica.
Consideremos a Fig. 41.

Movimento ~~__
do papel o
Figura 41

A medida que a massa (com um marcador) presa a mola vertical oscila e
que o papel se vai desenrolando o marcador vai desenhando uma curva
gue sobe e desce em relacao a um ponto médio. O desenho no papel
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representa um movimento harmaénico simples que pode ser modelado
através de uma curva sinusoidal ou uma curva cosinusoidal. O mesmo tipo
de fendmeno ou oscilacao se observa numa mola que oscila
horizontalmente sobre uma superficie sem atrito.

F,
I
o
- | X

—x—>|

x=0

F =0

AY

(b)

|
T I
AWV /\" AVA.
AW 2
|

0

Figura 42

E da experiéncia comum que no caso da Fig. 42 se provocarmos um
deslocamento Ax para a direita do ponto de equilibrio da mola sentimos
uma forca que tende a levar a massa para a esquerda; na verdade, se a
libertarmos ela movimenta-se para a esquerda; o mesmo se passa se
comprimirmos a mola para a esquerda através de um deslocamento —Ax.
Se, depois de qualquer um dos deslocamentos libertarmos a massa, dado
gue nao ha atrito, a massa oscilara da direita para a esquerda e da
esquerda para a direita efetuando um movimento peridédico com a mesma
amplitude a que se da o nome de movimento harmédnico simples. Nas
Figs. 41 e 42 o fendmeno é exatamente o mesmo dependendo o
movimento apenas das caracteristicas da mola e da massa. O que da
origem ao movimento oscilatério é a forgca que a mola exerce sobre a
massa e que resultou do deslocamento sofrido pela massa. Na Fig. 42(a),
apara manter a massa parada vemos que é necessario exercer uma forga
que compensa a forga Fs, que é a forga que a mola exerce na massa, e que
é igual a forca que exercemos na massa para a manter naquela posicao.
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Assim, a intensidade da forca que a mola exerce na massa na Fig. 42(a) (e
a que é habito chamar de forg¢a restauradora) é dada por

FE=—-k-x

onde k é a chamada constante da mola e que tem por unidade Nm™. E de
notar que a expressao da forga restauradora tem o mesmo aspeto para
valores do deslocamento negativos; na verdade, na Fig. 42(c) podemos ver
gue a forca restauradora tem, agora, um sentido positivo. A expressao
anterior tem o nome de lei de Hooke (em homenagem a RoberT Hooke,
contemporaneo de Newton). Deve notar-se que a lei de Hooke ndo uma
verdadeira lei no sentido de que se verifica sempre; a lei de Hooke é uma
expressao que descreve de maneira muito aproximada o comportamento
elastico dos materiais quando nao sao demasiado deformados por forgas.
De acordo com a lei fundamental da dindmica (F=ma) podemos escrever

FE=m-a=—-k-x
ou ainda
d?x "
m:'——=—-k-x
dt?
ou ainda
d?x k
— =——"X.
dt? m

A equacao anterior constitui a equacao do movimento de uma mola,
movimento esse que, como dissemos anteriormente, constitui um
movimento harmodnico simples. Portanto, o movimento de todas as
particulas que estejam a realizar um movimento harmadnico simples é
descrito por uma equacao idéntica a anterior que é uma equacao
diferencial ordinaria do segundo graus cuja solucao é bem conhecida.
Atentemos na Fig. 43 que apresenta a posicao da massa em funcao do
tempo da oscilagdao desenhada pelo marcador na Fig. 41 e que serve para
definir alguns parametros de oscilagdes; assim, a amplitude do movimento
oscilatdrio ou apenas amplitude, A, é o deslocamento maximo sofrido pela
massa no seu movimento; o periodo de repeticdo do movimento
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oscilatdrio ou apenas periodo, T, é o tempo de repeticdo do movimento,
i.e., 0 tempo que a massa leva para reocupar uma mesma posigao.

Figura 43

A curva da Fig. 43 ndo é mais do que uma sinosoide ou uma cossinosoide
Cuja equacao tem o seguinte aspeto

2T

x(t) = A-cos (T t)

ou

x(t) =A-sen (ZTH t)

dependendo de como se vé o inicio da curva. Para além do periodo de um
movimento oscilatério existe também a frequéncia que é o niumero de
repeticdes por unidade de tempo que tem como unidade Hz ou s?. O
periodo é o inverso da frequéncia.

Agora que temos a descricao matematica de um movimento harmdnico
simples, facamos alguns calculos. Vimos que se a posicao de uma dada
particula varia no tempo entdo tera uma velocidade e, possivelmente,
uma aceleragao; calculemos a velocidade e a aceleracao no MHS.

_dx_d 4 (Zn t) _ 2T (Zn t)
v_dt_dt sen T = T coS T
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_ch7__d <A 2T <2n )
CTU T dr T “°\T

Ar? 2m
=A? —sen<?-t>

A2
—_ —?'x
ou seja,
d?x A2
w =TT
gue comparando com
d?x k
—_— X
dt? m
da
42 k
__.x=__.x
T? m

gue resolvendo em ordem ao periodo T da

rez [T
= 4Tl P

Anteriormente vimos que 2r/T=2nf é a chamada frequéncia angular w e,
portanto, podemos ainda escrever

k
w= |—
m
e
d%x ,
_—_a) lx
dt?



EXEMPLO 1

Uma particula de massa 0,25 kg esta ligada a uma mola que realiza um
MHS com uma amplitude de 0,15 m e uma frequéncia de 100 Hz.
Determine:

a) A frequéncia angular do movimento.

b) A constante da mola.

c) A velocidade maxima da particula.

d) A aceleracdao mdaxima da particula.

SOLUCAO

, d?x 27
Vimos que i —w?-xonde w = - = 2nf

a)a)=2?n=27r-100=2 -3,14 - 100 = 628 s71

b) w =\/E donde k = w? - m.
m
Portanto, k = 628%- 0,25 =9,9-10* N/m
21 2T 2T
c) x(t)—A-sen(7-t) e v—A-?-cos(?-t)

A velocidade é maxima quando cos (?n . t) é igual a 1, o que implica que

2m . . . o
—-t=0 ou t=0s.mascomo o movimento é repetitivo (oscilatério)

T

a velocidade maxima é atingida, também, para m, 2m, etc. Assim
2T T 1 -

podemos escrever 7 t=m dondet = > = 7700 = 0,5-107%s.

Substituindo na expressao da velocidade obtemos

2T
v(tzO)=A-a)-cos(T-t)=O,15-628-1=94m/s
e

2T
v(t=05-10"2)=A w"cos <? - t) =0,15-628-(—1) = —94m/s

2 2
d) 2x_p.2z -(—sen(z?n-t»:—wz-x

dt? T2
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~ - . 2 .
A aceleragcdao maxima atinge-se quando sen (?” t) = 1. Ou seja

2—n-t=E.Portanto,t=Z ou t=Z+T[.
T 2 4 4

Apay = —W?% - x = —6282%-0,15 = —6,0 - 10* m/s2.

Claro que esta aceleragao sera nos dois sentidos, como no caso da alinea
anterior.

Energia do MHS

Vimos que no movimento harmadnico simples a posicao de uma particula
gue oscila no tempo com um periodo T ou com uma frequéncia angula w é
dada por (onde ¢ é a chamada constante de fase e que indica qual é o
angulo correspondente a posicao da particula que oscila parat=05s)

x(t) =A-cos(w-t+ @)
gue é uma solucdo da equacao diferencial ordinaria

d?x
dt?

=—w? x.

Quando a particula oscila tem energia cinética ja que tem velocidade que
varia no tempo e aceleragao que também varia no tempo. Assim, a sua
velocidade e aceleragao sao

v(t) =—A-w-sen(w-t+ @)
a(t) = —A-w? - cos(w-t+ @)
A energia cinética do oscilador sera

1 1
EC=§-m-v2=§-m-(—A-w-sen(w't+§0))2

A% w?sen®(w -t + @)

Il
Nl.r—\
3
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A energia potencial de uma mola é dada por (onde k é a constante da
mola)

1 1
Ep=§-k-x2=§-k-(A-cos(w-t+g0))2

kA% cos*(w-t+ @)

DN =

Admitindo que nao ha atrito ha conservagao da energia mecanica, ou seja,
a soma da energia cinética e da energia potencial deve permanecer
constante. Portanto a energia total (E:) do sistema oscilante sera

E.=E.+Ep= %mAzwzsenz(wt + @) + %kAzcosz(wt + ).

Mas para a mola sabemos que

gue substituindo na expressao anterior dara

1,k 2 1 2
E; =EmA —sen (wt+<p)+§kA cos“(wt + @)

que simplificando da

1 1
E, = EkAZ (sen?(wt + @) + cos?(wt + @)) = EkAZ.

Isto quer dizer que no movimento harmodnico simples sem atrito a energia
. . 1

total do oscilador permanece constante com um valoriguala E; = EkA2

proporcional ao quadrado da amplitude da oscilacdo (ver Fig. 44).
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K, U d=(

)
(‘ Kt)+ U(t) 1
— _kAZ

E, = > .

U(t) :

1

|

K(t) :

t

0 172 T -A

(a)
Figura 44

Se a energia total do oscilador harmodnico simples é dada por
E 1 kA?
)

podemos escrever

1 2 1 2_ 1,
EtZEC+EP=§'m'v +§-k-x ZEkA

ou

1
k- x? = = kA2
Ty

vindo, finalmente,

ou

vt [ x) = 0 [ )
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o que mostra que a velocidade do oscilador é maxima para x = 0 (posicao
de equilibrio do oscilador) e é minimo (igual a zero) quando x = + A.

EXEMPLO 2

Uma particula de massa 0,5 kg esta ligada a uma mola ideal (sem massa)
cuja constante é 20 N/m. Admitindo que a mola oscila na horizontal com
uma amplitude de 3 cm e sem atrito calcule:

a) A energia total do oscilador.

b) A velocidade maxima da massa.

c) A velocidade da massa para um deslocamento de 2 cm.

d) A energia cinética e a energia potencial do oscilador para um
deslocamento de 2 cm.

e) O deslocamento do oscilador para uma velocidade de 0,10 m/s?

SOLUCAO

a) A energia total do oscilador é dada por
1 1
E, = E;+Ep =EkA2 =E'20'0'032 =9,0-1073J

b) A velocidade é maxima quando x = 0. Portanto, quando Er = 0.

E,=E;+E —l-m-v2+0—l-m-v2—90-10‘3]

vindo

2:90-1073
Vmax = X = 40,190 m/s .

c) A velocidade da massa para um deslocamento de 2 cm sera dada por

k 20
v = i\/% (A2 —x?) =+ \/E (0,032 —0,022) =+ 0,141 m/s.
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em que o sinal positivo representa uma velocidade para a direita e o sinal
negativo indica uma velocidade para a esquerda.

d)

—l. . 2—1. . 2 — . -3
Ec=7m v?=20501412=50-107 J

1 1
Ep=5-k-x*=--20-0,02=40-107° J

e) Para uma velocidade de 0,10 m/s teriamos

k 20
0,l=+|—- (A2 —-x?>) =+ - (0,032 — x2)
m 0,5

donde x =+ 0,0255 m =+ 2,55 cm.

EXEMPLO 3

Um tubo em U contem um liquido de massa volumica p. O comprimento
total da coluna de liquido é L e a sec¢ao do tubo é uniforme e igual a A.
Para T=0 s o nivel do liquido no ramo esquerdo do tubo x(0) acima do nivel
de equilibrio (N.E.) e -x(0) no lado direito, abaixo do nivel de equilibrio.
Mostrar que a altura x(t) executa um MHS.
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SOLUCAO

Antes de se iniciar o movimento a forca restauradora (atencao que tem
sinal contrdrio ao deslocamento) é dada pelo peso da coluna de liquido
acima de acima de —x, i.e.,

EF=—g-2x-A-p

ou seja, é uma forga do tipo F = —k - x com k = 2gAp. Quando se inicia

o movimento o liquido desce no ramo da esquerda para subir no ramo da

direita. A forga restauradora vai exercer-se em toda a massa de liquido; de
acordo com a lei fundamental da dinamica F = ma e podemos por

F=m¢-a
ou
_g.2x.A.p=mt.a

onde m; é a massa total de liquido onde a forga restauradora esta a ser
aplicada e que éiguala L - A - p. Assim, podemos escrever

2x-A-p=1L-A 14
g-2x-A-p= pra= P

vindo
d’x  g-2x-A-p_ 2g
ez~ L-Ap L~
d’x  2g
az L "

Comparando com (que traduz um MHS)

d?x
dt?

= —w?x

emque w = +/k/m, podemos concluir que no caso do tubo em U

w =+/29/L.
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Daqui poderiamos determinar o periodo da oscilacao

2 21\ 2
o2 ()

L T
donde
T=2 L

E interessante verificar que a frequéncia angular w nio depende nem de A
nem da massa volumica do liquido. Finalmente, podiamos escrever a
equacao da posicao em funcdao do tempo como

29
x(t) =A-cos(w-t) =A-cos T-t

EXEMPLO 4 (péndulo)

>

m

/
!

!

| ~
|_________ —_—— —
|

\

T\"’ /

-

mgsin 60 L\
o\

< mgcos (7]

mg

As forcas que atuam no péndulo sdao o peso e a tensao no cabo que o liga
ao teto. Decompondo o peso podemos escrever
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T =mg - cosf.
A forca que causa o movimento (forca restauradora) é dada por
F = —mg - senf

Neste caso o angulo 8 funciona como a posicao e, portanto, a forga tem
um sentido contrario ao deslocamento do péndulo. Podemos ainda
escrever que o arco ao longo do qual o péndulose moveé s=L-60 ea
aceleracdo ao longo da trajectdria seguida pelo péndulo sera

d?s

a=——.
dt?

Pela lei fundamental da dinamica podemos escrever entao

Fem-a=m 35— 6
=m--a=—m dtz_ mg - seno .

Como s = L -6 podemos ainda escrever

d?s B d?6
dt? dt?

gue substituindo na expressao anterior da

a0
m-L-Fz—mg-senﬁ
a*6
F=—Z-sen6.

Para pequenos angulos senf = 0 (ver tabela abaixo) e podemos escrever

az-"1?

d2o g
L

cuja solugao é, como ja sabemos, do tipo

O0(t) =6y-cos(w-t+ @)
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onde 6, é a amplitude em termos de um angulo. Como

w2z (2_”)2
L T
entao
L
T=2m- |—.
9
0 Graus Radianos sen 0
0,0 0,0 0,0
2,5 0,043633 0,043619
5,0 0,087266 0,087155
7,5 0,130900 0,130526
10,0 0,174533 0,173648
15,0 0,261799 0,258819
EXEMPLO 5

Do teto de uma dada torre oscila um péndulo com um periodo de 12 s.
Qual a altura L do teto da torre?

SOLUCAO
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Até agora estudamos o MHS admitindo que nao ha perdas de energia e,
portanto, o oscilador oscila sempre com a mesma amplitude ao longo do
tempo. Na verdade, é da experiéncia comum que os péndulos param ao
fim de algum tempo. Isso corresponde a uma perda de energia do
oscilador que faz com que a amplitude do movimento diminua até cessar
completamente. Diz-se, entao que o oscilador sofre um amortecimento o
qual resulta da atuacdo de alguma forma de atrito (forca) sobre ele.
Vamos admitir que a forca de atrito (R) que provoca o amortecimento é
proporcional a velocidade e tem um sentido contrdrio ao movimento, i.e.

R=—b-v=_p- &
= vV = dt

Assim podemos dizer que o oscilador oscila como resultado de um for¢a
restauradora do tipo F = — kx e de uma forca de atrito dada por
Fairito = — b - v . Assim, de acordo com a lei fundamental da dinamica,
podemos escrever

d?x dx
ZF.Apl.=m-a=m-—=—k-x—b-—

dt? dt
ou
dzx_ . dx "
mqez T dt x

onde m é a massa do oscilador, k é a constante da mola e b é um fator
constante. A equacao anterior é uma equacao diferencial ordinaria do
segundo grau cuja solucao é

x(t)=A- e(_ %'t) -cos(wt + @)

x(t) =A- e(=40) . cos(wt + @)

onde A é o coeficiente de amortecimento e
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A equacao da posicdao do oscilador em fun¢ao do tempo mostra que a
amplitude diminui com o tempo de maneira exponencial.

Relembremos a equa¢ao do deslocamento para o MHS
x(t) =A-cos(w-t+¢@)=A-cos(wy-t+ @)

com

Comparando o MHS com o movimento amortecido podemos escrever

W= |wy?— (i)zw = Jwe? — (1)2.

2m

Claro que quando nao ha amortecimento A = 0 e caimos no MHS.
Podemos considerar trés casos na equagao anterior: (1) wy > 1,
(2) woK A e (3) wy= 4.

Para o primeiro caso (wy > A) o coeficiente de amortecimento é
pequeno e a oscilacdo permanece com uma amplitude que vai diminuindo
com o tempo (Fig. 45). Neste caso o movimento oscilatério diz-se sob
amortecido.
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(a)

Figura 45

Para o segundo caso ( wy < A ) o movimento oscilatdrio diz-se sobre
amortecido e é caracterizado por o oscilador levar muito tempo a atingir a
posicao de equilibrio, i.e., a atingir uma amplitude igual a zero (ver Fig.
46). Para o terceiro caso ( wy = A) o movimento oscilatério diz-se
criticamente amortecido e é caracterizado por o oscilador atingir
rapidamente a posicao de equilibrio, i.e., a atingir uma amplitude igual a
zero (ver Fig. 46). Para visualizar as trés situagcdes podemos dizer que um
péndulo a oscilar no ar podera ser visto como um oscilador sob
amortecido; a oscilar em agua sera um oscilador criticamente amortecido;
e a oscilar em mel sera um oscilador sobre amortecido.

Sobre amortecido

Criticamente amortecido

A4
\ Sob amortecido

Figura 46
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Em qualquer dos casos de amortecimento energia é transferida para o
meio resistente sob a forma de energia térmica o que vai fazer aumentar a
sua temperatura. Uma maneira de compensar essa perda de energia é
fornecer energia ao oscilador a qual pode se realizada através de um
forcamento periddico da forma

F = F, - coswt

em que F, é uma constante. Para esta situa¢do a equagao do movimento
do oscilador sera

ZFAI— e itE ¢
Apl.=m-—3 = 0 x + Fy - cos wt .

Portanto, esta equacao indica que estamos a fornecer ao oscilador energia
de maneira periddica para compensar as perdas de energia mecanica por
amortecimento no meio resistente. E claro que ndo havendo
amortecimento e deixando de atuar a forga periédica (b =0e F=0), ao
fim de algum tempo, atingir-se-ia o regime estacionario e o oscilador
passaria a oscilar com a mesma amplitude de acordo com a equacao do
MHS. Porém, havendo amortecimento e deixando atuar a forca periddica
também ao fim de algum tempo se atinge o regime estacionario e a
solucdo da equacao anterior é

x(t) =A-cos(w-t+ )

com

onde w, é afrequéncia angular sem amortecimento (b =0) ou a

frequéncia natural do oscilador ( wy, = +/k/m ). Se representarmos num
grafico a amplitude em fung¢ao da frequéncia angular obtemos a o grafico
apresentado na Fig. 47. Do grafico da Fig. 47 (e da equacdo) podemos ver
qgue, quando ha algum tipo de amortecimento (grande ou pequeno),
quando a frequéncia angular se aproxima de w, a amplitude do
movimento oscilatério aumenta, aumento esse que é tanto maior quanto
menor for o amortecimento; no limite (quando ndo ha qualquer tipo de
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amortecimento) a amplitude do oscilador tende para infinito; este
fendmeno tem o0 nome de ressonancia e w = w, é a frequéncia de
ressonancia. Assim, se um dado oscilador, com pouco ou nenhum
amortecimento, for atuado por uma forga peridédica com w = w, 0
oscilador pode entrar em ressonancia (i.e., a sua amplitude de vibracao
ser muito grande) e, eventualmente, destruir o oscilador. Ou, dito de
outra maneira, ao introduzirmos energia no oscilador sem que haja
dissipacdo de parte dessa energia ele aumenta a sua energia o que se
traduz num aumento da sua amplitude de oscilacao ou vibracao (ver Fig.
47).

A

]

Sem amortecimento
b=0

L~ com b pequeno

|
|
|
I )
ﬂ Amortecimento
|
“
|
|
|

Amortecimento
com b grande

0 w,

Figura 47

EXEMPLO 6

Mostre que a constante d amortecimento b tem como unidade kg/s.
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SOLUCAO

vindo

EXEMPLO 7

. . .. dE .
Mostre que a taxa de variacdao da energia mecanica a de um oscilador

amortecido é sempre negativo e iguala —b - v2.

SOLUCAO

A energia de um oscilador harmadnico é dada por
1 1
E=E;+Ep =§-m-v2 +E-k-x2.

Por outro lado, no oscilador amortecido é dado por

dzx_ " . dx
moaez T x dt

Derivando em ordem ao tempo a energia obtemos

dE_d 1 2+1k 5 _1 ) dv+1k2 dx
dt_dt<2m” 2 x)‘z Viae T2 N
d%x
=m-v-ﬁ+k-x-v
dx
=v-<—k-x—b-—)+k-x-v
dt

=—v-kx—bvP+k-x-v=-bv*<0

ou seja, o oscilador amortecido esta sempre a perder energia.
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EXEMPLO 8

Um péndulo com um comprimento de 1 m é libertado de uma posicao
correspondente a um angulo de 15°. Depois de oscilar durante 1000 s a
amplitude do movimento passou a ser de 5,5°. Qual o valor do coeficiente

i b
de amortecimento A = —?
2m

SOLUCAO

Quando hd amortecimento a equacao que descreve a posicao em funcao
do tempo é

(-2
x(t)=A-e\ 2m ") - cos(wt + @)
ou

x(t) =A-eCAD - cos(wt + @).

Como existe proporcionalidade entre o angulo de oscilacao (6) e a
distancia percorrida pelo péndulo (s na figura)

)

mgsin 6
6
mg cos 6

))Ig

m

Podemos escrever
O(t) =6, -e4D - cos(wt + ¢).

Para pequenas oscilacdes w depende apenas de comprimento do péndulo
e da aceleracao da gravidade; portanto, podemos analisar apenas o factor

que multiplica a parte oscilante da equagao, i.e., 6, * e(= D Assim, para t
=0 s obtemoset=1000s
O(t =0s) =0, -e® =4,
6(t = 1000s) = 6, - e(~41000),

Dividindo a primeira equacao pela segunda obtemos
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9(0) 15 8,

— =273 = — (/1-1000).
9(1000) 55 B, - e-41000) _ €

Aplicando logaritmos a ambos os membros da equagdao obtemos

273 = e)l-lOOO

ou
In2,73 = ln(e(’l'looo))
o que da
1= 1-1000
e
_ b _ —1.10-3 -1
A= % = m =1-10 S .

kg

NOTA: vimos que [b] = kg/s. Logo [1] = é =s1

EXEMPLO 9

Uma massa de 2 kg esta ligada a uma mola cuja constante é de 20 N/m.
Supondo que a massa estd a ser atuada por uma forga periddica dada por
F =F,-coswt =3-cos2m-t (paraalém da for¢a restauradora),
determine:

a) O periodo do movimento.

b) A amplitude do movimento.

SOLUCAO

a) Por comparagdo obtemosque Fp =3 Ne w = 2n.Mas w = Z?R = 2nf
2 2m

dondeT =—=—=1s5s.
w

2T
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Fo/m

Jtwr-o02s(32)
existéncia de amortecimento podemos admitir que b = 0 s; por outro

lado, w, = \f% = \E—O =410 = 3,16 s™! e w = 2m. Assim podemos

escrever

b) Sabemos que A =

= . Como nada é dito quanto a

3/2 3/2

A —
)2 J(4m? — 3,162)2

~ 0,0509m

0w
2 22
J(47T 3,162) +(

=509cm

* %k %k

Todos nés ja atiramos uma pedra em um lago. No ponto onde a pedra
atinge a superficie da agua sao criadas ondas que se movem a partir do
ponto onde a pedra caiu em circulos. Se houver um objeto que flutue
podemos verificar que ao passar essas ondas provocam um movimento
vertical e horizontal do objeto flutuante em relagao a sua posicao original
(i.e., antes de qualquer onda passar por esse local); contudo, nao ha
qgualquer deslocamento liquido para longe ou na dire¢ao do ponto onde a
pedra atingiu a dgua. Ou seja, apesar de haver movimento da dgua
guando a onda passa nao ha transporte dessa agua em qualquer direcao
gue se considere.

Podemos observar e detetar ondas todos os dias. Os dois tipos principais
de ondas sao as ondas mecanicas e as ondas eletromagnéticas. No caso de
ondas mecanicas tem que haver um meio fisico que permita a propagacao
dessas ondas; as ondas sonoras ou as ondas numa corda sao exemplos de
ondas mecanicas. No caso das ondas eletromagnéticas as ondas nao
requerem um meio para se propagar; alguns exemplos de ondas
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eletromagnéticas sao a luz visivel, as ondas de radio e os sinais de
televisao, os raios x.

O conceito de onda é um conceito abstrato que traduz a propagacao de
uma perturbacao através do espaco ou de um dado meio fisico; a
propagacao e um dado movimento vibratoério, quer ele seja o resultado de
uma vibracdo mecanica quer seja o resultado de uma vibracao
eletromagnética constitui uma onda. Deve ser claro agora que, sendo uma
onda uma propagag¢ao de um movimento vibratério, ela transporta
energia; ou seja, uma onda, qualquer que ela seja, transporta energia ou,
dito de outra maneira, uma onda é um veiculo de transporte de energia
através e um meio ou do espaco.

Nesta disciplina apenas estudaremos ondas mecanicas. Estas ondas
podem ser ondas volumétricas ou ondas superficiais. As primeiras
propagam-se dentro dos meios fisicos; as ondas sonoras ou as ondas
sismicas que se propagam dentro da Terra sao exemplos de ondas
volumétricas. As segundas propagam-se nas superficies de separacdo de
diferentes meios fisicos; as ondas a superficie do mar (superficie de
separacao entre as aguas do mar e o ar da atmosfera) sao exemplo de
ondas superficiais. Dentro das ondas volumétricas ainda podemos
considerar as ondas longitudinais e as ondas transversais; uma onda
longitudinal é caracterizada por, ao propagar-se, produzir uma vibragao
das particulas por onde passa numa direcao paralela a direcao de
propagacao (ver Fig. 48); uma onda transversal é caracterizada por, ao
propagar-se, produzir uma vibracao das particulas por onde passa numa
direcdo perpendicular a direcdo de propagacao (ver Fig. 49).

Compressao Compressao

MR A A AAAA A AAAANAMNMAA A A AAAA A A A
- A AAAAAAAAAANAAANNLGRR SRR A A ANANANANAANAANAL
WAAAVAVAYAVAVAVAVAAVAVAVAA A A M N NANNANNAVAVAVAAVAVAVAVAVAY)

3 Extensdo
” ; Extensdao

Figura 48
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Figura 49

Atentemos agora na Fig. 50. A figura mostra dois instantaneos de uma
onda sinusoidal para os instantes t; e t..

Ax

2NN

Instante t,=0 -7 R instante t,=t,+At

Figura 50

Como se pode ver, a forma da onda nao se altera mas o deslocamento y
em funcdo da posicao x alterou-se durante o intervalo de tempo At. Isto
quer dizer que o deslocamento de uma particula por onde uma onda esta
a passar depende da posicao x e do tempo t. Uma onda sinusoidal ou,
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também chamada, onda harmdnica que se desloca para a direita pode
escrever-se como

21
y(x,t) =A-sen<7-(x—v-t)>

onde y representa o deslocamento da particula por onde a onda esta a
passar, A é amplitude da onda, A é o comprimento de onda, x é a posicao
da particula, v é a velocidade da onda e t o tempo. Se a onda estiver a
propagar-se para a esquerda a sua forma sera

2T

y(x,t) =A-sen<7-(x+v-t)>.

A representacdo de uma onda através da equacdo anterior também é
habito chamar funcdao de onda. Na Fig. 51 podemos ver o comprimento de
onda (c.d.o.) e o periodo de uma onda harmdnica como resultado da
representacao da onda em fungao do espaco (y=f(x)) e em funcao do
tempo (y=g(t)). Ao deslocamento y(x,t) = A chamamos crista da onda e
ao deslocamento y(x,t) = —A chamamos vale da onda.

* N T KN
A ) e A
v X ' {
° ° » »

Figura 51
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Da Fig. 51 pode concluir-se que a velocidade de propaga¢ao de uma onda
sera dada por

_/1
U—T.
Como
T—l
f

podemos escrever que

v=A-f ou A=v-T.

Assim a equacdo de uma onda que se propaga da esquerda para a direita
pode escrever-se como

y(x,t) = A-sen (Zn - (% — th)>

~ a-sen(2n-(5-7)).

Vemos que a funcao y(t) (para um dado instante t) é periddica para x, x+A,
x+2A, etc.; por outro lado, para uma dada posicao x constante, é periddica
t, t+T, t+2T, etc.

Ao cociente k=2m/A da-se o nome de nimero de ondase w = 2rrf. Com
estas definicdes a equacado de onda pode tomar o seguinte aspecto

y(x,t) =A-sen(k-x —w-t).

Esta equacao mostra que para x=0 e t=o, y(t)=0; claro que isto ndo é o
caso mais geral e pode acontecer que para x=0 e t=0 y(t)#0. Nesse caso a
equacado de onda tomara o seguinte aspeto mais geral

y(x,t) =A-sen(k-x—w-t— @)

onde @ é a constante de fase. Sem demonstrar pode dizer-se que toda a
funcao do tipo

yx,t) =flxtv-t)
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traduz uma onda que se propaga para a direita (quando o sinal de
(x + v - t)é negativo) e para a esquerda (quando o sinalde (x + v -t) é
positivo).

EXEMPLO 10

Um impulso que se propaga para a direita ao longo do eixo x pode ser
representado pela seguinte funcao de onda

Yoo = 3T+ 1

onde x e y sao em cm e t em segundos. Represente a forma da onda para
osinstantest=0,1e 2s.

SOLUCAO

A fungdo é dotipo y(x,t) = f(x —vt) = f(x — 3t) emquea
velocidade é 3 (neste caso 3 cm/s) para a direita.

22
(x—0)2+1  x2+1

Parat=0stemos y(x,0) =

2

Parat=1stemos y(x,1) = ——~—
2

Parat=2stemos y(x,2) = (x—6)241"

Representando y em funcao de x para cada um dos trés instantes
obtemos:

—- 3.0 c/s
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EXEMPLO 11

Uma onda sinusoidal (onda harmdnica) propagando-se no sentido positivo
do eixo x tem uma amplitude de 15 cm, um c.d.o. de 40 cm e uma
frequéncia de 8Hz. O deslocamento da onda parat=0sex=ocm é
também 15 cm. Determine:

a) O numero de ondas, o periodo, a frequéncia angular e a velocidade (ou
velocidade de fase) da onda.

b) A constante de fase.

c) Escreva a expressao da funcao de onda.

SOLUCAO
a) k=== 2';’:4= 15,7 m™1
T=l=1=01255
f8 7
w=2m-8=503 s
v=A-f=04-8=32m/s
b)

y(x,t)=A-sen(k-x —w-t— @)
Sabemos que para x=0 e t=0 y=0,15 m. Por substituicdo temos

0,15 =0,15-sen(15,7-0—-50,3-0 — ¢)

ou seja
0,15=0,15-sen(—¢p) = sen(—¢p)=1
Mas
sen(—¢@) = —sen(p)
vindo

s T
—sen(p) =1 = —sen (_E) =1 = p==—7.

Portanto, a equacao de onda terd a forma
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y(x,t) =A-sen(k-x —w-t— @)

= 0,15 - sen (15,7 . x =503t + g)

Dado que
T
sen (x + E) = CO0S X

ainda poderiamos escrever

y(x,t) = 0,15 cos (15,7 x — 50,3 t)

EXEMPLO 12

Uma onda sinusoidal é criada através de uma perturbagao numa
extremidade de uma corda com uma frequéncia de 5 Hz. Sabendo que a
amplitude do movimento é de 12 cm e que a velocidade de propagacao da
onda é de 20 m/s, determine a frequéncia angular, o nUmero de ondas e
escreva a a funcao de onda.

SOLUCAO
w=2nf=2m-5=31,4 s71
k_2n_2n_2n-f_2-3,14-5157 1
7 S
Portanto,

y(x,t)=A-sen(k-x —w-t— @)

y(x,t) =0,12-sen(1,57 - x —31,4-t)

Porque é que na equagao anterior ¢ = 07?
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Energia de uma onda
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(b)

Sendo uma onda a propagacao de uma vibracado e sabendo que a uma
dada vibragao esta associada uma certa quantidade de energia entao é
natural pensar que uma onda também transporta energia. Alias, como

vimos, a energia associada a uma particula ligada a uma mola vibra com

uma energia dada por

Consideremos a Fig. 52. A onda sinusoidal tem um c.d.o. A. Consideremos,
também, o elemento de massa Am que vais oscilar para baixo e para cima

E

a medida que a onda passa.

1
= — kA2,
)

AV
A
, Am
4
® di
—
Figura 52
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Podemos escrever que a energia elementar associada a massa elementar
Am

1
dE=§-a)2-dm-A2

onde utilizdmos w? = k/m para substituir k. Fazendo dm = p - dx
obtemos

1
dE=E-a)2-p-dx-A2

que integrando para um c.d.o. da

A A
1 1
E=jdE=j§'w2'p'dX'A2=§'w2',D'A'A2.
0 0

A poténcia P associada ao transporte de energia por intermédio da onda
sera dada por

dE d (1 1
e (o2 d AR =2 w2 p v AL
P_dt dt(Zw pdxA)za) p-v-A”.
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