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Resumo

Este trabalho de dissertacao tem como objectivo o desenvolvimento e estudo de mode-
los unidimensionais para o escoamento de um fluido com base na teoria de Cosserat,
também conhecida pela teoria dos directores. A base desta teoria relativa a dinamica
dos fluidos ¢é semelhante a que se usa no estudo de vigas em Mecanica dos Solidos, ver
por exemplo os trabalhos [4, 5]. Um modelo tridimensional associado ao escoamento
de fluido Newtoniano, ou uma sua generalizacao onde a viscosidade depende da taxa
de cisalhamento, tal dependéncia do tipo lei de poténcia, é um modelo complexo para
estudar em termos de optimizagao computacional, o que em muitas situagoes relevan-
tes torna-se inviavel. Para simplificar o modelo tridimensional e como alternativa aos
modelos classicos unidimensionais, usaremos a teoria de Cosserat relacionada com a
dinamica dos fluidos para aproximar o campo de velocidades e assim obter um sistema
unidimensional constituido por uma equacao diferencial ordinaria ou parcial, depen-
dendo apenas do tempo e de uma tnica variavel de espago. A partir deste sistema
de reducao, obtemos uma equacao para o gradiente de pressao média dependendo do
caudal volumétrico, nimero de Womersley e do indice de fluxo no caso de um fluido
Newtoniano generalizado, sobre uma secgao finita da geometria do dominio em estudo.
No nosso trabalho a geometria em estudo vai ser um tubo de secgao circular com raio
constante e nao constante ao longo do escoamento simétrico relativo ao eixo de sime-
tria. A atencao é focada em algumas simulagoes numeéricas para gradiente de pressao
média constante e nao constante usando um método Runge-Kutta e na andlise de fluxos
perturbados. Em particular, para certos dados especificos, podemos obter informacoes
sobre o caudal volumétrico e, consequentemente, podemos ilustrar o campo de veloci-
dade tridimensional na sec¢ao transversal circular do tubo. Além disso, comparamos a
solucao exata tridimensional estacionaria com a solucao unidimensional correspondente
obtida pela teoria de Cosserat. Este trabalho de dissertacao tem por base os trabalhos
11, 2, 3.

Palavras-chave: Fluidos Newtonianos, Fluidos Newtonianos Generalizados, Teoria
de Cosserat, Modelos Unidimensionais.
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Abstract

One-dimensional Models for Newtonian and Generalized New-
tonian Fluids

This dissertation work aims to develop and study one-dimensional models for the flow
of a fluid based on the Cosserat theory, also known by the theory of directors. The basis
of this theory on fluid dynamics is similar to that used in the study of beams in Solid
Mechanics, see for example the works [4, 5]. A three-dimensional model associated
with the flow of Newtonian fluid, or a generalization where viscosity depends on the
shear rate, such dependence on the power law type, is a complex model to study in
terms of computational optimization, which in many relevant situations becomes if
not viable. To simplify the three-dimensional model and as an alternative to classic
one-dimensional models, we will use the Cosserat theory related to fluid dynamics to
approximate the velocity field and thus obtain a one-dimensional system consisting of
an ordinary or partial differential equation, depending only on time and of a single
space variable. From this reduction system, we obtain an equation for the average
pressure gradient depending on the volumetric flow, Womersley number and the flow
index in the case of a generalized Newtonian fluid, over a finite section of the geometry
of the domain under study. In our work the geometry under study will be a tube
of circular section with constant and non-constant radius along the symmetrical flow
relative to the axis of symmetry. Attention is focused on some numerical simulations
for constant and non-constant mean pressure gradient using a Runge-Kutta method
and on the analysis of disturbed flows. In particular, for certain specific data, we
can obtain information on the volumetric flow and, consequently, we can illustrate the
three-dimensional velocity field in the circular cross section of the tube. In addition, we
compared the exact stationary three-dimensional solution with the corresponding one-
dimensional solution obtained by Cosserat’s theory. This dissertation work is based on
the works [1, 2, 3].

Keywords: Newtonian fluids, Generalized Newtonian fluid, Cosserat Theory, One-
dimensional Models.
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Capitulo 1

Introducao

Em geral, os modelos classicos unidimendionais podem ser obtidos, impondo hipdteses
adicionais e por consequéncia simplificando a integracao das equagoes da conservagao
de massa e do momento linear, sobre a seccao transversal circular do tubo. Neste
trabalho de dissertacao, vamos fornecer uma abordagem alternativa para os modelos
unidimensionais cldssicos usando a teoria de Cosserat (também chamada teoria do
diretores) relativa a dinamica dos fluidos. A base tedrica desta abordagem é semelhante
aquela usada para estudos das vigas em mecanica dos sélidos, ver [4, 5]. A relevancia de
usar esta teoria alternativa nao esta em considerar as equagoes unidimensionais como
aproximagcoes do modelo tridimensional, mas sim no seu uso como teorias independentes
para prever algumas das principais propriedades dos modelos tridimensional. Algumas
caracteristicas importantes da teoria de Cosserat, sao:

(1) a teoria dos diretores incorpora todas as componentes vetoriais da equacao do
momento linear;

(74) é uma teoria hierdrquica, tornando possivel melhorar a precisao do modelo;

(77i) o sistema de equagoes ¢ fechado em cada ordem e, portanto, desnecessério fazer
suposicoes sobre os termos nao-lineares e viscosos;

(iv) invariancia sob um movimento rigido do corpo superposto é satisfeita em cada
ordem;

(v) a tensado de cisalhamento da parede entra diretamente como uma varidvel depen-
dente na formulacgao;

(vi) a teoria dos diretores tem-se mostrado 1til para modelar o fluxo em tubos curvos,
considerando muitos mais diretores do que no caso de um tubo rectilineo.



2 Modelos Unidimensionais para Fluidos Newtonianos e Newtonianos Generalizados

De seguida, vamos considerar o sistema tridimensional das equagoes que governam o
movimento de um fluido incompressivel, dado por

0
p(—v+v-Vv>:V-T+pf,
ot em Q x [ (1.1)

V.-v=0,

com a condi¢ao inicial
v(z,0) = vo(x) em €,

e a condicao de fronteira
v(z,t) =0 sobre I' x I,

onde €2 x I é a regiao do espaco-tempo, €2 é o dominio tridimensional que é um tubo
com secgao transversal circular ocupada pelo fluido, I é o intervalo de tempo e I' é a
parede lateral do dominio. Aqui, v é o campo tridimensional da velocidade do fluido,
T é o tensor da tensao de Cauchy, f é a forca do corpo externo agindo sobre o fluido
e p é a densidade de massa constante. A equacao (1.1); representa o equilibrio do
momento linear e (1.1); é a condigao de incompressibilidade.

Aqui, consideramos o campo de velocidade dado pela teoria de Cosserat, ou seja,

v=0(z,t) + Y A(21, 72) Wi (2, 1),

m=1

onde v representa a velocidade ao longo do eixo de simetria z no tempo t, A, (1, z3) s@o
as fungoes de base com ordem k, w,,(z,t) sdo as velocidades dos diretores e (1, xs, 2)
sao as coordenadas cartesianas do espaco R?. Quando usamos a teoria dos diretores, o
sistema tridimensional de equagoes que governam o escoamento do fluido é substituido
por um sistema que depende apenas de uma unica variavel de espaco e de tempo. A
partir deste novo sistema, obtemos para um modelo especifico a relacao entre gradi-
ente de pressdo médio (ou queda) e taxa de fluxo de volume sobre uma secgao finita
do dominio 2. Através deste trabalho, aplicamos a teoria dos diretores a diferen-
tes modelos e diferentes geometrias com um tensor de tensao de Cauchy especifico T'
para fluidos Newtonianos e, ainda, para Newtonianos generalizados (que é um fluido
nao-Newtoniano), com viscosidade de reducao de cisalhamento.

O plano desta dissertacao é o seguinte. O capitulo 2 contém uma revisao de concei-
tos importantes da mecanica dos fluidos, incluindo a teoria basica, bem como resultados
e modelos necessario para formular nossos problemas fisicos. O capitulo 3 é dedicado
a teoria de Cosserat. Aqui, apresentamos de forma resumida da teoria Cosserat para
fluxos de fluidos e aplicamos essa teoria ao fluxo axial simétrico de um fluido incom-
pressivel dentro de uma superficie de revolucao com seccao transversal circular. No
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capitulo 4, apresentamos algumas aplicagoes da teoria de Cosserat para fluidos Newto-
nianos e Newtonianos generalizados. Finalmente, no capitulo 5, tiramos as conclusoes
e delineamos as questoes que permanecem em aberto, dando novas direcgoes para o
trabalho futuro neste assunto.
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Capitulo 2

Mecanica dos Fluidos

Neste capitulo, apresentamos uma visao geral dos conceitos basicos em mecanica de
fluidos. Estamos interessados tanto em fluidos homogéneos e incompressiveis newtoni-
anos e nao-newtonianos.

2.1 Algumas nocoes de cinematica

Esta sec¢ao ¢ baseada em Marvern [6], Galdi [7], Astarita and Marrucci [8], e Coleman
et al. [9]. O estudo do movimento e deformagdo dos corpos é o objetivo central
da mecanica continua. O corpo B é um conjunto abstracto que consiste em pontos
materiais p, geralmente chamados de particulas. Nés assumimos que uma funcgao suave
para uma A existe, mapeamento B em uma regiao do espago euclidiano tridimensional
£,

X = Alp). (2.1)

onde X denota o lugar em & ocupado pela particula p. A funcao A é chamada de
configuracao de referéncia. Em seguida, assumimos que existe uma transformagao
suave do espaco euclidiano £ para si, chamada deformacao, de tal forma que

x = x(X), (2.2)

onde x denota o lugar ocupado pela particula p identificado por sua posicao X na
configuracao de referéncia. O gradiente de deformagao

F(X) = Vx(X), (2.3)

desempenha um papel fundamental na mecéanica continua.
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O movimento de um corpo é uma familia de deformacoes de um parametro
x = x(X,1), (2.4)

onde o parametro real ¢ denota o tempo. A cada instante ¢ a funcao x é invertivel, ou
seja
X =x"'(z,1), (2.5)

de modo que duas particulas distintas nao possam ocupar a mesma posi¢ao no espaco.
Este requisito é o Principio da Impenetrabilidade da Matéria. Agora, podemos dis-
tinguir duas descri¢oes na mecanica continua. Ou estudamos o movimento de cada
particula no espago euclidiano durante o mesmo intervalo de tempo I (descri¢io mate-
rial ou descri¢ao Lagrangiana), ou fixamos um ponto no espago euclidiano e estudamos
a passagem de particulas através do ponto x (descrigao espacial ou descrigao Euleri-
ana). Como de costume, na mecanica dos fluidos, preferimos a abordagem euleriana.
A velocidade euleriana é a derivada temporal da funcao x, ou seja,

o(@.1) = (X, 1)

o Xex—1(ot) (2.6)
e a aceleragao euleriana é a derivada do tempo material da velocidade, i.e.
d 0
a(z,t) = Ev(az,t) = 8—$(w,t) +v - V,u(x,t). (2.7)

v
O termo — é a aceleragao local e fornece a taxa de tempo local de mudanca da

velocidade na vizinhanga de uma posicao fixa no espaco, enquanto v-V, v é a aceleracao
convectiva, que prevé como a velocidade em uma vizinhanca de uma particula muda
a medida que ela se move para um local tendo uma velocidade diferente no mesmo
instante de tempo.

O gradiente de velocidade L ¢é o tensor

L(z,t) = V,v(x,t). (2.8)

Frequentemente usaremos sua parte simétrica D, chamada também de it taxa de
tensor de deformagao, e a parte simétrica W, chamada também de it spin tensor,
D =

(L+L"), W=_(L-L"), (2.9)

| —
N =

onde LT a transposta de L.

Em seguida, lembramos as equagoes fundamentais que devem ser satisfeitas durante
o movimento de um corpo, que sao representativas de muitos principios fisicos funda-
mentais como a conservacao da massa e do momento linear. As declaracoes de balanco
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para o momento linear presumem um referencial inercial, uma vez que sao derivadas
assumindo que a lei de Newton do movimento é vélida. Se a lei de Newton se mantiver
em um referencial, eles também se mantém em qualquer outro referencial que esteja
traduzindo com velocidade constante em relacao a ele. Isso é chamado de Principio
de Inércia e todos esses quadros de referéncia sao chamados referenciais inerciais ou
referenciais newtonianos.
Vamos lembrar que
V- (Pv)=v-VP+ PV v (2.10)

onde ® = &(x,t) é uma grandeza fisica euleriana.

Em seguida, apresentamos as formas integral e diferencial das leis de equilibrio,
sendo esta ultima obtida da primeira usando o Teorema de Transporte de Reynolds.
Usando a condigao (2.10) este teorema diz-nos que

d 0
—® 4+ PV -v) = ) d 2.11
/ /Vt(dtnuvt;) /(at + V- (Pv)), (2.11)
e pelo Teorema da divergéncia
/V-(ID:/ d-n, (2.12)
Vi Vi
a expressao prévia (2.11) fica

/ /—<I>+/a‘/tcl>v-n, (2.13)

wonde V; é um volume de material no momento ¢, n é o vector unitario normal exterior
em OV;.

Vamos considerar p = p(x,t) a densidade Euleriana do corpo B. A massa m(V})
contida em um volume de material no momento ¢, é dada por

Mman (2.14)

O principio fundamental de conservacao da massa afirma que, em qualquer movi-
mento, a massa contida em um volume material arbitrario é independente do tempo.
Em outras palavras, durante qualquer movimento de B, nao ha ganho ou perda de
matéria dentro de um volume material. Este postulado é equivalente a seguinte
condicao

d
dt
Usando as condigoes (2.11) e (2.15) obtemos

L/(;p+v (pv)) = 0. (2.16)

p=0, VV,in B, t>0. (2.15)
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Ao assumir que os termos do integral sao continuos, a arbitrariedade do volume material
permite-nos escrever a equacdo de continuidade na forma diferencial, i.e.,

0
. =0 2.17
0+ (o) =0, (217)
ou equivalente
d
co=0 2.18
PtV v =0, (2.18)

usando (2.10) e a defini¢ao da derivada de tempo material.

O principio da conservacao do momento linear afirma que a taxa de tempo de
variagao do momento linear total associado as particulas dentro de um volume de
material arbitrario V; é igual a forca resultante no volume. Este ultimo consiste de
duas contribuigoes, uma devido a forca do corpo e a outra devido a forca de contacto
atuando na superficie 9V;. O principio da conservagao do momento linear é equivalente

a seguinte condicao
d
— pv:/ pf+/ t, (2.19)
dt Jy, Vi oV,

para todo o volume de material V; e todos os tempos ¢. Na igualdade anterior (2.19),
f = f(=x,t) é aforca externa do corpo por unidade de massa atuando em B, e o vetor de
tensdo t = t(x, t; n) é chamado de forga do corpo de superficie por unidade de area, com
n a unidade externa normal no ponto & na superficie dV;. Agora, usando o Teorema
do Tensor de Tensao de Cauchy, existe um campo tensorial simétrico continuamente
diferencidvel, independente de n, chamado tensor de tensao de Cauchy, T = T'(x,1),
tal que

t=T n. (2.20)

Usando (2.20), (2.19) e (2.12), obtemos

d

- thv:/Vt(V-Terf). (2.21)

Além disso, aplicando a condic¢ao (2.11), nés deduzimos

4 pv = /v(i(pv)+pvv-v)

it ). dt
dp dv
_ dp . dv o). 2.92
/w(dtv+dtp+pvv v) (2.22)
No entanto, de (2.18) temos
d
P+ poV v =0, (2.23)

dt
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e concluimos que

d dv
ad e 2.24
dt/vtpv /thdt (224)

Agora, usando (2.21) e (2.24), obtemos

/thcclz_?:/vt(v'T+Pf)- (2.25)

A arbitrariedade de V; e a hipdtese de que os termos sob as integrais sao continuos,
obtemos a seguinte forma diferencial local da equacao de equilibrio de momento linear:

ov
p(EJrv-vfu) =V -T+pf. (2.26)

Em um fluido homogéneo e incompressivel, a densidade p é constante em todo lugar
(espago e tempo) e a equagao (2.18) reduz-se a

V.-v=0,

e isso significa que todos os movimentos de um fluido incompressivel sao isocoricos.
Vale a pena notar que um fluido pode executar movimentos isocoricos sem ser incom-
pressivel. De facto, de (2.17) (ou (2.18)), isocoricidade s implica

0

e p nao é constante.
Levando em conta as afirmagoes anteriores, o sistema de equagoes que governam
um movimento fluido homogéneo incompressivel é dado por

p(aa—::Jrv-V'v) =V -T+pf,

em ) x I, (2.28)

V-v=0,

onde €2 x I é a regiao do espago-tempo e €2 é um dado dominio espacial fixo suficiente-
mente regular, subconjunto do espago R™, (n = 2,3). Além disso, podemos decompor
o tensor de tensdo de Cauchy em duas partes, veja por exemplo Truesdell [10],

T=—7I+Tpg, (2.29)

onde a funcao escalar m = 7w(x,t) é a pressao e T'g é o tensor de tensao extra.

Além disso, precisamos fornecer as condigoes iniciais e de fronteira apropriadas
para fechar o sistema (2.28). Quanto a condigao inicial, precisamos prescrever o status
inicial da velocidade do fluido, por exemplo

v(x, tg) = vo(x) em Q. (2.30)

Em seguida, apresentamos alguns modelos de fluidos que serao estudados ao longo
do trabalho. Além disso, discutiremos as condigoes de fronteira.
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2.2 Fluidos Newtonianos

Para um fluido Newtoniano linearmente viscoso, o tensor de tensdo extra em (2.29)
reduz-se a

Ty =2uD, (2.31)

onde D é a parte simétrica do gradiente de velocidade (ver (2.9)) e u é a viscosidade
constante, o que significa que nao depende do fluxo em si. Entao, o tensor de tensao
de Cauchy fica

T = —nI +2uD. (2.32)
De (2.32) e (2.28) obtemos as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis

g—?+v~Vv+Vp—yAv—f,

em ) x I, (2.33)

V.-v=0,

onde v = pu/p é a viscosidade cinemética e p = w/p (onde 7 é a pressao hidrostatica).
N6s completamos o sistema (2.33) pela condicao inicial (2.30) e por condigoes de fron-
teira apropriadas. Entao, o problema de determinar os campos de velocidade e pressao
das equagbes de movimento correspondentes (2.33) é fechado.

De seguida, discutiremos algumas propriedades de escala das equagoes de Navier-
Stokes para escoamentos incompressiveis com o objectivo de introduzir o parametro
adimensional de Reynolds que mede os efeitos relativos de inércia e viscosidade no
fluxo. Para um dado problema, d é o comprimento caracteristico e U é a velocidade
caracteristica. Entao, podemos medir as quantidades v,x e t como fragoes dessas
escalas, alterando variaveis e introduzindo as seguintes quantidades adimensionais

Y oy U
'U—U,:l:—d,t—d. (2.34)
Agora, de (2.33) e usando as condigoes (2.34), obtemos as equagoes de Navier-Stokes

para um fluxo incompressivel em varidaveis adimensionais

Re(g—g—l—v’-VU’) +Vp — Av = §,

em Q) x I, (2.35)

onde
y_pd . _d&f v
U’ vU’ v
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O nimero adimensional R, é chamado de o niumero de Reynolds. Para R, = 0, o
sistema de equagoes (2.35) tornar-se linear e recebe o nome de sistema Stokes *, que é
usado para descrever um movimento muito lento.

2.3 Fluidos Newtonianos Generalizados

Existem véarios fluidos nao-Newtonianos associados a especificos modelos fisicos, mas
estamos interessados apenas nos fluidos Newtonianos Generalizados, os quais se obtém
modificando de forma empirica o termo viscoso que deixa de ser constante e passa a
depender de algo com base em observacoes experimentais, por exemplo pode depender
da pressao, da temperatura ou da taxa de cisalhamento.

Considerando o sistema (2.28) onde o tensor de tensao de Cauchy (2.32) é dado por

T = —nl +2uD(v).

Para muitos fluidos reais, a viscosidade do fluxo muda com a intensidade da taxa
de deformacao |D(wv)|, ver por exemplo [11], onde |D(v)| é dado por

D) = (3 Dulw)Duw)) (2.36)

fm=1

Essa mudanca da viscosidade pode ser muito intensa em alguns fluidos e nao pode ser
ignorada. A maneira mais simples de modelar esse comportamento é introduzir (2.32)
a viscosidade em funcao da taxa de cisalhamento

p(7D) : R — R,

onde ¥ € a taxa de cisalhamento.
Portanto, o tensor de tensdao de Cauchy (2.32) toma a forma

T = —nI +2u([4]) D(v), (2.37)

A classe de fluidos ndo-newtonianos satisfazendo a condigao (2.37) sao chamados de
fluidos Newtonianos generalizados (ou quase-Newtonian). Em geral, podemos dividir os
fluidos Newtonianos generalizados em duas subclasses: por fluidos com a caracteristica
de desbaste de cisalhamento (ou pseudopléstico) onde a viscosidade diminui quando a

'Quando nos referimos a um fluro de Stokes queremos dizer a solucdo de um fluxo estacionério de
um fluido Navier-Stokes em que o termo de inércia (nao linear) foi ignorado. Em contraste, devemos
nos referir ao fluxo estacionario de um fluido nao-Newtoniano, no qual o termo de inércia é ignorado
como um Fluzo Rastejante.
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taxa de cisalhamento aumenta; e por fluidos com a caracteristica de espessamento de
cisalhamento (ou dilatante)para o qual a viscosidade aumenta com a taxa de cisalha-
mento crescente. O comportamento de desbaste de cisalhamento é comum ser observado
em fluidos reais, por exemplo, suspensoes, emulsoes, sangue, fluidos poliméricos (ver
por exemplo [12, 13, 14]). O comportamento de espessamento de cisalhamento é me-
nos comum, embora possa ser observado em suspensoes altamente densas, por exemplo,
amido, gesso e alguns fluidos poliméricos incomuns (ver por exemlo [12, 13, 14]).

Em seguida, apresentaremos a funcao viscosidade para alguns modelos de fluidos
Newtonianos generalizados.

Modelo de lei de poténcia

Quando a funcao viscosidade em (2.37) é dada por

u(3]) = k5", (2.38)
temos o que se chama um modelo de lei de poténcia (ver por exemplo [15]). Onde, os
parametros k e n sdo chamados de consisténcia e indice de fluxo (constantes positivas),
respectivamente.

Se n = 1 em (2.38), entao o tensor de tensdao de Cauchy (2.37) corresponde ao
comportamento Newtoniano com g = k. Se n < 1, nés obtemos

lim p([3]) =0, lim p(]) = oo,

17— 171—0

e temos um fluido de desbaste de cisalhamento (viscosidade diminui com o aumento da
taxa de cisalhamento), ver Figura 2.1. Além disso, se n > 1,

lim p(|]) = oo, lim pu(}3]) =0,

1| —o0 /=0
noés temos um fluido com o comportamento de espessamento de cisalhamento (viscosi-
dade aumenta com a taxa de cisalhamento), ver Figura 2.1.

Este modelo é muito simples, mas tem algumas fortes limitagoes (ver e.g. [12,
13, 14]). Verificou-se que a aplicabilidade do modelo de lei de poténcia ¢ limitada
a um pequeno intervalo de taxas de cisalhamento e nao converge para a viscosidade
assintdtica a baixas e altas taxas de cisalhamento. A baixa taxa de cisalhamento (1)
e a alta taxa de cisalhamento (p.,) sdo as viscosidades aparentes assintéticas como
7] — 0 e |¥| — oo, respectivamente. Por exemplo, para um fluido de desbaste,
a medida que a taxa de cisalhamento se aproxima de zero, a viscosidade aparente
prevista se aproxima do infinito. Este é um limite irrealista. Além disso, a medida
que a taxa de cisalhamento aumenta, a viscosidade prevista diminui sem limite, o que
também ¢é um limite irrealista. Assim, seria de esperar que este modelo falhasse em
qualquer fluido real com taxa de corte suficientemente baixa e/ou alta. Existem fluidos
com viscosidades limitantes baixas e altas, por exemplo modelo de Cross, modelo de
Carreau, entre outros, mas os quais nao vao ser objecto de estudo neste trabalho.
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4
mn==5
3_
2_
_ n=3
@l |)
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(a) (4

Figura 2.1: Modelo de lei do poténcia: (a) viscosidade de desbaste de cisalhamento e (b) viscosidade
de espessamento de cisalhamento. Ambos os casos com valor de k = 0.42 (ver por exemplo [16, 17])
com diferentes valores de indice de fluxo.
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Capitulo 3

Teoria de Cosserat

Considerando uma curva (ou uma superficie) incorporada em um espago euclidiano tri-
dimensional e supondo que um vetor, chamado de diretor, seja atribuido a cada ponto
da curva (ou superficie), ndo necessariamente ao longo de sua normalidade. Tal curva
(ou superficie) com diretores deforméveis serd chamada de curva de Cosserat (ou su-
perficie). A curva de Cosserat é um modelo unidimensional e a superficie de Cosserat é
um modelo bidimensional. A base tedrica desta abordagem é similar aquela usada para
o estudo de barras em mecanica de solidos, em que o sistema de equagoes tridimensonal
é substituido por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias ou parciais que, além
da dependéncia do tempo, depende apenas de uma unica variavel de espago, ver por
exemplo Green et al. [18]. O presente capitulo trata do estudo das curvas de Cosserat
para um movimento de fluxo de fluidos relativo a um tubo de secgao circular.

A ideia de usar diretores em mecanica continua vem de Duhem [19], que consi-
derou um corpo como uma coleccao de pontos junto com direcgoes associadas aos
pontos. Teorias baseadas em tal modelo de um meio orientado foram desenvolvidas
pelos irmaos Cosserat [20, 21]. Seguindo esses autores, a ideia de usar diretores em
mecanica continua tem sido estudada por outros autores no contexto de barras, placas
e cascas, veja por exemplo Ericksen e Truesdell [22], Truesdell e Toupin [24], Toupin
[25], Ericksen (23], Green et al. [18, 26, 27, 28, 29] and Naghdi [30, 31, 32].

Em particular, Caulk, Green e Naghdi desenvolveram uma teoria hierarquica analoga
para fluxos instaveis e estaveis. Eles usaram a teoria do continuo dirigido para estudar
fluidos viscosos instéveis em tubos rectos de se¢ao transversal circular (Caulk e Naghdi
[33]), e em canais (Green e Naghdi [34]). A mesma teoria foi aplicada ao fluxo de fluido
viscoso nao estaciondrio em tubos curvos de segao transversal circular e eliptica (Green
et al. [35, 36]).

A relevancia do uso de uma teoria de curvas direcionadas nao estd em considera-
la como uma aproximacao a equacoes tridimensionais, mas em seu uso como teorias

15
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independentes para predizer algumas das principais propriedades de problemas tridi-
mensionais. Vérias caracteristicas importantes de uma teoria do diretor sdo: (i) incor-
pora todos os componentes vetoriais da equagao do momento linear; (i) é uma teoria
hierarquica, permitindo aumentar a precisao do modelo; (i7i) o sistema de equagoes
¢é fechado em cada ordem e, portanto, é desnecessario fazer suposicoes sobre a forma
dos termos nao-lineares e viscosos; (iv) invariancia sob movimentos corporais rigidos
sobrepostos é satisfeita em cada ordem e (v) a tensao de cisalhamento da parede entra
diretamente como uma variavel dependente na formulacao.

A abordagem Lagrangiana e Euleriana da teoria de Cosserat é complexa e por
conseguinte nao a vamos abordar neste trabalho (ver por exemplo [35]), vamos sim
seguir as ideias apresentadas por Caulk e Naghdi [33], pois as mesmas sao a base desta
tese de dissertacao.

3.1 Movimento axissimétrico de um fluido

Vamos considerar um fluido homogéneo movendo-se dentro de um tubo rectilineo com
secgao circular, o dominio € (ver Figura 3.1) subconjunto do espago tridimensional R3.
Os limites de 2 é composto por diferentes partes, nomeadamente proximal de corte
transversal I'1, é a parte a montante do tubo; e distal de corte transversal I'y, que
delimita a regiao a jusante do tubo; a parte de 9€) correspondente a parede lateral
do tubo que é denotado por I'y,. Além disso, vamos considerar x; (i = 1,2,3) as
coordenadas cartesianas retangulares, e; os vectores base unitarios associados e por
conveniéncia x3 = z.

Considere o movimento axissimétrico de um fluido incompressivel, sem forcas cor-
porais, dentro de uma superficie de revolugao sobre o eixo z onde ¢ = ¢(z,t) denota
o raio instantaneo dessa superficie em z e tempo t. As equactes tridimensionais que
governam o movimento fluido sao!

*

( v
o(Tr +uvs) =t
em Q x (0,7,
( ti = —p'e; +oie;, t =171,
com a condigao inicial
v*(x,0) = vo(x) em €, (3.2)

L Aqui e na sequéncia vamos usamos frequentemente a notacao, v} ; = Ov}/Ox; and v v’ = v} Ov*/Oz;
adotado em Naghdi et al. [33, 35, 36].
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e condicao de fronteira
v*(z,t) =0 em I', x (0,7), (3.3)

Figura 3.1: Dominio do fluido 2 com as componentes do vector de traciao superficial 71,72 e p.. 'y,
representa o limite da parede lateral e I'y,I's sao os limites transversais proximal e distal, respectiva-
mente.

onde v* = v}e; é o campo de velocidade e p é a densidade constante do fluido. Equagao
(3.1); representa o equilibrio do momento linear e (3.1); é a condi¢ao de incompres-
sibilidade. Na equac@o (3.1)s, p* é a pressao, o;; sdo os componentes do tensor de
tensao extra, t denota o vetor de tensao na superficie cuja unidade externa é normal
9" = Jfe;, e t; sao as componentes de t. O campo inicial de velocidade v, é assumido
como sendo conhecido.

Além disso, o limite I',, do dominio é definido por?

¢ — 2070 = 0, (3.4)
e os componentes da unidade externa normal a esta superficie sao

S _ Pa 0 = _L (3.5)

o(1+¢2)"" (14 ¢2)"*

onde uma varidvel subscrita denota diferenciagao parcial. Como a equagao (3.4) define
uma superficie de material, o campo de velocidade deve satisfazer a condicao

d

%((bQ - xaxa) = OJ

2 Ao longo deste trabalho, os indices latinos obtém os valores 1,2,3, os indices gregos 1,2 e a convencao
usual de soma é empregada sobre um indice repetido.
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ie.,
Qb + dP.v3 — wavy =0 (3.6)

na fronteira (3.4).
Nés assumimos que a velocidade do fluido no interior da superficie (3.4) é aproxi-
mada pela série finita

()
*
v =v+ E Tay - Lo Way s (3.7)
n=1

com
v=1;(z,t)e;, Way . a, =W o (z,t)e;, n=1,2- @ (3.8)

onde v representa a velocidade ao longo do eixo de simetria z, Wy, o, sao as velo-
cidades diretoras completamente simétricas em relagao aos seus indices e z,, ... Zq,
sao as fungoes de ponderacao polinomial. No nosso estudo, usaremos nove diretores,
o que significa que a ordem da teoria hierdrquica é w = 3. As funcgoes de ponderacao
polinomial consideradas (3.7) sao:

2
)\1 = I, )\2 = T2, )\3 = Ty, )\4 = X1T9,

2 3 2 2 3
A5 =25, \¢ = 7, A\7 = T1%2, A\g = T1T5, A\g = T.

Como o movimento é simétrico em torno do eixo z, os componentes de velocidade
nao sao todos independentes e devem se transformar de acordo com

* * * *
v, — Qagvﬁ, vy —> U5

sob a transformacao de coordenadas
To — Qaﬁxﬁa T3 — T3,

onde @, ¢ qualquer tensor bidimensional ortogonal. Segue-se que as vérias funcoes
componentes nas equagoes (3.7) deve satisfazer

Ua:07

qu...an = Q'Y/\Qalﬁl e Qanﬁnwglﬂn (39)

3 _ 3
wal...cxn - Qalﬁl e Qanﬂnwbﬁ..ﬂn

. B 3
para todos os tensores ortogonais (Jns. Consequentemente wy . e w, . devem

ser componentes de tensores isotropicos bidimensionais. Mas como as funcgoes dos
componentes também devem ser simétricas em relagao aos indices «; . . . a,,, nos temos,



Teoria de Cosserat 19

de acordo com Jeffreys [37], que as velocidades de diretores com w = 3 tem a seguinte
representacao

w? =68 €+ eqpw, wd =0,
wlg =0, wls =05, (3.10)

Y- A 30
Wag, = Capyp (5u o+ enn), Wy, =0,

onde e, € o simbolo de permutagao definido por €11 = e =0, e1o = —ey =1, €
1
Copyp = g((sg 83 + 67 83 + 6, 67). (3.11)

Os varios coeficientes &, w, 7, o, n sao fungoes escalares de z e tempo t. Do
ponto de vista fisico, o v esta relacionado ao movimento de cisalhamento transversal,
w e n estao relacionados ao movimento de rotagao (também chamado de movimento
rotacional) sobre ez, enquanto £ e o estao relacionados ao alongamento transversal.

Portanto, usando nove diretores e considerando as condigoes (3.9) —(3.11), o campo
de velocidade dado por (3.7) (com v = v3) pode ser reescrito como

v = [@ile+ o} +a3) — waw + (@t +13) e

+ :xl(w + (23 4+ 23)) + 22(& + o(2F + 23)) i|€2

+ | v+ y(a? +23) ]83. (3.12)

Agora, usando a condi¢ao de limite (3.3), o campo de velocidade (3.12) na superficie
(3.4), é dado por
E4+¢*0=0, wt+o*n=0, v+ o>y =0. (3.13)

A condicao de incompressibilidade (3.1)y aplicada ao campo de velocidade (3.12),
pode ser escrita

(vz + 25) + ToTo (% + 40) =0. (3.14)

Para a equacao (3.14) se verificar em todos os pontos do fluido, as condigoes
v, +26=0, v, +40 =0, (3.15)

devem ser satisfeitas.
Agora, com as equagoes (3.13); 3, estas condigdes separadas (3.15), reduzem-se para

0. +2£=0, (¢°v) =0. (3.16)
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Além disso, com o campo de velocidades (3.12), a condigao (3.6) no limite (3.4),
torna-se

o+ (v+ 7)) 9. — (£ + ¢°0)p = 0. (3.17)

Portanto, a condigao de fronteira (3.6) e a condi¢ao de incompressibilidade (3.1),
sao satisfeitas exatamente pelo campo de velocidade (3.12), desde que as condigoes
(3.17) e (3.15) sejam impostas. Em vez de satisfazer a equa¢do de momento (3.1);
ponto por ponto no fluido, impomos as seguintes condigoes integrais:

/5 [t“ - p<a(;;* + U:v*,ﬂ da =0, (3.18)

a *
/[t“—p< Y —i—va*i)]:cal...xanda:(),nzl,...,k, (3.19)
gL ot ’

onde S é uma seccao transversal arbitraria do tubo definida pela constante z no tempo
t e limitada pelo circulo (3.4).

Usando o teorema da divergéncia e a integracao por partes, as equagoes (3.18) —
(3.19) para nove diretores (i.e., k = 3) podem ser reduzidas para as quatro equagoes
vectoriais:

on
g — 2
ER +f=a, (3.20)

amal...an

0z

onde n, k%", m“* 30 a forca definidos por

n= / ts da, k® — / t, da, K — / <tax5—|—t53:a> da,
S S S

kP = / (taxﬁxw +tpxaly + twmaxl?) da, ( (3.22)
S

+ lal...an — kal...an + balu.an ’n — 1’ 2, 3 (321)

mo o = /tga:al .. Ty, da.
S

As quantidades a e b " sdo os termos de inércia definidos por

a—/ (8v*+v*v*> da
= SP ot iV )

ov*
b = /P( ot +U;<v:'<i>x041 - Loy, da,
S

(3.23)
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e f, 1°*" surgem devido a tracao superficial no limite lateral (3.4) (definido por 05),
sao dados por

f= (1 + gbﬁ)l/Qtw ds,

oS

aj...o 2 12
eren = | (1462) Tty -, ds
08

Levando em consideragao a condigao (3.24) é conveniente escrever o vetor de tensao
t na superficie lateral (aqui denotada por t,,) em termos de a unidade de saida normal
e componentes tangenciais, ou seja,

(3.24)

tw = 7'1)\ — pe’ﬁ* + T2€9, (325)

onde A, ey sao vetores tangentes unitarios definidos por

€y = @eageﬂ, A=1U9" x €y. (326)

¢

Agora, usando equagoes (3.5) e (3.26), a expressao do vector de stress (3.25) pode
ser reescrito como

ty = :m <7'11'1¢z — Pel1 — 721'2(1 + ¢z)1/2)]el
" W (ﬁxz@ — pets + oy (1 + ¢g>1/2)] es
[ 1
+ -W (7'1 +pe¢z>:|€3. (327)

Usando as condigoes (3.27) na equagao (3.24) e integrando, obtemos

f= 27T¢(pe¢z + 7'1>€37 (3.28)

1 = 76?| (mi6: — pe )3 + (1+ 62) 1/272%6} es, (3.29)
177 = 76" (p.g. + 71 ) e (3.30)

19 = ey (Hyasy + Habagy ) + €3 ( Hicapy + Hadag, ). (3.31)

onde

o 377—1¢4¢z o 37Tpe¢4 H, — 3777—2¢4 V Qﬁ + 1

H
1 4 4 ) 2 4 )
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e os valores das constantes aagy, bagy; Cagy € dagy €stao resumidos na Tabela 3.1
Além disso, usando o campo de velocidade (3.12) nas equagoes (3.23) e integrando,
obtemos os termos de inércia a, b®, b*°, b*7, dados por

T T pyy | T pus

4 6
¢ gvz’Y n 27r¢3/?0’)/ + 1 pu, + 7T¢2pvvz>, (3.32)
O+ B+ | Gapy | bapy | Capy | dapy

3 1 0 0 1

4 0 |[-1/3|1/3 0

5 1/3 0 0 1/3

6 0 -1 1 0

Tabela 3.1: Resumo das constantes aa gy, bagy, Capy € dapy-

b = 1 (Hads + Hiea ) + e Had? + Hieaz), (3.33)
€
bP — e <7T¢6P% Lm0y mtovys | motey
=\ 6 8 6 3
ndSpv,y  wdipoy  mdtpu, 7T¢4p’l)’UZ>
3.34
+ ottt : (3.34)
poor — e1<H5aam+H6baﬂ7>+e2(H5cam+H6dam>, (3.35)
onde

H, — T¢°pE. +7r¢8pwz +7r¢4p§t +W¢4pv£z +7r¢4p€2 +27T¢600£

6 8 4 4 4 3
N ¢ pua. +7r<b6pat N 3r®po®  wtpn®  wlpnw  molpw?
6 6 8 8 3 4

g T o, | 2md0pln | mlpwl | moPpnv
tT s T 6 T3 Tt
4 8 6 6 4
Y pw,v n Tg°pon . " pwo . " Py n ¢ pur
4 2 3 6 4

+
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3re®pyE. N 31! po.y +7r¢6p§t N TPpue. | mlpe? N 3m¢®poé

Hy = +
32 40 8 8 8 8
3rdpo.v 3ndipo,  9ImdlOpo? B 30 pn? _ 3¢S pnw B 7% pw?
32 32 40 40 16 g8
" 31" pyn. N 3m¢° pyw. N 3m®pén N T¢° pw N 3m¢®pun. N m¢° pw.v
¢ 40 32 8 4 32 8
3ngpon  3r¢pwo  3mdPpn,  me®puwy
10 + 16 * 32 + 8

As forcas n, k" e m* % dependem dos componentes do vector de stress t.
No proximo capitulo, calculamos essas grandezas de forga para fluidos Newtoniamos e
Newtoniandos generalizados do tipo lei de poténcia. Além disso, aplicamos essa teoria
unidimensional com nove diretores para estudar a relacao entre o gradiente de pressao
médio e a taxa de fluxo volumétrica em uma seccao finita do tubo. Antes disso, vamos
considerar a taxa de fluxo de volume definida por

Qe 1) = / i (21,2, 2, )da, (3.36)
S

e a pressao média p definida por

_ 1 .
p(z,t) = M/Sp (21,29, 2, t)da, (3.37)

onde A(z,t) é a drea da segao transversal S = S(z,t). Além disso, vamos considerar o
fluxo em um tubo rigido, ou seja,
¢ = ¢(2), (3.38)
sem movimento rotacional (i.e., w =n = 0).
Agora, com as condigoes (3.38) e (3.13), a condigao cinemética (3.17) é satisfeita
de forma idéntica. Segue das condigbes (3.36), (3.12), (3.13)3 e (3.16)2 que a taxa de
fluxo de volume () é apenas uma funcao do tempo ¢t dada por

Q(t) = 5 & (2)(z ). (3.39)

Entao, para um fluxo em um tubo rigido sem rotacao com taxa de fluxo volumétrica
(3.39) e verificando as condigoes (3.13)1 3 € (3.16)1, o campo de velocidade (3.12) fica

2 2 2, 2
. ]+ x5\ 20,0 i+ x5\ 20.Q
vo= [m(l_ @? ) T3 ]el+[x2<1_ @? > 7T¢3:|82
2Q) 2?2 + 23
+ [m2 (1- g )es. (3.40)
Portanto, a condigao inicial (3.2) é satisfeita quando consideramos Q(0) como uma
constante.
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Capitulo 4

Aplicacoes da Teoria Cosserat aos
Fluidos

Vamos considerar as equagoes tridimensionais (3.1), com as condigoes inicial e de fron-
teira (3.2) — (3.3) em um dominio com superficie definido por (3.4). Este capitulo é
dedicado a aplicagoes da teoria Cosserat com nove diretores para o sistema (3.1) —(3.4),
correspondente a fluidos Newtonianos e a fluidos Newtonianos generalizados com fungao
viscosidade do tipo lei de poténcia.

4.1 Fluido Newtoniano

Esta sec¢do contém, em particular, um resumo dos resultados apresentados em [33].
Vamos considerar um fluido newtoniano linearmente viscoso. Os componentes do tensor
de tensao extra (T'g em (2.31)) s@o especificados pela lei de Newton

oi; = p(vf; +v5,), 4,5 =1,2,3 (4.1)

onde p é a viscosidade constante do fluido.
Substituindo o campo de velocidade (3.12) nas equagoes (3.22) e integrando sobre
aq...0p

a seccao arbitraria S, podemos calcular explicitamente as forcas n, k**“" m ,
ie.,

1
o= —pes+2mud(v. + 56 )es, (4.2)
ka = —pe, + 27T,u¢2 (5 + ¢20—) €a, (43>
1 2
R = Smug! (2746 + S6%0.) 5les, (44)

25
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N 1
kP = —3qCapue, + §7T/L¢4 [(3¢ + 5¢%0) 52 + ¢*neun] Capyuen, (4.5)
1 2 2
m?® = mud! (2 + & + 5070) 00 + (- + S6°0:) eas] e, (4.6)
1 2
m* = —qéles+ §7T/M154 (vs + §¢272)5§e37 (47)

1 3 3
m®? = 5T’ (27 + &+ 107000+ (we + ") e capuer,  (48)
onde p e ¢ sao resultantes de pressao definidos por
p= /p* da, qo° = /p*xaxg da. (4.9)
S S
Agora, usando as solugoes (3.28) — (3.35) e ainda (4.2) — (4.8) nas equagoes (3.20) —

(3.21) para um fluxo em um tubo axissimétrico rigido sem rotagdo com o campo de
velocidade (3.40), obtemos as seguintes quatro equacoes escalares independentes':

2
0= pQ - 8¢ZQ 4 - 27Tpe¢¢z - 27T7—1¢ + D, (410)
3ngp3
0 — pPP....Q i po.b..Q _ ¢¢zQp _ (bzzQQp
B 6 2 6 67
22
+ %7%2[) + T P, — TP + p, (4.11)
pQ 199..Q  ¢*Qp . 6.Q%
0 = 5~ +2Q+—F— +37r¢
— G+ TPeP’P. + TP, (4.12)

L 40%6...Q  9ud?6.6..Q  $°6.Qp  3uddiQ
0= "% T 1% 1 T s

37T¢4pe 37T¢47—1¢z ¢ZQ2p ¢¢zz@2p
T g THeeQdet o 201

(4.13)

Eliminando p., 1 e ¢ (72 = 0) das equagoes (4.10) — (4.13) obtemos a relagao entre
a pressao média e o fluxo volumétrico em um tubo axissimétrico rigido sem fluxo de
rotacao, dado por

LAqui e na continuacdo usamos a notacao Q(t) para diferenciagao em tempo.
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4p
3mp?

4p
o2 PE

pa(ot) = —f—glA Q) — B O CQNb), (4.14)

onde

b N
I

A(¢, ¢Z7 ¢zzv ¢zzzz)
= L 0 0 500+ 0020 B — 0 (415)
377 1677 377 4T TRTE T 39 =" 96 2222 .

- A 3
C = C(¢7 ¢za ¢zz> ¢zzz) = _¢z - E¢¢z¢zz + %¢2¢zzz- (417)

As quantidades A, B e C sao funcoes dimensionais de z determinadas apenas pela
geometria do tubo. O relacionamento (4.14) pode ser integrado em uma sec¢ao finita
do tubo (0 < z < L) entre z; e a posigao zy, para obter

a = (XD + (25)em + (X)), (4.18)

™ ¢ 3 ¢ ™ g

onde ¢g ¢é o raio caracteristico do tubo, com

22 22 22
_ %/ (%)21 dz, B— %/ (%)23 dz, C = %/ (%)50 dz,  (4.19)
21 21 21
Glt) = p(21,t) —17(22,15)7
L
A fungao G(t) é o gradiente de pressao médio no intervalo [z1, 23] no tempo t. As
quantidades A, B e C sao constantes dimensionais determinadas pela geometria do
tubo no intervalo [z1,25]. O primeiro termo do lado direito de (4.18) representa a
contribuicao dos efeitos viscosos, o segundo estd relacionado com efeitos puramente
instaveis e o terceiro termo surge da aceleracao convectiva.
A separacao de fluxo ocorre quando o componente axial da tracao de cisalhamento
superficial (veja a Figura 3.1) estd na direc¢ao do fluxo. A expressao para a tensao de
cisalhamento da parede 71 pode ser obtida e é dada por

— 4p / B P 1/ . 2—P /
T TRea ¢§)A Q) 6mp(1 + ¢g)B Q) 21 1 qsg)c Q*(t), (4.21)

onde A’, B e ' sao funcoes de z, dadas por

A/ - A/(¢7¢z7¢227¢zz27¢2223)
— 1+1¢2+i¢4+1¢¢ +§¢¢2¢
- 3771677 37T g

1 2 2 1 2 1 3
90 aq 2Pz22 — 4 2222 4.22

L= Z9 — Z1. (420)
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1
B(6,02,0::) = 1 = 162 + 100 (1.23)
3
= C/<¢7 ¢Z7 ¢ZZ7 ¢ZZZ) = _¢Z + %¢2 - %(é(bz(ﬁzz + E¢2¢2zz- (424)

4.1.1 A dimensionalizacao

Consideremos as seguintes varidveis adimensionais?

5 ¢ 2 Cbop
&= ¢ = = Wo t Q - Q7 — p? (425>
¢ Po 7T¢0 M2
onde ¢g é um raio caracteristico do tubo e wy é uma frequéncia caracteristica para
fluxo nao estacionédrio. Agora, substituindo as novas varidveis (4.25) nas equagoes

(4.14), obtemos

PR 2wt ) - S @), (4.26)

o ¢? ¢°
onde Wy = ¢gr/pwo/it é o nimero de Womersley. O nimero de Womersley é o

parametro mais usado para refletir a pulsatilidade do fluxo, que é um fenémeno nao
estaciondrio. Além disso,

A = ((b ¢Z7 22 2222)
1t 100 b 00 b B — e (420)
3771677 37TF 47TETEE 327 T 96" T '

s Bode ) =1+ 284 Lo
= B(9, 02, 022) = L+ 150 + 1500 (4.28)
N . 3 .. 1 o~
C =C(¢, 05, P25, P225) = — s — Eé@qﬁgg + E¢2¢225. (4.29)

Agora, integrando a condigao (4.26) sobre uma secgao finita do tubo, obtemos a
seguinte relagao entre gradiente de pressao média e fluro de volume para o modelo
unidimensional

~

G(D) = 44,0(0) + W2 AQ() + A0 (), (4.30)

onde

Ay = %/ (ﬁ) A2, Ay — %/ <£> A2, As = %/ (%) dz,  (4.31)

2Nos casos em que uma taxa de fluxo constante é especificada, a taxa de fluxo nao-dimensional Q
é idéntica ao nimero cldssico de Reynolds usado para fluxo em tubos, Q = (pU¢)/u onde U é a
média da secc@o transversal do componente axial da velocidade (ver Robertson e Sequeira [38]).
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o GLD) — D)
G = p(Zh)EP(Z%), L=1L/py= 32— 2. (4.32)

Além disso, substituindo as condigdes (4.25) na equagao (4.21), obtemos

R a A a 1 ~ = . 1. -5 -
1= —24;Q(t) - WgﬁAsQ(t) - 6A9Q2(t>a (4.33)

onde A7, Ag e Ag sao fungoes nao dimensionais de Z, dadas por

A

A? = A?(éa Qgiy &227 Qgiiéa ¢22222)

1 1- 1 - 1-~x R I
= ————(1+ 202+ —0i + —00:: + ~0P30::
¢3(1+¢g)< 3 16 3 8
Loy g s 1 age
+ 32¢ 2z + 24¢ ¢z¢zzz 96¢ ¢zzzz> (434)
. A A A A 1 1~ 1-~x
Ag = Ag(), ¢z, ¢22) = m (1 - Zdi + Z¢¢22> (4.35)
AQ - A9<$7q§27$227§£222)
1 1., 19 . 3.,
= ———| —O:F+ 50— —0D:0z: + — P Dssz 4.
¢4(1+¢g)( Ost 50t = o 0bids + o) (430)
e
.
™ = —F5T1

De seguida, resumimos algumas propriedades gerais da equacao (4.30) no caso es-
taciondrio, obtidas por Robertson e Sequeira [38].

4.1.2 Propriedades gerais para fluxo estacionario

Vamos considerar a equagao (4.30) no caso estacionério. A equagao pode ser reescrita,
respectivamente, como

G =4A,Q, + A3Q?, (4.37)

onde G é uma constante e Qs denota a taxa de fluxo constante.

Agora, podemos considerar a equagao (4.37) da seguinte forma: (i) a taxa de fluxo
de volume @, é um dado ou (ii) o gradiente de pressao médio G é um dado.

Primeiro, vamos considerar o caso (i). Se a taxa de fluxo de volume é dada na
equagao (4.37), a solugao G existe e ¢ tinica independente do ntimero de Reynolds e da
geometria do tubo. No caso de (i), se o gradiente de pressao médio é dado, a equagao
(4.37) torna-se nao-linear. Portanto, a solugao QS pode existir ou nao, e se existir,
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pode ser tnica ou nao. A seguir, consideramos o gradiente de pressao médio dado na
equagao (4.37).
Quando nés consideramos

A3 #0, (4.38)

a equagao (4.37) é quadrética e pode ser resolvida de forma fechada para um fixo G,

dando duas raizes
—4A; + (—1)11/16A2 + 4A,G
- , 1=1,2. (4.39)

Qsi = 2A3

Existe uma solugao real, se R o
16A7 + 4A3G > 0. (4.40)

Obviamente, se a condigao (4.40) for estritamente positiva, a solu¢ao (4.39) nao é
unica. Entretanto, se a condigao (4.40) for identicamente igual a zero, a solugao (4.39)
¢é Unica.

Agora, vamos considerar

Az = 0. (4.41)

Isso corresponde ao caso de Stokes, ignorando os efeitos de inércia (segundo termo do
lado direito de (4.37)). Esta é uma equagao linear com a seguinte solucao

Qs = —, (4.42)

que existe e é Unico se A; # 0.
Agora, estudamos a estabilidade local da solugao estacionéria Q)s. Vamos considerar
o ¢(t) a perturbagao para a solugdo constante (), a saber

Q) = Qs +4(D). (4.43)
Depois de substituir (4.43) na equacao (4.30) e fazer uso de (4.37), obtemos
N PN - 2 A A A N
0= (4,41 +92 Ay QS> a(h) + W3 Aq q(F) + Ay (D). (4.44)

A solugado para a equacao (4.44) é dada por

- §(0)e >t
t) = —, 4.45
10 =1 + 2(0) (1 — e=71) A
onde ) o .
6A, + 345 Q, A
By =2 < , Do : (4.46)

W2 A, C4A, 42450,
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e (0) é o distiirbio inicial da solucéo estaciondria Q.

Vamos considerar 3; positivo. Entao, a magnitude da perturbacao inicial pode ser
escolhida pequena o suficiente para determinado valor de (3, tal que o denominador
em (4.45) serd positivo para todos os tempos®. Portanto, a magnitude da perturbagao
decaird exponencialmente rapida para zero. Além disso, a solucao Qs é localmente
estavel.

Agora, vamos considerar ; negativo. Neste caso, a solucao QS nao é localmente
estavel e temos trés situagoes: quando consideramos (3 negativo, podemos escolher a
perturbagao inicial pequena o suficiente para que o denominador em (4.45) seja positivo
para todos os tempos e no limite, como ¢ — 00, a solucéo (4.45) tende para —1/f,. Para
[ positivo, o denominador se tornara zero em um tempo finito. Ou seja, a perturbagao
inicial nao pode ser escolhida pequena o suficiente para evitar a explosao?. Para 3, = 0
a magnitude da perturbacéo tende para co quando t — oo.

Finalmente, quando consideramos ; = 0, a estabilidade local da solucao Qs de-
pende da magnitude da perturbacao inicial.

Segue-se que a estabilidade local da solucao estavel QS depende apenas do sinal
de (. Isto significa que depende do valor de Qs e também depende dos parametros
geométricos 1211, flg, As.

Como um caso especial sobre a solu¢ao da perturbacao (4.45), podemos considerar
a estabilidade do estado restante, Q, = 0 (ver [38]). Neste caso, 3, = 61211/(1/\)3 1212) e
o estado restante sera estavel para geometrias com /11 e flg do mesmo sinal e instdvel
para geometrias com A, e Ay de sinal oposto.

Outro tipo de instabilidade é o caso de explodir em um tempo finito que ocorrera
quando o denominador em (4.45) se tornar zero em um tempo finito (ver [38]). Essa
condicao sera atendida quando 31 # 0 e

1 Bil0)+1
i=—grtoo (%)

onde

B2G(0) < —1V 524(0) > 0. (4.47)

Observa 4.1 A possibilidade de que a solugdao § possa explodir em um tempo finito,
ja que o denominador em (4.45) € zero, sugere que o modelo unidimensional deve ter
restri¢oes no fluro ndo estaciondrio para qual condi¢ao (4.47) € vdlida (ver Robertson

e Sequeira [38]).

3Para 3 > 0 a condicdo 0 < 1 — e Pt <1 ¢ valida para todos os tempos .
4Para 31 < 0 a condicdo 1 — e~ A1t < 0 é valida para todos os tempos t.
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4.1.3 Resultados para um fluido Newtoniano em um tubo rec-
tilineo uniforme

O que segue tem por base o trabalho de Caulk e Naghdi [33] onde vamos comparar
a solucao exacta com a solucao aproximada dada pela teoria de Cosserat, num tubo
rectilineo de raio constante ao longo do escoamento. Comparamos a solucao aproxi-
mada dada por (4.18) com a solucao exacta de Navier-Stokes para o fluxo de Poiseuille
quando G é constante e o fluxo tem inicio no repouso (ou seja, Q(0) = 0). Vamos
considerar um tubo uniforme de raio constante ¢. A solucao tridimensional exacta que
relaciona o gradiente de pressio média com o fluxo de volume é dada por (ver Batchelor

[39])

WG¢4 - 4 (=2
t) = [1 — 323" "o } 4.48
an = > (1.45)
onde A\, (n =1,2,---) sdo zeros da fungdo de Bessel de ordem zero. Se a série infinita

na equacao (4.48) é aproximado pelo primeiro termo, a expressao para a taxa do fluxo
de volume é dado por
Go* 5788t
Qt) == ¢ [1 —0.96 5'78»22)]. (4.49)
81t
No caso especial de um tubo uniforme de raio constante, as constantes nao-dimensionais
(4.19) se reduzem a A = B =1 and C = 0, e a solugao de taxa de fluxo de volume da
equacgao (4.18), é dada por

4
cxw:”G¢[y—Jw9} (4.50)
81t

que se aproxima da solucao tridimensional exacta para o fluxo estacionario de Poiseuille
quando t — oo, ver Figura 4.1. Podemos concluir que a teoria de Cosserat neste caso
concreto é uma teoria alternativa a ter em conta para estudar modelos tridimensionais.
De seguida vamos apresentar o perfil da velocidade tridimensional (3.40) na secgao
circular do tubo rectilineo com raio constante ao longo do escoamento com base na
solugdo aproximada (4.30) para G=1e Q(O) = 0, para tal usamos um método de
Runge-Kutta. A Figura 4.2, descreve o comportamento do fluxo ao longo do tempo,
o qual tende para a solugao estaciondria. De seguida o perfil da velocidade (3.40)

na secgao circular do tubo para varios tempos, com base no fluxo dado por (4.30).
Podemos confirmar que os resultados obtidos na Figura 4.13 e Figura 4.14 estao de
acordo com o esperado via Figura 4.2, a intensidade da velocidade ¢ mais notéria na
fase de transicao antes do fluxo convergir para a solucao estacionaria. De seguida,
vamos apresentar o gradiente de pressao média como uma funcao que depende do

tempo. Consideramos gradiente de pressao média nao constante, dado pela equacao
sin® (1)

et

Git) =1+

, (4.51)
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Figura 4.1: Fluxo volumétrico com Q(0) = 0 em um tubo rectilineo uniforme: solugao tridimensional
exacta (4.49) (linha a pontos) e solucao de Cosserat (4.50) (linha escura).

que mostra um comportamento interessante, ver Figura 4.5. Com base no gradiente
de pressao média a depender do tempo (4.51), vamos ver o comportamento do fluxo
nao estacionério dado pela equacao diferencial ordinaria (4.30), ver Figura 4.6.

As Figuras 4.7 e 4.8, ilustram o comportamento do velocidade tridimensional na
seccao circular do tubo, com base na solucao do fluxo com gradiente de pressao média
dada por (4.51).

4.2 Fluido Newtoniano generalizado

Vamos considerar o tensor de tensdo extra (i.e., Tp em (2.31)) com componentes
definidos por

Oij = :u(h/‘)Alﬁ 7’7] = 17 27 3 (452)
onde para cada i,j = 1,2, 3, temos
v Ovl
Ay = —4 I
J 0xj * 8.’EZ

p(l9)) : R = RY,

é a funcao viscosidade.
Em seguida, consideraremos uma func¢do de viscosidade especifica em (4.52) para
um fluxo rectilineo.
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Figura 4.2: Fluxo nao estacionario dado por (4.30) com Q( 0) =0e W, = 0.8 ao longo do

tempo.

n=1.00, Time=0.1s n=1.00, Time=0.2s

Figura 4.3: Campo de velocidade tridimensional (3.40) em que a taxa de fluxo de
volume é obtida por (4.30) com gradiente de pressio média G(f) = G =1, Q(0) =
W, = 0.8 com raio constante ao longo do escoamento. Parametros de tempo: t =
0.1,{ =0.2.

4.2.1 Modelo de lei de poténcia

Vamos considerar a equagao (4.52), onde a funcao viscosidade é dada por (2.38), i.e.,

pl1) = k3"
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n=1.00, Time=0.3 s n=1.00, Time=0.6s

Figura 4.4: Campo de velocidade tridimensional (3.40) em que a taxa de fluxo de
volume ¢é obtida por (4.30) com gradiente de pressdo média G(f) = G = 1, Q(0) = 0,
W, = 0.8 com raio constante ao longo do escoamento. Parametros de tempo: t =
0.3,t = 0.6.

Como observado anteriormente, se n < 1 a viscosidade é de desbaste, e se n > 1
a viscosidade é de espessamento por cisalhamento; para n = 1 recuperamos o fluxo
Newtoniano.

Usando os cédlculos descritos para o caso Newtoniano, mas agora para a situacao
generalizada, temos que a equacgao nao estacionaria para pressao média é dada por

4pQu(t) _ 4k(272)Q"(t)
- 3ng? - (n + 3)ang3n+l’ (4.53)

D.(2,t) =

Integrando a equacao (4.53) para a secgdo finita do tubo com z; < z3, obtemos a
equacao diferencial ordinaria relacionada com o gradiente de pressao média ao longo
do intervalo [z1, 23] no momento ¢, dado por

521, 1) — (20, 1) 4pQ,(t)  4k(272)Q™(t)
G(t) - p(Z1 Zz _21(22 ) - gﬂrgb(?) + (n(—i— 3)7Tr)z¢3n+1 . (454)

4.2.2 A dimensionalizacao

Agora, vamos considerar as seguintes variaveis adimensionais

N R 2p R pn¢2n+1

t= (JJOt, Q = FM s G= WG, (455)
onde wy € a frequéncia caracteristica para fluxos nao estacionarios. Nos casos em que o
fluxo volumétrica constante é especificada, o fluxo @) é idéntico ao cldssico R, (nimero
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Figura 4.5: Gradiente de pressao média a depender do tempo.

de Reynolds) usado para o fluxo em tubos. Substituindo as novas varidveis (4.55) na
equagao (4.54), obtemos a equagao diferencial ordindria relacionada com o gradiente
de pressao média nao-dimensional

Gl0) = W) + Q") (1.56)

onde W, = ¢"\/p"wy/k™ é o niimero de Womersley. Da equagao (4.56), a taxa de fluxo

de volume no caso estacionario é dada por

A n+3 »
Q =9 23n+5 G. (457>
p)

A fim de avaliar as previsoes de fluxo da teoria unidimensional desenvolvida aqui, em
seguida, consideramos o fluxo de volume tridimensional exacto de um fluxo constante
assimétrico através de um tubo rectilineo com secgao transversal circular constante,
dada por (ver Bird et al. [12])

O=—""om14. (4.58)

3n+1

4.2.3 Resultados para um fluido Newtoniano generalizado em
um tubo rectilineo uniforme
No caso estacionario, vamos comparar a solucao exacta de taxa de fluxo de volume

(4.58) com a solugao aproximada de taxa de fluxo de volume (4.57). Comparando a
solucao aproximada para a taxa de fluxo de volume com a solucao exacta, podemos
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Figura 4.6: Fluxo néo estacionario dado por (4.30) com gradiente de pressao média (4.51), Q(0) = 0
e W, = 0.8 ao longo do tempo.

n=1.00, Time=0.2s n=1.00, Time=0.5s

Figura 4.7 Campo de velocidade tridimensional (3.40) em que a taxa de fluxo de

volume ¢é obtida por (4.30) com gradiente de pressao média (4.51), Q(0) = 0, W, = 0.8
com raio constante ao longo do escoamento. Parametros de tempo: ¢ = 0.2, = 0.5.

concluir que a aproximacao é excelente para o caso do fluido de diluicado de cisalha-
mento, que é o relevante neste trabalho, ver Figura 4.9. Considerando essa comparacao,
podemos afirmar que, neste caso, a teoria de Cosserat é valida para valores de indice
de fluxo tais que 0 < n < 1 com pequena faixa de gradiente de pressao média. A
situacao n — 0 é negligenciada porque nao tem significado fisico neste trabalho. No
caso de fluido de espessamento, a comparacao é relevante a medida que o indice de
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n=1.00, Time=1.0s R n=1.00, Time=2.0s

0.25

0.05

Figura 4.8: Campo de velocidade tridimensional (3.40) em que a taxa de fluxo de

~

volume é obtida por (4.30) com gradiente de pressao média (4.51), Q(0) = 0, W, = 0.8
com raio constante ao longo do escoamento. Parametros de tempo: ¢ = 1.0,f = 2.0.

0.67

Figura 4.9: Comparacao entre a solugao exacta (4.58) e a solucao aproximada (4.57)
para a taxa de fluxo constante em fungao do indice de fluxo com pequeno gradiente de
pressao média G = 0.5.

fluxo aumenta, consulte Figura 4.9. Além disso, podemos concluir que a solugao de
aproximacao (4.57) mantém genericamente o seu comportamento quando aumentamos
o gradiente de pressao média, ver Figura 4.9 e Figura 4.10.

Na Figura 4.11, podemos observar o comportamento da solucao de fluxo nao es-
tacionario dada por (4.56) obtida usando um método Runge-Kutta com gradiente de
pressao média constante é(f) = G =1 no caso de fluido de afinamento quando au-
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Figura 4.10: Comparacao entre a solugao exacta (4.58) e a solu¢do aproximada (4.57)
para a taxa de fluxo constante em funcao do indice de fluxo com gradiente de pressao
média G = 1.8.

mentamos o numero de Womersley. Observamos que, a medida que o indice de fluxo
n aumenta, a amplitude da solucao na fase transitoria inicial também aumenta e se
torna menos pronunciada a medida que o nimero de Womersley aumenta. Neste caso
particular de um gradiente de pressao média constante, o sistema (4.56) converge para
uma solucao de estado estacionario. Quando nos movemos de uma situacao de fluido
de diluicao de cisalhamento para fluido de espessamento, o comportamento da solucao
de taxa de fluxo de volume é semelhante, ou seja, a medida que aumentamos o indice
de fluxo aumenta a amplitude da solucao na fase transitéria inicial, ver Figura 4.12.

A Figura 4.13 e a Figura 4.14, ilustram o comportamento da velocidade tridimensio-
nal (3.40) na secgao transversal circular do tubo na fase inicial de transigao, e podemos
ver o aumento da intensidade de velocidade a medida que aumentamos o indice de fluxo
no caso de um fluido de diluicao de cisalhamento. No caso do fluido de espessamento,
ver Figura 4.15 e Figura 4.16, podemos verificar que o aumento do indice de fluxo
do fluido de diluicao de cisalhamento para o fluido de espessamento de cisalhamento
aumenta a intensidade do campo de velocidade para a mesma fase de transigao inicial
com os mesmos regimes de fluxo.

Considerando o gradiente de pressao médio (4.51) na equagao (4.56) e usando um
método Runge-Kutta para regimes de fluxo especificos, podemos obter informacoes
sobre o comportamento da taxa de vazao volumétrica. Na Figura 4.17, temos resultados
para a taxa de fluxo de volume no caso de fluido de diluicao de cisalhamento. Aqui
podemos ver a amplitude do aumento do fluxo de volume com o indice de fluxo na
fase de transicao inicial, que tende a seguir o comportamento da funcao de gradiente
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Figura 4.11: Taxa de fluxo volumétrico nao estacionario (4.56) com gradiente de pressao

média constante G(£) = G = 1 em que Q(0) = 0, W,

de diluicao de cisalhamento.

Q

0.3 1

0.2

01|/

(0.2,0.4,0.6,0.8) para fluido

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T W0=02——W0=04--- wWo=0.6
— — W0=0.8

(a) Indice do fluxo n = 1.4.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T W0=02——W0=04----- wWo0=0.6
—— W0=0.8

(b) Indice do fluxo n = 1.8.

Figura 4.12: Taxa de fluxo volumétrico instdvel (4.56) com gradiente de pressao média
constante G(f) = G = 1 em que Q(0) = 0, W, = (0.2,0.4,0.6,0.8) para fluido espes-

sante.

de pressao média (4.51), as flutuagdes na solugdo diminuem em tempo.
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Figura 4.13: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume ¢é

obtido por (4.56) com gradiente de pressio média G(t) = G =1, Q(0) =0, W, = 0.8 ¢

n = 0.75 (fluido de diluicdo de cisalhamento). Parametros de tempo: £ = 0.1, = 0.2.
n=0.75, Time=0.6 s
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Figura 4.14: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume ¢é
obtido por (4.56) com gradiente de pressio média G(t) = G =1, Q(0) =0, W, = 0.8 ¢
n = 0.75 (fluido de diluicdo de cisalhamento). Parametros de tempo: ¢ = 0.3, = 0.6.

n=0.75, Time=0.1s

n=0.75, Time=0.3 s

A Figura 4.18 mostra-nos que na fase de transicao inicial a amplitude da vazao
volumétrica tende a aumentar com o aumento do indice de vazao. Portanto, a Figura
4.17 e a Figura 4.18 mostram-nos a evolugao da taxa de fluxo de volume a medida que
passamos de uma situacao de fluido de diluicao de cisalhamento para uma situagao de
fluido de espessamento de cisalhamento. Em seguida, veremos o comportamento do
campo de velocidade tridimensional.

A Figura 4.19 e Figura 4.20, mostra-nos a intensidade do campo de velocidade
tridimensional (3.40) para regimes de fluxo especificos no caso de um fluido de desbaste
de cisalhamento durante a fase de transicao inicial. Em comparacao com o caso do
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Figura 4.15: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume ¢é
obtido por (4.56) com gradiente de pressdo média G(f) = G =1, Q(0) = 0, W, = 0.8
en = 1.25 (luido de espessamento). Parametros de tempo: = 0.1, = 0.2.

n=1.25,Time=0.3s
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Figura 4.16: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume ¢
obtido por (4.56) com gradiente de pressao média G(t) = G =1, Q(0) = 0, W, = 0.8
en = 1.25 (fluido de espessamento). Parametros de tempo: t=0.3,t=0.6.

gradiente de pressao média constante, podemos ver que, neste caso, onde o gradiente
de pressao médio é nao constante, a intensidade do campo de velocidade aumenta
durante a fase de transicao inicial. As mesmas conclusdes para o caso do fluido de

espessamento, ver Figura 4.21 e Figura 4.22.

4.2.4 Propriedades gerais para fluxo estacionario

Em muitas aplicacoes fisicas envolvendo fluxos de fluidos em dominios especificos, ¢é
importante determinar as mudancas nas caracteristicas de fluxo induzidas por per-
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(a) Indice do fluxo n = 0.6. (b) Indice do fluxo n = 0.8.

Figura 4.17: Fluxo nao estacionario (4.56) com gradiente de pressdo média nao cons-
tante (4.51) onde Q(0) =0 eW, = (0.2,0.4,0.6,0.8) para fluido de desbaste.

0.4 0.4 7

0.1 0.1+
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(a) Indice do fluxo n = 1.4. (b) Indice do fluxo n = 1.8.

Figura 4.18: Fluxo nao estaciondrio (4.56) com gradiente de pressao média nao cons-
tante (4.51) onde Q(0) =0e W, = (0.2,0.4,0.6,0.8) para fluido de espessamento.

turbacoes nos dados iniciais ou de fronteira, forcas corporais ou queda de pressao. De
facto, uma vez que é virtualmente impossivel manter uma queda de pressao exata-
mente constante, deve-se ser capaz de prever quanto uma perturbagao de magnitude
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Figura 4.19: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume é

~

obtido por (4.56) com gradiente de pressao média (4.51), Q(0) = 0, W, = 0.8 ¢
n = 0.75 (fluido de diluicdo de cisalhamento). Parametros de tempo: £ = 0.2, = 0.5.
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Figura 4.20: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume ¢

obtido por (4.56) com gradiente de pressao média (4.51), Q(0) = 0, W, = 0.8 e
n = 0.75 (fluido de diluicdo de cisalhamento). Parametros de tempo: ¢ = 1, = 2.

dada na queda de pressao afetarda a vazao volumétrica. Portanto, vamos considerar
uma perturbagao uniforme de magnitude € na funcao (4.51) (ver Figura 4.23). Para
cada € > 0, definindo as quantidades,

A A

GI(t) = (1+e)G{), GZ()=(1-e)G(t), (4.59)

nés denotamos por Q7 e (- os caudais volumétricos perturbados correspondentes
G e GZ, respectivamente. Em seguida, consideraremos uma perturbacao na solugao
aproximada (4.56) obtida pela teoria de Cosserat e verificaremos a estabilidade da

solucao unidimensional.
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Figura 4.21: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume ¢é

obtido por (4.56) com gradiente de pressao média (4.51), Q(0) = 0, W, = 0.8 ¢
n = 1.25 (fluido de espessamento). Parametros de tempo: t = 0.2, = 0.5.
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Figura 4.22: Campo de velocidade tridimensional (3.40) onde o fluxo de volume ¢
obtido por (4.56) com gradiente de pressao média (4.51), Q(0) = 0, W, = 0.8 ¢
n = 1.25 (fluido de espessamento). Parametros de tempo: ¢t = 1,¢ = 2.

Considerando a perturbagao
GF=(1+e)G,

onde G é um gradiente de pressao média constante, para suficientemente grande ¢, apds
a fase transitoria inicial, podemos usar a caracterizacao da solucao constante deduzida
em (4.57), e calcular explicitamente a taxa de fluxo de volume perturbado, usando



46 Modelos Unidimensionais para Fluidos Newtonianos e Newtonianos Generalizados

Figura 4.23: Perturbagao multiplicativa do gradiente de pressao média (4.51), com
magnitude ¢ = 0.1.

(4.59), da seguinte forma:

A Ln+3 - Ln+3 A
Qg: = \/ 3015 Gg: = \/ 3n+5 (1i5)G
273 273

=7 —n+3é(1:|:5)1/n

3n+5
2

=Q(1+e)/™ (4.60)

Normalizando o caudal volumétrico acima perturbado Qjﬁ pela taxa de fluxo volumétrico
imperturbavel @), obtemos

%i = (1xe)¥m, (4.61)

o que significa que no caso estavel, esse tipo de perturbacao multiplicativa age linear-
mente. Alterando o gradiente de pressao médio por um fator de (1 £ ¢), alteramos a
taxa de fluxo de volume néao perturbado por um fator de (1 +¢)Y/". Em particular, isto
mostra que a solucao de estado estacionario é linearmente estavel. Perturbacoes serao
insignificantes se (1 + 5)1/ " ~ 1, que acontece quando ¢ — 0 (ou seja, para pequenas
mudancas no gradiente de pressao média) ou quando o fluxo indice relacionado & visco-
sidade vai para o infinito, ou seja, fluidos de cisalhamento com alto indice de fluxo. No
caso do gradiente de pressao média nao constante, as mesmas idéias se mantém, além
do facto de que nao é mais possivel deduzir expressoes exactas para fluxos de volume
perturbadas.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalho de Futuro

Este trabalho de dissertacao foi focado nas aplicagoes da teoria de Cosserat para fluidos
Newtonianos e fluidos Newtoniados generalizados. No caso de um fluido Newtoniano,
obtivemos via teoria de Cosserat uma equacao diferencial ordinaria nao estacionaria
que envolve o gradiente de pressao média, o fluxo, a geometria do tubo e o ntimero de
Womersley. No caso particular de um tubo rectilineo com raio constante ao longo do
escoamento concluimos que a teoria de Cosserat nos fornece uma boa aproximagao em
comparacao com a solucao exacta, apresentamos o comportamento do fluxo ao longo
do tempo fixando alguns parametros e, ainda, a velocidade tridimensional na seccao
circular do tubo. Apresentamos condicoes de estabilidade para a solugao estacionaria.
No caso de um fluido Newtoniano generalizado, estudamos o caso mais simples por
imposicao computacional, ou seja, o caso de um tubo rectilineo com raio constante
ao longo do escoamento onde a funcao de viscosidade é do tipo lei de poténcia e,
obtivemos a relacdo nao estacionaria entre o gradiente de pressao média, o fluxo, o
nimero de Womersley e o indice do fluido. Foi apresentado o comportamento do fluxo
e da velocidade tridimensional na seccao circular do tubo para dados fixos, nos casos
de um fluido de espessamento e um fluido de diluicao de cisalhamento. A solucao
apresentada revelou-se interessante visto existir uma solucao exacta para comparacao,
e no caso de um fluido de dilui¢ao de cisalhamento a teoria de Cosserat aparenta ser uma
alternativa viavel. Apresentamos condicgoes de estabilidade para a solucao estacionaria.
Os problemas em aberto na area da mecanica dos fluidos para estudar com esta teoria
alternativa sao, entre outros: tubos curvos e interaccao fluido-estrutura.
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