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Introducao

A teoria da medida ja estava ‘no ar’ no inicio do século vinte, a tese de L. Ba-
chelier, “Théorie de la Spéculation,” publicada em 1900 é prova. Nela, Bachelier
propde usar o movimento Browniano para modelar os mercados financeiros, mas
nessa altura, o movimento Browniano ainda nao era um objeto matematico bem
definido. E geralmente aceite que a teoria da medida e da integragao foi colocada
em base firme a partir da tese de H. Lebesgue “Intégrale, longueur, aire,” publicada
em 1902. Em 1909, E. Borel fez a observagao de que os digitos da expansao bindria
dos numeros entre 0 e 1 (hoje conhecidas como fungoes de Rademacher), eram “in-
dependentes.” Esta era a primeira vez que a nocao probabilistica de independéncia
era aplicada a objetos mateméaticos bem definidos. A monografia de Borel “Sur les
probabilités dénombrables et leurs applications arithmétiques” [2] marca o inicio da
teoria moderna das probabilidades. Pouco mais tarde, Carathéodory apresenta o
seu teorema de existéncia e unicidade da extensao de uma (pre-)medida, ampliando
enormemente o campo de aplicabilidade da teoria de Lebesgue. Muitos desenvolvi-
mentos seguem-se durante a primeira metade do século vinte, o livro de Halmos [§]
¢ uno dos primeiros tratados completos sobre a teoria da medida e uma referéncia
histérica.

O livro que o leitor tem nas maos foi desenvolvido a partir das notas de aulas da
disciplina do mesmo nome, dadas ao curso de licenciatura em matematica aplicada,
na Universidade de Evora, durante varios anos e na Escola Politécnica do Litoral,
em Guayaquil durante a visita sabatica em 2014. Nele tentamos combinar, a um
nivel introdutoério, a teoria da medida desde os pontos de vista tanto da analise
matematica como da teoria das probabilidades.

Damos agora uma descricao comentada do conteido deste livro. No Capitulo 1
definimos a estrutura basica dos espagos mensuraveis e estudamos o processo de
geracao dos mesmos a partir de estruturas mais simples. Aqui introduzimos os dois
exemplos que encontraremos de forma sistematica ao longo de todo o livro, e que
sdo: a) As sucessoes de Bernoulli (como paradigma das probabilidades) e b) A reta
real (como paradigma da andlise matematica). No Capitulo 2 definimos as medidas
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sobre 0s espagos mensuraveis e ao mesmo tempo introduzimos a terminologia das
probabilidades. Dao-se conceitos e propriedades essenciais para o estudo posterior
da integragao, no Capitulo 4, como sdo medida imagem (Seccao 2.2) e os teoremas
de convergéncia para conjuntos (Seccao 2.3). O problema da existéncia/construcao
de medidas (Teorema de Carathéodory) é uma das partes mais técnicas do livro
e por esse motivo, mostramos primeiro a sua aplicacao aos dois exemplos funda-
mentais que nos acompanham ao longo da aprendizagem, a medida de Lebesgue
em R e a medida produto sobre as sucessoes de Bernoulli. No Capitulo 3, fazemos
um compéndio de tudo o que vamos precisar sobre as fungoes reais. Introduzimos
ademais a medida de Lebesgue-Stieltjes e damos véarios exemplos de distribuicoes
de probabilidade, encontradas habitualmente em Estatistica. O Capitulo 4 é de-
dicado ao de integral de Lebesgue, suas propriedades fundamentais e os teoremas
de convergeéncia. Debrugamo-nos sobre algins aspetos da convergéncia de variaveis
aleatorias, como a convergéncia em probabilidades e as leies dos grandes niimeros.
Finalizamos este capitulo com um tratamento elementar dos espacos LP. O Capitulo
5 trata da integracao com respeito 4 medida produto, o teorema de Fubini-Tonelli
e a sua relagao com a independéncia estatistica.

Esperamos que este livro guie o aluno através da aprendizagem desta matéria de
fundamental importancia tanto na matematica pura como nas suas aplicacoes. Para
aprofundar nestes temas, o leitor pode consultar as obras que compilamos na lista bi-
bliografica no final do livro. A teoria da integracao sobre espacos topoldgicos gerais
tem duas correntes, a partir de medidas Borelianas abstratas, como é feito no livro
de W. Rudin [10] e ¢ a linha seguida neste livro. A outra alternativa é considerar
medidas mais restritivas como as medidas de Radén, com a vantagem delas intera-
tuar melhor com a estrutura topoldgica do espago subjacente, este ponto de vista é
apresentado nos volumes III e IV do tratado de Anélise [12] e [13] de L. Schwartz,
ou 1o volume IT dos “Eléments d’Analyse” [5] de J. Dieudonné. Se queremos uma
teoria da integracao impecavel sobre espacos topolégicos gerais, entao podemos es-
tudar o livro de Schwartz [11] “Radon Measures on Arbitrary Topological Spaces
and Cylindrical Measures”, ou “Intégration” [3] (Capitulo 9) de Bourbaki. Para
aplicagoes em Fisica e Engenharia, temos outro livro de L. Schwartz [14] “Métho-
des mathématiques pour les sciences physiques”. Para topicos mais especializados
de andlise, veja-se o livro de Evans e Gariepy [6]. Para os leitores mais inclinados
as probabilidades, os livros de W. Feller [7], P. Billingsley [1] ¢/ou K. L. Chung [4]
sao uma grande fonte de consulta e inspiracao. A monografia de M. Kac [9] é um
excelente tratado sobre a nocao de independéncia estatistica.



Notacoes

(X, F) Espago mensuravel, onde X é um conjunto e F uma o—algebra sobre X.
(Q, F,P) Espago de probabilidade genérico.

B Algebra—a de Borel ou Borelianos de R.

Bx Algebra—a de Borel de um conjunto X.

F VG Menor maiorante das dlgebras—o F e G. Coincide com o [F U GJ.
F A G Maior minorante das algebras—o F e G. Coincide com F NG.

m [S] Familia monétona gerada por S.

X, Y, Z Conjuntos genéricos.

N Conjunto dos nimeros naturais, i.e. N ={1,2,...}.

Q Conjunto dos ntiimeros racionais, i.e. Q = {g; pEL, q€ N}.

R Conjunto dos niimeros reais.

Z Conjunto dos ntimeros inteiros, i.e. Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.

x4 Funcao caracteristica de um subconjunto A C X.

0, Medida de Dirac em a € X.

(X, F,un) Espaco de medida sobre o espago mensuravel (X, F).

{0,1}" Sucesses de Bernoulli.

{0,1}" Cartesiano de n cépias idénticas do conjunto {0,1}.

B" Algebra—o de Borel de R".

F®G Algebra—a produto.

L (X) Funcées de X em R, F/B—mensuraveis.

LP (X, p) Fungoes cuja poténcia p é p—integravel.
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Lt (X) Fungoes mensurdveis, nao negativas.

L' (X, 1) Fungoes p—integraveis.

L (X ) Fungoes limitadas em p—quase todo ponto.

LT (X) Fungoes mensurdveis, simples nao negativas.

L5 (X) Fungbes mensuraveis simples.

Ox Familia de abertos de um espacgo topoldégico X.

P(X) Conjunto das partes do conjunto X, i.e. P(X)={4;A C X}.
Card (X) Numero de elementos do conjunto finito (finito) X.
E(X) Média ou esperanga matematica da variavel aleatéria X.
Fx Funcdo de acumulacdo de uma variavel aleatéria X : Q@ — R.
H Funcao de Heaviside.

Var(X) Variancia da varidvel aleatéria X.

X, Y, Z Variaveis aleatorias.

p* (A) Medida exterior (=inf {d o=, 1o (A;); ACUU 2, 4 A VieN, A € Fo}).
vx Distribui¢ao de probabilidad ou lei de X (= X4P).

R Compactificacdo de R por dois pontos.

o(f] Algebra—o gerada por f.

o [S] Algebra—o gerada por S.

fup Medida imagem de p por f.

LP (X, ) Classes de fungoes cuja poténcia p é u—integrével.

L' (X, ) Classes de equivaléncia das fungoes u—integréaveis.

L> (X, ) Classes de fungoes limitadas em p—quase todo ponto.
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Capitulo 1

Estruturas basicas de familias de
subconjuntos

Vamos comecar por estudar as o—algebras, que sao familias de subconjuntos de
um conjunto dado, mas que possuem uma certa estrutura. Lembre-se o que acon-
tece com os conjuntos abertos do plano (ou dum espago topolégico em geral). Os
conjuntos abertos tém certa estabilidade como por exemplo a uniao arbitraria de
abertos é um aberto, como também é a intersecao finita de conjuntos abertos. Os
conjuntos abertos servem para definir o que é uma funcao continua. De forma seme-
lhante, uma o—algebra serve para definir a nocao de funcao mensuravel que sao os
“integrandos” da teoria da integracdo. As o—algebras sao familias de subconjuntos
de um espaco ou conjunto de base, sobre as quais vamos definir as medidas, que sao
os “integradores” desta teoria. As o—algebras representam também a informacao
disponivel, através dos eventos que fazem parte dela, especialmente nas filtracoes
de o—algebras associadas com processos estocdsticos. Mas antes de nada, damos a
seguinte definicao.

1.0.1 Conjunto das partes

Definicao 1.1. Seja X um conjunto qualquer. O conjunto das partes de X
é a familia de todos os subconjuntos de X e denota-se P(X). Ou seja,

P(X)={A;AC X}.



Exemplos

(a) Se X =0, entdo P(X) = {0}. Este exemplo é simples demais e nao é muito
didatico. Vamos ao segundo exemplo.

(b) Se X contiver um tinico elemento, digamos X = {{}, entao P(X) = {0, X }.

(¢) Sendo X = {0,1}, o conjunto das partes é P(X) = {0,{0},{1},X}.

Conjuntos finitos

Notagao. Sendo X um conjunto finito, o cardinal de X ¢é o nimero de elementos
de X e denota-se Card (X).

Proposicao 1.1. Se X ¢ finito, entdo P(X) também é finito e Card (P(X)) = 2"
(onde n é o nimero de elementos de X).

Demonstracao. Basta observar que se escrevermos o conjunto X por extenso,
digamos que X = {x1,...,2,}, e mantermos a ordem fixa, podemos associar com
cada A C X, uma sequéncia ordenada de 0’s e 1’s, de comprimento n. Sendo que
0 no lugar 7 significa que o elemento x; nao pertence a A. Igualmente, 1 no lugar 7
significa z; € A. E facil ver que o niimero de subconjuntos de X ¢ igual ao nimero
de sequéncias ordenada de 0’s e 1’s, de comprimento n, ou seja 2". :-)

Observacao. Noutras palabras, a Proposicao 1.1 diz que existe uma relagao biu-
nivoca entre o conjunto das partes P(X) e o conjunto {0,1}" (sendo n o nimero
de elementos de X). Por exemplo,

P({0,1}) ~ {(0,0),(1,0),(0,1), (1,1)} .

Explicitamente,

0
{0}
{1}

{0,1}
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Conjuntos infinitos

No caso em que X ¢ finito, o conjunto P(X) é muito maior (mais numeroso).
Mas o que é que podemos dizer se X for infinito, para além de P(X) também ser
infinito?



Quando comparamos dois conjuntos infinitos, acontece muitas vezes que uma parte
é equipotente ao todo, quer dizer, nao ¢é inusual existir uma bije¢ao entre um con-
junto e um subconjunto estrito.

Por exemplo, com respeito a N, podemos dizer que um de cada dois niimeros natu-
rais é par e portanto, em certo sentido, a “mitade” dos niimeros naturais sao pares.
Mas por outro lado, a aplicagao n — 2n é uma bijecao entre os niimeros naturais
e os numeros pares. Desde este ponto de vista, hd tantos ntmeros pares como
nimeros naturais.

Independentemente de X ser finito ou nao, P(X) é “muito maior” do que X num
sentido muito preciso, como vamos ver de seguida.

Proposicao 1.2. Sendo X um conjunto qualquer, nenhuma fungao de X em
P(X) é sobrejetiva.

Demonstragdo. Fixamos uma aplicagao qualquer ¥ : X — P(X) e construimos,
a partir dela, um subconjunto de X que nao é “atingido” por ¥. Quer dizer,
procuramos um subconjun to A C X, tal A # U(z), para todo x € X. Desta forma
teremos mostrado que esta fungao ¥, em particular, nao é sobrejetiva no conjunto
de chegada P(X). Mas sendo ¥ arbitraria, vemos que nao existe nenhuma aplicacao
U : X — P(X) que seja sobrejetiva. Agora sé falta-nos construir o conjunto A,
apropriado para este W particular. Seja

A={reX;x ¢ ¥Y(z)}.

Vamos mostrar que este conjunto nao pertence a imagem de W. De facto, observe
que para todo x € X, necessariamente = € VU(z) ou x € A. Por outro lado, é claro
que z ¢ ¥(z) N A. Portanto, para todo = € X, A # U(x). :-)

Definicao 1.2. Dizemos que um conjunto X é numerdvel se existe uma aplicacao
bijetiva ¢ : N — X.

Note que os conjuntos finitos nao sao numeraveis, segundo esta definicao.

Nota 1.1. Pela Proposicao 1.2, P(N) nao é numeravel.



Funcgao caracteristica

Definicao 1.3. Seja X um conjunto e A C X. A funcao

1, sexe A
xa®) = { 0, sex ¢ A, (1.1)

definida sobre X, chama-se func¢ao caracteristica de A.

Outra forma de representar os subconjuntos de X (independentemente de X ser
finito ou nao) é através do conjunto de todas as fungoes de X em {0,1}, que
denotaremos F (X;{0,1}) ou {0,1}*. Como o afirma a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3. Qualquer que seja o conjunto X, temos

P(X) ~ {0,1}".

Demonstragdo. De facto, se f € F(X;{0,1}) (= {0,1}"), entdo f~1(1) c X.
Inversamente, se A C X, entdo x4 € F (X;{0,1}).

1.1 Algebras —0

Nesta seccao definiremos as algebras—o, que sao as familias dos conjuntos mensu-
raveis, também chamados eventos em probabilidades.

Definigao 1.4. Uma familia 7 C P(X) é uma dlgebra sobre X, se se verificarem
as condigoes seguintes.

1. X e F.
2. Se Ae F,entao X \ A€ F.
3. Se A,B € F,entao AUB € F.

Proposigao 1.4. Se F é uma algebra e se A, B € F, entao

ANBeF e A\BeF.

Demonstracao. cf. Exercicio 6.



Exemplo 1.1. Sendo X = {0,1,2,3}, ambas as familias
F = {@7{072}’{1’3}7‘){}] e g= {@7{071}’{2’3}7‘){}
sao algebras sobre X.

Definicao 1.5. Uma familia F C P(X) é uma dlgebra—o sobre X, se for uma
algebra (cf. Definicao 1.4) e para além disso, verificar

4. Para toda familia {A;},. € F, crescente (i.e. A} C ... C A; C ...), temos

G&GF (1.2)
=1

Observacoes
1. Vé-se imediatamente que P(X) é, ela propria, uma algebra—o. Por outro
lado, comprova-se facilmente que a familia {0, X'} é também uma algebra—o.

2. Toda é&lgebra finita é uma dlgebra—o. (cf. Exercicio 3.)

Nota 1.2. (cf. Exercicio 2.) Para toda algebra F sobre X (em particular para
toda édlgebra—o sobre X), temos

{0,X} C FCPX).

Deduz-se que {0, X} é uma dlgebra—o (como j& dissemos) e é a mais pequena de
entre todas as algebras de X. Ao mesmo tempo, P(X) é uma &lgebra—c e é a
maior de entre todas as algebras de X.

Lema 1.1. F € uma dlgebra—o se e so se
1. X e F.
2. Se Ae F, entao X \ A€ F.

5. Para toda familia {A;},.y € F, temos
Uaier
i=1

Demonstracao. Comparando com a alinha 4 da Definigao 1.5, a hipdtese 5 deste
lema diz que nao ¢é necessdrio que a sucessao {A4;},.y seja crescente, para concluir



que J;2, A; € F. Evidentemente, o que devemos mostrar é que a hipdtese 5 deste
lema é equivalente as propriedades 3 e 4 juntas (cf. Defini¢oes 1.4 e 1.5).

C F.

Suponhamos que F ¢é uma algebra—o e que {4;},.y €

Para todo n € N, define-se

E claro (por indugao) que para todo n € N, B,, € F. Efetivamente, se B, € F, a
alinha 3 e o facto que A, 1 € F, implicam que

Bn+1 — Bn UAn+1 € f

Mas como B; = A; € F, o raciocinio por inducao esta completo.

Como {B,},cy ¢ uma familia crescente de elementos de F, entao, por 4,

[OJAi = G B, € F.
i=1 n=1

A demonstragao inversa (5 implica 3 e 4 ) é muito mais simples e fica como exercicio
(cf. Exercicio 5). :-)

Proposigao 1.5. Se F ¢ uma dlgebra—o e se {A;},.y ¢ uma familia numeravel
de elementos de F, entao

ﬁ A e F. (1.3)
=1

Demonstracao. cf. Exercicio 7.

Nomenclatura. Um par ordenado (X,F), onde X é um conjunto e F uma
algebra—o sobre X, chama-se espaco mensurdvel. (Nao se aplica quando F
¢ simplesmente uma algebra.)

Os elementos da algebra—o F chamam-se conjuntos F—mensurdvets. Quando
a algebra—o F ¢ fixa ou esta subentendida no contexto, podemos eliminar o prefixo
e chamar aos elementos de F simplesmente conjuntos mensurdveis.



1.2 Algebra—a Envolvente

Lema 1.2. A interse¢ao de uma familia nao vazia de dlgebras—o (resp. dlgebras)
sobre um conjunto X € uma dlgebra—o (resp. dlgebra).

Ezxplicitamente, sendo ® uma familia nao vazia de dlgebras—o (resp. dlgebras)

sobre X,
c=F
Fed

¢ uma dlgebra—o (resp. dlgebra) sobre X.

Demonstragao. Para mostrar que C é uma algebra—o, vamos verificar uma a
uma as propriedades 1, 2 e 5, do Lema 1.1.

1. Como todo F € ® é uma algebra—o (resp. algebra), entao para todo F € &,
X € F. Logo,

X eC.

2. Se A € C, entao A € F para todo F € ®. Como todo F € ® é uma dlgebra—o
(resp. élgebra), X \ A € F, qualquer que seja F € ®. Entao

X\AecC.

5. Seja {A;};cy uma familia numerdvel de elementos de C. Entao, para todo
F € @, {Aj},oy ¢ uma familia numerdvel de elementos de F, mas como F ¢é
uma algebra—o, entao | J;-, A; € F, para todo F € ®. Por tanto,

=1

No caso de élgebras, sé é necessario verificar que C é fechado para a operacao U
(unido de dois elementos). :-)

Pergunta. Onde entra a hipétese ® = ()7

A primeira consequéncia deste importante lema é a existéncia da algebra—o gerada
por uma familia qualquer de subconjuntos e é o que vamos mostrar na proxima
subseccao.



1.2.1 Aalgebra—oc gerada por uma familia de subconjuntos

Lema 1.3. Seja S C P(X), uma familia qualquer de subconjuntos de X. Euxiste
uma dlgebra—o, denotada o [S], que é a dlgebra—o mais pequena que contém S.
i.e. o [S] verifica cumulativamente as condigoes sequintes

1. o[S] € uma dlgebra—o.
2. SColS].
3. Se F € uma dlgebra—o tal que S C F, entdo o [S] C F.

Demonstracao. Define-se

¢ ={FCP(X);F éuma dlgebra—ceS C F}.

Pelo lema anterior (note que ® # 0, ja que P (X) € ®),

olS] = ﬂ F (1.4)

é uma algebra—o sobre X. As outras duas propriedades do enunciado sao con-
sequéncias imediatas da defini¢ao de intersecao. :-)

Definigao 1.6. Seja & C P(X), uma familia qualquer de subconjuntos de X.
A dlgebra—o mais pequena que contém S, denotada o [S], cuja existéncia ficou
estabelecida no lema anterior, chama-se dlgebra—o gerada por S ou dlgebra—o
envolvente de S.

Observagao. O mesmo procedimento permite-nos definir a dlgebra gerada/envol-
vente por §. Mas, a algebra envolvente nao é utilizada e por isso, ndao usamos
nenhuma notagao em especial para a designar.

1.2.2 Algebra—a de Borel

Uma consequéncia extremamente importante do Lema 1.3 é a existéncia da o —alge-
bra de Borel (cuja definicio damos a seguir), a qual estd relacionada com a topolo-
gia do espago X (assumindo que X é um espago topolégico) e permite estabelecer
uma relagao entre fungoes continuas e fungdes mensuraveis (definidas mais ade-
lante).

Mas os tunicos espagos topologicos que vamos considerar, agora no inicio, sao: R,
com a topologia habitual, algiins dos seus subconjuntos (com a topologia inducida) e



a compactificacdo R de R da qual falaremos no capitulo 3. (Mais a frente falaremos
também de R", n = 2,3, ....)

Definigao 1.7. Seja X um espaco topoldgico e Ox a familia dos subconjuntos
abertos de X. A dlgebra—o de Borel de X é a dlgebra—o gerada pelos abertos
de X e denota-se Byx. i.e.

BX =0 [Ox] .
Os elementos de Bx chamam-se conjuntos de Borel ou Borelianos de X.

Por enquanto, o tinico o espacgo topologico que vamos considerar é a reta real. Em
particular, algebra—o de Borel de R denota-se Bg.

1.2.3 Estrutura reticulada sobre as algebras—o
Relagao de ordem
Definicao 1.8. Uma relag¢ao de ordem =, sobre um conjunto X, é uma relagao
que verifica as seguintes propriedades.
1. Reflexiva: Para todo z € X, x < .
2. Transitiva: Se x <y ey = z, entao r =< z.
3. Antisimétrica: Se x <y ey =< x, entao r = y.

Um conjunto &', junto com uma relagao de ordem =< ¢é um conjunto ordenado.
Por exemplo, o conjunto P (X), junto com a relagdo de inclusdo C é um conjunto
ordenado.

Um conjunto ordenado X é totalmente ordenado se
Ve,ye X, <y ou y .
Por exemplo, os conjuntos de nimeros N, Z, Q, R.

O mator minorante de x e y € X, denotado min(z,y) ou x Ay, é um elemento
de X que verifica as seguintes condicoes.

(a) xAy=xexANy=y.
(b) Paratodo z € X, se z <xez =<y, entdo z T x Ay.
Note que x A y pode nao existir, mas se existir, é tinico.

O menor maiorante de x e y € X, denotado max(z,y) ou z V y, é um elemento
de X que verifica as seguintes condicoes.
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(a) xzVyey=3zVy.
(b) Paratodo z € X, sex <zey <z entdox Vy =< 2.
Da mesma forma, x V y pode nao existir, mas se existir, é tnico.

Um conjunto ordenado X é reticulado se

Ve,ye X, Ay e yVaz existem.
Outra consequéncia importante do Lema 1.3 é a seguinte proposigao.

Proposicao 1.6. O conjunto de todas as algebras—o de um conjunto X tem uma
estrutura reticulada com respeito a relagao de inclusao. Quer dizer que dadas duas
dlgebras—o F e G (ambas sobre o mesmo conjunto X), existem tanto o maior
minorante como o menor matorante de F ¢ G.

Demonstracao. Visto que a interseccao de algebras—o é uma algebra—o, entao
o maior minorante das algebras—o F e G € igual ao maior minorante dos conjuntos
Fed. ie.,

FANG=FnNQG.

Ao contréario do que acontece com a interse¢ao, a uniao de dlgebras—o nao é, em
geral, uma &algebra—o. Mas gracas ao Lema 1.3, a algebra—o gerada por F UG é
0 menor maiorante. i.e.

FVG=0c[FUG]. :—)
Observagao. Pela Nota 1.2, existe um unico elemento minimal que é {(); X} e um
tnico elemento maximal que é P(X).

Exemplo 1.2. (cf. Exemplo 1.1.) Sejam
F:{®7{072}7{1a3}7X} € g:{®7{071}7{273}7X}-

Entao,

FAG={0,X} e FVG=P(X).

1.3 Sucessoes de Bernoulli

Um dos modelos probabilisticos mais utilizados para descrever a ocorréncia ou nao
dum fenémeno associado a uma série de experiéncias sao as sucessoes de Bernoulli,
que definimos a continuacao.
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Definicao 1.9. Chamamos sucessdes de Bernoulli as sucessoes (infinitas) de
0’sel’s. ie.

0,1} = {(wy,wa, ...) ;w; € {0,1} i € N} (1.5)

Observagao. O conjunto {0, 1}N ¢é igual ao conjunto de todas as aplicacoes de
N em {0,1}. Pela Proposicio 1.3, {0,1}" ~ P (N). Em particular {0,1}" nao ¢
numeravel. (cf. Nota 1.1.)

Utilizam-se as sucessoes de Bernoulli como espaco basico para descrever os re-
sultados (positivo ou negativo) duma sequéncia de “experiéncias aleatdrias.” Na
realidade, uma sequéncia de experiéncias é sempre finita, mas é importante ter
um espaco abstrato onde possamos dar sentido matematico concreto as nogoes eu-
risticas que queremos estudar, e este tem de ser infinito, por razoes que s6 serao
aparentes mais tarde.

Naturalmente, as sequéncias finitas fazem parte importante do modelo e é através
delas que vamos definir a estrutura do espaco mensuravel de Bernoulli e é delas que
tratamos na subsecc¢ao seguinte.

Nota 1.3. Devemos ter atencao para nao confundir “experiéncia aleatéria” com
“variavel aleatoria.” As varidveis aleatorias sao certo tipo de fungoes dentro da Teo-
ria das Probabilidades, que serao definidas mais a frente. i.e. As varidveis aleatérias
sao entes puramente matematicos e, na realidade, nada tém de aleatorio.

1.3.1 Algebra—a sobre as sucessoes de Bernoulli
Sequéncias finitas

Sendo n € N qualquer, denotamos {0,1}" o produto Cartesiano de n copias idén-
ticas do conjunto {0,1}. i.e.

{O, 1}n = {(517§2, ,fn) 76@ € {O, ].} ,'i = 1,2, ,TL}

¢é o conjunto das sequéncias de 0’s e 1’s, de comprimento fixo n. e.g.

{0,1}* = {(0,0);(0,1); (1,0);(1,1)} .

Observagdo. O conjunto {0, 1}" tem 2" elementos. {0, 1}" serve, entre outras coi-
sas, para representar o conjunto das partes de qualquer conjunto X con n elementos.
(cf. Proposicao 1.1.)
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Nomenclatura. Para facilitar a leitura, estabelecemos a seguinte convencao:
Quando falamos de sequéncias, elas sao sempre finitas, enquanto que as sucessoes
sao sempre infinitas.

Para além disso, note-se a utilizacao diferenciada das letras gregas w e &. Exceto
nos exercicios 17 e 18, onde & = (&,&,...) € {0, 1}N, normalmente &; representa
um valor dentro duma sequeéncia finita, enquanto que w; denota um valor dentro de
uma sucessao infinita. Da mesma forma, w representa uma sucessao de Bernoulli
(w € {0, 1}N), enquanto que & representa uma sequéncia, independentemente do
seu comprimento, i.e.

¢elJ{o 3.
n=1
Fungao de truncadura das sucessoes de Bernoulli

Definicao 1.10. Para todo n € N fixo, a funcao truncadura de comprimento n
é definida da seguinte forma.

Vw = (Wi, o, Wny Wnsts o) € {0,137, Ty (w) = (wi, ..oy wn) € {0,1}". (1.6)

Feixe de sucessoes de Bernoulli

Por outro lado, todas as sucessoes de Bernoulli cujos primeiros n termos sao iguais
a uma sequencia fixa formam um “feixe” de sucessoes de Bernoulli, todas tendo a
mesma imagem através da funcao T,,.

Definicao 1.11. Sendo & = (&,...,&,) € {0,1}" um elemento qualquer fixo, o
feize de parte inicial &, denotado A¢, é o conjunto das sucessoes de Bernoulli
que tém a parte inicial igual a £. i.e.

Ae = TN ({€)) = {(wl,w2, efo i w=g,i=1, n} NG

Nota 1.4. Sendo n € N fixo, o conjunto de todos os feixes
In = {Ag £ €{0,1}"}
é uma particao de {0, 1}N. Além disso,

T, ~{0,1}".
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Proposicao 1.7. A algebra—o gerada pela particao Z,,, denotada JF,,, é finita e
¢é simplesmente igual as unioes de elementos de Z,. i.e.

fn:a[In]:{UAg; Jg{0,1}”}. (1.8)

&eJ

Noutras palabras,

Fn ~P({0,1}").

Em particualr,
Card (F,,) = Card (P ({0,1}")) = 2*".

Para além disso, {F;},cy ¢ uma sucessao crescente de dlgebras—o sobre {0, 13",
(cf. Exercicio 14.) i.e.
FLCFC..CF,C..

Observacao. Apesar do resultado do Exercicio 11, o qual implica que
U7
n=1

¢ uma algebra, ela ndo ¢ uma algebra—o. (cf. Exercicio 15.)

Definicdo 1.12. A élgebra—o naturalmente associada com {0, 1}" é a dlgebra—o
Foo, gerada pela uniao de todas as algebras—o F,,. Ou seja

Foo = (7}"” =0 [G]:n
n=1 n=1

, (1.9)

a qual nos referiremos como Algebra—o de Bernoulli.

1.3.2 Filtragcao de Bernoulli

Todas as algebras—o {F,},cy sdo importantes e, no seu conjunto, formam o que

denominamos de filtragdo do espago (mensuravel) <{O, I}N , .7-"00).

Definigao 1.13. Em geral, uma filtragdo de um espaco mensuravel (X, G) é uma
familia de dlgebras—o, digamos {G:},.r, indexada por 7' = N (no caso discreto) ou
T =R" (no caso continuo), crescente, todas elas contidas em G. i.e.

Vtth S Ta tl S t27 gtl g gtg g g
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Observacao. Este conceito é ocupa um lugar central no estudo dos processos
estocdsticos e encontra-se normalmente associado a nocao de informagao estatistica.
Intuitivamente, as filtragoes restringem as fungoes ou toma de decisoes a informacgao
disponivel até o tempo n, quer dizer, elas refletem matematicamente o facto de nao
podermos adivinhar o futuro.

1.4 Funcoes mensuraveis

Definicao 1.14. Sejam (X, F) e (Y,G) dois espagos mensuraveis. Uma funcao
f: X =Y éF/G—mensurdvel se

VAegG, f[T1(A) e F.

Quando as algebras—o F e G estao subentendidas no contexto, podemos elimi-
nar a referéncia a elas e falar simplesmente de funcoes mensurdveis em lugar de
F/G—mensuraveis.

Proposicao 1.8. Seja (X, F) um espago mensuravel. Para todo A C X

A é F—mensuravel (i.e. A€ F) seesése xa ¢ F/P({0,1}) —mensuravel.

Demonstragao. (cf. Exercicio 30.)

Exemplos

1. Sejam X = {0,1,2,3}, F = {0,{0,2} ,{1,3},X}eG = {0,{0,1},{2,3}, X }.
(cf. Exemplo 1.1.) A fungao definida sobre X por
fO)=f2)=0 e f1)=fB)=1
¢ F/P ({0,1}) —mensurdvel, mas nao ¢ G/P ({0,1}) —mensurdvel.

2. T, (cf. Defini¢ao 1.10) é F,,/P ({0,1}") —mensuravel, para todo m > n. Mas
nao é mensuravel si m < n. (cf. (1.8).)

3. Imaginemos um jogo no qual ganha-se ou perde-se 1€ depois de cada jogada.
Se jogarmos n partidas, o capital que ganhamos ou perdemos, como fungao
de {0,1}", ¢ uma funcdo F,—mensurdvel. (cf. Exercicio 22.)

O espago de chegada é, naturalmente, {—n, ..., —1,0,1,...,n} com a dlgebra—o
das suas partes.
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4. Imaginemos que entramos no jogo do exemplo 3 com um capital de 1€ e o
jogo estende-se até ficarmos sem capital. (Supondo que a casa nunca fecha e
que nds temos a eternidade para jogar). O nidmero de partidas que jogamos
até ficar sem capital ¢ uma funcdo Fo,—mensuravel. (cf. Exercicio 23.)

O espago de chegada neste exercicio e no préximo é NU{oo} com a édlgebra—o
das suas partes.

5. Imaginemos que saimos do jogo do exemplo 3 depois da primeira vez que
perdemos. A varidvel que regista o nimero de vezes que ganhamos antes de
sair é Fo—mensuravel. (cf. Exercicio 24.)

Observacgcao. A demonstragao de todas as afirmacoes nestes exemplos torna-se
mais simples se aplicarmos o resultado da alinha 2 do Lema 1.4, a seguir.

1.4.1 Algebra—a gerada por uma fungao

O seguinte lema é muito importante e sera utilizado em varios sitios mais a frente.
A demonstracao ¢é direta a partir das defini¢oes e fica como exercicio para o leitor
(cf. Exercicio 31).

Lema 1.4. Sejam X e Y dois conjuntos e seja f: X — Y uma funcao qualquer.
Entao,

(i) se G é uma &lgebra—o sobre Y, a familia
{7 (A);Aeg}

¢ uma algebra—o sobre X.

(74) para todo S C P (Y),

{fHA);Acalsly=o[{f(4); AcS}].

(7i) se F é uma dlgebra—o sobre X e G é uma algebra—o sobre Y, entéo a fungao
f:X =Y éF/G—mensuravel se e s6 se

{f'(4);Aeg} cF
Definigao 1.15. Seja X um conjunto, (Y, G) um espaco mensuravel e f : X — Y

uma funcao qualquer. A dlgebra—o gerada por f, denotada o[f], é a mais
pequena algebra—o sobre X, tal que a funcao f é mensuravel.
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Pelo Lema 1.4,
alfl={f"(4); A€g}.

Observagao. A algebra—o o [f], para além de depender de f, depende também
de G, mas geralmente G é fixo no contexto.

Exemplo 1.3. (cf. Exercicio 21.) A dlgebra—o gerada por T, (Defini¢ao 1.10) nao
¢ outra coisa que a algebra—o F,, definida por (1.8) (cf. Proposicao 1.7). i.e.

Fo=0[T,].

Restricao de uma algebra—o¢ a um subconjunto

Como aplicacao da alinha 1 do Lema 1.4, temos a seguinte definicao.

Definigao 1.16. Sendo (X, F) um espago mensuravel e £ C X um subconjunto
qualquer (mensuravel ou ndo). A restricao de F a E, denotada F |, é a algebra—o
gerada pela funcao idg : £ — X, definida por idg(z) =z, x € E. i.e.

Flp=olidg|={ANE; Aec F}.

Observagdo. Desde logo, F|, é uma dlgebra—o sobre E e (E, F|j) é um espago
mensuravel. Para além disso, se £ € F, entdao F|, € F. No entanto, em caso
nenhum F|, é uma sub-dlgebra—o de F (exceto se E = X).

Exercicios

1. Sendo X um conjunto qualquer, utilize a mesma ideia explorada na demons-
tracao da Proposigao 1.2, para demonstrar que nao existe nenhuma aplicagao
sobrejetiva de X em F' (X;{0,1}), sendo F (X;{0,1}) o conjunto de todas
as fungoes de X em {0, 1}.

2. Sendo X um conjunto qualquer, mostre que para toda élgebra F sobre X (em
particular para toda dlgebra—o sobre X)), temos

{0, X} C FCPX).

3. Mostre que toda algebra finita é uma algebra—o.

4. Mostre que toda algebra—o ou € finita ou é nao numeravel.
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11.

12.
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Complete a demonstarcao do Lema 1.1.

Seja F uma algebra e sejam A, B € F, mostre que

ANBEF e A\BEF.

Sendo F uma algebra—o e {A;},. uma familia numerdvel de elementos de
F, mostre que

Aaer
=1

Utilize o exercicio 7 para mostrar que {z} € Bg, qualquer que seja z € R.
(Bg denota a algebra—o de Borel de R, cf. Defini¢ao 1.7.)

Seja Fy a familia dos subconjuntos de N que sao finitos ou que o seu comple-
mentar ¢é finito. Quer dizer,

A e Fy< Card (A) < oo ou Card (N'\ A) < oo,

(sendo Card (A) o nimero de elementos do conjunto A). Mostre que Fy é
uma algebra, mas nao é uma éalgebra—o.

Seja Gy a familia composta pelo conjunto vazio e por unioes finitas de elemen-
tos do conjunto

R ={(a,b] C(0,1]; 0<a<b<1}.

Mostre que Gy é uma algebra sobre o intervalo (0, 1], mas nao é uma algebra—o.

Seja ® uma familia de algebras. Suponhamos que ® é uma cadeia no sen-
tido da teoria de conjuntos, ou seja ® ¢ totalmente ordenada com respeito a
inclusao. i.e.

VF,Ged, FCGouFCG.

U r

Fed

Mostre que

¢ uma algebra.

Seja U a familia dos subconjuntos unitarios de N. Quer dizer,
U={{n};neN}.

Descreva tanto a dlgebra como a algebra—o geradas por &. Comparar com a
algebra do exercicio 9.
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13.

(cf. Exercicio 10).) Sendo

k
D_{(Qg}gmﬂhneNAk_Lmaﬁ,

mostre que R C o [D] e conclua que o [D] = o [R].

Nos exercicios 14 ao 23, o conjunto de base é {0, 1}N (cf. Definicao 1.9). F, é a
algebra—o definida por (1.8) (cf. Proposi¢ao 1.7) e Fy e a definida por (1.9) (cf.
Defini¢ao 1.12). A fungao T, foi definida em (1.10) (cf. Definigao 1.10).

14.
15.

16.

17.

18.

19.

Demonstre as afirmacoes da Proposicao 1.7.

Seja {Fn},en 2 filtracao natural do espago mensurdvel ({0, Y ,.7-"00> . Mostre

que |J;~, F, ndo é uma édlgebra—o. Quer dizer,

&%Ga. (1.10)

Mostre que os subconjuntos unitarios de {0, 1}N pertencem a F.. i.e.

Vwe {0,1}, {w} e Fu.
Sendo ¢ € {0, 1}N e I C N fixos, mostre que
A&[: {wG{O,l}N;wi:&,Viel} EFOO.

Este exercicio generaliza o exercicio 16, ja que A¢n = {{}.

Mostre que a familia
{Ag,l c {01}V ¢e{0,1}", IC N},

onde A¢; sao os subconjuntos definidos no exercicio 17, nao é uma algebra
(inclusive aumentando o conjunto vazio). Mas, demonstre que

f&=:0[{A51§{OJ}N;ge{OJ}N,Ic:N}}.

Consideremos a familia de subconjuntos unitarios,

S, = {{a@-g 01" we ﬂll}N}. (1.11)

Qual é a algebra—o gerada por S,?
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Sendo n € N fixo, mostre que T,, é F,,—mensuraveis, para todo m > n, mas
nao o é para m < n.

(cf. Exemplo 1.3.) Mostre que para todo n € N,

Fo=0[T,].

Mostre que num jogo no qual ganha-se ou perde-se 1€ em cada, o capital que
ganhamos ou perdemos depois de n partidas é uma funcao JF,,—mensuravel.

O conjunto de chegada é {—n, ..., —1,0, 1, ...,n} (sem a fungao ser sobrejetiva),
com a algebra—o das partes. Encontre a imagem propriamente dita.

Imaginemos entrar no jogo do exercicio 22 com um capital del€ e jogar até o
capital esgotar (supondo que a casa nunca fecha e que nés temos a eternidade
para jogar). Mostre que o numero de partidas que jogamos até ficar sem
capital é uma funcao F, —mensuravel.

O conjunto de chegada é NU{oo}, com a dlgebra—o das suas partes. Encontre
a imagem propriamente dita.

Imaginemos que saimos do jogo do exercicio 22 depois da primeira vez que
perdemos. Mostre que a variavel que regista o niimero de vezes que ganhamos
antes de sair é F,,—mensuravel.

Sendo X = {1,2,3} e F = {0,{1},{2,3},{1,2,3}}, mostre que a funcao
f)=fB)=1y [f(2)=0

nao é mensuravel.

Sendo X = {0,1,2,3} e F = {0,{0,2},{1,3}, X}, encontrar todas as fungoes
mensuraveis de X em {0, 1}.

Seja F como no exercicio 26 e G = {0,{0,1},{2,3}, X}. Encontrar todas as
aplicagoes de X em si mesmo, F/G—mensuraveis.

Sejam F e G duas algebras—o sobre um conjunto X qualquer. Mostre que a
funcao
idy(x) =z, Ve e X

é F/G—mensuravel se e s6 se G C F.

Sejam (X, F) e (Y,G) dois espagos mensuraveis. Demonstre as afirmagoes
seguintes.

(a) Se F =P (X), toda fungao f: X — Y é P (X) /G—mensurdvel.
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(b) Se G = {0,Y}, toda funcao f: X — Y é F/{0,Y} —mensurdvel.

(c) Para toda algebra—o F' O F e toda algebra—o G' C G, se
f: X—=Y

é F/G—mensuravel, entdao, f é também F'/G'—mensuravel.

(d) Toda fungao f : X — Y, constante (i.e. f(x) = ¢, para todo = €
X, sendo ¢ € Y fixo), é F/G—mensurdvel, quaisquer que sejam as
algebras—o F e G de X e Y, respetivamente.

30. Seja (X, F) um espago mensurdvel qualquer. Mostre que para todo A C X,
A é mensuravel (A € F) se e 86 se a fungao caracteristica y4 (cf. Definigao
1.3) é mensurével.

31. Demonstre o Lema 1.4.



Capitulo 2

Medidas

2.1 Medida

Definicao 2.1. Dado um espac¢o mensuravel (X, F), uma medida sobre F (ou
mais explicitamente, uma medida sobre (X, F)) é uma aplicagao

pF >R (@Jr:[(),oo])

tal que
1. Nulidade do vazio: () =0,
2. Aditividade numerdvel para conjuntos disjuntos:

Se {A;},cn ¢ uma familia numeravel de elementos de F, disjuntos dois a dois

(ie. Vi #j,A;NA; =0), entao

(04) S o

Observacao. Esta definicao é extremamente geral e nao é muito satisfatoria em
certos contextos. Normalmente, as medidas sobre conjuntos con estruturas matema-
ticas ricas (como por exemplo as medidas de Radon) verificam outras propriedades
para além das enunciadas acima, de forma a fazer o casamento com a estrutura do
conjunto de base. Neste livro vamos considerar unicamente medidas gerais, mas
que verificam a propriedade da Definicao 2.2 mais a frente.
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Propriedades imediatas

Proposicao 2.1. Toda medida p, sobre um espago (X, F), verifica as seguintes

propriedades.

1. Aditividade para conjuntos disjuntos: VA, B € F tais que AN B = (),

p(AUB) =p(A)+pu(B).
2. Monotonia: VA, B € F. Se A C B, entao
0 (A) < (B).

3. Regra geral de aditividade: ¥V A, B € F,

p(AUB) + (AN B) = p(A) + 1 (B).

4. Subaditividade finita: VA, B € F,

p(AUB) < pu(A)+p(B).

(2.2)

(2.4)

Demonstracao. Vamos mostrar unicamente a alinha 3, ficando as outras trés a

cargo do leitor. (cf. Exercicio 1.)

Note que A\ B, B\ A e AN B sao disjuntos dois a dois e, além disso,
AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB).

Logo,
p(AUB) = p(A\B)+p(B\A)+p(ANB).

Da mesma forma,
A=(A\B)U(ANB) e B=(B\A)U((ANB).

Entao,

p(A)=p(A\B)+p(ANB) e pu(B)=p(B\A)+pu(ANB).

Somando estas duas igualdades termo a termo, obtemos
§(A) +p(B) = [1(A\ B) +u(B\ A) + u(AN B)] + u (AN B).

substituindo (2.5) em (2.6), obtemos (2.3). :-)

(2.5)

(2.6)
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Medidas o—finitas

Definigao 2.2. Uma medida pu, sobre um espago (X, F), chama-se oc—finita se
existir uma familia numeravel {X;},.y € F (que podemos assumir crescente), tal
que

VieN, u(X;)<oo e |[JXi=X
=1

Observagao. Se restringirmos o dominio de uma medida o—finita © a uma sub-
dlgebra—o de F, a medida resultante pode deixar de ser o—finita (Exercicio 2).
Apesar desta patologia, esta propriedade é fundamental para demonstrar a unici-
dade da medida obtida pelo processo de extensao de Carathéodory. (cf. Teorema
2.1 e Proposigao 2.6, mais a frente.)

Definigao 2.3. O tripleto (X, F, i), formado por um conjunto X, uma algebra—o
F sobre X e uma medida sobre o espago mensuravel (X, F), chama-se espago de
medida.

Se para além disso p (X) = 1, dizemos que p é uma probabilidade ou medida
de probabilidade. Nesse caso, (X, F, 1) chama-se espago de probabilidade ou
espaco probabilistico (X, F, ).

Tradicionalmente, um espago de probabilidade genérico, denota-se por (2, F,P),
em vez de (X, F,u). Os subconjuntos de 2, pertencentes a F, chamam-se even-
tos.

Exercicio. Consideremos a particao do conjunto N pela relagao de equivaléncia
mddulo 3. i.e. para todo a,b € N, a ~ b se e s6 se 3 for um divisor de |a — b|.
Encontre a medida de probabilidade P, sobre a dlgebra—o gerada pela particao
{6, 1, 5}, que toma os valores

P@z%eP@:é

Solugdo. Sendo {0,1,2} uma parti¢io em trés partes, a dlgebra—o gerada por
esta particao, que vamos denotar Ps, tem sé oito elementos e podemos a escrever
por extenso.

Py =ol{0,1,2}] = {0,0,1,2, 00T, 002, TUZ, N}

Para definir uma medida sobre P3, basta estipular o seu valor nos “4tomos” (i.e. nos
elementos da particao). Nos outros elementos de P3, a medida serd simplesmente
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a soma dos valores dos dtomos que conformam o conjunto. e.g.
P(OUT)=P(0)+P(1).

Foram dados os valores em duas das trés partes. Sendo P uma medida de probabi-
lidade, que dizer que P (N) =1, e como

P(N)=P(0)+P(1)+P(2),

entao

PO)=1-P(1)-P(2)=1-

W
=
Il
N | —
|
N—

Exemplos

(a) A medida de contagem dos subconjuntos de N é uma medida o—finita sobre o
espaco mensuravel (N, P (N)).

(b) Estudaremos mais a frente (cf. Teorema 2.2) a medida de “comprimento” sobre
os nimeros reais. (O Teorema 2.2 trata sé do intervalo (0, 1], mas o raciocinio para
a reta toda é o mesmo). A medida de comprimento é uma medida definida sobre
Bgr (os borelianos de R), sendo a medida de qualquer intervalo, o comprimento do
mesmo.

Note que o facto de decidir (arbitrariamente) o valor da medida sobre os intervalos,
nao garante que de facto existe uma medida com essa caracteristica (a medida
dos intervalos é o seu comprimento). Para além disso, mesmo existindo uma tal
medida, ainda temos de garantir que nao ha mais do que uma, pois estamos a definir
a medida unicamente através do seu valor nos intervalos. Noutras palabras, serd
que conhecendo o valor da medida sobre os intervalos é suficiente para extender a
definicao de maneira tnica a todos os borelianos. A resposta é afirmativa, como
mostraremos no Teorema 2.2, que por sua vez baseia-se no teorema de Carathéodory
(cf. Teorema 2.1).

(¢) A medida “produto” P% sobre as sucessoes de Bernoulli é a medida definida
sobre Fu, (cf. Definigdo 1.12). Nela, a medida de um feixe A¢, com & € {0,1}", é
27", De forma semelhante ao que acontece no exemplo anterior, temos de provar
que uma tal medida existe. (cf. Teorema 2.3.)
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2.2 Transporte de medidas

2.2.1 Medida imagem

Lema 2.1. Sendo (X, F,u) um espago de medida, (Y,G) um espaco mensurdvel e
f: X =Y uma funcio F/G—mensurdvel, a fun¢do

AeG—pu(f(A). (2.7)

¢ uma medida sobre o espago mensurdvel (Y, G).

Demonstragao. Como f~! () = 0, entao v (0) = u (f~1 (D)) = 0. Por outro lado,
seja {A;},cy C G, disjuntos dois a dois (i.e. Vi # j, A; N A; = (), entao

F! (U Ai> = U FHA).

Para além disso, os conjuntos f~! (A;) sao disjuntos dois a dois. Por (2.1),

(0n) = (U2)

Definigao 2.4. A medida v, definida pela férmula (2.7) do Lema 2.1, chama-se
medida 1magem de ;o por f e denota-se fupu. i.e. Para todo A € G,

Fon(A) = (f7 (A)).

Exemplos

(a) Seja X uma urna com 16 bolas, com a medida de contagem. Se pintarmos
quatro bolas de azul, trés de vermelho, duas de verde e sete de amarelo, entao no
conjunto das cuatro cores, podemos atribuir a cada cor a medida igual ao nimero

de bolas com esa cor. i.e.
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v({azul}) = 4, v({vermelho}) = 3, v({verde}) =2, v({amarelo}) = 7.

(b) Seja X o “universo” de todas as pessoas deste planeta, dotado da medida de
contagem. Se fizermos corresponder a cada pessoa o animal do zodiaco chinese
correspondente ao ano do seu nascimento. O conjunto imagem é o conjunto dos
12 animais do zodiaco e a medida imagem ¢é a medida que associa a cada animal o
nimero de pessoas com ese signo.

Para sermos rigorosos, devemos dizer que a medida imagem associa a cada con-
junto unitario de um animal, o niimero de pessoas com ese signo. Mas tratando-se
de conjuntos finitos, como é o caso destes dois exemplos, é usual determinar a me-
dida através da funcao, sobre o conjunto de base, que a cada elemento associa a
medida do conjunto unitario contendo esse elemento.

(c) (cf. Teorema 2.4.) A aplicacdo, definida em (2.36),
o9 w,,
W (wi,wo, ) € {0,113 — ;2_" € [0,1]

transforma a medida de probabilidade P 1 sobre ({O, I}N,foo>, na medida de
comprimento sobre (0, 1]. i.e.

Inversamente, a aplicagao, definida em (2.37),

prr=Y e0,1] — (wiwn, ) € {0,1}"

transforma a medida A, sobre ([0, 1], B) na medida P%, sobre ({O, 1}N ,]-"oo>, ie.
QO#A = P%.

(Para os numeros diddicos, a representagao em série ndo ¢é tnica, cf. Nota 2.7.)

Nota 2.1. Esta “quase” bijegdo (¢/¢) apareceu no célebre artigo de Emile Bo-
rel [2], “Sur les probabilités dénombrables et leurs applications arithmétiques,” em
1909, pois esta relacionada com o teorema de Borel dos niimeros normais. Os nime-
ros normais sao aqueles que no seu desenvolvimento binario, tém, asimptéticamente
em média, tantos 1’s como 0’s. (cf. Defini¢ao 4.15.)

Segundo o teorema de Borel (cf. Teorema 4.8), com respeito a medida de com-
primento, quase todos os nimeros reais entre 0 e 1 sao normais. Este resultado é
uma consequéncia da lei forte dos grandes nimeros (cf. Teorema 4.7) e o facto que
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Este artigo passou a histéria como sendo o primeiro a aplicar a nocao de indepen-
déncia a objetos matematicos bem definidos.

Observacao. O conceito de medida imagem estd sempre presente na teoria da
medida e integracdo. Por exemplo na mudanga de varidvel de integragao. (cf.
Teorema 4.3.)

2.2.2 Medida invariante

Definicao 2.5. Seja f: X — X uma fun¢ao mensuravel dum espago de medida
(X, F,u) em si mesmo. Dizemos que p é invariante por f ou que f deixa p
invariante, se para todo A € F

i.e. pu é invariante por f, se fup = L.

Exemplos

(a) Seja (N,P(N),Card) o espago dos nimeors naturais, com a medida de con-
tagem. Qualquer funcao bijetiva de N em N deixa invariante a medida de conta-
gem.

(b) Sendo a € R fixo, a fun¢ao x — a+x deixa invariante a medida de comprimento
sobre (R, Bg). (cf. Exercicio 10.)

(c) O “shift” é a aplicacao
(w1, wa, w3, ...) € {0, 11 = (wa, wsy, ...) € {0,1}".

Esta fungao deixa invariante a medida de probabilidade P,, sobre ({0, I}N , .7-"00>,
qualquer que seja p € [0,1]. (cf. Teorema 2.3.)

Observacgao. O conceito de medida invariante é central na teoria ergddica. Mas
neste livro, nao exploramos esta vertente.

2.2.3 Medida preimagem

Defini¢ao 2.6. Seja (Y,G,v) é um espaco de medida e f : X — Y uma fungao
definida sobre um conjunto cualquer X, a valores em Y. A medida preimagem
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de v é uma medida sobre o espago mensurdvel (X, o [f]), denotemos-lhe p, tal
que
V= fu.

Nota 2.2. A medida preimagem, se existir é unica. Mas, ao contrario da medida
imagem, a medida preimagem pode nao existir. A condigao necessaria e suficiente
para ela existir é dada pela proposicao seguinte.

Proposicao 2.2. A férmula
F7HA) = v (4)
define a medida preimagem sobre (X, o [f]), se e 86 se

VA,BEG, f1(A) =f1(B)=v(A) =v(B), (2.8)

Nota 2.3. A condigdo (2.8) estd garantida, por exemplo, se f for sobrejetiva.
Efetivamente, como

VACY, f(f1(4) = 4,

entao

VA BCY, f ' (A)=f"'(B)=A=B.

Portanto, no minimo para as fungoes sobrejetivas, podemos transportar a medida
do espago medido de chegada (Y, G, v), para o espago mensuravel (X, o [f]) de saida.
Note que a dlgebra—o do espaco de saida também é determinada por f.

2.3 Teoremas de convergéncia para conjuntos

Em toda esta seccao, (X, F, ) é um espago de medida fixo.
Unioes crescentes e limites
Lema 2.2. Seja {A;},oy uma familia crescente de conjuntos F—mensurdveis. En-

tao,

p (U Ai) = lim o (4;). (2.9)
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Demonstracao. Pondo Ay = (), consideramos a sucessao auxiliar definida por
A; == Ai\Aifl, ’l S N

Note que para todo i # j, AjN A} = (). Além disso,

Vn €N, OA;:An e D A = G Al (2.10)
=1

Por (2.1),

§ (U Aé) = p(A) = lim Y p(A) = lim 4 (U Aé) : (2.11)
i=1 i=1 i=1 i=1
Substituindo (2.10) em (2.11), obtemos (2.9). :-)

Observacao. O Lema 2.2 é uma versao rudimentar do teorema da convergéncia
mondtona. (cf. Teorema 4.2.)

Subaditividade numeravel

Lema 2.3. Para toda familia {A;} de conjuntos F—mensurdveis, temos

1€NY

1 (U A,-) < Z,u (A;). (2.12)

Demonstragdo. Como |J;_; A; é crescente em n, por (2.9) e (2.4), temos
1 (Ufh) = lim 4 ( Az-) < lim Y p(A) =) n(A). :-)
i=1 i=1 i=1 i=1
Intersecao decrescente de conjuntos

Lema 2.4. Seja {A;},cy uma familia decrescente de conjuntos F—mensurdveis.
Suponhamos que existe ig € N, tal que pu (A;,) < 0o. Entao,

H (ﬂ Ai) = legloﬂ (A;). (2.13)
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Demonstragao. Como A; C A;,, para todo ¢ > ig,
p(Aig) = (Aig \ A) + 1 (As) -
Pela mesma razao,
p(Ai,) =p (Aio \ ﬂ?iio Ai) + (ﬂi’im Ai)

= 1 (Ui, (Aig \ Ai)) + 1 (N2, Ai) -

Igualando estas duas expressoes e tomando o limite quando ¢ — oo,

1—00

1 (U (Aig \Ai)> +u (ﬂ Ai) = lim g (Aig \ Ai) + lim g (A;) (2.14)

=1 i=1ig

Por outro lado, observe que {4;, \ A;} ,», ¢ uma familia crescente, de conjuntos
F—mensuraveis. Por (2.9),

I (U (Aig \Az’)> = lm g (Aig \ Ai) -

=10

Como este valor ¢ finito (limitado por i (4,;,)), pode-se substrair de ambos os lados
da equagao (2.14), obtendo-se precisamente (2.13).

Nota 2.4. O Lema 2.4 nao é completamente simétrico com respeito ao Lema 2.2,
devido a condicao p (A4;,) < co. Podemos considerar este teorema como uma versao
rudimentar do teorema de convergéncia dominada (cf. Teorema 4.4) que é uno dos
resultados fundamentais da teoria da integracao.

A importancia e a natureza profunda da hipétese p (A;,) < 0o, pode-se apreciar no
seguinte exemplo.

Exemplo 2.1. Sendo i € N, pomos 4; = {j € N; j > i}. Todos estes conjuntos
tém um numero infinito de elementos. i.e. Para todo i € N, Card (4;) = oc.

Por outro lado (2, A; = 0 e portanto, Card (.2, 4;) = 0.
Definicao equivalente de medida
Aqui vamos demonstrar que a aditividade finita e a subaditividade numeravel ca-

racterizam as medidas. Este resultado serd invocado varias vezes nas secgoes se-
guintes.
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s . ~ =+
Lema 2.5. Dado um espago mensurdvel (X, F), uma aplica¢ao p: F — R € uma
medida se e so se se verificarem as trés condicoes sequintes.

1. Nulidade do vazio: u (0) =0,
2. Superaditividade finita: Para todo A, B € F, tal que AN B =), temos
W(AUB) > u(A)+ u(B). (2.15)

3. Subaditividade numeravel: Para todo {A;},. C F,

1 (U Az-) <D n(4). (2.16)

i=1

Demonstragao. Pela Definicao 2.1, a Proposicao 2.1 e o Lema 2.3, uma medida
verifica estas propriedades. Inversamente, para demonstrar que estas propriedades
caracterizam as medidas, devemos mostrar a aditividade numeravel, i.e. a validade

de (2.1) (cf. Definigao 2.1).

Gragas a (2.15), u é mondtona. i.e. Para todo A, B € F, tal que A C B,
i (A) < i (B). (2.17)

Agora, fixemos uma familia numerdvel {A;},_ de conjuntos F—mensurdveis, dis-
juntos dois a dois.

Por (2.15) (aplicada reiteradamente) e por (2.17), para todo n € N,

ZM(Az’) < <UA1> < <UA1>

Fazendo tender n — oo, obtemos

> n(A) <p (UAZ) .
i=1 i=1
A outra desigualdade é precisamente a hipdtese (2.16). :-)

2.4 Medidas a partir de premedidas

2.4.1 Premedidas

Definicao 2.7. Seja Fy uma algebra sobre um conjunto X. Uma aplicagao
Lo : Fo — R" 6 uma premedida se se cumplirem as seguintes propriedades.
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1. Nulidade do vazio:
pio (0) = 0.
2. Aditividade numerdvel:

Seja {A;},cny € Fo, disjuntos dois a dois (i.e. Vi # j, A;NA; =0).

Se U AZ c fo, entao Mo <U Al> = ZMO (Az) . (218)
i=1 i=1 i=1

Nota 2.5. A tnica diferenca entre uma medida e uma premedida é a estrutura do
dominio. Por esta razao, a equacao (2.18) verifica-se sob a condigao (o, A; € Fo.
De facto sem essa condi¢ao po (-, 4i) poderia nao ter sentido.

Portanto, as premedidas verificam as mesmas propriedades das medidas, sempre
e quando as expressoes involucradas tenham sentido. Em particular e para uma
referéncia expedita vamos reformular o Lema 2.5 e dar a versao adaptada ao con-
texto das premedidas. A demonstragao é igual a demonstragao do Lema 2.5 e é

omissa.

. , / —
Lema 2.6. Sejam X um conjunto e Fy uma dlgebra sobre X . po : Fo — R € uma
premedida se e $0 se se verificarem as trés condigoes sequintes.

1. Nulidade do vazio:
o (0) = 0. (2.19)

2. Superditividade finita: Para todo A, B € Fy, tal que AN B = (),

po (AU B) = o (A) + o (B) - (2.20)

3. Subaditividade numeravel: Para todo {A;},.y € Fo, para todo A € Fy,
tal que A C U=, Ai,

po (A) < ZMO (A:) - (2.21)

Definicao 2.8. Uma premedida p sobre uma &algebra F; chama-se o—finita, se
existir uma familia numeravel {X;},. € Fo tal que

VieN, m(X;)<oo e |JXi=X

Observacao. A importancia das premedidas radica no facto que, usualmente,
as medidas sao descritas primeiro e de forma explicita sobre dlgebras e s6 depois,
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gragas ao teorema de Carathéodory (cf. Teorema 2.1), sdo estendidas de maneira
tnica (quando a premedida é o—finita) a algebra—o gerada pela dlgebra onde a
premedida esta definida originalmente. Os dois grandes exemplos que acompanham
a exposigao da matéria, a medida de Lebesgue (comprimento) sobre R (cf. Teorema
2.2) e as medidas produto P,, p € (0,1), sobre {0, 1}N (cf. Teorema 2.3) sdo prova
disso.

Teorema 2.1. (Carathéodory) Seja Fy uma dlgebra sobre um conjunto X e pg :
Fo — R" uma premedida o— finita. Eriste uma unica medida sobre o espaco men-
surdvel (X, o [Fo]), que denotaremos p, tal que

VA € Fo, n(A) = po (A) . (2.22)

Nota 2.6. A demonstracao deste teorema fundamental é algo técnica e necessita
de novos conceitos, que serao apresentados nas seccoes 2.5 e 2.6. Por enquanto,
vamos nos concentrar na igualmente importante tarefa de aplicar este teorema para
demonstrar a existéncia das duas medidas que acompanham o nosso discurso: A
medida de Lebesgue (comprimento) sobre (0,1] e as medidas produto sobre as
sucessoes de Bernoulli. Fica a demonstragao do Teorema 2.1 para ser desenvolvida
em duas partes, a existéncia na Secgao 2.5 (cf. Proposi¢ao 2.4) e a unicidade na
Secgao 2.6 (cf. Proposicao 2.6).

2.4.2 Medida de Comprimento sobre (0, 1]

Teorema 2.2. (Lebesgue) Eriste uma tinica medida sobre ((0,1],By)), que de-
notaremos A, tal que para todo intervalo (a,b], 0 < a <b<1,

A((a,b]) =b—a. (2.23)

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1, basta mostrar a existéncia de uma premedida
que verifique (2.23), definida sobre uma &lgebra cuja dlgebra—o envelope sejam os
Borelianos de (0,1]. A demonstragao serd feita em varios passos.

Passo 1. Vamos primeiro determinar a algebra JFy. Para isto, consideramos a
familia dos conjuntos obtidos como unioes dum nimero finito de intervalos semi-
abertos (a,b], 0 < a < b < 1, disjuntos e separados, incluindo também o conjunto
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vazio. i.e. Fy é a familia composta pelos conjuntos da forma
(al, bl] U (CLQ, bg] U..u (Clrm bn]

sendon € N qualquer e 0 < a; < by < ag <by < ...<a, <b, <1, eovazio. (No
Exercicio 4, pede-se para demonstrar que Fy é de facto uma élgebra.)

Para além disso, observe que para todo A € Fy, A # 0, a representacao de A
como unido de intervalos disjuntos e separados é tnica (cf. Exercicio 5). Quer
dizer, para todo A € Fy, A # (), existe um tnico n € N e uma sequéncia de
nimeros 0 < a1 < by < ay < by < ... < a, < b, <1, estrictamente crescente, de
comprimento 2n, unica, tal que

A= ((11, bl] U (CLQ, bg] Uu..u ((ln, bn] . (224)

Os intervalos (disjuntos e separados), (a;, b;], i = 1,2, ...,n, que intervém em (2.24),
chamam-se componentes de A.

Passo 2. Agora vamos definir a premedida sobre Fy. Tendo em conta (2.23), a
escolha é evidente. Para todo A = (ay,b1] U (az, bo] U ... U (an, b,] € Fo,

)\0 (A) :bl—a1+b2—a2—|—...—|—bn—an, (225)

Se A = (), pomos A\g (#) = 0.

Mostremos agora que a fun¢ao \g, definida por (2.25) é de facto uma premedida
sobre Fy. Segundo o Lema 2.6, para além da nulidade do vazio, temos de pro-
var:

2. Superaditividade finita: Para todo A, B € Fy tal que AN B = (),
X (AUB) > Mo (A) + X (B). (2.26)

Demonstracao. Sejam A, B € Fy, tais que AN B = (). Em fun¢ao das suas
componentes respetivas, escrevemos

A = (Gl,bl] U (ag,bg] U...u (Gn, bn] s
B = (Cl,dl] U (Cz,dg] U...u (Cm,dm]

AUB = (elafl] U (627f2] u..u (erafT] )

onde 0 < a1 <by <ar<b<..<a,<b,<1,0<c<di <cy<dy<
e <dp<lel<e < fi<e<fo<. <e < f <1, sendo
r<n-4+m.
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Cada componente de AUB, i.e. cada intervalo (e;, f;], i = 1,2,...,r, é a uniao
de um ou véarios intervalos disjuntos, mas adjacentes, pertencentes tanto as
componentes de A como as de B.

Portanto, para mostrar (2.26), basta ver que dados trés nimeros quaisquer
0<a<b<c<l,

)\O ((a’ b] U (b7 C]) = )‘O ((CL, b]) + )\0 ((b7 C]) ,

o qual é evidente.

. Subaditividade numerdvel: Seja {A;},.y € Fo e seja A € Fo, tal que A C
U;2, Ai. Devemos mostrar que

fo (A) < Z fo (Ai) -

Demonstracao. Podemos assumir, sem pérda de geralidade, que os conjuntos
A; sao (eles proprios) intervalos semiabertos e que A é um intervalo semia-
berto, digamos que

Ai = (aia bl] € ((l, b] - (ah bl] ;

(G

1

(2

onde a,a; € [0,1), e b,b; € (0,1], i = 1,2,.... Agora, o nosso problema
reduz-se a mostrar

Utilizaremos a compacidade dos intervalos fechados e limitados. Para isto,
fixamos 0 < € < b — a e consideramos os seguintes conjuntos e suas inclusoes:

o+ €8] C (a,b] = | J(a;, b)) €

=1 %

s

(ai, bi + 25) . (2.28)
1

Note que (ai, b; + %), i =1,2,... 6 um recobrimento aberto de [a + €,b], que
é compacto, por ser um intervalo fechado e limitado. Gracgas a compacidade,
existe ng € N tal que

a+et (ai,bi + 2£> . (2.29)
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a m icar m am inclusa m riam
Nao podemos aplicar \y em ambos os lados desta inclusao como gostariamos,
pois estes intervalos nao pertencem a Fy. Por esta razao, consideramos as
seguintes inclusoes.

(a+€b] Cla+e,b §©<ai,bi+;>F‘I(O,l]QU(ai,bi—ki} N (0,1].

Aplicando Ay em (2.29), pela monotonia de A\g (cf. Exercicio 6),

no

o ((a+e,0]) < Ao (U (a bi + 23] N (o, 1]) .

i=1

Por (2.25) e a subaditivade finita (cf. Exercicio 6),

b—a—egnzobi—i-%—aige—l—ibi—ai.
i=1 i=1

Como € é arbitrario, a desigualdade (2.27) fica estabelecida.

Sendo Ay uma premedida finita, pelo Teorema 2.1, existe uma medida tnica, de-
finida sobre ((0, 1], o [Fo]), que denotaremos A. Por construcao, A verifica (2.23).

Passo 3. 56 falta ver que
o [JT"Q] = 3(071].

Com efeito, para todo 0 < a < b <1,

X 1
(Cl,b] = m (a,b—i— E) € B(O,l}

n=1

Por outro lado,
[o.¢] 1
b) = b— — Fol -
(a,b) n|_1| <a, n] € o [Fo]

Como Q é numeravel e Q N (0, 1] é denso em (0, 1], todo aberto de (0,1] é uniao
numeravel de intervalos abertos. Portanto, os intervalos abertos geram a algebra—o
de Borel. (cf. Lema 2.7.)

Desta forma, a demonstragao do Teorema 2.2 fica completa. :-)

Observagao. Veremos mais a frente (cf. Defini¢ao 2.16), que a medida A pode ser
estendida a uma algebra—o maior, contendo estritamente os Borelianos. A medida
A (estendida) conhece-se como medida de Lebesgue, em honor a Henri Lebesgue
quem pos a teoria da integracao sobre R em base firme em 1902, com a publicacao
da sua tese "Intégrale, longueur, aire” no Annali di Matematica, anterior ao teorema
de extensao de Carathéodory.
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Lema 2.7. Para todo A C (0,1], aberto, existe uma familia {A;},.;, J € N (nu-
merdvel ou finita), de intervalos abertos em (0,1], tal que para todo i # 7,

AnA;=0 e A=JA

icJ

Demonstragdao. Sendo A C (0, 1], um conjunto aberto, definimos uma relagao de
equivaléncia em A (cf. Exercicio 7), da forma seguinte

Va,be A, a~b se [min{a,b},max{a,b}] C A. (2.30)

Note que as classes de equivaléncia sao intervalos disjuntos, abertos em (0, 1]. (cf.
Exercicio 8.)

Denotando C o conjunto das classes de equivaléncia e T a classe de equivaléncia
que contem o ponto z € A, como T é aberto e Q N (0, 1] é denso em (0, 1], entao

TNQ # 0.

Portanto, a aplicacao
reANQ—zTel

é sobrejetiva. Sendo A N Q numerdvel, a imagem C é necessariamente numeravel
ou finita. Como C é uma particdo de A, A é a uniao disjunta, finita ou numeravel,
dos elementos de C. :-)

2.4.3 Probabilidade produto sobre {0,1}"
Sendo p € (0, 1), define-se

w({1)=p ¢ v({O)=1-p (2.31)

Claramente, (2.31) define uma probabilidade sobre ({0,1},P ({0,1})). Para sim-
plificar a notagao, escrevemos v, (1) e v, (0), em vez de v, ({1}) e v, ({0}), respeti-
vamente.

Teorema 2.3. Dado p € (0,1), existe uma tunica medida de probabilidad P, sobre
({0, 1Y ,.7-"00>, tal que para todo n € N, para todo § = (&1, &, ..., &) € {0,1}",

Py (Ag) = vy (&1) - 1p (€2) - oo - v (&) (2.32)

sendo Ag = {(W1,(A}2, ...) € {0, 1}N; w; =&,1=1,2, ,n} o feize das sucessoes de

Bernoulli que tém a parte inicial igual a (&1,&s, ..., &,). (cf. Definigao 1.11.)
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.1, basta exibir uma premedida com estas ca-
racteristicas, sobre uma algebra geradora de F,,. Vamos conseguir isto em varios

passos.

Passo 1. Sendo n fixo, para todo J C {0,1}", J # 0, define-se

Vo ()= D> (&) 1 (&) v (&) (2.33)
(€1.€2,-,6n)€J
pomos ademais v,, () = 0. Observe que v,, define uma probabilidade sobre

({0,1}",P ({0,1}")). (cf. Exercicio 11.)

A probabilidade v, ,, é a probabilidade produto sobre o espago ({0,1}", P ({0,1}")),
induzida por v,.

Pela Proposicao 1.7, para todo A € F,,, existe um unico J C {0,1}", tal que

A=A (2.34)
fed

(Por convengao, a unido sobre o conjunto vazio é igual ao conjunto vazio.)

Para todo A € F,,, poe-se
Ppn (A) = vpn (J),

onde J ¢ o 1nico conjunto verificando (2.34).

Note que P,,, é a medida preimagem de v,,, pela funcao sobrejetiva T,, (cf. Defi-
nigao 1.10). i.e.

(cf. Proposigao 2.2 e Nota 2.3.)

Note também que P, ,, verifica (2.32), para todo & = (&1, &, ..., &) € {0,1}". Mas
a diferenga do Teorema 2.3, aqui n é fixo.

Passo 2. De seguida, vamos estabelecer a compatibilidade de {P,,}, . ie.
vamos ver que para todo n € N, para todo A € F,,,
Ppni1(A) =P, (A). (2.35)

De facto, pela Proposi¢ao 1.7, para todo A € F,, existe um tnico J C {0,1}", tal

A=A

fed

que

Para cada £ = (&1, ...,&,) € J, poe-se
50:(517--'757’“0) S 61:<§17---a§n71)‘
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Como &% e €' € {0, 1}, Ago e Agr € Fpqq. Portanto,

UA&O e UAgl S JT';-H_l.

ged ceJ

Para além disso, A¢ = Ago U Aa. Entao,

A={J (A0 UAn) = (U A§o> U (U Ag) € Foir-

¢eJ ceJ ceJ
Logo,
Ppni1 (A) = Ppoi1 <U A§o> +Ppoit (U Agl)
geJ geJ

= Z (Wp (&) - o v (&) 1 (0) + 1 (§1) - o 1 (&n) - 1 (1))
fed

= Zyp (&) oo vp (&) - (1 (0) + 1 (1))
fed

=Ppn(4),

ja que v, (0) + v, (1) = 1. (cf. (2.31).)

Passo 3. Agora vamos definir a premedida sobre |J,—, F,,, que é uma &lgebra
(cf. Exercicio 11 do Capitulo 1) e além disso, gera Fo, (cf. Definigao 1.12).

Por (2.35), a aplicagao

Ae|JF. =P, (A)=Pi(A), se A Fy

n=1
estd bem definida.

Como P, ¢ uma probabilidade, qualquer que seja n € N, Fp verifica (2.15). Pelo
Lema 2.6, s6 fica por demonstrar (2.21).

Em Topologia, o classico teorema de Tychonoff estabelece que o produto Cartesiano
de espacos topoldgicos compactos é compacto com respeito a topologia produto.
Sendo {0, 1}N o produto Cartesiano de uma quantidade numeréavel de copias do
espaco compacto {0,1}, {0, 1} é compacto com respeito & topologia produto.

Observe que todos os elmentos de | J)~ | F,, sdo abertos e ao mesmo tempo fechados
e por tanto compactos na topologia produto. ({0, 1}N, com a topologia produto, é
completamente disconexo.)
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Seja {A;},en S U Fre A e U, Fa, tal que
Ac|JAie R
=1

Sendo A compacto e {4;; i € N} um recobrimento de A com abertos, existe r € N,

AC LTJ A;.
i=1

Para cadai=1,..r, A; € F,,, para algim n; € N, os conjuntos A, Ay, Ay, ...,, A, €

tal que

Fn, sendo N = max {ny, ng, ..., n, }.
Como P, x é uma probabilidade e portanto verifica (2.4),

P, (A) = E:PPN }:f> E;E:i;@&).;—)

Isomorphismo entre <{0, 1}N,]-"OO,P%> e ([0,1],B,))

Quando as probabilidades de 0 e de 1 s@o iguais (i.e. p = 1/2), os espagos
({O, 1}N , Foo,s P%> e ([0,1],B,)\) sao isomorphos no sentido da teoria da medida,

quer dizer que existem duas fungoes entre {0, 1}N e [0,1], uma em cada sentido,
mensuraveis, tal que transformam a medida do um na medida do outro. Estas
duas funcgoes sao na realidade, e como é de esperar, inversas uma da outra, mas
a condicao de restringir o dominio de uma delas a um subconjunto de medida 1.
Explicitamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4. A aplicacdo
00 W,
¥ (wi,wy, ) € {0, — g;;-gg € [0,1] (2.36)

transforma a medida Py, sobre <{0 1 F ) na medida X\, sobre ([0,1],B). i.e.

YuP1 =\

Inversamente, a aplicacao

ZEI%%- — (wi,ws, ) € {0,1}" (2.37)

n=1
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transforma a medida A, sobre ([0,1],B) na medida P%, sobre ({O, 1}N,.7:oo>, i.e.

pur =P

Nota 2.7. Para que ¢, em (2.37), esteja bem definida, a representacao de x € [0, 1]
em série de poténcias de 1/2 deveria ser unica. Mas a representac¢do nao ¢é inica para
os numeros diadicos diferentes de 0 e de 1, quer dizer os ntimeros da forma

k

o ke{l,2, ..,2" =1}, neN,
ja que para representar estes nimeros existem exatamente duas séries. Por exem-
plo,

Para que a fungao ¢ fique bem definida, quando temos um ntimero diddico, diferente
de 0, escolhemos a série que termina com 1’s, quer dizer, a série que é sempre 1 a
partir de certa posicdo. (A escolha ndo tem relevancia neste contexto, podiamos
ter escolhido a série que termina em 0’s.)

Demonstracao. Basta observar que para qualquer intervalo diadico

k k+1
—, + , ke{0,1,2,...,2" =1}, neN
2n " 2n
Ek+1
¢—1([2—n> on :|>_A€a
sendo £ = (&1, ..., &,) o desenvolvimento de k em base 2. i.e.

k=& 2"+ 246

Por outro lado, dado qualquer feixe A, (as sucessoes com parte inicial fixa, igual a
&= (&,..,&) € {0,1}", cf.Defini¢ao 1.11), entao,

o (Ae) = (Z%a 27+Z%]
i=1 i=1
ou
1 1
(0= o, 5]
se £ =(0,...,0) € {0,1}".
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Como

p

>

D=

(ot 55])) ==z =a (e 57)).

(|

e como os intervalos diddicos geram os borelianos (cf. Exercicio ??), o teorema esté

=P

1 (Ae)

1
on
demonstrado. :-)

2.5 Medida exterior

Nesta seccao vamos introduzir o conceito de “medida exterior,” o qual tem muitas
applicacoes na analise fina de fungoes. Mas o intuito principal neste contexto é de
demonstrar a primeira parte do Teorema 2.1, ou seja a existéncia de uma medida
que estende uma premedida dada. (cf. Proposicao 2.4.)

Definicao 2.9. Uma medida exterior, sobre os subconjuntos de X, é uma

funcao

U:P(X)—> R

que verifica as seguintes propriedades.
1. Nulidade do vazio: V¥ (()) =0,

2. Monotonia: Se A C B C X, entao

U (A) < VU (B). (2.38)

3. Subaditividade numerdvel: Para todo {4;},. € P (X),

v (G Ai> < iqf (A;). (2.39)

i=1
Exemplos

(a) Seja X um conjunto qualquer, a fungao ¥, (A) = 0, para todo A C X é uma
medida exterior sobre P (X).

(b) A funcao ¥, (A) = 1, para todo A # (), é uma medida exterior sobre P (X)
(com ¥ (P) = 0). Também podemos escrever como ¥y (A) =1 — xyp; (A).
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(¢c) Sendo A C N x N, a fungao
U (A)=Card({n e N;dm e N, (n,m) € A})
¢ uma medida exterior sobre P (N x N).

Observagao. As medidas verificam estas trés propriedades (cf. Defini¢ao 2.1,
Proposigao 2.1, Lema 2.3) mas o dominio das medidas é, em geral, mais restrito.
Para apreciar a independéncia desta nocao com respeito as medidas, nenhum dos
exemplos anteriores é uma medida (exceto o primeiro!).

Definicao 2.10. Seja ¥ uma medida exterior e A C X. Diz-se que o conjunto A
¢ V—mensurdvel se

VECX, VW(ENA)+V(ENAY) <V (F). (2.40)
A familia dos conjuntos W—mensuraveis é denotada Fy. i.e.

Fo={ACX,VECX, U(ENA)+T(ENA)<T(E)} (2.41)

Nota 2.8. A € Fy se e s6 se A° € Fy. Para além disso, ) € Fy e X € Fy. De
forma mais geral, temos o seguite resultado, cuja demonstracao fica como exercicio.
(cf. Exercicio 13.)

Proposicao 2.3. Seja ¥ uma medida exterior e A C X.

Se W(A) =0, entdao A € Fy.

Exemplos

(a) Seja X um conjunto qualquer e ¥y (A) = 0. Entao Fy, = P (X).
(b) Sendo ¥y (A) =1 — xgy (4), entao Fy, = {0, X}.
(c) Seja U(A) = Card({n e N;dm e N, (n,m) € A}), sendo A C N x N. En-
tao
Fo={J xN; JCN}.
O resultado principal desta seccao é o seguinte teorema.

Teorema 2.5. Seja ¥ uma medida exterior. Entao, Fy € uma dlgebra—o sobre X
e V|x, € uma medida sobre (X, Fy). (V|r, ¢ a restricao de ¥ a Fy.)
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Demonstragao. Por ser necessario na demonstragao da primeira parte (Fy é uma
algebra—o), vamos provar primeiro a segunda afirmagao, na versao seguinte:

Passo 1. Se F C Fy é uma algebra—o, entao ¥|x é uma medida sobre (X, F).

Para isto, temos de verificar as trés propriedades do Lema 2.5. A primeira e a
terceira resultam diretamente da Definicao 2.9. A segunda, i.e. a igualdade (2.15),
é consequéncia do seguinte facto, um pouco mais geral.

Para todo A € Fy, para todo B C A° e todo E C X,
V(EN(AUB)) >V (ENA)+VY(ENDB). (2.42)

Com efeito, como A € Fy, tomando E'N (AU B) como conjunto “teste” em (2.40),
temos

V(EN(AUB))>VY(EN(AUB)NA)+V(EN(AUB)NA°). (2.43)

Claramente, (AU B)NA = Aecomo B C A° entao (AU B)NA® = B. Substituindo
estas igualdades em (2.43), obtemos (2.42).

Observacao. Unicamente assumimos que A € Fy, mas nao é necessario supor
que B € Fy.

Para demonstrar a primeira parte do Teorema 2.5, i.e. Fy ¢ uma algebra—o, vamos
primeiro provar que Fy ¢ uma &algebra. Sé no Passo 3 é que vamos estabelecer a
estabilidade de Fy por uniao numeravel crescente. Uma vez que hajamos mos-
trado que Fy é uma algebra—o, a demonstracao do Teorema 2.5 estarda completa,
pois, pelo Passo 1, a medida exterior W, restringida a Fg é automaticamente uma
medida.

Passo 2. Fy é uma algebra.

Claramente, os conjuntos () e X verificam (2.40), logo § e X pertencem a Fy.
Ademais, como a Definicao 2.9 é simétrica com respeito a complementacao, temos
que A € Fy se e 86 se A € Fy.

Para mostrar que Fy € estavel por uniao finita, fixemos dois conjuntos A, B € Fy.
Segundo (2.40) (cf. Definigao 2.10), temos de mostrar que

UV(EN(AUB))+ Y (EN(AUB)) <V (FE). (2.44)
qualquer que seja F C X.

Como B € Fy, aplicando (2.40) a B, com cada um dos subconjuntos ENA e ENA°
como conjuntos “teste”, obtemos

U(ENANB)+ V¥ (ENANBY) < U (ENA) (2.45)
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V(ENANB)+V(ENA°NBY) <V (ENAY. (2.46)

Somando os lados correspondentes de (2.45) e (2.46) e aplicando (2.40) a soma do
lado direito (lembre-se que A € Fy), obtemos

V(ENANB)+VY(ENANB)+V(ENANB)+ ¥ (ENA°NBY) <V (E).
Por (2.39), tendo em conta que (AN B)U(AN B°)U(A°N B) = AUB, temos
UV(EN(AUB)) <V (ENANB)+V(ENANDB)+ ¥ (ENA°NDB).
Somando am ambos os lados ¥ (£ N A° N B°) e utilizando (2.47), obtemos (2.44).

Passo 3. Para provar que Fy é uma algebra—o, sé falta estabelecer a alinha
4 da Definicao 1.5. Para isto, fixamos uma familia crescente {4;},.y € Fu €
definimos

Bi:Ai\Ai—la 1 €N, A():@

Como Fy é uma algebra (cf. Passo 2), entao para todo A, B € Fy, ANB € Fy e
A\ B € Fy. (cf. Exercicio 6 do Capitulo 1.)

Portanto, para todo ¢ € N, B; € Fy. Para além disso, os conjuntos B; sao disjuntos
dois a dois e

O (Vn €N).

Aplicando a férmula (2.42) do Passo 1 inductivamente, qualquer que seja £ C X,
para todo n € N, temos

U(ENA,) (EﬂUB)ZZn:\II(EﬂBi).

=1

Mas como A,, € Fy, por (2.40), temos

\II(E)z\IJ(EﬁAn)+\I/(EﬂA§)zzn:\I/(EﬂBi)Jr\If(EmA;).

=1

Fazendo tender n — oo, como AS N\, (U7, 4,)°, por (2.38),

f: U (ENB) qf(Em<DAn)>. (2.48)
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Como . .
U An = U Bi)
n=1 i=1
por (2.39)
T (Em UAn> <> U(ENB).
n=1 i=1

Somando ¥ (EN (U;—, A,)°) em ambos os lados e aplicando (2.48), obtemos

\p(m[‘jA> w(m ([‘p)) <w(m).

Portanto, | J;-; A; € Fy. Aqui termina a demonstragao do Teorema 2.5. :-)

Observagao. A notagao “Fy” (semelhante as dlgebras—o), utilizada para o con-
junto definido em (2.41), estd justificada pelo Teorema 2.5. Mas note a inversao de
papeis (de certo modo). Em quanto que as medidas sao definidas sobre dlgebras—o,
Fy ¢é definida em fungao de uma medida exterior e so apds estabelecer o Teorema
2.5, temos as coisas direitas, uma medida sobre uma algebra—o.

2.6 Construcao de medidas

A finalidade desta seccao é provar a existéncia da extensao de que fala o Teorema
2.1. Para isto, vamos construir uma medida exterior, denotada u*, que estende a
premedida dada, digamos p, a todos os subconjuntos de X. De seguida restringi-
remos esta medida exterior a algebra—o gerada por JFj, nao sem antes mostrar que
os elementos de Fy sdo p*—mensuraveis e portanto o [Fy| € F,-. A conclusao final
é consequéncia do Teorema 2.5.

Notagao. Ao longo desta seccao manteremos fixos um conjunto X, uma algebra

: =+ : .
Fo sobre X e uma premedida py @ Fg — R, e referir-nos-emos a eles sem mais
apresentacoes.

Definicao 2.11. Para todo A C X definimos

n=1

1 (A) :inf{z,uo(Ai); AC|JA AVieEN, 4 e]—“o}. (2.49)
=1

Para que este objeto seja a resposta ao nosso problema. i.e. Encontrar uma medida
sobre (X, o [Fo]), que coincida com pg na dlgebra Fy, ha vérios pontos que devemos
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verificar: Primeiro, a fungao p*, definida em (2.49), é de facto uma medida exterior.
Segundo, os elementos de Fy sdo p*—mensuraveis (cf. propriedade (2.40), Definigao
2.10). Terceiro, pu* e py coincidem em Fy. Vamos a desenvolver este programa em
trés lemas respetivamente.

Lema 2.8. p* é uma medida exterior.

Demonstracao.
1. Nulidade do vazio: Como () € Fy e pg (0) = 0, por (2.49), p* (0) = 0.
2. Monotonia: Se A C B C X, como

{ZMO AGJ:O,BCUA} {ZNO AGJ:O,ACUA}

n=1 n=1
tomando o infimo temos p* (A) < u* (B).

3. Subaditividade numerdvel: Seja {A;},.y € P (X), temos de provar que
w (U Ai) < ZM* (4;). (2.50)
i=1 i=1

Se existir i € N tal que p*(A4;) = oo, a desigualdade anterior verifica-se
trivialmente e nao ha mais nada que demonstrar.

Caso contrério, fixamos € > 0, e aproximamos o valor de u* (A;) (para cada
i € N), da seguinte forma.

Por (2.49), existe uma familia {Af }jeN C Fy tal que

AigDAﬁ ZMO (A7) < p"(A) +

| 5 (2.51)
7=1
Observe que {AJ } y ¢ uma familia numerdvel de elementos de Fo e
U A; C U Al
i,7=1

Por (2.49) e (2.51),

M*<UA1‘)<Z/~LO (A7) Z<*(Ai)+§>=6+ZM*(A

i,7=1

Sendo € arbitrario, a desigualdade (2.50) fica estabelecida. :-)



48

Observacgao. A hipétese (implicita) do Lema 2.8 é que 9 é uma premedida. Mas
a demonstragao do lema emprega sé a propriedade (2.19) (cf. Lema 2.6), na alinha
1. (nulidade do vazio).

Lema 2.9. F, C F-

Demonstragdo. Dado A € Fy, para provar que A é u*—mensuravel (cf. (2.40),
Definigao 2.10), temos de provar que para todo £ C X,

W (ENA) +up" (ENA°) <u* (E) (2.52)
Dado E C X, se u* (E) = 0o, a desigualdade anterior verifica-se trivialmente e nao
hé mais nada que demonstrar.

Se p* (E) < oo, por (2.49), para todo € > 0 fixo, existe uma familia {4;},.y € Fo
tal que

EC G A (2.53)

Dt (A) < i (E) + e (2.54)

Tomando a interse¢cdo com A em ambos os lados de (2.53), idem com A°, obte-
mos

EnAcC|JAnA e EnACl]JAinA (2.55)

i=1 i=1

Note que para todoi € N, A;NAe A; N A° € Fy. Entao, por (2.49) e (2.55),

,u*(EﬂA)gi,uo(AiﬂA) e u*(EﬂAC)gi,uo(AiﬂAc).

i=1 =1

Somando os lados correspondentes destas duas desigualdades, temos
p* (ENA) 4 pu* (EN A% Z pio (Ai MA) 4 g (A; N A°)). (2.56)

Como iy é uma premedida, por (2.20),
fo (Ai N A) + po (A N A) < o (Ai) - (2.57)

Substituindo em (2.56) e tendo em conta (2.54),

WENA) + 10 (BEOA) S o (4) < 4" (B) + e
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Sendo € arbitrario, a desigualdade (2.52) fica demonstrada. :-)

Observacao. A demonstragao do Lema 2.9 emprega unicamente a propriedade
(2.20) das premedidas (cf. Lema 2.6), precisamente na equagao (2.57).

Lema 2.10. u*|z = uo

Demonstragdo. Se A € Fy, tomando o recubrimento {A,(,0,...}, por (2.49)
temos

1 lr (A) = p* (A) < o (A)

Por outro lado, se {A;},.y € Fo e A C J;2; As, entdo por (2.21),

fo (A) < Z po (Aq) -

Tomando o infimo sobre todos os recubrimientos {A4;},.y € Fo de A,

po (A) < p* (A) = p*l7 (A) . 0 =)

Observacgao. Por sua vez, a demonstragao do Lema 2.10 emprega so a propriedade
(2.21) (Lema 2.6).

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 2.1, no que se refere a existéncia
de uma medida que estende uma premedida dada. Recolhemos este resultado na
proposicao seguinte.

Proposicao 2.4. (Teorema de Carathéodory: Existéncia) Seja Fo uma dlgebra
sobre um conjunto X e g : Fo — R" uma premedida sobre X. Fxiste uma medida
sobre o espago mensurdvel (X, o [Fol), que denotaremos i, tal que

VA € Fo, 1 (A) = o (A).

Demonstracao. Pelo Lema 2.8, p* é uma medida exterior. Pelo Teorema 2.5,
p* é uma medida sobre (X, F,+). Pelo Lema 2.9, Fy C F,-. Logo, pt*|s(r,) ¢ uma
medida sobre (X, o [Fp]). Finalmente, pelo Lema 2.10, u*|x, = o

Portanto, basta tomar p = p*|oz,). )

Observacao. Note que até o momento, ainda nao foi necessaria a hipdtese do
Teorema 2.1 da premedida ser o—finita.



20

2.7 Familias mondtonas

Esta secgao pode parecer isolada, pois vamos estudar uma estrutura de subconjuntos
completamente nova, as “familias monoétonas.” Vamos ver como esta estrutura
se relaciona com as algebras—o. Utilizaremos este resultado para mostrar que
a extensao obtida na Proposi¢ao 2.4 é tunica, sob a condicao da premedida ser
o—finita.

Definicao 2.12. Uma familia M C P(X), M # (), é uma familia mondtona
se ela verificar simultaneamente as seguintes condigoes:

1. Unido numerdvel crescente: Se {A;},.y € M ¢é uma familia crescente
(1e Vi e N, Az Q Ai+1>7 entao

DA@- e M. (2.58)

i=1

2. Interse¢cao numerdvel decrescente: Se {A;} C M ¢ uma familia

decrescente (i.e. Vi € N, A; D A;4q), entao

i€N

ﬁAi e M. (2.59)

=1

Exemplo. Seja A C X, {A} é uma familia monétona “minimal.”

Lema 2.11. Uma dlgebra de conjuntos € uma dlgebra—o se e so se ela € uma
familia mondtona.

Demonstragao. Por (1.2) (cf. Definigao 1.5) e (1.3) (cf. Proposi¢ao 1.5), toda
algebra—o é uma familia mondtona. Inversamente, uma élgebra que verifica (2.58),
¢ uma algebra—o (cf. Defini¢ao 1.5).

Proposicao 2.5. A intersecao nao vazia de familias monoétonas é uma familia
monoétona. i.e. Sendo ¢ um conjunto nao vazio de familias mondtonas,

c= (M
Med
¢ uma familia mondtona.
Demonstragcao. A demonstragao desta proposicao segue os mesmos passos da

demonstracao do Lema 1.2 e fica a cargo do leitor. (cf. Exercicio 17.)

Uma consequéncia imediata do Proposicao 2.5 é o seguinte corolario.
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Coroldrio 2.1. Seja § C P(X), uma familia qualquer de subconjuntos de X.
Existe a familia mondtona mais pequena que contém S. i.e. Existe uma familia
mondtona, que denotaremos m [S], tal que:

1. SCm|S].
2. Para toda familia monétona M, se S C M, entao m [S] C M.

Definigao 2.13. Sendo & C P(X), uma familia qualquer de subconjuntos de X,
a familia mondétona mais pequena que contém S, cuja existéncia é garantida pelo
Corolario 2.1, chama-se familia mondtona gerada por S e denota-se, como ja
dissemos, m [S].

O teorema seguinte é o resultado principal desta seccao.

Teorema 2.6. Seja X um conjunto e Fy uma dlgebra sobre X. Entdao

m[]:o]:a[]:g]

Demonstracao. Pela primeira parte do Lema 2.11, toda dlgebra—o é uma fa-
milia mondtona. Entdo o [Fy| é uma familia monétona. Pela minimalidade de
m [Jr 0],

m [Fo] C o [Fol.

Para demonstrar a inclusao inversa, pela minimalidade de o [Fg|, basta provar que
m [Fo] é uma algebra—o. Sendo m [Fy] uma familia monétona, pela segunda parte
do Lema 2.11, ¢ suficiente mostrar que m [Fp] é uma algebra.

Para isto, empregaremos um truque classico e muito utilizado nas probabilidades e
teoria da medida. Em lugar de tentar descrever este truque, o vamos aplicar sem
mais comentarios, neste exemplo particular.

Comecaremos definindo trés familias de conjuntos e concluiremos a demonstragao
do Teorema 2.6, depois de provar que todas estas familias sao iguais.

Sendo
Mo = {A cm [fo] ; A em [.Fo]}, (260)
M, ={Aem[F]; VB e Fy, AUB € m[Fy|} e (2.61)
MQZ{AEW[F()];VBem[fo],AUBEm[fo]}, (262)

queremos provar que

Mo = Ml = MQ =m [.Fo] (263)
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Primeiro observe-se que os conjuntos Mg, M; e M sao todos familias monoétonas
(cf. Exercicio 18) e estao todos contidos em m [Fy.

Por outro lado, como Fj é uma algebra, os elementos de Fy verificam as condicoes
que definem My e M. Logo, Fo € My e Fy € M;. Pela minimalidade de m [Fy,
My = My =m|[Fy|. Em particular, visto que My = m [Fp], temos

VAe Fy, VB em|F], AUB € m|F.

Logo, Fo C My e, pela minimalidade de m [Fo|, My = m [Fy).

Agora, observe que MyN.Msy é uma algebra. (cf. Exercicio 15.) Como MoNMjy =
m [Fol, entdo m [Fy] é uma &lgebra e para além disso verifica (2.58) por ser uma
familia mondétoca. Pela Defini¢ao 1.5, m [Fy| é necessariamente uma algebra—o (cf.
Lema 2.11). Pela minimalidade de o [F),

olFo] Sm[Fo].:—)

Finalmente, estamos em posicao de demonstrar a segunda parte do Teorema 2.1 ou
seja a unicidade da extensao duma premedida o—finita. (cf. Corolario 2.2.) Estabe-
leceremos este resultado numa versao mais conveviente. (cf. Proposicao 2.6.)

Proposicao 2.6. Sejam py e po duas medidas sobre (X, o [Fy)), tal que

VA€ F, /L1<A):,U,2(A)

Para além disso, supomos que existe uma sucessao crescente {Xj}jeN C Fo, tal que
VieN, m (X)) =m(X;) <o e |JX;=X (2.64)
j=1

Entao,

VA€o [F, m(A)=p2(A). (2.65)

Demonstragdo. Para demonstrar (2.65), vamos empregar novamente o truque do
Teorema 2.6, estudando a familia dos “bem comportados.”

Explicitamente, define-se a familia

Queremos mostrar que M = o [Fo).
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Evidentemente, Fy C M. Em particular, M # (). Para além disso, M é estdvel
por uniao crescente e intersecao decrescente, como vamos ver a seguir.

1. Uniao numerdvel crescente: Seja {A;},.y € M uma familia crescente. Por

(2.66), para todo i, j € N,

1€N

pn (X5 NA) = pe (XN A;).

Tomando o limite quando i — oo, por (2.9) (cf. Lema 2.2), obtemos

Como j é arbitrario,

DAi e M.

=1

C M uma familia decrescente.

2. Unido numerdvel decrescente: Seja {A;},cn C

Por (2.66) e (2.64), para todo i, j € N,

1 (X5 N A) = pe (X5 N A) < i (X5) = pe (X;) < oo

Tomando o limite quando i — oo, por (2.13) (cf. Lema 2.4),
i=1 .

Como j é arbitrario,

ﬁAi e M.
=1

Pelo Teorema 2.6, o [Fy] = M. Conclui-se que para todo A € o [Fy|, para todo
JeN,

Como {X }jEN é crescente, tomando o limite quando j — oo e utilizando (2.9) (cf.
Lema 2.2), obtemos

pa (A) = p2 (A). =)

Corolario 2.2. (Teorema de Carathéodory: Unicidade) Seja Fy uma dlgebra sobre
um conjunto X e po uma premedida o—finita sobre Fy. Entdo existe uma unica
medida sobre o espago mensurdvel (X, o [Fo|), que denotaremos p, tal que

VA€ Fo, p(A)=po(A).
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Observacao. No Teorema 2.1 (teorema de Carathéodory), supde-se que a pre-
medida é o—finita. Mas o tnico sitio onde esta hipotese é utilizada é na obtencao
de (2.67), pois estamos a aplicar o Lema 2.4. Para ver que esta hipdtese é mesmo
necessaria, vamos dar um exemplo onde existem varias extensoes duma mesma
premedida.

Exemplo 2.2. Consideramos o conjunto X = N U {oco} e denotamos Card a
medida de contagem sobre o espaco (X, P (X)). Claramente,

Card ({o0}) = 1.

Agora, definamos
AC X — Kard(A) = Card (ANN).

Kard é também uma medida sobre (X, P (X)), mas
Kard ({oc0}) = 0.
Ambas as medidas coinciden sobre a dlgebra Fy, gerada pela familia
S={ACN; Card (A) < oo}

e, para além disso, o [S] = P (X). No entanto, isto nao constitui uma violagao da
Proposicao 2.6. (cf. Exercicio 19.)

2.8 Medidas completas

2.8.1 Conjuntos de medida nula

Definigao 2.14. Seja (X, F, ) um espago de medida. A C X é um conjunto
de medida nula (ou conjunto de medida—p nula), se existir um conjunto
B e F, tal que

ACB e u(B)=0.

Um conjunto A C X de medida—p nula chama-se também p—desprezdvel.

Observacao. Os conjuntos de medida—p nula nao sao necessariamente mensura-

veis.
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Exemplos

(a) O conjunto R\ {0} é desprezavel com respeito a medida de Dirac dy.

(b) O intervalo aberto (0, 1) é desprezéavel com respeito a medida de contagem de
Z (como medida em R). i.e., a medida A C R — Card (ANZ).

(c) Pelo Exercicio 9, para todo = € R, {z} é desprezavel com respeito & medida
de comprimento de R.

(d) Pelo Lema 2.12 a seguir e a alinha anterior, qualquer subconjunto numeravel
de R é desprezavel com respeito 4 medida de comprimento. Em particular,
o conjunto Q (os numeros racionais). Além disso Q € Bg (pelo Exercicio 8
do Capitulo 1 e (1.2), Definigao 1.5), portanto Q tem comprimento nulo. i.e.

A Q) =0,

Espacos de medida completos

Lema 2.12. A familia
Fremlo = {A C X; A ou A° é de medida p — nula}
¢ uma dlgebra—o sobre X. Em particular, a unido numerdvel de conjuntos de

medida nula é um conjunto de medida nula.

Demonstracao. cf. Exercicio 14.

Definigao 2.15. Dizemos que (X, F, ) é um espag¢o de medida completo, se
F contem todos os conjuntos de medida—p nula. i.e. (X, F, u) é completo, se

-F,ufnulo g F.

Também podemos dizer que p é uma medida completa, ou que a algebra—o F é
u—completa.

A completude das medidas é uma propriedade necessaria, por exemplo, para garan-
tir a mensurabilidade de certas variaveis aleatorias, como tempos de paragem, defi-
nidas em base a processos estocasticos. Mas dado um espago de medida, (X, F, u), é
sempre possivel estender a medida p a uma algebra—o completa. Este é o contetdo
do proximo lema.

Lema 2.13. Dado um espaco de medida (X, F,p), existe uma medida fi, definida
sobre uma dalgebra—o F D F, tal que

VAeF, p(A) = pn(A)
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e, além disso, ji € completa.
Demonstracao. Para todo A C X definimos

p(A) = inf —u(B). (2.68)

(Compare com a Definigao 2.11.)

Pelo Lema 2.8, /* é uma medida exterior. Pelo Teorema 2.5, a familia F,-, dos
conjuntos p*—mensurdveis (cf. Defini¢do 2.10), é uma algebra—o sobre X e p*|r .
¢ uma medida sobre (X, F,-). Pela Proposicao 2.3, o espaco (X, f#*,u*\f,ﬁ) é
completo.

Como F C F,- (cf. Lema 2.9) e p*|r = p (cf. Lema 2.10), pondo F = F,- e
fi = p*| 7., o lema fica demonstrado. :-)

Observacgao. Pela Proposicao 2.3 e o Teorema 2.5, a dlgebra—o Fy (cf. Definigao
2.10) é ¥|x, —completa.

Proposicao 2.7. Seja p uma medida o—finita sobre (X, F), u* a medida exterior
definida por (2.68) e F,» a dlgebra—o dos conjuntos p*—mensurdveis (cf. Defini¢do
2.10). Entio, A € F,- se e s0 se evistem B e C € F tais que C C A C B e
uw(B\ C)=0.

Demonstragao. Se (1*(A) < oo, existe uma sucessao {B;},.y C F tal que para
todo ¢ € N,
ACB; e lim u(B;) = u*(A).

1— 00
Como F é uma algebra—o,
B=()Bi€F.
ieN
Claramente, A C B e p*(A) = u(B).

Se A € F,-, entdo B\ A € F,» e p*(B\ A) = 0. Pelo raciocinio anterior, existe D &
F,tal que B\ AC D e u(D)=0. Pondo C = B\ D, fica demonstrada a condi¢ao
necesséria, quando p*(A) < oco. No caso em que p*(A) = oo, consideramos uma
sucessao crescente para X, de conjuntos de medida finita e aplicamos o resultado
anterior. Os detalhes ficam a cargo do leitor (cf. Exercicio 20).

Agora suponhamos que existem B e C' € F tais que C C AC Be pu(B\C) =0.
Seja £ C X, pela monotonia e a subaditividade da medida exterior, e o facto de B
ser p*—mensuravel (ja que B € F), temos

(BN A) + i (B\ A) < g (B0 B) + 1 (E\ C)
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< (ENB)+p(E\B)+p*(B\C)
p(E),

IN

pois p*(B\ C) = u(B\ C) = 0.

A demonstracao da proposicao esta concluida. Note que para provar a condicao
suficiente, ndo é necesséario p ser o—finita. :-)

Corolario 2.3. Com as notacoes da Proposicao 2.7,
JT"M* =0 [FU Fufnulo] .

Noutras palabras, o espaco (X, F, i) é completo se e s6 se F,» = F.

2.8.2 A medida de Lebesgue

Como exemplo dum espago de medida completo, neste pardgrafo vamos considerar
o completado da medida de comprimento, A, sobre ((0, 1] ,8(071]) (cf. Teorema 2.2),
ou sobre (R, B), para todos os efeitos.

Definigao 2.16. Sendo A\* a medida exterior definida por (2.68) (com A no lu-
gar de p), os conjuntos \*—mensuraveis (cf. Definicao 2.10) chamam-se conjuntos
mensuraveis a Lebesgue e Fy« chama-se dlgebra—o de Lebesgue.

E usual omitir o asterisco quando se trata da medida de Lebesgue e escrever
(R, Fx, A), j4 que a medida de Lebesgue é, na realidade, a medida de compri-
mento sobre a dlgebra—o de Lebesgue e nao sobre a dlgebra—o de Borel. O espaco
(R, Fy, A) é um espago de medida completo.

Exemplo de um conjunto nao mensuravel

Utilizando o axioma de escolha, é facil construir um conjunto que nao seja mensu-
ravel a Lebesgue. Efetivamente, consideremos a relagao de equivaléncia, definida
em [0,1] x [0,1] por a ~ bsea—be Q. Seja A um conjunto contendo exatamente
um elemento de cada classe de equivaléncia. Os conjuntos A, := ¢+ A mod (1),
g€ QnNJ0,1), que sao as translacoes racionais de A em [0, 1], i.e.

Ay={atqgacAatqel01}ufat+qg—1;a€ A at+qe(1,2]},

sao disjuntos dois a dois e a unidao de todos eles é igual a R. (cf. Exercicio 21.)
Como, para além disso, @ N[0, 1) é numeravel, temos

MO = Y MA),

qeQN(o,1)
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isto ¢, se os A, forem mensuraveis a Lebesgue. Mas, A([0,1]) = 1 e A é invariante
por translagao, i.e. A(4,) = A(A) (cf. Exercicio 10). Portanto, se A for mensurével,
teriamos

L= ) MA)=o00-\4A).

qEQﬂ[O,l)
O qual é impossivel.

Um problema aberto durante muito tempo foi o de construir subconjuntos da reta
que nao sejam mensuraveis, mas sem aplicacar o axioma de escolha. Em 1970,
Robert M. Solovay construiu um modelo no qual verificam-se todos os axiomas
da teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel, exceto o axioma de escolha. Mas
nesse modelo, todos os subconjuntos sao mensuraveis a Lebesgue. Desta forma,
Solovay mostrou que o axioma de escolha é necessario para provar a existéncia de
um subconjunto que nao seja mensuravel a Lebesgue.

Para terminar esta discussao, note que por um argumento de cardinalidade, existem
conjuntos mensuraveis que nao sao borelianos, ja que o conjunto de Cantor tem
medida nula e portanto todos os seus subconjuntos sao mensuraveis. Mas por
outro lado, o conjunto de Cantor tem a mesma cardinalidade que R e portanto o
conjunto dos seus subconjuntos é de uma cardinalidade estritamente superior, o
que nao acontece com os Borelianos.

Propriedades quase verdadeiras/quase falsas

Sendo (X, F,u) um espago de medida, diz-se que uma propriedade é verificada
em p—quase nenhuma parte (ou quase nenhuma parte) se a propriedade é
verdadeira unicamente num conjunto de medida nula.

Diz-se que uma propriedade é verificada em p—quase todo ponto (ou quase
todo ponto) se o conjunto dos pontos onde a propriedade é falsa é um conjunto
de medida nula, ou seja, se a propriedade ¢é falsa em quase nenhuma parte.

Num espaco de probabilidade (2, F,P), o complementar dum conjunto de medida
nula é um conjgunto de medida total. i.e. A C ) é um conjunto de medida total
se e s6 se existe um evento B € F, tal que B C A e pu(B) = 1.

Num espaco de probabilidade, uma propriedade é quase segura se ela se verificar
num conjunto de medida total. Dizemos também que a propriedade verifica-se
quase seguramente.
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Exercicios

1. Complete a demonstracao da Proposicao 2.1. Sendo p uma medida sobre um
espago (X, F), demonstre as seguintes propriedades.

(a) Aditividade para conjuntos disjuntos: Sejam A, B € F, disjuntos, entao

p(AUB) =p(A)+p(B).

(b) Monotonia: Sendo A, B € F. Se A C B, entao
p(A) < p(B).

(c) Subaditividade finita: Para todo A, B € F, temos

p(AUB) < p(A)+p(B).

2. Dé um exemplo de uma medida o—finita tal que se restringirmos o dominio da
medida a uma certa sub-dlgebra—o, a medida resultante deixe de ser o —finita.

3. Mostre que a soma (numeravel ou finita) de medidas é uma medida.

4. Prove que a familia Fy, dos conjuntos obtidos como unides dum nimero fi-
nito de intervalos semiabertos (a,b], 0 < a < b < 1, disjuntos e separados,
incluindo também o conjunto vazio, é uma &lgebra sobre (0, 1]. i.e.

Fo={(a1, 1] U...U(an,b,];neN,0<a; <by <...<a,<b, <1} U{0}

é uma &lgebra sobre (0, 1]. (Ver o Passo 1 da demonstracao do Teorema 2.2.)

5. Sendo Fy a algebra do exercicio 4, mostre que para todo A € Fy, A # 0, a
representacao de A como uniao de intervalos disjuntos e separados é unica.

6. Sendo Fy a algebra do exercicio 4 e A\ a funcdo definida em (2.25), prove as
duas afirmacgoes seguintes.

(a) Monotonia: Para todo A, B € Fy, se A C B, entao

Ao (4) < X\ (B).

(b) Subaditividade finita: Para todo A, B € Fy,

Mo (AUB) < X (A)+ X (B).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Sendo A C (0, 1], um conjunto aberto, mostre que

Va,be A, a~b se [min{a,b},max{a,b}] C A
define uma relagao de equivaléncia em A (Ver a definicao(2.30), na demons-

tracao do Lema 2.7.)

Mostre que as classes de equivaléncia, definidas no exercicio 7, sao intervalos
abertos e disjuntos de (0, 1].

Mostre que sendo A a medida de Lebesgue sobre (0,1], A ({z}) = 0. Como
consequencia disto, prove que para todo 0 <a <b <1,

A([a, b)) = X((a,b)) =b— a.

(Pelo Exercicio 8 do Capitulo 1, para todo z € (0,1], {z} € B.)

Sendo a € R fixo, mostre que a fungao x — a + = deixa invariante a medida
de Lebesgue A sobre (R, B).

Demonstre que a aplicagio v, ,,, definida em (2.33), é uma probabilidade sobre
({0,1}", P ({0,1}")).

Seja ¥ uma medida exterior e A C X. Prove que A é W—mensuravel se e s6

se
VECX, V(ENA)+V(ENAS) =V (F).

Seja ¥ uma medida exterior e A C X. Mostre que se ¥(A) = 0, entado
Aec Fy.

Mostre que a familia
Fr—mio = {A C X; A ou A° é de medida nula}

é uma algebra—o sobre X.

Sendo My e M5 as familias definidas por (2.60) e (2.62) respetivamente, prove
que Mg N My é uma algebra.

Utilizando as familias mondtonas, dé outra demonstracao do Passo 3 da de-
monstracao do Teorema 2.5.

Demonstre que a intersecao nao vazia de familias monétonas é uma familia
mondtona. (cf. Proposigao 2.5.)

Mostre que os conjuntos

Mo ={Aem[F]; A° € m[Fo|}
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20.

21.
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My :{AEm[fo]; VBE.F(], AUBEm[Fo]}
My = {AEm[fo]; VB Gm[fo], AUBEm[]:o]}
definidos em (2.60), (2.61) e (2.62), respetivamente (demonstracao do Teo-

rema 2.6), sdo familias mondtonas.

Sendo X = NU {oo}, descreva a élgebra Fy gerada pela familia
S={ACN; Card (A4) < oo}

Encontre a medida que se obtem pelo processo de Carathéodory (cf. Propo-
si¢ao 2.4), a partir da medida de contagem sobre Fy e compare com as duas
medidas consideradas no Exemplo 2.2. Explique por qué a extensao nao é
Unica e compare com o que acontece no Corolario 2.2.

(cf. Proposigao 2.7.) Sendo p uma medida o—finita sobre um espago mensura-
vel (X, F) e pu* a medida exterior definida por (2.68), mostre que se A € F,,«
(cf. Definigao 2.10), entdo, existem B e C' € F tais que C C A C B e
w(B\ C) =0. (Considerar o caso u*(A) = 00.)

Mostre que a relagao a ~ b, se a — b € Q, é uma relacao de equivaléncia em
R x R.
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Capitulo 3

Os Borelianos e as medidas de
Borel em (R, B)

Neste capitulo, vamos profundizar um pouco o estudo das funcoes mensuraveis em
)
geral e das fungoes mensuraveis, reais em particular.

3.1 Reta real estendida

Designamos por R a compactificacdo de R por dois pontos, a qual consiste, intui-
tivamente falando, em aumentar um ponto no “extremo-direito”, denotado +oo, e
outro no “extremo-esquerdo”, denotado —oo. Nesta seccao vamos descrever a rela-
¢ao de ordem, a topologia, as operacoes aritméticas e a algebra—o de Borel deste
espago topoldgico, como preparacao para o estudo das fungoes mensurdveis que
tomam valores nele.

Relagao de ordem na reta real estendida

Lembre-se que uma relagao de ordem é uma relagao reflexiva, transitiva e antisimé-
trica (cf. 1.2.3). A ordem sobre o conjunto R = R U {400, —co} é a ordem usual
de R, junto com as relagoes:

VaeR, —oo<a< +oo. (3.1)

Por este motivo, [—00, +00] é outra forma de denotar R.



64

Topologia da reta real estendida

Dotamos R da topologia usual de R, aumentando as vizinhancas de +00 e —o0,
que sao os subconjuntos que contém uma semireta. Recolhemos isto na seguinte
definicao.

Definicao 3.1.

(a) Para todo z € R e E C R, E é uma vizinhanca de z se existe um intervalo
aberto (a,b) C R tal que = € (a,b) C E.

(b) E C R é uma vizinhanca de +0o (resp. —o0) se +00 € F (resp. —oc € E) e,
para algim a € R, (a,+00) C E (resp. (—o0,a) C E).

Lembre-se que um subconjunto dum espago topolégico é aberto se (por defini¢ao)
é vizinhanca de todos os seus pontos. Note que se A C R é aberto em R, entao A
é aberto em R. Em particular, R é aberto em R. Inversamente, se A C R é aberto
em R, entdo ANR é aberto em R. (cf. Exercicio 1.)

Compacidade

Lema 3.1. R € uma compactificacio de R. Quer dizer, R é compacto e R € denso
em R (i.e. a clausura de R em R é R).

Demonstragao. A demonstracao deste lema é um exercicio classico em topologia
e deixamos ao leitor. (cf. Exercicio 2.)

Operacoes aritméticas

Definicao 3.2. As operagoes aritméticas entre elementos de R sao as mesmas. As
regras quando intervém 400 e —oo sao as seguintes:

1. Nulidade: Ya € R, a-0=0. (Em particular, +00 -0 = 0.)

— +
2. Produto: Va € R, a # 0, a-(j:oo):{ oo sea>0 .
Foo sea<0
3. Soma: Va € R, a+ (£oo) = +00.
4. Soma de infinitos do mesmo sinal: (+o0) + (+00) = +o0.

5. Indefinido: A soma de infinitos de sinal oposto, (+00) + (F00), nao estd
definida.
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3.1.1 Algebra—a de Borel

Nota 3.1. Para descrever Bz (a dlgebra—o de Borel de R), primeiro observe que os
conjuntos unitarios {400} e {—oo} sado borelianos. (A demonstracao é semelhante
a do exercicio 8 do Capitulo 1.) Portanto, qualquer que seja A C R, A\R € Bz, ja
que tanto {+o0c0}, como {—o0} e {+00, —0} € Bg.

Isto sugere que podemos expressar By em termos de Br (a algebra—o de Borel de
R) e vice-versa, como vemos no seguinte resultado.

Lema 3.2.
VACR, A€ Bz & ANR € Bp.

Demonstracao. A familia
{AQK; AO]REBR}

é uma algebra—c de R e contém todos os abertos de R. (cf. Exercicio 3.)

Entao

B@Q {AQR AQRGBR}.
Isto mostra a implicagao direta: A € By = ANR € Bg.

Por outro lado, a restricao de By a R, i.e.
B@'R = {AQR; A€ B@}

¢ uma algebra—o de R, que contém todos os abertos de R. (Ver a Definigao 1.16 e
a Observagdo a seguir.)

Entao, pela minimalidade de Bg e como R € Bg,

Br C Bgl, € Bg. (3.2)

Para concluir, suponhamos que A C R e que ANR € Bg.
Como, por (3.2), ANR € By e, pela Nota 3.1, A\ R € Bg,
A=(ANR)U(A\R) € Bg.

Isto mostra a implicac@o inversa: ANR € Bg = A € Bg. :-)
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Familias geradoras dos Borelianos de R

Lema 3.3. As dlgebras—o geradas por

S ={(—o00,d]; a € R} Sy ={(a,00); a € R}
S3 ={(—o00,a); a € R} Si =A{[a,0); a R} (3.3)
Ss ={(a,b); a,b e R} S¢ ={[a,b]; a,b e R},

sao todas igquais a Bg. i.e.

0[S1] =0[S) =0[S3] =0 [Ss]) =0 [S5] = 0 [Ss] = Br. (3.4)

Familias geradoras dos Borelianos de R

Lema 3.4. As dlgebras—o geradas por

S1 ={[-00,a]; a e R} Sy ={(a,0]; a € R}
S; ={[~00,a); a € R} S,y ={la,0]; a € R} (3.5)
Ss ={(a,b); a,b € R} U {{cc0}} Ss = {[a,b]; a,b e R}

sao todas iguais a Bg. i.e.

U[Sl] 20[82] 20[83] 20[84} 20[85} :a[gﬁ} = Bg.

Demonstracao. Demonstraremos unicamente este ultimo lema, sendo a demons-
tracao do anterior praticamente idéntica. (cf. Exercicio 4.)

Por definigao, I € S, & I° € S,, entdo o [31} =0 [32}. Pela mesma razao,
o [85] =0 [S4].

Ademais observe que para todo a € R,

[0, a) :n@l {—oo,a—ﬂ co[31].
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Portanto, S3 C o [31 } Por outro lado, S; C o [33], ja que
[—00,a] = ﬁ —oo,a+1 €o[Ss].
n=1 n
Isto mostra a igualdade entre as quatro primeiras algebras—o.

Continuando, como S; C Sg e

la,b] = [a, +00] N[00, bl € 0 [81USs] =0 [S1]

entao o [31} =0 [36}.

Finalmente, observe que

C ¢

(a,+00] = | ) (a,n) U{+o0} € 0 [S5],
(a,b) = (CL,+OO] N [—OO,b) co [32 Ugg} =0 [32}
e ainda .
{+o0} = ﬂ (n,+00) €0 [Ss].

Entao, o [33] =0 [35 } Com isto terminamos a demonstracao da igualdade das
seis algebras—o.

Falta-nos demonstrar que todas elas sao iguais a Bg. Para isto, denotamos S7 0
conjunto de todos os intervalos abertos de R, i.e.

S =8US,US;US;US;

e denotamos Sg o conjunto de todos os abertos de R.

Como Q é numerével e denso em R, todo aberto de R é unido numerével de interva-
los abertos disjuntos. (A demonstragao é a mesma que a do Lema 2.7.) Logo,

Notacao. Para simplificar a notacao e devido a semelhanga entre By e Bg, estas
duas dlgebras—o denotam-se ambas por B, sendo geralmente claro no contexto a
qual delas referimo-nos. As medidas sobre (R, B) chamam-se medidas de Borel
ou medidas Borelianas.
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3.2 Mais sobre as funcoes mensuraveis

Composicao de fungoes mensuraveis

Lema 3.5. Sejam (X, F), (Y,G) e (Z,H) trés espacos mensurdveis. Consideramos
duas fungoes f: X =Y eg:Y — Z, a primeira F/G—mensurdvel e a sequnda
G/H—mensurdvel. Entdo

gof: X — Z éF/H—mensurdvel.

Demonstracgao. Seja A € H. Pela Definigao 1.14, g7' (A) € G, por g : Y — Z
ser G/H—mensuravel. Como f: X — Y é F/G—mensuravel, entao

(go ) (A =F" (g (A) eF. )
Caracterizacao das fungoes mensuraveis

Lema 3.6. Sejam (X, F) e (Y,G) dois espagos mensurdveis e seja S C G uma
familia geradora de G, i.e. 0[S]=G.

Entao, f: X =Y € F/G—mesurdvel se e sd se

VAeS, f1(A)eF

Demonstragao. O Lema 3.6 é uma reformulagao, simplificada, do Lema 1.4, para
facilitar a sua aplicabilidade. (cf. Exercicio 5.)

3.2.1 Mensurabilidade das funcoes continuas

Sejam X e Y dois espagos topologicos. Denotamos por Ox e Oy as familias de
abertos de X e Y, respetivamente.

Lema 3.7. Toda fun¢do continua f : X —Y é Bx/By—mensurdvel. (Sendo By
e By as dlgebras—o de Borel de X e Y, respetivamente.)

Demonstracao. Pela caracterizacao das fungoes continuas, f : X — Y é continua
se e so se

VAe Oy, f_l (A) € Oyx.
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Como Oy gera By e Ox C By, pelo Lema 3.6, f é Bx /By —mensuravel. :-)

Observagao. Em particular, toda funcao continua f : D C R — R é mensura-
vel.

3.2.2 Caracterizacao das funcoes mensuraveis reais

Lema 3.8. Seja (X, F) um espaco mensurdvel. Uma funcdo f: X — R ¢ mensu-
ravel se e so se se verificar uma das sequintes afirmagdes (equivalentes).

(a) VaeR, {x e X; f(zr)<a}eF.
(b) VaeR, {z e X; f(x) <a} e F.
(c) VaeR, {zeX; f(x)>a} eF.
(d) VaeR, {xre X; f(x)>a} eF.

Demonstragao. Este lema é uma consequéncia imediata do Lema 3.4 e o Lema
3.6, ja que (por exemplo)

{reX; f(z) <a}=f"([~o0,d).
Maximo e minimo de fungoes mensuraveis

Lema 3.9. Seja (X, F) um espago mensurdvel e sejam f e g duas func¢oes de X
em R, F/B—mensurdveis, definidas. Entdo, as sequintes fungdes sdo mensurdveis.

(f ANg) (z) = min{f(z),g(x)} e (fVg)(z)=max{f(x) g(z)}.
Demonstracao. Por pelo Lema 3.8, basta observar que

{reX; (fAg)@)<at={zeX; f(x)<a}U{r€X; g(z)<a}eF

{freX; (fvg(@)<af={reX; f(z)<ajn{zeX; gx)<a}eF. :-)

Corolario 3.1. Se f é mensurédvel, as seguintes fungoes sao mensuraveis.

ff=fvoe fr=(=f)VvO0. (3.6)
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Nomenclatura. Dizemos que uma funcdo f : X — R é positiva se f(x) > 0, para
todo z € X. Se para todo z € X, f(x) > 0, diremos que f é estritamente posi-
tiva. (Na literatura em Inglés estas fun¢oes chamam-se “nonnegative” e “positive”,
respetivamente. )

Nota 3.2. Observe que toda funcao mensuravel é diferenca de duas fungoes men-
suraveis positivas. De facto,

f=r-r.
Limites de fungoes mensuraveis

Teorema 3.1. Seja (X, F) um espago mensurdvel e f; - X — R, i € N, uma
sucessao de fungoes mensurdveis. Entao, as sequintes fungoes sao mensurdveis.

re X o (supf) (2) =sup {fie): i € )

1€N

reX — <}££fi) (x) =inf {f;(x); i € N}.

Demonstracao. Este teorema demonstra-se de forma semelhante ao Lema 3.9.
(cf. Exercicio 6.)

Corolério 3.2. Seja {fi},y uma sucessao de funcdes mensurdveis. Entao, as
seguintes funcoes sao mensuraveis.

limsup f; = lim (sup fj) = iglg] (sup fj)

i—00 =00\ j>i §>i
i = fn (1) = e (1)
Em particular, se para todo x € X, lim;_,, f; (z) existe, entao a fungao
r € X — lim f; (x) (3.7)
1—00

¢ mensuravel.
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3.2.3 Algebra—a produto

Definicao 3.3. Dados dois espacos mensuraveis, (X,F) e (Y,G), define-se a
dlgebra—o produto, denotada F ® G, como sendo a algebra—o gerada por

RXXYZ{AXBQXXY;AEf,BEQ}. (38)
Ou seja,

FRG=0 [RXXY] . (39)

Observacgao. Utilizamos a notacao do produto tensorial, ®, devido a que F ® G
¢ de facto um produto tensorial na categoria das algebras—o com os functores
das preimagens das fungoes mensuraveis. Por simplicidade da exposicao, aqui nao
exploraremos este “angulo”. Mas a notagao ¢é 1util na mesma, para nao confundir
com o produto Cartesiano.

Definigao 3.4. O espaco (mensurdvel) produto,
(X xY,F®§),

¢é o produto Cartesiano X x Y, dotado da dlgebra—o produto F ® G.

Mensurabilidade das projecoes

Proposicao 3.1. As projecoes px : (z,y) = x e py : (x,y) — y sdo mensuraveis.
Alids, F ®@G é a mais pequena dlgebra—o tal que as duas projecoes sao mensuraveis.
ie.

F®§G=o0[px,py]

onde px(z,y) =z, py(z,y) =y e o [px, py] = o [o [px] U o [py]].
Demonstracao. Note que

olpx] ={AXY; A€ F} CRxxy CF®G.
Idem, o [py] ={X x B; B€ G} C Rxxy C F ®G. Entao

O'[px]UU[py]Cf@g-

Pela minimalidade de o [px, py],

olpx,py]|=0clopx]Ucpy]] CF®G.
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Inversamente, para todo A € F e todo B € G,
AxB=AxY NXxBeolo[px]Uac|py]] =0 [px,py]-
Pela minimalidade de F ® G,

F@ggU[pXJ?Y]- :_)

Associatividade do produto de algebras—o

Definicao 3.5. Sejam (X, F), (Y,G) e (Z,H) trés espagos mensuraveis. Define-
se
FRGRH =0 [Rxxyxz],

onde

Rxxyxz={AxBxC;AeF,BegG, CecH}.

Lema 3.10. Sejam (X, F), (Y,G) e (Z,H) trés espagos mensurdveis. Entao

(FRGOOH=FRGIH) =FRGDH.

Demonstragao. Paratodo A€ F, BeGe(C e H,
AXxBxCe(FRGH e AxBXCeFR(GOH).
Portanto, pela minimalidade de F ® G ® H,

FRGIHC(FRGOH N FRGH).

Por outro lado, pelo exercicio 7,

olpxxy] =c[{AxBxZ; Ac F, BeEG CFRGRH.

Claramente,
olpz] ={X XY xC,CeH}CFRGQH.

Como (F ® G) ® H é a mais pequena dlgebra—o tal que as duas projegoes, pxxy €
Pz, sa0 mensuraveis, entao

(FRGOIHCFRGRH.

A demonstracao de F ® (G @ H) C F ® G ® H é semelhante. :-)
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3.2.4 Borelianos de R"

Para mostrar, por exemplo, que a soma de duas funcoes reais, mensuraveis ¢ mensu-
ravel, convém trabalhar em duas dimensoes. Por isso, vamos introduzir e caraterizar
as fungoes mensuraveis a valores vetoriais (tomando valores em R™, n > 2).

Teorema 3.2. A dlgebra—o de Borel de R™, denotada B", € igual a dlgebra—o
produto de n copias de B, a dlgebra—o de Borel de R. i.e.

B"=B®---@B:=0c[{A; x -+ x Ap; YVi=1,--- ,n, A;€B,}].
(Lembre-se que B™ é a algebra—o gerada pelos abertos de R™.)

Demonstragdo. Como as projegoes I1; : (z1,--+ ,x,) € R" — x; € R sao con-
tinuas, entao elas sao B"/B—mensurdveis. Mais B ® --- ® B é a mais pequena
algebra—o tal que as n projecoes sao continuas, entao

B®---@BCB"

Para mostrar a otra inclusao, observe que:
i. Para todo a,b € Q, a <, (a,b) X -+ X (a,b) e BR--- @ B.
ii. O conjunto @ = {(a,b) X --- x (a,b); a,b € Q, a < b} é numerdvel.

1. Todo conjunto aberto A C R™ é igual a uniao de todos aqueles elementos de
() que estao contidos em A.

Como ) é numeravel e Q C B ® --- ® B, entao, para todo A C R", aberto,
A€ B®---®B. Pela minimalidade de B",

B"CB®---®B. :-)

O corolario seguinte é muito util e serda invocado um sem-ntimero de vezes. A
demonstracao fica como exercicio. (cf. Exercicio 8.)

Corolario 3.3. Uma funcao f = (f1, -, fn) : X = R" é F/B"—mensuravel se e
s6 se todas as componentes f; : X - R i=1,--- n, sdo F/B—mensuraveis.

Operacgoes com fungoes mensuraveis

Lema 3.11. Sejam (X, F) um espa¢o mensurdvel, f : X - R eg: X — R duas
fungoes F/B—mensurdveis e a € R. Entao, as sequintes fungoes sao mensurdveis:
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(i) af: reX —ra- f(z) €R.
(i) f+g: zeX — f(x) +g(x) eR.
(i) f-g: x€X — f(z)-g(zx) €R.
(iv) %: x e X\{f=0} —)ﬁER.

Demonstracao. Pelo Corolério 3.3, a aplicacao
O:z€X = (f(r),g9(x)) €R?
¢ mensuravel.

Por outro lado, as aplicacoes
hy: (u,v) €ER* —a-ut+p-veER
hy: (u,v) €ER* —u-veR
hs: uweR\{0} —LlcR

(a e f fixos) sao continuas e portanto mensuraveis (cf. Lema 3.7).

Sendo composicoes de fungoes mensuraveis, as fungoes
1
Oéf+ﬁg:h10@, fg:hQO@ e ?:hg}Of

sao mensuraveis. (cf. Lema 3.5.) :-)

3.3 Medidas de Lebesgue-Stieltjes

Antes de discutir as medidas de Lebesgue-Stieltjes, vamos falar das fungoes de acu-
mulacao das distribuigoes de probabilidade, por ser mais conhecidas. Na Teoria das
Probalidades, a funcao distribuicao, também conhecida como fun¢ao de acumula-
¢ao, é utilizada para caracterizar as distribuicoes de probabilidade das “variaveis
aleatérias” que definiremos mais a frente (cf. Definigao 3.6).

Depois de estudar as medidas de Lebesgue-Stieltjes e as suas propriedades, vol-
taremos as probabilidades para falar da decomposicao das leis de probabilidade
em parte discreta, continua e absolutamente continua. Falaremos também da in-
dependéncia de variaveis aleatorias. No fim da seccao, damos uma pequena lista
comentada das probabilidades mais conhecidas em Estatistica.

3.3.1 Variaveis aleatodrias

Este parece-nos ser o lugar propicio para discutir sobre varidveis aleatorias. Vimos
no Capitulo 2 que um espago de probabilidade é um tripleto (€2, F, P), onde €2 é um
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conjunto, F é uma algebra—o sobre €2 e P é uma medida de probabilidade sobre
F,ie P(Q)=1. (cf. Definigao 2.3.)

Note a mudancga de notagao de (X, F, u), no Capitulo 2, para (2, F,P). A tnica
razao é esta ser a notacgao tradicional na Teoria das Probabilidades e é a notacao
que utilizaremos especificamente para um espaco de probabilidade genérico.

Lembre-se que, tratando-se de um espago de probabilidade, (€2, F, P), os elementos
de F chamam-se eventos.

Definigao 3.6. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Qualquer fungao
X:Q — R" F/B"—mensuravel,

chama-se variavel aleatoria n—dimensional.

Observacao. Tradicionalmente, em Estatistica, as variaveis aleatérias denotam-se
com as letras X, Y, Z, etc. Mais uma razao para mudar a notagao de (X, F, u)
para (£, F,P).

Aqui, vamos concentrar-nos nas variaveis aleatdrias reais (i.e. n = 1).

Definicao 3.7. Sejam (Q, F,P) um espaco de probabilidade e X : @ — R uma
variavel aleatéria. A medida imagem, ou seja a medida

AeB—-uvx(A)=PXeA)=P({weQ X(w)e A}) (3.10)

(i.e. vx = XyuP, cf. Lema 2.1 e Definigao 2.4) chama-se distribuicao de proba-
bilidad ou let de X.

Nota 3.3. Num modelo estatistico, fala-se de um espago de probabilidade (€2, F, P),
no qual as varidveis aleatérias estao definidas. (cf. Definigao 3.6.) Mas, muitas das
vezes, o espago (2, F,P) fica omisso. Quer dizer, ndao é explicito nem P, nem F,
nem sequer ) e menos ainda X, simplesmente supoe-se que estes entes existem.
Esta situagao é habitual em Estatistica, j& que a existéncia de (€2, F, P) nao coloca
nenhum problema teérico, nem sequer no caso dos processos estocdsticos (separa-
veis) em tempo continuo. No entanto, esquecer (€2, F,P) e ficar unicamente com o
espaco imagem (R, B, v) reduz as Probabilidades a Teoria da Medida. De facto, o
espago (2, F, P) possui informacao sobre conceitos puramente probabilistas que de
outra forma ficam obscurecidos.

Uma situagao extrema e decididamente perigosa, que de facto nada tem a ver com a
Estatistica como ciéncia, mas com a percepcao errada do ptublico, é aquela na qual
nem sequer a lei é dada e pensa-se nela como sendo algo intrinseco! Pergunta-se
por exemplo: Qual é a probabilidade disto ou aquelo? sem nunca ter especificado
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Figura 3.1: corda escolhida ao “azar”

distribuicao nenhuma. Para ilustrar este facto, vamos relatar um exemplo cléassico,
dado por Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900) no seu livro “Calcul des
probabilités,” publicado em 1889.

O paradoxo de Bertrand. Numa circunferéncia de raio 2 cm, escolhemos uma
corda ao “azar.” (Uma corda é um segmento de reta que une dois pontos da circun-
feréncia. Ver a Figura 3.1.)

Pergunta. Qual é a probabilidade da corda, escolhida ao “azar”, intersetar o circulo
concéntrico de raio 1 cm?

A frase “a corda interseta o circulo interior” nao é um “evento” no sentido das
probabilidades, em quanto nao se determinar o espaco mensuravel. E mesmo es-
tando especificado o espago mensuravel, nao podemos falar de “probabilidade” de
um evento, sem especificar a medida de probabilidade a qual estamo-nos a referir.
Deste modo, podemos dar diferentes respostas, de acordo com diferentes interpre-
tagoes destes termos, como se mostra a continuagao.

Solugao 1. Todas as cordas (exceto os didmetros) estdo determinadas pelo ponto
meio, de forma univoca. Toda corda interseta o disco de raio 1 se e s6 se o ponto
meio pertence ao disco de raio 1. Logo, para escolher uma corda, basta escolher o
seu ponto meio. (Ponto P no esquema da esquerda, Figura 3.2.)

Podemos convenir que o ponto ¢é escolhido numa certa regiao, com uma probabili-
dade proporcional a area de essa regiao. Nesse caso, a resposta a pergunta: Qual é
a probabilidade da corda, escolhida aleatoriamente, intersetar o circulo concéntrico
de raio 1 cm? é o quociente entre a area do disco de raio 1 dividido pela area do
disco de raio 2. Ou seja 1/4.

Solugcao 2. Por simetria, podemos considerar unicamente as cordas que nascem
num ponto fixo da circunferéncia. Nesse caso, as cordas estao determinadas pelo
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drea disco interior 1/4 comprimernto arco laran jo 1/3 didmetro disco inferior 1/2
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area disco exterior ! comprimento circun feréncia ! didmetro disco exterior

Figura 3.2: trés interpretacoes diferentes

segundo ponto sobre a circunferéncia. As cordas que intersetam o disco de raio 1
sao as que tém o segundo ponto no terco de circunferencia que fica frente ao ponto
fixo. (Ponto Q no esquema central, Figura 3.2).

A medida natural associada com os subconjuntos da circunferéncia é proporcio-
nal ao comprimento de arco. Neste caso, a respuesta é o quociente entre o com-
primento do arco “favoravel,” dividido pelo comprimento da circunferéncia. Quer
dizer, 1/3.

Solugcao 3. Novamente por simetra, podemos considerar unicamente as cordas
“verticais.”Desta vez, as cordas estao determinadas pelo ponto de interse¢ao com o
didmetro horizontal. (Ponto R no esquema da direita, Figura 3.2).

A medida “uniforme”associada aos subconjuntos do didmetro é proporcional ao seu
comprimento. Para a corda intersetar o disco interior, o ponto de intersecao com o
diametro horizontal deve estar no segmento central, que corresponde ao diametro
do disco pequeno. O comprimento deste segmento € igual a mitade do comprimento

do didmetro do disco exterior. Interpretando as coisas desta forma, a resposta é
1/2.

O exemplo de Bertrand mostra que, em Probabilidades, “ao azar” ou “aleatoria-
mente” nao sao conceitos intrinsicos mas que devem ser definidos no contexto.

Medidas de probabilidade em (R, B)

Definicao 3.8. (Fungdo de acumulagao) Sejam (€2, F,P) um espago de probabili-
dade e X : Q — R uma varidvel aleatéria. A funcio

r€R = Fx () =P (X <) = vx ([0, ])
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chama-se fun¢ao distribui¢cao ou fungao de acumulagcao de X.

Nota 3.4. Suporemos, como é razoavel, que as distribuicoes de probabilidade
assim obtidas (medidas imagem duma variavel aleatéria) verificam:

vx ({+00,—00}) =P (X = +o00) = 0.
No entanto, isto nao significa que {w € Q; X (w) = 00} = ). Significa simples-
mente que este conjunto tem medida nula.

Nesse caso,
1%5°¢ (R) =1

e é suficiente definir a funcao de acumulacao em R:
rER—=Fx(x)=PX<x)=vx((—o0,z]). (3.11)

(Excluimos —oo do intervalo do termo da direita, pois vx({—oc}) = 0.)

Propriedades da funcao de acumulacao

De seguida, vamos estudar as propriedades principais de uma funcao de acumulagao
qualquer, i.e. uma funcdo de acumulagao F, definida por (3.11), a partir duma
varidvel aleatéria X :  — R qualquer, sobre um espaco de probabilidade (2, F, P)
igualmente arbitrario.

Como dissemos, suporemos sempre que P (X = +o00) = 0. (O qual ndo é essencial,
mas é pratico e razoavel.)

Lema 3.12. Sejam (Q, F,P) um espaco de probabilidade, X : Q — R wma varidvel
aleatoria. Entao, a funcao de acumulacao Fx € crescente e continua a direita.

Além disso,
lim Fx (y) = vx ((—o0,2)), (3.12)

Yy—xr—

onde vx € a distribui¢ao de probabilidad de X, definida por (3.10).

Demonstragao. Por (3.11) e pela monotonia de vx (cf. alinha 2 da Proposigao
2.1), Fx é crescente. Como tal, para todo = € R, os limites

lim Fx(y) e lim Fx(y).

y—x~ y—xot
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existem e podem ser avaliados tomando o limite duma sucesao monétona ¥, — x

qualquer (crescente ou decrescente, consoante o caso). Por exemplo, para calcular
. . _ 1 .

o segundo limite, podemos usar y, = = + -

1 1
lim Fx (y) = lim Fx (m—l——) = lim VX(<—W,$+—1). (3.13)
n—00 n n

y—at n—00

Por (2.13) (cf. Lema 2.4),

lim v <(—oo,x+%]) = g (ﬁ (—oo,a:+%D = vx ((—o0,z]) = Fx ().

n=1
(3.14)
Juntando (3.13) e (3.14), conclui-se que Fx é continua pela direita.

Usando a sucessao x — %, obtemos

i B = i B (e 1) < imon (e 1)) o

y—=r— n—oo n—oo

Por (2.9) (cf. Lema 2.2),

o (== 2]) = (U (- 2]) =t 010

n=1

Juntando (3.15) e (3.16), obtemos (3.12). :-)

Corolario 3.4.
lim Fx(z)=0 e lim Fx(z)=1. (3.17)

T——00 T—>+00

Demonstragao. (cf. Exercicio 9.)

Lema 3.13. Para todo par a,b € R, tal que a < b,
vx ((a,b]) = Fx (b) — Fx (a) . (3.18)
Para além disso, vx € a unica medida sobre (R, B) que verifica (3.18).

Demonstragdo. Como (—o0,b] = (—o0o,a] U (a,b], por (2.2) (cf. Proposigao 2.1,
alinha 1.),

Fx (0) = vx (=00, b)) = vx (=00, d]) + vx ((a,b]) = Fx (a) + vx ((a,])

A unicidade de vx deduz-se da Proposicao 2.6. :-)
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Lema 3.14.

1. Nos pontos onde Fx nao € continua, caso existam, Fx dd um salto. (i.e. Os
limites laterais existem, mas sao distintos.)

2. Fx tem, no mazximo, uma quantidade numerdvel de discontinuidades.

3. Para todo x € R,
vx ({z}) = Fx (z) — lim Fx (y).

y—x~
(Lembre-se que {x} € B e portanto u ({x}) tem sentido.)

4. O conjunto
{z € R; vx ({z}) > 0}

€, no maximo, numerdvel.

Demonstracao. Como Fx é crescente, o limite

lim Fx (y)

Yy—xr—

existe. Portanto, as discontinuidades, se as houver, sao discontinuidades de “salto”.
Quer dizer, Fx é discontinua em x € R se e s se

Fx (z) — lim Fx(y) > 0.

y—x~
Desta forma fica provado o primeiro ponto .

Como Fx é crescente, por (3.17), a soma dos saltos ndo pode ser superior a 1,
pois
lim Fx(z) — lim Fx(z) =vx (R)=1.

T—-+00 T——00

Portanto, qualquer que seja n € N, ha no maximo n saltos de tamanho igual ou
superior a % Isto demonstra o segundo ponto, ja que

Yy—xr— Yy—xr—

{xeR; Fx (z) — lim Fx (y) >0}:G{xeR; Fx () — lim Fx (y) z%}

n=1

O terceiro ponto resulta de (3.11) e (3.12). O ponto quarto ¢ consequéncia dos
pontos segundo e terceiro.

Os pontos = € R nos quais vx ({z}) > 0 chamam-se atomos de vx.
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3.3.2 Construcao das medidas de Lebesgue-Stieltjes

Na subseccao 3.3.1, vimos as propriedades da funcao de acumulagao Fyx, definida
por (3.11). Nesta secc@o, partimos duma fungdo F : R — R crescente, continua
a direita, e construimos uma medida seguindo os mesmos passos da construcao da
medida de Lebesgue sobre (0, 1]. (cf. Teorema 2.2.)

Teorema 3.3. Seja F : R — R uma funcdo crescente e continua a direita. Fxiste
uma unica medida de Borel, chamemos-lhe vy, tal que para todo a,b € R, a < b
tenhamos

vr ((a,b])) =F (b) — F(a). (3.19)

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1, basta mostrar a existéncia de uma premedida
que verifique (3.19), definida sobre uma algebra que gira . Para isto, vamos seguir
passo a passo a demonstracao do Teorema 2.2.

Seja Fy a algebra definida no Passo 1 da demonstracao do Teorema 2.2, mas desta
vez os intervalos nao estao limitados por 0 e 1. ie. Fy é composto do conjunto
vazio e dos conjuntos da forma

((11, bl] U (CLQ,bQ] U...u ((ln,bn] s

onde ai,bi GR,izl,...,neal <b <ay<by<..<a,<b,.

No Passo 8 da demonstragdo do Teorema 2.2, mostramos que o [Fy| = B, da
mesma forma, podemos mostrar o [Fy] = Br (= B). (cf. Exercicio 10).

Agora, define-se vy da seguinte maneira.
Vo ((a1, 1] U ... U (an, by]) = F (by) = F(ay) + ... + F (b)) — F (an), (3.20)

onde A = (ay,b1|U...U (ay, b,], sendo (a;,b;], i = 1,...,n, as componentes de A. Se
A =, pomos vy () = 0.

Claramente, v verifica a condicao (3.19). Para demonstrar que vy é uma premedida
o—finita sobre Fy, seguimos a linha de raciocinio do Passo 2 da demonstracao do
Teorema 2.2. Mas veremos no desenvolvimento que se segue, onde e como intervém
as hipoteses de F ser crescente e continua a direita.

Sendo {A;},.y € Fo e A € Fy, tal que A C (J;2; A;, devemos mostrar que
v (A) <y (Ay).

=1
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Assumimos, sem pérda de geralidade, que os conjuntos A; sao (eles préprios) inter-
valos semiabertos e que A é um intervalo semiaberto. Ou seja, assumimos que

(@] € @b

onde a,b,a;,b; e R, a < b, e a; <b;,2=1,2,... e queremos provar que
< ST (F (b~ F (@), (3.21)
=1

Note que a série do lado direito de (3.21) tem sentido em R, j& que todos os termos
sao positivos (por F ser crescente).

Seguindo o Passo 2 da demonstracao do Teorema 2.2, fixamos 0 < € < b — a
e, tornando os intervalos (a;, b;] um cadinho maiores, conseguimos igualmente um
recobrimento aberto de [a + €,b]. Mas neste ponto, temos de ser mais cuidadosos
com a escolha dos intervalos, pois temos de ter em consideracao a funcao F.

Como F é continua pela direita, para todo 7 € N, existe §; > 0 tal que

F(b+6) <F()+ E (3.22)
Utilizamos a sucessao ¢; para construir o nosso recobrimento, € nao 7, como no
Teorema 2.2. . .
l[a+€,b] C (a,b] C U a;, bl U (@i, by + 0;)
i=1 =1
Gragas a compacidade de [a + €, b], existe ny € N tal que
la+€b] C U (a;,b; + 6;)
=1
e portanto
no
(a+eb] C|J(aibi+6]. (3.23)

Aplicando vy em ambos os lados, pela monotonia de v , temos

v ((a+¢€,b)) <y (LOJ (@i, b; + (51]> :

Por (3.20), e a subaditivade finita de vy,

F(b) — F(a +¢) <Z (b + 6)) f: F(b+0;)—F(a;)).

=1
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(cf. Exercicio 11.)

Usando (3.22),

F(b) — F(a + €) gZ( F(ai)>:e+Z(F(bi)—F(ai)).

=1 =1

Fazendo tender ¢ — 0, pela continuidade a direita de F, temos F(a + €) — F(a).
Sendo € arbitrario, obtemos (3.21). :-)

Definicao 3.9. Uma medida vg construida a partir duma funcao F crescente,
continua a direita, conhece-se como a medida de Lebesgue-Stieltjes de F.

Propriedades das medidas de Lebesgue-Stieltjes

Proposicao 3.2. Sendo F : R — R uma funcgao crescente, continua a direita e vg
a medida de Lebesgue-Stieltjes de F, verificam-se as propriedades seguintes.

1. A medida vp é o—finita. Mas vy é finita se e sé se forem finitos ambos os
limites
lim F(z) e lim F(x).

T——00 T——+00

2. F tem, no maximo, um nimero numeravel de discontinuidades (saltos).

3. Para todo x € R,

vp ({}) = F () — lim F(y).

y—x T
4. O conjunto {z € R; vp ({z}) > 0}. ¢ finito ou numeravel.

Demonstragao. As demonstragoes destas propriedades sao similares as do Lema
3.14. (cf. Exercicio 12.)

Funcgao de Lebesgue-Stieltjes

A férmula (3.11) (subsecgao 3.3.1) define a fungao de acumulagao, Fx, de medidas
finitas. Se a medida v nao é finita, mas toma valores finitos nos intervalos limi-
tados, ainda podemos construir uma funcao F, que verifique 3.19. Efetivamente,
temos a seguinte proposicao, cuja demonstragao fica como exercicio. (cf. Exercicio
13.)
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Proposicao 3.3. Se v é uma medida Boreliana, que toma valores finitos nos
conjuntos compactos, entao a funcao

r={ e n o2

é crescente, continua a direita e para todo a,b € R, a < b, temos
v((a,b)) =F,(b) —F, (a). (3.25)

Ademais, se F é outra func¢ao que verifica (3.25), entao F — F,, é constante.

Definigao 3.10. Qualquer funcao crescente, continua a direita, que verifica (3.25),
chama-se funcao de Lebesgue-Stieltjes de v.

Observagao. Se v é uma medida de probabilidade, a fungao de acumulagao (cf.
Definigao 3.8) é a tinica fungao de Lebesgue-Stieltjes que tende para 0 em —oo.

Nota 3.5. Pelo Teorema 3.3, F,, caracteriza a medida v, ja que v ¢ a inica medida
que verifica (3.25). i.e. v = vp, (cf. Definigao 3.9).

3.3.3 Classificagao de medidas Borelianas

Para falar da decomposicao de medidas Borelianas, necessitamos introduzir os con-
ceitos de medida estrangeira e medida absolutamente continua. Estes conceitos
serao tratados com maior profundidade no Capitulo 4. Aqui nao podemos fazer
mais do que nos limitar ao caso de medidas Borelianas, e unicamente em relacao a
medida de comprimento sobre R (cf. Teorema 2.2), também chamada, por abuso
de linguagem, medida de Lebesgue em dimensao 1. (A diferenga entre a medida
de comprimento, definida sobre os Borelianos, e a medida de Lebesgue é explicada
na Subsecgdo 2.8.2.) A pesar de que a discussao que se segue faz referéncia uni-
camente a algebra—o de Borel, nos vamos chamar medida de Lebesgue a medida
de comprimentos sobre os Borelianos, para nos habituar ao nome comummente
utilizado.

Definicao 3.11. Uma medida Boreliana, v, sobre R e a medida de Lebesgue sao
estrangeiras entre elas, se existe A € B tal que

v (A%) = \(A) =0 (3.26)
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Exemplo 3.1. Uma clase importante de medidas estrangeiras (com respeito a
medida de Lebesgue) sao as medidas discretas, definidas em (3.29), j4 que as me-
didas discretas estao concentradas em conjuntos numeraveis e tais conjuntos tém
comprimento nulo.

Definicao 3.12. Uma medida Boreliana, v, que toma valores finitos nos intervalos
de comprimento finito, é absolutamente continua com respeito a medida de
Lebesgue, se existe uma funcao f : R — R*, “localmente” integrdvel no sentido
de Riemann, tal que a funcao de Lebesgue-Stieltjes de v, F,, definida pela férmula
(3.24) da Proposicao 3.2, se escreve como

F,(z) = / fo(t)dt. (3.27)
0
A funcao f, é a densidade de v com respeito a medida de Lebesgue de R.

Observacao. No Capitulo 4, daremos uma definicao mais abrangente ao conside-
rar funcoes integraveis no sentido de Lebesgue e nao no sentido de Riemann, como
nesta definicao. Localmente integravel significa que a funcao, restringida a qualquer
intervalo de comprimento finito, é integravel.

Exemplo 3.2. A fungao de acumulagdo de uma variavel aleatéria U, uniforme-
mente distribuida em [0, 1] é

0 sex <0,
Fu(z)=¢ = se0<z<1,
1 sex>1.

Também podemos expressar Fy como

FU (ZL‘) = /Ox X(gyl) (t)dt.

Portanto, a densidade da distribuicao uniforme ¢ a funcao x(o,1), 0 que corresponde
a derivada de Fy, nos pontos onde ela existe. De facto,

0 sex <O,
Fv'(z)=¢ 1 sel0<x <1,
0 sex>1.

Medidas discretas

Definicao 3.13. A medida de Dirac em 0 é dada por

1 se0€A,
AGB—HSO(A):{ 0 se0¢ A
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A medida de Dirac em 0 é uma medida de probabilidade. A sua fungao de acumu-
lacao é

0 sex <0,
H(x) —{ 1 sex>0, (3.28)

conhecida como fun¢ao de Heaviside.

A medida de Dirac em a ¢ a medida o, = 1,400, onde T, : R — R ¢é a “translacao”
r—a+x. ie.
1 seac€A,

AeB—uSa(A):{ ) sada

Definicao 3.14. Uma medida discreta é uma combinacao linear finita ou nu-
meravel de medidas de Dirac. i.e.

> i ba,, (3.29)
el

sendo a; € R, ¢; > 0,4 € I C N finito ou numeravel. (cf. Exercicio 14)

Exemplo 3.3. Note que uma medida discreta é necessariamente o—finita. Mas isto
nao significa que ela seja finita sobre os intevalos de comprimento finito, que é uma
das propriedades das medidas de Lebesgue-Stieljes. Por exemplo, consideremos uma
enumeragao (ordenamento) qualquer do conjunto dos nimeros racionais, digamos
q1,q2, .... A medida de contagem sobre Q,
v= Z Og,

ieN
¢ uma medida discreta e portanto o —finita, mas existem uma infinidade de niimeros
racionais em qualquer intervalo de comprimento positivo. Como tal, nao admite
uma funcao de Lebesgue-Stieltjes.

Exemplo 3.4. Modificando este exemplo, podemos obter uma medida de proba-
bilidade discreta, tal que qualquer intervalo de comprimento positivo tenha proba-
bilidade estritamente positiva. Efetivamente, basta tomar

V) = 2271 . 5%..

i€EN

A fungao de Lebesgue-Stieltjes (fun¢ao de acumulagio), i.e.

Fm(x) = Zz_i'H(x_q»?

da uma infinidade de saltos em qualquer intervalo de comprimento positivo.
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Nota 3.6. Qualquer medida discreta (cf. Defini¢ao 3.14) é estrangeiras com res-
peito & medida de Lebesgue (cf. Definigao 3.11)

Medidas continuas

Definicao 3.15. Uma medida Boreliana, v, que toma valores finitos nos intervalos
de comprimento finito, é continua se a funcao de Lebesgue-Stieltjes de v, F,, é
continua.

Observagao. Ao contrario das medidas discretas, a Definicao 3.15 aplica-se uni-
camente as medidas de Lebesgue-Stieltjes.

Nota 3.7. Se v é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue (cf.
Definicao 3.12), a funcao de Lebesgue-Stieltjes de v, F,,, é dada pelo integral (3.27).
Portanto, F, é continua.

A inversa nao é verdadeira. Quer dizer, F, pode ser continua, sem existir necessa-
riamente uma densidade f, verificando (3.27). (cf. Corolario 4.9.)

Decomposicao de medidas Borelianas
Teorema 3.4. Seja v uma medida Boreliana, que toma valores finitos nos interva-
los finitos e seja F,, a fungao de Lebesgue-Stieltjes de v, definida por (3.24).

Entao, v decompoe-se na soma de uma medida discreta e outra continua. i.e.
V="UVUq+ U,
sendo vy discreta (v4 tem a forma (3.29)) e v, continua (F,, é continua).

Demonstragdo. Pela alinha 4 da Proposigao 3.2, D = {z € R; v ({z}) > 0} é, no
méximo, numeravel. Logo, podemos escrever os elementos de D (se nao for vazio)
numa certa ordem, digamos ay, as, ..., a;, ..., © € I, sendo I C N finito ou numeravel.
Agora, para todo 7 € I, define-se

¢, =F(a;))— lim F(y).

Yy—a;

Se D nao for vazio, a medida

Vg = E Ci'dai

il
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é uma medida discreta e chama-se parte discreta de v. A funcao de Lebesgue-
Stieltjes de vy é

F,, (z) = Zci-H(m—ai).

iel

A medida v, = v — vy (se D é vazio, pomos v, = v) é uma medida Boreliana, e
chama-se parte continua de v, ja que funcao

F, =F,—F,, (3.30)

c

que é a fungao de Lebesgue-Stieltjes de v, é continua em R. (cf. Exercicio 15.)

3.3.4 Variaveis aleatdrias independentes

Definigao 3.16. Seja (€2, F, P) um espago de probabilidade e sejam Xy, ..., X,, uma
familia de n varidveis aleatérias definidas sobre Q tomando valores em R.

Dizemos que as variaveis aleatorias Xy, ..., X,, sao tndependentes, se para todo
A, .. A, € B,

P(X; €A, .., X, €A)=P(X; €4, P(X, € 4,). (3.31)

Um conjunto qualquer, V), de varidveis aleatérias definidas sobre €2 tomando valores
em R é uma familia de varidveis aleatérias independentes se para toda subfamilia
finita Xy, ..., X,, € V, as variaveis aleatorias Xy, ..., X,, sao independentes.

Exemplo 3.5. Seja ({0,1,2,3},P ({0,1,2,3}),P), onde

P{0}) =5 PN =7, P2 =", P(3) =y

As variaveis

sao independentes. (cf. Exercicio 16.)
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Ensaios de Bernoulli

Proposicao 3.4. As projecoes
Xi : (wl,wg, ) GB—>CUi, 1€N (332)

sao variaveis aleatorias independentes definidas sobre o espago de probabilidade
(B, F, P,), sendo p € (0, 1) qualquer. (cf. Exercicio 18.)

Definicao 3.17. Uma waridvel aleatéria de Bernoulli é uma variavel alea-
téria X : Q@ — R, definida sobre um espago de probabilidade (2, F,P), tomando
unicamente dois valores, 0 e 1.

A lei de X é determinada por p:=P (X =1),jdque P(X=0)=1—p.

Exemplo. As projegoes definidas em (3.32) ou qualquer fungao caracteristica, x a,
sendo A € F, sao variaveis aleatérias de Bernoulli.

Definicao 3.18. Uma sucessao ensatios de Bernoulli é qualquer sucessao de
variaveis aleatérias de Bernoulli, X; : 2 — {0, 1}, 7 € N, independentes, identica-
mente distribuidas, i.e. P (X; = 1) = p, para todo 7 € N.

Retomaremos a nog¢ao de independéncia na subseccao 4.2, do préximo capitulo e
mais tarde no Capitulo 5. Agora vamos dar exemplos de algumas das distribuic¢oes
mais utilizadas em Estatistica.

3.3.5 Exemplos de distribuicoes de probabilidade

As distribuicoes de probabilidade desta lista de exemplos ou s@o puramente discretas
ou sao absolutamente continuas. Além disso, as densidades das variaveis aleatérias
absolutamente continuas sao continuas por partes. Portanto, neste contexto, a
média e a variancia, quando existem, obtém-se através de séries ou de integrais que
podem e serao calculados utilizando métodos do calculo integral. Quando definamos
o integral de Lebesgue, no Capitulo 4, daremos defini¢oes mais abrangentes de média
e a variancia de uma variavel aleatéria. A média e a variancia de X serao denotadas
por mx e Vx, respetivamente.
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Distribuicoes discretas

Distribuicoes de Dirac. A mais elementar das probabilidades é a distribuicao
de Dirac (cf. Definigao 3.13). Nela ndo tem cabimento o “azar,” pois toda a probabi-
lidade concentra-se num ponto. No entanto, é a base para a construcao de todas as
outras distribuicoes discretas, que sao combinacoes convexas de medidas de Dirac.
(i.e. Combinagoes lineares com coeficientes positivos, cuja soma é 1.)

A média da distribuicao de Dirac d, é a e a variancia é 0. Alias

mx =a-6,({a}) =a e Vx = (a —mx)*-6,({a}) = 0.

Distribuigoes de Bernoulli. Seja X uma variavel aleatéria de Bernoulli. (cf.
Defini¢ao 3.17.) A lei de X é

({1 =P(X=1)=p e rx({0) =P(X=0)=1-P(X=1)=1—p.

Quer dizer, para determinar a lei duma variavel aleatéria de Bernoulli, basta dar
um nimero p € (0, 1), que representa a probabilidade do 1 e, ao mesmo tempo, a
média. Efetivamente,

mx=1-PX=1)4+0-P(X=0)=p.
e, pondo g =1 — p,

Vx=1-mx)> PX=1+0-mx)’-PX=0)=(1-p)-p+p* q=pq

A funcao de acumulacao é
Fx(z) = q-H(z) +p-H(z - 1),

onde H ¢é a funcdo de Heaviside, definida em (3.28).

Distribuigao binomial. Seja {X;}, .y uma sucessao de ensaios de Bernoulli de
pardmetro p € (0,1) (cf. Defni¢do 3.18). A soma dos n primeiros ensaios. S,,
i.e.

Sni=X1 4+ Xy,
representa o numero de vezes que obtivemos um resultado positivo ao fim de n

experiéncias. A lei de S,, ¢ a distribui¢ao binomial B, ,,, dada por

n

%p,n(k> = P(Sn = k) = ( k ) pkqniku k= 07 17 ey 10,
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sendog=1—p e

o coeficiente binomial.

A média é
- n! _
k=0 ’ ’

A variancia é
n

& n! o
Vo, = 2 (k=) Bplh) = 3K — =
k=0 k=0

O nome binomial deve-se ao binémio de Newton, ja que

1=@+®"=§:<Z>ﬁf*-

k=0

Distribuigao geométrica. Seja {X;}, y uma sucessao de ensaios de Bernoulli de
pardmetro p € (0, 1) (como no paragrafo anterior). Seja Ty a varidvel aledtoria que
regista o nimero de 0’s antes da ocorréncia do primeiro 1 (nimero de fracassos até
o primeiro sucesso), obtemos uma variavel aleatéria (cf. Exercicio 24 do Capitulo
1) com distribuigdo geométrica, quer dizer

pr(k’) =P (Tl = k) =p- (1 _p)k’ k= 07 1727 ceey

A média é

mr, :Zk.bp,l(k):p-Zk-u—p)’f:T.
k=0 k=0

A variancia é

> 1-p\° > 1-p\> 1-—
oS () b ()<
k=0

Distribuicao binomial negativa. Generalizando o caso anterior, consideramos
uma sucessao de ensaios de Bernoilli de pardmetro p € (0,1), mas desta vez ano-
tamos o lugar em que ocorre o r—ésimo 1 (r—ésimo sucesso). A varidvel aleatdria
obtida, denotada T,, segue a distribuicao binomial negativa, cuja lei é

B (k+r—11

bp,r(k) =P (Tr = k) - L. (7“ — 1)|

(1—p)* k=01,..n
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A média & N
mr, =Y kb, (k)
zkzzok; <;j+(::11)>" pr-(1—p)*
1—p) P = (k+7—1)! .
— (Tf)l)'p ;((k_l),) (1_p)k
_r-(1-p)
p
A variancia é
o, (=pr\*
VTT—kZ:O(k e ) b, (k)
Z k+::11)) e p)k_(l—];)r
T g et P B
_r-(1-p)
P

Distribuicao de Poisson. Utiliza-se para modelar o nimero de fenémenos in-
dependentes ocorridos num intervalo de tempo fixo. Por exemplo: O nimero de
fotoes emitidos por um material radioativo num segundo. Quantos clientes chegam,

por hora, a uma fila de espera. Quantas chamadas recebem-se por minuto num call
center. etc. (Compare com a lei exponencial.)

A distribuicao de Poisson, de parametro A > 0, é dada por

)\k
p,\(k;):e_A-y, k=0,1,---. (3.33)
A representa a média da “frequéncia” com que acontece o fenémeno que estamos
a observar, num intervalo de tempo fixo. Efetivamente, a média de uma varidvel

aleatéria de Poisson de parametro \ é /\, ja que

o AF—1
R S R M=
k=1
A variancia também é A, como calculamos a seguir,

oo

(k= X)? - pa (k) = ¢ ZW EPCIY

k=0
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Distribuicoes absolutamente continuas

Distribuigao uniforme em [0, 1]. Nao é outra coisa que a medida de Lebesgue,
A, discutida no Teorema 2.2. A funcao de acumulacao de uma variavel aleatoria U,
uniformemente distribuida em [0, 1] é

0 sex <0,
Fu(x)=¢ = se0<uz<1,
1 sex>1.

A “densidade” da distribui¢ao uniforme é Fy; (z) = x(0,1)-

! 1
mU:/xd:E:—.
0 2
! 1\? 1
VU:/ (:13——) dr = —.
0 2 12

Observacao. Esta distribuicao é muito importante, pois serve para modelar um

A média é

A variancia é

sem-numero de fenémenos. Por exemplo, se os ensaios de Bernoulli sao simétricos,

ie. sep= %, entao

) wn
(1S (wl,w2,...) eB — ZQ_R S [0,1]
n=1

é uma variavel aleatéria uniforme. (cf. Teorema 2.4.)

Por outro lado, ([O, 1}, Bjo 11, )\) serve como espaco probabilistico universal, ja que
qualquer medida de probabilidade é a medida imagem da distribuicao uniforme
através de uma variavel aleatéria apropriada, como o afirma a seguinte proposi-
Gao.

Proposicao 3.5. Dada qualquer distribuigdo de probabilidade v sobre (R, B),
existe uma variavel aleatoria X sobre o espaco de probabilidade ([O, 1, Bjo 11, )\), tal
que a lei de X é v. i.e.

Vv, 3X:[0,1] — R tal que XA =v.

Demonstracao. Efetivamente, basta tomar como variavel aleatéria a inversa
da fun¢ao de acumulagao, se esta for continua e (estritamente) crescente. Senao
o for, é necessario maoir cuidado na sua definicao, mas a ideia é a mesma. A
demonstrac¢ao pormenorizada, quando a fungao de acumulagdo nao ¢é continua e/ou
nao é estritamente crescente, fica como exercicio. (cf. Exercicio 20.)
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Distribuicao normal. A distribuicao normal é determinada pela média e a va-
riancia, tradicionalmente representadas por u e o2, respetivamente. (o ¢ o desvio
padrao, i.e. a raiz quadrada da variancia). Denotamos 7 (i, o) a distribui¢ao nor-
mal de média u e variancia o2. A distribuicao normal, centrada (u=0) e reduzida
(0=1), tem como densidade & func¢ao de Gauss “standard”, que é dada por

1 22

fT](O,l) = \/% 7

e 2.

A expresao mais simples da funcao de acumulagao é em forma integral:

1 T2
Foo) (7) = —\/ﬂ/ e” zdy,

ja que nao ha uma férmula pratica para a primitiva da funcao de Gauss.

Nao entanto, vamos dar uma férmula alternativa, que troca o integral por um
somatorio, o que pode resultar 1til para calculos numéricos.

T2

[ 2 1 2 & (=12
no,1) (%) o /Ooe rdy =5 + o E 2it1) -2

=0

A média e a variancia da distribuicao normal sao, respetivamente,

> -} >~ 1 2
mn(071):/ x-\/ﬂ-e 2dr =0 e Vn(O,l):/ 1‘2-@-8 2dxr = 1.

A distribuicao 7 (i, o) obtem-se como a imagem da distribuigao “standard” n (0, 1)
através da transformagao afim 7, ,(z) = ox + p. (cf. Lema 2.1.) i.e.

0 (p,0) =Tuoyn(0,1).

Observacao. A posicao ‘central’ que esta distribuicao ocupa em Probabilidade
e Estatistica deve-se ao teorema do limite central, segundo o qual, dada uma su-
cessao de variaveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas, possuindo
momentos de ordem 1 e 2 (i.e. posuindo media e variancia), a distribui¢ao da soma
das n primeiras fungoes (convenientemente centrada e normalizada) tende, ‘em lei,’
para a distribuicao n (0, \/p_q), quando n — co. No caso dos ensaios de Bernoulli,
a demonstracao do teorema do limite central utiliza unicamente a férmula de Stir-
ling.
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Distribuicao de Cauchy. A densidade da distribui¢ao de Cauchy é

1

F! = .

3=

A funcao de acumulacao é

1 v 1 1 1
Fc(x):;/ 1+t2dt:§+;arctan(x),

—o0
A distribuigao de Cauchy foi estudada desde o primeiro quarto do século 19 por
Siméon Denis Poisson, quem salientou o facto de ela nao ter média (portanto tam-
bém nao tem variancia). Efetivamente, a funcao x/1 + x? nao é integravel, ja que
a primitiva, 1/2 - In (1 + z?), ¢ divergente quando x — oo. Historicamente, este
resultado invalidou o uso do Teorema do Limite Central, que Laplace teria feito em
alguns dos seus trabalhos. Augustin-Louis Cauchy sé aparece ligado a esta distri-
buigao a partir da segunda mitade do século 19. A distribuicao de Cauchy também
¢é conhecida como distribuicao de Lorentz, especialmente em Fisica.

A distribui¢ao de Cauchy é a distribuigdo de probabilidade do lugar em que um
movimento Browniano, partindo do ponto (0,1) € R?, interceta o eixo x (i.e. a reta
{y = 0}). Portanto, a medida de Cauchy de um intervalo inmerso no eixo x é o
angulo com que o intervalo é “visto” desde o ponto (0, 1), normalizado (i.e. dividido
por 7).

A distribuigao de Cauchy ¢é igual a distribui¢ao—t de Student con um grau de
liberdade.

Distribuicao—t de Student. A fungao de acumulagao da distribuicao—t de Stu-
dent com dois graus de liberdade é

1 x
Ft,2 (x) = =+

2 2V/2 422
A densidade é

_3
2

Fio(z) = (2 + xQ)

A diferenca da distribuicao de Cauchy, esta distribuicao ja tem média, que por

_3 _
simetrfa é 0. Mas a variancia niao existe na mesma, porque x? - (2 + z%) 2 ~ |z "
quando |z| — oo.

Distribuicao exponencial. A distribuicao exponencial emprega-se na modeli-
zacao de tempos de espera. Ou seja, o tempo que um fenémeno tarda em ocorrer.
Por exemplo: O tempo que demora um material radioativo em emitir um fotao.
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Quando chega o préximo cliente a uma fila de espera. Quando chega a préxima
chamada a um call center. etc. (Compare com a lei de Poisson.)

A funcao de acumulagao da distribuigao exponencial de razao A > 0 é

0 se x <0,
Fooy () = {

1—e™ sex >0,

cuja densidade é Fy ) (2) = X(0,00) - e,

Distribuicao Gamma. As distribui¢bes Gamma sao uma familia de probabilida-

des “exponenciais” com dois parametros positivos, a e 3, classicamente denominados

forma e razao, respetivamente. Esta mesma familia é por vezes indexada pelos pa-

rametros forma e escala (inverso da razao). A densidade é dada pela férmula
Baxaflefﬁ:p

fotap) (@) = T Tl x>0,

sendo I' a funcao Gamma. i.e.

A funcao de acumulacao é o integral

[ pete—te Pt fﬁx tletdt v (a, fr)
F p— 0 = 0 pr— > >
A I'() ['(a) ) 72"

onde 7 é a funcao Gamma incompleta inferior. i.e.
v (a, x) :/ t*te~tdt.
0

Quando « ¢ um nimero natural, podemos expresar Fy, ) () como o somaté-
rio:

i il

a—1 i 00 i
Py (1) = 1—e . ST UL oo ST g (33
=0 ’ i=a

Se a = 1, obtemos a distribuicao exponencial.

Observacao. A pesar de que « é estritamente positivo, podemos substituir o = 0
na tultima expressao (extremo-direito de (3.34)), obtendo-se a funcao de Heaviside.
No entanto, a = 0 nao faz sentido na primeira férmula de (3.34) e ainda menos na
densidade fy(a,3)!
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Distribuicao y—Quadrado. A distribuicao y—Quadrado, com k graus de liber-
dade, é a distribuicao da soma dos quadrados de k variaveis aleatérias, indepen-
dentes, normais standard (i.e. com distribuigao 7(0,1)). Utiliza-se em Estatistica
para teste de hip6teses ou na construgao de intervalos de confianca. A distribuicao

kol

X—Quadrado, com k graus de liberdade, ¢ igual a distribuicao Gamma com o = 3

eﬁ:%.

Exercicios

1. Mostre que
(a) Se A C R é aberto em R, entdo A é aberto em R.
(b) Se A CR é aberto em R, entdo ANR é aberto em R.

(Lembre-se que um subconjunto de um espago topolégico é aberto se (por
defini¢ao) é vizinhanca de todos os seus pontos.)

2. Prove que R é uma compactificacdo de R. ie. R é compacto e R é un
subconjunto denso em R.

3. (cf. Lema 3.2.) Mostre que a familia
{ACR; ANR € Br} (3.35)

é uma algebra—o de R e contém todos os abertos de R.
4. Demonstre o Lema 3.3, tendo atengao as diferencas com o Lema 3.4.

5. (cf. Lema 3.6.) Sejam (X, F) e (Y,G) dois espagos mensuraveis. Seja S C
G uma familia geradora de G, i.e. o[S] = G. Prove que f : X — Y ¢é
F/G—mesuravel se e s6 se

VAES, f1(A)eF.

6. (cf. Lema 3.9 e Teorema 3.1.) Seja {fi},.y uma sucessao de fungdes mensu-

raveis. Prove que as funcoes

ve X > (supf) (0) =sup (o) i € )

1€eN

veX = (;%gfz) (z) = inf { fi(x); i € N}

Sa0 mensuraveis.
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7. (cf. Lema 3.10.) Mostre que

U[pXXy]:O'[{AXBXZ;AE.F,BEg}]gFXgXH.

8. (cf. Corolario 3.3.) Prove que uma fungao f = (fi,---,fn) : X — R" ¢
F/B"—mensurdvel se e sé se todas as componentes

fi: X >R, i=1,---,n, sdo F/B—mensuraveis.

9. (cf. Corolério 3.4.) Mostre os limites seguintes

lim Fx(z)=0 e lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—r+400

10. Seja JFy a algebra composta do conjunto vazio e dos conjuntos da forma
(al, bl] U (&2, bg] U..u (an, bn] s
onde a;,b; e R,i=1,...nea; < b <ay < by <..<a, <b, Demonstre
que o [Fo] = B.

11. (cf. Teorema 3.3.) Seja Fy a algebra do exercicio 10 e seja vy a premedida

definida por (3.20). Prove as duas afirmagoes seguintes.

(a) Monotonia: Para todo A, B € Fy, se A C B, entao

vo (A) < vy (B) .

(b) Subaditividade finita: Para todo A, B € Fy,

Vo(AUB)SVo(A)+V0(B)

12. (cf. Proposigao 3.2.) Seja F : R — R uma fungao crescente, continua a
direita e vr a medida de Lebesgue-Stieltjes de F. Demonstre as seguintes
propriedades

(a) A medida vg é o—finita. Mas vp é finita se e s6 se forem finitos ambos

os limites
lim F(z) e lim F(x).

T——00 T—+00

(b) F tem, no maximo, um numero numeravel de discontinuidades (saltos).

(c) Para todo z € R,

vp ({z}) =F(z) — lim F(y).

Yy—xr—



13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.
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(d) O conjunto {x € R; vp ({z}) > 0}. é finito ou numerdavel.

(cf. Proposigao 3.3.) Seja v é uma medida Boreliana que toma valores finitos
nos conjuntos compactos. Prove que a funcao

v([0,z]) sex >0,

F, =

(@) { —v((2,0)) sex <0

é crescente, continua a direita e, para todo a,b € R, a < b,
v ((aa b]) = FV (b) - Fl/ (CL) :

Prove, para além disso, que se F é outra fungao que verifica (3.25), entao
F — F, é constante.

Prove que as medidas discretas (definidas por (3.29)) sao efetivamente medi-
das Borelianas, oc—finitas.

Mais geralmente, mostre que a soma de qualquer familia numeravel de medi-
das, definidas sobre o mesmo espaco mensuravel, é uma medida.

Mostre que a funcao F,, = F, — F,,, definida em (3.30), é continua em R.

Demonstre que as variaveis

X(0)=0, X(1)=0, X(2)=1, X(3)=1.

Y(0)=0, Y(I)=1, Y(2)=0, Y(3)=1,

definidas em {0, 1,2, 3}, sdo independentes, com respeito a medida
1 2 2 4
(foh =3 PUIN=5 P{@N=; P({3)={

Encontre um espacgo (2, F, P) e trés varidveis aleatérias X, Y e Z, definidas
sobre (), independentes dois a dois, mas que em conjunto nao sejam indepen-
dentes.

Prove que as projecgoes X;, definidas em (3.32), sdo de varidveis aleatérias
independentes, qualquer que seja a medida P, associada com o espac¢o men-
surdvel (B, Fy). (i.e. Qualquer que seja p € (0,1).)

Escreva a funcao de acumulagao da distribuicao de Poisson como uma funcao
sobre N e compare-a com a fungao de acumulagao da distribuicao Gamma
(para @ € N) e em particular com a distribui¢ao exponencial.

Demonstre a Proposicao 3.5.
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Capitulo 4

Integral de Lebesgue

A diferenca do que acontece com o integral de Riemann, que é um processo no
qual o dominio ¢ dividido em intervalos pequenos, no integral de Lebesgue divide-se
a imagem. Sendo as funcoes mensuraveis, as preimagens dos intervalos pequenos
sao conjuntos mensurdveis. Aplicamos a medida a estes conjuntos e somamos 0s
resultados multiplicados pelo valor aproximado da func¢ao, no conjunto em questao.
Desta forma, a integracao reduz-se a teoria da medida desenvolvida no Capitulo
2. Mesmo assim existem muitos pontos técnicos que vamos esclarecer neste capi-
tulo.

4.1 Integracao de funcoes

Funcgao simples

Definicao 4.1. Sendo X um conjunto, uma funcao s : X — R chama-se simples
se a imagem, s (X), é um subconjunto finito de R. i.e. s é simples se existe um
conjunto finito {cy, -+, ¢, } C R, tal que

Vee X, s(z)€{c, - ,cn}.

Exemplo 4.1. Depois das funcoes constantes, a mais elementar das funcoes sim-
ples é a funcao caracteristica de um subconjunto A C X. Pois, para todo z € X,

xa(z) € {0,1}.

Lema 4.1. Ses et : X — R sao fungoes simples e a,b € R, entao as + bt é
uma funcao simples. Isto mostra que o conjunto das fungoes simples é um espaco
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vetorial real. Para além disso, o conjunto das funcoes caracteristicas
{xa; AC X}
gera linearmente o espaco vetorial das funcoes simples de X em R.

Demonstragao. De facto, para todo = € X, (as + bt)(z) tem a forma ac; + bd;,
onde ¢; e d; pertencem as imagens de s e t, respetivamente. Portanto, (as + bt)(z)
s6 toma um numero finito de valores.

Por outro lado, se A C X, a funcao caracteristica xa(x) é simples. (cf. Exemplo
4.1.) Inversamente, todas as fungdes simples s@o combinagoes lineares de fungoes
caracteristicas. Efetivamente, pondo

s(X):={c1, -,y e Ayi=s"({a}), i=1,---,n, (4.1)

entao

s(x) = Zci x4, (). (4.2)

Observacao. Diferentes combinacoes lineares de funcoes caracteristicas podem
dar o mesmo resultado. Por exemplo, si A, B C X,

XA+ XB = XaaB + 2 Xans,
onde AAB = (A\ B)U(B\ A).
Por este motivo, damos a seguinte definicao.
Definigao 4.2. Sendo s uma fungao simples, a representacao (4.2) de s, onde n, ¢;

e A;, i =1,--- ,n sdo os elementos definidos por (4.1), chama-se representacdo
candnica de s. A representacdo canénica ¢ unica. (cf. Exercicio 1.)

Proposicao 4.1. Seja s uma funcao simples e sejam A;, i = 1, ..., n, as preimagens
dos valores de s, como em (4.1). Entao, a familia A;, i = 1,--- | n, é uma particao
finita de X. Para além disso,

ols]=a[{Ar,-- A

Demonstracao. A primeira observacao resulta do facto que s é uma funcao. A
segunda ¢ igualmente evidente.
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Proposigao 4.2. Uma funcao s : X — R é simples se e 86 se o [s] ¢ finita.

Demonstragao. A condigao é necessaria, pela Proposicao 4.1. Para mostrar que
também é suficiente, note que se o [s]| é finita, entao ela é gerada por uma particao
finita, digamos By, - - - , B,,. Para além disso, s é constante em cada B;, 2 =1,--- ,n.
(cf. Exercicio 2.)

4.1.1 Integral de funcoes nao negativas

No resto deste capitulo, (X, F,pu) representa um espaco de medida qualquer, ao
qual referir-nos-emos prescindindo da sua reapresentacao em cada ocorréncia. Da
mesma forma, faremos referéncia aos seus elementos, X, F e i, sem voltar a dizer
a cada vez o que eles representam.

Definicao 4.3. O conjunto das funcdes de X em R, que sdo F/B—mensuraveis,
denota-se £ (X). O espago vetorial das fungées mensuraveis, simples (e portanto
finitas) denota-se £°(X) e L5 (X) é o cone vetorial das fungdes mensuréveis,
simples, nao negativas. i.e.

L(X)={se L(X); Card (s(X)) < o0, s(X) CR}.
LT (X)={se L (X); s(X)C[0,00)}.

Nota 4.1. L£(X) ndo possui estrutura vetorial, pois (f + g)(z) nao esta defi-
nida num ponto onde f(x) = —g(z) = 400 ou viceversa. Este inconveniente sera
ultrapassado mais a frente, mas unicamente para as fungoes integraveis.

Preintegral de fungoes nao negativas, simples

Definigao 4.4. Seja s € LT (X) e seja

s=Y v (13)
=1

a sua representacao canénica (cf. Defini¢ao 4.2). O preintegral de s com respeito
a i ¢é definido pela férmula

n

[ s@nn) =3 cna) = X st n (s @s@)). 49

X =1 .Z‘ES(X)
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Observagao. Mesmo que o somatério em (4.4) é finito, o seu valor pode ser +oo,
caso tivermos ao mesmo tempo para algim i € {1,--- ,n} u(4;) = +oco e ¢ # 0.
Por outro lado, pelas regras aritméticas (cf. Defnigao 3.2, alinha 1), o termo com
coeficiente nulo (caso existir) é nulo, independentemente da medida do conjunto

associado ser infinita ou nao. Pois, 0 u(s7! ({0})) = 0.

Proposigao 4.3. Sendo s et € LT (X), temos as propriedades seguintes.

(a) Monotonia. Se s < t, entao

[s@anw < [, (45)

X X

(b) Linearidade. Para todo a,b € R,

*

/*(as—l—bt)(:r;)du(x):m/*s(x)du(a:)—l—b-/ t(x)dp(z). (4.6)

X X X

Demonstracao. Estas duas propriedades sao uma consequéncia imediata do Lema

4.2 a seguir. (cf. Exercicio 3)

Observacao. A alinha 2 nao é propriamente “linearidade,” por aplicar-se uni-
camente a combinagoes lineares com coeficientes nao negativos, de fungoes nao
negativas. Alids, £ (X)) nem sequer é um espago vetorial, é um cone em L (X).

No entanto, por ser um nombre descritivo, fica assim.
Lema 4.2. Seja s € L1 (X) e seja
s(x) =Y d;-xa, (2)
j=1

uma forma qualquer de representar s como combinacao linear de fungoes caracte-
risticas, mensuraveis, com coeficientes nao negativos. Entao

X

[ s@dn) =Y d; 05, (47)

Demonstracao. Seja

n
S = E G+ XAi
i=1
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a sua representagao canoénica (cf. Defini¢ao 4.2). Temos de provar que
D ocip(A) = d;-p(By). (4.8)
i=1 j=1

Como Ay, ..., A, é uma particao de X,

Entao

Zdj'M(Bj) :Zdj'ZM(BjﬂAi):szj'H(BjﬂAi)-

i=1 i=1 j=1

Portanto, para provar (4.8), basta provar que

Zd (B;N A,

qualquer que seja ¢ = 1,...,n. Ou seja, podemos supor que s = 4. Também
podemos supor, sem perda de generalidade, que d; # 0, para todo j = 1,...,m
Nesse caso, B; C A (cf. Exercicio 4) e o nosso problema reduz-se a mostrar

:Zdj'ﬂ(BJ>

Designando por J, o conjunto de indices j € {1,...,m} tal que x € B;, a familia
{Je}iea € finita, jd que J, € P ({1,...,m}) que é um conjunto finito. Para fixar a
notacao, digamos que {J,},., tem r elementos que denotamos I, ..., I,.. i.e.

{J }mGA {[17'-'7 7‘}'

Observe que para todo k=1, ..., 7,

(cf. Exercicio 4.) Além disso, pondo

C&,—— (W 13 k=1 N A

JEI
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entdo C, ..., C, é uma particao finita de A. (cf. Exercicio 5.)

Como B; C A, para todo j =1, ...,m, temos
= u(B;NCy).
k=1

Entao,

m T T m

idj-u(Bj)—Zdj D u(B;NC) =Y "dj-u(B;NCr).  (4.10)

j=1 k=1 k=1 j=1

Mas, para todo k = 1,...,r, para todo j = 1,....m, C,, € B; ou C,NB; =(. Para
além disso, Cj, C B; se e s6 se j € I;. Logo,

2 (Bj NCk) =0, Vi ¢ I,

4.11
p(BiNCy) =p(Cr), VjE Il (4.11)

Substituindo (4.11) em (4.10), obtemos (utilizando (4.9) na terceira igualdade),

Zdj n(B ZZ% 1 (Cr) = Zu (C)- Y d; —Zu (Ch) =

k=1 jelj je€ly

ja que C1, ..., C, é uma particao de A. :-)

Integral de fungoes nao negativas

Vamos agora estender a nocao de preintegral as fungoes mensuraveis, nao negativas,

definidas sobre (X, F, pu), i.e. LT (X).

Definicao 4.5. Seja f € LT (X). O integral de f com respeito a u define-se da
seguinte forma.

[ t@nta) ::sup{/;scc)du(x); s € Lo (X), Sﬁf}- (1.12)

Nota 4.2. (cf. Exercicio 6.) Para todo s € LT (X),

[ s@an = [ 5@ dua).
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Proposicao 4.4. Sendo f, g € L1 (X), temos as propriedades seguintes.

(a) Monotonia. Se f < g, entao
[ f@dutn) < [ 9@ dno). (4.13)
b b
(b) Linearidade. Para todo a,b € R,

/X(a~f+b-g)($)d/ﬁ(x)=a'/Xf(x)du(x)er-/Xg(ﬂf)du(x)- (4.14)

Demonstragao. A alinha 1 é imediata, pois o integral de g é o supremo de um
conjunto maior do que o integral de f.

C Lo (X)

neN =
crescentes, tais que s, — f e t, — g, pontualmente. (cf. Lema 4.3, na préxima

Para demonstrar a alinha 2, fixamos duas sucessoes {s,},cy € {tn}

subsecgao.)

Por (4.6) (cf. Propoigao 4.3), para todo n € N,

* *

Sp () dp () + 0 - / tn () dp (z) .

X

/*(a-sn+b-tn)(as)dﬂ(9§):a-/

X X

Tomando o limite em ambos os lados e aplicando (4.26) (cf. Lema 4.4, na proxima
subsecgao), obtemos o resultado procurado. :-)

Observagcao. Como acontece na Proposicao 4.3, a alinha 2 da Proposicao 4.4 nao
¢é propriamente “linearidade,” por aplicar-se unicamente a combinagoes lineares com
coeficientes nao negativos, de fungoes nao negativas.

4.1.2 Continuidade absoluta
Medidas definidas através de uma densidade

Definigao 4.6. Seja f € LT (X) e seja A € F. Define-se o integral de f sobre
A, respeito a u, por

[ 1@an@ = [ (@ an(a). (4.15)

Como x4 e f € L1 (X), pela alinha (7ii) do Lema 3.11, x4 - f € LT (X) e portanto
o integral em (4.15) tem sentido.
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Teorema 4.1. Sendo f € LT (X) fizo, a aplicagao f - u, definida por

AeF = (f p)l /f ) dp (z (4.16)

¢ uma medida sobre (X, F).

Demonstracao. Temos de verificar as trés propriedades exigidas no Lema 2.5.
Estas serao o resultado das propriedades de f -y que vamos enunciar e demonstrar
a seguir.

1. Conjuntos de medida nula. Para todo A € F, tal que u(A) = 0, tem-se

(1) (A) = [ J@)du(a) < +o0-u(4) =0, (4.17)
Em particular, verifica-se a alinha 1 do Lema 2.5, i.e. (f-u) (@) = 0.

2. Superaditividade para conjuntos disjuntos. Sejam A, B € F, tal que AN B = ()
e sejam s,t € L5 (X)), taisque s < xa-fet < xp-f. Como A e B sdo disjuntos,
entao x4 + XB = XauB €

s+t<xa-f+xs-f=xaum"[

Logo, .
/X G+ @) < [ fa@)dn).
Por (4.6),

[ s@anw+ [t@ant < [ j@aut).

X X AUB

Tomando separadamente o supremo sobre as fungoes s,t € L5 (X), que verificam
s<xa-fet<xp-f, vemos que

| 1@dn@)+ [ f@duts <[ r@du).

(f 1) (A)+(f-p)(B)<(f ) (AUB).

Portanto, fica verificada a alinha 2 do Lema 2.5.

Ou seja,

8. Subaditividade numerdvel: Sendo {4;},.y € F e A = {U;2, Ai, queremos pro-

[ 1@ adut) < > / S (@) (). (4.18)

var
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Fixemos s € L1 (X), tal que s < x4 - f. Sejas=c¢1-xpB, + -+ ¢y X, uma
representacao qualquer de s, com coeficientes ¢y, ..., ¢,, todos estritamente positivos.
Por (4.7) (cf. Lema 4.2),

5@ dua) = en u(Ba) ot (B (4.19)

Como s < x4 - f, entao B; C A, para todo j = 1,...,n. Logo,

B;=B;nA=|J(B;nA4).

i=1

Por (2.12) (subaditividade numeravel de pu, cf. Lema 2.3),

Conclui-se que

/*s(x)d,u(x):Zc] (B <ch Z,uB NA;) (4.20)

Trocado a ordem de somagao (a soma finita com a série), temos

Zc] ZMB NA;) ZZCJMB NA) Z/ Xa4,-s) (z)du(z), (4.21)

=1 j=1

ja que, para todo i € N, x4, S =1 XByna, + -+ Cn - XB,n4, € portanto,

[ a9 @ @) = ey, ).

X j=1

De (4.20) e (4.21) deduz-se

[s@in@ <3 [0 @an@ <y [ f@die) @2

jad que x4, - s < x4, - f, para todo ¢ € N, e portanto,

J o / (@) dy (x

Tomando o supremo no lado esquerdo de (4.22), sobre todas as fungoes s € L5 (X)),
s < xa- f, obtemos (4.18). :-)
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Corolario 4.1. Seja f € L1 (X) e {4;},cy € F uma familia crescente. Entao,
pondo A = (J;=, A;, temos

1—00

/f )dp (x) = lim f( )du (x). (4.23)

Demonstragdao. Basta aplicar (2.9) (cf. Lema 2.2) a medida f - p. :-)

Proposicao 4.5. Se a medida f - u, definida por (4.16) (cf. Teorema 4.1), é
o—finita, entdo p({r € X; f(z) =o00}) = 0. Inversamente se pu é o—finita e
uw({z e X; f(x) =00}) =0entao f-pé o—finita.

Demonstracgao. (cf. Exercicio 7.)

Definigcao 4.7. Seja v outra medida sobre o espaco (X, F) (para além de pu).
Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a u se existir uma fungao
fe Lt (X), tal que

VAeF, V(A):/Af(:r;)du(:c)

A fungao f chama-se densidade de v com respeito a .

Exemplos

Todas as distribui¢oes continuas da subseccao 3.3.5 sao absolutamente continuas
com respeito a medida de Lebesgue de R. As medidas discretas, da mesma subsec-
¢ao, sao absolutamente continuas com respeito a medida de contagem de N.

4.1.3 Convergéncia mondétona
Aproximacgao de fungoes positivas

Primeiro vamos ver que qualquer fungao positiva (mensuravel ou nao) é o limite
crescente de fungoes simples.

Lema 4.3. Seja X um conjunto qualquer e f : X — RT (= [0,+00]). Entdo,

existe uma sucessao crescente de funcgoes simples, {s,} tal que

neNy

YV, s,(z) = f(z),
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quando n — oo. Além disso, a convergéncia € uniforme sobre todo conjunto da
forma {f < M}, sendo M € Rt um nimero positivo qualquer.

Demonstragdo. Fixemos n € N e dividamos o intervalo [0, n) em n-2" intervalos,
todos eles de comprimento igual a 27", i.e. dividimos [0, n) nos intervalos

i
B—nz; ),i:O,l,---,n-2”—1.
Parai=0,1,--- ,n-2" — 1, denotamos A; o seguinte conjunto.
1 1+1 0 1+ 1
(e 5) {rex merw< ) aa

Para i = n - 2", pomos

Apon = f7 ([0, 00)) = {z € X; f () = n}.

A funcao
n-2" .
)
=51 4.25
S ;2“ X A; ( )
verifica

sobre o conjunto {z € X; f(x) < n}.

Isto mostra que s, — f uniformemente sobre {x € X; f(z) < M}, qualquer que
seja M € R, fixo.

Em particular, s, (z) — f (), sobre o conjunto {x € X; f(x) < oo}. No con-
junto {zx € X; f(x) = o0}, s, = n, para todo n € N, obtendo-se a mesma conclu-

sao.
Para ver que s, é crescente, observe que para todo i =0,1,--- ,n-2" — 1,
21 2t +1 21 +1 2142
Ai:{x; ng(x)< ont1 }U{:a ng(x)< on+1 }
Fixando i = 0,1,--- ,n-2" — 1, se 727 < f (z) < 224, entdo
21

sp (z) = gnrT = Sn+l (x).

2i+1 2i+2 ~
E se 5t < f(2) < 531, entdo

21 21+1

Sn(«r):W<W:8n+1((L’).

Em todo caso, s, (z) < spy1(x), sobre {x € X; f(x) <n}. Sobre o conjunto
{LE’ € Xa f([[‘) > n}a Sp=n < Sn+1- :‘)
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Aproximacgao de fungoes mensuraveis, positivas

Voltando ao espaco de medida (X, F, i), note que se f € LT (X), entao os conjuntos
A;, definidos em (4.24), pertencem a F e portanto as fungoes s,,, definidas em (4.25),
Sa0 mensuraveis.

A questao que se coloca de maneira natural é de saber se a aproximacao pontual,
construida em (4.25), serve também para aproximar o integral de f, i.e. se o prein-
tegral da funcgdo s,, definida em (4.25), converge para [, f () du(x). A resposta
a esta pergunta ¢é afirmativa, como pode-se ver no lema seguinte.

Lema 4.4. Seja f € LT (X) e seja {5y}, @ sucessio definida por (4.25). Entdo

/f )dp (x) = lim * n(x)du(x) (4.26)

n—0o0

Demonstracao. Este lema é uma consequéncia imediata do Teorema 4.2, a seguir
(teorema da convergéncia monétona). :-)

Teorema da convergéncia mondtona

Teorema 4.2. (Convergéncia monétona.) Seja {fn} . C LT (X) uma sucessao

neN
crescente. Entao

/X lim fo (@) dia () = I [, (@) (@) (4.27)

n—o0

Demonstragao. Como {f,}, .y ¢é crescente, para todo x € X, o limite
f(z):= lim f, (z)
existe em R¥. Por (3.7), f € Lt (X).

Pela monotonia do integral (desigualdade (4.13)), [ fa () dpu () é crescente. Logo,
o limite (denotado «) existe em R e verifica

~lim [ futa /f ) dpt (

n—oo

Para provar a desigualdade inversa, fixemos s € £57 (X), tal que s < f, fixemos
também ¢ € (0,1) e consideremos os conjuntos

E,={zeX; fo(x)>c-s(x)}.



113

Note que E, = (f, —c-s)"" (Rt) € F. Como
fn 2 XE, - fo 2 XE, - Ss
por (4.13) (monotonia do integral) e (4.6) (“linearidade”)
oz [ f@dute [ p p@)= [ es@dute) = [ s@duo),
Aplicando (4.23) (cf. Corolario 4.1), obtemos

a>c- lim *s@)du(az):c-/*s(z)du(a:),

n—oo En

jd que X =, E, (cf. Exercicio 8).

Como ¢ € (0,1) é arbitrario, conclui-se que

aZ/*s(aj)du(:}:).

X

Tomando o supremo sobre s € L5 (X), s < f, por (4.12) (cf. Defini¢ao 4.5)
oz [ f@dula). i)
be

Corolério 4.2. Seja {fn},cy € L7 (X). Entao,

[ n@an =3 [ o (129)

4.1.4 Funcoes Integraveis

Definigao 4.8. Seja f € L(X). O integral de f com respeito a p é

/ f (@) dp (o / 1+ (@) dp (o / I (4.29)

sob a condicao de, no minimo, um dos integrais da direita ser finito, pois de outra
forma, (4.29) nao teria sentido. As fungdes f* e f~ denotam a parte positiva e a
parte negativa de f, definidas em (3.6) (cf. Corolério 3.1).
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Definigao 4.9. Uma funcao f € L (X) é p—integrdvel (ou integrdvel, quando
1 estd subentendida no contexto) se [ |f (z)|du (z) < co. O conjunto das funcoes
p—integraveis denota-se L' (X, u). i.e

E(X,m:{fec @t <oo} (430)

Nota 4.3. Seja f € L(X), entao
felt(X,u)seesése ffef el (X, p).

Em particular, toda fungao integravel é igual a diferenca de duas fungoes positivas,
integraveis.

O espago vetorial normado L' (X i)

Vamos definir operagoes aritméticas entre fungoes integraveis. Como comentamos
na Nota 4.1, £ (X) néo possui estrutura vetorial, pois (f + ¢)(z) nao esta definida
nos pontos onde f(x) = —g(x) = 400 ou viceversa. Por este motivo, provaremos
previamente que as fungoes integraveis sao finitas em quase todo ponto e portanto
a soma de duas fungoes integraveis tem sentido em quase todo ponto.

Proposigao 4.6. Para todo f € £!'(X,u), o conjunto {z € X; |f (z)| = oo} ¢é
desprezével (cf. Definigao 2.14). i.e

p{z e X5 |f ()] = 00}) = 0. (4.31)

Demonstragao. Como 00 - X{zex;|f(z)|=00} < |f]; aplicando a desigualdade (4.13),
obtemos

0o ({z € X: |f (2)] = oo}) S/le(m)\du(x) <0

Pelas regras 1 e 2 da Definicao 3.2, a desigualdade anterior sé pode ser satisfeita se
p({z e X; |f(x)] =o00}) =0. :-) (compare com o Exercicio 7.)

Corolario 4.3. Sendo fege L' (X,pu), afungio f+g: 2 € X — f(x)+ g(x)
estd definida em p—quase todo ponto.

Lema 4.5. (Desigualdade de Chebyshev.) Para todo f € L'(X,p), para todo
a >0,

w({z € X; |f (@) = a}) < /|f e (4.32)
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Demonstragao. Pondo A, = {x € X; |f (z)| > a}, temos

a-Xa, < xa. - 1 fI < |f]-

Por (4.13) (monotonia do integral, cf. Proposigao 4.4),

a'u(Aa)S/Aal Dldn (@) < [ If () duta

Dividindo por «, obtemos (4.32). :-)

Observagao. A primeira aplicacao da desigualdade de Chebyshev serda mostrar
que o integral das funcoes integraveis e mesmo a integrabilidade delas, nao altera
se alterarmos o valor da funcao num conjunto de medida nula.

Lema 4.6. Para todo f € L (X, 1),
Jx If (@) dp(z) =0 se e sd se f(x) =0, em quase todo ponto x.

Demonstragao. Pela desigualdade de Chebyshev (4.32), para todo o > 0,

w({r € X:1f (@) = a}) < /|f )] dyt (z

Como,
o0

wexirwi>o=U{zexir@lz 1},

n=1

entio, por (2.9),
ullo € X3l (@) > 0 = i ({2 e X3l 0] 2 1) =0

Inversamente, como

|f (2)] < 00 X{zex|f(x)>0}5

pela monotonia do integral (cf. Proposigao 4.4, desigualdade (4.13)),

/le(w)ldu(w) < oo p({z € X:|f (2)] > 0}) =0. : )
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Corolario 4.4. Sejam f e g € L(X), tais que f(z) = g (z) em u—quase todo
ponto x € X. i.e.

p({r e X;[f(z) —g(x)] >0}) =0.

/!f )| dp (z /Ig )| dp (z

(Podendo ambos os lados serem iguais a +00.)

Entao

Proposicao 4.7. Sejam f e g € L(X), a relacao ~, definida por

f~gse p({zeXs|f(x)—g(2)]>0})=0 (4.33)

(f ~gse f(z)=g(z) em u—quase todo ponto z € X), é uma relagdo de equiva-
léncia sobre £ (X).

Demonstragao. (cf. Exercicios 9.)

Definicao 4.10. O conjunto das classes de equivaléncia das fungoes integraveis
denota-se L' (X, ). i.e

L' (Xnu) = (Xnu)/ ~

Nota 4.4. Como f ~ gseesdse fT ~ gt e f— ~ g, pelo Corolario 4.4, o
integral (se existir) tem o mesmo valor, qualquer que seja o elemento da clase de
equivaléncia. i.e. O integral é uma aplicaciao definida em L' (X, p).

Além disso, sendo f e g € L' (X, ), pelo Corolario 4.3, f+g estéa definida em quase
todo ponto. Isto é suficiente para definir a classe de equivaléncia correspondente
a [+ g, jad que qualquer fun¢ao mensuravel h € £ (X \ F), definida parcialmente
num conjunto X \ £, sendo E € F um conjunto de medida nula, define claramente
uma classe de equivaléncia, pois qualquer extensado (mensurdvel) de h pertence a
mesma classe. Ademais, a classe definida por f 4+ g nao depende individualmente
de f e g, mas sim da classe de f e da classe de g. Quer dizer que podemos definir
a soma de elementos (classes) de L' (X, p).

Exploramos estes factos na proxima definicao.

Definigio 4.11. Sejam f e g € £' (X, 1) e A € R. Denotando f e g € L' (X, p)
as classes de equivaléncia respetivas, define-se

(a) f+9:=[+g
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b A-F=XT
(¢) [y fdp:= [, f(z)dp(z), sendo f € f qualquer.
(d) ||f||1 = [ |f (z)] dp(x), sendo f € f qualquer.

Nomenclatura. Em diante, denotaremos aos elementos de L! (X, u) da mesma
forma que aos elementos de £! (X, 1), i.e. sem barras. Alias, as classes de equi-
valéncia chamaremos funcoes integraveis. Ou seja, a partir de agora, uma funcao
integravel é um elemento f € L' (X, ).

Proposigao 4.8. L' (X, u), junto com as operagoes definidas nas alinhas (a) e
(b) da Defini¢ao 4.11, é um espaco vetorial sobre R. Para além disso, a aplica¢ao
| /]I, é uma norma sobre L' (X, u).

Demonstracao. E facil ver que a soma de classes de equivaléncia e o produto por
escalar, definidas nas alinhas (a) e (b) da Definigao 4.11, verificam as propriedades
das operacoes de soma e produto por escalar de um espaco vetorial sobre R.

Para provar que || f||, é uma norma sobre L' (X, i), vemos que

(i) Como |f (z)| > 0, pela monotonia do integral,

T :/X\f(l‘ﬂdﬂ(%) >0

Pelo Lema 4.6, ||f||, = 0seesése f =0. ie. f =0 em quase todo ponto.
(ii) Por (4.14) (cf. Proposicao 4.4),

oo+ £l = [l @)l duta) = lol - [ 1f @]dia(z) = ol - 7],

(iii) Finalmente, como |f 4 g| < |f|+ |g|, por (4.13) e (4.14) (monotonia e “linea-
ridade” do integral, cf. Proposicao 4.4),

/|f r) + g (z)| dp (z /|f ) dp (@ /Ig )| dp (@

1F+glly < 1AL+ gl -

Logo,

Linearidade do integral sobre L' (X, p)

A propriedade (4.14), chamada de “linearidade” (cf. Proposi¢ao 4.4), nao é pro-
priamente assim devido a que o conjunto £1 (X) nem sequer tem uma estrutura
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de espago vetorial. Agora que hemos definido uma estrutura de espago vetorial
sobre L' (X, i), vamos mostrar a propriedade de linearidade do integral sobre este

espago.
Lema 4.7. Sejam f e g € L' (X, 1) e sejam a e b € R. Entdo

/X<a-f+b-g><a:>du<x>:a-/Xf<x>du<x> +b-/g(:v)du(:v)- (4.34)

X

Demonstracdo. Se a >0e¢b=0,entdo (a- )" =a-fre(a-f)” =a-f. Por
(4.29) (definigao de integral) e por (4.14) (cf. Proposi¢ao 4.4), temos

Jxa-f(@)du(z) = [i(a — Jx(a ) dp ()
= Jxa- [T @) dp(x) = [ya- ™ (z)dp(z)
=a- [ [T @) dp(x) —a- [ [~ (2)dp ()
=a- [y f(z)dy(x)

Sea<0eb=0,entdo (a-f)" = —a-f~e(a-f)” = —a-f*. Aplicando igualmente
(4.29) e (4.14), a conclusao ¢ a mesma.

Sea=b=1,pomosh:=f+g=f"—f +g"— g erearrangamos os termos no
lado da equacao em que ficam positivos.

Y+ f +g =fT+g"+h".

Integrando ambos lados e aplicando (4.14), pois todas as fungoes sdo positivas,

[ @dn@ s [ 1 @due)+ [ o @duta)
/f+ (@) + [ 9 <az>du<x>+/xh- () dia ().

Como todos os termos sao finitos, podemos recombinar os integrais das partes
positivas e negativas de cada funcao, obtendo-se, pela Definicao 4.8, o resultado
(4.34).

Para todos os outros valores de a e b podemos concluir a partir destes trés casos.

)
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Corolario 4.5. (Monotonia do integral sobre L' (X, 1)) Se fege L' (X,u) e se
f<g(ie g— f>0em quase todo ponto), entao

/X [ (@) du (@) < /X g (@) du (). (4.35)

Demonstragdgo. Por (4.13) (monotonia do integral para fungoes positivas, cf.
Proposigao 4.4) e pelo Lema 4.7,

0< /X (9 — ) (@) du(z) = /X g(z) dp(z) /X F(@) du(z). : )

Mudanca de variavel

Teorema 4.3. Seja (X, F, 1) um espago de medida, (Y,G) um espagco mensurd-
vel e ¢« (X, F) — (Y,G) uma aplicagao mensurdvel. Entao, para toda fung¢do
mensuravel, f:(Y,G) — (R, B),

feL(Y,vuu) seesdseforpelr(X,p).

Para além disso, pondo v = 1y,

/Y f () dv (y) = /X f ot (x) dp (x) (4.36)

Demonstracao. Mostraremos primeiro o teorema para as fungoes simples, nao
negativas. Seja s =c¢;-xp, + -+ ¢ - xB, € LT (V). Entao,

[ st = [ (o ++ coxn) dv

=c1-Yyup(Bi) + -+ Pypp(By)
=c-p(W7'(BY) A op (0H(BY))

= /X (Cle—l(Bl) T Cer‘l(Br)) dy
- /X (cixp, + -+ xp,) 0¥ (z) du(z).
= / sot () du(x).

X

Agora assumimos que f € £ (X) e arranjamos uma sucessao {s,},.y € L5 (Y),
tal que s,  f. Note que {s, 01}, . C L5 (X) es,o9p 7 for).
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Por (4.26) (cf. Lema 4.4),

Lj@ww:mn*%@w@

n—o0 Y

= lim *Sn0¢() ()

z/fW)du)

Para f € £ (X) qualquer, aplicamos (4.36) a f™ e f~ separadamente. :-)

4.1.5 Convergéncia dominada

Vamos terminar esta seccao com um teorema que permite manipular o integral e
os limites. Mas primeiro vamos dar um lema fundamental.

Lema 4.8. (Lema de Fatou) Para toda sucessao { fn},cn € L1 (X),

n—oo n—oo

/ liminf f, () dp () < lim 1nf/ fo(z)dp(x (4.37)
X

Demonstracao. Define-se
gn = 1nf f;.

i>n

Como g, é crescente, por (4.27) (teorema da convergéncia monétona),

/X lim g, (z)du(z) = lim [ g, (z)du(x). (4.38)

n—00 n—oo X

Como g, < f;, para todo ¢ > n, por (4.13) (monotonia do integral),

[ on@dnt@) <t [ fite)dno).

Tomando o limite quando n — oo,

lim [ g¢,(z)dp(z) < lim (mf/ fi(x)dp (x )

n—oo [ n—oo \ i>n

Por (4.38),
[ o rinto) < i (1 [ rinio)).
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Como
lim g, = lim (inf fl) = liminf f,

n—00 n—oo \ i>n n—o00

e de igual forma,

lim (inf /X £ (2) dy @)) — liminf /X £ (2)dp (z).

n—o0 \ 1> n—00

o lema de Fatou fica demonstrado. :-)

Teorema 4.4. (Teorema da convergéncia dominada) Seja {fn},cn € L' (X, 1),
uma sucessio convergente em quase todo ponto. Seja g € L' (X, ), tal que

VneN, |fulz)| < g(x), para p—quase todo x € X.

Entao,

/X lim £, (@) dp (@) = Jim [ £, (z)da(a). (4.39)

n—oo

Demonstragdo. (Note que parte da conclusao é que o limite da direita existe.) A
sucessao {g — fn},eny € uma sucessao de fungoes positivas. Aplicando (4.37) (lema
de Fatou), obtemos

/ liminf(g — f,)dp < liminf/ (g — fn)du.

n—o0

Pela linearidade do integral,

/ gdp — / lim f,dp < / gdp — limsup / Jndp
X X o X n—oo  JX

Como [, gdu < co, podemos restar [, gdu em ambos os lados. Portanto,

limsup/ fnd,ug/ lim f,dpu.
n—00 X x N0

Repetimos o processo anterior com {g + f,}, oy, que também é uma sucessao de
fungoes positivas. Obtemos

/ lim f,dp < liminf/ frndpe.
Xn%oo n—oo X

Como liminf, o [y fudp < limsup,_ [y fadp, a sucessao { [ fnd,u}neN é con-
vergente e o limite verifica (4.39). :-)
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Corolario 4.6. Seja {fu},oy € L' (X, 1) tal que

> [ 1@l duta) <o,

Entao, Y 0 fn€ L' (X, ) e

/ an ) du (x Z R (4.40)
Demonstragao. Por (4.28) (teorema da convergéncia monétona),

/Z!fn )i (a Z/m )i (@
Logo,
Dol € LN (X p).
n=1

Entao, por (4.31), para quase todo x € X,

Z\fn )| < oo

Ou seja, existe um conjunto A C X, u(A) = 0, tal que para todo =z € X \ A,
Y o2 | fn (z) é absolutamente convergente. i.e.

00 N
Zlfn (2) =nggoz‘?fn (v)

existe em quase todo x € X. Para além disso,

Do fa@)| <Y @)

Pela linearidade do integral,

Ain@ /h ) dye (1

Por (4.39) (cf. Teorema 4.4), obtemos (4. 40)

4.2 Variaveis aleatdrias integraveis

Nesta seccao, por se tratar de espagos de probabilidade, mudaremos a notacao de
(X, F, u) para a notagao classica (€2, F, P).
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4.2.1 Meédia e Variancia

Definicao 4.12. Seja X : 2 — R uma varidvel aleatéria integravel. ie. X €
L' (9, P). Define-se a média ou esperanca matemdtica de X, denotada E(X),
pela férmula

E(X) := / X(w) dP(w). (4.41)
Q
Se para além disso, X% € L' (Q, P), define-se também a varidncia de X,

Var(X) ::/Q(X(w)—E(X))2dP(w):/Xz(w) dP(w) — (E(X))*.

Q

Ou, utilizando a notagao que acabamos de introduzir em (4.41),

Var(X) == E ((X(w) - E(X))?) = E (X?) — (E(X))*.

Nota 4.5. Denotando v a lei de X (i.e. v = X4P), pelo Teorema 4.3,

E(X) :/Rxdl/(x) e Var(X) :/RxQ dv(z) — (B(X))?.

Nota 4.6. Se X? € L' (Q,P), entao X € L' (Q,P). Efetivamente, num espaco
de medida finita, as constantes sao integraveis e |X| < 1+ X% O contrario nao
acontece necessariamente, como sucede com a distribuicao—t de Student com dois
graus de liberdade, que possui média mas nao possui variancia. A lei de Cauchy
nao tem nem média nem variancia. (cf. Subsecgao 3.3.5.)

Produto de variaveis aleatdrias integraveis, independentes

Lema 4.9. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias integraveis, independentes (cf.
Definigao 3.16). Entao, o produto X - Y é integravel e

E(X-Y)=E(X)-E(Y). (4.42)

Quer dizer,

/QX(w)-Y(w) dP(w):/QX(w) dP(w)~/QY(w) dP (w)

Demonstrag¢ao. Assumiremos que X e Y sao nao negativas. O caso geral segue-se
facilmente, a partir deste.
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Fixemos n € N e definamos, como em (4.24) (cf. Lema 4.3),

i1 i i+ 1
A =Xt - 0~ <X
=3 ([ 5)) feen n xS

1 1+ 1 1 1+ 1
= () e s

As variaveis aleatodrias

n-Z”Z. n-Z"Z.
Sn:ZQ_n'XAi e thZQ—n'XBi

i=0 =0

sao independentes e

n-2m
4,7=0
n-2" i j
= Z 27‘27'P(Az) P (B;)
1,7=0
n-2m i n-2™ ]
:ZQ—n P(Az‘)'ZQ—n P (B;)
=0 7=0

—E(s,) E(t).

Como s, /" X, t, /Y es,t, XY, pelo Teorema 4.2 (convergéncia monétona),

obtemos (4.42). :-)

Observagao. A demonstragao é a mesma para o produto de um numero finito de

variaveis aleatorias independentes.

Note também que o produto de variaveis aleatorias integraveis, nem sempre ¢é in-
tegravel. Se o for, todas as varidveis aleatérias integraveis seriam de quadrado

integravel. Mas ¢ facil encontrar exemplos de varidveis aleatorias integraveis cujo

quadrado nao ¢ integravel.
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4.2.2 Lei(es) dos grandes niimeros
Convergéncia em probabilidade

Definigao 4.13. Seja {X,,}, .y uma sucessao de varidveis aleatorias e seja X mais
uma variavel aleatoria. Diz-se que X, converge para X em probabilidade,
quando n — oo, e denota-se X,, —F X, se para todo € > 0,

lim P (X, — X| >¢€) =0 (4.43)

n—oo

O lema seguinte é uma aplicagao cléssica da desigualdade de Chebyshev (Lema 4.5)
e da esperanga do produto de varidveis aleatérias independentes (Lema 4.9).

Lei fraca dos grandes nimeros

Lema 4.10. (Lei da média.) Seja {X;},.y uma sucessio de ensaios de Bernoulli
de pardmetro p € (0,1). (i.e. Varidveis aleatorias de Bernoulli de pardmetro p,
independentes.) Entao,

— 1 «

Demonstragao. Por (4.32) (desigualdade de Chebyshev, cf. Lema 4.5), para todo
e > 0 fixo,

PR —p 20 < 5B (K- ) = 58 | [ (5 -p)
Mas )
Bl Xi=p)| | =D E(Xi=p) (X -p)
= ZE ((Xz - p)Q)
= np(l = p),

j& que para i # j, por (4.42),

E((Xi—p)(X;—p) =EX; —p)E(X; —p) =0,

pois as varidveis X; — p e X; — p sao independentes.
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Logo,

p(1 —p)

2 )

P(Xn=p| =€) < =%

que tende para 0 quando n — oco. :-)

O préximo teorema generaliza o Lema 4.10 para sucessoes que podem ter distribui-
¢oes completamente diferentes, s6 exige-se que as variancias sejam uniformemente
limitadas. Este teorema é utilizado em Estatistica para estimar a média de um feno-
meno observado, do qual ndo se conhece a lei de probabilidade. A sua demonstracao
é semelhante a do Lema 4.10. (cf. Exercicio 10.)

Teorema 4.5. (Lei fraca dos grandes niumeros.) Seja {X;} uma sucessdo de

iEN
varidveis aleatdrias independentes (cf. Defini¢ao 3.16), de quadrado integrdavel (i.e.
possuindo média e variancia). Supomos para além disso, que a sucessao de varian-
cias € limitada. i.e. Existe K > 0, tal que Var (X;) < K, para todo i € N. Entdo,

pondo
_ 1 —
X, = - E X, (4.44)
n
i=1

temos

X, —E(X,) ="0.

Lei forte dos grandes nimeros

Lema 4.11. (Borel-Cantelli.) Seja {A,}, oy € F uma sucessio de conjuntos men-
surdveis, tal que

ZP (4,) < oo.
n=1
Entao,

P (ﬂ U An> = 0.
m=1n=m
Demonstracao. Para todo k € N,

P(ﬁ G An> SP(QAn) SiP(An)%O,

m=1n=m n=k

j& que a série é convergente. :-)
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Nomenclatura. Na literatura em inglés, se x € (\~_, U, A,, diz-se que z € A,
i.0. (infinitely often). Efetivamente, z € (-_, >, A, se e s6 se x € A,, para um
nimero infinito de indices.

Observacao. O lema de Borel-Cantelli é enunciado no contexto das probabilida-
des, mas ele é valido em qualquer espaco de medida, pois nao é necessario a medida
ser finita. Historicamente, o lema de Borel-Cantelli foi formulado para demonstrar
o teorema de Borel dos “ntiimeros normais.” (cf. Teorema 4.8.)

Teorema 4.6. (Lei forte dos grandes niimeros.) Seja {X;},oy uma sucessao de va-
ridveis aleatdrias independentes, tal que para todo i € N, X} € L' (Q,P). Supomos
que existe K > 0, tal que para todo i € N, E ((XZ —E (Xi))4) < K (em particualr,
a variancia € limitada por 1 + K, qualquer que seja i € N). Entao, o conjunto

{we o im X, ~E(X,) =0}
n—oo
tem medida total. 1.e.

P({we lim X, -E(X,) =0}) = 1.

n—oo

( X,, é a média aritmética das primeiras n variaveis, definida em (4.44) )

Demonstracao. A demonstracao deste teorema é muito semelhante a demonstra-
¢ao do Teorema 4.7 a seguir, e fica como exercicio. (cf. Exercicio 12.)

O teorema seguinte ¢ a versao da lei forte dos grandes ntimeros para os ensaios de
Bernoulli. O enunciamos e demonstramos detalhadamente, pois é a base para o
teorema de Borel dos “nimeros normais.” (cf. Teorema 4.8.)

Teorema 4.7. (Lei forte dos grandes ntmeros 1.) Seja {X;},.y uma sucessao de
ensaios de Bernoulli de pardmetrop € (0,1). (i.e. Varidveis aleatdrias de Bernoulli
de pardmetro p, independentes.) Entdo o conjunto

N, = {w € Q; lim X, (w) = p} (4.45)
n—oo
tem medida total. i.e.
P(N,) =1

( X, é a média aritmética das primeiras n varidveis, definida em (4.44) )

Demonstracao. Note primeiro que o conjunto NV, ¢ mensuravel, ja que as varia-
veis aleatorias liminf, ., X,, e limsup,,_, . X, sdo mensuraveis (cf. Corolario 3.2)
e

N, = {w € Q; liminf X,, (w) > p} N {w € Q; limsup X, (w) < p} :

n—oo n—o0
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Agora, fixemos € > 0.

Pela desigualdade de Chebyshev (Lema 4.5),

Observe-se que

n 4

Z (Xi —p)

i=1

E = Z E((X; —p)(Xj —p) (X —p) (X4 —p)).

1,9,k l=1

Pela independéncia das variaveis aleatorias,

E(X;—p)(Xj —p) (X, —p) (X —p)) =0

sempre que um dos indices é diferente de todos os outros. Portanto, os termos nao
nulos sao E ((Xl — p)4), i=1,...,n e 3 termos iguais a E ((XZ — p)2 (X, — p)2), por
cada par i,7 =1,...,n, 7 # j. Como X" = X;, para todo m > 0, entao

E((X;—p)') =B (X})—4pE (X?) +6p°E (X?) —4p°E (X;) +p" = p—4p® +6p° —3p™.

e

E(Xi—p)? (X —p)?) =E(Xi—p)*)E(X; —p)*) =p*(1-p)*.
Somando estes termos, tendo em conta que ha n termos iguais a E ((Xz — p)4) e
3n(n — 1) termos iguais a B ((X; — p)* (X, — p)z), i # j, obtemos

np(1 —p)(1 = 3p(1 —p)) +3n(n— 1)p* (1 —p)* < n’,

Logo,

Como . -
d>p (\Xn —p| > n‘é) <Y i<,
n=1

pelo lema de Borel-Cantelli (cf. Lema 4.11),

P(Fj @ {wEQ; Rn(w)—p‘ Zné}> = 0.
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S6 falta verificar que

Q\ (ﬁ G {wGQ; X, (w) = p) 2n§}> C N,.

m=1n=m

Efetivamente, se

w ¢ ﬁ G {wGQ; Ifn(W)—p\Zn‘%},

m=1n=m

entao existe m € N, tal que
o0
wé U {w €
n=m

Isto significa que para todo n > m, |Xn (w) — p’ < n~s. Portanto,

X, (w) —p| > n’é}

lim |X, (w) —p|=0. : —)

n—oo

Medidas estrangeiras

Definigao 4.14. (cf. Definicao 3.11.) Duas medidas, p e v sobre um espago
mensuravel (X, F) sao estrangeiras, se existe A € F tal que

u(A) =v(A) =0.

Corolario 4.7. As probabilidades P, sobre o espago de Bernoulli (B, F.,), dadas
pelo Teorema 2.3, sao estrangeiras entre elas. i.e. P, e P,, sao estrangeiras, para

todo p1, p2 € (0,1), p1 # po.
Demonstracao. Basta observar que as projecoes coordenadas
X; . (wl,wg, ) EB—>CUZ', iGN,

definidas em (3.32), sdo ensaios de Bernoulli de pardmetro p, definidos sobre o
espaco de probabilidade (B, F,P,), sendo p € (0,1) um ntimero fixo qualquer.
(cf. Proposigao 3.4.)

Pelo Teorema 4.7,

P, <{w € B; JLI&Xn (w) :p1}> =P, <{w € B; lim X, (w) :p2}> =1.

n—o0

Mas, para todo py, ps € (0,1), p1 # po,
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Probabilidades continuas, no entanto estrangeiras com respeito a medida
de Lebesgue

Seja (wi,ws,...) = Y ooy w; - 27" € [0,1] a aplicagdo definida em (2.36). Sendo
p € (0,1) fixo, vamos estudar a medida imagem

Op = YuPp, (4.46)

sobre ([0, 1], B), da probabilidade produto sobre (B, F.,), denotada P, (obtida no
Teorema 2.3).

Tirando as sucessoes que terminam em zeros (ou as que terminam em uns), 1) é
injetiva. Ademais, as sucessoes que terminam em zeros como as que terminam
em uns estao excluidas dos conjuntos N, (cf. férmula (4.45)), qualquer que seja
p € (0,1). Portanto,

P <1/1 <{w € B; JE&X” (w) = p})) = {w €B; lim X, (w) = p}

n—o0

o(foes R =n ) ({5 Kot =) =0

Para além disso, pela definicao de medida imagem,

Op (1/1 ({w € B; lim X, (w) :p}>> =P, ({w €B; lim X, (w) = p}) = 1.

n—oo n—o0

Corolario 4.8. As probabilidades g,, sobre ([0,1],B), p € (0, 1), sdo estrangeiras
entre elas (cf. Definicao 3.11). i.e. Para todo p1, p2 € (0,1), p1 # p2, 0p, € 0p, 580
estrangeiras.

Demonstracao. E uma aplicacao direta do Corolario 4.7. :-)

Corolario 4.9. As probabilidades g,, p € (0,1), p # % sao uma familia de proba-
bilidades continuas sobre ([0, 1], B) (Definicao 3.15), a pesar de serem estrangeiras
com respeito a medida de Lebesgue .

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.4, a medida de Lebesgue sobre ([0,1],B), de-
notada A, coincide com 01 (p = 1/2). Pelo Corolario 4.8, as probabilidades gy,
p € (0,1), p# % sao estrangeiras com respeito a 01, que, como dizemos, ¢ igual a
A. O facto de g, ser continua, deixa-se como exercicio. (Exercicio 11.) :-)
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Numeros normais

Definigao 4.15. Um numero ¢ € [0, 1] é um ndmero normal se

LWt wy
lim ——— =

n—oo n

1

57

onde a sucessao w = (wy,ws, ) é o desenvolvimento em base dois de t. i.e.
N i

t=2 s wi- 27"

Observacgao. O conjunto dos niimeros normais € (N%>, sendo N% o conjunto
definido em (4.45) e ¢ a aplicacao definida em (2.36).

Teorema 4.8. (Teorema de Borel dos nimeros normais) No espaco probabilistico
([0,1], B, A) (i.e. no intervalo [0,1], dotado da probabilidade uniforme), quase todos
0s nimeros sa4o Normais.

Demonstracao. Este teorema é uma consequéncia imediata dos teoremas 4.7, 2.4
e da observacao anterior. :-)

4.3 Espacgos L (X, u)

Definicao 4.16.

(a) Sendo p > 1 e f uma funcdo mensuravel, dizemos que f é p — u—integrdvel
(ou p—integrdvel) se |f|" € L' (X, u). i.e.

/X P () du () < oo.

O conjunto das funcoes p—integraveis denota-se

&0 = {7 € L0035 [ 117 (@) du ) < oo}

LP (X, p) = LX) [ ~
denota o conjunto das classes de equivaléncia das fungoes p—integraveis.

(b) Seja f uma fungao mensurdvel. Dizemos que f é essencialmente limitada
se existir M > 0 tal que

|f(z)] < M, para quase todo = € X. i.e.
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p({r e X; |f(z)| > M}) = 0.

O conjunto das (classes de equivaléncia das) fungoes essencialmente limitadas
denota-se L™ (X, p).

4.3.1 Estrutura de espago vetorial normado sobre L (X, 1)

Nota 4.7. Por (4.31) (cf. Proposigao 4.6), qualquer que seja p (1 < p < 00), para
todo f € LP (X, p),

p({lfI=+oo}) = u({|f" = +o0}) = 0.

Portanto, a soma e o produto por escalar dos elementos de LP (X, u) estd bem
definida (cf. Defini¢ao 4.11).

Proposicao 4.9. L? (X, pu) é um espago vetorial sobre R. (1 < p < c0.)

Demonstragao. O tnico que falta por ver é que a soma de func¢oes p—integraveis
¢ uma fungao p—integravel. Para L™ (X, ), é evidente, ja que |f + g| < |f] + |9g].
Para p > 1, como a funcao t — tP é convexa,

(|f+g!>p < P+ gl
2 ) = 2

Integrando ambos os lados desta desigualdade, pela monotonia (4.13) e aditividade
(4.14) (cf.Proposicao 4.4),

Jirearausz ([ irans [1ora). o)

Norma em L? (X, u)

Definigao 4.17. Sendo p > 1, para todo f € LP (X, ), definimos

T ( [ 117 @) an <x>) . (4.47)
Para f € L™ (X, u), define-se

[flloo := inf {M > 0; p({x € X5 |f(x)] > M}) = 0} . (4.48)



133

Nota 4.8. || f||., =min{M > 0; p({z € X; |f(z)| > M}) = 0}, ja que

p{r e X;|f(@)] > [[fllo}) = 0.

(cf. Exercicio 13.)

Proposigao 4.10. |||, ¢ uma norma sobre L? (X, u). (1 <p < o0c.)

Demonstragdo. Na Proposicao 4.8, provamos que |[|-||; é uma norma sobre
L' (X, ). As duas primeiras alinhas da demonstracao da Proposicao 4.8 adaptam-
se facilmente a este caso.

S6 falta provar a desigualdade triangular. No contexto dos espagos LP (X, u), a
desigualdade triangular é conhecida como desigualdade de Minkowski, que vamos
demonstrar na Proposi¢ao 4.12. Mas antes vamos mostrar a desigualdade de Holder,
por ser necessaria para a demonstragao da desigualdade de Minkowski. :-)

Definicao 4.18. Sejam p > 1 e ¢ > 1. Dizemos que p e ¢ sao exponentes
conjugados ou simplesmente conjugados, se
1

1
Sy =1 4.49
L (4.49)

i.e. p e ¢ sao conjugados se p + q¢ = pq.

Para além disso, 1 e co sao conjugados.

Desigualdade de Hoélder

Proposicao 4.11. Sejam p e ¢ um par de exponentes conjugados. Entao, para
todo f € LP(X,u) e todo g € LI(X,u), fg € L' e verifica-se a desigualdade
seguinte

1glly < WA, - Nlgll, - (4.50)

Demonstragdo. Se | f|, = 0 ou [[g][, = 0, fg = 0 em quase todo ponto e a
desigualdade verifica-se trivialmente. Se, pelo contrario, |||, - [|g][, # 0, dividimos
f e g pelas suas normas respetivas. Pela desigualdade de Young (cf. Exercicio ?77?),
para todo x € X,

[f @)

| 1 jg(@)|”
I, ol =2 1/

lgllz -

+

|
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Integrando ambos os lados desta desigualdade, pela monotonia (4.13) e aditividade
(4.14) (cf.Proposigao 4.4), obtemos

. L1 PR S Y R,
TR ||g||q/X|f(x)g(x)|du(x) S;W/Xﬁ(xﬂ du( )+Q||f||Z/X|g( ) dps(z)
1 1

=4+ =1
P q

multiplicando por || f]|,, [|g]|, ambos os extremos desta desigualdade, obtemos (4.50).
Observagao. Quando p = g = 2, a desigualdade (4.50) é conhecida como desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz.

Desigualdade de Minkowski

Proposicao 4.12. Para todo fe g e LP (X, pu), 1 <p < oo qualquer,

1+ gll, < I1f1l, + llgll,,- (4.51)

Demonstragdo. Se p = 1 ou p = oo, a desigualdade (4.51) é evidente, ja que

|f+al <[f[+ gl

Se p € (1, 00), multiplicamos ambos os lados da desigualdade anterior por | f + g|” !
e integramos. Pela monotonia (4.13) e aditividade (4.14) (cf.Proposicao 4.4),

/ 4+ gy < / gl fl e+ / Frgl glde. (452)
X X X

Agora, aplicamos a desigualdade (4.50) (desigualdade de Holder) aos dois integrais
da direita, separadamente. Note que ¢q := 1% é o conjugado de p.

p—1 d ( »g )pp< vy >p
/le+g| fldu < /X|f+g| " /X|f| y

p—1 p p’%l P %
[1r+g !g!dué(/x\f+g! du) (/Xrgr du) .

Somando estas duas desigualdades e aplicando (4.52), obtemos

[+ aPaus (/X\f+g!”du)ppl [(/){If\”du);+</)(|g|”du>;]- (453)

Finalmente, se || f + g||, = 0 a desigualdade (4.51) ¢ trivial. Sendo, dividimos (4.53)
por || f + g||§_l para obter (4.51). :-)
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Exercicios

1. (cf. Definigao 4.2.) Sendo s uma fungao simples, definimos n, ¢; e A;, i =
1,--+,n, por (4.1). Mostre que a representagao (4.2) de s é tunica.

2. Seja {Xj}je.f uma particao de X e F a o—dalgebra gerada pela particao
{X j}j cs» sendo J um conjunto numerdvel de indices. Mostre que qualquer
funcio f : X — R é F/B—mensuravel se e s6 se para todo j € J, f é
constante em X;.

3. (cf. Proposigao 4.3.) Sendo s e t € L* (X)), utilize o Lema 4.2, para verificar
as seguintes propriedades.

(a) Linearidade: Para todo a,b € RT,

* *

s(:c)d,u(a:)—i—b-/ t(x)du(z).

X

/*(as—i—bt) (2)dp (z) = a /

X X

(b) Monotonia: Se s < t, entao

[s@ant) < [r@ant.

X b's
4. Mostre que se
XA = Z dj - XB;>
j=1
onde d; > 0, para todo j = 1,...,m, entao B; C A.

Sendo
J.={j€{l,...,m}; x € B;},

mostre que qualquer que seja x € A,

é uma particao finita de A.

6. (cf. Nota 4.2.) Prove que para todo s € £ (X),

[ s@an = [ 5@ du).
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10.

11.

12.

13.

. (cf. Propposicao 4.5.) Mostre que se a medida f - u, definida por (4.16) (cf.

Teorema 4.1), é o—finita, entao p ({x € X; f(z) = oc0}) = 0.

Para além disso, prove que se pu é o—finita e u({x € X; f(z) =o00}) = 0
entao f - pu é o—finita.
Sendo

E,={r€X; fu(x) >c-s(z)},

onde f € LT (X), s€ L5 (X), s < fece (0,1), mostre que

Prove que a relagao ~, definida por (4.33) (cf, Proposigao 4.7), é uma relagao
de equivaléncia sobre £ (X, u).

(Lei fraca dos grandes nimeros, cf. Teorema 4.5.) Seja {X;}._x, uma sucessao

ieNy
de variaveis aleatorias independentes, de quadrado integravel. Supondo que
a sucessao de variancias é limitada (i.e. Existe K > 0, tal que Var (X;) < K,

para todo ¢ € N), mostre que
X, —E(X,) =",
onde X,, é a média aritmética, definida em (4.44).

Mostre que as probabilidades g,, dadas por (4.46), sao continuas, qualquer
que seja p € (0,1).

(cf. Teorema 4.6.) Seja {X;},. uma sucessao de varidveis aleatérias indepen-
dentes, tal que X} € L' (2, P). Supondo que existe K > 0, tal que para todo
ieN,E(X;—E (Xi))A‘) < K, mostre que o conjunto

{weo im X, ~B(X,) =0}

n—oo

tem medida total. i.e.

P ({w € Q; lim X, —E(Xn) :O}) =1.

n—oo

X,, denota a média aritmética das primeiras n varidveis, ver (4.44).

(cf. Nota 4.8.)Mostre que

p{r e X5 [f(@)] > [[fll}) = 0.



Capitulo 5

Integracao no espaco produto

Neste Capitulo, vamos construir a medida produto, definida sobre a o—algebra pro-
duto de dois espagos de medida, digamos (X, F, i) e (Y, G, v), com medidas p e v,
ambas o—finitas. De seguida, trataremos o teorema de Fubini-Tonelli, que serd uma
consequencia imediata de esta construcao. Finalmente, veremos a relacao estreita
entre medida produto e varidaveis aleatérias independentes. Na primeira e segunda
parte pode-se apreciar alguma imflueéncia do livro de P. Billingsley [1], a tltima
parte, sobre a independéncia, toma certos aspetos do livro de M. Kac [9].

Para ler esta seccao, é conveniente que o leitor reveja, se necesséario, a definicao
e construgao da o—algebra produto (cf. Definigao 3.3) e a Proposi¢ao 3.1, onde
mostramos que as projecoes sao mensuraveis. Além disso, provamos que o produto
de o—4dlgebras é associativo (cf. Lema 3.10) e que a o—élgebra de Borel de R™,
gerada pelos abertos de R™ e denotada B", é igual a o —algebra produto de n cépias
da o—algebra de Borel de R (qualquer que seja n € N). ie. B"=B®---® B (cf.
Teorema 3.2). Isto permite caraterizar as fungdes mensurdveis a valores em R",
como sendo exatamente aquelas cujas componentes sao todas fungdes mensuraveis,
reais (cf. Coroldrio 3.3).

O espaco probabilistico de Bernoulli, ({O,l}N,}"OO,Pp> (sendo p € (0,1) qual-
quer), construido na subsecgao 2.4.3 (cf. Teorema 2.3), é um exemplo de um espago
produto, com a o—algebra produto e a medida produto de uma quantidade nume-
ravel de cépias do espaco ({0,1},P ({0,1}),v,), mesmo que, até o momento, nao
o tenhamos visto sob este angulo.
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5.1 Medida produto

Lema 5.1. Sendo (X, F) e (Y,G) dois espagos mensurdveis, a dlgebra Ax vy, ge-
rada pelos retangulos mensuraveis (i.e. 0s conjuntos da forma A x B, sendo
AeFeBeg,cf (3.8))¢igual a unido finita de retangulos mensurdveis disjuntos
dois a dois. 1i.e.

.AX><Y:{UAI'XBZ';TLEN,AI'G.F,Bieg,AiXBiﬂAjXBj:Q),Vi?éj}.
=1

Demonstracao. cf. Exercicio 1.

Teorema 5.1. Sejam (X, F,u) e (Y,G,v) dois espagos de medida. Assumimos que
as medidas p e v sao ambas o—finitas. Entdo, existe uma unica medida, denotada
p®v, sobre (X xY,F®G) (cf. Definicio 3.3), tal que para todo A € F e B € G,

pRv(Ax B)=pu(A)-v(B). (5.1)

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.1 (teorema de Carathéodory), basta definir uma
premedida o—finita sobre a dlgebra Ay yy do Lema 5.1, verificando (5.1). Natural-
mente, comecamos por definir

C(AxB)=p(A) v(B), (5.2)
para todo A X B € Rxxy (retangulos mensuréveis, cf. (3.8)).

Pela propriedade aditiva das premedidas, estendemos ( a Axxy por adicao,

sendo n o numero de retangulos mensuraveis, A; x B; € Rxxy, ¢ = 1,...,n e
Ai xBiﬂAj XBj:(Z), paratodoi;ﬁj.

Note que ( estda bem definida, ja que o valor de ( depende unicamente do conjunto
Ay x ByU---U A, X B, e nao da sua representagao em retangulos mensuraveis,
disjuntos, que evidentemente nao é unica. (cf. Exercicio 2.)

Claramente, esta funcao é o—finita. Efetivamente: Por hipdtese, existem duas
familias crescentes de conjuntos mensuraveis X; ' X e Y; 7Y, de medida finita.
Portanto X; xY; 7 X XY e para todoi € N,

¢ (Xi x Vi) = u(X;) - v(Y;) < oo.
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Agora vamos provar que ¢ é uma premedida. Por (5.3), as alinhas 1 e 2 do Lema
2.6 estao garantidas. S6 falta demonstrar (2.21) (subaditividade numeravel).

Pelo Exercicio 6, basta provar que
((Ax B) Z ¢ (A; x By)

onde {A; x B;},.y € Rxxy ¢ uma sucessao de retangulos mensuraveis e A x B é
mais um retangulo mensuravel, tal que

=1

Tendo em conta (5.2), devemos mostrar

p(A)-v(B) < Zu(z‘li) v (Bi). (5.4)

Pondo I, = {i € N; z € A;}, note que para todo x € A,

B C UBi.

1€l

Pela monotonia e subaditividade numeravel da medida v, (cf. Lema 2.3),

B) <Y w(B) =Y v (B)xa (o).

i€l

Logo,
<> v(Bi)-xa, (5.5)
=1

Como A e A;, i € N, sdo mensuraveis, as fungdes v (B)-xa e v (B;) - x4,, ¢ € N, sdo
mensuraveis, incluindo o somatério (cf. (3.7)). Integrando com respeito a p ambos
os lados da desigualdade (5.5), pela monotonia do integral (cf. (4.13), Proposicao
4.4) e por (4.28) (cf. Corolario 4.2),
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5.1.1 Teorema de Fubini-Tonelli para conjuntos

De aqui para frente, (X X Y, F ® G, u ® v) denota o espago produto de dois espagos
de medida fixos, (X, F,u) e (Y,G,v), ambos dotados de medidas o—finitas, i e v,
respetivamente.

Na demonstracao do Teorema 5.1 fixamos x € A e consideramos o recobrimento
de B pelos conjuntos B;, cujo indice 7 verifica = € A;. Se fazemos ao contrario, ou
seja fixar y € B e considerar o recobrimento de A pelos conjuntos A;, cujo indice
1 verifica y € B;, obtemos naturalmente o mesmo resultado. Mas se em lugar de
A x B considerarmos um conjunto D € F ® G geral e fizermos o tipo de céalculo
que corresponde a esta operacao, fixando x e depois fixando y, vamos obter duas
férmulas diferentes para u ® v (D), o qual constitui o teorema de Fubini-Tonelli
para conjuntos. Este é o objetivo principal desta subseccao.

Secgoes ao longo de YV

Definicao 5.1. Paratodo D C X xY etodox € X, a seccao de D em x é o
conjunto

D, ={yeV; (x,y) € D}. (5.6)
Exemplo. Sejam A C X e B CY. Entao, para todo x € X,
B, size A
Ax B) = ’ 5.7
(4% B), {@7$$¢A 5.7)
Proposicao 5.1. (a) Paratodo De F C X XY e todo z € X,
(D\E), = D, \ E,.

En particular
(E%), = (Ea)° (5.8)

(b) Seja {D;};; uma familia de subconjuntos de X x Y, indexada por um conjunto
de indices I (arbitrario). Entao, para todo x € X,

(Ua>=uum, (5.9)

el i€l

(ﬂm>:ﬂwm- (5.10)

i€l i€l

Demonstracao. cf. Exercicio 4



141

Lema 5.2. Para todo D € F ® G e todo x € X, temos
D, eg.
Demonstracao. Fixemos x € X e definamos a familia
(F®G),={DeF®G;, D, €g}.

Como G é uma o—élgebra, observe-se que:

L. X xY € (F®G), (por (5.7)).

2. Se D e (F®Q),, entao D° € (F®G),_ (por (5.8)).

3. Se {Di},cn € (F®G),, entao U2, D; € (F®G), (por (5.9)).

Logo, (F ® G), é uma o—algebra. Para além disso, (F ® G), 2 Rxxy (por (5.7)).
Conclui-se que,
(F@Q)x 2 O'[Rxxy] :.7:®Q : —)

Coroldrio 5.1. Seja (Z,H) um terceiro espago mensuravel e seja f : X XY — Z
uma funcao (F ® G) /H—mensurdvel. Entao, para todo z € X, a funcao

fe:y €Y — f(x,y) € Z é G/H — mensuravel. (5.11)

Demonstracao. Para todo A € H, temos
oA ={yeY; fuly) = fz.y) € A}
={yeY; (x,y) e [ (A)}
= (/71 (4),
Como f é (F ®G) /H—mensurdvel, f~!(A) € F ® G. Pelo lema anterior,

A =(f1(4),€6 :-)

Agora incorporamos a medida v ao nosso estudo. Pelo Lema 5.2, para todo D €
F®G, D, € G. Portanto, faz todo o sentido considerar a fungao =z — v (D,).

Lema 5.3. Para todo D € F ® G, a funcdo
reX —v(D,).

¢ mensuravel. i.e. v € X - v(D,) € LT (X).
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Demonstracao. Utilizaremos novamente o tipo de raciocinio que ja estamos habi-
tuados. Consideramos a familia dos conjuntos que verificam a propriedade desejada
e vamos provar que esta familia, devido a sua estrutura, ¢é de facto toda a o —algebra
produto. Efetivamente, definamos

D={DeFxG zeX —»v(D,)eLl"(X)}.
Queremos mostrar que D = F ® G.
Por (5.7), para todo A € F e B € G,
v((Ax B),) = v(B) - xa(x) € L* (X). (5.12)
Logo, Rx«xy C D.

Agora consideremos uma uniao finita, digamos (A; x By) U --- U (4, x B,), de
retangulos mensurdveis, disjuntos dois a dois. i.e. (4; x B;) N (A; x B;) =0,
todo i # j. Como

para

v (A1 x Bi) U=+ U (An X By)),) = v (B1) - xa, (%) + - + v (Bn) - xa,(2),

a funcdo © — v (((Ay x B1)U---U (A, x B,)),) pertence a L1 (X). Portanto,
»AX><Y c D.

Pelo Teorema 2.6 (teorema das familias monétonas), o [Axxy| = m [Axxy]. Logo
F®G=o0 [AXXY] = m[AXxY] - m[D]

Para concluir, basta provar que m[D] = D, ou seja que D é uma familia moné-
tona. Tendo em conta a Definicao 2.12, devemos verificar as duas propriedades
seguintes.

1. Unido numerdvel crescente: Seja {D;},.y C D, uma sucessao crescente. Pela
monotonia das medidas (cf. Proposigao 2.1, alinha 2), a sucessao

{z = v ((Di)a)}ien € L7 (X)
¢ crescente.
Por (3.7) (cf. Corolario 3.2), a funcao

r — zlggoy (Di)z) € LT(X).

Por (2.9) (cf. Lema 2.2), temos

lim v ((Di),) = v (U(Di») .
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Além disso, por (5.9),

Logo,

r—v ( (U Di) ) =v (U(Dl)z> = Zli>1ronou((Dl)gc) e Lt (X).

i=1

Isto mostra que
o0
|JDieD.
i=1

2. Uniao numerdvel decrescente: Seja {D;},.y € D uma familia decrescente.
Temos de mostrar que

x—)u((ﬁDz) >€£+(X).

Para maior claridade na exposicao, assumimos que v é uma medida finita. O
caso em que a medida v é o—finita, segue-se desta demonstragao, tomando
uma sucessao Y, Y, tal que v (Y,,) < oo (cf. Exercicio 5).

Por hipétese, para todo i € N, x — v ((D;),) € LT (X). Para além disso,
{z = v ((Di)s)}ien ¢ decrescente. Por (3.7) (cf. Coroldrio 3.2),

r— limv((D;),) € LT (X).

1—00

Logo, tendo em conta (2.13) (cf. Lema 2.4),

v (ﬂ(%) = lim v (Di),) € £ (X). : -)

g 1—00
=1

Seccoes ao longo de X

Tudo o que fizemos até aqui, nesta subsecgao, o podemos fazer com respeito ao
espaco Y. Ou seja, para qualquer D C X x Y ey € Y, define-se a seccao

DY={ze X, (z,y) € D}.

ao longo de y € Y. Por um reciocinio idéntico, demonstram-se as mesmas proprie-
dades que acabamos de ver para as sec¢oes ao longo de X. Para facilitar referéncias
posteriores, enunciamos estas propriedades de forma integrada, na proxima propo-

sicao.
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Proposicao 5.2.
1. Paratodo D e F®Getodo (r,y) € X XY, D, €GeDVeF.

2. Sendo (Z,H) um terceiro espago mensuravel e f : X x Y — Z uma fungao
(F ® G) /H—mensuravel. Entao, para todo (z,y) € X x Y, a fungdo f, : y €
Y = f(z,y) € Z é G/H—mensuravel e a fungao fY:zx € X — f(x,y) € Z é
F /H—mensurével.

3. Paratodo D € F® G etodo (z,y) €e X xY, 2 € X - v(D,) € LT(X) e
yeY — u(DY)e LT (Y).

Agora ja podemos estabelecer o resultado principal desta subsec¢ao, o que podemos
considerar como a primeira versao do teorema de Fubini-Tonelli, ou seja o teorema
de Fubini-Tonelli para fungoes caracteristicas.

Teorema 5.2. Para todo D € F ® G,

u® (D)= / v (D) dp (x) = / 1 (DY) dv () (5.13)

X Y

Demonstragdo. Primeiro observe que os dois integrais de (5.13) tém sentido, ja
que x = v (D,) € LT (X) ey — u(DY) € LT(Y) (cf. Proposicao 5.2).

Se Ae FeBeg,por (512),

[riaxBLydu@) = [ vB) udn@ =) v 3. G

X

Pelo Teorema 5.1, existe uma tnica medida verificando (5.14). Portanto, se mos-
trarmos que

DeF®§G— / v(D,)du(x) (5.15)
X
¢ uma medida sobre F ® G, a primeira igualdade de (5.13) fica demonstrada.
Comecamos por observar que 0, =0 e [, , v (0;)du(z) = 0.

Agora, se {D;};,.y € F ® G é uma sucessao de conjuntos mensuraveis, disjuntos
dois a dois. Por (5.9) e (2.1), temos

{(@9)) @)

ja que para todo x € X, {(D;),}
disjuntos dois a dois.

icN é uma sucessao de conjuntos G—mensuraveis,
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Integrando com respeito a pu, por (4.28) (cf. Proposigao 4.2),

/v ((G Di) ) duto) = | (OO u<<D¢>$>> e

A segunda igualdade de (5.13) demonstra-se exatamente da mesma forma. :-)

5.2 Teorema de Fubini-Tonelli

A seguinte proposicao é simplesmente uma forma mais simétrica e intuitiva de
escrever o Teorema 5.2 e sera tutil para explicar e perceber melhor o resultado
principal de esta seccao.

Proposigao 5.3. Para todo D € F® G,
[ wenduen e = [ ([ o) do
XxY x \Jy

- [ ([ wendi@)wvw. G

Demonstragao. O lado esquerdo de (5.16) é simplesmente p ® v(D). As duas
integrais do lado direito precisam de ser interpretadas corretamente.

Note que xp € L1 (X xY). Portanto, estritamente falando, [, xp (z,y)dv (y) e
Jx X (z,y) du (x) ndo tém muito sentido. Seria mais formal escrever estes integrais
utilizando a notacao usada em (5.11) (cf. Corolério 5.1). i.e.

/Y \o (&) dv () = / (x), (4) dv () = v (D)

Y

/X o (@, y) dju (z) = / (xp)” (x) du () = u (DY)

X
ja que (xp), = xp, ¢ (xp)’ = xpv.

Pelo Teorema 5.2, as duas igualdades em (5.16) ficam estabelecidas. :-)

Teorema 5.3. Seja f € LT (X xY). Entao,

Femdien) ) - [ ( [ 1 <y>) du ()

XxY



146

- [ ([ s@ndu@) . G

Demonstracao. Aqui, como na Proposicao 5.3, cometemos o mesmo abuso de
linguagem. Isto permite escrever o resultado com maior simetria e a0 mesmo tempo
simplificar a notacao, deixando de lado as fungoes auxiliares f, e fY cujo papel
principal é o de estabelecer a mensurabilidade das mesmas (cf. Proposigao 5.2,
alinha 2). Explicitamente, o sentido dos integrais em (5.17) é o seguinte.

/fxydy /fx Vv (y
/fxydu /fy ) dp (@

Comegemos por mostrar (5.17) para as fungoes simples. Seja
S:ZCi'XDi e LT (X xY),

uma combinagao linear de fungdes caracteristicas. Por (4.7) (cf. Lema 4.2) e por
(5.16) (cf. Proposicao 5.3),

| stewduen @y Zcz/X Yd(n @ v) (z,1)

><Y

—Zcz /(/ xy)dum)dum
_ /X ( /Y (ZXD (a:,y>> dv<y>) dpt ()

~ [ ([ st dute.
x \Jy
Da mesma forma obtemos

/){Xys(x,y)d(/i@V)(a:,y):/Y(/){s(x,y)dﬂx)) dv (y) .

Agora, fixemos uma funcao f € L (X X Y) e uma sucessao crescente {s,}, .y €

L5 (X x YY), convergente pontualmente para f (por exemplo a aproximagao cons-
truida no Lema 4.3).
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Aplicando em cada paso o Teorema 4.27 (convergéncia monétona), obtemos

/X y f(r,y)dpev)(r,y) = lim sn (7,y)d(p@v) (z,y)

n—0o0 XxY

= lim ; (/st (fﬂ,y)dV(y)) dp ()
— [ (tm [ suten v ) dute)

[ (frensn)ain
Da mesma forma obtemos

[ temdpen@n = [ ([ fend@)we. -

Teorema de Fubini-Tonelli en L' (X xY)

Teorema 5.4. Seja f € L(X X Y) (uma fungdo a valores na reta real estendida,
mensurdvel). Entao, as trés afirmagoes sequintes sao equivalentes:

1. fel' X xY,u®v).
2. A fungao x — [, |f],dv e L' (X, p).
8. A fungioy — [ |fI"dp e L' (Y, v).

Para além disso, se f € L' (X x Y, u® v), entdo
fdlp®v / (/ fz dl/) du (z / (/ 1Y d,u> dv (y (5.18)
XxY

Demonstragao. Por (5.17) (cf. Teorema 5.3),

/Xxy|f|d(u® /(/ 11, du)du /(/ |f|ydu)dy "

Entao, as trés afirmacoes sao todas verdadeiras ou todas falsas, dependendo do
valor comim destes integrais ser finito ou infinito.

Agora, se f € LY (X xY,u®v), entdo fT e f~ € L' (X xY,u®v). Para além
disso, gracas a (5.17) (cf. Teorema 5.3),

/Xxyﬁd(“@”)_/x(/y(ﬁ)xd”)d”_/y(/X(f+)ydu)du<oo
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Xxyf_d(/‘@V):/X(/Y(f_)xdl/)dﬂz/y(/X(f_)ydu)dy<oo.

Por (4.29) (cf. Definicio 4.8),
Sy Fdpev) = [y frdpev) = [y [duev)
=[x Uy fFdv) dp = [y (fy f7dv) dp (5.19)
= Jx (Jy fodv) dp.

Efetivamente, [, ([, (f.)" dv)du < ooe, por (4.31) (cf. Proposicao 4.6), [, |f.| dv <
oo em p—quase todo z € X. Portanto, nos pontos onde f, € L' (Y,v) (u—quase

todos), temos
/fmdu:/f;dy—/fxdy.
Y Y Y

A igualdade com o outro integral iterado, prova-se da mesma forma. :-)

5.3 Independéncia e medida produto

Como aplicacao do teorema de Fubini-Tonelli, vamos revisitar a nocao de indepen-
déncia de variaveis aleatérias, e a sua relagao com o espago produto, em particular
veremos uma generalizacao do Lema 4.9.

Lema 5.4. Sejam X : w € @ - X(w) € R e Y :w € Q — Y(w) € R duas
variqveis aleatorias, ambas definidas sobre um espago de probabilidade (), F,P),
com distribuicoes de probabilidade vx e vy, respetivamente. Entao, X e Y sao
independentes se e so se a distribuicao de probabilidade do vetor aleatorio

(X,Y):weQ— (X(w),Yw) eR

€ vx Q@ Vy. i.e.
(X,Y>#P =rvx Q Vy.

Demonstracao. cf. Exercicio 6
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Corolario 5.2. Se f:R — Re g: R — R sido duas funcdes mensuraveis, entao
a variavel aleatéria f (X) - g (Y) ¢é integravel se e s6 se f é vx integravel e g é vy
integravel. Além disso, no caso integravel temos a igualdade

/Qf(X)-g(Y)dP—/Qf(X)dP-/Qg(Y)dP. (5.20)

Demonstragao. Por (4.36) (cf. Teorema 4.3, sobre a mudanga de varidvel),

@2

/Qf(X)-g(Y)dPZ F (@) g () d s ®vy) (2,1).

Pelo teorema de Fubini-Tonelli (cf. Teorema 5.4, equagao (5.18)),

[ 1@ st e @ = [ ([ 1690 dx) ) ani)

R

_ /Rg(y). (/Rf(x) dux(x)> dvy (y)
- (/Rf(x) dux(x)) -/Rg(y) dry (y).

Aplicando novamente (4.36) para mudar a variavel de integragao de volta ao espago
Q, obtemos (5.20). :-)

Observagao. O Lema 4.9 é um caso particular deste corolario.

Exercicios

1. (cf. Lema 5.1) Mostre que a dlgebra Axyy, gerada pelos conjuntos da forma
A x B, sendo A € F e B € G (retangulos mensuraveis), é igual a unido finita
de retangulos mensuraveis, disjuntos dois a dois.

2. Prove que que a funcao (, definida sobre Ay.y (a dlgebra do Exercicio 1),
por (5.3), depende unicamente do conjunto A; x ByU---UA, X B, e nao da
sua representacao em retangulos mensuraveis, disjuntos.

3. Mostre que para provar que

C(C)SZC(Q),



150

para toda sucessao {C;},.y € Axxy € C € Axxy, tal que C' C |72, C; (sendo
Ax«y a algebra do Exercicio 1), basta demonstrar a mesma propriedade para
os elementos de R xxy (0s retangulos mensuraveis, i.e. os conjuntos da forma
Ax B,;sendo A€ Fe Beg,cf (3.8)). Ou seja, é suficiente provar que

((Ax B) i (A; x B;)

para toda sucessao {A; X B;},.y € Rxxy ¢ A x B € Rxxy, tal que

=1

. (cf. Proposicao 5.1) Prove que para todo D e E C X xY e todo x € X,

(D\E), =D; \ E; (5.21)

Para além disso, sendo {D;}, ., uma familia de subconjuntos de X x Y, inde-
xada por um conjunto de indices I, mostre que para todo x € X,

<U Di> =J D), (5.22)

el i€l

<ﬂ Di) = ﬂ (Di), - (5.23)

el i€l

Complete a demonstracao do Lema 5.3, para o caso em que a medida v é
o—finita. Nomeadamente, sendo {D;},.y € D uma familia decrescente, prove

{(fe))

(cf. Lema 5.4) Mostre que duas varidveis aleatérias, X e Y, definidas sobre

que

um mesmo espago de probabilidade (€2, F, P) sdo independentes se e sé se a
distribui¢ao de probabilidade do vetor aleatério w € 2 — (X(w), Y(w)) € R’
é vy ® vy, sendo vx e vy sao as distribuicoes de probabilidade de X e Y,
respetivamente.
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