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“The most exciting phrase to hear in science, the one that heralds new
discoveries, is not 'Eureka!’ - but "That’s funny...”’

— Isaac Asimov —



Resumo

A equagao integral néao-relativista de Lippmann-Schwinger foi resolvida
para calcular a energia de ligagao e a funcdo de onda do deuterdo. Na

resolucao numérica aplicaram-se técnicas com wavelets.

As wavelets sdo fungbes especiais que permitem aproximar com uma
resolugdo adaptével uma grande classe de fungdes com muita eficicia. Uma
equagao integral representada numa base de wavelets transforma-se num
sistema de equagoes lineares em que, na representagio matricial, a matriz
dos coeficientes é esparsa (ou seja, possui muitos zeros). Isso tem vantagens

importantes para a resolucao numérica do sistema.

Existem indmeros tipos de wavelets, mas as utilizadas neste trabalho
foram as de Daubechies de ordem dois e trés por possuirem propriedades

importantes como ortogonalidade e suporte compacto.

Nos célculos foi utilizado o potencial de ensaio Malfliet-Tjon V e o poten-
cial Paris, mais realista. Com apenas cerca de cinco por cento de elementos
de matriz ndo nulos obtiveram-se energias com desvios percentuais da ordem

das décimas de milésima, em relagio s energias exactas.



An Application of Wavelets:
Numerical Solution of Integral Equations

for Two — Nucleon Systems

Abstract

The nonrelativistic Lippmann-Schwinger integral equation was solved to
calculate the binding energy and the wave function of the deuteron. For it

numerical solution, wavelet techniques were applied.

Wavelets are special functions that allow to approximate a large class of
functions with variable resolution and great efficiency. An integral equation
represented in a wavelet basis is transformed into a linear system of equations
in which, its matrix representation, the matrix of coefficients is sparse (i.e., it

has many zeros). That has important advantages for the numerical solution.
There are innumerable kinds of wavelets, but the ones used in this work

are the wavelets by Daubechies of order two and three, because they have

important properties like orthogonality and compact support.

In the practical calculations, the test potential Malfliet-Tjon V and the
more realistic Paris potential were used. With just about five percent of
non-zero maitrix elements, energies with differences of the order of one tenth

of a thousandth percent compared to the exact energies were obtained.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, é estudado o uso de wavelets na resolu¢io numérica de
uma equagao integral homogénea, da Mecdnica Quéntica, que descreve o
estado ligado de um protéo e um neutrao, isto é, o deuterdio. A equagio a
ser resolvida é a equagado de Lippmann-Schwinger, uma equagio equivalente
a equagao de Schrodinger.

As wavelets sdo funges com caracteristicas especiais que permitem cons-
truir bases de grande eficiéncia na representagio de muitas outras fungdes.
As bases wawvelets sao construidas a partir de uma fun¢io denominada mother
wavelet. Sao translagoes e ampliagoes ou redugdes da fungio mother wavelet
que permitem obter todas as fungdes da base wavelet. A mother wavelet
pode ter diferentes formas e tem caracteristicas que se adaptam ao tipo de

fungao que se pretende analisar, nomeadamente, ter suporte compacto.

Para introduzir as wavelets é frequente fazer-se comparagio com a anélise
de Fourier. A anilise com wavelets tem vantagens face & anslise de Fourier
quando se pretende estudar fungdes ndo periédicas, particularmente com
variagGes abruptas nos seus valores ou que possuam singularidades. Por
exemplo nestes casos, como consequéncia do suporte compacto das wavelets

sa0 necessarias muito menos fungoes de base que na anslise de Fourier.
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1.1 Motivacao

As wavelets que aplicamos na resolugédo numérica da equagao integral do
deuterao sdo as wavelets desenvolvidas por Ingrid Daubechies de ordem dois
e trés [1]. Os critérios tidos em conta na escolha do tipo de wavelet foram:
a ortogonalidade, o suporte compacto e a boa representagao de polinémios

de baixo grau [2].

A abordagem tedrica sobre wavelets incide, sobretudo, nas wavelets de
Daubechies, embora seja dado algum destaque &s wavelets de Haar. A razao
para isso é as wavelets de Haar apresentarem uma forma explicita simples e,
consequentemente, levarem a um fécil entendimento das ideias fundamentais

da anélise wavelet.

Uma base construida a partir de fun¢oes wavelets pode ser denominada
base de multiresolugdo porque fornece informacéo a diferentes escalas em
simultaneo. Em muitos casos, uma parte considerdvel das func¢oes de base
reproduzem pormenores irrelevantes a escalas pequenas que podem ser omi-

tidos sem alterar significativamente a funggo representada.

Associada & base de multiresolugdo das wavelets de Daubechies estd uma
outra base cujas fungdes actuam a uma escala fixa. Essas funcoes séo de-
nominadas fungdes scaling e a base é, portanto, base scaling. A base de
multiresolugio ndo consiste, porém, exclusivamente de wavelets a escalas di-

ferentes, mas também de fungdes scaling para a escala de menor resolugéo.

Representagoes de uma mesma fungao nessas duas bases sao equivalen-
tes e as bases relacionam-se através de uma transformagao ortogonal. Na
prética, é mais 1itil partir da base scaling e fazer uma transformagao para a

base de multiresolugao.

As funcdes wavelet e scaling de Daubechies satisfazem uma condigao de
normalizagéo e sdo solugoes de equagdes que podem ser resolvidas recursiva-

mente. Nessas equagoes existem coeficientes que néo s6 definem as fungoes
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wavelet e scaling, como também é a partir deles que é construida a trans-

formagdo que relaciona a base scaling com a base de multiresolugao.

A equagdo de Lippmann-Schwinger do deuterso escrita na base scaling
origina um sistema de equagdes lineares homogéneo. O sistema de equagoes
¢ transformado para a base de multiresolucdo e é resolvido aquando da
eliminacao de coeficientes de expansio na base correspondentes a detalhes
menos importantes. A este procedimento atribuimos o nome de método

wavelet.

O sistema de equagoes lineares homogéneo pode ser escrito em forma
matricial como o produto de uma matriz de coeficientes por um vector cujo
resultado é zero. Praticamente todos os métodos numéricos da resolugao
da equagao de Lippmann-Schwinger no espago dos momentos resultam em
matrizes densas, isto é, matrizes nas quais todos ou uma grande parte de

elementos sao diferentes de zero.

Quando sistemas mais complicados séio considerados, por exemplo, de
trés nucledes em vez de dois, ou quando as exigéncias & precisdo do resultado
sa0 mais elevadas, a dimensdo da matriz correspondente cresce rapidamente.
Em termos préticos, isso implica que € ocupado muito mais espaco no disco
dum computador para guardar a matriz e, por outro lado, que cdlculos com

ela demoram muito mais tempo.

O que torna o método wavelet tao interessante é que a eliminacdo de
pequenos elementos de matriz na representacdo da base de multiresolucgao
torna a matriz esparsa, isto é, numa matriz em que grande parte dos ele-

mentos é zero.

O espago que estas matrizes ocupam é muito reduzido porque apenas
os elementos diferentes de zero tém de ser guardados. O tempo da multi-
plicagdo de uma matiz esparsa com um vector também & reduzido porque

multiplicagdes com elementos de matriz iguais a zero podem ser dispensadas.
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Existem métodos numéricos especializados para problemas com matrizes

esparsas que exploram estas propriedades.

Numa série de trabalhos dos tltimos anos, W. N. Polyzou e colaborado-
res investigaram a aplicagio de wavelets a problemas de disperséo de dois
[3] e trés [4] nucledes, ou seja, respectivamente, 3 resolucdo das equagoes de
Lippmann-Schwinger ¢ de Faddeev da disperséo, que séo equagoes singula-
res. Eles chegaram & conclusdo que o método wavelet leva a resultados de
grande precisao e a uma redugao impressionante do espago ocupado pelas

matrizes esparsas.

1.2 Objectivos

O desenvolvimento deste trabalho esteve focado essencialmente no cum-

primento dos seguintes objectivos:

— Aprender o método wavelet e aplic-lo a um problema simples da Fisica
Nuclear, nomeadamente, ao estado ligado de dois nucledes — um problema

sem singularidades;

— Investigar se o método funciona tdo bem no estado ligado como no, ja
estudado, caso da dispersdo. Em particular, apurar a relagdo entre a taxa
de “poupanca” de espago que a matriz esparsa ocupa € a perda de precisao

face ao resultado exacto;

_ Encontrar e estudar eventuais possibilidades de melhoria ou simpli-

ficagdo do método.

1.3 Organizacao da dissertagao

A dissertagao estd dividida em seis capitulos. Os capitulos 2 e 3 compor-

tam o enquadramento teérico. No capitulo seguinte é feita a aplicagdo do

4
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método em estudo ao problema de resolugio da equagao integral do deuterio.
Os dois dltimos capitulos correspondem, respectivamente, & apresentagao
dos resultados provenientes da resolugdo numérica da equagao integral e as

conclusdes.

O enquadramento tedrico é dividido em: um capitulo respeitante & teoria
relacionada com o método wavelet e outro onde é feita a descrigdo quantica,
néo-relativista do sistema de dois nucledes. O primeiro desses, o capitulo 2,
intitula-se Uma perspectiva sobre a teoria wavelet; o outro, o capitulo 3, Des-
crigdo ndo-relativista de sistemas de dois nucledes. O capitulo 2 inicia com
uma exposigao sucinta dos métodos “pré-wavelets“ cujas limitagdes, nalgu-
mas aplicagdes, serviram de fmpeto ao aparecimento das funcoes wavelets.

Sao eles a andlise de Fourier e a anélise de Fourier com janela mével.

O percurso até as wavelets de Daubechies comega com a explicagdo do
que séo as wavelets continuas e de como implementar a transformacao wave-
let continua. Sdo dados exemplos e indicadas algumas das suas limitagoes.
Em seguida, tomam lugar conceitos como transformada wavelet discreta,
andlise em multiresolugéo, ou equagdes e funcdes scaling e wavelet. Por
tltimo, todo o tratamento é estendido a duas dimenses porque, neste tra-

balho, as wavelets séo aplicadas também a fungdes com duas varigveis.

Em suma, os conceitos fundamentais que servem de suporte & utilizagao
de wavelets na resolugdo numérica de equagdes integrais sem singularidades
sao, no capitulo 2, detalhados. Entretanto, para determinar, de uma maneira
simples e precisa, os coeficientes da representagéo da equagao integral na
base scaling é discutida uma regra de quadratura de um ponto construida a

partir dos momentos' das funcdes scaling.

10 n-ésimo momento de uma funcéio real de varidvel real, f(z), é definido como

@), = [ 2@z,

Mais sobre momentos de funcdes pode ser visto em [5], pp. 224 -226.
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No capitulo 3 é feita a deducdo da equagao integral nao-relativista do
deuterao. A deducdo da equacdo consiste em representar a equagio de
Lippmann-Schwinger numa base de estados usando um potencial que des-

creve a interacgao nucledo-nucledo.

Inicialmente, para ter uma ideia de que grandezas fisicas do sistema
nucledo-nucledo depende o potencial, sdo apresentadas algumas breves con-

sideragbes sobre propriedades gerais da interacgao nucledo-nuclego.

Do estudo efectuado acerca da forma do potencial resulta o conhecimento
de que contém uma componente tensorial. A presenga dessa componente,
juntamente com o principio de Pauli, exige que a fungao de onda do deuterao

seja uma sobreposi¢do de uma onda S e uma onda D.

Pela razao de simplificar a aplicagdo inicial das wavelets & resolugao da
equacgao integral, comega por usar-se um potencial de ensaio que nao tem
em conta a componente tensorial — o potencial de Malfliet-Tjon V - donde
resulta uma funcdo de onda apenas com componente S. Posteriormente,
considera-se um potencial mais realista, no sentido de ja ter em conta a

sobreposicao da onda S com a onda D, nomeadamente o potencial Paris.

Segue-se a construgdo da base de estados na qual é representada a
equagao integral do deuterdo. A base de estados pertence ao espaco vectorial
em que é descrito o deuterao, ou seja, um espago que resulta do produto ten-
sorial dos espagos vectoriais associados aos graus de liberdade ”externos® e
"internos® do deuterdo. So eles o espaco dos momentos, o espago dos spins

e o espago dos isospins.

O quarto capitulo — Wavelets e a equagao integral do deuterdo — comeca
por apresentar a discretizagao da equagao integral obtida, no capitulo an-
terior, para o potencial Malfliet-Tjon V, recorrendo a regra de quadratura
de Gauss-Legendre. Os resultados computacionais obtidos da sua resolugao

sdo usados como referéncia para o método wavelet. A aplicagio de wavelets é
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explicada, neste capitulo, também para o caso do potencial de Malfliet-Tjon
V. Para o potencial Paris apenas se apresenta a expressio da equagao a re-
solver numericamente, a qual se obtém por analogia com o que é feito para
o potencial Malfliet-Tjon V. Em todos os casos o que é necessério resolver

sdo sistemas de equagdes lineares homogéneos.

No capitulo 5 sdo apresentados os resultados dos sistemas de equagoes
lineares homogéneos deduzidos no capitulo anterior. Da resolucao numérica
dos sistemas de equagdes obtém-se a energia de ligagio do deuterio e a sua
funcdo de onda. O sistema expandido na base de multiresolugdo apresentou,
no entanto, uma instabilidade numérica que sé foi possivel de ser contornada
por transformagées apropriadas das equacbes para outros sistemas equiva-
lentes. Em vez de resolver o sistema original directamente para obter a
funcao de onda, reformulou-se o sistema de maneira que a sua solugao fosse
uma nova fungao igual ao produto entre a fungdo de onda e outra fungao por
nos escolhida. Foram testadas trés novas fungdes: uma onde se multiplicou
a funcéo de onda do deuterdo pelo momento linear; outra que consistiu em
dividir a fungéo de onda pelo propagador; e a dltima que se obteve multipli-
cando a anterior pelo momento linear. Assim, os cdlculos foram efectuados,
nao s6, usando wavelets de Daubechies de ordem dois e trés, como também,

para cada uma das novas fungdes, com ambos os potenciais mencionados.

O capitulo 5 estd dividido em quatro seccoes. Na primeira secgio sao
apresentados os resultados obtidos com o método de referéncia para o po-

tencial de Malfliet-Tjon V e para o potencial Paris.

A segunda secgdo corresponde ao método wavelet. Os cdlculos foram
realizados para ambos os potenciais: na base de multiresolugédo sem e com
eliminagéo de coeficientes de expansio na base correspondentes a detalhes;
e também na base scaling. Da comparacio dos resultados entre ambas as
bases pode confirmar-se a ortogonalidade da, transformagao que as relaci-

ona. Na base de multiresolugio, da comparacio dos resultados sem e com
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eliminagio de coeficientes correspondentes a detalhes pode ver-se o efeito
que a eliminagéo tem no valor da energia de ligagio e na forma da fungao

de onda.

Na terceira secgao ¢ feita uma tentativa de simplificagao do método wa-
velet. Nomeadamente, em vez de escrever a equagéo integral na base scaling
discretizou-se a equacio pela regra de quadratura de Gauss-Legendre. Re-
sultou um sistema de equagdes lineares homogéneo ao qual se aplicou a
transformagio wavelet para obter uma representagio da equagao na base
de multiresolucdo e af proceder como anteriormente. Os célculos foram re-
alizados na base de multiresolugio sem e com eliminagdo de coeficientes

correspondentes a detalhes apenas para o potencial Malfliet-Tjon V.

Na tltima secgdo sao esbogadas algumas das fungées de onda correspon-
dentes s secgdes anteriores. Sao comparadas as fungdes de onda obtidas
usando wavelets com as obtidas pelo método de referéncia. E feita a com-
paracio entre as fungbes de onda obtidas com cada uma das novas fungoes.
Comparam-se as fungdes obtidas usando as wavelets de ordem dois com as
de ordem trés. E ainda se comparam fungoes de onda obtidas com diferente
quantidade de coeficientes de expanséo na base de multiresolugao, corres-

pondentes a detalhes, eliminados.



Capitulo 2

Uma perspectiva sobre a

teoria wavelet

O conceito de wavelet surge com Jean Morlet, geofisico francés, em 1982,
na sequéncia de estudos de prospecgao geoldgica [6]. Ondas sonoras provo-
cadas no solo podem levar & descoberta da existéncia de petréleo através
do estudo das suas trajectérias. Como a propagagao do som depende de
propriedades do meio material, a alteracio da constituicao do subsolo leva a
desvios na sua trajectéria. As mudangas de trajectéria s80, por vezes, muito
acentuadas, de tal modo que métodos de anélise de sinais como a anilise
de Fourier se tornam pouco eficientes no seu estudo. E neste contexto que
Morlet propGe um novo método de anslise, baseado na transformada wavelet
continua, que se adapta s caracteristicas do sinal: estuda com igual detalhe

mudangas pouco acentuadas e alteragdes repentinas do sinal.

No ambito das aplicagdes priticas da teoria wavelet, destacam-se impor-
tantes contribuig6es que incluem os trabalhos de Alexandre Grossman, Yves

Mayer, Ingrid Daubechies e Stephane Mallat [7].

Associado & teoria wavelet estd ainda o nome de Alfred Haar, embora os

seus trabalhos tenham sido desenvolvidos no inicio do século XX, muito antes
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de ter surgido o conceito de wavelet. Posteriormente a Morlet, as fungoes
que aparecem nos trabalhos de Haar foram identificadas como um tipo de
wavelet — as wavelets de Haar [8]. Estas, devido & sua simplicidade vieram a
tornar-se de grande utilidade na ilustragao do mecanismo de funcionamento

da andlise wavelet.

O tipo de wavelet que Ingrid Daubechies desenvolveu é implementado
através de uma transformacao wavelet discreta cuja implementagao com-
putacional estd associada a algoritmos répidos. Por isso, as wavelets de

Daubechies sdo uma ferramenta com elevado potencial.

Antes da exposicio de uma perspectiva detalhada sobre a teoria wavelet
e, em particular, da dissertaggo sobre como aplicar wavelets para resolver
a equagao integral do deuterdo, sers feita uma breve incurséo aos métodos

que estiveram na base do surgimento da teoria wavelet.

2.1 Um ponto de partida

Fenémenos naturais, entendidos como sinais, isto é, como variacoes de
grandezas fisicas no tempo, no espago, ou no tempo e no espago, podem ser
representados por modelos matemaéticos que permitem uma andlise compu-

tacional.

Um exemplo, familiar, de um sinal que frequentemente suscita interesse
de anélise é o som. Um som resulta da variacao da densidade do ar (grandeza
fisica) ao longo do tempo. Considerando um elemento de volume unitério,
essa variagdo pode ser representada matematicamente por uma fungao uni-
dimensional tdo complexa quanto a forma como varia a densidade do ar. Se
pretendermos analisar o conteiido frequencial dessa fungéo, ou seja, conhecer

o seu espectro, podemos recorrer & andlise de Fourier.

10
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2.1.1 Anadlise de Fourier

A anélise de Fourier pode ser vista como um problema de decomposigio
e de reconstrugéo de uma fungéo, f(t), a partir de sobreposigoes de fungdes
sinusoidais de diferentes frequéncias. Entdo, se temos f(t) e queremos de-

compd-la recorremos a
. 1 o
for = —= [ e sar (21)

onde f (v) se designa por transformada de Fourier de f(t) e pode ser en-
tendida como uma medida da “quantidade” de oscilagdes com frequéncia v
presentes em f(t) [9]. Dizemos que f (v) é uma representacio de f(t) no

espago de Fourier.

Uma vez decomposta a fungao podemos reconstrui-la através da trans-

formada inversa de Fourier

f(t) e f(1)dy. (2.2)

1
T Vor b
Este procedimento de anilise e sintese de um sinal permite nao sé conhe-
cer o espectro de uma fungéo como também, através de eliminagao de parte
do conteiido espectral criteriosamente escolhida, obter uma representagio
mais simplificada do sinal. Representagio essa que, por sua vez, pode levar

& compressao do sinal uma vez armazenada a informacéo nela contida.

Se estamos perante um sinal periédico, com perfodo Ty, a sua repre-
sentagao via Fourier ¢é feita recorrendo as séries de Fourier. Um sinal periédico
contém todas as frequéncias miltiplas da sua frequéncia fundamental e, por
isso, pode ser representado por

+o0
fO) = Y feem, (2.3)

k=—o00

onde vy = Tio é a frequéncia fundamental do sinal.

Na pratica, quando se faz uma amostragem de um sinal unidimensional

continuo, o que se obtém sdo valores discretos que em termos computacionais

11
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serdo tratados recorrendo a uma transformada de Fourier discreta! dada por

. 1 N .
flom) = = 3 Flta)e 2wt 24
n=0

onde: N é o nimero de medidas efectuadas em intervalos de tempo iguais,
At, durante um intervalo de tempo T = NAt; t, = nAt é o instante de
tempo em que foi efectuada a medigdo nimero n; e f(t,) sio os elementos
da amostragem. No que respeita & frequéncia, sdo tidos em conta apenas
valores discretos, por isso aparece rotulada com um indice: vp,. Em que

Vp =2, comm=0,--- ,N—1

O sinal pode ser reconstruido recorrendo & transformada discreta inversa

de Fourier

; N1 .
ftn) = TN > fum)emmtn, (2.5)
m=0

O céleulo directo da transformada de Fourier é feito por N2 operagdes.
Contudo, foi desenvolvido um algoritmo significativamente mais répido que
reduz o nimero de operacdes para N logy(N), que se designa de transfor-

mada rapida de Fourier [11].

As funcdes sinusoidais apresentam uma caracteristica de globalidade por
se estenderem por todo o dominio ao qual pertencem. Isto significa que séo
necessérios muitos coeficientes de Fourier para representar fielmente uma
funcdo ndo periédica. Por outro lado, a informagao extraida da analise de
Fourier corresponde ao espectro de frequéncias da fungdo como um todo,
ndo especificando localmente os valores das frequéncias. Assim, se o que
nos interessa é conhecer localmente que variagbes ocorrem no sinal, usar a

anélise de Fourier torna-se inapropriado.

Com o intuito de criar uma ferramenta andloga & anélise de Fourier, mas
que fosse mais bem sucedida na anélise localizada, surge uma nova Versao

apelidada de andlise de Fourier com “janela” maovel (do inglés: Windowed

1A dedugdo das expressdes (2.4) e (2.5) pode ser encontrada em {10], pp.411 — 414.

12
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Fourier Transform — WFT).

2.1.2 Anidlise de Fourier com “janela” mdvel

A anilise de Fourier com “janela” moével consiste numa andlise que re-

corre & transformada de Fourier de pequenas fatias do sinal a analisar.

Se queremos analisar um sinal representado por f(t) recorremos a uma
“funcdo janela” (funcio que toma valores préximos de zero ou zero fora de
um pequeno intervalo) e calculamos o produto? entre ambas. Do produto en-
tre as fungdes resulta, como se pode ver na figura 2.1, uma fungéo localizada
que abrange a parte da fungdo original & qual aplicamos uma transformagao
de Fourier. A WFT é definida como

X 1 +oo .
(T f) (1,v) = Wz dte 2™t g*(t — 1) f(2), (2.6)

—00

”

onde: g*(t — 7) é o complexo conjugado da “fungdo janela” e pertence ao
espaco, L2(R), de funcdes de quadrado sumével® em R; f(t) é a fungdo a
analisar; (T f)(t,v) os coeficientes de Fourier, ou seja, a transformada
de Fourier de g*(t — 7)f(t); e v corresponde ao valor médio de frequéncias

extraidas da anslise.

Os coeficientes de Fourier, (T f)(r, v), fornecem-nos informagdo sobre
a “quantidade” de oscilagbes com frequéncias da ordem de v existentes em

g*(t — 1) f(t) junto ao instante .

2Caso a “funcio janela” seja complexa, o que se multiplica é o seu complexo conjugado.
Na descricio da WFT consideramos o caso geral que inclui fungées complexas, embora,
para ilustrar o papel da “funcéo janela”, na fig. 2.1, nos tenhamos restringido a uma

“funcéo janela” real.
3 As fungdes de quadrado sumével em R sio fungdes que satisfazem

/|f(:r)|2da: < o0,

13
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a(t)f(t)

f(t)

g(t)

Figura 2.1: Tlustragio da localizagio de uma funciio usando uma “funcéo janela”: a
funcéo a analisar, f(t), ¢ multiplicada pela “funcéo janela” localizada em T = 0, g(t),
donde resulta o produto g(t) f(t) ao qual é aplicada uma. transformacéo de Fourier. g(t—7)

é uma versdo deslocada de “funcéo janela”, centrada em 7.
’

A “funcéo ja,nela” pode ser transladada, multiplicada novamente 4 funcgio
em andlise e por fim pode ser calculada a transformada de Fourier desse pro-
duto. Repetindo este processo sucessivamente, a andlise pode ser estendida
a toda a fungdo f(t). Aqui estd subjacente uma limitacdo para este tipo
de anélise porque analisa com a mesma resolucdo altas e baixas frequéncias:
uma vez definida a “funcdo janela” a sua largura é fixa. As translagdes,
no domifnio do tempo, que a “fungédo janela” sofre para cobrir todo o sinal
ndo alteram a largura da “janela”. Pela mesma razéo, mantém-se também

inalterada a largura da “janela” correspondente no domfnio da frequéncia.

14
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Defina-se:

~» o produto interno entre duas funcdes f,g € L%(R) como

(f.9) == / F(O)gt)dt, 2.7)

onde se generalizou f e g para fun¢Ges complexas, portanto f* é

o complexo conjugado de f;

~+ a norma de f como

I£1l = V/{£, £)- (2.8)

Se definirmos
gro(t) = €™g(t — 1), (2.9)

a WFT pode ser expressa como o produto interno entre gr.(t) e f(t), ou
seja,

(T £)(7,0) = {gr, ) - (2.10)

onde g, podem ser entendidas como oscilagoes de frequéncia v, dentro do

envelope definido por g(t — 7), como uma fungao do tempo ¢ {2].

Neste sentido, as fungées g, parametrizadas por todos os valores de
frequéncia v e de tempo 7 formam algo anslogo a uma base para L%(R). Isto
porque, se g € L2(R), entdo também g,,, € L2(R) uma vez que ||gr.»| = |lg]-

Se gr é localizada no tempo e §,, toma valores pequenos fora de uma

estreita banda de frequéncias, entdo pela identidade de Parseval [2], que

estabelece a igualdade
1 /2.
(fvg) - _2—7; <f7g>7

15
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onde f e § sdo as transformadas de Fourier de f e g respectivamente, pode-

mos afirmar que a WFT efectua uma anédlise tempo-frequéncia localizada.

A funcdo f(t) pode ser reconstrufda a partir dos coeficientes da WFT.
A sintese do sinal a partir dos coeficientes ndo pode, contudo, simplesmente
ser feita aplicando a transformacao inversa de Fourier. Vejamos porqué: da
aplicagdo da transformagao inversa de Fourier a (TY™" f)(7,v), com respeito

a variavel v, resulta o produto

git-7)ft) = \/% /dv 2TV TV £Y(7, ) (2.11)

e dividi-lo por g*(t — 7) néo é adequado porque essa fungio pode assumir o
valor zero. A maneira de contornar este problema é multiplicar (2.11) por

g(t — 7) e integrar em 7 obtendo-se
[ arlatt=r)re) = 5= [ [ar av e -y gy, 212

Porque [dr|g(t — 7)|> = |ig|,, o sinal j4 pode ser obtido a partir dos

coeficientes da anilise tempo-frequéncia:
1) = Calgl?)y ™ [ far dvgru@mpey. @)

A sintese do sinal a partir dos coeficientes de Fourier é dada por (2.13)

desde que a “fungdo janela” pertenga a L2(R), ou seja, 0 < ||g|| < oo.

Em todas as aplicagoes, é suposto que g seja bem concentrada no tempo
e na frequéncia [1]. No entanto, se recordarmos a relacao de incerteza de
Heisenberg
AvAt 2 1
V —
~ 2T
essa concentragao no tempo e na frequéncia nao pode ser indiscriminada-
mente maior em simultdneo em ambos os dominios.

Anteriormente foi referido como uma limitacdo para este tipo de anélise

que uma vez escolhida uma “funcéo janela” a sua resolucao no dominio do

16
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tempo e da frequéncia mantém-se inalterada. Vé-se, agora, a limitacao de
p b )
que se escolhermos uma “fungao janela” com elevada resolugdo no dominio

da frequéncia, hd uma perda de qualidade na resolugéo no dominio do tempo.

A fungao g, que permite a anélise de f(¢) no plano tempo-frequéncia,
vista como uma “janela” que “deixa passar” sinal junto ao instante 7 com
frequéncia préxima de v, tem associada uma “drea de actuagao”, definida

no plano tempo-frequéncia, representada na figura 2.2.

At

|
) T
k1 t

Figura 2.2: Representacio da “4rea de actuagdo” de gr,, no plano tempo-frequéncia.

2

No dominio do tempo o centro da “janela” é T e a sua largura é At que corresponde ao
intervalo [r — 4, 7+ 4t]. No dominio da frequéncia o centro da “janela” ¢ v e a banda de

frequéncias que considera tem a largura Av que corresponde ao intervalo [v — %, v+ %]

A 4rea da “janela”, de acordo com a relagdo de incerteza de Heisenberg,
néo pode ser inferior a % Isto significa que se tentarmos analisar a fungao
para um intervalo de tempo inferior a At a banda de frequéncias alarga para
valores superiores a [27(v — %), 2n(v+ %)], ou seja, perde-se resolugao no
dominio das frequéncias. Por outro lado, se quisermos estreitar a banda
de frequéncias abaixo de Av isso s6 é possivel para um intervalo de tempo

maior que 2wAt, perdendo-se assim resolugao no dominio do tempo.

Para sinais que apresentam pouca variagdo numa zona e grande variacao

noutra, a consténcia da resolugao implica uma redugao na eficicia da anélise.

17
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As wavelets sao fungoes que fornecem um método de andlise que ajusta
a resolucdo as caracteristicas do sinal: encurta o intervalo de tempo de
analise para frequéncias altas e alarga-o para baixas frequéncias. Para tal,

o conceito de frequéncia d4 lugar ao conceito de escala.

2.2 Analise wavelet

A anilise wavelet, tal como a analise de Fourier, pode ser feita recor-
rendo a uma transformada continua ou a uma transformada discreta. Agora,
porém, no lugar de exponenciais complexas, aparece uma familia de fungoes
wavelet. O pioneiro neste novo método de aniglise, Jean Morlet, comegou
por implementar a transformada wavelet continua. Esta apresenta uma re-

dundéncia que vem a ser eliminada pela transformada wavelet discreta.

Pela auséncia de redundéncia, a transformada wavelet discreta é usada
em algoritmos rapidos de processamento (reconstrugéo e sintese) de sinais,
enquanto a transformada wavelet continua é principalmente usada na carac-

terizagdo (anélise) de sinais [12].

2.2.1 Transformada wavelet continua

Para construir uma transformada wavelet continua comecemos por assu-
mir que temos uma fungdo continua, ¥(z) € L?(R) que satisfaz a condigdo
de admissibilidade

Cy = 2w/d§% < o0, (2.14)

onde (¢) ¢ a transformada de Fourier de 9(z),

n 1 —2milx
Y(§) = 7] ¢ 2 () da. (2.15)

De (2.14) e porque 1 é continua [2], resulta necessariamente que
(€)1 lg=0 = 0. (2.16)

18



Teoria wavelet

A condigdo (2.16) em conjunto com (2.15) leva a que
/ W(z)dz = 0. (2.17)

Em seguida, é criada uma familia de fungoes wavelet, a partir de translagdes

e mudangas de escala da fungéo ¥(z), definida como

VYop(2) = al "2y (z — b) (2.18)

a

onde a é um pardmetro de escala, que permite ampliar ou reduzir a funcéo
% e b é um pardmetro de translagio de 9. Sendo a,b € R e a # 0, de
modo que qualquer uma das fungdes wavelet tenha norma igual a 1 (1], ou
seja, [|Ygpll = [l¢]| = 1 para qualquer a, b permitidos. Pela propriedade de
a familia de fungbes wavelet ser criada a partir de uma fungdo ¥ (a qual
deve satisfazer (2.14) e consequentemente (2.17)), esta fungéo é usualmente

denominada mother wavelet.

A transformada wavelet continua resulta, entdo, do produto interno entre

o sinal a analisar e a familia de funges wavelet (2.18):

mp@h =l [ (350) f@de = s s (219)

onde (T**f) (a,b) é a transformada wavelet continua de f e, como vai ser
demonstrado mais & frente, dé-nos informagio sobre os detalhes que o sinal,

representado por f, contém & escala a [2].

O sinal pode ser reconstruido a partir de (T“*’f)(a,b), recorrendo a
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resolucgdo de identidade de Calderén* [1], através de

+o0  ptoo a
f(@) = ~ 4bda (rwav f) (0, bypap(c),  (2.20)
Cyp Jooo Jooo @

desde que Cy, < 00, ou seja, desde que se verifique a condigao de admissibi-

lidade (2.14).

Uma caracteristica das wavelets em geral é que devem decair rapidamente
para valores préximos de zero (tal como as “fungoes janela” referidas na
WFT). As wavelets podem, mesmo assim, ser divididas em fungoes com

suporte infinito e em fungoes de suporte compacto.

Uma fungédo, f(z), diz-se de suporte compacto se para z < a ou x > b,
com —oo < a < b < +oo, f(z) =0 [1]. O dominio das fungoes de suporte

compacto é [a, D], enquanto para as de suporte infinito o dominio é R.

O nosso propdsito é chegar as wavelets de suporte compacto, as quais
serfo tratadas mais adiante. Entretanto, sdo ilustrados dois exemplos de
wavelets usadas para implementar a transformada wavelet continua. Por
contraposicao as wavelets de suporte compacto, escolhemos, para jé, exem-

plos de suporte infinito.

4A resolugio de identidade de Calderén é definida como:

/_+oo /:+°° d:;lb (T** )" (a,b) (Twavg) (a,b) = Cy (£, 9)

onde (T%°" f)* (a,b) é o complexo conjugado da transformada wavelet continua de f.
Através do célculo do produto interno entre f e uma qualquer fungéo g € L3(R), no qual
introduzimos a expressio (2.20) de reconstrucdo de f a partir de (T**" f) (a,b), chegamos
3 resolugéo de identidade de Calderén. Esta é vélida desde que Cy < oo, por isso a
férmula de reconstrugao de f também é vilida sob a mesma condicao. Pode ver-se mais

sobre este assunto em [2] e [1].

20



Teoria wavelet

Exemplos de wavelets com suporte infinito

Em ambos os exemplos as mother wavelets tém uma expressdo ma-
temética explicita®, por isso, sdo apresentadas as fungoes mother wavelet
sendo a sua forma ilustrada na figura 2.3. Também sdo escritas as férmulas

de construgao da familia wavelet correspondente.

) )

Figura 2.3: Exemplos de wavelets com suporte infinito: (a) wavelet de Morlet; (b)

wavelet chapéu mexicano.

12 Exemplo: Wavelet de Morlet

:c2
P(z) = 0% 28 (2.21)

que representa uma onda modulada por um envelope gaussiano e onde £ e
o sao constantes arbitdrias. A familia de wavelets construida a partir desta

mother wavelet escreve-se, por isso, como

ey —lp(Eb)2
Yoo = o] heil)e S (2.22)

5Nem todos os tipos de wavelets tém expressbes mateméticas explicitas. Um exemplo

disso séo as wavelets de Daubechies — o tipo usado neste trabalho.
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29 Exemplo: Wavelet chapéu mezicano

22

P(z)=(1-z2)e T (2.23)

que é a segunda derivada da fungo gaussiana. E a familia de wavelets que

lhe estd associada apresenta a forma

2
bap = |a] "2 [1 _ (“a_b) J e~ 3 (55 (2.24)

2.2.2 Transformada wavelet discreta

A versdo discreta da transformada wavelet pode ser obtida discretizando
os pardmetros, a (de escala) e b (de translagdo), que permitem construir a
familia de wavelets no caso continuo. Assim, a e b passam a tomar apenas

valores inteiros. Define-se, portanto,
a=a%, ap>1, 7 €Z

e a discretizagao de b deve depender de j tal que wavelets reduzidas (associ-
adas as altas frequéncias) sejam deslocadas por passos pequenos e wavelets
ampliadas (associadas s baixas frequéncias) sejam deslocadas por passos
maiores. Consequentemente, é natural escolher b = kby aé, com by > 0 fixo

e k€.

A familia discreta de wavelets é construida a partir de
Yik(z) = a0~ 49p(ag 'z — kbo); 4,k € L. (2.25)

Interessa-nos que a familia de wavelets constitua uma base ortonormal.
Isto, porque a ortogonalidade permite tornar mais facil o cdlculo dos coefi-
cientes de expansao [13] quando se representa uma funcio nessa base. Para

garantir a ortonormalidade devemos impor alguma restricao para os valores
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Exemplos de wavelets com suporte compacto

O primeiro exemplo é um tipo de wavelet que, pela sua simplicidade,
permite visualizar mais facilmente como actuam as wavelets. Os outros
dois sdo ilustrados porque se tratam dos tipos de wavelets que usamos. Na

figura 2.4 estd representada a mother wavelet de Haar, cujo suporte estd no

intervalo [0, 1).

12 Exemplo: Wavelet de Haar

1 se 0 <z < —21-,
PE)=¢ -1 se 3 <z<1, (2.29)

0 se z< 0Vez>1

05 00 05 10 15

Figura 2.4: Exemplo de uma mother wavelet com suporte compacto: wa-

velet de Haar. Tem suporte no intervalo [0, 1).

As figuras 2.5 e 2.6 ilustram dois tipos de mother wavelet de Daubechies
de ordens diferentes, respectivamente 2 e 3. A wavelet de Haar é também

vista como uma wavelet de Daubechies de ordem 1.
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inteiros que a e b podem tomar. Uma escolha adequada® para satisfazer a
ortonormalidade é que ag seja 2 e by seja 1 [1]. A famflia discreta de wavelets
torna-se uma familia de wavelets diddicas’. Nesse caso, a famflia discreta de

fungdes wavelets escreve-se como
Yik(@) =2 52z —k); j,k €. (2.26)

A transformada wavelet discreta de uma funcio f € L?(R) é obtida pelo

produto interno entre a fungio a analisar e a familia de wavelets diddicas,

ik = (f ¥k}, (2.27)

onde DY7" € a transformada wavelet discreta de f. E esta funcdo pode ser

reconstruida a partir de

F=" dixthie, (2.28)
ke

.. — wav
onde se fez d;, = D"

As famflias de wavelets diddicas constituem uma base ortonormal® de
L?(R) [9], as quais permitem representar funcdes extraindo detalhes & escala
j-

Apresentamos em seguida trés exemplos de wavelets com suporte com-

pacto utilizados na implementagdo da transformada wavelet discreta.

SA condigéio ap > 1 é suficiente para construir uma familia discreta de wavelets, mas
para que as wavelets satisfagam a ortogonalidade é necessédrio também que ag seja racional.

A escolha de ag = 2 foi feita por uma questdo de simplicidade [1].
"Funcées diddicas sdo fungdes com um parametro de escala que é uma poténcia de base

2 [14].
8 A demonstracio de que (2.26) constitui uma base ortonormal pode ser encontrada em

(9.
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22 Exemplo: Wavelet de Daubechies de ordem 2

20—r——7——7T— 71— T T T

1.0+ .

v (x)

00 \, -

-05- -

-1.01 E

Figura 2.5: Exemplo de uma mother wavelet com suporte compacto: wa-

velet de Daubechies de ordem 2. Tem suporte no intervalo [0, 3].

32 Exemplo: Wavelet de Daubechies de ordem 3

20 T T T 7T 1

1.5+ -

v (x)

0.0 TN /\fv
o N/ ]

Figura 2.6: Exemplo de uma mother wavelet com suporte compacto: we-

velet de Daubechies de ordem 3. Tem suporte no intervalo [0, 5].
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Nas figuras 2.4, 2.5 e 2.6 pode ver-se que o suporte das wavelets tem o
tamanho 1, 3 e 5, respectivamente para as wavelets de Daubechies de ordem

1, 2 e 3. Vemos que o suporte aumenta com a ordem de Daubechies.

O suporte das mother wavelets (Sup 1) apresentadas nas figuras 2.4, 2.5
e 2.6 estd no intervalo [0,2K — 1], onde K é a ordem da wavelet [15]. O
mesmo é dizer que o tamanho do suporte é 2K — 1 (veremos adiante o que
isto significa).

Dos exemplos apresentados, apenas a wavelet de Haar possui uma ex-
pressdo matemdtica explicita. As wavelets de Daubechies sdo solugdes de
uma equacdo wavelet que, como veremos adiante, emerge do conceito de

andlise em multiresolucgdo.

Em meados da década de 1980, Joseph Mallat, ao trabalhar em anglise
de imagens, fez uma inovagdo na utilizagdo de wavelets para analisar sinais:
considerou as wavelets como fungdes que permitem conhecer o incremento de
informagao necessédrio para passar-a um nivel de resolugio maior na anglise
de uma imagem e a partir desta interpretagio criou o conceito de anglise
em multiresolugdo. Isto, porque naquela época era popular estudar imagens

simultaneamente a diferentes escalas e comparar os resultados [1].

Por se considerar fornecer uma clara compreensdo das bases wavelets,
uma vez divulgada a andlise em multiresolu¢do, um crescente nimero de
bases wavelets ortonormais surgiu. Um exemplo é as j4 mencionadas wavelets

de Daubechies.

2.2.3 Anadlise em multiresolugao

Suponhamos que medimos a intensidade de um sinal (por exemplo, o
som) ao longo de um certo comprimento no espaco. O que resulta da medic¢io
sdo valores discretos distribufdos ao longo do comprimento como se mostra

na figura 2.7 (a). Essa amostragem de valores pode ser representada por uma
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funcdo f(z), tal como se ilustra na figura 2.7 (b). A anélise da fungdo pode
passar por aproxims-la usando uma “funcdo caixa”. Este tipo de fungdo é
constante num intervalo e zero fora dele, por exemplo, a fungéo ¢(x) unitéria

no intervalo [0, 1).

Para aproximar f(z) usando a funcdo ¢(z) podemos partir dos valores
da amostragem e tragar em cada ponto uma linha unitéria para a direita,
como se vé na figura 2.7 (c). Obtemos uma aproximagdo da fungéo f(x), que
é uma combinacdo linear da “fungdo caixa”, ¢(x), e de versodes transladadas
dela. A aproximagdo pode ser melhorada se reduzirmos, por exemplo, para
metade o comprimento de ¢(z). A nova aproximacio de f(z) resulta de uma

combinacdo linear de diferentes translagbes da versdo reduzida da funcdo

¢(z).

| f(Xf

» b
» >

X X X

(a) (b) (c)

Figura 2.7: Ilustracio da aproximagao de uma funcéo numa determinada escala: (a)

v

Amostragem de pontos (por exemplo, distribui¢do das intensidades de um som no espago);
(b) Representagio de uma fungéo, f(z), relativa & amostragem de pontos; (c) Aproximagio
da funcéio f(z) a partir dos pontos de amostragem, usando uma “funcéio caixa” unitéria,

nomeadamente ¢(z), tal que ¢(z) = 1sex € [0,1) e ¢p(z) =0sez € R\ [0,1).

Relativamente a essas duas representacoes, dizemos que temos duas apro-
ximagoes de f(z) a escalas diferentes. Isto é, se para a representacio de f(z),
que usa fungdes, ¢(x), de comprimento unitdrio, considerarmos que estamos
a uma escala, de partida, j = 0, entdo podemos convencionar que a repre-
sentacdo de f(z), feita com versdes de ¢(z) de comprimento reduzido para

metade, é feita a uma escala, j — 1 = —1, mais reduzida, ou seja, de maior

27



Teoria wavelet

resolugao.

Posto isto, da representagio de uma fungio f(x) em escalas diferentes
resultam aproximagdes diferentes para a mesma fungéo. Chamemos f;(z)
a aproximagdo que se faz de f(z) numa escala j, f;j_1(z) na escala j —1e

assim sucessivamente.

Se a escala j — 1 apresentar uma maior resolugdo que em j, entéo, nessa,
serdo postos em evidéncia detalhes que & escala j estavam ocultados. Esses
detalhes serdo representados por d;(z), com d;(z) = fj—_1(z) — fj(z), onde
0 j é a escala da qual os detalhes sdo extraidos. Se voltarmos a aumentar
o nivel de resolugdo da escala, serdo extrafdos os detalhes, d;_;(z), que na
escala anterior, j—1, estavam ocultados. Deste modo, se aumentarmos cada
vez mais a resolugdo da escala, a representagio de f(z) contém os detalhes
extrafdos de todas as escalas até ao maior nivel de resolugio considerado.
Esta é uma andlise em multiresolugdo. Na tabela 2.1 é ilustrada esta ideia

através da representagdo de f(x) a diferentes niveis de resolucéo.

Escala Representagéo de f(z)
J =~ fi(z)
j-1 > fii(z) = fi(z) + dj(2)
j—2 ~ fi—a(z) = fi—1(2) + dj-1(2) = fi(2) + d;(@) + dj—1(2)
J—m | = fim@)=... = fj(@) + d;(z) + dj1(z) + ... + dj—mi1(2)
j— - = fi(@) + i oo k(@)

Tabela 2.1: Tlustragio da representacio de uma funcéo f(z) em diferentes escalas. O

nivel de resolugo das escalas aumenta de j para j — 1.

O conceito de andlise em multiresolugdo pode ser formalmente definido
a partir de uma sequéncia crescente de subespagos fechados V; C L2%(R),

com j € Z, onde V; é conhecido como subespago aproximacao & escala 7,
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tal que:
{#0k(z) = ¢(x — k)}rez € uma base ortonormal de Vp; (2.30)
.cWcVcV,yc- Cc*R)y (2.31)
V; = DIV, (2.32)

onde D7 é o operador de transformacdo discreta de escala definido por
(DIf)(z) = 2792 (2772),¥f(z) € L*(R).

A sequéncia de subespagos forma uma anélise em multiresolugao se, além

de se verificarem (2.30) — (2.32), se tiver

U vi=L®); (2.33)
JEZ
N vi=1{} (2.34)
JEZ

Se denotarmos por P; f o operador projecgéo em Vj, entdo (2.33) assegura

que, para qualquer funcio f € L2(R)
dim Pjf=f, Vi e L(R).
j——o0

Que corresponde precisamente & tdltima linha da tabela 2.1.

Uma vez que Vg é gerado por ¢(x) = doo(z) e que, por (2.32), todos os
subespagos V; sao versdes escalonadas do subespago central Vp, entdo uma
base para Vj; é também gerada a partir da fungéo #(z), a qual é designada

funcao scaling. E as fungbes de base para V; sado
bin(z) =2"4p(2 7z k), jkeZ (2.35)

Entretanto, como Vy C V_;, qualquer fungdo em Vj pode ser expandida
em termos das funcdes de base V_;. Em particular, a funggo scaling ¢(z) €

Vb pode ser expandida em termos de ¢_1 x(z):

$(z) =Y hp_14(x),
k
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que, por (2.32), também se pode escrever como
¢(z) = V2 hep(2z — k), (2.36)
k

onde hy, sao chamados coeficientes scaling e (2.36) é a equagio scaling. Esta

relaciona a funcéo scaling em duas escalas sucessivas.

Uma solugao [16] para (2.36) é uma funcio scaling com a normalizagio
/ $(z)ds = 1. (2.37)

Para obter uma solugdo que esteja em concordéncia com (2.37) é ne-

cessdrio que os coeficientes scaling satisfagam a condigao

Y b =2 (2.38)
k

Chega-se a este resultado integrando a equagdo (2.36) em z e conside-

rando a condigao de normalizagdo (2.37).

A partir da equagéo scaling pode deduzir-se outra propriedade dos coe-
ficientes scaling. Se multiplicarmos ambos os lados de (2.36) por ¢(z — ) e

integrarmos, obtemos
/ $(x)p(z — Ddz =Y > 2hphy / o2z — k') p(2z — 21 — k)daz.
kK

A condigao (2.30) exige a ortogonalidade das fungoes scaling, entdo ape-
nas para k' = k+ 2l as parcelas do sumatério assumem valores diferentes de

Z€ero, ou seja

Z hihgior = b1 (2.39)
%

Veremos adiante que as wavelets podem ser construidas a partir das
funcoes scaling. Entretanto, serdo apresentados trés exemplos de funcdes
scaling, a partir dos quais se obtém respectivamente as wavelets de Haar, de

Daubechies de ordem 2 e de ordem 3.
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Funcgoes scaling correspondentes as mother wavelets

de suporte compacto

Nas figuras 2.8, 2.9 e 2.10 sdo mostradas as fungdes scaling de Haar®,
de Daubechies de ordem 2 e 3, respectivamente. Tal como acontecia para
as wavelets, também as fungbes scaling de Daubechies ndo tém expresséo

matemdtica explicita.
12 Exemplo: Funcéao scaling de Haar
se 0 <z <1,

1
(@) = (2.40)
0 se z< 0Vz2> 1

1.01 -

¢ (x)

0.0

05 06 05 10 15

Figura 2.8: Fungdo scaling de Haar. Tem suporte no intervalo [0, 1).

A funcio scaling de Haar é precisamente a “funcdo caixa” com que comegamos a
discussdo sobre a andlise em multiresolucéo, a propésito da aproximacio de fungdes em

diferentes escalas.
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22 Exemplo: Fungao scaling de Daubechies de ordem 2

1.6 —————1—— 11—

14 ]
1.2] ]
1.0 ]
0.8 §
0.6 ]
0.4 ]
0.2- ]
0.0 . N '
021 \[ ]
0.4 -'
-

00 05 10 15 20 25 30

¢ (x)

Figura 2.9: Funcdo scaling de Daubechies de ordem 2. Tem suporte no intervalo [0, 3].

32 Exemplo: Fungao scaling de Daubechies de ordem 3

1.6 4T
1.4] ]
1.2- ]
1.0- ]
0.8- ]
0.6- ]
0.4 ]
0.2 ]
0.0- VA ]

021 V ]
0.4 ]

-0.6-

6(x)

00 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 50
X

Figura 2.10: Fungdo scaling de Daubechies de ordem 3. Tem suporte no

intervalo [0, 5]
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Voltemos, agora, & tabela 2.1 onde estd representada uma funcao em
escalas diferentes. Seja f;(z) uma fungdo do subespago Vj, definamos, para
os detalhes di(z), o subespaco dos detalhes W},. A representagio da tabela
2.1 pode ser substituida por uma representagio em termos dos subespagos

V; e W}, como se pode ver na tabela 2.2. O subespago dos detalhes, Wj,

Escala Relagao entre subespagos
j v
j—1 Via=V,e W,
i—2 Vice=ViaeW,a=V,eW; e W,
j—-m | Viip=-=VioeW;0W;_10 - ®Wj_mp1
j— —o0 Vinwo=V; 0 Dl__ .. Wi

Tabela 2.2: Relagio entre subespagos V; em diferentes escalas. O nivel de resolugéo das

escalas aumenta quando j diminui.

corresponde ao nivel de resolugdo j e é ortogonal a Vj. Isto significa que
o produto interno entre qualquer elemento de W; e qualquer elemento de
Vj € zero. Uma vez que W; é ortogonal a V; deve ser também ortogonal a
qualquer subespago de V;. Entdo, W; é ortogonal a qualquer subespago Vi
com j' > j. O que quer dizer que o subespago dos detalhes é ortogonal
ao subespago aproximagdo s6 quando o subespaco dos detalhes tem maior
resolucdo. Além disso, quaisquer dois subespagos de detalhes a diferentes

niveis de resolugdo sao ortogonais.

O subespago dos detalhes W; tem uma base ortonormal {1;x(z)};k,

onde

Pk = 2 3p(2 Iz — k).

Por outro lado, as bases de W} séo bases para L?(R) uma vez que o espago

de fungdes de quadrado sumével pode ser decomposto em subespagos de
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detalhes, cada, um contendo informagéo sobre os detalhes a uma determinada

resolugao. Isto é,

I2(R) = ag Wi.

k=—o00
Entdo, dizemos que L?(R) tem uma base ortonormal {1;x(z)};x chamada

base wavelet.

Como vimos, antes da anilise em multiresolugéao, a base wavelet é cons-
truida a partir de translagoes, k, e mudangas de escala, j, da fungao mother

wavelet.

Desde que {to (z)}x estejam em Wy e Wy C V_1, 9(x) pode ser escrita
como uma sobreposicdo das fungoes de base para V_1, {¢_1 x(x)}x. Por isso,

tem-se

P(z) = grd-14(z)
k

que, tendo em conta (2.35), também podemos escrever como
W(z) = V2D ged(2z — k), (241)
k

onde g sdo os coeficientes wavelet e (2.41) é a equagdo wavelet. Esta rela-

ciona a mother wavelet com a fungdo scaling na préxima escala mais fina.

Vamos centrar-nos numa solugao, ¥(z), para a equagdo (2.41), que sa-

tisfaz a condigao
/ W(z)dz = 0. (2.42)

A qual é a mesma imposicdo que emerge da condicao de admissibilidade

referida para o caso da transformada wavelet continua.

Aplicando a condigdo (2.42) & equagdo wavelet (2.41) resulta que
> g =0, (2.43)
k

ou seja, a igualdade (2.43) deve verificar-se para que a equagdo (2.41) tenha

uma solucao que satisfaga (2.42). Os coeficientes gj determinam-se a partir
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dos coeficientes hj. Para ver como se relacionam recorremos ao espago de

Fourier.

Obtencao de g; a partir de hy

Da ortogonalidade entre W; e V; resulta a condi¢do de or-

togonalidade entre as fungdes wavelet, {¢)(2~7z — k)}, e scaling,
{¢(2~jx - k,)}a

/ V* (2% — K)p(2~Tz — K)dz = 0. (2.44)

Derivar a condigéo de ortogonalidade (2.44), no espago de Fou-
rier, permite-nos conhecer a relagao entre os g e os hy.
Comecemos por introduzir a transformada de Fourier da funcio

scaling,

(&) = L / #(z)e %% dz. (2.45)

Multiplicando a equagéo scaling (2.36) por \/i e integrando em

x, vem

7 1 —ifx _ L _ e—i T
#(€) = E/qﬁ(m)e ¢ dx—;\/ihk m/¢(2x k)e %% dz
(Z hi —zki) /¢(2x_k)e—z(2a: k)2d(2:l:)
hie s\ 5 (€
(Z et ) (5)

H(¢) := Z M g-ike (2.46)

Definindo

a equagao scaling, no espago de Fourier, assume a forma

so-(5)s(5): (2.47)
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Analogamente para a equagio wavelet, define-se G(£) como
) 9k _—ike
G(€) == E “—e 2.48

e a equagdo wavelet, no espago de Fourier, assume a forma

be) =G (g) 3 (g) . (2.49)

Em seguida, derivemos a condigdo de ortogonalidade entre
{27z —k)};jr e {#(277z — k')},x no espago de Fourier. Con-
sideremos a escala j = 0 com k¥’ = 0. A transformada de Fourier

de ¢(z) é dada por (2.45) e de ¢¥(z — k) é

~

P(E) = ‘/% / P(z — k)e %@k gy, (2.50)

Partindo da condigéo (2.44) e tendo em conta (2.45) e (2.50),

tem-se
0 = [vE-Ro@

I S CRIETEC)
_ % / dz / de / de ek O (E)d(e).  (2.51)

Recorrendo & representagido da fungao delta de Dirac

de—¢) = —2—17—r /e”(e'g)d:v,

a equagao (2.51) fica

0= /dg/ds ek 3(e — )Y (€)d(e)

— [t
Isto também se pode escrever como
o +00 . . )
0= / z V*(€ + 2mD) (€ + 2ml) ek dE, (2.52)
0 l=—00
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onde apenas o intervalo de integragdo entre —oo e +o0 foi divi-
dido em subintervalos de largura 27 tomando em conta a perio-
dicidade do factor e**.

O lado direito de (2.52) corresponde aos coeficientes de Fou-
rier, ax, de uma determinada fungéo periddica, A(£), com perfodo

27, definida por

A(g) == Z $*(€ + 2ml)p(€ + 2al), (2.53)

l=—00

cuja expansao de Fourier é

+o00
AG) =D ape ik (2.54)

k=—o00
e os coeficientes de Fourier, ay, determinam-se através de

a = % dEA(E) i€k, (2.55)

A partir de (2.52), tem-se ax = 0. Assim, sendo os coefici-
entes de Fourier nulos, por (2.54), A(§) = 0. Logo, por (2.53)
tem-se a condigao de ortogonalidade entre as fungoes scaling e

wavelet no espago de Fourier

+o0
D (€ +2ml)p(€ + 2nl) = 0. (2.56)

l=—00
Usando a equacéo scaling (2.47) e a equagio wavelet (2.49),
podemos reescrever a condigdo de ortogonalidade (2.56) como

uma condicdo para H({) e para G(¢):

ZG*( +27rl) (§+227rl) H(§+227rl>$(§+227rl)

l=—00
= ZG*(g' + ml) (€ +7l) H(E +l) (¢ + 1) . (2.57)
I=—00

A equagdo (2.57) é vélida para qualquer ¢ = 2, entao po-

demos substitui-lo por £. Separando a soma em termos pares
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(I = 2k) e fmpares (I = 2k + 1), tem-se

+oo
)" G*(& + 2mk) (€ + 2mk) H(E + 27k) p(€ + 2mk) +

k=—00

+oo
3 GHE+ 2k + Dm) (€ + (2k + 1)m) x

k=—00

H(¢ + (2k + 1)7) $(€ + (2k + 1)) .

Pelas definigbes (2.46) e (2.48), H(¢) e G(£) sdo fungoes
periddicas de periodo 27. Entao, a equagao anterior pode ser
escrita como

+o0
GHOH(E) Y w*(E+2mk)p(¢ + 2mk)+
k=—o00

+00
GHE+mHE+T) > P*((€+7) +2km)B((€ +7) + 2km) = 0.

k=—o00
Por (2.56), os sumatdrios da equagdo anterior anulam-se,
entdo os produtos G*(§)H (&) e G*(€ + m)H(€ + m) podem to-

mar quaisquer valores. Fagamos a escolha
G*(§H(E) = -G (+mH( + 7).

A igualdade anterior é satisfeita se escolhermos G (&)= A(§)x
H*(€ + ), com [M(§)? =1 e Mg) = —A(€ + 7).

Fazendo A(¢) = —e™%, com [ fmpar, entdo G(£§) = —e~tx
H(¢ + 7) e substituindo a expresséo explicita de H(§), (2.46),

fica
G(¢) = _e—ilEZﬂei(&w)k Z hk e—i1—K)E gimk
V2
Tomando em conta a igualdade e™ = (—1)7*, tem-se
G 1)k gili=k)E
(&) = Z f(
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desde que ! seja impar. Fazendo | — k = n, tem-se

GO =3 —(—11;;“" e,

Finalmente, da comparagao com (2.48) conclui-se que
gn = (=1)"hy—n, (2.58)

com [ impar.

Antes de introduzirmos a an4lise em multiresolucdo, comegdmos por con-
siderar wavelets de suporte compacto. Como vemos, as wavelets podem ser
construidas a partir das fungoes scaling que resultam da andlise em multire-
solugao. Também o suporte das fungées wavelets é determinado pelo suporte
das fungobes scaling. Anteriormente referimos que o suporte das mother wa-
velets estd contido no intervalo [0,2K — 1]. Assim, o suporte das fungoes
scaling que ddo origem as mother wavelets deve estar no mesmo intervalo.
Tal pode ver-se nas figuras 2.8, 2.9 e 2.10. As funcdes ¢; x(z) e ¥;x(z) tém
suporte em [27k, 2/ (k + 2K — 1)].

Ainda uma consequéncia do suporte compacto é que os coeficientes sca-

ling, hy, e wavelet, g, [15] devem satisfazer a condigao
hy =9gr =0, parakeZ\{0,1,...,2K —1}. (2.59)

O que significa que o tamanho do suporte determina o niimero de coeficientes
que tém de existir, isto é, para um suporte de tamanho 2K — 1 existem 2K
coeficientes scaling e igual nimero de coeficientes wavelet. Portanto, para
as wavelets de Daubechies de ordem K = 2 existem quatro coeficientes sca-
ling e quatro coeficientes wavelet, sendo por vezes denominadas de DAUBA.
Enquanto as de ordem K = 3, tém seis coeficientes e denominam-se DAUBS.

Sao estas a designagdes que usaremos no capitulo 5.
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O principio bésico da andlise em multiresolu¢ao é que desde que uma
coleccdo de subespagos fechados satisfaga (2.30) — (2.34), entéo existe uma
base ortonormal {1;(z),4,k € Z} de L?(R), construida a partir de (2.26),
tal que, para todo f € L2(R),

Piaf =Pif +> ik ) Yiks
kEZ

onde P; é o operador projecgao em V.

Em sintese, da anélise em multiresolugao resultam as equacoes
scaling e wavelet, cujas solugdes sdo respectivamente as funcgoes
scaling (¢) e wavelet (1) com suporte em [0, 2K —1] e respectivas

famflias com suporte em [27k, 2 (k + 2K — 1)].

No caso das wavelets de Daubechies de ordem K é imposta mais uma
condigdo [15] para as definir, que é a condi¢do de momentos nulos das wa-

velets
/ zyp(z)de =0 para [=0,..,K —1. (2.60)

Daqui resulta novo constrangimento para os coeficientes scaling e wavelet

[15]. Para o obter basta aplicar a equagao wavelet (2.41) a (2.60). Vejamos:

2K-1

[as@is= [4VE Y gsez-b) =0,
k=0

fazendo y =2z — k

2K-1

> giccb(y)%g =0
k=0

()
2K-1

> o / do(z + k) ¢(z) = 0.
k=0
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No caso 1 =0,

2K-1 2K-1

> o fdms@=0 = Y a=o
k=0 k=0

que corresponde & condigdo (2.43). Para chegar a este resultado teve-se em

conta a condigao de normalizaggo (2.37).

Para l =1,

2K-1

> o [ dafa+Bo@) =0
k=0
2K -1 2K—-1

[dzz6@) Y @ + / dzp() 3 gik =0
k=0 k=0

2K -1
= Z grk =0,
k=0

onde se aplicou a condigéo para ! = 0 & primeira parcela e a condigdo de

normalizagao (2.37) & segunda parcela.

Paral =2,
2K-1
> o [ dofa+ k() =0
k=0
2K-1 2K-1 2K-1
[aa6@) Y o+ 2 [dza6@) Y ak + [dz8) Y gk =0
k=0 k=0 k=0
2K-1
= Z gkk‘2 = 0,
k=0

onde se aplicou a condigéo para [ = 0 & primeira parcela, a condigdo para
I =1 & segunda parcela e a condigdo de normalizagio (2.37) & terceira

parcela.
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Paral=K -1,
2K-1 2K-1
Yo gk =0 = > (-1)fr k5 =0, (2.61)
k=0 k=0

com n fmpar.

A condicao (2.61) apresenta uma dependéncia de K. Isto significa que
cada vez que a ordem das wavelets aumenta, uma unidade, uma nova condicao

de ortogonalidade surge.

Juntando a condigdo (2.61) as condigoes (2.38), (2.39) e (2.59) podem
calcular-se os coeficientes scaling e consequentemente os coeficientes wavelet.
Para os exemplos (Haar e Daubechies) apresentados, os coeficientes scaling

resultantes das condigbes referidas estao na tabela 2.3.

Coeficientes scaling
hy | Haar Daubechies
K=1 K=2 K=3

ho | & | (1+V3)/4VZ | (1+VI0+V5+2V10)/16v2
M| & | B+v3)/4vZ| (5+VI0+3V5+2v10)/16v2
he | 0 | (3—+v3)/4v2 | (10 — 2v/10 + 2v/5 + 2//10)/16v/2
ha| 0 | (1—v3)/4v2 | (10 — 2¢/10 — 2v/5 + 24/10)/16v/2
hy| O 0 (54 V10 — 3v/5 + 2v/10) /16v/2
hs | O 0 (1+ V10 — v/5 + 2/10)/16v/2

Tabela 2.3: Coeficientes scaling para as wavelets de Haar, de Daubechies de ordem 2 e

de ordem 3.
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A condigao (2.60) pode ser generalizada para as familias de wavelets'®

[15], [3] construidas a partir da mother wavelet

/ Dipa)dz =0, 0<1< K. (2.62)

Esta é uma caracteristica muito importante das wavelets porque leva a
uma representacgao local exacta de polinémios. Vejamos em que medida esta
caracteristica apresenta significativa importéncia. Para tal, relembremos

uma consequéncia da andlise em multiresolugao retirada da tabela 2.2:
Vj = Wj+1 ® Wj+2 ® @ Wj+m S” Vj+m, (2'63)

onde V; é o subespago de maior resolugao e V;,, de menor resolucao.

De (2.63) resulta que temos duas bases para o subespago V;: & esquerda
uma base (scaling) constituida pelas fungGes de base ¢; () & escala de maior
resolugdo; & direita uma base (de multiresolugéo) constituida pelas funcoes
de base 1, k() para todos os niveis de resolugéo desde o menor (j +m) até
ao nivel (j + 1) de maior resolugéo e pelas fungdes de base ¢jm x(x) para

a escala de menor resolugao (j + m).

Qualquer funcio, f(z) € L?(R), pode ser representada aproximadamente
nessas bases como se segue
Jj+m
@)=Y e din@) = D di bjimp(@®) + Y. D dnk Yni(@),
k k n=j+1 k
(2.64)

onde os coeficientes de expansao séo

ck = {Bj k. f) di := (Dj+mp, I) dnj = (Ynk, f) - (2.65)

No limite quando j — —oo, a representagao de f(z) torna-se exacta em

ambas as bases.

10A demonstragio de que a condigio de momentos nulos pode ser generalizada, para
quaisquer versdes transladadas e escalonadas da mother wavelet, pode ser vista em [15],
p.27.
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Consideremos o caso particular em que f(z) é um polinémio p;(z), de

grau l. A representacdo exacta na base de multiresolugio é

J
P =Y dedin®) + > Y dug ui(®). (2.66)
k

n=—o0o k

Embora um polinémio n&o seja uma funcio de quadrado sumével, pode-
mos torng-lo numa bastando para isso multiplicé-lo por uma “funcéo caixa”.

Assim, o polinémio fica apenas diferente de zero num intervalo finito.

No caso do grau do polinémio ser | < K, por (2.62) e (2.65), dp, x = 0,
entao (2.66) fica

pi(e) = Y di dju(x). (2.67)
k

Da condi¢do de momentos nulos, (2.62), obtemos (2.67) — uma repre-
sentagdo exacta de polinémios com grau até K — 1 em termos de funcoes
scaling a escala de menor resolugao. Uma vez que podemos escolher arbitra-
riamente a escala j, essa representacgao é vélida para qualquer escala. Como
o suporte das fungées scaling é compacto, para representar o polinémio na

vizinhanga de qualquer ponto z um nimero finito de coeficientes é suficiente.

Suponhamos que as funcdes scaling sdo de Daubechies de ordem 2. A
escala j = 0 o seu suporte tem tamanho 3. Se quisermos representar o
polinémio, por exemplo, na vizinhanga do ponto z = 2.5, como se pode ver
na figura 2.11, apenas o suporte de trés fungdes scaling sobrepde o ponto
considerado. Para este caso, sao sé necessdrios trés coeficientes de expansio

para representar localmente o polinémio.

Se considerarmos fungoes scaling de Daubechies de maior ordem, o ta-
manho do seu suporte aumenta, mas o nimero de fungoes que contribui
na soma (2.67) para aproximar o polinémio é ainda finita. Por isso, a base

scaling permite uma representagao local exacta de polinémios de grau ! < K.
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Figura 2.11: Tlustragao da sobreposi¢ao do suporte de fungdes scaling de Daubechies de
ordem 2 no ponto £ = 2.5 de um polinémio de grau um. Apenas o suporte das fungées

&(z), $1(z) e P2(x) sobrepde o ponto considerado.

Nas figuras 2.12 (a) e (b) pode ver-se também a representagéo local, no
intervalo!! entre 0 e 3, em termos de funcdes scaling de Daubechies de ordem
2, respectivamente para um polinémio de grau zero e um polinémio de grau

um.

Entretanto, se uma funcdo, f(z) € L?(R), pode ser bem aproximada
por um polinémio de grau K — 1, no suporte das wavelets, os coeficientes
dng = (Ynk f) ~ 0. Esta é a razdo que torna a base de multiresolugéo
tdo eficiente: qualquer funcio que apresente alguma regularidade pode, em
intervalos suficientemente pequenos, ser aproximada por um polinémio de
baixo grau. Uma vez representada na base de multiresolugéo, a maior parte
dos coeficientes de expansdo sdo muito pequenos e podem néo ser conside-
rados, resumindo-se a representagio a um pequeno conjunto de coeficientes

de expansdo.

Representar uma funcdo directamente na base de multiresolugéo nao é,

11 A escolha do intervalo 0 a 3 é arbitriria, bem como a escolha do ponto z = 2.5 na

figura 2.11.
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5|

(a) (b)

Figura 2.12: Representagao local, no intervalo entre 0 e 3, de uma funcdo (a) constante,

(b) linear, em termos de funcgoes scaling de Daubechies de ordem 2.

no entanto, muito pratico porque exige o conhecimento dos dy, e dos dp, ;. O

mesmo é dizer que é necessdrio avaliar os integrais
di= [ rems@f @z e dnai= [Vos2)f @)z

A igualdade entre as representagdes nas bases scaling e de multiresolugdo,
em (2.64), sugere que se relacionam através de uma transformacéio linear.
Isto é, se representarmos uma funcgio, f(x) € L?(R), na base scaling, pode-
mos, por meio de uma transformagéo ortogonal, obter a representacio da
func8io na base de multiresolugdo. Assim, para calcular os coeficientes basta

avaliar os integrais

Ck = /(bj,k(w)f(a:)dm. (2.68)

A base scaling ndo é téo eficiente como a base de multiresolucio porque
nao se pode, & partida, saber se hé coeficientes que tém uma contribuicdo
pequena ao ponto de os podermos desprezar. Enquanto na base de mul-
tiresolugdo, os coeficientes correspondem a muitas escalas diferentes, uns
coeficientes tém uma contribui¢gdo mais significativa e outros, porque tém

uma contribuicdo pouco expressiva, podem até ser eliminados. Reduzir a
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quantidade de coeficientes, necessarios para representar uma funcao numa

base, torna a representacao mais eficiente.

Para calcular integrais numericamente, usam-se, frequentemente, regras

de quadratural? da forma

b N
[ v@@e~ Y wis(z), (269)

i=1

onde v(z) é uma funcao de peso, z; sdo 0s N pontos em que a fungao deve
ser calculada e w; sdo os pesos da regra de quadratura. Os pontos e os
pesos podem ser calculados de diferentes maneiras, em fungéo de que regra

de quadratura se usa.

Um exemplo é a regra de quadratura de Gauss-Legendre. No entanto, em
aplicagoes préticas, quando as fungoes integrandas séo da forma ¢; x(z) f(x),
esse tipo de regra, mesmo em forma adaptativa com um certo controlo sobre
a precisao do resultado, néo atinge uma preciséo suficiente. A razao dessa

limitagio deve-se ao caracter fractal da funcao scaling, ¢; ().

Contudo, é possivel deduzir regras de quadratura muito simples e eficazes
para funcoes integrandas que sdo produtos de uma fungéo scaling e de outra
funcao. A funcao scaling, neste caso, detém o papel de fungao peso e as
regras de quadratura usam os momentos dessa fungdo. Veremos que, esses
momentos podem ser calculados exactamente: sio soluges de sistemas de
equagoes lineares.

A partir dos momentos da fungdo scaling, podemos construir uma regra
de quadratura, de apenas um ponto, exacta se f(z) for um polinémio com

grau até 2K — 2.

?Regra de quadratura é o nome dado & aproximagio de um integral pelo sumatério dos

valores da funcao integranda em pontos discretos multiplicada por um factor peso.
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2.2.4 Momentos das wavelets e regra de quadratura de um

ponto

Fixemos, nesta subsecgdo, a escala em j = 0 e, por razdes de simplici-
dade, escrevemos ¢ (), para a fungéo scaling transladada nessa escala, em

vez de ¢o k().

Os momentos de ordem m da fungéo ¢x(z) no intervalo de integragdo

[a,b], com a,b € Z, sao definidos por

b
Tlgm) =/a "y (z)dz . (2.70)

Obviamente, para obtermos momentos diferentes de zero, o suporte da
fungao scaling deve sobrepor-se pelo menos parcialmente com o intervalo
de integracéo.

Comecemos com o caso, mais simples, em que o suporte estd totalmente
contido no intervalo da integracéo, isto é, quando a < k < b— 2K + 2. Para
este caso, temos Tlgm) que designamos por momentos totais das funcdes sca-
ling transladadas e, como veremos, podem ser relacionados com os momentos

totais da funcgio ¢(z),
2K—1
Tm) = / ™ o(z)dz . (2.71)
0

Os momentos totais das fungdes transladadas, ¢x(z), obtém-se a partir dos

momentos totais da fungdo ¢(z) através de

b b—k
T _ / 2" p(z — k)dz = / Ry (2.72)

b—k
=T = /a |, @+ BTz, (2.73)

Apés desenvolver o binémio, obtém-se T,Em) como combinagao linear de todos

os momentos totais 7, com 0 < n < m.

O momento de ordem zero de ¢(z) é dado simplesmente pela condigéo
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de normalizacao da fungéo scaling,
2K —1 2K -1
7O = / 2¢(z)dz = / p(z)dz =1. (2.74)
0 0

Os momentos de ordem superior calculam-se a partir da aplicagdo da
equagao scaling (2.36) a (2.71). Dai deduz-se a relagéo de recorréncia, que
se segue, para os momentos totais:

2K—-1

| f Z < Hl(m - = x)! Z Wik ® . (275)

A dedugéo de (2.75) pode ser encontrada em [15].

Agora, veremos como o conhecimento dos momentos serve para deduzir

uma regra de quadratura de um ponto.

Para comegcar, consideremos uma funcao linear f(z) = po + p1z, onde p;
com i = Oou 1l sdo constantes. O integral do produto entre f(z) e a fungéo
scaling no intervalo [a, b], supondo, para jé, que [0,2K — 1] C [a, b], pode ser

escrito como

b b b
/ f(z)p(z)dz = po / ¢(z)dz + py / zp(z)dz = poT©® + p TV . (2.76)

Dado que T(® = 1, o resultado (2.76) pode também ser escrito como
b
[ 1@e()da = 1) 2.1

A igualdade (2.77) tem exactamente a estrutura de uma regra de qua-
dratura do tipo de (2.69), com N =1, w; =1lez; = T, ou seja, de uma
regra de quadratura de um ponto, com peso 1 e o inico ponto de quadratura
é o momento total de primeira ordem da fungao scaling. Esta regra de um

ponto é exacta para fungoes lineares.

Em geral, é possivel mostrar que regras de quadratura do tipo Gauss-
Legendre com N pontos sao exactas para polinémios até ao grau 2N — 1.

Portanto, uma regra de Gauss-Legendre de um ponto é exacta para funcoes
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lineares. Surpreendentemente, a regra (2.77) é ainda mais precisa porque é

exacta também para fungées quadréticas. Vejamos porqué.

Como é mostrado em [15], para os momentos totais de segunda ordem
é vilida a relagio T® = (TM)2. Com ela, o integral em que f(z) é uma

fungao quadratica, f(z) = po + p1x + paz?, pode se calculado como

b b b b
| 1@e@de = m [ s@ds+mn [ zo(@as s [ o(arde
— poT(O) + p1T(1) +p2T(2)

= po+ T + pp(TMY?, (2.78)
0 que, novamente, pode ser escrito na forma (2.77),
b
[ 1@ = ).
a

E assim, tem-se que a regra de quadratura de um ponto é exacta para

polinémios até ao grau 2.

Usando a relagao (2.73) podemos verificar que a regra (2.77) pode ser
generalizada para o caso de fungdes ¢y () no lugar de ¢(z). Por um lado,

desde que [0,2K — 1] C [a, ], tem-se
b
/ (po + P12 + paa?)gp(z)dz = po T + py T + poT . (2.79)
a
Por outro lado,
b b
/ f(z)pr(z)dz = / (Po + P12 + poz®) pi(z)dx
b
=/ (po + P12 + p22®)p(z — k)dz
ok
=/ ) [po +pi(z+k)+po(z+ k)z] é(z)dz
= poT® + p; (kT(O) + T(l)) +po (k2 4 o7 T<2)) . (2.80)

Comparando (2.79) e (2.80), tomando em conta que T =1 T(?) = (T(1))2,
obtém-se

01, 10 _ke1®, @ =R s
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Ao substituir estes resultados em (2.79) chegamos a
’ (1) (1)y2
/ (Po + D12 + p2a?)Pr(x)dz = po + Ty +p2(Ty, )™ (2.82)
a

Podemos interpretar (2.82) como a regra de quadratura de um ponto
generalizada para todas as fungdes ¢r(z) cujo suporte estd contido na sua

totalidade em [a, b], ou seja,
b
[ 1@euia)da = 5. (2.8

A regra (2.83) é exacta quando f(z) é um polinémio até ao segundo
grau. Para outras funcdes essa regra é apenas aproximada. A qualidade da
aproximacdo depende se f(z) pode ser bem aproximada por um polinémio
de segundo grau no suporte de ¢x(z), ou ndo. Caso a aproximagao nao seja
suficiente, uma maneira para melhors-la pode ser através da escolha de uma

escala mais reduzida.

Com a regré, (2.83) temos um método simples e eficaz ph.ra calcular os

coeficientes ¢ a partir de (2.68).

Infelizmente, a situagio é mais complicada quando um dos limites da
integracdio cai dentro do suporte da fungdo scaling ¢r(z). Nestes casos
calculam-se momentos parciais em vez de totais. Introduzindo uma notagéao

mais explicita, momentos parciais relevantes sdo

) = &g = [ SOl (284

De facto, é suficiente determinar estes momentos parciais u/S',,m) para 0 < n <

2K —1 (com n inteiro). Os outros momentos parciais podem ser calculados

a partir deles, por exemplo

(xm>¢[n;2K—1] = (-Tm)¢[0;2K—1] - (mm)qs[o;n] ) (2.85)
onde (z™)yp0,2x-1) = T(™ & 0 momento total de ordem m j4 conhecido.
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Momentos K=2 K=3
Totais | T(M) = 0.633974596216 | T = 0.817401178

49 = 0.600741569831
p) = 1.006711447148
) = 0.849679368559 | u” = 0.985486726202
Parciais | py) = 1.016346035226 | 1 = 0.999659089007
u$Y = 0518055482124 | u{Y = 0.406628881280
) = 0664957219768 | pfP = 1.013860381673
p) = 0.773636517219
p = 0.816034805838

Tabela 2.4: Momentos totais e parciais de ordem zero e um para as fungdes scaling de
Daubechies de ordem 2 e 3. Os momentos totais de ordem zero, para ambas as ordens de

wavelets, sao: 7O = 1.

Usando, mais uma vez, a equagdo scaling (2.36) é possivel construir
sistemas de equagOes lineares para determinar os momentos parciais u,(zm)
com diferentes n. Este método é ilustrado no apéndice A para o caso dos

momentos parciais das fungoes scaling de Daubechies de ordem 2.

Os momentos totais e parciais de ordem 0 e 1 obtidos, para as funcdes
scaling de Daubechies de ordem 2 e 3, sdo apresentados na tabela 2.4.

A tabela 2.5 apresenta como calcular os momentos das fungses scaling
transladadas de ordem 0 e 1, respectivamente T,go) e T,El), a partir dos mo-
mentos totais e dos momentos parciais dependendo do fndice da translagdo
k para um determinado intervalo da integracio [a, b]. O essencial da tabela
é mostrar para que valores de k£ os momentos sdo exclusivamente totais e em

quais se devem também considerar momentos parciais. Para outros valores

de k ndo incluidos na tabela os momentos sio zero.

Convém ainda referir que o célculo dos momentos é efectuado apenas
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Momentos de ¢r(x)

k T,EO) T,El)
a-2K+2<k<a 7O — 4@ | k7@ 47O — ) - Y
a<k<b—2K+2 7O kT + 170

b—2K +2<k<b—1 O, —kpl®, — M,

Tabela 2.5: Momentos de ordem zero e um das fungées scaling transladadas, ¢r(z), num

intervalo de integracdo [a, b].

armazenados para futuras aplicagoes, seja a construggo de regras de quadra-
tura ou outras.

No caso de os momentos serem parciais, a igualdade ‘r( ) = (7'(1))2
néo é vélida. Consequentemente, a regra de quadratura (2.83) néo é exacta
para polinémios de segundo grau, e porque 7 © # 1 parece que nem vale
para fungoes lineares. No entanto, com uma pequena modificagao podemos
estabelecer uma regra de um ponto que funciona para fungoes lineares mesmo

no caso de momentos parciais.

Consideremos novamente o integral (2.68). Esse integral, quando a

fungao integranda é do tipo f(z) = pp + p1z, fica

b +
/ (p0 + ) B(@)dz = pori” + 17 = 7 (p +p1 (0)> (2.86)

que tem a desejada forma duma regra de quadratura de um ponto,

b
/ f(@)dr(z)dz = wi f(zk) (2.87)

(0)

onde, para um determinado valor de k, o peso é wy = T,
( )
T = (0) Repare-se que (2.87) tem uma forma geral valida também para

, € o ponto é

os casos de momentos totais.

Embora a precisio da regra de quadratura de um ponto seja menor
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quando é usada para determinar os coeficientes c; perto dos limites do in-
tervalo da integracdo, na prética isso ndo gera necessariamente problemas:
com a passagem para escalas mais reduzidas, o suporte das funcoes scaling
diminui e, dado que qualquer funcgdo analitica se aproxima cada vez mais
a uma linha recta sobre intervalos cada vez mais pequenos, a precisio da

integracao também melhora.

Conhecida a maneira de determinar os coeficientes de expansio Cy, resta-
nos saber como implementar a transformagao ortogonal (obviamente, base-
ada em wavelets) para obter os coeficientes de expansdo da eficiente base
de multiresolugdo. A transformagao ortogonal é denominada transformagao
wavelet discreta e abreviamo-la por DWT (do inglés Discrete Wavelet Trans-

form).

2.2.5 Implementacao da DWT a uma dimensao

As wavelets apresentam um carécter fractal que poderia ser um obstaculo
a sua utilizagao, contudo, possuem outra caracteristica que o contorna: po-
dem ser definidas por um conjunto de coeficientes. Portanto, um algoritmo
para a DWT utiliza esses coeficientes e nao as fungdes wavelets. Os coefici-
entes sdo os hy e gi, que aparecem, respectivamente, nas equagoes scaling,

(2.36), e wavelet, (2.41).
Vejamos como é definida a DWT pelos coeficientes hy, € g.

Recordemos a equagéo scaling (2.36)

2K-1
$(x) = V2 Y heo(2z — k). (2.88)
k=0
Fazendo z = y — m, tem-se
2K-1
Bly—m)=v2 Y o2y —2m — k). (2.89)
k=0

Em (2.88), ¢(z) € Vo e ¢(2z — k) € V_1, porque Vy C V_;. Generali-
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zando, V; C Vj_1, por isso, se ¢;(z) € V; entdo ¢;(2x — k) € V;_1. Ea
equagdo (2.89) por ser escrita como

2K-1

$ily—m)=v2 Y h;(2y —2m—k), (2.90)

k=0

ou
2K-1

$im®) =V2 D heditomer(¥), (2.91)

k=0

que, trocando y por z e j por j + 1, é o mesmo que

2K -1

bi+1,m(z) = V2 Z hi®j 2m k(). (2.92)

k=0

Analogamente para a equagdo wavelet, partindo de (2.41) obtém-se

2K-1

Pir1m(@) = V2 Y gedjamik(). (2.93)

k=0

O que se pretende em seguida é fazer uma representagao de uma fungao
na base scaling e outra na base de multiresolugdo e depois relacionar as
duas representacoes usando as equagoes scaling e wavelet, respectivamente
na forma (2.92) e (2.93), de modo a eliminar as fungdes scaling e wavelet
que aparecem nas representagoes, preservando apenas uma relagao entre os

coeficientes de expansdo em ambas as bases.

O nimero de fungoes de base para fazer uma representagao na base sca-
ling tem como critério de escolha a maximizagdo da eficiéncia do algoritmo
de implementagao da DWT. Como o algoritmo usa dois tipos de coeficientes,
0s hy e 0s gy, os coeficientes de expanséo na base scaling sdo transformados
em dois tipos de coeficientes de expansdo, uns pertencentes ao espago das
aproximagoes € outros ao espago dos detalhes. A eficiéncia do algoritmo é
maximizada se o nimero de coeficientes de expanséo na base scaling for um
nimero diddico, por conseguinte, o nimero de fungdes de base de partida

deveré ser um nimero diadico.
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Fixando o niimero de fung6es de base num ndmero diddico N = 27, a
representagdo de f(z) € L%(R) na base scaling, & escala j, é

291

fi@) =Y cindsn(2). (2.94)
n=0

Pela tabela 2.1 pode deduzir-se que f;(x) = fj+1(z) +dj+1(z). A funcdo
fi+1(x) pode ser escrita como combinagao linear de fungdes scaling & escala
j+1 e afungdo d;41(x) pode ser escrita como combinagao linear de funcGes

wavelets & mesma escala.

Se sfio necessdrias 27 fungdes de base para representar f (z) na base
scaling & escala j, entdo para a representar & escala j + 1 serd necessirio

metade do nimero de fungdes de base, isto é, 2771, E tem-se

2J/-11

finnl@)= D cir1mbi+im(z). (2.95)

m=0

E é necessdrio igual nimero de fungoes de base para representar d;.1(z) na

base wavelet, entdo

2711
dir1(@) = D disimPisim(@). (2.96)

m=0

Assim, a representacdo de f(z) & escala j pode relacionar-se com a sua

repesentagao a escala j + 1 como

27-1-1 27-1-1
fil@) = D cirimbirim@ + D dit1m¥ir1m(®). (2.97)

Para conhecer o aspecto da transformacio ortogonal entre as duas bases
é necessério relacionar ¢;,(x) com ¢;41m(z) € ¥jt1,m(z). Tendo em conta

que V; = Vi1 ® Wjt1, ¢5.(x) pode ser escrita como
Pin(x) = Z am®j+1,m(T Z b j+1,m (), (2.98)
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onde
Uy = / Pjt1,m(x)Pjn(z)dz
por (2.92),
= ) M / bj2m+k(Z)Pj,n(T)dz
k
= Z hk:52m+k,n
k
= h'n,—2m
e
b = / Vit 1m(@)bin(@)de
por (2.93),
= Y % / Gj2m+k(Z)Bjn(z)dz
k
= ng62m+k,n
k
= 9n—-2m.
Entao,
$in(@) = Y hn-ambis1m(@) + ) gn-2mPir1m(z). (2.99)
Substituindo ¢;(z) em (2.94) pela igualdade (2.99), vem
271 291
f](m) = Z Cin Z hn—2m¢j+1,m($) + Z Cj,nzgn——2m1/)j+l,m(w)-
n=0 m n=0 m
(2.100)
Comparando (2.100) com (2.97), obtém-se
27 -1
Ci+lm = Z hn—2mcj,n (2.101)
n=0
e
27 -1
djt1,m = Z In-2mCjn. (2.102)
n=0
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Por (2.59), as equagdes (2.101) e (2.102) ficam

2m+42K -1
Citim = Z hn—2mcj,n (2103)

n=2m

2m+2K ~1
dj+1,m= Z In—2mCjn, (2.104)

n=2m

onde K é a ordem das wavelets. Os c;, sdo os coeficientes de expansio na
base de partida e da aplicagao de uma DWT resultam os coeficientes ¢j11.m
(& dj+1,m.

Os ¢jn e o conjunto dos ¢j41,m € dos dji1,m podem também ser enten-
didos como elementos de vectores de comprimento 27. Neste sentido, os

hm—2n € 08 gm—2n sa0 elementos de uma matriz de transformagao.

Como a sequéncia inicial dos c;, tem um comprimento finito (deter-
minado pelo nimero de fungées de base que se escolhe usar), é necessdrio
saber como tratar os pontos fronteiros. Uma escolha possivel e frequente-

mente adoptada. é considerar a extensao periédica do vector, isto é

Cj,k+2" = Cj7k-, V k S Z. (2105)

As expressdes (2.103) e (2.104) podem ser escritas em notagéo matricial.
Consideremos, por exemplo, J = 3 e as wavelets de Daubechies de ordem
K = 2. Para este exemplo temos N = 23 = 8 funcbes de base, ou igual
nimero de coeficientes c;, e metade de coeficientes ¢;;1,,m. Portanto, 0 <
n < 7e0< m< 3 e aplicam-se trés sucessivas transformagées wavelets até
ficar apenas um coeficiente, c¢;130, pertencente ao espago das aproximacoes
e todos os outros pertencentes ao espago dos detalhes. Cada vez que se
aplica um passo da transformagao wavelet estd a efectuar-se uma mudanga

de escala. Assim, para este exemplo, temos trés mudancas de escala, tal que
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a primeira pode ser representada por:

( Cj+1,0
Ci+1,1
Cj+1,2
€j+1,3
dj+1,0
djy1,1
dj+1,2

K djt1,3

0 O
0 O
hy h3
9 S
0 O
0 O

\ 92 93

(ho hy |

A segunda mudanca de escala é

( Cj+2,0
Cj4+2,1
dj+2,0
djt21
dj+1,0
dj+1,1
dj+1,2

K dj11,3

(ho h1

g %N

o © o o ©
o O o O

hs
hy

g1

o O O ©

ha hs O
ho hi ho
0 0 ho
0 0 0
g2 93 0
90 91 92
0 0 g

N}
&
o = O o O o o o©

o O O =

0 C4,1
h3 Cj,2
hl Cj,3
0 Cj,4
0 G5
g3 Cj,6

—

( Cj+1,0 \

Ci+1,1
Cj+1,2
Cj+1,3
dj+1,0
dj+1,1

djt1,2

= O O O O o o o

K dj+13

N—

. (2.106)

. (2.107)

Sucintamente, os coeficientes de expansao na base scaling sio transfor-

mados, apds as trés sucessivas mudangas de escala provocadas pela aplicacao

59



Teoria wavelet

de transformacoes wavelet, como se segue:

/ 5,0

1

cj72

Cj,6

\ &7

)

/

( Cj+1,0 \

Ci+1,1

Cj+1,2

Ci+1,3

dj+1,0

djt1,1

dj+1,2

\ dj+1,3 /

(

\

Cj+2,0
Cj+2,1
dj+2,0
djt+21
dj+1,0
djt1,1
djt1,2

djt13

/

/ Cj+3,0 \

djt30
djt2,0
dj12,1
dj+1,0
dj+1,1

djt1,2

\ djv13 |

(2.108)

E importante mencionar que em aplicacées priticas, a matriz de trans-

formacao wavelet, W, correspondente & DWT, tem uma organizagao diferente

das matrizes anteriores embora equivalente. Isso implica que o algoritmo é

ligeiramente diferente, no sentido em que, em cada passo, os elementos do

vector tém de ser reordenados de modo a separar os coeficientes c; ; dos d; .

Por exemplo, para as wavelets de Daubechies de ordem 2 tera o seguinte as-

pecto:

(1

g0
0
0

0
0
ha

\ @

h1

g1
0
0

0
0
h3

g3

ha

g2
ho

g0

o O o O

h3

g3
h1

g1

o o o o

0
0
ha

92

o o o O

0
0
hs

g3

o o o O

o o o O

o o o O

0 O
0 0
0 0
0 0
hy h3
92 g3
ho hi
g0 N

(2.109)

A razao desta forma alternativa provém da implementac¢ao da trans-

formagao wavelet como banco de filtros [11].

Com a matriz (2.109), os coeficientes de expansio na base scaling sao
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transformados alternadamente em coeficientes do espago das aproximagcoes
e coeficientes do espago dos detalhes. O algoritmo que usa essa matriz agru-
pard, em seguida, os coeficientes do espago das aproximacoes de modo que
fiquem consecutivos para serem, novamente, alvo da aplicagdo transformacio

wavelet.

A cada mudanga de escala a parte do vector sujeito & préxima trans-
formagao wavelet é reduzida para metade, visto a transformacio apenas
recair sobre os coeficientes do espago das aproximagoes. Além do vector,
também a matriz de transformacao passa a ter a sua dimensdo reduzida

para metade. Por isso aparecem elementos “1” na matriz, em (2.107).

Na linguagem matricial, a transformagio wavelet englobando todas as
mudangas de escala serd representada pelo produto de todas as matrizes
wavelets utilizadas em cada transformagao. No capitulo 5, quando se fala
de “transformacgio wavelet” j4 se estdo a considerar todas as mudancas de

escala, mas apesar disso usar-se-4 W representar a matriz wavelet “global”.

Para uma andlise deste tipo ser 1itil, deve ser possivel reconstruir o vector
original. Uma reconstrucao perfeita é possivel porque a transformacao é

ortogonal, o que significa que a transposta é igual & sua inversa, ou seja,

(ho @ 0 O 0 0 0 0 hy g

hi g1 0 O 0 0 0 0 hy gs

he g2 ho go 0 0 0 0 0 O

hs g3 h1 @ 0 0 0 0 0 O

Wrl=wr=| + o ot | (2.110)

0 0 0 O ho g2 hg go 0 O

0 0 0 O hs g3 hi ¢ 0 O

0 0 0 O 0 0 h2 g2 ho 9o
\0 0 0 o 0 0 hs g3 b g1 )
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Por isso tem-se,

WTw = 1. (2.111)

Pela sua estrutura, ou seja, porque a transformacao wavelet é sucessi-
vamente aplicada apenas ao conjunto de coeficientes do espago das apro-
ximagoes, é por vezes designado de algoritmo piramidal rapido e é ficil ver,
por (2.108), porque resta apenas um coeficiente c;130, que a eficiéncia da
sua implementagdo é maximizada se o comprimento do vector de partida for

um nimero diddico.

Fagamos, entretanto, uma pequena incursao pelas wavelets de Haar para
ilustrar todo o mecanismo de implementacao da transformacao wavelet e
interpretar o significado dos coeficientes de expansao nas bases scaling e de

multiresolugao.

EXEMPLO DE TRANSFORMAQKO WAVELET DE HAAR

Voltemos ao exemplo, referente a figura 2.7, usado para introduzir a
andlise em multiresolugao. Como ja vimos, a “fungao caixa“, desse exemplo,

¢ a funcdo scaling de Haar definida por (2.40).

Suponhamos que a grandeza fisica medida, nesse exemplo, é a intensi-

dade do som e que os valores de intensidade obtidos correspondem ao vector:

s=(3,1,0,4,8,6,9,9). (2.112)

Uma fungéo f(z) que se ajusta a esses valores pode ser representada por
funcoes scaling a partir dos pontos da amostra. Para isso, usam-se tantas
funcoes scaling quantos os valores da amostra, tal como é ilustrado na figura

2.7 (c). A representagéo de f(z), a uma escala de partida j = —3, em termos
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de fungGes scaling de Haar fica:

flz) =3 ¢_3p0(x) +1 ¢—31(x)+0 $-32 () +4 $-33 (z)+
8¢-34(z) +6¢_35(z) +90-36(2) +90_37(z). (2.113)

Vemos claramente que os valores da amostra correspondem aos coefici-
entes de expansdo na base scaling e sio esses os valores aos quais é aplicada
a transformaco wavelet para obter os coeficientes de expansao na base de

multiresolugao.

A funcao wavelet de Haar dada por (2.29), que representamos aqui por

1o,0(z), pode ser definida em termos de funcées scaling como
Po,0(2) = ¢-10(z) — $-1,1(z). (2.114)

Vejamos o caso geral de uma funcao f representada por duas fungées
scaling:

(@) = cop-10(z) + &1 $-1,1(2). (2.115)

As fungoes ¢_19(z) e ¢_1,1(z) podem ser substituidas por combinages
lineares das funcGes ¢o0(z) e vo,0(z), onde a fungao wavelet é definida por

(2.114). A representagao (2.115) de f fica

F = 5 @00(@) +¥00()) + 5 (d00(c) ~ ¥o0(2))

+ —c
= 25 o00() + 252 y00(a)

= d'¢o,0(z) + d'do0(z). (2.116)

O que acabamos de fazer é a transformacgao wavelet de Haar. Podemos
concluir que esta transformagao fornece informacao sobre a média, ¢, € a
diferenga, d’, de cada dois coeficientes, consecutivos, de projecgao na base
scaling de partida, neste caso os coeficientes ¢y e ¢;. A média é dada pelo
coeficiente correspondente & fungéo scaling apés a transformagéo; a diferenca

é dada pelo coeficiente correspondente & funcio wavelet. Por isso, o espago
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ao qual pertencem as fungoes scaling é chamado espago das aproximagoes e

o espaco ao qual pertencem as func¢des wavelet espago dos detalhes.

No caso concreto do vector de dados (2.112), como tem oito elementos
a transformacao wavelet é aplicada trés vezes, tal como em (2.108), até res-
tar apenas um coeficiente de projecgéo correspondente ao espago das apro-
ximacoes. Analisemos cada um desses passos em pormenor e para facilitar o
entendimento, usaremos uma notagao que especifica o nimero de vezes que
a transformacao wavelet é aplicada e qual o passo que estd a ser analisado.

Assim, tem-se
s® =5=(3,1,0,4,8,6,9,9), (2.117)

onde o 3 em s® representa o niimero de vezes que a transformagéo wavelet

é aplicada.

12 Passo

(6D _ 3+13—-10+40—-48+68-69+9 9-9
T\ 2929227922 2" 2
= (27 17 27 —27 77 17 9) 0) (2118)

onde 3-1 em s®~1) representa a primeira das trés aplicagoes da trans-
formacdo wavelet e os elementos do vector a negrito correspondem aos co-
eficientes do espaco das aproximagdes aos quais € aplicada novamente a

transformagao wavelet.

O vector s©~1) pode ser armazenado como
sB-1 = (cBD;dBV) = (2,2,7,9;1,-2,1,0), (2.119)

onde c¢3-1) e dB-1 correspondem, respectivamente, aos vectores do espago
das aproximacoes e do espago dos detalhes apds uma aplicagao da trans-

formagao wavelet.
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29 Passo

2 2 2 ' 2
= (2,0,8,—1;1,-2,1,0)

= (2a 8? Oa —17 17 _27 17 0)
= (c32);q(5-2), g8y,

onde ¢(3~2) e d®~2) correspondem, respectivamente, aos vectores do espago
das aproximagoes e do espago dos detalhes apés a segunda aplicagao da
transformacao wavelet.

Por fim, a transformagcéo wavelet é aplicada a c(3-2),

392 Passo

2+8 2—8
3-3) _ (218 2704 4.4 _
s ( 550, - L1, 2,1,0)

= (5;-3;0,-1;1,-2,1,0)
— (-9, g3, g3-2), g3-D),

onde c®3) e d®3) correspondem, respectivamente, aos vectores do espago
das aproximagoes e do espago dos detalhes apds a terceira aplicagdo da

transformacgao wavelet.

Com este 1ltimo exemplo, vemos que qualquer vector de dados pode ser
visto como um conjunto de coeficientes de expansao numa base scaling de
partida, que podem ser transformados em coeficientes de expansdo numa
base de multiresolugdo apds a aplicacao sucessivas de transformagoes wave-
lets. Se em vez de termos um vector tivermos uma matriz de dados, por
exemplo, correspondente a uma imagem onde os elementos da matriz po-
dem representar as intensidades de cor cinzenta num plano, a aplicagao da
transformacgao wavelet é aplicada de forma ligeiramente diferente. Para ver

em que difere, focar-nos-emos nas wavelets a duas dimensées.
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2.2.6 Wavelets a duas dimensoes

A anélise de uma fungéo com duas varidveis pressupde o uso de wavelets a
duas dimensGes e néo as unidimensionais tratadas até entdo. Para estender a
aplicac@o a mais do que uma dimenséo constréi-se a funcio scaling, associada
a uma funcdo wavelet a duas dimensdes, como o produto de duas funcoes
scaling unidimensionais associadas a cada uma das varidveis. Com isso, a
transformagao wavelet a duas dimensoes pode ser implementada sem grandes
dificuldades. Entretanto, as equages scaling e wavelet a duas dimensoes,
bem como a transformagao wavelet a duas dimensdes sdo obtidas a partir

das fungoes scaling e wavelet a uma dimenséo e das respectivas equagoes.

Partindo de

¢(z,y) = ¢(z)8(y), (2.120)

onde se escolheu, por simplicidade, o mesmo sfmbolo ¢ para as funcoes
scaling a uma e a duas dimensoes, e recorrendo & equagio scaling unidimen-

sional, pode obter-se a equagao scaling a duas dimensGes como se segue

$(z,y) = (VZX,hed(2z—k)- (V2 2y — 1))
= 2[hop(2z) + (2 — 1) + -+ + hog _16(2x — 2K + 1)]
[ho#(2y) + P1(2y — 1) + - - - + hog_16(2y — 2K + 1)]
= 2 [h§¢(2z)8(2y) + hoha1p(2x)p(2y — 1) + -+ - +
hohak —19(22)$(2y — 2K + 1) + hihop(2z — 1)(2y)+
hi(2z — 1)p(2y — 1) + -+
hihox 1062z — 1)p(2y — 2K +1) + -+ -+
hox—1hod(2z — 2K + 1)é(2y)+
hak—1h16(2z — 2K +1)p(2y — 1) + -+ -+
hay_10(2x — 2K + 1)¢(2y — 2K + 1)] =
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recorrendo a relagao (2.120), tem-se

o(x,y) = 2[h2o(22,2y) + hoh1p(22,2y — 1) + -+
h3g_ 10(2r — 2K +1,2y — 2K +1)]
= 23 2 o2 — K, 2y - 1).

Portanto, a equacao scaling a duas dimensoes é
d(a,y) =2 oz —k, 2y = 1), (2.121)
kil

onde, hy; = hih;. Para obter a equacao wavelet a duas dimensoes o proce-
dimento é andlogo, contudo, nao basta considerar a funcao wavelet a duas
dimensdes como o produto de duas wavelets unidimensionais corresponden-
tes a cada uma das varidveis. E necessdrio juntar também os casos em que
a cada uma das varidveis estd associada uma funcao scaling. Deste modo,

temos trés equacoes wavelet correspondentes as funcoes wavelet definidas

cOmo
vW(x,y) = o(x)u(y) (2122)
VU@, y) = Y(@)e(y) (2.123)
U’(IH)(:B*y) = P(x)Y(y). (2.124)

E as respectivas equacgoes wavelet sao:

oDz, y) = 229 No2a —k,2y — 1) (2.125)
YU (2y) = 229[” (22 — k, 2y — 1) (2.126)
YD (g, ) = ZZ gi o2z — k,2y - 1), (2.127)

(1]

andle g 1] 1) _

=hegi, 9 = gl e gy = grgi-

Na pratica a transformacao wavelet a duas dimensoes corresponde a apli-
car uma transformacao wavelet "unidimensional “ as linhas da matriz de da-

dos e uma segunda transformacao wavelet "unidimensional” as colunas da
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Figura 2.13: Tlustracio de como sao transformados os elementos de uma matriz pela

aplicacao da DWT.

matriz que resulta da primeira aplicacao. O conjunto destas duas aplicacoes
correspondem a uma mudanga de escala. Representar uma fungao f(z,y),
que se ajusta aos valores de uma matriz de dados, na base de multiresolucao
significa aplicar sucessivas transformagao wavelet “bidimensional” aos coe-
ficientes de expansao na base scaling de partida, ou seja, aos elementos da

matriz.

Cada passo do algoritmo que aplica wavelets a matrizes engloba duas
etapas. O que resulta do primeiro passo é uma matriz dividida em quatro
partes. No primeiro quadrante estao os coeficientes do espaco das apro-
ximacoes aos quais sera aplicada a transformacao wavelet “bidimensional”
no segundo passo. Os restantes elementos de matriz correspondem a de-
talhes. As sucessivas mudancas de escala que os coeficientes de expansao
sofrem estdo representadas na figura 2.13 a semelhanca do que foi feito para

vectores na sequéencia (2.108).

No caso das wavelets de Haar, a interpretagao da transformacgao wavelet

“bidimensional” é a que se segue.

No quadrante superior esquerdo sao armazenados os valores correspon-
dentes as médias de cada dois elementos adjacentes das colunas obtidas a

partir das médias efectuadas sobre cada dois elementos das linhas da matriz
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original.
O quadrante inferior direito armazena as diferencas entre cada dois va-

lores adjacentes das colunas obtidas a partir das diferengas de cada dois

elementos adjacentes das linhas da matriz original.

No quadrante superior direito encontram-se os elementos corresponden-
tes as médias dos detalhes. Enquanto o quadrante que resta engloba os

detalhes das médias.

A semelhanca do que foi feito para uma dimenséo, o segundo passo do
algoritmo € repetir o procedimento apenas & parte que contém as médias,
ou seja, ao quadrante superior esquerdo. A matriz fica assim com as suas
dimensoes reduzidas a metade apds a primeira aplicagao da transformagao

wavelet “bidimensional”.
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Capitulo 3

Descricao nao-relativista de

sistemas de dois nucleoes

As wavelets sédo, no ambito deste trabalho, aplicadas na resolugdo de
uma equagao integral cuja solugéo é a energia e a funcdo de onda do deu-
terdo. Usa-se a equagdo obtida de uma descricdo ndo-relativista, por isso
considera-se que a interacgio entre as particulas que constituem o deuterso
se estabelece por um potencial de interacgao. E, portanto, fundamental
para a resolugao do problema saber de que propriedades fisicas do sistema

depende o potencial.

Numa primeira anélise, uma aproximacio grosseira da forma do poten-
cial pode ser suficiente para testar o uso de wavelets na resolugéo de equagoes
integrais de sistemas nucleares. O termo mais simples que é necessério in-
cluir num potencial de ensaio é um termo central de curto alcance indepen-
dente do spin dos nucledes. E isso o que se faz inicialmente neste trabalho
recorrendo ao potencial de Malfliet-Tjon V, embora se use depois um po-
tencial mais realista, o potencial Paris. Para perceber o que é um potencial

realista que descreve o deuterdo é 1til fazer algumas consideragoes gerais
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sobre as propriedades de sistemas de dois nucledes, seja o estado ligado ou

a dispersao.

3.1 Algumas consideragoes sobre os sistemas de

dois nucleoes

Hoje ainda ndo se conhece a forma do potencial de interacgao nucleao-
nucledo em todos os pormenores. O que tem vindo a ser desenvolvido sao
aproximacoes que sucessivamente melhor se ajustam as observagoes efectu-

adas.

De observagoes do deuterdo e da dispersao nucledo-nucledo pode extrair-
se informacao sobre de que propriedades fisicas do sistema depende o poten-
cial. O comportamento de sistemas nucleares ¢ bem descrito pela mecanica
quéantica n#o relativista a energias da ordem dos 10 ou 20 MeV [17]. Neste
contexto, quando se fala em energias relativamente baixas refere-se essenci-

almente a este dominio de energias.

A partir de observagdes do deuterao conclui-se que o potencial deve ter
uma componente central independente do spin, mas também uma compo-
nente tensorial. J4 se se analisar a dispersdo neutrao-protao, a energias
relativamente baixas, conclui-se que se deve incluir ainda uma componente
central que dependa do spin [18]. Esta constatagao provém também do facto
de nao ser observado nenhum estado ligado de singuleto, isto é com spin total
S=0, do sistema neutrido-protao [19]. Entretanto, da dispersao protao-protao
a energias mais elevadas e da dispersdo de nucledes polarizados resulta que
termos de interaccio spin-érbita devem também ser adicionados [18]. Para
além disso, o potencial deve tornar-se repulsivo para distancias pequenas (<
0.5 fm [19]) de modo a garantir que o sistema nuclefio-nucledo néo colapse.
Por outro lado, da grande semelhancga entre a dispersao neutrao-protao e

protao-protao pode concluir-se que o potencial nuclear é aproximadamente
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independente da carga eléctrica.

Algumas das propriedades observadas do deuterdo sio:

— Massa: m=2.01410222(7) u; .
— Energia do estado ligado: E=-2.22464(4) MeV;
— Spin total: S=1,;

~ Momento angular total: J=1;

— Momento quadrupolar: Qp = 2.86 x 10727 cm?;

— Momento magnético: pu = 0.8574376 un,

onde un é o magnetdo nuclear.

O spin do deuterdo igual a 1 significa que se encontra num estado de
tripleto. Como os spins do protdo e do neutrdo sdo iguais a %, da sua
combinagdo para formar o estado ligado neutrdo-protdo pode resultar S=1
ou S=0. No entanto, néo se observa nenhum estado ligado com spin 0. O

estado S=1 chama-se tripleto porque sdo possiveis as trés projecgoes Mg =

—1,0el.

O momento angular total, J, e o spin total, S, obtidos das observagoes
experimentais levam aos valores possfveis para o momento angular orbital,
L. Conhecendo S e L, os valores possiveis para J sio os que satisfazem a
relagio [L — S| < J < L+ S. Usando essa relagio, também é possivel
determinar os valores de L permitidos quando S=1 e J=1. As combinagoes
permitidas estdo apresentadas na tabela 3.1. Como se pode ver na referida
tabela, L= 0, 1 ou 2 combinados com S=1 podem originar um estado com
J=1. Da &lgebra dos momentos angulares e sem tomar em conta outras
observagoes, resulta que o estado em que se encontra o deuterdo podia ser

uma combinagéo linear dos estados! 3S;, 3P; e 3D;. Espera-se que seja

1A notacio “espectroscépica“ é igual & usada na Fisica Atémica: 25!L;,
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Valores possiveis para J: [L—-S|<J<L+8
S|L J

0 1

1 0,1e2
1

2 1,2e3

3 2,3e4

Tabela 3.1: Combinagdes de momentos angulares L e S com S=1 para obter J=1. Para

L.=3 n3o existe nenhuma combinagéo com S=1 que resulte J=1.

predominantemente um estado S porque este néo possui barreira centrifuga

e assim é minimizado o valor de energia do estado ligado.

A paridade é uma grandeza preservada pela interacgéo nuclear. Quando
aplicada a operagio de paridade & fungao de onda do deuterdo, esta € multi-
plicada por um factor (—1)¥. Entdo L=0 s6 pode ser combinado com L=2,

porque o estado L = 1 tem paridade diferente.

Em termos experimentais é possivel determinar se o sistema apresenta
simetria esférica ou ndo. O que permite saber se a simetria é esférica ou se ha
desvios a essa forma é o momento quadrupolar. Desde que se mega um mo-
mento quadrupolar diferente de zero, o sistema nao apresenta exactamente

uma simetria esférica.

O deuterdao tem um momento quadrupolar de 2.86 x 10727 cm?. Este
valor por si s6 indica que o estado do deuterdo ndo apresenta uma simetria
esférica exacta. Quando comparado o momento quadrupolar do deuterdo

srea d ficie esférica? deutera i fi feri-
com a &rea da superficie esférica® que o deuterdo ocuparia se fosse esferi

2

camente simétrico e cujo valor é cerca de 600 X 10~2?"cm?, verifica-se que

é muito inferior. Isto significa que-o desvio & simetria esférica é muito pe-

2A 4rea da superficie esférica é calculada a partir de um raio médio de 4.3 fm, para o

deuterdo, obtido experimentalmente [20].
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queno, mas leva a que se procure a razao desse desvio. Conclui-se que o
estado do deuterdo seja uma mistura dos estados 3S; e 3Dy, onde o segundo

estado que se considera terd uma contribui¢do muito pequena.

Para obter uma ideia quantitativa acerca do peso do estado 3D; re-
lativamente ao estado 3S; comparamos o momento magnético observado,
tobs = 0.8574376 N, com o momento magnético correspondente & soma dos
momentos magnéticos do protao e do neutrdo. Sendo o deuterdo um estado
de tripleto relativamente ao spin, o momento magnético é calculado para
0 caso em que a componente M; é méaxima, ou seja, quando os spins do

protdo e do neutrdo sdo ”paralelos”.

Para L=0, o momento magnético é determinado a partir de

1
H(u=0) = 5N (8sn + 8p) = 0.879804 ux

com g;, = —3.826084 e g, = 5.585691, onde g, e g, sdo, respectivamente,

a razao giromagnética do neutrdo e do protao.

Portanto, se admitirmos que nao hé contribuigao orbital para o momento
magnético, verificamos que os valores observado e calculado sdo préximos,
mas com uma discrepancia que leva a crer que exista uma contribuicio

adicional.

Quando se considera uma sobreposi¢io de estados L=0 e L=2, chega-se
ao valor observado para o momento magnético se se considerarem respecti-
vamente os pesos aproximados de 96% e 4% para cada estado. Isto é feito
considerando o momento magnético anteriormente calculado para L=0 e

calculando 0 momento magnético para L.=2 como
1
=) = 7N (3 — Ban — Bap) = 0.31009825 puy.
Introduzindo os valores de pps, K(=0) € de p—2) em

Hobs = Ps piL=0) + Pp p1=2),
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obtém-se as probabilidades aproximadas Pg e Pp referidas anteriormente.

A funcdo de onda total ¢r do deuterdo consiste, entdo, na soma de uma

onda S e uma onda D.

3.2 Deducao da equagao integral para o deuterao

A equagdo de Lippmann-Schwinger para o estado ligado |1) é

) = Go(E)WV9), (3.1)

onde V é o potencial, Go(E) = E+H0 é o propagador e Hy é o hamiltoniano
livre.

A equagdo (3.1) deve ser representada numa base de estados para poder
ser resolvida. A base é formada pelos estados préprios de um conjunto
completo de operadores. Um conjunto de operadores é completo quando
inclui todos os operadores comutéveis associados aos graus de liberdade do

sisterma em questao.

O espaco total em que o deuterdo é descrito tem de incluir o espago
“externo”, que aqui vamos considerar ser o espaco dos momentos, e 0 espago
associado aos graus de liberdade internos: ao spin e ao isospin. Portanto,
o espaco total, &7, é o produto tensorial do espago dos momentos, &, do

espago do spin, s, e do espago do isopsin, &, ou seja
r =6 ®8® & (3.2)

Operadores de espagos diferentes comutam, entao comegamos por consi-
derar os operadores comut4veis para cada um dos trés espagos em separado

e em seguida acoplamos as bases formadas pelos seus estados préprios.

No espago dos momentos, um sistema de dois nucledes, no referencial de

laboratdério, tem a energia cinética

2 2
P Py
Hy=2 P2 .
0~ om, + 2my’ (3.3)
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onde os indices 1 e 2 se referem ao protdo e ao neutréo, p; e m;, com i=1,2,

séo respectivamente o momento linear e a massa de cada uma da pa.rtfculas.

Este problema de dois corpos pode ser transformado num sistema, efec-
tivo de um corpo sujeito a um potencial. Para isso, escreve-se Hy em termos
do momento do centro de massa e do momento relativo

2m1  2mp  2u  2M’
onde, p, = LM ¢ 0 médulo do momento relativo, pem = p1 + p2 0

mdédulo do momento do centro de massa, u = mitr @ massa reduzida e

M = mj + mo a massa total.
O hamiltoniano livre, Hy, assume a sua forma mais simples no referencial

do centro de massa, onde p¢, = 0, ou seja,

2
__ Py
Hy = ——2#. (3.5)

E a equagdo de Lippmann-Schwinger, para o referencial do centro de massa,

fica

v

P
E-%

) =

%), (3.6)

onde p = p, é o médulo do momento relativo do sistema.

Vejamos agora quais os kets de base no espago dos momentos, no espago

dos spins e no espago dos isospins.

No espago dos momentos, o ket de base, em coordenadas esféricas, é

Ip)=1Ipb¢),

e tem a condigdo de normalizacao

/ dplp) (p| =1, (3.7)
onde, dp = p? dpsend df d¢.
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O ket |p) pode ser decomposto em ondas parciais, como

L

o
p)=>_ > IpLM)(pLMi|p0¢), (3.8)
L=0M;=-L
onde (pLMy|pf¢) = Y7y (0,4) 580 08 harménicos esféricos. Os estados
préprios de p, L? e L, os kets |p L M), formam um conjunto completo, que

se manifesta na resolugdo de identidade

L

[avp> 3 loLM) (pLML| =1 (39)

L=0Mp=—-L

No espago dos spins, um conjunto completo € obtido a partir do produto
tensorial dos kets de base associados ao grau de liberdade interno de spin
de cada particula, |S1 Mg1) e |S2 Ms2), que s8o os estados préprios de S? e

S.i, com i=1,2, respectivamente para a particula 1 e 2. Ou seja,
|S1 Mgy S2 Mge) = |S1 Mg1) |S2 Mgs). (3.10)

O ket |S1 Mgy Sz Mgs) é estado préprio dos operadores S%, S21, S% e S,o,

ou seja,

S%|S1 Ms1 So Mgy) = R S1(S1+ 1)|S1 Mgy S2 Msy)
S1z|51 Ms1 82 Msa) = FhMg1|S1 Ms1 S2 Mss)

S2|S1 Ms1 Sy Mgo) = h?Sa(Sz2+1)|S1 Ms1 Sz Mss)
Soz |81 Ms1 Sa Msa) = 1hMsgz|S1 Ms1S2 Mss).

No entanto, |S; Mgy S2 Mga) constitui uma base ndo acoplada, o que néo
é muito 1til para o deuterao porque os operadores Sy, € Sz, nao comutam
com o hamiltoniano H = Hy+ V. E mais 1til considerar uma base acoplada
cujos kets sdo estados préprios do operador spin total, S = Si1 + Ss. Mais

concretamente, o ket de base |S Mg S1 Sa2) que é estado préprio de S?% S,
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S? e SZ, ou seja

S?|SMgS1Ss) = K2S(S+1)|SMgS;S,)
5.|SMsS18) = hMg|SMsS;Ss)
S2[SMsS1Ss) = K2Si(S1+1)|S MgSySo)
S51SMsS1Sy) = HK282(Sa+1)|S MgS1S,).

Como ambas as bases |S1 Mgy Sz Mss) e |S Ms Sy S;) pertencem ao
mesmo espago vectorial, uma pode ser expressa como combinacio linear
da outra e os vectores da base acoplada podem ser obtidos a partir da base
nao acoplada. Assim tem-se,

ISMsS152) = Y |S1Ms1S; Ms)(S1 Msy S Mss|S Mg S Sy)

Mgy Mgs (3 11)

onde (S1 Mg Sz Ms3|S Mg Sy Ss2) sao os coeficientes de Clebsch-Gordon. A
soma € apenas sobre Mg; e Mg j4 que S; e S sdo fixos porque ambas as

bases consistem de estados préprios de S? e S2.

O isospin, T, é uma grandeza fisica associada ao estado de carga, eléctrica
das particulas nucleares. O conceito de isospin foi criado por analogia formal
com o conceito de spin [18]. No espaco de isospin o protdo e o neutrdo
correspondem a estados diferentes da mesma particula, o nucleio. Este
possui isospin T = % € a sua projeccao T, é +% para o protao e ——-;— para o
neutrao.

A édlgebra do isopsin é andloga aquela considerada para o spin, sendo,
no entanto, o espago dos isospins um espago abstracto. Podemos cons-
truir uma base acoplada, |T Mr Ty T), a partir de uma outra ndo aco-
plada, |Ty My T M7s), que por sua vez é resultado do produto tensorial
[Ty Mr1)|Ta M), onde [T; My;) com i=1,2 séo os estados préprios conhe-

cidos de Tzz, T,; de cada uma das particulas.

A base nao acoplada corresponde aos kets préprios de T%, T,1, Tg, T.s,
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ou seja,

T?|Ty M1 Ty M) = Ti(Th +1) [Ty Mry To M)

Ty, |\Ti Mr1 To Mro) = My [Ty Mri Tz Mrs)

)
)

T3 |1y Mry Ty Mye) = To(Tz+ 1) [Ty Mr1 Tz Mr)
)

Ty |Th M1 T2 Mr2 My |Ty My T Mg).

A Dbase acoplada, por sua vez, corresponde aos kets préprios de T2, T,

T? e T2, ou seja,

T2 TMrTiTy) = T(T+1)|TMrTyTh)
TZ|TMTT1T2> = MTlTMTTsz)
T2 TMrT\To) = Ti(Ti+1)|TMrThTo)

T2ITMrTiTe) = To(Te+1)|TMrTyTh).

A base acoplada, |T My T1 T), é obtida a partir da base nao acoplada,

|T1 Mr1 Ty Mrs), através da combinagao linear

[TMrTiTo) = Z |Ty M1 Ty Mpo)(Th My1To Mr2|T Mr Ty Ts),
M1 Mr2
(3.12)

onde (T1 My Ty Myo|T My Ty T3) séo os coeficientes de Clebsch-Gordon.

Posto isto, os kets de base para o espago dos momentos, para o espago
dos spins e para o espago dos isospins, sao, respectivamente, |p L ML),
|S Mg S1S) e [T MrTiT2). Os operadores L, e S; ndo comutam com o
hamiltoniano, como tal Mz, e Mg ndo sao bons niimeros quéanticos. Convém,
portanto, acoplar o momento angular orbital e o spin para formar um mo-
mento angular total J = L + S, cuja projecggo My é conservada. Isso é
feito da mesma forma ao que foi antes apresentado, por exemplo, para o
acoplamento dos spins individuais das partfculas para obter o spin total do

deuterao.
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Os kets da base ndo acoplada, |L My S Mg), séo os estados préprios de

L2 L,, S% e S,, ou seja,

L2|L My SMs) = R2L(L+1)|LMyS Ms)
S |LMp SMs) = FK*S(S+1)|LMLS Msg)
L,|[LMySMs) = hEMgp|LMgpS Ms)
S,|LMpSMs) = hMg|LMyS Ms).

A base acoplada, |J M L S), é obtida a partir da combinagao linear de

kets da base nao acoplada, ou seja,
|JM;LS)= Z |L My, S Mg){L My, S Mg|J M;LS), (3.13)
My, Mg
onde (L M1 S Mg|J My L S) sao os coeficientes de Clebsch-Gordon.

A base acoplada corresponde aos kets préprios de J2, J,, L? e 8%, ou

seja,

|JIM;LS) = R JJ+1)|JM;LS)
J[JM;LS) = hMj;|JM;LS)

L2|JM;LS) = RLL+1)|JM;LS)
S2|JM;LS) = KS(S+1)|JM;LS).

Por fim, o produto tensorial de |J M; LS) com |T My Ty Tb) origina a
base |J M; L ST Mr). Os dois nucledes do deuterdo formam um sistema de
fermioes idénticos, cuja fungao de onda deve ser anti-simétrica sob a troca
das duas particulas. Estados S e D, tal como tripletos do spin sdo simétricos,
o que deixa para o isospin apenas uma combinacéo anti-simétrica permitida
pelo principio de Pauli.

O isospin total, T', de dois nucledes é 0 ou 1, mas s6 o singuleto, T' = 0,

é anti-simétrico. Portanto, o isospin do T = 0, com Mt = 0.
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O ket de base para o espago total em que é descrito o deuterdo é

lpJ M;LST Mr) e deve ser satisfeita a resolucdo de identidade

[wrYlpa)tpai =1, (3.14)

onde se introduziu a abreviagdo [pa) = |pJ M; L ST Mr).

Para resolver a equagdo de Lippmann-Schwinger para o deuterdo, a

equagao (3.1) é representada na base |p a),

(paly) = (palGo Vi)
1

= g palViv) (3.15)

onde se substitui 2u pela massa, m, do nucleado que se considera a média
das massas do protdo e do neutrfo. A razdo dessa substituicio deve-se a:
mp ~ myp ~ m =~ 2u, onde my, e m, sdo, respectivamente, as massas do

protao e do neutrao.

Inserindo a resolugao de identidade (3.14) em (3.15), tem-se uma repre-

sentacao da equagao integral do deuterao

1
2
E-%

(paly) =

[ 5 walvis @) (9 ol (3.16)

A equagdo (3.16) assume aspectos diferentes para o potencial Malfliet-
Tjon V e para o potencial Paris. Uma diferenca entre eles é que o potencial
Paris admite a sobreposi¢ao das ondas S e D, enquanto o Malfliet-Ton V é

mais préximo de um potencial de ensaio, por nao admitir a existéncia da

onda D.

3.2.1 Potencial Malfliet-Tjon V

Nos finais da década de 1960, Malfliet e Tjon construiram uma série de
potenciais, muito simplificados, para descrever a interac¢do nucledo-nucledo

com o objectivo de facilitar célculos de teste em sistemas de trés nucledes
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(21]. Os potenciais (um por cada onda parcial) eram constituidos por ape-
nas dois termos do tipo Yukawa: um que descrevia a repulsio a distancias
pequenas e outro que descrevia a atraccdo a distdncias maiores. Com quatro
parémetros, era possivel reproduzir aproximadamente propriedades grossei-
ras da dispersdo nucledo-nuclefo nas ondas parciais 1Sy e 38y, tais como o
comprimento de disperséo e o alcance efectivo; e a energia do deuterdo na

onda parcial 3S; (sendo o acoplamento da onda 3D; desprezada).

O potencial de Malfliet-Tjon V corresponde a uma média dos potenciais
Malfliet-Tjon I, para a onda parcial 1Sy, e Malfliet-Tjon III, para a onda
parcial 3S; [21]. Portanto, o potential Malfliet-Tjon V pode ser considerado
como uma aproximagao tanto do potencial em 1Sy como do potencial em 38;,
o que simplifica, em muito, célculos de trés nucledes. Contudo, ndo reproduz
téo bem como os potenciais individuais, as propriedades da dispersdo, nem
a energia do deuterdo, que fica -0.35 MeV em vez de -2.22 Mev. Hoje em
dia, esse potencial é apenas usado para fazer célculos de ensaio e comparar

técnicas diferentes.

A escolha do potencial Malfliet-Tjon V como potencial de ensaio, neste
trabalho, deveu-se ao facto de ter sido também usado na anterior aplicacdo
de wavelets & dispersao nucledo-nucleso, por Polyzou e colaboradores, e dessa,
forma podermos ter uma referéncia para a aplicacio de wavelets ao estado

ligado.

O potencial de Malfliet-Tjon V resulta, portanto, da soma de duas com-

ponentes do tipo Yukawa,

2
n_ Ai 1 +p* + p” + 2pp/
V(p’p)_;%pp’ln (M?+p2 +p?—2pp/ )’ (317)

cujos pardmetros sio apresentados no quadro que se segue.
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Parametros para o potencial Malfliet-Tjon V
1/m 41.4TMeV fm?

A1l —570.316 MeV fm

A2 1438.4812MeV fm

1 1.55fm™!

M2 3.11fm™!

Para este potencial, os elementos de matriz para os nimeros quanticos

do deuterdo sdo da forma

@alvlp, a/> = 6& a'V(p7 p,)7

com J=1, L=0, S=1 e T=0, porque s6 admite uma onda S sem acoplamento

da onda D.

Entéo, a equagao integral do deuterao resume-se a

W(p) = / a2 P) u(o). (3.18)

-

3

3.2.2 Potencial Paris

O potencial Paris foi publicado em 1973 e representa uma tentativa para
construir um modelo realista da interaccdo entre dois nucledes baseado na
troca de mesdes. No potencial, sdo considerados os mecanismos da troca de
um pifo, de dois pides (correlacionados e néo correlacionados) e de um meséo
6mega. O potencial, para cada estado do isospin total, era constituido por
cinco componentes: central, spin-spin, tensorial, spin-6rbita e spin-Grbita
quadrética [22].

Com estas caracteristicas o potencial Paris descrevia, bastante bem, ob-
servéveis experimentais da dispersdo nucledo-nucleao e do deuterdo. No en-
tanto, o potencial tinha ainda propriedades que dificultavam a sua aplicagao

em calculos para sistemas com mais que dois nucledes. Para resolver este

84



Teoria quéantica

problema, o potencial foi reformulado, nos finais dos anos de 1970, através
de uma parameterizagdo analitica simples regularizada por termos de Yu-
kawa [22]. Nesta reformulagao foi feito um tratamento fenomenolégico para
distdncias menores que 0.8 fm [22]. O alcance da interacgdo pela troca de
mesoes depende inversamente da massa da particula trocada. Entdo, para
distancias inferiores a 0.8 fm deveriam ser tomados em conta mesdes mais
pesados e graus de liberdade de quarks e gludes, o que tornava o problema
praticamente intratdvel. Esse argmento est4 na base do tratamento fenome-

noldgico efectuado na reformulagio do potencial Paris.

O potencial Paris utilizado neste trabalho corresponde 3 referida versao

reformulada. Para este potencial,

(pa|VIp' o) = 87 100, M, 05507 T Vi 1 (D, P)
com J=1, S=1, T=0 e L=0 ou 2 porque admite o estado 3S; e o estado 3D;.

Entao, a equacéo integral do deuterdo é

we)= 3 [Tals “(”)w ). (3.19)

L'=0,2

Embora, hoje em dia, o potencial Paris j4 esteja ultrapassado, em relagao
a qualidade com que descreve muitos dos dados experimentais disponiveis,
é incomparavelmente mais realista do que o potencial Malfliet-Tjon V. Foi,
por nés, escolhido por estar disponivel um programa de computador que
calcula os seus elementos de matriz. No entanto, a razio principal para
fazer célculos com um outro potencial para além do Malfliet-Tjon V nao
era para melhor reproduzir a energia do deuterdo (o que é irrelevante neste
contexto), mas porque achidmos importante verificar o funcionamento do

método wavelet para um caso com ondas parciais acopladas.

No capitulo que se segue é descrita a aplicagdo de wavelets para resolver
as equagoes integrais (3.18) e (3.19) do deuterdo, respectivamente, usando

o potencial de Malfliet-Tjon V e o potencial Paris. Antes, no entanto, de
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descrever a aplicacio de wavelets é explicado sucintamente o método de
integracdo numérica que servird de referéncia. O método de referéncia é o

método de quadratura de Gauss-Legendre.
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Capitulo 4

Wavelets e a equagao integral

do deuterao

Neste trabalho, o estudo da utilizagdo de wavelets na resolugao da equagao
integral do deuterdo tem por base a anélise em multiresolugéo: a equagao
é escrita na base scaling e daf resulta um sistema de equagdes lineares ho-
mogéneo que é transformado para a base de multiresolugéo através de uma
transformacdo wavelet. Uma vez nessa base, e tendo em conta o caricter
de multiresolugdo da mesma, sdo eliminados coeficientes de expansio cor-
respondentes a detalhes e o sistema de equagdes é resolvido. A este procedi-

mento chamamos método wavelet, o qual é usado na resolugéo das equagées

integrais (3.18) e (3.19), respectivamente, para os potenciais Malfliet-Tjon
V e Paris.

Como referéncia foi escolhido um método de integragio numérica que
usa a regra de quadratura de Gauss-Legendre. O método consiste na discre-
tizagao da varidvel de integragio, a qual toma como valores os pontos (dis-
cretos) de quadratura, tornando a equagéo integral também num sistema de

equagoes lineares homogéneo. A este chamamos método Gauss-Legendre.

Em seguida, procedemos & descrigio mais pormenorizada de como imple-
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mentar os métodos de referéncia e wavelet na resolugao da equacao integral

(3.18) do deuterdo, que usa o potencial Malfliet-Tjon V.

4.1 Método Gauss-Legendre

A regra de quadratura de Gauss-Legendre! consiste em aproximar um

integral de uma fungdo a um somatdrio como:

1 Ngi
[ fwau sy s (4.1)

i=1
onde: u; sdo os chamados pontos de quadratura que, neste caso, correspon-
dem As raizes dos polinémios de Legendre de i-ésimo grau P;(u); w; séo os
pesos da quadratura calculados a partir do pontos u;; e Ny é o nimero de

pontos Gauss-Legendre.

O intervalo de integragao de (3.18) é [0, +00), entdo para aplicar a regra

de quadratura (4.1) faz-se a mudanga de varidvel

- 2
P~ Po u = Ldp, (4.2)

— d
P+ Do (p+po)?

u = u(p) :=
onde pg é uma constante que pode ser arbitrariamente escolhida.

A regra de quadratura (4.1) fica

oo 2p0 Ngl -
fo)——=zdp~ ) _wif(p), 4.3
[ Tt~ S0l 3)

onde os pontos e os pesos de quadratura sofrem a transformagéo
1+ u;
Us - Pi=Do 1— uz (4.4)
~ 2p0

w; - W =W 4.5
1 Ut po? (45

A escolha de po permite influenciar a distribui¢do dos pontos p;, uma vez

que metade dos pontos p; sdo inferiores a py e a outra metade séo superiores.

1Mais sobre a regra de quadratura de Gauss-Legendre pode ver-se, por exemplo, em

[23], pp. 390 — 391.
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A equagdo integral (3.18) discretizada pela regra de quadratura (4.3)
toma a forma

i = Z"UJPJ Vi 2"/’] (4.6)

m

onde se fez ¥; = ¢¥(p;) e Vz-j = V(pi,pj). Daqui resulta o sistema de
equagoes lineares homogéneo para o método de referéncia usando o potencial

Malfliet-Tjon V:

Ny Vi,
Z (ﬁjp? ”p? - (Sij) P; = 0. 4.7
j=1 E-=

A resolugao do sistema (4.7) ¢ discutida no capftulo 5. De (4.7) extrai-
se nao s6 a energia de ligagdo, F, do deuterdo, como também se obtém

directamente a fungéo de onda (p) nos pontos p = p;.

Utilizando o potencial Paris, o sistema de equacoes lineares, que se
obtém aplicando a regra de quadratura de Gauss-Legendre & equagao in-
tegral (3.19), toma a forma

55 (s ) =n wo
-2
1'=0,2 j=1 E p—
onde V;-?Ll = VLLI(pi,pj).

4.2 Meétodo wavelet

Antes de escrever a equagao integral (3.18) na base scaling torna-se finito

o intervalo de integrago, de [0, 00) para [0, b], usando a mudanca de varigvel

_ P _ . u b
u = u(p) := b_l—i-p — p=p(u) := Py dp——b_udu, (4.9)
onde b corresponde ao limite superior do intervalo de integragao. Conside-
rando
Pp) —  P(u) =)
e

Vip,r) — V(u,)=V(pu),pw)),
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a equagao integral (3.18) fica

~ P bv? V(u,v) -~
o) = [ g i) (4.10)

Em seguida, escreve-se a equagao integral (4.10) na base scaling. Tendo
em conta que o tamanho do suporte das funcoes de base, para a escala j = 0,
é 2K — 1, onde K é a ordem das wavelets de Daubechies, apenas as fungoes
¢o,n(u) com —(2K —2) < n < b—1 contribuem para representar a fungao
de onda entre 0 e b. Entao, a representacao de {ﬁ(u) na base scaling pode

escrever-se como

b—1
P Y fadn(u), (4.11)

n=—2K+2

onde sio necessérias b + 2K — 2 funcdes de base e considera-se ¢opn(u) =

én(u), omitindo-se o indice j = 0, por se estar a uma escala fixa.

Substituindo (4.11) em (4.10), tem-se

b—1 _ b—1 b ’U2 o w. v _
S fatnw) = ) /0 ~dv( b 4t ’u2) Fabn(v). (4.12)

4
—v _
n=—2K42 n=—2K+2 b ) E 'n’l(b—'l.t)2

Entretanto, com base na ortogonalidade da funges scaling, multiplica-se

(4.12) por ¢ (u) e integra-se entre 0 e b:

b—1 _ b
Z fn/() ¢m(u)¢n(u)du=

n=—2K+2

b1 b b _ N
Z /Odu/o v o (u)k(u, v)dn(v) fn, (4.13)

n=—2K+2
onde se fez _
_ 2
k(u,v) = bb” . V(“’;’B (4.14)
( - U) E - m
Definindo ,
Ny = /0 Om (u)dn(uw)du, (4.15)
onde se vé que Npyn = Num, a equagao (4.13) fica
b—1 b b . _
)y (N,,m - / du / dv G (W)W (u, v)¢n(v)> fa=0.  (4.16)
n=—2K+2 0 0
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Os integrais da equagédo (4.16) sdo avaliados usando a regra de quadra-

tura de um ponto (2.87) agora com uma fungao integranda a duas dimensdes,

b b _ _ :
[ du [ @0 om(h(a, 0)gn(s) = i Flum, v, (417)
0 0
onde u,, e vy, s80 os pontos de quadratura e w,, ¢ w, sio os respectivos pesos,
em que os indices m e n correspondem a translagoes da fungéo scaling.

Desse modo, tem-se o sistema de equagoes lineares homogéneo obtido

pelo método wavelet usando o potencial Malfliet-Tjon V:

b—1
Z (Nmn - memnwn) ﬁz =0, (4'18)
n=—2K+2

onde kmn = Ic(um, Up).

Pela ortogonalidade das fungges scaling, temos Ny, = dmn desde que
Sup pm(u) C [0,] e Supdn(u) C [0,b]. Quando Sup m(u) e/ou Sup ¢n(u)

sobrepoe(m) um dos limites de integragao (0 ou b), ou seja, quando
—2K+2<k<0 ou b—2K+2<k<b, com k=mefoun, (4.19)

08 Npy, sao calculados resolvendo sistemas de equacoes lineares resultantes

da aplicacdo da equagdo scaling (2.36) a (4.15). Isto é,

b
= / é(u — m)d(u — n)du

2K—-12K-1
= > ) hhp2 / (2u — 2m — )p(2u — 2n — ')du
=0 l'=0
2K-12K-1
= Y Yy hlhy ¢(u—2m—l)¢(u—2n—l')du, (4.20)
=0 =0

onde se aplicou a mudanga de varidrel y = 2u e se redefiniu y — u.

De (4.20) obtém-se a equagao

2K-12K-1

b __
NO Z Z hlhl' 2m+l 2n+1" (4'21)
_0 ll_

onde os indices superiores se referem ao intervalo de integragéo.
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A equagdo (4.21) permite calcular directamente os Ny, quando as fungoes
scaling sobrepdem o limite inferior de integracéo, mas, por condigoes de si-
metria, também permitem calcular os N,,, quando as fungoes scaling so-

brepbem o limite superior. Pode ver-se no apéndice B como isso se faz.

Para ja, consideremos que as funcgoes scaling sobrepoem o limite inferior
de integragéo (e apenas s6 estel). Para garantir que a sobreposigéo ocorre
apenas no limite inferior, considera-se o limite superior, b, suficientemente
grande. Quando hé sobreposigao do suporte da fungdo scaling, o tamanho
méximo da parte do suporte que estd dentro do intervalo de integracao é

2K — 2. O valor de b deve ser no minimo igual ao dobro de 2K — 2.

Sendo b > 2(2K — 2) e o suporte das fungdes scaling 2K — 1, integrar
o produto de duas fungoes scaling em [0, b], quando se estd a considerar a
sua sobreposigao com o ponto zero, d4 o mesmo resultado que integrar em
[0,2b]. A equagdo (4.21) é, portanto, o sistema de equagdes lineares
2K-12K-1
Npn= > > hihyNomyionir, (4.22)
=0 I'=0
onde se omitem os indices superiores por poderem ser considerados 0 e b em

ambos os lados.

Para a resolugéo do sistema de equagtes (4.22), os indices de translagao,
m e n, da fungdo scaling sé podem tomar certos valores de forma a satisfazer

simultanemente as trés condigbes seguintes:

— o suporte de pelo menos uma das fungoes scaling deve sobrepor o ponto

ZETO;
~ o suporte de ambas as fungoes scaling deve sobrepor-se;

— a sobreposigdo do suporte de ambas as fungoes deve estar pelo menos

parcialmente contida no intervalo de integracao.
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As combinagoes de m e n que satisfazem as condigdes anteriores, para,

as fungoes scaling de Daubechies de ordem 2 e 3, séo:

K=2

m|-4|-4|-4(-4)-4]-3|-3|-3(-3[-2|-2{-2]|-1]-1
n|-4|-3|-2|-1/0|-3|-2]-1|0(-2|-1|]0]-1|0

Os Ny, obtidos para as combinagdes de m e n apresentadas nos quadros

acima estao na tabela 4.1.

Em suma, 0s Npp 880 Oy para os casos em que Sup ¢ (u) C [0,5] e
Sup én(u) C [0,b], e séo os apresentados na tabela 4.1 para as combinagdes
de m e n que levam a que pelo menos uma das fungdes scaling sobreponha o
limite inferior de integragao, onde se deve ter em conta a igualdade N, =

Npm. Para os restantes casos os Ny, sdo nulos.

No caso de haver sobreposigio do suporte da fungéo scaling no limite

superior, 0s Ny, sao calculados com base na relagio
N + Nb+m,b+n = Jmna (4'23)

onde Npimpin correspondem aos valores obtidos quando se considera o li-
mite superior de integracdo, b. Este resultado foi obtido através da com-
paragao entre os valores de Ny, obtidos perto do limite inferior do integral
e perto do limite superior. A forma como sdo calculados 0s Ny, perto dos
limites inferior e superior de integracio é tratada em mais pormenor no
apéndice B.

Conhecendo 0s N, e sabendo que avaliamos os integrais do sistema
de equagdes lineares (4.16) usando a regra de quadratura de um ponto, o

sistema (4.18) j4 pode ser resolvido através de técnicas convencionais.
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N
K=2 K=3

N_g,_o= 0.00427361653411 | N_4 4= 0.00000216035839
N_5 _1=-0.02061965392490 | N_4 3=-0.00000680242491
N_i,_1= 0.17094028798236 | N_4 o= 0.00007249390649
N_4,_1= 0.00055148111790
N_3 3= 0.00169526464364
N_3 2= 0.00657735220968
N_3 1= 0.01810044826376
N_3, 5= 0.04390883406382
N_5,_1=-0.11828115035221
N_q,_1= 0.51476683575241

Tabela 4.1: Valores de Npn para K = 2 e K = 3 quando pelo menos uma das fungbes

scaling sobrepde o limite inferior de integracao. E de salientar que Nyun = Nom.

Para o potencial Paris, o sistema de equagoes lineares, que se obtém
ap6s escrever a equagao integral (3.19) na base scaling como descrito ante-

riormente para o potencial Malfliet-Tjon V, é

b-1
Z Z (NmndLL’ - wmkﬁlﬁlwn) 7{', = 0, (4.24)
L'=0,2 n=—2K+2

-, o~
onde kXL =k 1/(um, vn).

A diferenca entre os sistemas de equagGes lineares para ambos os poten-
ciais resulta de o potencial Paris apresentar uma dependéncia do momento

angular orbital.

Pelo método de referéncia, a resolugio do sistema de equagoes lineares
(4.7) fornece directamente a fungdo de onda. Por outro lado, o que se obtém
da resolucdo do sistema de equagoes lineares (4.18) séo os coeficientes de

expansédo da funcdo de onda na base scaling. Assim, conhecendo a fungao
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scaling pode obter-se a fungéo de onda do deuterdo. No entanto, calcular a
fungao scaling é dificil e isso nao foi feito neste trabalho. Entéo, é necesssrio
ver como construir a fungao de onda do deuterdo a partir do método wavelet

sem recorrer as fungbes scaling propriamente ditas.

4.2.1 Construgao da fungao de onda

A fungio de onda constréi-se a partir da equacao (3.18), que pode ser

escrita como
(p) = /0 dr'k(p, o)), (4.25)

Vipp'
com k(p,p) = p?A25).

Comecga por se escrever ¥(p’) na base scaling com os coeficientes fn jé

conhecidos,
’lP(P,) = Z fn¢n(pl) (4.26)

e substitui-se (4.26) na equagéo integral (4.25). Ento tem-se
o0
Vo) =3t | dik(p, 5 )on), (427)
n

O integral que aparece em (4.27) é avaliado usando outra vez a regra de

quadratura de um ponto

/0 " o, ) on(0)d = k(p, ). (4.28)

Entao a equagéo (4.27) fica

P(p) =Y fnk(D, Dly)wn, (4.29)

onde os coeficientes f, sdo os obtidos da resolugdo do sistema de equages
lineares (4.18), w, = 7Y e uma vez que para chegar a (4.18) se fez a
mudanga de varidvel (4.9), em (4.29) também se tem em conta a mesma
mudanga de varidvel, de tal modo que —2K +2< n<b—1, Pl == b—i’”ﬂu: e
08 7',(10) sao calculados conforme a tabela 2.5.
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A funcéo de onda construida a partir da base scaling por (4.29) ainda

nédo estd normalizada. Para a normalizar calcula-se
* 4
/0 P2l(p) 2dp = A. (4.30)

A funcédo de onda normalizada é entao

1L

"abnorm(p) = \/Z’d)(p) (431)

J4 que (4.29) permite calcular a fungédo de onda para qualquer argumento
p, a maneira mais simples para calcular o integral (4.30) é através de uma

regra de quadratura de Gauss-Legendre,
o0 Nyt
/0 PA(o)Pdp = ptlo(p) P (4.32)
i=1

Daqui para a frente chama-se simplesmente 1(p) & funcao de onda nor-
malizada. E sempre que se fala de fungio de onda pressupoe-se que ja esta

normalizada.
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Capitulo 5

Resolucao numeérica da

equacao integral do deuterao

Neste capitulo sao apresentados e discutidos os resultados provenientes
da resolugdo numérica da equagio integral de Lippmann-Schwinger para
o deuterao por dois métodos diferentes. No primeiro método, a variivel
continua da integragio é discretizada através da aplicagao da regra de qua-
dratura de Gauss-Legendre. No segundo método, a funcao de onda e o kernel
da equagéo integral sdo expandidos numa base scaling e transformados para

uma base de multiresolugao pela aplicacéo da transformacao wavelet.

O primeiro método é o método de Gauss-Legendre e o outro o método
wavelet. Em ambos os casos, a equagao integral transforma-se num sis-
tema de equagdes lineares homogéneo que pode ser resolvido pelos métodos
numéricos convencionais. A condigéo para a existéncia de uma solugéo nao
trivial do sistema também determina a energia do estado ligado.

No método Gauss-Legendre, as solugoes do sistema de equagdes lineares
sao os valores da fungio de onda para valores particulares do argumento,
enquanto no método wavelet as solugdes sdo coeficientes de expansao que

permitem calcular a fungéo de onda para qualquer argumento desejado.
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O que se pretende é comparar a energia do estado ligado do deuterdo e a
respectiva funcéo de onda obtidas usando o método wavelet com as obtidas

usando o método Gauss-Legendre.

Sistemas de equagdes lineares podem ser expressos, mais sucintamente,
na forma matricial como o produto de uma matriz por um vector. Seja M
uma matriz e X um vector, um sistema de equagdes lineares homogéneo

pode ser escrito como

MX =0. (5.1)

O método wavelet consiste em transformar sistemas do tipo de (5.1), obti-
dos apés representagdo da equagdo de Lippmann-Schwinger na base scaling,
para a base de multiresolugdo, por meio de uma transformagdo ortogonal
que usa wavelets, e tornar nulos elementos da nova matriz que sejam meno-
res, em valor absoluto, que um limiar. Neste sentido, a matriz na base de
multiresolucio é tornada esparsa, isto é, numa matriz com muitos elementos
zero. A posterior resolugdo do sistema de equagOes nessa base devolve um
resultado aproximado. Pretende-se analisar quao proximo esse resultado é

do obtido com o método de referéncia de discretizagao de Gauss-Legendre.

Embora represente um ligeiro abuso de linguagem, falaremos daqui para
a frente em ’eliminar elementos de matriz’ em vez de ’tornar nulos elementos

de matriz’.

Numa primeira instincia, séo apresentadas, na secgao 5.1, as energias
obtidas da resolugdo dos sistemas de equagdes (4.7) e (4.8), respectiva-
mente, para os potenciais Malfliet-Tjon V e Paris, usando o método Gauss-
Legendre. Na secgdo 5.2, estdo as energias provenientes da resolugdo dos
sistemas (4.18) e (4.24), respectivamente, para os potenciais Malfliet-Tjon

V e Paris, usando o método wavelet.

Adicionalmente, na secgio 5.3, sdo apresentadas as energias obtidas da

resolucdio do sistema de equagdes (4.7), para o potencial Malfliet-Tjon V,
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usando uma simplificagdo do método wavelet. No método wavelet simplifi-
cado discretiza-se a equagdo integral pela regra de quadratura de Gauss-
Legendre (para evitar, e veremos porqué, formuld-la na base scaling) e
aplica-se uma transformagio wavelet directamente ao sistema de equagdes

que resulta da discretizagao.

Por fim, na seccao 5.4, sao comparadas as funcoes de onda do deuterdo

obtidas pelos trés métodos discutidos.

5.1 Meétodo Gauss-Legendre

Para obter uma soluggo néo trivial dos sistemas (4.7) e (4.8) escritos na
forma matricial como (5.1), o determinante da matriz deve ser zero. Em
todos os casos a resolver, a matriz M é uma fungdo da energia. Escrevamo-
la como M(E). Portanto, temos de encontrar (todos) os valores de ener-
gia, E, para os quais o determinante de M(E) é zero, mais explicitamente
det(M(E)) = 0, isto é, procuramos as rafzes da funcio det(M(E)).

Tal como ja mencionado no capitulo 3, o deuterdo nao tem estados ex-

citados, por isso, procuramos apenas um tnico valor de energia.

Nos calculos praticos usdmos um método de aproximagao sucessiva. Foi
calculado o det(M(E)) para dois valores, E; e Eg, na vizinhanca da regido

da energia onde se suspeitava a energia do estado ligado.

Se o determinante de M em E; tiver um sinal diferente do determinante
em E;, entdo passa por zero algures entre E; e E;. Tendo sido isso que
aconteceu, escolheu-se um valor E3 entre E; e E; e calculou-se det(M(E3)).
Assim foi possivel saber se a raiz se situava entre E; e E3, ou entre E; e
Es. Este procedimento foi repetido e o intervalo que continha a rafz foi

sucessivamente subdividido até a precisdo desejada ser atingida.

Os valores dos determinantes calculados nos passos intermédios foram
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P. Malfliet-Tjon V Potencial Paris

Ny E (MeV) Ng E (MeV)
16 -0.35326 16 -2.42130
24 -0.35012 24 -2.18819
32 -0.34966 32 -2.21480
40 -0.34955 40 -2.21847
48 -0.34952 48 -2.22075
56 -0.34951 56 -2.22159
64 -0.34950 64 -2.22234
72 -0.34950 72 -2.22284
80 -0.34950 80 -2.22317
90 -0.34950 90 -2.22347
100 -0.34949 100 -2.22368
110 -0.34949 110 -2.22383
128 -0.34949 128 -2.22403
256 -0.34949 256 -2.22443
512 -0.34949 512 -2.22460

(a) (b)

Tabela 5.1: Dependéncia da energia, E, com o niimero de pontos Gauss-Legendre, Ny;.

usados para acelerar a localizagio da rafz através de técnicas de interpolacao.

O método Gauss-Legendre foi implementado com diferente ntimero de
pontos de quadratura, Ny, desde 16 até 512. Para cada valor do nmimero
de pontos Ng procurou-se o valor de energia para o qual o determinante da
matriz é zero. Aumentando o niimero de pontos de quadratura é de esperar
resultados cada vez mais precisos, por isso aumentou-se o niimero de pontos

Ny, até encontrar uma convergéncia no valor de energia.

Nas tabelas 5.1 (a) e (b) s@o apresentadas as energias obtidas pelo

método de referéncia para ambos os potenciais.
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Usando o potencial Malfliet-Tjon V, o valor de convergéncia de cinco ca-
sas decimais foi -0.34949 MeV a partir de 100 pontos. Com o potencial Paris
consideramos que néo houve uma convergéncia tao nitida porque os valores
das cinco casas decimais nao chegaram a estabilizar, ficando-se apenas pela
estabilizagio de duas casas decimais logo ao fim de 32 pontos. No entanto,
ao fim dos 100 pontos jé se tinha o valor aproximado de -2.224 MeV tal

como era esperado.

Os valores -0.34949 MeV e -2.224 MeV sao considerados como referéncia,
para os célculos com o método wavelet quando se usam, respectivamente, os

potenciais Malfliet-Tjon V e Paris.

5.2 Método wavelet

A implementagio do método wavelet ndo consistiu apenas em resolver os
sistemas de equagdes na base de multiresolugio apds eliminagio de pequenos
elementos de matriz. Para poder avaliar a estabilidade e precisdo numérica
do método, os sistemas de equagdes foram resolvidos primeiro na base sca-
ling, depois na base de multiresolugao sem que fossem eliminados elementos
de matriz e por fim nesta mesma, base apés serem eliminados elementos de

maftriz.

Esta secgao divide-se em duas subsecgdes: na primeira sio comparadas
as energias obtidas nas bases scaling e de multiresolugéo sem eliminagdo de
elementos de matriz; na segunda, sdo apresentadas as energias obtidas na
base de multiresolugéo apés a eliminagéo de pequenos elementos de matriz.
Em cada uma das subsecgdes sao apresentados os resultados obtidos primeiro

com o potencial Malfliet-Tjon V e depois com o potencial Paris.

O critério de escolha dos elementos de matriz a eliminar é discutido na

subsecgao 5.2.2.
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Entretanto, suponhamos que o sistema (5.1) corresponde ao sistema de
equacdes escrito na base scaling. O lado esquerdo de (5.1) é um vector e
a transformacao wavelet aplicada ao sistema de equagoes é efectuada pela

multiplicacao entre esse vector e a matriz W como
W(MX) =0. (5.2)

O lado direito permanece inalterado por ser zero.

A matriz W é ortogonal e isso torna a reconstrugao do sistema de equagoes
(5.1) a partir de (5.2) perfeita. Nesse caso, a matriz transposta, WT, é igual
& matriz inversa, W~!, e podemos introduzir (2.111) em (5.2). Portanto,
tem-se

WMWTWX = 0. (5.3)

Redefinindo o sistema (5.3), tem-se, para o sistema na base de multire-
solugao,

MX =0, (5.4)

com M = WMWT e X = WX, onde MeX correspondem, respectiva-

mente, & matriz e ao vector na base de multiresolugao.

De acordo com a notagao matricial, primeiro resolveram-se os siste-
mas (5.1) e (5.4) e compararam-se as energias dai provenientes. Depois
eliminaram-se elementos da matriz M e resolveu-se novamente o sistema
(5.4). A energia daf proveniente foi comparada ao resultado obtido antes de

se eliminarem elementos de matriz.

Como as bases scaling e de multiresolugao se relacionam por uma trans-
formagio ortogonal, os resultados obtidos na base de multiresolugao sem
eliminagéo de elementos de matriz devem ser iguais aos resultados obtidos
na base scaling. Por outro lado, os resultados obtidos apds eliminagao dos
elementos de matriz devem ser préximos aos obtidos sem eliminagao desde

que os valores dos elementos de matriz eliminados sejam pequenos.
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Enquanto para o método de referéncia se fez variar o niimero de pontos
de quadratura, no caso do método wavelet, para estimar a precisao dos resul-
tados, fez-se variar o nimero de fungées de base, N fb, entre 16 e 512. Neste
método, pela estrutura do algoritmo piramidal, apenas podem ser conside-
rados nimeros diddicos de fungdes de base, por isso apenas se efectuaram

os célculos com 16, 32, 64, 128, 256 e 512 funcdes de base.

Pudemos ver no capftulo 4 que o nimero de funcdes de base é deter-
minado pelo valor do limite superior de integracéo, b, da equacgao integral.
Vemos, da equagio (4.11), que Ng, = b+ 2K — 2. Ainda no capitulo 4,
concluimos que b > 2(2K — 2). Os célculos foram efectuados usando as wa-
velets de Daubechies de ordem K = 2 e K = 3, entdo para cada um destes
casos, o nimero de fungées de base é, respectivamente, N fb=6e Ng > 12.
Por outro lado, os nidmeros de fungdes de base devem ser niimeros diddicos,
entao serdo, respectivamente, Ny, > 8e N b 2> 16. Assim, escolhemos como
nimero minimo de fungdes de base, o correspondente a0 menor nimero

necessério para as wavelets de ordem maior, ou seja, 16.

Ao calcular o detM(E) para o sistema de equagdes na base de multire-
solugéo verificou-se uma instabilidade numérica que nos levou a suspeitar

que estdvamos perante um sistema mal condicionado.

Um sistema do tipo de (5.1) diz-se mal condicionado se pequenas al-
teragoes nos valores dos elementos de matriz podem originar resultados con-

sideravelmente diferentes [24].

Uma maneira de medir o mal condicionamento de um sistema é através
do célculo do mimero de condigdo. Seja o mimero de condigao, N,, um
niimero do tipo d x 10*, onde d é um ndmero decimal entre 1 e 9, 0 mal con-
dicionamento de um sistema é medido pelo valor do expoente k quando com-
parado com o nimero de casas decimais devolvido pelo software/computador

utilizado nos célculos [25]. A linguagem de programagao usada para fazer
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os célculos foi o FORTRAN na opgao de double precision. Para esta opgao
os resultados tém dezasseis casas decimais significativas, entdo um sistema
cujo niimero de condigio tem um expoente k > 16 pode ser considerado mal

condicionado [25].

O ntmero de condigdo, neste contexto, fornece-nos indicacao sobre se
o resultado do sistema de equagoes lineares homogéneo é fraca ou forte-
mente influenciado por erros de arredondamento, ou outras alteragoes a que

a matriz possa estar sujeita durante o processo de célculo computacional.

Atendendo ao facto de que uma matriz cujo determinante é zero se diz
singular, uma maneira de comprovar o mal condicionamento do sistema foi
recorrer ao método de decomposigao de uma matriz em valores singulares
(Singular value decomposition - SVD). Este método permite encontrar o
vector solucdo de um sistema de equagses lineares homogéneo e calcular o

nimero de condigao.

O algoritmo SVD consiste em decompor uma matriz M [24] no produto

de trés matrizes

M=USVT, (5.5)

onde Ue V sdo ortogonais e S é uma matriz diagonal que contém os chama-
dos “valores singulares” da matriz original por ordem decrescente de cima
para baixo. As colunas de U séo os vectores préprios de MM T ¢ as colunas
de V sio os vectores préprios de MT M. Os valores singulares na diagonal
de S sao as rafzes quadradas positivas dos valores préprios de MM T (ou de
MTM).

Resolver um sistema do tipo de (5.1) significa encontrar o “espago nulo!

de M”. Se olharmos para a matriz M decomposta em valores singulares como

10 espago nulo de uma matriz M é o conjunto de todos os vectores X que satisfazem

MX=0 [24].
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(5.6)

se segue
miy Mmiz - My, \
mg1 Mgz .- Moy
Mpl Mp2 <+ Mpp /
U1l U2 - Ulp s 0 -+ O (vn V21 ‘' Unl
Ul Uz - Uy 0 s -+ O Vg V22 *  Un2
Unl Up2 - Upp 0 0 - sy, K'Uln UV2n *** Unn

quando s, — 0, X tende para a solugéo néo trivial do sistema homogéneo,

entao, o espago nulo contém o vector
X= ] ) (5.7)

onde n corresponde ao nimero de fungoes de base, N. rb, usadas quando se

representa a equagao integral na base scaling.

O vector solugéo, devolvido pelo algoritmo SVD, é constituido pelos
elementos da dltima linha de V7, ou seja, a linha que corresponde ao menor
valor singular de S. Como tal, em termos computacionais, faz-se variar a
energia e o valor correspondente ao menor valor singular é a energia mais

proxima & energia do estado ligado que procuramos.

O niimero de condigéo calculado a partir do algoritmo SVD é & razéao
entre o maior € o menor valor singular da matriz S [24]. O nitimero de
condigdo, N, obtido desta maneira é apresentado para todos os célculos

que se seguem na forma d x 10%.

Como referido no capitulo 2, as wavelets de Daubechies de ordem K = 2
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e K = 3 sdo por vezes denominadas, respectivamente, DAUB4 e DAUBS. E

assim que nos referiremos a elas daqui para a frente.

5.2.1 Base scaling e base de multiresolugao

Nesta subsecgao sao comparadas as energias obtidas na base de multi-
resolugdo com as obtidas na base scaling para diferente nimero de fungoes
de base, Ny, utilizadas, primeiro com o potencial de ensaio e a seguir com
o potencial mais realista. Para cada um dos potenciais, primeiro usaram-se
as DAUB4 e depois as DAUB6. Os sistemas de equagbes foram resolvidos

recorrendo ao SVD.

Todas as tabelas desta subsecgdo contém: na primeira coluna, o ndmero
de fungdes de base Nyp; na segunda, a energia, E, obtida da resolucdo do
sistema de equagoes lineares; e na terceira, o nimero de condigao, N, do

respectivo sistema.

A. Potencial Malfliet-Tjon V

A energia do estado ligado obtida para DAUB4 com o potencial de
Malfliet-Tjon V nas bases scaling e de multiresolugao é apresentada, res-

pectivamente, nas tabelas 5.2 (a) e (b).

Na base scaling, atinge-se a convergéncia para o valor, -0.34949 MeV,

obtido anteriormente pelo método de referéncia, com 256 fungoes de base.

O facto de o valor de convergéncia da energia ser igual ao obtido pelo
método de referéncia indica que resolver a equagdo integral formulada na
base scaling é igualmente vélido comparativamente a resolvé-la apds a sua
discretizacao pela quadratura Gauss-Legendre. Apesar desta constatagao,
os valores de energia do estado ligado obtidos na base de multiresolugao apre-

sentam problemas quando se usam 128 ou mais fungoes de base. O aumento
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Pot. M. Tjon V: 3(p) —- DAUB4 Pot. M. Tjon V: ¢(p) - DAUB4
base scaling base de multiresolugao
Npy | E (MeV) N, Npy | E (MeV) N,
16 | -0.35524 | 3.0872129E+15 16 | -0.35524 | 3.0832148E+15
32 | -0.35001 | 6.7011622E+16 32 | -0.35001 | 1.4322168E+17

64 | -0.34954 | 1.6713749E+17 64 | -0.34954 | 7.1314344E+17
128 | -0.34950 | 1.2550019E+19 128 | -0.34948 | 2.3769701E-+18
256 | -0.34949 | 1.1539938E+19 256 | -0.34940* | 9.7473466E+16
512 | -0.34949 | 1.0891677E~+20 012 | -0.3493 * | 6.5845731E+16

(a) (b)

Tabela 5.2: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fung¢des de base, Ny, usando

DAUB4. N. é o nimero de condigdo e o * indica que o ultimo algarismo é incerto.

do tamanho da matriz faz com que se torne cada vez mais dificil obter ener-
gias precisas. Estes problemas podem ser entendidos pelos elevados niimeros

de condigdo. Pelo que, estamos perante sistemas mal condicionados.

Constatado o mal condicionamento dos sistemas referentes s tabelas
5.2 (a) e (b) e tendo em conta que sistemas mal condicionados nio podem
reproduzir resultados fidveis [26], contornou-se o problema reformulando os
sistemas a partir de trés novas funcdes. Fungdes essas definidas pelo produto
entre a funcao de onda, 9(p), e uma fungio por nés escolhida. Em concreto,

as novas fungGes foram definidas como

¥(p) = ¢(p)p (5.8)
7(p) = Go(E) 4(p) (5.9)
L'(p) = v(p)p. (5.10)

A escolha de multiplicar a fungéo de onda pelo momento linear foi feita
para chegar a condigbes de fronteira em que a funcgao se anula para p = 0.

A funcéo de onda tende rapidamente para zero quando p — oo e mesmo
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quando se multiplica por p a funggdo de onda ainda se anula para esse limite.
Quando se est4 perto do limite p — 00, a condiggo de periodicidade usada na
transformacao wavelet ao vector de dados, implica que informagao é retirada
do inicio do vector. Assim, se em ambos os lados a fungdo de onda tender

para zero, a condigao periddica é melhor aplicada.

A segunda escolha é andloga & chamada funcdo de vértice usada para
definir a fungdo de onda relativista do deuterdo? [27], onde Go(E) é o pro-
pagador. A iltima escolha tem o mesmo fundamento que a primeira, desta

vez para a funggo vértice.

A equacao integral (3.18) é reformulada em termos das novas fungoes e
sao deduzidos os sistemas de equagtes lineares para cada um dos casos. Em
seguida, é deduzido o sistema de equagbes lineares correspondente & fungao

¥ (p) para o potencial Malfliet-Tjon V.

Multiplicando ambos os lados da equagao (3.18) por p, tem-se

v = [ L (), (1)

O intervalo de integragao tranforma-se de [0,00) para [0, b] implementando

a mudanca de varidvel (4.9) e obtém-se

~

~ b b u V(u,v) v~
Ty =/d’u ’ U (v). 5.12
() 0 (b_v)zb_uE_#ju)zb_v () ( )

Escreve-se a equagio (5.12) na base scaling recorrendo a (4.11) obtendo-se

b—-1 b—1 b ~
] ( V(u,v) vh  ~
>, Bt = > / dv - 3 Fnin(v).
n=-2K+2 nSac4edo DT UE- mb—u)? (b—v)

(5.13)
Comparando (5.13) com (4.12) verificamos que as equagoes tém aspecto

semelhante. Sendo o kernel do integral em (5.13) definido por

bv u V(u,v)

K(u,v)=(b_v)3(b_u)E_m_(b1£_27)2_a

(5.14)

2A equagdo integral relativista para o deuterdo é discutida em [27], pp. 390-391.
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o sistema de equagdes lineares para ¥(p), em comparagio com (4.18), é

b—-1

> (Nam- W Kmm ) Fo =0, (5.15)
n=—2K-2

onde f{nm = I?(un, Um)-

A dedugéo do sistema de equagtes lineares para v(p) é feita substituindo

¥(p) = Gop(E)v(p) (5.16)

na equagao integral (3.18) escrita como
$(p) = Gop(E)VH (). (5.17)
Substiuindo a igualdade (5.16) em (5.17) tem-se

Gop(E)v(p) = Gop(E)VGow(E)y(p)
Y(p) = VGoy(EW(®)

¥(p)

l

oo V \ /
/ padp'%v(p’)- (5.18)
0 E -5

Isto significa que o propagador passou a ser incluido na fungdo integranda,
enquanto antes era independente da varidvel de integracdo. Escrevendo esta
equagao na base scaling & semelhanga do que j4 foi feito para 1(p) e ¥(p),
novamente a alteragdo no sistema é denotada no kernel do integral que se
apresenta para este caso como

bv? V(u,v)
b—v)tE— W;’f_v), ’

k(u,v) = (5.19)

Para deduzir o sistema de equagdes lineares para I'(p) multiplica-se a equagao
(5.18) por p e procede-se de modo anslogo ao que foi feito para ¥(p). O
kernel para este caso fica

bv u V(u,v)

C—oF o E- 2

K(u,v) = (5.20)
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No que respeita as fungdes de onda, a forma como sao obtidas também
sofre ligeiras alteragdes. O kernel da equagao integral para cada funcao e a
construgdo da funcdo de onda para cada caso séo resumidos na tabela do
apéndice B.

As tabelas 5.3, 5.4 e 5.5 apresentam, respectivamente, a dependéncia de
energia com o nimero de fungdes de base obtida para as fungdes ¥(p), v(p) e
['(p) usando DAUBA4, na base scaling (& esquerda) e na base de multiresolugao
sem eliminacdo de elementos de matriz (& direita). Enquanto as tabelas 5.6,
5.7 e 5.8 se referem ao uso de DAUBS6, respectivamente, para as mesmas

funcoes em ambas as bases.

Pot. M. Tjon V: ¥(p) — DAUB4 Pot. M. Tjon V: ¥(p) - DAUB4
base scaling base de multiresolugao

Nsp | E (MeV) N, Ngy | E (MeV) N.

16 | -0.3579873 | 6.18017E+12 16 | -0.3579873 | 6.18028E+12

32 | -0.3501792 | 2.24306E+13 32 | -0.3501792 | 2.24296E+13

64 | -0.3495621 | 1.08757E+13 64 | -0.3495621 | 1.08758E+13

128 | -0.3495016 | 1.15235E+13 128 | -0.3495016 | 1.15234E+13

256 | -0.3494946 | 1.63574E+13 256 | -0.3494946 | 1.63721E+13

512 | -0.3494938 | 5.67139E+15 512 | -0.3494938 | 4.38449E+15

(a) (b)

Tabela 5.3: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fungges de base, Ny;, usando

DAUB4 e ¥(p). N. é o nimero de condicao do sistema.
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Pot. M. Tjon V: 4(p) - DAUB4 Pot. M. Tjon V: y(p) - DAUB4

base scaling base de multiresolucao

Nyy | E (MeV) N, N | E (MeV) N,
16 | -0.3579548 | 1.62474E+9 16 | -0.3579548 | 1.62474E+9
32 | -0.3501415 | 1.25366E+9 32 | -0.3501415 | 1.25366E+9
64 | -0.3495572 | 1.32510E+9 64 | -0.3495572 | 1.32510E+-9
128 | -0.3495010 | 1.98598E+9 128 | -0.3495010 | 1.98598E+9
256 | -0.3494946 | 1.98090E+9 256 | -0.3494946 | 1.98090E+9
512 | -0.3494938 | 5.71812E+9 512 [ -0.3494938 | 5.71813E+9

(a) (b)

Tabela 5.4: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fungdes de base, Nyp, usando

DAUBA4 e v(p). N. é o nimero de condigio do sistema.

Tabela, 5.5: Dependéncia da energia, E, com o mimero de fungées de base, Ny, usando

DAUB4 e I'(p). N, é o nimero de condiggo do sistema.
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Pot. M. Tjon V: I'(p) - DAUB4 Pot. M. Tjon V: I'(p) - DAUB4

base scaling base de multiresolugao

Ngp | E (MeV) N Ng, | E (MeV) N,
16 | -0.3586188 | 1.46215E+9 16 | -0.3586188 | 1.46215E+9
32 | -0.3502115 | 3.37499E+9 32 | -0.3502115 | 3.37499E+9
64 | -0.3495654 | 7.02125E+8 64 | -0.3495654 | 7.02125E+-8
128 | -0.3495020 | 6.28570E+-8 128 | -0.3495020 | 6.28570E+8
256 | -0.3494947 | 5.07651E+9 256 | -0.3494947 | 5.07652E+9
512 | -0.3494938 | 4.99084E+9 512 | -0.3494938 | 4.99085E+-9

(a) (b)
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Pot. M. Tjon V: ¥(p) — DAUB6 Pot. M. Tjon V: ¥(p) — DAUB6
base scaling base de multiresolucao

N | E (MeV) N, Ng | E (MeV) N,

16 | -0.3687760 | 2.51096E+12 16 | -0.3687760 | 2.51111E+12

32 | -0.3507509 | 1.02316E+13 32 | -0.3507509 | 1.02302E+13

64 | -0.3495758 | 4.17374E+13 64 | -0.3495758 | 4.17218E+13

128 | -0.3495022 | 5.90418E+13 128 | -0.3495022 | 5.89830E+13

256 | -0.3494947 | 5.09810E+13 256 | -0.3494947 | 5.08601E+13

512 | -0.3494938 | 1.03465E+15 512 | -0.3494938 | 1.33635E+15

(a) (b)

Tabela 5.6: Dependéncia da energia, E, com o niimero de funcées de base, N tb, usando

DAUBS6 e ¥(p). N. é o niimero de condicio do sistema.

Pot. M. Tjon V: v(p) — DAUBG

Pot. M. Tjon V: 4(p) - DAUB6

base scaling

base de multiresolucao

Njy | E (MeV) N, Ny | E (MeV) N,

16 | -0.3598377 | 2.57202E+10 16 | -0.3598377 | 2.57202E+10
32 | -0.3504856 | 4.08132E+10 32 | -0.3504856 | 4.08132E+10
64 | -0.3495630 | 2.49681E+10 64 |-0.3495630 | 2.49681E+10
128 | -0.3495010 | 9.06182E+09 128 | -0.3495010 | 9.06182E-+09
256 | -0.3494946 | 4.28185E-+09 256 | -0.3494946 | 4.28185E+09
512 | -0.3494938 | 1.11398E+10 512 | -0.3494938 | 1.11398E+10

(a) (b)

Tabela 5.7: Dependéncia da energia, E, com o niimero de fungdes de base, Ny, usando

DAUBS e ¥(p). N, é o niimero de condicdo do sistema.
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Pot. M. Tjon V: I'(p) - DAUB6 Pot. M. Tjon V: I'(p) - DAUBG

base scaling base de multiresolugao

Nsy | E (MeV) N, Ng | E (MeV) N,
16 | -0.3591953 | 4.24312E+9 16 | -0.3591953 | 4.24312E+9
32 | -0.3504691 | 4.98317E+9 32 | -0.3504691 | 4.98317E+9
64 | -0.3495627 | 1.12650E+9 64 | -0.3495627 | 1.12650E4-9
128 | -0.3495010 | 9.32508E+-8 128 | -0.3495010 | 9.32508E+-8
256 | -0.3494946 | 6.64832E+-8 256 | -0.3494946 | 6.64832E+8
512 | -0.3494938 | 2.33749E+9 512 | -0.3494938 | 2.33749E+9

(a) (b)

Tabela 5.8: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fungdes de base, Ny, usando

DAUBS e I'(p). Nc é o nimero de condicdo do sistema.

Através das tabelas 5.3 a 5.8 comparamos, para cada uma das trés
fungbes em separado, os resultados obtidos na base scaling com os da base
de multiresolugao sem eliminagao de elementos de matriz. Em seguida, com-
paramos, para cada fungao, os resultados obtidos usando DAUB4 e DAUBS.
E por fim, sdo comparadas as trés fungoes nao sé pelo valor obtido para a
convergéncia da energia em cada caso, como também através da ordem de

grandeza dos respectivos niimeros de condigao.

Vemos, nessas tabelas, que a convergéncia da energia para o valor, de
-0.34949 MeV, obtido com o método de referéncia, ocorre, para o método

wavelet, quando sao usadas 256 fungoes de base em todos os casos.

O facto de se obter a mesma convergéncia no valor da energia em todas
as tabelas leva-nos a concluir a equivaléncia entre a resolugéo dos sistemas
de equagoes lineares para cada uma das trés novas fungoes definidas a partir

da fungdo de onda 9(p).

Para a fungdo ¥(p) usando DAUB4 podemos ver, nas tabelas 5.3 (a) e
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(b), que, para o mesmo niimero de fungdes de base, a energia obtida é igual
em ambas as bases. O mesmo se observa quando se comparam entre si as
tabelas 5.6 (a) e (b), para a mesma fungdo usando DAUBS6. Para as fungdes
v(p) e I'(p) também se verifica, para igual nimero de fungdes de base, o
mesmo valor da energia em ambas as bases quer usando DAUB4 quer usando
DAUBS6. Tal como era de esperar pela ortogonalidade da transformagcéo pela
qual se relacionam as bases, observa-se que a energia é a mesma em ambas

as bases.

Comparando as tabelas 5.3 e 5.6 vé-se que os valores de energia, para
U (p), usando DAUB4 e DAUB6 sdo praticamente coincidentes, convergindo
inclusive para o mesmo valor quando sdo usadas 512 funcoes de base. O

mesmo se pode concluir para y(p) e I'(p).

No que respeita aos niimeros de condigéo verifica-se um decréscimo sig-
nificativo de quando se usa 1(p) para quando se usa ¥(p) e desta para
quando se usa y(p) ou I'(p). Se compararmos as tabelas 5.3 e 5.6, referentes
a fungao ¥(p), com a tabela 5.2, referente & funcao 1(p), podemos observar
um decréscimo de cerca de 5 ordens de grandeza nos nimeros de condigao.
A primeira nova fungéao leva jé a obter sistemas muito menos mal condici-
onados. Apesar do decréscimo significativo, os nimeros de condicao para a
fungdo ¥(p) ainda tém, em vérios casos, uma ordem de grandeza préxima
daquela que é considerada correspondente a sistemas mal condicionados, ou
seja, 1016,

Comparando as tabelas 5.4 e 5.7, referentes & fungao v(p) usando, res-
pectivamente, DAUB4 e DAUBG, com as tabelas 5.3 e 5.6, referentes 3 funcao
U(p), vemos que hd um decréscimo, nos nimeros de condicio, de cerca de
4 ordens de grandeza. Se, por outro lado, compararmos as tabelas refe-
rentes as fungées y(p) e I'(p) concluimos que os nimeros de condicio para,
v(p) e I'(p) tém aproximadamente a mesma ordem de grandeza, embora os

da funcdo I'(p) sejam ligeiramente menores. E vemos que os sistemas de
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equagoes correspondentes a y(p) e a I'(p) apresentam nimeros de condigao
muito abaixo de 10'¢, pelo que se tratam de sistemas bem condicionados

sendo os resultados deles provenientes considerados fidveis.

Todo o procedimento até agora feito para o potencial Malfliet-Tjon V é
repetido para o potencial Paris e em seguida sdo apresentados e discutidos

os resultados obtidos com esse potencial.

B. Potencial Paris

Nas tabelas 5.9 a 5.14 estdo apresentados os resultados dos sistemas de
equagoes reformulados a partir das fungoes ¥(p), v(p) e I'(p) para o potencial
Paris usando as wavelets DAUB4 e DAUBS6. Os sistemas de equagoes lineares

para cada uma das fungoes sao deduzidos a partir da equagio integral (3.19).

As tabelas 5.9, 5.10 e 5.11 referem-se aos sistemas reformulados, res-
pectivamente, pelas fungdes ¥(p), v(p) e I'(p) quando se usam wavelets
DAUBA4. As trés tabelas seguintes referem-se, respectivamente, aos mesmos
sistemas quando se usam wavelets DAUB6. Em cada uma dessas tabelas, a
esquerda estdo as energias obtidas da resolugéo dos sistemas na base scaling
e & direita, quando os sistemas sao resolvidos na base de multiresolucao sem
eliminagdo de elementos de matriz. Todas as tabelas apresentam os niimeros
de condigdo dos sistemas de equagdes lineares resolvidos. Foram resolvidos
sistemas de equagbes correspondentes ao uso de 16, 32, 64, 128, 256 e 512

fungoes de base.
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Potencial Paris: ¥(p) - DAUB4 Potencial Paris: ¥(p) — DAUB4

base scaling base de multiresolucao

Ngy | E (MeV) N, Npp | E (MeV) N,
16 | -1.9696298 | 2.00028E+14 16 | -1.9696298 | 1.99930E+14
32 | -2.2127809 | 1.14511E+14 32 | -2.2127809 | 1.14493E+14
64 | -2.2157519 | 1.73878E+14 64 | -2.2157519 | 1.73600E+14
128 | -2.2219566 | 1.90260E+14 128 | -2.2219566 | 1.89833E+14
256 | -2.2236831 | 5.24202E+14 256 | -2.2236831 | 5.30343E+14
512 | -2.2242513 | 1.41134E+14 512 | -2.2242513 | 1.48898E+14

(a) (b)

Tabela 5.9: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fungdes de base, N tb, usando

DAUBA4 e ¥(p). N. é o nimero de condigio do sistema.

Potencial Paris: v(p) — DAUB4 Potencial Paris: v(p) - DAUB4
base scaling base de multiresolugao

Ny | E (MeV) N, Np, | E (MeV) N,

16 | -1.9692650 | 3.21637E+11 16 | -1.9692650 | 3.21636E+11

32 | -2.2127580 | 1.09872E+12 32 | -2.2127580 | 1.09875E+12

64 | -2.2157484 | 3.16275E+13 64 |-2.2157484 | 3.16216E+13

128 | -2.2219561 | 5.64619E412 128 | -2.2219561 | 5.64702E+12

256 | -2.2236831 | 4.97050E+12 256 | -2.2236831 | 4.97166E+12

512 | -2.2242513 | 3.77712E+12 512 | -2.2242513 | 3.77669E+12

(a) (b)

Tabela 5.10: Dependéncia da energia, E, com o mimero de fungées de base, N +b, usando
DAUB4 e 4(p). N. é o nimero de condigdo do sistema.
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Potencial Paris: I'(p) —- DAUB4

Potencial Paris: I'(p) - DAUB4

base scaling

base de multiresolugao

Npp | E (MeV) N, Ngy | E (MeV) N,
16 | -1.9695738 | 1.36842E+11 16 | -1.9695738 | 1.36842E+11
32 | -2.2127930 | 5.86046E+11 32 | -2.2127930 | 5.86044E+11
64 | -2.2157523 | 2.29800E+12 64 | -2.2157523 | 2.29796E-+12
128 | -2.2219566 | 2.89220E+12 128 | -2.2219566 | 2.89250E+12
256 | -2.2236831 | 6.37196E+12 256 | -2.2236831 | 6.37269E+12
512 | -2.2242513 | 2.27090E+12 512 | -2.2242513 | 2.27128E+12
(a) (b)

Tabela 5.11: Dependéncia da energia, E, com o nimero de funcées de base, Ny, usando

DAUB4 e I'(p). N. é o nldmero de condigio do sistema.

Potencial Paris: ¥(p) - DAUB6 Potencial Paris: ¥(p) - DAUB6
base scaling base de multiresolucao
Npy | E (MeV) N, Nsp | E (MeV) N,
16 | -2.2967357 | 1.10089E+14 16 | -2.2967357 | 1.10050E+14
32 | -2.2127580 | 1.09872E+12 32 | -2.2060086 | 3.35333E+14
64 | -2.2147173 | 1.36279E+14 64 | -2.2147173 | 1.36226E+14
128 | -2.2218507 | 6.77913E+14 128 | -2.2218507 | 6.74856E-+14
256 | -2.2236748 | 9.28335E+13 256 | -2.2236748 | 9.29468E+13
512 | -2.2242502 | 1.73433E+14 512 | -2.2242502 | 1.74024E+14
(a) (b)

Tabela 5.12: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fungdes de base, Nys, usando

DAUBS6 e ¥(p). N. é o mimero de condigéo do sistema.
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Potencial Paris: v(p) — DAUB6 Potencial Paris: ~(p) — DAUB6
base scaling base de multiresolugio

Ngy | E (MeV) N, Nsp | E (MeV) N,

16 | -2.2824941 | 3.21998E+12 16 | -2.2824941 | 3.22000E+12

32 | -2.2059154 | 8.37594E+13 32 | -2.2059154 | 8.37475E+13

64 |-2.2147123 | 5.81038E+13 64 |-2.2147123 | 5.80246E+13

128 | -2.2218505 | 8.61301E+12 128 | -2.2218505 | 8.61253E+12

256 | -2.2236748 | 5.44824E+12 256 | -2.2236748 | 5.44870E+12

512 | -2.2242502 | 9.03909E+12 512 | -2.2242502 | 9.03809E+12

(a)

(b)

Tabela 5.13: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fungdes de base, N +» usando

DAUBSG e v(p). Nc é o mimero de condig¢ao do sistema.

Potencial Paris: I'(p) — DAUB6 Potencial Paris: I'(p) - DAUB6
base scaling base de multiresolugao

Nsp | E (MeV) N Np, | E (MeV) N,

16 | -2.2811943 | 3.98887E+11 16 | -2.2811943 | 3.98887E+11

32 | -2.2059034 | 5.52309E+11 32 | -2.2059034 | 5.52308E+11

64 | -2.2147116 | 5.88730E+11 64 | -2.2147116 | 5.88731E+11

128 | -2.2218505 | 2.56782E+12 128 | -2.2218505 | 2.56795E+12

256 | -2.2236748 | 9.79988E+11 256 | -2.2236748 | 9.79986E+11

512 | -2.2242502 | 2.20610E+12 512 | -2.2242502 | 2.20494E+12

(a) (b)
Tabela 5.14: Dependéncia da energia, E, com o nimero de fungdes de base, Ny, usando

DAUBSG e I'(p). N é o ndmero de condigéo do sistema.
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Vé-se nas tabelas anteriores que, para igual nimero de fungoes de base
utilizadas, a energia obtida na base scaling é igual & obtida na base de mul-
tiresolugdo quando se comparam sistemas reformulados a partir da mesma
nova funcéo (¥(p), v(p) ou I'(p)). Com o aumento do niimero de funcdes de
base chega-se a -2.2242513 MeV, com Ny, = 512, quando se usam wavelets
DAUBM4 e a -2.2242502 MeV quando se usam wavelets DAUBG.

Tal como para o método de referéncia, o niimero de casas decimais que
estabilizou, com o aumento do ndmero de funcoes de base, foi reduzido.
Apenas as duas primeiras casas decimais estabilizaram ao fim de se usarem
128 fungoes de base. No entanto, em todos os casos, ao fim de 256 fungoes
de base tem-se o valor aproximado de -2.224 MeV, o mesmo valor que se

obteve com o método de referéncia.

Os niimeros de condigao sdo da mesma ordem de grandeza que os obtidos
para os sistemas equivalentes quando se usou o potencial Malfliet-Tjon V.
Assim, sistemas reformulados a partir da fungdo ¥(p) sdo menos bem condi-
cionados, apresentando nimeros de condicdo da ordem de 1016, Os sistemas
reformulados a partir de y(p) e de I'(p) apresentam nimeros de condigio
da mesma ordem de grandeza, da ordem de 10' e podem ser considerados

razoavelmente bem condicionados.

Quando se comparam os resultados obtidos usando wavelets de ordem
K = 2 com os obtidos usando wavelets de ordem K = 3, conclui-se que quer
os valores de energia obtidos, quer os niimeros de condigao, sdo praticamente
coincidentes. Isso pode ser visto comparando, entre si, as tabelas 5.9 e 5.12,

as tabelas 5.10 e 5.13 e as tabelas 5.11 e 5.14.

Na subsecgao seguinte vamos analisar como a eliminacdo de elementos
de matriz na base de multiresolugdo altera o valor da energia do estado
ligado. Novamente, primeiro serdo apresentados os resultados obtidos com

o potencial de ensaio e depois com o potencial mais realista.
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5.2.2 Base de multiresolugao com eliminagao de elementos

de matriz

Define-se um valor limiar, que serve de critério para eliminar elementos
de matriz na base de multiresolugao, como uma determinada fracgéo, e,
do elemento com maior valor absoluto. Sao consideradas fracgbes cada vez
maiores, e consequentemente eliminados mais elementos de matriz. Através
da anélise do desvio que a energia sofre em fungdo de £ pode saber-se em
quanto € que se pode reduzir a quantidade de elementos de matriz nao nulos

sem que a energia se altere significativamente.

Nesta subsecgao sao apresentadas as dependéncias nos valores de energia
com a eliminagio de elementos de matriz na base de multiresolugao, para
as funcoes ¥(p), v(p) e I'(p) usando DAUB4 e DAUB6 com 512 fungdes de
base Ny, primeiro usando o potencial Malfliet-Tjon V e depois o potencial

Paris.

A. Potencial Malfliet-Tjon V

As tabelas 5.15, 5.17 e 5.19 sao referentes, respectivamente, &s trés
fungoes usando DAUB4 e os resultados usando DAUB6 sao apresentados,
respectivamente, nas tabelas 5.16, 5.18 e 5.20. Todas contém: na primeira
coluna, as fracgoes, £, do elemento de matriz com maior valor absoluto; na
segunda, o nimero de elementos de matriz, Ngjem, tornados zero; na ter-
ceira, a percentagem de elementos de matriz ndo nulos que restam apds a
eliminacdo dos valores menores que o limiar; e nas duas dltimas, respecti-
vamente, a energia do estado ligado, E, e o nimero de condicao do sistema,

N..
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Pot. Malfliet-Tjon V: ¥(p) — DAUB4

€ Neem | % | E (MeV) N,

10-18 0 100 | -0.3494938 | 4.38E+15
10712 | 96044 | 63.36 | -0.3494938 | 6.45E+14
1010 | 182805 | 30.27 | -0.3494936 | 1.09E+14
107° | 212487 | 18.94 | -0.3494949 | 6.21E+13
108 | 231979 | 11.51 | -0.3494832 | 5.31E+13
107 | 243815 | 6.99 | -0.3496692 | 3.16E+13
1076 | 252254 | 3.77 | -0.3635466 | 1.61E+14

Tabela 5.15: Dependéncia da energia, E, com a eliminacio dos elementos de matriz
usando DAUB4 e ¥(p). A 12 coluna contém a fracgdo, €, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 22 o nimero de elementos de matriz eliminados, Nejer,- A 3% &
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N, é o niimero de condigdo do

sistema. Nyp=>512.

Pot. Malfliet-Tjon V: ¥(p) — DAUB6
€ Nejem % E (MeV) N,
10~23 0 100 | -0.3494938 | 1.34E+15
10710 | 224955 | 14.19 | -0.3494938 | 6.44E+13
1079 | 236730 | 9.69 | -0.3494879 | 4.79E+13
10~8 | 246385 | 6.01 | -0.3494897 | 8.07E+13
1077 | 252848 | 3.55 | -0.3491575 | 1.50E+14

Tabela 5.16: Dependéncia da energia, E, com a eliminagio dos elementos de matriz
usando DAUB6 e ¥(p). A 12 coluna contém a fracgdo, €, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 22 o niimero de elementos de matriz eliminados, Neem. A 3% a
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N, é o mimero de condigdo do

sistema. Njfp=512.
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Pot. Malfliet-Tjon V: v(p) ~ DAUB4
€ Netem | % E (MeV) N,
10-18 0 100 | -0.3494938 | 5.72E4-09
10~7 | 240734 | 8.17 | -0.3494938 | 2.52E+09
1076 | 251657 | 4.00 | -0.3494937 | 9.98E-+09
1075 | 257359 | 1.83 | -0.3494929 | 1.29E+4-09
10~ | 259991 | 0.82 | -0.3495185 | 1.44E+09
10~3 | 261027 | 0.43 | -0.3507731 | 2.28E+09
1072 | 261467 | 0.26 | -0.2794752 | 2.35E+09

Tabela 5.17: Dependéncia da energia, E, com a eliminagio dos elementos de matriz
usando DAUB4 e ~(p). A 12 coluna contém a fracgio, ¢, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 22 o niimero de elementos de matriz eliminados, Neiem. A 32 a
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N, é o ndmero de condigdo do

sistema. Ny5p=512.

Pot. Malfliet-Tjon V: y(p) — DAUB6
€ Neem | % | E (MeV) N,
1072 0 100 | -0.3494938 | 1.11E+10
10~7 | 250740 | 4.35 | -0.3494938 | 4.68E+10
10~ | 255590 | 2.50 | -0.3494937 | 5.03E+09
1075 | 258346 | 1.45 | -0.3495054 | 3.62E+09
1074 | 259884 | 0.86 | -0.3495292 | 5.80E-+09
103 | 260813 | 0.51 | -0.3467386 | 1.33E+10
102 | 261382 | 0.29 | -0.3717996 | 1.11E+09

Tabela 5.18: Dependéncia da energia, E, com a eliminagio dos elementos de matriz
usando DAUB6 e v(p). A 12 coluna contém a fracgdo, ¢, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 2% o niimero de elementos de matriz eliminados, Nejem. A 3% a
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N. é o nimero de condi¢ao do

sistema. Nyzp=512.
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Pot. Malfliet-Tjon V: I'(p) —- DAUB4
£ Neem | % | E (MeV) N,
10-18 0 100 | -0.3494938 | 4.99E+09
10~7 | 235660 | 10.10 | -0.3494938 | 2.21E+09
1076 | 249137 | 4.96 | -0.3494939 | 6.23E+08
1075 | 256202 | 2.27 | -0.3494995 | 9.75E+08
104 | 259520 | 1.00 | -0.3495267 | 5.51E+08
1073 | 260878 | 0.48 | -0.3506149 { 9.58E+08
1072 | 261418 | 0.28 | -0.5329159 | 2.66E+09

Tabela 5.19:

usando DAUBA4 e I'(p). A 12 coluna contém a fracgdo, £, do elemento da matriz com

Dependéncia da energia, E, com a eliminacdo dos elementos de matriz

maior valor absoluto. A 22 o nimero de elementos de matriz eliminados, Neem- A 32 a
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N, é o mimero de condigdo do

sistema. Ny,=512.

Pot. Malfliet-Tjon V: I'(p) — DAUB6
£ Neem | % | E (MeV) N,
10~2 0 100 | -0.3494938 | 2.34E+09
106 | 254552 | 2.90 | -0.3494938 | 1.85E-+09
1075 | 257823 | 1.65 | -0.3494920 | 1.07E+09
10~ | 259613 | 0.97 | -0.3496555 | 2.57E+06
103 | 260691 | 0.55 | -0.3469521 | 2.12E+09
102 | 261348 | 0.30 | -0.4034481 | 4.48E+09

Tabela 5.20: Dependéncia da energia, E, com a eliminagio dos elementos de matriz
usando DAUB6 e I'(p). A 12 coluna contém a fracgiio, £, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 22 o niimero de elementos de matriz eliminados, Nejem. A 32 2
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N é o nimero de condigao do

sistema. Ngp=512.
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Inicialmente foi escolhido um valor de £ suficientemente pequeno de
modo a nao haver elementos de matriz com valor absoluto inferior ao li-
miar. Resolveu-se, portanto, o sistema com 100% de elementos de matriz
nédo nulos. A energia daf obtida, -0.3494938 MeV, serve de referéncia para.
as energias obtidas quando se fazem diferentes eliminacoes de elementos de

matriz.

Em todo o tratamento com wavelets os valores da energia foram ob-
tidos com mais dois algarismos significativos do que no método de Gauss-
Legendre. Assim, quando se fazem comparacoes com o método de referéncia

considera-se apenas o nimero de algarismos significativos deste tltimo.

A andlise dos resultados apresentados nas tabelas 5.15 a 5.20 é feita
comparando as percentagens de elementos de matriz nfo nulos que séo ne-

cessarias para obter uma mesma energia.

Inicialmente considera-se a energia obtida sem qualquer eliminacdo de
elementos de matriz, ou seja, -0.3494938 MeV e retiram-se das tabelas 5.15
a 5.20 as percentagens de elementos ndo nulos necessdrias para obter exac-

tamente essa energia.

Na segunda linha de cada uma das tabelas 5.15 a 5.20 vemos que com
cerca de 60 % ou menos dos elementos da matriz ndo nulos se obtém a
mesma energia, -0.3494938 MeV, que se obteve sem eliminacao de elementos
de matriz, ou seja, com 100% dos elementos de matriz diferentes de zero. As
percentagens de elementos nao nulos com que se obtém esse valor de energia
para cada uma das trés fungbes usando DAUB4 e DAUBSG6 estfio reunidas na

tabela 5.21.

Se pretendermos obter um valor de energia menos preciso veremos que
com menores percentagens que as que sao mostradas na tabela 5.21 podemos
consegui-lo. Consideremos que a energia que devemos obter dos cédlculos

apds eliminagao de pequenos elementos de matriz tenha o valor aproximado
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Pot. Malfliet-Tjon V: E=-0.3494938 MeV
%
funcao
DAUB4 DAUB6
¥(p) 63.36 14.19
~(p) 8.16 4.35
I'(p) 10.10 2.89

Tabela 5.21: Percentagens de elementos de matriz nio nulos com que se obtém a energia
exacta (isto é, obtida sem eliminacio de elementos de matriz) com uma precisdo de sete

casas decimais.

de E=-0.34949 MeV. Portanto, arredonda-se a energia -0.3494938 MeV para

-0.34949 MeV, a mesma que se obteve com o método Gauss-Legendre.

Considerando, entdo, uma energia menos precisa, procuram-se, nas ta-
belas 5.15 a 5.20, as percentagens de elementos néo nulos necessérias para
obter uma energia que esteja no intervalo -0.34949+0.000005 MeV. Como
agora a precisao no valor de energia é menor, espera-se uma redugao signi-

ficativa nas percentagens de elementos ndo nulos.

Na tabela 5.22 estdo reunidas essas percentagens bem como o valor con-
creto de energia que se obteve, em cada caso, com as respectivas percen-
tagens de elementos ndo nulos. As energias apresentadas nessa tabela sdo
comparadas & energia -0.3494938 MeV para se ver qual o desvio que sofrerain

pela redugao do nimero de elementos de matriz ndo nulos.

Assim, na tabela 5.22 sdo também apresentados os desvios percentuais,
n(%), que as energias, E¢, provenientes dos calculos apés eliminagio de ele-
mentos de matriz, sofrem em relagdo & energia Eg=-0.3494938 MeV, obtida

sem qualquer eliminacao®.

30s rétulos s e ¢ em E; e Ec significam, respectivamente, energia obtida sem e com

eliminagdo de elementos de matriz.
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Potencial Malfliet-Tjon V: E= -0.349491+0.000005 MeV

) % E. (MeV) n(x10™%%)
fungao
DAUB4 | DAUB6 | DAUB4 DAUB6 | DAUB4 | DAUB6
T(p) | 18.94 | 6.01 |-0.3494949 | -0.3494897 | 3.1 12

v(p) 1.83 2.50 | -0.3494929 | -0.3494937 2.6 0.29
T'(p) 4.96 1.65 | -0.3494939 | -0.3494920 | 0.29 5.2

Tabela 5.22: Percentagens de elementos de matriz nio nulos para obter energias em E=
-0.34949+0.000005 MeV. E; sdo as energias que resultam dos cdlculos com as diferentes
percentagens de elementos ndo nulos. 7(%) = JEcE;f’[lOO% é o desvio da energia, E,
obtida com eliminagdo de elementos de matriz em relagdo & energia, Es = -0.3494938

MeV, obtida sem eliminagdo.

Por fim, porque é suficiente considerar trés algarismos significativos para
comparar com valores extraidos de experiéncias, arredonda-se a energia ob-

tida sem eliminag@o de elementos de matriz para -0.3495 MeV.

Para um valor de energia ainda menos preciso, as percentagens de ele-
mentos de matriz ndo nulos necessarias serdo ainda menores. Isso pode
ver-se na tabela 5.23. A semelhanca do que foi feito anteriormente, retiram-
se das tabelas 5.15 a 5.20 as energias, E¢, no intervalo E=-0.3495 + 0.00005
MeV e as percentagens de elementos nio nulos que foram usadas para as
obter. Essas energias sdo comparadas com o valor, E;=-0.3494938 MeV,
obtido sem eliminagao de elementos de matriz. Da comparacgao resulta o
desvio percentual 7(%) da energia quando pequenos elementos de matriz

sdo feitos iguais a zero.

Nas tabelas 5.21, 5.22 e 5.23 comprova-se que os resultados referentes
a fungdo ¥(p), cujos sistemas ndo sdo tdo bem condicionados como os das
fungoes y(p) e I'(p), sdo ligeiramente piores que os referentes as outras duas
funcoes. Isto significa que para obter energias com igual precisdo, nao se

podem eliminar tantos elementos de matriz para sistemas reformulados a

126



Resolugao numérica

Potencial Malfliet-Tjon V: E= -0.3495+0.00005 MeV

% E; (MeV) (%)
DAUB4 | DAUB6 | DAUB4 DAUB6 | DAUB4 | DAUB6

funcao

O(p) | 1151 | 3.55* |-0.3494832 | -0.3491575* | 0.003 | 0.096
vp) | 082 | 096 |-0.3495185 | -0.3495292 | 0.007 | 107*
T(p) | 1.00 | 097 |-0.3495267 | -0.3496555* | 0.009 | 0.046

Tabela 5.23: Percentagens de elementos de matriz ndo nulos para obter energias em
E= -0.34954-0.00005 MeV. E. sao as energias que resultam dos célculos com as diferentes
percentagens de elementos ndo nulos. 7n(%) = JEC—E;HELIIOO% é o desvio da energia, Ec,
obtida com eliminagéo de elementos de matriz em relagéo a energia, Es = -0.3494938 MeV,
obtida sem eliminagio. Os valores com * estéo fora do intervalo de energia considerado,
mas foram escolhidos por ndo haver valores no intervalo e esses serem os que mais se

aproximavam.

partir da fungio ¥(p).

Na tabela 5.21, pode ver-se que com ~ 10% de elementos de matriz
nao nulos, usando DAUB4 e ~ 4%, usando DAUBS6, quer a funcdo v(p) e
quer a funcio I'(p) permitem obter energias com sete casas decimais iguais
& energia obtida sem eliminagao de elementos de matriz. Por outro lado, a
fungdo ¥(p) leva & mesma energia quando se usam matrizes com ~ 60% de

elementos de matriz ndo nulos para DAUB4 e ~ 14% para DAUB6.

Quando se pretende obter energias com cinco casas decimais iguais a
energia obtida sem eliminacio de elementos de matriz, vé-se, na tabela 5.22,
que, para as fungdes v(p) e I'(p), séo necessirias matrizes com menos de 5%
de elementos ndo nulos. Para a fungao ¥(p), usando DAUB4, séo necessérias
matrizes com ~ 20% de elementos n#o nulos e ~ 6%, usando DAUB6. Nestes
casos, os desvios percentuais, & energia -0.3494938 MeV, séo da ordem da
décima de milésima.

Energias cujas trés primeiras casas decimais séo iguais &s da energia ob-
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tida sem eliminacdo de elementos de matriz conseguem-se quando se usam
matrizes com apenas ~ 1% de elementos nao nulos para sistemas de equagoes
correspondentes as fungdes y(p) e I'(p). Esses resultados podem ser vistos
na tabela 5.23. Para a fungao ¥(p), usando DAUB4, sio necessdrias matri-
zes com ~ 12% de elementos ndo nulos e ~ 4%, usando DAUB6. Para os
resultados com uma precisao de trés casas decimais, os desvios percentuais
das energias face & energia obtida sem qualquer elimina¢ao de elementos de

matriz foram inferiores, em regra, a uma centésima.

Na tabela 5.23 sdo, porém, apresentados alguns valores de energia que
estdo fora do intervalo que garante que as trés primeiras casas decimais sio
iguais &s da energia obtida sem eliminacéo de elementos de matriz. Isso,
porque ndo havia, entre os resultados, energias no intervalo considerado.
No entanto, foram escolhidas por serem as que mais se aproximavam do

intervalo de energias considerado.

Mais uma vez, todo o procedimento feito para o potencial Malfliet-Tjon
V € repetido para o potencial Paris, sendo em seguida apresentados e discu-

tidos os resultados dai provenientes.

B. Potencial Paris

Nas tabelas 5.24 a 5.26 sdo apresentadas as dependéncias dos valores de
energia com a eliminagéo de elementos de matriz na base de multiresolugéo,
para as fungoes ¥(p), v(p) e I'(p) usando DAUB4 ¢ DAUB6. Cada uma
dessas tabelas é constituida por: uma coluna correspondente 3s fracgoes, ¢,
do elemento de matriz com maior valor absoluto, que serviram de critério
para eliminar elementos de matriz; uma coluna com as percentagens de
elementos de matriz ndo nulos que restaram apés eliminagio de elementos

de matriz inferiores ao limiar; uma coluna com a energia, E, do estado ligado
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Potencial Paris: ¥(p)

DAUB4 DAUB6
i % | E(MeV) N, % | E (MeV) N,
10-20 100 | -2.2242513 | 3.13E+14 100 | -2.2242502 | 6.45E+14
10-14 | | 60.97 | -2.2242513 | 1.93E+14 | | 34.75 | -2.2242502 | 5.67E+14
1012 | | 20.13 | -2.2249514 | 5.62E+14 | | 15.67 | -2.2242502 | 5.64E+14
10710 | | 11.11 | -2.2242556 | 1.84E+14 | | 6.30 | -2.2242490 | 7.74E+16
10~° 6.49 |-2.2242477 | 2.09E+14 | | 3.94 | -2.2242322 | 2.64E+14
10-8 3.76 | -2.2214431 | 2.68E+14 | | 2.36 |-2.2242798 | 6.67E+12
1077 2.26 |-2.2233276 | 1.34E+13 | | 1.37 | -2.1916578 | 2.72E+14
106 1.24 | -2.5203427 | 5.72E+14 | | 0.82 | -2.0885406 | 2.57E+13
10~% 0.64 | -2.2119548 | 2.52E+07 | | 0.54 | -3.3265953 | 3.85E+07

(a) (b)

Tabela 5.24: Dependéncia da energia, E, com a eliminaggo dos elementos de matriz
usando ¥(p) e as wavelets (a) DAUB4 e (b) DAUB6. A coluna ¢ corresponde as fracgoes
do elemento da matriz com maior valor absoluto. A coluna % contém a percentagem de

elementos de matriz diferentes de zero. N, é o nimero de condigéo do sistema. Nyp=512.

obtida apés eliminagdo de elementos de matriz; e uma coluna com o nimero

de condigao do sistema, N,.

Como para. o potencial de Malfliet-Tjon V, a anslise dos resultados apre-
sentados nas tabelas 5.24 a 5.26 é feita comparando as percentagens de
elementos de matriz nao nulos que sao necessdrias para obter uma mesma

energia.

A energia obtida de sistemas com 100% de elementos de matriz nédo nu-
los foi diferente usando DAUB4 da obtida usando DAUBS, sendo, respectiva-
mente, -2.224513 MeV e -2.224502 MeV. O primeiro desses valores serviu de

referéncia para as energias obtidas, quando se fazem diferentes eliminagoes
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Potencial Paris: ~(p)

DAUB4 DAUBS6
; % | E(MeV) N, % | E(MeV) N,
1020 100 | -2.2242513 | 9.15E+12 100 | -2.2242502 | 3.39E+13
1071 | | 65.87 | -2.2242514 | 2.01E+13 | | 36.06 | -2.2242503 | 7.53E+12
10712 29.82 | -2.2242514 | 2.02E+13 15.60 | -2.2242503 | 7.67E+12
10710 10.12 | -2.2242515 | 2.95E+13 5.19 | -2.2242522 | 6.30E+12
1079 5.42 | -2.2242540 | 2.82E+13 3.03 | -2.2242696 | 1.93E+13
10-8 2.83 | -2.2242896 | 5.76E+13 1.82 | -2.2242002 | 1.43E+14
10-7 1.46 | -2.2247892 | 3.89E+13 1.07 | -2.2252985 | 2.73E+14
10~ 0.74 | -2.2250994 | 1.73E+13 0.66 | -2.2288257 | 1.06E+14
1078 0.39 | -2.3881312 | 4.40E+13 0.46 | -2.3649902 | 1.35E+12
104 0.25 | -3.4022057 | 8.48E+13 - - -

(a) (b)

Tabela 5.25: Dependéncia da energia, E, com a eliminagio dos elementos de matriz
usando y(p) e as wavelets (a) DAUB4 e (b) DAUBS. A coluna ¢ corresponde as fracgdes
do elemento da matriz com maior valor absoluto. A coluna % contém a percentagem de
elementos de matriz diferentes de zero. N. é o mimero de condigio do sistema. Para

€ = 10™* nao foi possivel efectuar o calculo usando DAUBG. N fp=512.

de elementos de matriz, usando DAUB4 e o segundo valor, usando DAUBS.
Os desvios das energias obtidas apés eliminacio de elementos de matriz sdo

calculados em relagio a cada um desses valores.

No caso do potencial Malfliet-Tjon V, compararam-se inicialmente as
percentagens necessédrias para obter a energia exacta, ou seja, a energia
resultante antes da eliminacéo, e a mesma tinha sete casas decimais. Para,
o potencial Paris, comparam-se as percentagens necessirias para obter a

mesma energia que se obteve sem eliminagéo de elementos de matriz, mas
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Potencial Paris: I'(p)

DAUB4 DAUBS6

) % | E(MeV) N, % | E (MeV) N,

10-20 100 | -2.2242513 | 5.03E+12 | | 100 | -2.2242502 | 8.27E+12
10710 | | 10.42 | -2.2242514 | 3.44E+13 | | 5.03 | -2.2242502 | 4.40E+13
10-° 5.53 | -2.2242513 | 1.03E+13 | | 2.96 | -2.2242500 | 1.55E+13
108 2.82 | -2.2242533 | 8.83E+12 | | 1.76 | -2.2242399 | 5.40E+13
10-7 142 | -2.2243697 | 1.18E+13 | | 1.01 | -2.2242287 | 1.73E+15
10-6 0.70 | -2.2379463 | 7.96E+13 | | 0.60 | -2.2256782 | 7.42E+12
10-5 0.37 | -2.3752106 | 3.80E+13 | | 0.43 | -2.1817501 | 2.67E+13
104 0.23 | -2.4813981 | 6.50E+12 | | 0.34 | -2.1105247 | 5.97E-+12

(a)

(b)

Tabela 5.26: Dependéncia da energia, E, com a eliminagéo dos elementos de matriz
usando I'(p) e as wavelets (a) DAUB4 e (b) DAUB6. A coluna ¢ corresponde as fracgoes
do elemento da matriz com maior valor absoluto. A coluna % contém a percentagem de

elementos de matriz diferentes de zero. N, é o nimero de condigdo do sistema. Nyfp=512.

desta vez com uma menor preciséo, ou seja, em vez das anteriores sete casas

decimais consideram-se cinco.

Apés eliminagao de elementos de matriz, nem todos os sistemas, para o
potencial Paris, levaram & obtenc@o da energia que se obteve sem qualquer
eliminagao, com sete casas decimais. Por isso, apesar de se proceder como
para o potencial Malfliet-Tjon V (onde se procuram percentagens necessérias
para obter uma mesma energia), comegou por se considerar uma energia
com cinco casas decimais. Qutra razdo para esta redugdo no nimero de
casas decimais, da energia que serve como referéncia de partida, deve-se ao
seguinte facto: as energias obtidas sem eliminagao quando se usa DAUB4 e

quando se usa DAUB6 diferem na sexta casa decimal.
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Posteriormente, reduziu-se a precisdo dessa energia de referéncia para
quatro e trés casas decimais. As trés situagdes analisadas estdo reunidas,

respectivamente nas tabelas 5.27, 5.28 e 5.29,

No primeiro caso em anélise, retiram-se das tabelas 5.24 a 5.26 as per-
centagens de elementos de matriz n&o nulos necessérias para obter energias
no intervalo E= -2.224251+0.000001 MeV. As percentagens e respectivas
energias estdo reunidas na tabela 5.27. Ainda nessa tabela estd o desvio
sofrido pelas energias obtidas apds eliminagdo em relagiao as energias obti-
das sem eliminacao de elementos de matriz, respectivamente, para DAUB4

e para DAUB6.

Potencial Paris: E= -2.224251+0.000001 MeV
% E. (MeV) n(x107%)
fungao :
DAUB4 | DAUB6 DAUB4 DAUB6 DAUB4 | DAUB6
lI/(p) 29.13 15.67 | -2.2242514 | -2.2242502 4.5 0
'y(p) 10.12 15.60 | -2.2242515 | -2.2242503 9.0 4.5
F(p) 5.53 2.96 -2.2242513 | -2.2242500 0 9.0

Tabela 5.27: Percentagens de elementos de matriz ndo nulos para obter energias em E=
-2.2242511+0.000001 MeV. E. sfo as energias que resultam dos célculos com as diferentes
percentagens de elementos néo nulos. 7(%) = %100% ¢é o desvio da energia, E.,
obtida com eliminacio de elementos de matriz em relacio & energia, Es (=-2.2242513

MeV para DAUB4 e =-2.2242502 MeV para DAUBS), obtida sem eliminagéo.

No segundo caso em anilise, E= -2.2242540.000005 MeV foi o intervalo
de energia considerado. As percentagens de elementos de matriz ndo nulos
e respectivas energias estdo reunidas na tabela 5.28, bem como o desvio

sofrido pelas energias obtidas apéds eliminagéo.

Por fim, para o dltimo caso em anélise as percentagens necessirias para
obter energias no intervalo E= -2.224240.0001 MeV estdo reunidas na tabela

5.29. Essa tabela contém também as energias obtidas com as diferentes
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Potencial Paris: E= -2.22425+-0.000005 MeV
% E; (MeV) n(x1074%)
funcao
DAUB4 | DAUB6 DAUB4 DAUB6 DAUB4 | DAUBG
\Il(p) 6.49 6.30 -2.2242477 | -2.2242490 1.6 0.54
v(p) 5.42 5.19 -2.2242540 | -2.2242522 1.2 09
T(p) 2.82 2.96 -2.2242533 | -2.2242500 0.9 0.09

Tabela 5.28: Percentagens de elementos de matriz ndo nulos para obter energias em E=
-2.22425+:0.000005 MeV. E. séo as energias que resultam dos cdlculos com as diferentes
percentagens de elementos ndo nulos. 7(%) = J&E;BE"MOO% é o desvio da energia, E,
obtida com eliminacéo de elementos de matriz em relagio & energia, E (=-2.2242513
MeV para DAUB4 e =-2.2242502 MeV para DAUBS), obtida sem eliminacao.

Potencial Paris: E= -2.2242+0.0001 MeV
% E; (MeV) n(x1074%)
fungao
DAUB4 | DAUB6 DAUB4 DAUB6 DAUB4 | DAUB6
\Il(p) 6.49 2.36 -2.2242477 | -2.2242798 1.6 13
v(p) 2.83 1.82 -2.2242896 | -2.2242002 17 50
I'(p) 2.82 1.01 -2.2242533 | -2.2242287 09 9.7

Tabela 5.29: Percentagens de elementos de matriz ndo nulos para obter energias em
E= -2.224240.0001 MeV. E; sio as energias que resultam dos célculos com as diferentes
percentagens de elementos ndo nulos. 7(%) = J%100% é o desvio da energia, E,
obtida com eliminagdo de elementos de matriz em relagéo & energia, E. (=-2.2242513
MeV para DAUB4 e =-2.2242502 MeV para DAUBS), obtida sem eliminagao.

percentagens de elementos de matriz ndo nulos e o desvio sofrido por essas

energias.

Pode ver-se, pela tabela 5.27, que, para todos os sistemas, com menos de

30% de elementos de matriz diferentes de zero se consegue obter uma energia
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com uma precisdo de cinco casas decimais. Resultados com essa precisao
levam a reducoes, da quantidade de elementos de matriz, superiores a 70%,
com desvios percentuais, nos valores da energia obtida apds eliminagao de
elementos de matriz face as energias obtidas sem eliminagao de elementos

de matriz, da ordem das milionésimas.

Se se pretende obter uma energia com uma precisao de apenas quatro
casas decimais, a percentagem de elementos de matriz ndo nulos decresce
para valores inferiores a 6.5%, o que pode significa redugoes, da quantidade
de elementos de matriz, superiores a 93.5%. Isso pode ser visto na tabela
5.28, na qual consta também que energias obtidas com essas redugoes sofrem

desvios percentuais da ordem das décimas de milésima.

Da tabela 5.29 retira-se que, a redugdo na precisao para trés casas de-
cimais leva a um aumento na eliminagao de elementos de matriz nao nulos
para valores que podem ir de 93.5 a 99% e com desvios percentuais, nos

valores das energias obtidas, da ordem das centésimas.

Na secgao que se segue ¢é feita uma tentativa de simplificagao do método
wavelet e sdo apresentados e discutidos os resultados para os sistemas de
equagoes lineares reformulados a partir das fungdes v(p) e I'(p), usando o

potencial de Malfliet-Tjon V.

5.3 Meétodo wavelet simplificado

A raz3o que nos motivou a procurar simplificar o método wavelet foi
a complexidade encontrada no processo de formulagao da equacao integral
na base scaling. Nomeadamente, a necessidade de dedugao de sistemas de
equagoes lineares para calcular os Ny, € outros para calcular os momentos
parciais das fungdes scaling. Se ja é diffcil para K = 2 e 3, ainda serd mais
para outro K superior ou para outro tipo de wavelets. Poder implementar o

método wavelet sem ter de calcular os Ny, e os momentos da fungéo scaling
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seria uma simplificagao significativa do método.

No tratamento de imagens (por exemplo) a aplicagdo de wavelets con-
siste na implementagio da transformagio wavelet a matrizes de dados. Os
elementos dessas matrizes podem ser entendidos como os coeficientes de ex-
pansao na base scaling que sao transformados para a base de multiresolugao.
Nesta perspectiva, quaisquer conjuntos de dados podem ser entendidos como
coeficientes de expansao numa base scaling, a uma escala de partida j, que
podem ser transformados para outra base em que grande parte dos coefi-
cientes de expansao tém valores td0 pequenos, comparativamente com os

restantes, que podem ser eliminados.

Com base nesta ideia, qualquer equagao integral que se pretenda resolver,
usando wavelets, ndo necessita ser explicitamente formulada na base scaling,
bastando, no entanto, ser obtido um correspondente sistema de equagoes
lineares com um qualquer método ja conhecido, por exemplo através da
expansio numa base ortogonal qualquer (métodos do tipo Garlekin) ou
pela discretizagao da integragio com uma regra de quadratura (collocation
method). As matrizes de coeficientes dai resultantes serdo densas. Para ter-
mos matrizes esparsas basta aplicar a transformagéo wavelet e proceder a

eliminagao de elementos inferiores a um limiar escolhido.

Como exemplo da aplicagio deste método simplificado s&o apresentados
e discutidos nesta seccao os resultados da aplicagdo da DWT aos sistemas
provenientes da discretizacao da equagao integral pela regra de quadratura
de Gauss-Legendre, usando o potencial Malfliet-Tjon V. Tal como a sec¢ao
anterior, esta divide-se em duas subsecgdes: uma onde se apresentam pri-
meiro as energias obtidas usando wavelets sem eliminagéo de elementos de
matriz; e outra onde se avalia o efeito da eliminagdo de elementos de matriz
nos valores de energia obtidos desses sistemas uma vez transformados para

a base de multiresolugao.
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A. Potencial Malfliet-Tjon V

5.3.1 Discretizagdo Gauss-Legendre e base de multiresolugio

Nesta subsecgao procura-se a convergéncia da energia com o aumento
do nimero de pontos de quadratura em vez do niimero de fun¢des de base

usado na secgio 5.2.

Nas tabelas 5.30 e 5.31 estdio apresentadas as convergéncias de energia,
com o nimero de pontos de quadratura quando se resolvem os sistemas

reformulados a partir das fungées y(p) e I'(p), usando DAUB4 e DAUBS.

Os resultados usando igual nimero de pontos de quadratura sio exac-
tamente iguais para y(p) e para I'(p) usando DAUB4 e DAUBS6. Isso pode
ser comprovado nas tabelas 5.30 e 5.31. A energia converge para o va-
lor -0.3494937 MeV ao fim de 256 pontos de quadratura. Ao fim dos 128
obtém-se a energia, -0.34949 MeV, de referécia. Nimero esse (de pontos de

quadratura) superior aquele a partir do qual se atingiu a convergéncia no

Pot. M. Tjon V: ~(p) — DAUB4 Pot. M. Tjon V: I'(p) — DAUB4

Gauss-Legendre/ wavelet Gauss-Legendre/ wavelet

Ng | E (MeV) N, Ngi | E (MeV) N,

16 | -0.3532596 | 1.0835489E+09 16 | -0.3532596 | 5.7369089E-+08

32 | -0.3496582 | 2.3140292E+12 32 | -0.3496582 | 1.2134330E+12

64 | -0.3495004 | 2.2627257E+10 64 | -0.3495004 | 1.1789833E+10

128 | -0.3494941 | 3.8182005E+09 128 | -0.3494941 | 1.9829410E+09

256 | -0.3494937 | 3.6843684E-+09 256 | -0.3494937 | 1.9102909E+09

512 | -0.3494937 | 2.8278871E+09 512 | -0.3494937 | 1.4650162E+09

(2)

(b)

Tabela 5.30: Dependéncia da energia, E, com o nimero de pontos Gauss-Legendre, Ny,

usando DAUB4. N, é o mimero de condigdo do sistema.
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Pot. M. Tjon V: v(p) —- DAUBS Pot. M. Tjon V: I'(p) ~ DAUBG6
Gauss-Legendre/ wavelet Gauss-Legendre/ wavelet

N, | E (MeV) N, Ny | E(MeV) N,

16 | -0.3532596 | 1.0835480E+09 | | 16 | -0.3532596 | 5.7369090E-08

32 |-0.3496582 | 2.3140874E+12 | | 32 | -0.3496582 | 1.2132644E+12

64 |-0.3495004 | 2.2627233E+10 | | 64 | -0.3495004 | 1.1789798E+10

128 | -0.3494941 | 3.8182002E+09 | | 128 | -0.3494941 | 1.9829403E+09

256 | -0.3494937 | 3.6843721E+09 | | 256 | -0.3494937 | 1.9102922E+09

512 | -0.3494937 | 2.8278883E+09 | | 512 | -0.3494937 | 1.4650156E+09

(a) (b)

Tabela 5.31: Dependéncia da energia, E, com o niimero de pontos Gauss-Legendre, Ny,

usando DAUBG6. N, é o mimero de condigio do sistema.

método de referéncia. A razio para a diferenga é devida ao constrangimento

imposto pelo algoritmo piramidal de apenas permitir nimeros diddicos.

Os resultados das tabelas 5.30 e 5.31 correspondem a ter a equagao
formulada na base de multiresolugdo. Uma vez nessa base sdo eliminados
elementos de matriz inferiores ao limiar escolhido e procede-se & posterior
resolucao do sistema de equagGes. Os resultados daf obtidos sdo apresentados

a seguir.

5.3.2 Base de multiresolugao com eliminagido de elementos

de matriz

Nesta subsecgao sdo usados 512 pontos de quadratura comparativamente

as 512 fungGes de base consideradas anteriormente.

Nas tabelas 5.32 a 5.35 s@io apresentadas as energias obtidas apds a
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Pot. Malfliet-Tjon V: y(p) — DAUB4

£ Neem | % | E (MeV) N,

10-20 0 100 | -0.3494937 | 2.83E-+09
1077 | 235245 | 10.26 | -0.3494937 | 3.22E+09
106 | 247866 | 5.45 | -0.3494950 | 2.65E+09
1075 | 255679 | 2.47 | -0.3494912 | 1.26E-+09
10~* | 259658 | 0.95 | -0.3495374 | 5.43E+09
1073 | 261121 | 0.39 | -0.3515315 | 1.80E--09
1072 | 261520 | 0.24 | -0.3404445 | 7.35E-+02

Tabela 5.32: Dependéncia da energia, E, com a eliminacio dos elementos de matriz
usando DAUB4 e v(p). A 12 coluna contém a fracgio, €, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 2% o nimero de elementos de matriz eliminados, Nejem. A 32 a
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N, é o niimero de condicio do

sistema. Ng=512.

eliminagdo de diferentes quantidades de elementos de matriz. As tabelas
também contém: o nimero de elementos de matriz, inferiores ao limiar, tor-
nados nulos; as percentagens de elementos de matriz diferentes de zero que
restaram apos a eliminagao de elementos de matriz; e o nimero de condigao

do sistema.

A anélise de resultados foi feita como anteriormente para o potencial
Malfliet-Tjon V. Comegou-se com uma energia de referéncia com sete casas
decimais e depois reduziu-se a sua precisdo para cinco e trés casas deci-
mais. Para cada um dos casos foram retiradas das tabelas 5.32 a 5.35 as
pecentagens de elementos nao nulos necessérias para obter uma energia num
intervalo centrado na energia de referéncia com a precisdo considerada. As
percentagens e respectivas energias estdo reunidas, para cada um dos casos

de diferente precisdo, respectivamente nas tabelas 5.36, 5.37 e 5.38.

138



Resolugao numeérica

Pot. Malfliet-Tjon V: v(p) — DAUBG6
£ Neem | % | E (MeV) N,
1072 0 100 | -0.3494937 | 2.83E+4-09
10-8 | 236559 | 9.76 | -0.3494937 | 2.58E+-09
1076 | 253441 | 3.32 | -0.3494936 | 2.26E+09
107° | 257632 | 1.72 | -0.3494897 | 2.14E+10
10~4 | 260090 | 0.78 | -0.3494419 | 2.55E+09
1073 | 261195 | 0.36 | -0.3517125 | 6.13E+08
10~2 | 261515 | 0.24 | -0.3744698 | 1.51E+09

Tabela 5.33: Dependéncia da energia, E, com a eliminagao dos elementos de matriz
usando DAUB6 e v(p). A 12 coluna contém a fracgdo, €, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 22 o nimero de elementos de matriz eliminados, Netem. A 3% a
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N é o mimero de condigdo do

sistema. Ng=512.

Pot. Malfliet-Tjon V: I'(p) — DAUB4
€ Nelem % E (MeV) Nc
1020 0 100 | -0.3494937 | 1.47E4-09
10-% | 243964 | 6.94 | -0.3494937 | 2.30E+09
1075 | 253977 | 3.12 | -0.3494948 | 1.39E+409
1074 | 259062 | 1.18 | -0.3495661 | 1.23E+-09
10~3 | 261010 | 0.43 | -0.3483876 | 1.97TE+06
10~2 | 261510 | 0.24 | -0.3711038 | 7.32E+08

Tabela 5.34: Dependéncia da energia, E, com a eliminagdio dos elementos de matriz
usando DAUB4 e I'(p). N. é A 12 coluna contém a fracgo, €, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 2% o nimero de elementos de matriz eliminados, Neiem. A 3%
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N, é o nimero de condigdo do

sistema. Ng=512.
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Pot. Malfliet-Tjon V: I'(p) - DAUB6
e | Naem | % | E (MeV) N,
1022 0 100 | -0.3494937 | 1.47E+09
10720 | 253134 | 3.44 | -0.3494937 1.36E-+09
1075 | 257500 | 1.77 | -0.3494939 9.89E+08
10~* | 260069 | 0.79 | -0.3494956 8.03E+10
103 | 261211 | 0.36 | -0.3502765 1.80E+10
10~2 | 261543 | 0.23 | -0.3600655 5.28E+09

Tabela 5.35: Dependéncia da energia, E, com a eliminacao dos elementos de matriz
usando DAUBSG e I'(p). A 12 coluna contém a fracgdo, £, do elemento da matriz com
maior valor absoluto. A 22 o mimero de elementos de matriz eliminados, Ngjem. A 32 a
percentagem de elementos de matriz diferentes de zero. N. é o ndmero de condi¢do do

sistema. Ng=512.

Como se pode ver pela tabela 5.36, consegue-se obter uma energia com
sete casas decimais exactas quando se eliminam cerca de 90% dos elementos
de matriz quando se usam sistemas reformulados a partir da funcéo v(p) e

cerca de 95% para a fungdo I'(p).

Pot. Malfliet-Tjon V: E=-0.3494937 MeV

%
fungao
DAUB4 DAUBS6
v(p) 10.3 9.8
I'(p) 6.9 34

Tabela 5.36: Percentagens de elementos de matriz néo nulos com que se obtém s, energia,

-0.3494937 MeV, obtida sem eliminacio de elementos de matriz.

Quando se reduz a precisdo para cinco casas decimais a quantidade de

elementos de matriz eliminados pode ser superior aos 98% quando se usam
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wavelets de ordem K = 3, com um desvio, nos valores da energia da ordem

das décimas de milésima. O que se pode comprovar pela tabela 5.37.

Potencial Malfliet-Tjon V: E= —0.34949 + 0.000005 MeV
% E. (MeV) n(x1074%)
funcao
DAUB4 | DAUB6 DAUBA4 DAUBG6 DAUB4 | DAUBG
~(p) 5.45 1.72 | -0.3494950 | -0.3494897 3.7 11
T'(p) 3.12 1.77 | -0.3494948 | -0.3494939 1.1 0.6

Tabela 5.37: Percentagens de elementos de matriz ndo nulos para obter energias em E=
-0.34949+-0.000005 MeV. E. sdo as energias que resultam dos cdlculos com as diferentes
percentagens de elementos nio nulos. 7(%) = J—ECT_;MNO% é o desvio da energia, Ec,
obtida com eliminagio de elementos de matriz em relagdo & energia, Es = -0.3494937

MeV, obtida sem eliminagao.

Por fim, na tabela 5.38, pode ver-se que com uma redugao de cerca de
99% dos elementos de matriz ainda se conseguem obter energias com uma

precisdo de trés casas decimais e com um desvio percentual da ordem das

centésimas.
Potencial Malfliet-Tjon V: E= -0.3495+0.00005 MeV
% Ec (MeV) (%)
fungao
DAUB4 | DAUBG6 DAUB4 DAUB6 DAUB4 | DAUBG
~(p) 0.95 0.78 -0.3495374 | -0.3494419 | 0.012 0.015
L(p) 1.18* 0.79 -0.3495661* | -0.3494956 | 0.021 0.0005

Tabela 5.38: Percentagens de elementos de matriz ndo nulos para obter energias em
E=-0.3495+0.00005 MeV. E. sdo as energias que resultam dos célculos com as diferentes
percentagens de elementos ndo nulos. 7{(%) = J%’lemo% é o desvio da energia, Ec,
obtida com eliminagéo de elementos de matriz em relagdo 3 energia, Es = -0.3494937 MeV,
obtida sem eliminagéo. O valor com * est4 fora do intervalo de energia considerado, mas

foi escolhido por néo haver nenhum valor no intervalo e esse ser 0 que mais se aproximava.
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Pelos resultados obtidos nesta secgao podemos concluir que foi bem su-
cedida a tentativa de simplificagdo do método wavelet. O ponto fulcral da
simplificagao consiste em néo ser necessdrio toda aquela dedugao dos siste-
mas de equagbes lineares na base scaling exposta no capitulo 4 e comple-
mentada com o apéndice B referente & dedugéo dos sistemas de equagdes

lineares para determinar os Np,,.

Existem também técnicas com wavelets que permitem tratar as singu-
laridades que surgem em problemas como a dispersdo nucledo-nucledo. No
entanto, com a simplificagao aqui apresentada, as singularidades podem ser
tratadas com os métodos convencionais seguidos por uma transformagao

wavelet.

Na secgao que se segue sdo comparadas as fungdes de onda provenientes

da resolugdo dos sistemas de equagdes discutidos nas secgdes 5.1, 5.2 e 5.3.

5.4 Funcgoes de onda normalizadas

A comparaggo entre as fungoes de onda obtidas pelo método de referéncia
e pelo método wavelet permite-nos visualisar melhor como os resultados se
aproximam. Em particular, qual o desvio & forma original da funcgo de onda

provocado pela eliminagdo de elementos de matriz na base de multiresolugéo.

Na secgao 5.2, foi considerado que os sistemas de equacdes formulados
na base scaling podiam ser representados, na forma matricial, pelo sistema
(5.1), enquanto que quando formulados na base de multiresolucgdo seriam
representados por (5.4). Assim, a partir do vector solugdo, X, de (5.1) pode
construir-se a funcdo de onda do deuterao na base scaling e a partir do
vector solugio, 5{, de (5.4) pode construir-se a funcio de onda na base de

mutiresolugao.

A funcgo de onda do deuterdo, no entanto, néo foi construida na base
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de multiresolugdo. Como o sistema (5.1) pode ser obtido a partir de (5.4)
através da transformacido wavelet inversa, também o vector solugéo, X, de
(5.1) pode ser obtido a partir do vector solugéo, X, de (5.4) como X = wTX.
Por isso, apesar de se resolverem os sistemas na base de multiresolugao, os
vectores solugdo daf provenientes foram transformados para a base scaling.
As comparacoes entre fungdes de onda, provenientes do método wavelet,

recairam sempre em representagoes na base scaling.

Uma vez que o sistema de equagdes teve de ser reformulado por causa da
instabilidade numérica na base de multiresolucdo, apenas interessa analisar
os graficos das fungdes de onda obtidas a partir dos sistemas reformulados.
O gréfico 5.4 permite comprovar a sobreposi¢do das fungdes de ondas obtidas
a partir de cada uma das situagdes. As fungGes de onda apresentadas nesse
gréfico sdo obtidas a partir da resolugdo das equagdes integrais formuladas

na base scaling.

Nos gréficos 5.1 a 5.5 sdo feitas comparagdes entre as fungdes de onda
obtidas pelo método wavelet usando o potencial Malfliet-Tjon V. Os gréficos
5.6 a 5.9 dizem respeito a fungdes de onda obtidas pelo método wavelet
usando o potencial Paris. Por ltimo, os grficos 5.10 e 5.11 correspodem as
funcoes de onda obtidas com método wavelet simplificado usando o potencial

Malfliet-Tjon V.

O grifico 5.1 compara a fun¢do de onda obtida pelo método wavelet
quando o sistema de equagdes foi resolvido na base scaling, com a funcéo de
onda obtida pelo método de referéncia. O sistema de equagdes considerado
para este caso, e também nos gréficos 5.2 e 5.3, é o que foi reformulado a

partir da funcio ¥(p).

A partir do gréfico 5.1 comprova-se que discretizar a equagdo integral
pelo método de quadratura de Gauss-Legendre leva ao mesmo resultado que

escrevé-la na base scaling.
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Figura 5.1: Comparagdo entre a fungiio de onda do deuterdo obtida com a discretizaco
Gauss-Legendre (1/(p)) e a obtida na base scaling (¥(p)).

No gréfico 5.2 sdo comparadas as fungdes de onda provenientes da re-
solugdo da equagdo integral na base scaling e da resolugio da equacdo in-
tegral na base de multiresolugio sem eliminacio de elementos de matriz.
Isto é, compara-se a fungdo de onda obtida a partir do vector solugdo, X,
de (5.1) com a fungdo de onda obtida a partir do vector X = WTX. Com
esta comparagdo pretende-se verificar a ortogonalidade numérica da trans-
formacgdo wavelet discreta (W). A segunda funcio de onda mencionada é
rotulada, no gréfico 5.2, por 'base scaling com We WL, que significa que
o vector que dé origem & fungdo de onda estd na base scaling ap6s o sistema
de equagdes ser transformado da base scaling para a base de multiresolucao
pela aplicagdo da W, ser resolvido nessa base e o vector solugdo, )~(, daf

proveniente ser transformado para a base scaling pela aplicacio da W1,

Novamente as fun¢oes de onda sobrepdem-se completamente comprovando-

se assim a ortogonalidade da transformagao wavelet discreta. A partir daqui,
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Figura 5.2: Funcdo de onda do deuterdo: comparacao entre as bases scaling e de mul-

tiresolugao, usando V(p).

as fungoes de onda sio todas obtidas pelo procedimento da funcao de onda

rotulada por "base scaling com We W —1" no gréfico 5.2.

Até este ponto, foram usadas as wavelets de Daubechies de ordem dois
para o cdlculo das fungoes de onda. No gréfico 5.3 é comparada uma fungao
de onda obtida quando se usa DAUB4 com uma fungao de onda obtida

quando se usa DAUBG.

O gréfico 5.3 mostra que usar wavelets de Daubechies de ordem dois ou
trés levam ao mesmo resultado para a fungao de onda. Em todos os outros

grificos sdo usadas wavelets de ordem dois.

Como jé mencionado, o gréfico 5.4 compara tres funcoes de onda, cada
uma proveniente da resolugao do sistema de equacoes lineares reformulado
a partir de cada uma da trés novas fungoes: ¥(p), v(p) e T'(p). Pela total
sobreposicio das funcoes comprova-se que sao equivalentes as reformulagoes

do sistema de equacoes lineares. Visto nas secoes anteriores termos compro-
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Figura 5.3: Funcao de onda do deuterio: comparacao entre DAUB4 E DAUBG6, usando
W(p).

vado que as fungoes y(p) e I'(p) levam a resultados ligeiramente melhores
que a fungao W(p), decidimos escolher utilizar, nos graficos seguintes, os

sistemas de equagoes reformulados a partir da funcao I'(p).

Entretanto. sao apresentados, no gréfico 5.5, os desvios, 2 funcao de onda
original, das funcoes de onda obtidas apds serem eliminados elementos de
matriz na base de multiresolugdo. Aqui, as funcoes de onda foram obti-
das do seginte modo: os sistemas de equacoes formulados na base scaling
foram transformados para a base de multiresolucao, resolvidos nessa base
apos terem sido eliminados elementos de matriz. Os vectores solugao, para
diferentes eliminagoes. foram novamente transformados para a base scaling.
Os elementos destes vectores sao os coeficientes de expansio da funcao de

onda.

Diferentes eliminacoes de elementos de matriz correspondem a usar di-

ferentes limiares, ¢, em relagiao aos quais sio comparados os valores dos

146



Resolugao numérica

- ¥Ye)|
- Y(P)
= T (p)

/'_’]

3

y(p) [fm

002 04 06 08 1 12 14 16 18 2

plfm"]
Figura 5.4: Comparacao da funcao de onda do deuterao, para o potencial Malfliet-Tjon

V. obtida usando as redefinicoes ¥(p), v(p) e I'(p).

elementos de matriz a eliminar. No grafico 5.5 sdao apresentadas as fungoes
de onda do deuterao usando cinco valores de ¢, nomeadamente: 10-%8, 107°,
1074, 1073 e 10~2. Para o menor desses limiares nao foram efectivamente
eliminados elementos de matriz, o que corresponde a ter 100% de elementos
de matriz ndao nulos. Para os restantes limiares os elementos de matriz nao

nulos que restaram foram respectivamente: 2.3%, 1.0%, 0.5% e 0.3%.

Os limiares apresentados, bem como as percentagens de elementos de
matriz nao nulos que restaram para cada caso foram retirados da tabela
5.19 porque as funcoes de onda aqui analisadas foram obtidas a partir dos
sistemas de equacoes reformulados pela fungao I'(p) usando DAUB4 e o po-

tencial Malfliet-Tjon V.

Como se pode ver pelo grifico 5.5 as fungoes de onda praticamente nao
sofrem alteracoes com a eliminagao de elementos da matriz, a nao ser quando

se eliminaram ~ 99.7%. Apenas nesse caso a fun¢do de onda se afasta das
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Figura 5.5: Efeito da eliminacio de elementos de matriz (na base de multiresolucio)
na funcao de onda (I'(p)) para o potencial Malfliet-Tjon V. As percentagens de elementos

nao nulos do menor ¢ para o maior sao: 100%., 2.3%, 1.0%. 0.5% e 0.3%.

restantes quando o momento linear tende para zero. Daqui conclui-se que
se podem eliminar até ~ 99.5% de elementos de matriz sem que a funcao de

onda sofra qualquer alteracao visivel no gréfico.

Em seguida, compara-se, para o potencial Paris, a funcao de onda obtida
a partir do vector solugao do sistema de equacoes resolvido na base de mul-
tiresolugao sem eliminagao de elementos de matriz, com a funcio de onda
obtida pelo método de referéncia. Para o potencial Paris, a funcao de onda
contém uma componente S e uma componente D, entdo sao comparadas,
em graficos distintos, as componentes S entre si e as componente D entre si,

respectivamente, nos graficos 5.6 e 5.7.

Os graficos 5.6 e 5.7 permitem, antes de mais, visualizar o peso relativo
que cada uma das componentes tém para a fungao de onda. A componente

S tem claramente uma maior contribui¢ao que a componente D.
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A forma como sao obtidas as componentes da fun¢do de onda usando
wavelets, nos graficos 5.6 e 5.7, é a mesma que é descrita relativamente ao
gréafico 5.2 para o potencial Malfliet-Tjon V. Por conseguinte, esta explicado
antes o significado do rétulo ‘base scaling com W e W17 que se refere
a fungao de onda obtida usando wavelets sem eliminagao de elementos de

matriz.

Tal como foi comprovado para o potencial Malfliet-Tjon V, também para
o potencial Paris se verifica, pelos graficos 5.6 e 5.7, a equivaléncia entre
discretizar a equacao integral usando uma regra de quadratura e escreve-
la numa base. Além disso, é verificada ainda a ortogonalidade da trans-

formagao wavelet discreta.

Nos graficos 5.8 e 5.9 sao apresentados os desvios, relativamente as com-
ponentes da fungao de onda original, das componentes obtidas apds serem
eliminados elementos de matriz na base de multiresolucdo. A forma como
sao obtidas as componentes S e D é como a descrita anteriormente para o

potencial Malfliet-Tjon V, relativamente ao grafico 5.5.

Nos graficos 5.8 e 5.9, tal como anteriormente, sao apresentadas as
funcoes de onda para diferentes limiares, o que significa, com diferentes
quantidades de elementos de matriz eliminados. Agora estamos a consi-
derar fungoes de onda provenientes dos sistemas de equagoes reformulados
a partir da fungao I'(p) usando DAUB4 e o potencial Paris. Como tal, os
valores limiares considerados, bem como as percentagens de elementos nao
nulos que restam, em cada caso, apds elimina¢ao de elementos de matriz,

sao retirados da tabela 5.26.
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Figura 5.6: Comparagao entre a onda S do deuterao obtida com a discretizacao Gauss-

Legendre e a obtida usando wavelets, com o potencial Paris.
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Figura 5.7: Comparacio entre a onda D do deuterao obtida com a discretizacao Gauss-

Legendre e a obtida usando wavelets, com o potencial Paris.
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Figura 5.8: Onda S do deuterdo obtida com eliminacio de elementos de matriz usando
o potencial Paris. As percentagens de elementos nao nulos do menor ¢ para o maior sao:

100%, 2.8%, 1.4%, 0.7%, 0.4% e 0.2%.
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Figura 5.9: Onda D do deuterio obtida com eliminacdo de elementos de matriz usando

o potencial Paris. As percentagens de elementos nao nulos do menor ¢ para o maior sio:

100%, 2.8%, 1.4%, 0.7%, 0.4% e 0.2%.
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Resolucdo numérica

As componentes das fungdes de onda do deuterao apresentadas no gréficos
5.8 ¢ 5.9 sdo calculadas usando seis valores de e, nomeadamente: 10720, 1078,
1077, 107%, 107® e 107*. Para o menor desses limiares nio foram efectiva-
mente eliminados elementos de matriz, o que corresponde a ter 100% de
elementos de matriz ndo nulos. Para os restantes limiares os elementos de
matriz ndo nulos que restaram foram respectivamente: 2.8%, 1.4%, 0.7%,

0.4% e 0.2%.

Nos graficos 5.8 ¢ 5.9 vé-se que ambas as componentes da funcado de onda
nao sofrem desvios significativos, relativamente as componentes da fungao
de onda original, até se eliminarem 99.3% de elementos de matriz. Apenas
as componentes correspondentes & eliminagao de 99.6% e 99.8% apresentam
um desvio junto dos valores méximos das componentes S e D das fungoes

de onda.

Por fim, é analisado o caso em que se aplicam wavelets & equacao integral
discretizada pela regra de quadratura de Gausss-Legendre para o potencial
Malfliet-Tjon V. Neste caso, discretiza-se a equacdo integral correspondente
3 funcdo y(p), transforma-se o sistema para a base de multiresolugao pela
aplicacdo da transformacao wavelet discreta (W), resolve-se o sistema nessa
base e aplica-se a W1 ao vector solugio. A funcio de onda do deuterso,

neste caso, é esse vector solucdo nos pontos de discretizacao.

No grafico 5.10 compara-se a funcdo de onda obtida do sistema de
equacoes que resulta da discretizacdo da equagdo integral, com a fungéo
de onda correspondente & equacdo integral quando formulada na base sca-
ling e obtida como descrito para o gréafico 5.2. Essas fungdes sao rotuladas
no grafico 5.10, respectivamente, por 'Gauss-Legendre com We WL e por
"base scaling com We W1, A razdo da escolha destes rétulos é a explicada
para o grafico 5.2, embora para o primeiro rétulo apareca Gauss-Legendre
em vez de base scaling para indicar que se partiu da discretizacao de equacgao

integral pela regra de quadratura de Gauss-Legendre.
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Figura 5.10: Comparacio entre a funcio de onda do deuterio obtida para o potencial

Malfliet-Tjon V com Gauss-Legendre/wavelet e scaling/wavelet.
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Figura 5.11: Efeito da eliminacdo de elementos de matriz (na base de multiresolugao)
na funcao de onda do deuterao (usando v(p)) para o potencial Malfliet-Tjon V . E usada
a discretizacdo Gauss-Legendre. As percentagens de elementos nio nulos do menor ¢ para

o maior sao: 100%, 5.4%, 2.5%, 0.9%, 0.4% e 0.2%.
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Resolucdo numeérica

Do grifico 5.10 podemos concluir que é dispensavel formular a equagao
primeiro na base scaling, uma vez que a fungéo de onda obtida a partir da
equacdo integral discretizada se sobrepde perfeitamente a funcao de onda

obtida a partir da equagdo integral formulada na base scaling.

O gréfico 5.11 diz respeito as fungdes de onda obtidas apds serem elimi-

nados elementos de matriz usando o método wavelet simplificado.

Neste caso, estamos a considerar fungdes de onda provenientes dos siste-
mas de equacdes reformulados a partir da fungdo 7(p), usando o potencial
Malfliet-Tjon V e o método wavelet simplificado com wavelets DAUB4. As-
sim, os valores limiares considerados e as percentagens de elementos nao
nulos que restam, em cada caso, apds eliminagdo de elementos de matriz,
sao retirados da tabela 5.32. Sao calculadas as fungoes de onda do deuterao
para os seguintes valores de e: 10720, 107, 1075, 107, 1073 e 10~2. Para
o menor desses limiares ndo foram eliminados elementos de matriz, o que
corresponde a ter 100% de elementos de matriz ndo nulos. Para os restantes
limiares os elementos de matriz ndo nulos que restaram foram respectiva-

mente: 5.4%, 2.5%, 0.9%, 0.4% e 0.2%.

No gréfico 5.11 vé-se que a fungdo de onda ndo sofre desvio significativo

relativamente 4 fungdo de onda original.
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Capitulo 6

Conclusoes

A realizaggo deste trabalho permitiu nao sé aprender, em termos praticos,
a implementar o algoritmo, sustentado por wavelets, que permite transfor-
mar sistemas de equagoes lineares densos em sistemas esparsos (entenda-se,
aqui, que as matrizes de coeficientes sao, respectivamente, densas e espar-
sas); como também, em termos tedricos, explorar as potencialidades das
wavelets. Levando mesmo, este tltimo aspecto, a tentar uma simplificagao

da sua aplicagdo a equagées integrais.

A utilizaggo de wavelets na resolugao numérica de equagoes integrais ho-
mogéneas, que era o propésito deste trabalho, foi bem sucedida na medida
em que nao s6 foi possivel resolver as equagoes integrais usando wavelets
mas porque foram também encontradas vantagens significativas da sua uti-
lizagao. Chegou-se a esta conclusido, por um lado, pela anaslise efectuada
aos desvios que as energias, obtidas apds eliminacao de elementos de matriz,
sofrem em relacéo & energia obtida antes da eliminagéo; por outro lado, pela

comparagao das respectivas fungoes de onda.

Da anélise dos valores de energia obtidos, conclui-se que, para o potencial
Malfliet-Tjon V, com eliminagoes de cerca de 99% dos elementos de matriz

se obtém energias com uma precisdo de trés casas decimais, cujo desvio
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percentual, em relagao a energia exacta, é da ordem das centésimas. E se
se pretender obter uma energia com uma precisdo maior, ainda se consegue
uma eliminagéo substancial dos elementos de matriz. Podem-se eliminar
mais de 95% e ainda assim se obtém energias com uma precisdo de cinco
casas decimais e um desvio percentual da ordem das décimas de milésima.
Esta conclusao é vilida para os resultado obtidos, para o potencial Malfliet-
Tjon V, nao sé quando, inicialmente, se escreve a equacgao integral na base
scaling (secgdo 5.2), como também quando se parte de sistemas de equagoes
que resultam da discretizagao da equagao integral com a regra de quadratura

de Gauss-Legendre (secgdo 5.3).

Por seu turno, para o potencial Paris, conclui-se que para obter ener-
gias com uma precisdo de trés ou quatro casas decimais se podem eliminar
desde 93% até 97% ou 99% dos elementos de matriz, respectivamente. Para
estas situagOes as energias obtidas apresentam desvios percentuais, respec-

tivamente, da ordem das centésimas e das décimas de milésima.

Em relagdo as ordens (2 e 3) das wavelets de Daubechies que foram
usadas, ndo se pode dar preferéncia a nenhuma das duas em detrimento
da outra, pois os resultados obtidos com ambas aproximam-se significati-
vamente. Observa-se que, numas situagoes os resultados sdo ligeiramente
melhores quando se usa DAUBA4 e noutras sao ligeiramente melhores quando

se usa DAUBG.

Pode dizer-se que a aplicagao de wavelets ao estado ligado nucledo-
nucledo é tao bem sucedida como a, anteriormente estudada, aplicagao a
dispersdo nucledo-nucledo, cujos resultados podem ser vistos em [3]. Na
dispersdo, contudo, concluiu-se que com DAUB6 se obtiveram melhores re-

sultados.

No caso particular do estado ligado, é de salientar que é preciso ter algum

cuidado na implementagao do método wavelet por poderem resultar sistemas
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mal condicionados. Para contornar esse problema é necessdria uma pequena
manipulagao matemaética dos sistemas de equagbes antes de implementar o
algoritmo. Em futuras aplicagées do método wavelet a equagdes integrais,
se, por ventura, ocorrer situagdo semelhante de mal condicionamento, a
manipulagdo matemdtica feita neste trabalho pode servir de sugestido para

contornar o problema.

A novidade encontrada neste trabalho, face & anterior aplicacao de wa-
velets & dispersao nucledo-nucledo, é a simplificagao proposta para a imple-
mentagao do método wavelet na resolugdo de equagtes integrais. Isto é, a
conclusao de que nao é necessério comegar pela formulardo da equagido na
base scaling. Este é, sem ddvida, um aspecto de relevincia porque pode
reduzir consideravelmente os obstdculos & futura utilizagio de wavelets na
resolugao de equagdes integrais de sistemas mais complicados, nomeada-
mente, problemas de trés ou mais corpos, e no dominio relativista. No caso
de problemas com singularidades, estas podem ser tratadas pelos métodos
convencionais e pode também, nestes casos, usar-se o método wavelet sim-

plificado.
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Apéndice A

Calculo dos momentos parciais da funcao

scaling de DAUB4

Suponhamos que a funggo ¢; (z) sobrepde o limite inferior do intervalo
[@,b] no qual queremos representar uma fungio, f(z) € L?(R), na base
scaling. Seja o suporte de ¢ (z) igual a [k, k + 2K — 1] para a escala j = 0.
Quando a fungao ¢x(x) sobrepde a, entdo k < a < k+ 2K — 1, logo apenas
a parte da fungdo scaling em [a, k + 2K — 1] contribui para a representagao.

Entéo, devemos calcular o0 momento (z™) Slas2K 1)

Para k =0 e K = 2, o momento (™) y[p0x—1] = (Z™)g[q;)» Onde m =

Ooulea=1ou?2. Portanto, tem-se
3 3 a
/ é(z)z™dz = / é(z)z™dz — / o(z)z™dz. (A.1)
a 0 0

Os momentos totais sdo dados na tabela 2.4 e o integral entre 0 € a da
equagao (A.1) pode ser calculado multiplicando a equagéo scaling por z™ e

integrando em [0, a|:
Mdr = 2 ’ hid(2z — Dz™d.
/0 o(z)z™dz ;\/_/0 102z — 1)z™dz
- 2 2a—1 +l m
pm = ;—\g—- /; z hio(y) (yT> dy
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Momentos parciais

como 0 < < 2K — 1, o sub-intervalo de integracao [—,0] ndo pertence ao

suporte de ¢ entdo podemos substituir —I por 0.
hy [t e+ I\
(m) _ & o
b lez/O () stasaa

Para os momentos de ordem zero, tem-se

WO = / $(w)dz = 71- " o)

_ —{ho / 8(z)dz + by /0 1 gb(m)da:}

= (hou( '+ hap”)

Sl

4—1

WY = / w)dw—z b(z)de

= {ho/ ¢(x)dm+h1/ o(x daz—l—hg/ &(x) da:+h3/ ¢m)da:}

= [ ho + hy)T©® + hz,u(o) +h ,u(o)]

Sl

onde T = 1. Daqui, tem-se

{(1 BY u® — e =0 (42)

al® + (1 22) ) = L(ho + ).

Com os hy da tabela 2.3 resolve-se o sistema de equagbes (A.2), donde

resultam os momentos parciais de ordem zero, ug Ve ,u( )

Os momentos parciais de ordem um calculam-se de forma aniloga, donde

resulta o sistema de equagoes lineares

(
(1) 1 _ (0)
(1= ) 17 — gt = g
(A.3)
1
—2\1/5 [hau(o) + hap + M T© + (ho + hl)T(l)] :

II



Apéndice B

Calculo dos integrais N,,,

Numa primeira andlise, a aplicacao de wavelets a equagoes integrais ho-
mogéneas comeca por ser feita formulando as equagoes na base scaling. Para
uma equacao integral cujo limite de integragao estd compreendido entre 0
e b, a formulagao da equagao na base scaling leva a necessidade de avaliar

integrais, NV,,,, definidos como
b
Npp = /0 (Dm(u)(lsn(u)du' (Bl)

Neste caso, as fungoes scaling ¢,,(u) e ¢,(u) correspondem, respecti-
vamente, a translacio m e n da funcao scaling ¢(u). Isto, a uma escala
arbitraria porque os N,,, nao dependem da escala. A indepedéncia da es-
cala, do integral (B.1), é devida a todas as fungoes scaling, da familia de

funcoes considerada neste trabalho, terem norma unitaria.

Para melhor compreensao de como calcular os N,,,, serao apresentados
alguns esquemas de casos concretos de sobreposigoes das fungoes scaling nos
limites de integragao. Apesar de os N,,, serem independentes da escala,

devemos escolher uma escala fixa a qual se fazem os célculos concretos.

Escolhamos a escala j = 0. Os indices m e n variam entre —2K + 2
e b — 1, que sao precisamente os limites para os quais as funcoes scaling

contem pelo menos parte do suporte dentro do intervalo de integragao [0, ],
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CAlculo dos N,

K=2 > Tamanho de Sup ¢, (u) é 3

¢-2(u) ¢b-1(u)
P e eee——
5-4-3-2-101 2 3 A b
4
b-1

-(2K-2)

K=3 < Tamanho de Sup ¢, (u) ¢ 5

0_,(u) 0y, (1)
e pe— B s S e §
532 4 0 1 2 3 4 b
4
) N b-1
-(2K-2)

Figura B.1: Intervalo [-2K + 2,b— 1] correspondente a variacao dos indices, m e n, da
translacao das funcoes scaling de Daubechies de ordem 2 e 3. As linhas horizontais abaixo

das funcoes scaling indicam o tamanho do seu suporte.

isto é. ainda contribuem para o integral. Quando a ordem das wavelets é
K=2temse -2<k<b-1lequandoé K =3 tem-se -4 < k <b-1,
onde k = m,n. Estes intervalos, da variagao dos indices das translagoes das
fungoes scaling, sao ilustrados na figura B.1.

Quando tanto m como n tomam valores no intervalo 0 < k < b—2K +1,
com k = m,n, ou seja, quando ambas as fungoes scaling tém o suporte com-
pletamente contido no intervalo de integragao, entao, pela ortonormalidade
das funcoes scaling, Ny, = 0mn. No entanto, m ou n podem assumir valo-
res fora desse intervalo e ai é necessario calcular os valores de N,,,. Para
isso, tal como é feito no capitulo 4, escreve-se a equagao scaling (2.36) na

igualdade (B.1) deste anexo e obtém-se a equacao

2K—12K—1
0.6 __ 0.2b
N”m o Z Z hlh'[lNZm+l,2'n+1" (BQ)
=0 =0

Antes de proceder a sua resolucao importa salientar qual o significado de
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Calculo dos Ny,

K=2 > Tamanho de Sup ¢, (u) é 3

Figura B.2: Sobreposicao dos suportes de duas funcgoes scaling, em que apenas um deles
sobrepde o limite inferior de integracio. ¢_1(u) sobrepée o limite inferior de integracao e

¢o(u) nao.

m e n pertencerem (ambos os indices ou apenas um dos dois) ao intervalo
[-2K + 2,0) ou ao intervalo [b — 2K + 2,b). Analisemos cada caso em

separado: remetamos, para jd, a nossa atengao para o intervalo [—2K +2,0).

Se 2K +2<m<0e0<n<b-2K+2, por exemplo, m = —1 e
n = 0, entao temos, respectivamente, ¢_;(u) e ¢o(u). E o suporte de ambas
as fungoes pode ser representado, para K = 2, como se mostra na figura

B.2.

Como podemos ver nessa figura, o suporte de ¢o(u) estd completamente
dentro de intervalo de integracao, enquanto a funcao ¢_; (u) sofreu um desvio
de uma unidade para a esquerda, pelo que, o seu suporte estd parcialmente
contido. Desse modo, apenas a parte contida no intervalo de integracao,
sobreposta com o suporte de ¢o(u), contribui para o célculo de N —10- Isto
é, o integral para N_; o compreende as partes dos suportes que delimitam a

area sombreada da figura.

Vejamos agora, na figura B.3, o caso em que m = —1 e n = —2. Neste
caso os suportes de ¢_1(u) e ¢_o(u) interceptam-se entre -1 e 1, mas apenas
a parte entre 0 e 1 contribui para o cédlculo de N_; _, porque é a parte que

estd dentro do intervalo de integracao.
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K=2 > Tamanho de Sup ¢, (u) é 3

Figura B.3: Sobreposicao dos suportes de duas funcoes scaling, em que ambos os su-
portes sobrepoem o limite inferior de integraciao. Quer ¢ (u), quer ¢_2(u) sobrepoem o

limite inferior de integracao.

Olhemos ainda para um terceiro caso, que nos mostra, na figura B.4, que
o limite inferior para os valores de m e n é —2K + 2. Por exemplo m = —1

en=-3.

K=2  Tamanho de Sup ¢, (u) ¢ 3

Figura B.4: Sobreposicao dos suportes de duas fungées scaling, em que um sobrepoe o
limite inferior de integracio e o outro esté fora do limite de integracao. ¢—1(u) sobrepoe

o limite inferior de integracao e ¢_3(u) estd fora do limite de integragao.

Apesar de o suporte das fungoes se sobrepor, nada contribui para o
caleulo de N_y 3 por essa sobreposigao estar fora do intervalo de integracao.
Assim, N_; g serd igual a zero.

Para calcular os N,,, no limite inferior de integracao é importante que
o limite oposto seja suficientemente grande. Isso. de modo a garantir, nao
$6, que uma funcao scaling, que sobrepoe o limite inferior de integragao, nao

sobreponha simultaneamente o limite superior, como também, que fungoes
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K=2 > Tamanho de Sup ¢, (u) é 3

o e,
D ——
\ , 2K-2
2K-2

-5-4-3-2-101 2 b

Figura B.5: Ilustragio do valor minimo do limite superior de integragéo, b. A condicéio
para o valor mfnimo de b é obtida quando se consideram fung¢Ges scaling que sobreptem os
limites de integragdo, contendo a maior parte do suporte dentro do intervalo de integracao
ndo havendo, contudo, sobreposi¢ao de ambas. A funcéo ¢_1(u) sobrepde o limite inferior,
a func@o ¢p—2(u) sobrepde o limite superior e elas néo se podem sobrepor. Nestas condicdes
o valor de b corresponde, no minimo & soma da parte dos suportes, de cada uma das fungées
scaling, que esté dentro do intervalo de integragao.

scaling que sobrepdem o limite superior ndo sobreponham as fungdes que
sobrepdem o limite inferior. Como ilustrado na figura B.5 para as fungdes
scaling de ordem K = 2, a simultaneidade de sobreposicdes é evitada se o

limite superior de integragdo satisfizer a condigdo b > 2(2K — 2).

Por outro lado, pode ver-se, pelas figuras B.2 e B.3, que, quando esta-
mos a considerar a sobreposi¢do da fungdes scaling no limite inferior, seja o
limite superior b, 2b, 3b ou outro valor maior, o valor do integral mantém-
se inalterado porque s6 depende do suporte das fungdes scaling que estdo
junto ao limite inferior de integragdo. Entdo, onde temos um intervalo de
integragéo entre 0 e 2b, podemos igualmente considerar entre 0 e b, e com

isso a equagdo (B.1) fica

2K—-12K-1

Ny = Z Z hihy Nom 1,904+ (B.3)
=0 l'=0

Isto é o sistema de equacdes lineares (4.22) do capitulo 4, no qual se omitem

os indices superiores, que indicam o intervalo de integracio, por poderem
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ser considerados iguais.

A julgar pelas situagdes analisadas, o suporte de duas fungdes scaling
tem de se sobrepor e essa sobreposicdo tem de estar pelo menos parcialmente

dentro do intervalo de integragao.

A condigdo que garante que haja sobreposicdo das fungdes scaling é
lm —n| < 2K — 1. (B.4)
Entao, os N, séo calculados para as situagées em que pelo menos uma

funcdo scaling sobrepde o limite de integragéo e é satisfeita a condigéo (B.4).

A condicdo (B.4) quando, por exemplo, a ordem das wavelets é K = 2
fica

l/m—-n|<3=|m—-n|=0, 1ou2

e, nesse caso, uma fungao scaling sobrepde o limite inferior de integracéo se
k=-2,—-1, com k =m,n. Isto §,
— para m = —2,

| =2 —~n|=0, 10u2, entdo tem-se n = —2,—1,0.

— E para m = —1,

| =1 —n|=0, 1ou2, entdo tem-se n = —2,—-1,0, 1.
A possibilidade para n = —2 ji estd contabilizada quando se considera
m = —2, porque Npn = Num. Portanto, os valores de n e m possiveis, para

wavelets de ordem K = 2, quando se considera a sobreposigio do limite

inferior de integragdo, sdo:

VIII



Cilculo dos Ny,

Para wavelets de ordem K = 3 procede-se de modo anilogo e as com-

binagoes possiveis para os N, sao as que estdo referidas no capitulo 4.

O sistema de equagoes lineares (B.3) é resolvido tendo em conta as com-

binagbes possiveis para m e n. Para wavelets de ordem K = 2, comecemos

por ilustrar a combinagdo m = —2 e n = —2. Neste caso, tem-se
3 3
Nog 2= Y mhyN_sgy _sir, (B.5)
1=0 I'=0
ou seja,

N_g_2 = hohgN_4_4+ hoh1tN_4_3+ hohaN_4_2+ hohgN_4 _1 +
hihoN_3_4+ hihiN_3 _3+ hihoN_3 _5 + hihgN_3 1 +
hohoN_g 4+ hohiN_g _3+ hohoN_3 _o + hohgN_o 1 +
hshoN_1,_4 + hghiN_i,_3+ hghaN_y,_2 + hghsN_1 ;. (B.6)

Daqui, podem eliminar-se muitas parcelas porque os N,,, correspondentes
sao nulos por terem pelo memos um dos indices inferior ao valor limite,
—2K + 2, permitido. Nomeadamente,

N.gy4=N_y43=N_y o2=Ny 1=N3 4=Ng3 3=N_g3 o=
Ng-1=N_g 4=N_ 3=N_3_4=N__3=0.

Assim, resta N_z’_1(= N_l,_z), N_a oe N_1,_1. Logo, (B6) fica

(1 — h§)N_3,—2 — 2hohgN_p 1 — h3N_1_; = 0.

Procede-se de modo andlogo para as restantes combinagoes de m e n

tendo em conta

Omn ,5e0<mgKb-3A0<ng<b-3

N 40 ,sem< —-2Vn< -2V |m-n|>3
mn

3
> hihyNomiionir, se —2< k<0, k=m,n A |m—n|<3.
LI'=0
(B.7)

IX



Calculo dos Ny,

E chega-se a um sistema de equacoes lineares que na forma matricial tem o

seguinte aspecto

(n-1 2hahg 0 h3 0 Nog_a )
hoho hohi+hsho—1  h3  hshy  hghy N_p
0 0 haho—1 0 hho Nap |=
h32 2hohy Qhohy hZ—1 2hihy Ny
\ o 0 X 0 mho—1) \ Noip )
( 0 \
0
0 : (B.8)
~h3 — K}

\ —haho — hshy

Substituindo em (B.8) os valores de hg, hi, hg e hg da tabela 2.3, resolve-
se o sistema de equagoes lineares e obtém-se os valores de N,,, para as

wavelets de ordem K = 2, apresentados na tabela 4.1.

Vejamos agora o caso em que hi sobreposi¢do dos suportes das funcoes
scaling no limite superior de integragdo. Como existe a simetria Ny, = Npm,

podemos sempre escolher m < n. Facamos essa escolha.

Para fungoées scaling do tipo de Daubechies de ordem K, o suporte de
ém(x) é {m,m + 2K — 1]. Sabemos que ¢,,(z) e ¢n(z) sdo ortogonais se a
regiao de integragao inclui completamente o suporte de ambas as fungoes.
Isso acontece, por exemplo, se m < n, para qualquer regido que inclua
[m,n 4+ 2K — 1]. Isto é,

n+2K -1

Nmnt2K-1 / du ¢ (w) b (1) = by (B.9)

m
O que também vale para qualquer limite a < meb>n+2K — 1.

Considerando, agora, o caso em que m < 0 < n+ 2K — 1, podemos
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Cdlculo dos Ny,

dividir o integral (B.9) em

N;mnﬁn+2K—1 — NT'r’r:r;LO + Ng;Z“K_I. (B.].O)
Sendo que ¢é vilida a igualdade NZb = N,‘:;:_’Zb: fk para qualquer & inteiro,

o primeiro termo de (B.10) também é

0 _ arm+bb
Npa, = m4-b,n+b’ (B.11)

Uma vez que se considerou o b suficientemente grande, entdo b > |m|

logo m + b > 0. Assim,

m+bb b
Nm+b,n+b — “'m+bn+bd* (B'12)

O segundo termo de (B.10), porque b > n + 2K — 1, pode ficar

0,n+2K—1 _ 770,
Nan 257 = Nl v (B.13)
onde o limite de integragdo é extendido de n + 2K — 1 para b.
Por (B.12) e (B.13) podemos escrever (B.10) como
N'S;,Z + Ng;z.b,n+b = 6mn- (B.14)

A igualdade (B.14) pode também ser entendida pela visualizagdo dos

gréficos das fungdes scaling que sobrepdem os limites de integragao.

Nas figuras B.6 e B.7 estd ilustrada a sobreposi¢do das fungdes scaling
de Daubechies de ordem K = 2 nos limites inferior e superior de integragao.
Para esse exemplo, apenas ¢_;(u) e ¢_o(u) sobrepdem o limite inferior, 0,
e apenas ¢p_1(u) e ¢p_o(u) sobrepéem o limite superior, b.

Pelas figuras B.6 (a) e B.7 (a), pode ver-se que a soma das dreas da
fungdo ¢—;(u) e da fungdo ¢p—1(u) corresponde & drea total de uma fungdo
scaling completamente contida no intervalo de integracdo. E pelas figuras

B.6 (b) e B.7 (b) pode ver-se que a soma das dreas da fungdo ¢_o(u) e
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Célculo dos Ny,

16— ' . : : . , 1.6-7— ’ : . . '

1.4] ] 14]

1.2 i 1.2

1.0 . 1.0

0.8 ] 0.8

06 {1 & 08

0.4 1 ° 4]

0.2] ] 0.2

0.0 pcett 0.0 i

02] W ] 0.2] \r

04] ] 04

06— . ! : , : ’ 064— , . , . . .
- 0 1 2 2 -1 0 1

(a) (b)

Figura B.6: Sobreposicio de uma fungdo scaling de Daubechies de ordem 2 no limite

inferior de integracdo, 0: (a) ¢—1(u); (b) ¢—2(u).

1.6 1— r . . . r . 16— . , ' : :

1.4] ] 1.4]

1.2 1 : 124 1

1.0 ] 1.0

0.8+ 4 0.8

06 1 & o8]

0.4 1l = 04 |

0.2 ] 02]

0.0 e, 0.0 e

0.2 \/ . 02] W[

0.4 1 4 _0_4.:

061 — . ! , , : . 061 . . , ; . ,
b-1 b b+t b+2 b2 b-1 b b

(a) (b)

Figura B.7: Sobreposicio de uma fungéo scaling de Daubechies de ordem 2 no limite

superior de integracdo, b: (a) ¢p—1(u); (b) dp-2(u).

da fungdo ¢p—o(u) corresponde também & drea total de uma funcdo scaling

completamente contida no intervalo de integragao.

Por essas igualdades de dreas, é facil chegar a (B.14), embora os gréficoa

nio representem o produto das fungdes scaling, mas isso é irrelevante.

Portanto, conhecendo os Ny, referentes a sobreposigéo do limite inferior
de integragdo podemos obter os N,,, referentes & sobreposi¢do do limite

superior de integragéo sem ter de resolver novo sistema de equag0es lineares.
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Célculo dos Ny,

Nmn

Limite inferior Limite superior

N_3_9=0.82905973 | Np_2p2= 0.17094029
N_3 1= 0.02061965 | Np_3p1=—0.02061965

N_3 =00 Np—2 5 = 0.0
N_;,1=0.99572637 | Np_1 1= 0.00427362
N_1,0=00 Np—1,5 = 0.0

Tabela B.1: Valores de Ny, obtidos da resolugio dos sistemas de equagtes lineares
deduzidos quando hé sobreposicdo de fungées scaling de Daubechies de ordem 2 nos limites
de integragao.

Apesar desta constatag@o, na pratica foi resolvido um sistema de equacgoes
lineares deduzido para o caso em que hé sobreposi¢ao do limite superior de

integragdo e comprovou-se o resultado (B.14).

Em termos préticos, foi feita a deducao do sistema de equagoes lineares
para o limite superior comegando por considerar Nv?z’ib,n b= N,;?;LO. Entao,
foi tido em conta este novo intervalo de integracdo, [—b,0], e procedeu-se
como se fez para a sobreposi¢do do limite inferior, considerando, também
aqui, a sobreposi¢dao no ponto 0. Isto é, avaliou-se quais as combinagoes de

m e n possiveis e o sistema de equagoes lineares foi obtido tendo em conta

(B.15).

Omn ,8 —=b<m<K -3 A -bg<ng-3
N = 0 ,sem>0Vvn>0V|m—n|>3
mn — 3
Z hlhl'N2m+l,2n+l’7 se —2<k<0, k=mnA |m—n| < 3.
Li'=0
(B.15)
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Ciélculo dos Ny,

Os Ny, resultantes dos sistemas de equagoes lineares para os limites
inferior e superior, quando se usam fungées scaling de Daubechies de ordem
2, estdo reunidos na tabela B.1. Comparando os resultados, para a sobre-
posicao do limite superior e do limite inferior, na tabela B.1 verifica-se a

igualdade (B.14).

No fim, 0s Ny, quando se usam fungdes scaling de Dabechies de ordem

2, levam & construgao de uma matriz com o seguinte aspecto:

Nog Nag 00 00 0 0
Nog Ngq1 00 00 0 0

0 0 10 00 0 0

0 0 01 00 0 0

0 0 00 10 0 0

0 0 00 01 0 0

0 0 00 00 1-N_y3_3 —-No_
K 0 0 00 00 -Nop1 1-Nop )

O célculo para K = 3 foi feito tendo em conta —4 < k < b— 1, com
k = m,n e que o tamanho de Sup¢y(x) é 5. A matriz, para os Ny, usando
fungoes scaling de Daubechies de ordem K = 3, fica entdo como se pode ver
na pigina seguinte. Os elementos da matriz tém os valores apresentados na

tabela 4.1.

XIvV



Célculo dos Ny,

A matriz para os Np,, correspondentes as fungoes scaling de Daubechies

de ordem K = 3 é:

No caso geral, para chegar aos sistemas de equagdes lineares que per-

mitem determinar os Np,,, quando se considera a sobreposigao do limite

inferior de integragéo, deve ter-se em conta (B.16). E para o limite superior

ter em conta a igualdade (B.14).

Omn ,5e0<MEKbO-2K+1A
0<n<b—2K+1
0 ,sem < —2K+2Vn<—2K+2V

lm—n| >2K -1
2K-1
> hihyNomiionsr, se ~2K +2< k<0, k=m,nA
LI'=0
|m —n| < 2K —1.
(B.16)

XV
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( N.g—3 Nogp Nog_1 0 0 00 0 0
N3 g Nag Nagq 00 00 0 0
Ngy Ngq Ny 00 00 0 0
0 0 0 10 00 0 0
0 0 0 01 00 0 0
0 0 0 00 10 0 0
0 0 0 00 01 0 0
0 0 0 00 00 1-N_y_3 -N
0 0 0 00 00 -Ngg 1-Nj_
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Ciélculo dos Ny
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