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Abstract

Nonlocal variational principles

Our purpose is the mathematical analysis of some nonlocal variational problems.
There are many ways to express the nonlocality. Here we are concerned with a type
of nonlocality, that can be expressed in general as a double integral. The functional
we give especial attencion to is the homogeneous, one-dimensional case, and the
main goal is to understand how the nonlocal nature of this kind of problems can
affect the basic questions of the calculus of variations like weak lower semicontinuity
and relaxation.

All of that work is done with the support of Young measures associated to weakly
convergent gradient sequences. Jensen’s inequality also have an important role in
the paper. Weak lower semicontinuity is obtained by Jensen’s inequality for the
appropriate family of Young measures.

We also explore inhomogeneous functionals and the form of the equilibrium equa-
tions, and finally we state some direct generalizations of those concepts for nonlocal

vector problems.

Key Words and phrases: nonlocality, weak lower semicontinuity for nonlocal

fuctionals, relazation for nonlocal fuctionals, Young measures.



Resumo

O objectivo deste trabalho é a andlise matematica de alguns principios variacionais
nio locais. Esta propriedade pode expressar-se de diferentes maneiras. Aqui esu-
damos um tipo de nio localidade que pode ser expressa como um integral duplo,
em particular, damos especial atengéo ao caso um-dimensional, ou seja, o caso ho-
mogéneo. O principal objectivo é perceber de que forma a natureza nao local destes
problemas pode afectar questdes bdsicas do calculo das variagdes como a semicon-
tinuidade inferior fraca e a relaxacao.

Todo este estudo tem como base as medidas de Young associadas a sucessoes
de derivadas fracamente convergentes. Também a desigualdade de Jensen tem aqui
um papel relevante, dado que podemos obter a semicontinuidade inferior fraca via
desigualdade de Jensen para uma apropriada familia de medidas de Young.

Exploramos ainda os funcionais nao-homogéneos e a forma das equagdes de

equilibrio e finalmente generalizamos todos estes resultados ao caso vectorial.



Introducao

Esta tese baseia-se no estudo do artigo NonLocal Variational Principles, Non Linear
Analysis, Theory, Methods and Applications, Vol. 29, N°12, pag.1379-1392, 1997,
escrito pelo Professor Pablo Pedregal Tercero, da Universidade de Castilla - La
Mancha, Ciudad Real, Espanha. O objectivo deste estudo é a anslise matemética
de alguns principios variacionais nao locais.

A néo localidade pode expressar-se de diversas maneiras. Por exemplo, os prob-
lemas de controlo éptimo sao problemas ndo locais, definidos através de um integral
sobre 2, que depende de y, a varidvel de estado, e de u, o controlo. Neste caso temos

o funcional de custo
Wpw) = [ Lo,y(e), u(w) do

para ser minimizado. Dado u, é possivel determinar y através da equacio de estado,
que é uma equagao diferencial, cuja estrutura depende apenas do controlo. Assim,
o funcional de custo depende apenas de u, de forma néo local, através da equacdo
de estado. No entanto, na maior parte dos casos é muito dificil ou até mesmo im-
possivel escrever explicitamente esta dependéncia nao local de u. Ocasionalmente,
a estrutura da equagao diferencial podera permitir-nos escrever a solugao do proble-
ma, y, em termos da func¢io de Green para a equagio, o que nos daria contudo, um
integral singular em muitos casos. No entanto, o segundo argumento de L é uma
fungao nao local da varidvel de controlo w.

Neste trabalho, consideramos um tipo diferente de nao-localidade, que pode ser
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escrita, em geral, como o integral duplo
I(u) = / W (21, 7, u(@n), u(za), Vuler), Vu(zs) doyds, — (0.1)
axN

onde Q é um subconjunto aberto de RV, suave e regular, u: Q@ C RY — R™ pertence

a um espaco de Sobolev apropriado, e supomos que a densidade de energia
W:Qx QxR xR x MY x M™Y 5 R

é continua nas varidveis u ¢ Vu, e mensuravel em z; e zs.

A interaccio nao local deste tipo de energias tem sido usada para explicar trocas
de energia em modelos de ferromagnetismo, como se pode ver em [5],[6],[19] e [20].
Funcionais nao locais de energia do tipo (0.1) servem para modelar interacgoes de
longo alcance de energias nao lineares.

Neste artigo trabalha-se essencialmente com medidas de Young, e a nao locali-
dade dos principios variacionais expressa-se exactamente pela interaccao entre estas
medidas.

O principal objectivo deste trabalho é perceber de que forma os problemas varia-
cionais de natureza nao local como (0.1) podem interferir em questdes basicas do
cdlculo das variagoes, como a semicontinuidade inferior fraca e a relaxagdo. Em par-
ticular, o funcional que aqui se estuda e a que daremos especial atencao é o funcional

homogéneo

I(u) = /Q W), (a2) ded 0.2)

onde € é um intervalo aberto da recta real, u € W?(Q) e u — ug € Wy*(§2) para
algum uo fixado verificando I(up) < oo. Consideraremos ainda W uma fungao
continua e limitada inferiormente. O problema central e de maior relevo deste tra-
balho sers o estudo da semicontinuidade inferior fraca para este tipo de funcionais.

Uma das nocdes a salientar, e cujo papel é muito importante nesta matéria, ¢
a nocao de convergéncia fraca. Esta goza das mesmas propriedades de compaci-
dade que os espacos de dimensdo finita: basicamente as sucesses limitadas formam

conjuntos fracamente relativamente compactos. No entanto, no que respeita aos
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funcionais néo lineares, a convergéncia fraca nao se comporta da forma como gostari-
amos. As medidas de Young constituem aqui um instrumento muito importante para
a compreensdo da convergéncia fraca e do seu comportamento relativamente aos fun-
cionais néao lineares. Sob hipéteses convenientes, as medidas de Young fornecem-nos
uma forma de representar, através de integrais, limites fracos de composi¢oes com
funcdes néo lineares. Este feito é particularmente importante na compreensao do
fenémeno oscilatério e de como as oscilacées variam quando um funcional ndo linear
é aplicado.

Também no método directo do célculo das variagbes a convergéncia fraca as-
sume um papel de relevo, uma vez mais por as sucessdes uniformemente limitadas
nos permitirem extrair subsucessoes fracamente convergentes. Com o objectivo de
mostrar a existéncia de minimizantes para um dado funcional, um dos requisitos a
cumprir é a propriedade da semicontinuidade inferior fraca. Este é o ponto crucial
e mais delicado de conseguir no método directo do célculo das variagbes. Muito
trabalho foi feito no sentido de determinar sob que condi¢des podemos ter a semi-
continuidade inferior fraca, com respeito s topologias fracas, para funcionais néao
lineares na forma de integrais. A conclusdo a que se chegou é que existe sempre
algum tipo de convexidade envolvida nestas situacoes. Qutra questao fundamental
é como se lida com funcionais que nao sao fracamente semicontinuos inferiormente.
Nalguns casos, podem existir minimizantes, mas em muitos outros, a falta de con-
vexidade conduz-nos a sucessdes minimizantes oscilantes cujos limites fracos nao séo
minimizantes. Foi neste contexto, de problemas variacionais, ditos irregulares, que
surgiram as medidas de Young, para tentar perceber e prever a natureza altamente
oscilatéria das sucessoes minimizantes.

Um dos nossos objectivos serd salientar o papel das medidas de Young na com-
preensdo da semicontinuidade inferior fraca, em problemas variacionais nao locais
do tipo (0.2), dado que estas sao usadas para representar limites fracos de funcionais
ndo lineares. Por outro lado, tentar perceber de que forma é a relaxagao afectada,
uma vez que nio é possivel proceder como no caso local, isto é, ndo podemos substi-

tuir a densidade pelo seu invélucro convexo. A dnica forma de descrever a relaxagao
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nestes casos é também através das medidas de Young. E por tudo isto que se torna,
tao importante descrevé-las.

Em primeiro lugar, no capitulo 1, faremos entio uma introducao as medidas
de Young, destacando (1.2), a sua propriedade fundamental. Apresentaremos em
seguida alguns resultados importantes, um dos quais o teorema 1.1, que é uma
versao do teorema de existéncia para medidas de Young, sendo também um teorema,
de representacao de limites fracos.

Posteriormente ¢ feita uma caracterizacdo das medidas de Young associadas a
sucessoes fracamente convergentes da forma fi(@1,22) = (u)(z,), u;(z2)), onde {u;}
é uniformemente limitada em WP(Q), que aplicaremos depois a semicontinuidade
inferior fraca. Finalmente apresentaremos alguns resultados gerais acerca das medi-
das de Young.

No capitulo 2, que é o mais importante, estuda-se a semicontinuidade inferior
fraca para funcionais do tipo (0.2), e a relaxagio, no caso 1-dimensional. Apre-
sentaremos um resultado, a proposicio 2.1, onde se estabelece uma relacdo entre a
desigualdade de Jensen e a semicontinuidade inferior fraca, dada uma familia apro-
priada de medidas de Young. O principal resultado deste capitulo e de todo o artigo,

é o seguinte:

Teorema 0.1. Seja W uma funcdo continua e limitada inferiormente. Uma con-
digio necessdria e suficiente para que o funcional I seja fracamente semicontinuo

inferiormente é

2n n
Agict + Ao Agjo1 + Ay
Do) 24 5w (Bt da ), 03

i,j=1 ij=1

para cada n € N, e cada escolha Ay, As, ..., Aop €R.

Este teorema foi obtido com o objectivo de simplificar a desigualdade de Jensen,
que nos estabelece uma condicido necessaria e suficiente para a semicontinuidade
inferior fraca. A condicio acima apresentada é uma condi¢do de convexidade. Note-
se que a convexidade separada de W é uma, condigao suficiente para as desigualdades

(0.3). Este é um resultado que apresentaremos também no capitulo 2. Uma questio
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que nos podemos pdr é se a convexidade separada serd também necessaria para as
desigualdades (0.3). Esta é uma questdo que ndo é trivial, e que continua ainda
por responder. Neste teorema supomos que os valores vy sao medidas de Young

diferentes em subconjuntos disjuntos de Q. Geometricamente, as desigualdades (0.3)

2 3
por 4 é inferior ou igual & soma dos valores que W toma nos pontos (A;, Aj), para

i_14+Xai Agjo1+Ag -
estabelecem-nos que o valor que W toma no ponto ()‘2z Lthsi 2% 12+ 21) multiplicado

AL, Az, o Aon € R, com n € N. Analisemos geometricamente, com mais pormenor

oscasosn=1,n=2eo0cason=1apédsn=2.

en=1

A
AW (Al b Az) < WL M) + WA, ) + W (e, M) + W (2, Ag)

2 b]

(a)2) (a)2)

L * -9

Kiﬁtuzifm»-(mmyz.mmm»
,»/ V\A\V‘

A o - ®
“ALM) Gah)

At A2

Figura 1: cason = 1.

o n=—=2
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W (A, M) + W(AL, Ag) + W (A1, As) + W (A, A)

+ W, M) + W (2 A2) + W (Ag, As) + W (A, M)
+ W (s, A1) + W (As, A2) + W(As, As) + W (Asy Ag)
F WO AL + W (A, A2) + W (A, As) + W (Agy Ag)

A+ A AL+ Ag A+ A A3+ M\
>4 4
14 )‘3+)‘4 )‘1+/\2 - )\3+)\4 )\3‘*’)\4
+W ( )tV )]
M — -0
l‘\._" ’/
' H WA )
D) ¢ ef \ &6
- .
M &—O &b
¥ ¥ A M

Figura 2: caso n = 2.

en=1apésn=2
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WO, A1) + W (A A2) + W (A1, As) + W (A, Ag)

F W (g A1)+ W (s Ag) + W (g, As) + W (A, M)
F W (s, A1) + W (As, A2) + W(As, As) + W (s, Ag)
F WO M) + W (A A) + W (Aa, As) + W (g, M)

A A A
> 16W A+ A+ A3+ 4’)\1+/\2+ 3+ Aq .
4 4
As i & ﬁf«wn
.A’/ "" ey
2 o ?Q' o)
A o iy o3
Al A2 A3 M

Figura 3: caso n =1 ap6s n = 2.

A familia de desigualdades obtida desta forma, é de natureza nao local, note-se
que cada ponto (), A;) ndo pode ser separado de (A;, Ai), (i, M), (A4, Aj). Cada um
deles tem que ser considerado juntamente com os outros trés. E esta particularidade
da nio localidade que torna impossivel definir um invélucro convexo apropriado,
quando tentamos descrever a relaxagdo. Quando falha a convexidade do integrando,
deparamo-nos com algumas dificuldades. Nalguns problemas podem existir mini-
mizantes, mas noutros, a falta de convexidade conduz-nos a sucessées minimizantes
de caracter altamente oscilatério cujos limites fracos nao sao minimizantes. Quando

isto acontece, a ideia é convexificar o integrando, isto é, em vez de considerarmos
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um integrando nao convexo e que nos possa trazer problemas, consideramos antes o
seu invélucro convexo e passamos a ter um novo problema, associado ao primeiro,
a que chamamos problema relaxado associado. Este novo problema goza de duas
propriedades fundamentais, o infimo néo é alterado em relagéo ao primeiro e existe
minimizante para o novo principio variacional. No entanto, no caso nao local nao
existe uma forma de definir um invélucro convexo apropriado devido a interacgao
entre as varidveis, e portanto um novo principio variacional que goze destas duas
propriedades. A tnica maneira possivel de descrever a relaxacao nestes casos é
através das medidas de Young e de um funcional generalizado definido nessas me-
didas, ou seja permitir que as medidas de Young possam competir no processo de
minimizacio. Este estudo serd entéo feito no final deste capitulo.

Ainda no capitulo 2, faremos um breve estudo, no caso de um funcional néo-
homogéneo, e veremos que a condigdo de convexidade para a semicontinuidade in-
ferior fraca, nio é simplesmente a condi¢do de convexidade homogénea para quase
todo o par (z1,x2) € 2, devido a interacgao existente entre a nao-homogeneidade
da densidade de energia e a sua natureza nao local. Exploraremos também a forma
das equacdes de equilibrio deste tipo de principios variacionais, passando primeiro
pelo caso homogéneo.

No capitulo 3 faremos uma breve passagem pelo caso vectorial. Breve porque,
depois de entendidas as dificuldades da natureza nao local dos funcionais, o caso
vectorial nao nos adianta nada de novo.

Para ilustrar a importancia do teorema 0.1, assim como a sua aplicagao pratica,
faremos, no capitulo 4, o estudo de alguns exemplos praticos e especificos que con-

sideramos importantes. Consideremos, por exemplo, o seguinte problema genérico:
(P) inf {I(u) = / w(u'(z1) — o' (22)) dz1dmg s u € WHP(Q),u — ug € W’ol’p(ﬂ)}
axN

onde  é um intervalo aberto na recta real e w ¢ uma funcdo convexa e par. Provamos
no capitulo 4, que nestas condigdes, W (A1, A2) = w(A —Az) verifica as desigualdades
(0.3). Se se verificar uma condigao de coercividade apropriada, prova-se usando o

teorema 2.4, apresentado e demonstrado no capitulo 2, que existe minimizante para
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o problema (P).
Um outro exemplo, que é também bastante motivante, é o caso de um integral,
cujo integrando é o produto (ou quociente) de fungoes de uma varidvel s6. Consid-

eremos o caso particular
W (21, %2, A, A2) = AT (1 + 22) X5

E interessante notar que o problema variacional associado,

inf {I(u) = /01 /01 w'(21)2(1 + 220! (22)? dx1d2, w(0) =0, u(l) = 1} ,

é um problema de natureza nao local e corresponde a minimizar um produto de in-
tegrais. A questdo que nos colocamos é a seguinte: sera que existe minimizante para
o integral I? Para responder a esta questdo recorremos ao teorema 2.5, andlogo ao
teorema 2.4, cujos pontos fundamentais a verificar sdo a coercividade e a semicon-
tinuidade inferior fraca. Para verificarmos esta tltima basta, como ja vimos, que se
verifiquem as desigualdades (0.3) para este caso particular ou entao a propriedade
da convexidade separada para W (lembramos que a convexidade separada é con-
digéo suficiente para as desigualdades (0.3)). Este problema nao é de modo algum
um problema trivial. Veremos, no capitulo 4, que as equagdes de equilibrio para
este problema (nao-homogéneo), tomam a forma de equagdes integro-diferenciais,
que nio se conseguem resolver explicitamente. Este problema ilustra o facto de a
resolucdo deste tipo de problemas (ndo locais) poder ser muito complicada, mesmo
para um exemplo simples como este.

Muitas mais aplicacdes deste tipo de problemas poderiam ser analisadas nestes
termos. Este é um assunto recente onde ainda hd muita coisa por fazer e por isso

pode servir de base para uma posterior tese de doutoramento.



Capitulo 1

Medidas de Young

1.1 Caracterizacao das medidas de Young

O estudo das medidas de Young estd directamente relacionado com o estudo da

convergéncia fraca com respeito a funcionais nao lineares. Dizemos, grosso modo,

que f; — f se
/Efjdx-—+/Efda:,

para todo o conjunto mensuravel E.

Em [17], encontramos exemplos, onde a convergéncia fraca ndo se comporta da
forma como esperariamos, em relagdo aos funcionais nao lineares. Por exemplo,
sejam ¢ e g; funcdes, observamos em [17], que o limite fraco de {¢(g;)} ndo é a
composicao de ¢, com o limite fraco de {g;}.

Observa-se também, que a convergéncia fraca é particularmente bem comportada
quando lida com sucessoes limitadas em L*(f2).

Dizemos que a sucessdo {f;} em L>(§2) converge fracamente* para f (em L*(£2))

e escrevemos f; = f em L®(2) se

/gf,-d:c—)/gfdx Vg € L}(92).
2 7]

Usando o teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (teorema 5.31), vem que, é

possivel extrair uma subsucessao fracamente* convergente. O principal ponto onde

15
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queremos chegar é o seguinte {17]: suponhamos que f; A fem L>(£2), tal que
1 fill oo (ay < € < 00, ¢ é uma funcdo continua e {¢(f;)} é uma sucessdo uniforme-
mente limitada em L*(f2). Entdo, podemos extrair uma subsucessdo fracamente*
convergente em L®(£2), isto é, ¢(f;) = B8 em L™, usamos a mesma notacgio desde
que ndo haja perigo de confusao. O limite fraco 8 nao é, como ji dissémos atras,
»(f). O que serd S entdo? E aqui que entram as medidas de Young.

Uma medida de Young é uma familia de medidas de probabilidade de v={v; }zc0
associada a uma sucessdo de fungdes f; : 2 C RV — R™ tal que supp(v;) CR™ e
que depende mensuravelmente de x € 2, o que significa que, para qualquer funcgao

continua ¢ : R™ — R, a funcio 3, definida por

70 = [ o) =< g, > (B

é mensuravel.
Temos ainda que, sempre que {¢(f;)} converge fracamente* em L*°({2), (ou
mais geralmente em LP(£2)), o seu limite fraco, pode ser identificado com a fungio

@, definida atras, isto é,
1151{.1(,/(2<P(fj($))y($) dﬂ?:/ﬂg(x) /Rm ©(N)dvy(N) dz (1.2)

Vg € L'(2). Esta é a propriedade fundamental de uma familia de medidas de
probabilidade.

Intuitivamente, podemos pensar nas medidas de probabilidade como sendo o
limite da distribuicdo de probabilidade dos valores de {f;}, onde os pontos sdo
escolhidos arbitrariamente em torno de cada z € ). Para cada EF C R™ tem-se

.. {y € Br(z): f;(y) € E}|
va(B) = lim lim, B |

(1.3)

onde | - | denota a medida de Lebesgue. A relagio entre (1.1) e (1.3) é estabelecida
fazendo ¢ = 4., onde § é a massa de Dirac e ¢ uma fungdo préxima da fungio
caracteristica de E, xg. Este facto deve ser entendido de forma intuitiva, como ja
foi referido.
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Apresentamos de seguida uma versao do teorema da existéncia em medidas de
Young, valido em qualquer dimensdo. Este teorema dd-nos uma forma de representar
os limites fracos, quando eles existem, desde que tenhamos garantida a convergéncia
fraca em L' das sucessoes cujos limites fracos estamos a tentar obter. A convergéncia
faca em L!, é portanto uma das hipéteses cruciais deste resultado.

E de salientar que, este resultado nao nos garante de forma alguma, que estes
limites fracos existem, de modo que a existéncia tera de ser obtida independente-

mente.
Teorema 1.1. Seja f; : @ — R™, onde Q@ C RN é um conjunto aberto e limitado.

1. Se f; é uma sucessio limitada em LP(Q?) (p > 1), entdo eziste uma subsucessdo
(ndo renomeada) e uma familia de medidas de probabilidade v = {v;}zen
dependendo mensuravelmente de x € Q (isto é, para qualquer funcdo continua
@ a aplicagGo x —< @,v, > é mensurdvel) tal que, sempre que a sucessio
{¢(f;)} converge fracamente em L'(E) para algum conjunto mensurdvel E C

Q, temos
o(fi(z)) = Bz) =< p,vp > .

// |AP dv, dz < o0,
Q m

supp(v;) C K,

Além disso

para p finito e

p.qtox €K ep=o00, onde K CR™ é um conjunto compacto fizado.

2. Uma familia de medidas de probabilidade v = {v;}4cq, dependendo mensuravel-
mente de x € (2, pode ser gerada como sendo a medida de Young correspon-
dendo a sucessoes de fungdes {f;} tal que {|f;|P} € equiintegrdvel para p < oo

e limitada em L*®(Q2) para p = oo, sse

// [AIP dv, dz < oo,
Q 7
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para p finito e
supp(v;) C K,

p.qtox € Q ep= o0, onde K CR™ ¢ novamente um conjunto compacto
fizado.

Demonstracao: Esta demonstra¢do nio é apresentada por ser demasiado extensa e
nao estar dentro dos nossos principais objectivos. O leitor interessado deve consultar
[17], pdg. 97. O

Outro resultado importante é o seguinte lema (ver [17] e [18])

Lema 1.2. Seja {f;} uma sucessio limitada em LP(Q?) com medida de Young asso-
ciada v = {Vz}req, de acordo com o teorema anterior. Se ¢ é uma fungdo continua
ndo negativa (ou limitada inferiormente) entdo

fim [ o(f)dez [ [ o) o) da

J—ro0 0

Demonstracao: Esta demonstragdo baseia-se em dois resultados, os teoremas 1.10
e 1.11, que sao apresentados na seccao 1.3, deste capitulo.

Suponhamos em primeiro lugar que ¢ > 0. Suponhamos também que o limite é
finito, pois se o limite nao for finito, nada h4 a demonstrar. Entao, sendo o limite
finito, para alguma subsucessio (ndo renomeada), dado o lim inf, temos que {¢(f;)}

é uniformente limitada em L'(Q). Ent&o pelo teorema 1.10, o b-limite é dado por

70 = [ o0

Assim, se houver uma subsucessao convergindo fracamente em L!(E), E C ) men-
suravel, usando a desigualdade (1.7) do teorema 1.11 e a prépria defini¢ao de con-
vergéncia fraca em L'(E), temos a igualdade. Se houver uma subsucessio néo
convergente fracamente, novamente pelo teorema 1.11, ndo é possivel termos a de-
sigualdade estrita

liminf [ p(fj(@))ds < [ wo)ds
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dado que falha a convergéncia fraca em L', e portanto temos a desigualdade oposta
que é a pretendida.

Suponhamos agora que ¢ é apenas limitada inferiormente. Aplicamos a primeira
parte da demonstracdo a ¢ — a pois ¢ > a = ¢ — a > 0, para concluirmos a
desigualdade. OJ

1.2 Problemas nao locais

Suponhamos que estamos a trabalhar com uma sucessao escalar, {u;}, limitada em
WbP(Q), p > 1, onde 2 é algum intervalo aberto da recta real. Vamos caracterizar
as medidas de Young associadas a sucessoes do tipo {f;(z1,z2)} onde f;(z1,z9) =
(w}(1), wj(z2)), em termos da medida de Young correspondente a uj(z). Com esse

objectivo, enunciamos a seguinte proposicao,

Proposicao 1.3. Seja A = {A(,,2,)} uma familia de medidas de probabilidade
suportadas em R2. A é a medida de Young associada & sucessdo filz1,22) =
(uj(z1), wj(x2)), onde {u;} € limitada em WhP(Q), se e 56 se v = v, é a medi-

da de Young associada a uj; e

A(z1,22) = Vo, @ Vay (1.4)

/Q /R AP duy d < oo, (15)

para p finito e
supp(v;) C K, (1.6)
p.gtoz € ep=o00, onde KCR™ é um conjunto compacto fizado.

Demonstracao: Seja A a medida de Young associada & sucessao

fi@1,22) = (uj(x1), wj(x2))
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onde {u;} é limitada em WhP(Q2). Queremos mostrar (1.4), (1.5) e (1.6). Se p = oo,
pelo teorema 1.1 2., vem directamente (1.6), e se p for finito, vem (1.5), uma vez
que o facto de {u;} ser limitada em W'?((2) implica a equiintegrabilidade de ||u;][P.
Mostremos agora (1.4). Sejam ¢ = ¢, € 6 = 0,0,, pela propriedade fundamental
de uma familia de medidas de probabilidade vem

/anel(xl)92($2) (/RXIR 1(A1)p2(A2) dA(m,zz)()n,/\z)) dzdzs

= lim 01(x1)02(x2)0(fi (21, 22)) dr1dzy
I Jaxn

= lim 01(21)02(z2) 01 (w) (1)) 2(uj (7)) dz1dz,

I Jaxn

= Jim ([ enentistan o) ( [ outaeate (e2) s
/01 T (/ 01(A1) dvg, (A1) ) dx1/02 T (/chg()\g) duu()\g)) dzs

- / 61 (16 (2) / 2100 02(0a) d(ve, @ v,) (A Ao) dradlay,
Ox0

RxR
0 que prova o pretendido.

Em relacdo a implicagdo contrdria, pelo teorema 1.1 2., bastam (1.5) e (1.6)
para concluirmos que A é a medida de Young associada & sucessdo f;(z1,z2) =
(w}(x1), vi(22)), onde {u;} é limitada em W?(Q). Ou seja, no caso escalar, (1.5) e
(1.6) sdo as dnicas condigdes pedidas para uma familia de medidas de probabilidade
ser gerada por uma sucessdo limitada em W1P(Q2). O

Vejamos alguns exemplos da aplicagdo pratica deste resultado.

Exemplo 1.4. Seja f : R* — R tal que fj(z1,22) = (uj(x1),uj(x2)). Sejam vy,
Vg, € Vg @ Vg, as medidas de Young associadas a u}(x1), uj(rz) e a fi(x1,x,),

respectivamente.
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1) Consideremos u;(y) = %u(jy), onde u: R — R € a fungdo continua

Y, seyc (O) %):
1—y, seye(3,1).

u(y) =

Podemos estender u periodicamente a R. A derivada de u;(y) € dada por

uj(y) = w'(jy) ou sefa,

1, se<jy>€(0,3);

-1, se<jy>e€(3,1).

(Notemos que < jy >= jy — [jy], onde [jy] é a parte inteira do nimero jy.)

A medida associada a u;(y), vy, estd concentrada em 1 e em —1, donde
Uy = /\51 + (l - /\)(5_1,

para A € [0,1] que é a frequéncia do declive. Isto significa que temos declive 1
com frequéncia -;—, e temos declive —1 com a mesma frequéncia. Como vy, ndo

depende de y, a medida de Young associada a uj(z1) € a uz(z2) € a mesma,

ou seja,

1 1
Vg, = Vgy = 551 + 55—1,

vejamos o grdfico

=
-
i

Figura 1.1: exe.l
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e portanto, a medida de Young associada a f;(x1,%2) é

1 1 1 1
Vg, ® Vgo = (561 + '2"(5_1) ® (551 + 55_1)
1 1 1 1
=101@6) + (01 ®6-1) + (61 ® ) + 7 (61 ® -4
1 1 1 1
= 700+ 7001 + 701y + 70-1,-)-

Por outro lado, para qualquer func¢do continua ¢ : R2 — R temos

1 1 1 1
4 (U}(ﬁl),u}(fﬂz)) A Z@(l,l) + ;1'99(1,-1) + Z<P(—1,1) + Z<P(—1,—1)

=< O,V > .

Ou seja, < p,v > € o limite fraco de p(uj, u}).

2) Consideremos u;(y) como no exemplo anterior, mas em vez de considerarmos o
intervalo (0, 1), dividido a meio, consideramos os subintervalos (0, %) e (%, 1)

e u € a fungdo continua

>0

);
%'—y) seyc€ (%71)

Y, sey € (0,
u(y) =

A derivada de u;(y) serd entdo dada por

1, se<jy>e€(0,3);
-1, se<jy>e€(31).
Temos entdo que

vy = A0 + (1 — A)d_y,

onde A € [0,1]. Temos declive 1 com frequéncia %, e declive —1 com frequéncia

i—, logo

3 1
l/y = Z(Sl -+ 15_.1,

e a figura é
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et

¢ 1 2 3 - 1

Figura 1.2: exe.2

A semelhanc¢a do exemplo anterior, a medida nao depende de y, e portanto

as medidas de Young associadas a ui(z,) e a wj(z2) sdo a mesma, donde a

medida de Young associada a f;(x1,22) €

9 3 3 1
Vg, Q Uy, = 1—65(1,1) + E(S(l,—l) + Téé(—l,l) + E5(—1,-—1)-

E novamente, para qualquer funcio continua ¢ : R2 — R temos

« 9 3 3 1
® (U;(%), U}(ﬂ?z)) - Igsﬂ(m) + 1—699(1,—1) + Ew(_m) + 1—6<P(_1,_1)

=<, Uu>.
Ou seja, < p,v > € o limite fraco de p(uj, u}).
3) Consideremos
uj(y), sey € (0,3);
ul(y), sey€(3,1).

sendo ujl(y) a sucess@o do exemplo 1 e uf(y) a sucessdo do exemplo 2.

Uj(y) =

No intervalo (0, 3), as derivadas u; geram a medida

1 1
Vpy = Vgy = 551 + 56—1)
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e no intervalo (3,1) a medida de Young associada a uj €
3
4

Portanto, a medida de Young associada a f;(z1,%2) depende de onde poderd

V«’L‘l = Vz2 =

1
0 + 16_1.

estar o par (z1,z3). Se estiver no quadrado (0,3) x (0,3) vem

1 1 1 1
y(l) = Uy,  Vpy = 15(1’1) + -4'(5(1,_1) + 26(—1,1) + 15(—1,—1)7

1

se estiver em (0,1) x (3,1) vem

3 1 3 1
V) = v, @y, = goan * goa-n + g1y + F-1-1),

se estiver em (3,1) x (0,3) temos
3 3 1
D = vy @, = gdan +glu-n+g

e finalmente, se estiver no quadrado (3,1) x (3,1) a medida serd

9, L3 3 1

11y 4 =8y
16 16°@- F 7%t T g

1
A O-1,1) + g‘s(—l,—l)a

v = Vg, @ Vg = —=0601,1) + 0(-1,-1)

e VD =10,

Concluindo, aplicando o teorema 1.1 a qualquer funcdo ¥(x1, Z2, A1, A2), men-

suravel em z; e continua em ); temos a seguinte representagao:

lim (a1, T, wi(21), uj(x2)) darydas
J=00 Jaxn

~ / (1, 72, Aty o) A, (Ar) v, (Vo) dardas,
OxQ JRxR

sempre que a sucessao {(z1, T2, uw}(z1),uj(r2))} converge fracamente em L'((2).

De futuro, denotemos o conjunto das medidas de Young verificando (1.4) e (1.5)
ou (1.6) (dependendo de p ser um ndimero finito ou ndo) por g. Fazendo um pequeno
abuso de linguagem identificaremos também v com A, (note-se que A(z,, z,) = Uy, @
Vz,), € escrevemos v € p. Neste sentido, v € p significa simplesmente (1.5) ou (1.6),
dependendo do valor de p.
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1.3 Alguns resultados gerais

Nesta seccao, apresentamos algumas definicdes e resultados acerca das medidas de

Young. A demonstragdo destes resultados pode encontrar-se em [17].

Definicdo 1.5. Seja {f;} uma sucessido de fungées em L!. Dizemos que {f;} ¢
equiintegravel se, dado ¢ > 0, podemos encontrar § > 0 (dependendo apenas de £)

tal que, se |E| < 4, entdo
/ |fi(z)|dx < &,
E
para qualquer j.

Definig¢ao 1.6. Seja ¢(z,A) : @ x R™ — RU +o0. Dizemos que ¢ é uma fungéo de

Carathéodory se ¢ é mensurdvel em z e continua em ).

Lema 1.7. seja {f;} uma sucessao limitada em L'(Q),

Esta sucessdo é fracamente relativamente compacta sse

lim (sup / | f,-{d:z:) =0.
oo\ a0 Jiize

Na seccdo 1.1 apresentdmos um teorema de existéncia em medidas de Young, que
é um teorema de representacgao de limites fracos, se eles existirem. Este teorema vale
se tivermos garantida a convergéncia fraca em L' das sucessoes envolvidas. Quando
esta hipdtese falha, falha também o teorema da representacao de limites fracos. Para

resolver este problema surge entdo o importante teorema

Teorema 1.8 (lema de Chacon da b-convergénia). Seja {f;} uma sucessdo

uniformemente limitada em L'((2),

sup || fjll 1) = C < o0,
J
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Entdo existe uma subsucessio (ndo renomeada), uma sucessio ndo crescente de
conjuntos mensurdveis Q, C Q, |Q,] \ 0 e f € LY (Q) tal que

fi = fem L'(Q2\ Q)
para todo n.

Portanto, mesmo que a convergéncia em L' falhe, podemos continuar a considerar
a funcdo P definida em (1.1). No entanto, esta fungéo nio pode ser considerada como
o limite fraco de {¢(f;)}, porque suposémos precisamente que ndo existia limite fraco

antes de enunciarmos o teorema. Vamos entao ver, qual a relagido que existe entre

{e(fi)} e

Definigao 1.9 (b-convergéncia). A sucessio {f;} C L'(f2) é b-convergente para
f € L'(9), e denota-se por
fi = f em L}(@),

se existe uma sucessdo nao crescente de conjuntos mensuraveis {€2,} tal que |2, \, 0

e

fj - f em Ll(Q\Qn)

para todo o n.

Assim, podemos expressar de outra forma o lema de Chacon da b-convergéncia,
dizendo que uma sucessdo uniformemente limitada em L'(Q) contém uma sub-

sucessdo b-convergente para uma funcio em L1(().

Teorema 1.10. Seja f; : Q@ C R* = R™ uma sucessdo de funcoes com valores
vectoriais com medida de Young associada v = {v;}ecq. Se ¢ : R®™ - R é uma
fungdo continua e a sucessio {¢(f;)} é uniformemente limitada em L'(QQ), entdo
passando possivelmente a uma subsucessdo vem

o(f;) > Blz) = / () dvg()) da.

m
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Nalguns casos, a b-convergéncia pode ser melhorada no sentido de termos a
convergéncia fraca, de forma que as medidas de Young nos possam proporcionar os
limites fracos. O seguinte lema dé-nos uma condig¢io necessédria e suficiente para

este melhoramento.

Teorema 1.11. Seja f; : @ — R (f; > 0) uma sucessio de fungdes mensurdvess
em L'(S2), b-convergente para f em L'(Q).Uma subsucessio converge fracamente

em L'(2) se e sd se

liminf/Qf]-(x)d:cg/Qf(x)dx. (L.7)

j—o0

Além disso, toda a sucessdo f; converge fracamente em L'(Q) para f se e sd se

limsup/gfj(a:)dmgfnf(:c)dx. (1.8)

j—00
Definicao 1.12 (medidas de Radon). Seja X um espago métrico localmente
compacto e separavel, B(X) a o-dlgebra de Borel e (X, B(X)) um espaco de medi-
da. Uma funcgio de conjunto (real ou vectorial) definida em subconjuntos de Borel
relativamente compactos de X é uma medida em (K, B(K)), para todo o conjunto

compacto K C X, e chama-se medida de Radon (real ou vectorial) em X.

A desigualdade de Jensen tem um papel central no estudo das medidas de Young,

por isso incluimos aqui o seguinte resultado

Teorema 1.13. Seja 1 uma medida de Radon positiva sobre a o-dlgebra, M, num
conjunto €} tal que u(Y) = 1. Seja f uma funcdo com valores vectoriais em L'(p)
tal que f(z) € K para p—p.qt oz € Q onde K C R™ ¢é um conjunto convezo. Se
@ € uma funcdo convera definida em K entdo

w(/ﬂfdu) S/Qw(f)du-



Capitulo 2

Problemas nao locais no caso

escalar

2.1 Semicontinuidade inferior fraca

Consideremos em primeiro lugar o funcional homogéneo
I(u) = W (' (1), v (z2)) dz1dzy (2.1)
QxN

onde © é um intervalo aberto da recta real, u € W?(Q), u — uo € W,?(Q) para

algum w, fixado verificando I(ug) < co. Suponhamos que Wé uma funcio continua

e limitada inferiormente.
A seguinte proposi¢do dé-nos uma condi¢do necessaria e suficiente para garan-

tirmos a semicontinuidade inferior fraca para o funcional I em W1((Q).

Proposigao 2.1. O funcional I é semicontinuo inferiormente com respeito d con-
vergéncia fraca em WH*(QQ) se e s6 se para cada v € p, se se verifica a desigualdade

de Jensen:

/ / W (O, M) dva, (M )dva, (Ao) dz1dzs (2.2)
Ox0 JRxR

> /Q an( /R Adva, (), /R Aduzz(/\)) dzydzs.

28
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Demonstragao: Suponhamos primeiro que o funcional I é fracamente semicontinuo
inferiormente, com vista a provar (2.2). Se v € p, entdo pelo teorema 1.1 podemos
encontrar uma sucessao {u;}, limitada em L*(Q) tal que {(v}(x1),u}(x2))} gera a
correspondente familia de medidas de probabilidade A. Como sup; [lu]| oo () < 00,
e u; — u vem que {W(uj(z1),uj(x2))} é uniformemente limitada em L*®(Q x )
e portanto {W(u}(z1),u}(2))} é fracamente convergente em L'(Q x Q) (ou pos-

sivelmente uma sua subsucessio adequada). Novamente pelo teorema 1.1 temos

que
W (uj(21), uj(22)) = W (21, 22),
isto é,
f W (uj(x1), w)(xs)) dzrdzy — W (xy, z2)dz dz,,

OxQ QxQ

ou seja,
lim W (uj(1), ui(x2)) dydy (2.3)
I Jaxn

= / W (A1, A2) dvg, (M) dvy, (A2) dz1dzs.
Ox JRxXR
Se u; — u em Wh(Q), entdo
u'(z) = / Adyg(N). (2.4)
R
Juntando (2.3), (2.4) e a semicontinuidade inferior fraca, obtemos
/ VV(Al, Ag) dl/x1 (Al)dez(Az) dxldxz
ax0 JRxR
= lim / W (uj(z1), wj(x2)) driday
QxQ

j—ooo

Z VV(U’(.'E1), U’(CL‘Q)) d(li‘ld.’l,‘g

Qx0

- / % ( / Ay, (A, / /\dum()\)) dzydzs,
axQ R R

donde sai a desigualdade de Jensen.
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Provemos agora a implicagdo contraria. Suponhamos que se verifica a desigual-
dade de Jensen e u; — u em WH®(Q2). Como W é limitada inferiormente, por
hipétese, pelo lema 1.2 vem

: ' 1y,
jlg& - W (u;(21), uj(x2)) dz1dzy

Z/ W()\l,)\z) dl/zl(/\l)dljm()\g)d.’lild.’rg
Ox0 JRXR

> / w (/Aduxl(/\),/)\du,;z()\)) dz,dzsy
des. Jensen JOxQ R R
:/ W(u'(z1), v (x2)) dz1dis,

xN

que nos dé a semicontinuidade inferior fraca. [

Note-se que a condigdo (2.2) ndo é de natureza local devido & interaccdo entre
Vg, € Vg,. Uma condicao suficiente para (2.2) é ter (2.2) p.q.t. 0 vy, ® v;,, 0 que é

equivalente a

/R ] W (A1, A2) dy(M)dia(Ae) > W ( /R Advy(N), /R /\duz()\)), (2.5)

para cada par (v,1,) com suporte compacto. Esta condicio é equivalente, como
veremos um pouco mais a frente, a propriedade de convexidade separada para W
(onde uma das varidveis se mantém constante). Contudo, escapa-nos o facto de nos
integrais em (2.2) os pares v, Quy,, Vg, QVy,, Vg, ®Uy, € Vg, QV,, Virem sempre juntos.
Por exemplo, se fizermos W(A;, A2) = A2 — A2, o correspondente funcional I torna-
se identicamente nulo devido & antisimetria e consequentemente I é fracamente
semicontinuo inferiormente. N&ao temos ainda que W é separadamente convexo.
Outra condi¢do suficiente que inclui os casos anti-simétricos é a propriedade da
convexidade separada para W()\l, A2) = W (A1, Ag) + W (Ag, Ar). Mas novamente esta,
condicao nao parece ser necessiria. Note-se, contudo, que a convexidade separada
de W é necessdria e suficiente se insistirmos em ter a semicontinuidade inferior fraca
sobre subconjuntos mensurdveis arbitrarios do produto 2 x 2. Neste caso, podemos

localizar cada par v;, ® v;, em torno de Q x Q.
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Se tentarmos obter condigbes necessarias simples, podemos comegar por simpli-
ficar as medidas fazendo v, = v, ou seja, considerando que a medida de probabilidade
nao depende das varidveis, Yz €  em (2.2). Assim a desigualdade pode escrever-se

ome ‘/]R2 W (AL, A2) dv(A1)dv(Xg) > W (/RAdv(/\),/R’\dV(A)) ’

que por sua vez é equivalente a

M+ A+ Ay
4W( 2 7 2

)SW(Al,)\l) + W (A, A2) + W(Ag, A1) + W(Ae, Xa), (2:6)

para cada escolha de (A1, Ay). Ora vejamos: tomemos v = 16y, + 16,,, onde 6 é o
delta de Dirac.

dv(A)dr(Xg) = d(v(Ar) ® v()\2))

1 1 1
d ( (5)“ + = (5)‘2) ® (-—(5,\1 -+ —5,\2))

1 1 1

d (Z 5>\1 ® 6/\1 + = (61\1 ® 5)\2) = (6)\2 ® 5&) + Z (6)\2 ® 5)\2))
1
4

d 6(}\1,)\1) + = 6 (1h2) (5()\2)\1) + 5(>\2,/\2))

donde
/ (s, ) d () (3o)
R
, 1 1 1 1
WAL A2) d | ~00u00) + 700 + 500e00) + =600 2)
- 1 1 1 1
1 1 1 1
= W00 M) + W0, &) + 5 0 ) + 3 (0, Do),
e como A )\ )\ )\
W(/Adu,\)/Ady(A)) (1; 2 “2' 2)
vem

AW (/\1+/\2 AL+ Ag

T )gW()\l,/\l)+W(,\1,)\2)+W(A2,A1)+W(x\2,)\2).
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Esta desigualdade é uma condigdo necesséria para a semicontinuidade inferior fraca.
Podemos tentar obter condigbes necessirias mais complicadas fazendo v; e vy,
duas medidas de probabilidade diferentes em dois subconjuntos de  diferentes.

Assim, a condi¢ao necessaria seria

/ W (A, Ag) dia (Ar)di (Ma) + / W (M, M) diy (M) dua(g)
R2 R2

+ /2 I/V()\l, )\2) dUQ()\l)dV1()\2) -+ /2 W’r()\l, )\2) dllg()\l)dllg()\g)

> W (/R)\dyl(/\),/R)\dul()\)) +W (/RAdul(,\),/R,\duz(,\))
+W(/R/\du2()\),/m)\dy1(/\)) +W (/R,\dw()\),/ﬁmuzu)).

Esta condicao ¢ a desigualdade (2.5), mas neste caso, 0s pares vy, @V, , Vg, ®Vs,,
Vg, @ Vg, € Vg, ® Vg, vem juntos, o que dd origem a uma desigualdade com quatro
integrais, cada um correspondendo a cada um dos pares v, ® Vg; com 4,5 = 1,2.
Esta desigualdade, é de facto, bastante mais complicada. Se quiséssemos escrever
explicitamente esta desigualdade para uma familia de medidas de probabilidade,
tendo trés ou mais medidas de probabilidade diferentes, iriamos descobrir algum

padrao nas desigualdades resultantes. Vejamos entdo o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Seja W uma fungdo continua e limitada inferiormente. Uma con-
dicdo necessdria e suficiente para que o funcional I seja fracamente semicontinuo

inferiormente é

2n n
D W) 24 W (A”‘l Lk R S A”) : (2.7)

2 2
i,j=1 gj=1

para cada n € N, e cada escolha Ay, Mg, ..., Xop, € R.

Demonstragao: Suponhamos que W é uma funcgio continua, limitada inferior-
mente tal que o funcional I é fracamente semicontinuo inferiormente. Entdo, pela
proposigdo 2.1, verifica-se (2.2). Fazendo v, = (0, , + &,), para ¢ € T;p =
(21, £) ei = 1,2,...,n, temos que, de facto (2.2) é na verdade (2.7), e portanto

(2.7) é uma condi¢do necesséria.
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Suponhamos agora que (2.7) se verifica, queremos mostrar que I é fracamente
semicontinuo inferiormente, pelo que basta mostrar (2.2). Vamos fazé-lo por aprox-

imacgao e média. Definimos v} fazendo v} = v para z € T, 5, onde

<ol = / / (N dva(\)dz.
|Z,n| i,n R

Como cada v} pode ser aproximado por somas finitas de funcdes delta, vem que

(2.7) implica

/ VV()\l, )\2) dl/;}l (Al)dllgz (}\2) d(Eld.’L'z
OxQ JRXR

> / w ( / AdvZ (), / Adymz()\)) dz1d,.
axQ R R

Fazendo o limite da desigualdade, quando n — oo obtemos (2.2). O

Lema 2.3. Seja W uma funcio como anteriormente descrita verificando a pro-

priedade da convezidade separada. Entdo verificam-se as desigualdades (2.7).

Demonstracgao: Para mostrar que a convexidade separada de W é condicao sufi-
ciente para as desigualdades (2.7), basta que fixemos uma das varidveis e apliquemos

a convexidade & outra e vice versa. O resultado é imediato.[]

A partir de (2.7) uma grande familia de desigualdades pode ser obtida. Se

escrevermos a desigualdade, primeiro para n = 2 obtemos

W (A1, A1) + W (A1, Aa) + W(AL, As) + W (Ag, A)
+ W (A2, M) + W (Az, A) + W ( Az, As) + W (e, M)
+ W (A3, Ar) + W(As, Ag) + W(As, As) + W (s, Ag)

W (A, M) + W (s A) + W (s, As) + W (s, Ad)
M+ A+ X A+ A Az + Ay

> 7

_4[w( th Mt )+w< fh 2ot )

)\3"{")\4 /\1"')\2 )\3+)\4 /\3+)\4
+W(2,2)+W(2,2)],
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e aplicando depois a desigualdade para n = 1 aos pontos resultantes vem

aW (/\1+A2’,\1+A2) W (A1+>\2’,\3+,\4)

2 2 2 2

As+ Ay AL+ e A3+ Ay A3+ Ay
+W( o 2 )+w( I R )]
24[4XW(Al+)\21—/\3+)\4,/\1+A2:A3+)\4)].

Obtemos assim uma nova desigualdade (n = 1 apés n = 2),

W (A1, A1) + W (A, A2) + W(AL As) + W (A, Ay

+ W (g, M) + W (g, Ag) + W (hay As) + W(Aa, M)
+ W (s, M) + W (s, A2) + W (s, Ag) + W(As, M)
+ WO, Ar) + W (A, A2) + W(Ag, As) + W (A, M)

)\1+A2+)\3+)\4 )\1+)\2+)\3+>\4)
4 ’ 4 ’

> 16w

(Ver as figuras apresentadas na introducio relacionadas com estas desigualdades.)
Relativamente & continuidade, podemos dizer que, uma condicio necessiria e

suficiente para W é, em vez das desigualdades (2.2), termos igualdades, isto é

2n n
_ Agio1+ Ao Agjo1 + Agj
L I (28)

i,j=1 i,j=1

para cada n € N, e cada escolha Ay, As, ..., Ao, € R. Tais familias de funcoes fraca-

mente continuas sao as que satisfazem
I/V(/\l, /\2) + I’V()Q, )\1) = L1(/\1)L2()\2),

onde cada L; é uma fungao linear. Conjectura-se que estas funcgoes seriao as tnicas.

A condigdo (2.7) é também uma condigio suficiente para a semicontinuidade
inferior fraca em W'?({Q) para p finito. Isto mostra-se por aproximagio tal como
na demonstragao do teorema 2.2.

Consideremos agora o seguinte problema variacional:
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(P) inf {I(u) = /nxn W (W' (21), v/ (z2)) dz1dxy : u € WIP(Q) ,u —ug € W'&”’(Q)}

onde {2 é um intervalo aberto na recta real e W é uma funcao continua e limitada

inferiormente. Usando a condigao (2.7) e a condigao de coercividade

c(max(| AP, [A2fP) — 1) < W (A, Ag) (2.9
demonstra-se, pelo método directo, o seguinte teorema da existéncia:

Teorema 2.4. Suponhamos que, para p > 1, se verificam a condicdo de coercividade
(2.9) e a condigio de converidade definida pelas desigualdades (2.7). Entdo, sendo

ug € WH?(Q) tal que I(up) < 00, o problema (P) admite pelo menos uma solugdo.
Demonstragao: Seja {u;} uma sucessdo minimizante para (P), isto é,
I(u;) — inf(P).
Usando as hipéteses, existe ug € WP(Q) tal que
inf(P) < I(ug) < oo.
Usando a coercividade vem

/ c(max(|wj(z1) P, [w)(22)[P) — 1) dwydzy < W (u(21), w;(x2)) daydy
Q%0 OxQ

em particular
/ c(max(|uj(z1) [P, |uj(22)|P) — 1) dz1dz, < inf(P),
0xQ

ou seja, inf(P) é limitado inferiormente. Usando novamente a coercividade, prova-se
que ||u;|| é limitado.

Supondo que 1 < p < oo, vem que W1?(Q) é um espago de Banach reflexivo,
e portanto, nestas condigdes, podemos extrair uma subsucessao da primeira fraca-

mente convergente, a que chamaremos, {u;,}. Entao

Uj). — Ug.



CAPITULO 2. PROBLEMAS NAO LOCAIS NO CASO ESCALAR 36

Assim, como I(u;,) é subsucessdo de I(u,), também
I(u;,) — inf(P)

sempre que uj, — ug. Usando agora a condi¢do de convexidade, e o facto de W
ser uma funcao continua e limitada inferiormente, vem, pelo teorema 2.2, que I é

fracamente semicontinuo inferiormente, isto é,
liminf I'(u;, ) > T
iminf I (ujy) 2 I(uo),

mas entao vem que

ou seja, concluimos que
I(ug) = inf(P),
e portanto, ug é minimizante de (P).
Supomos agora que p = co. Se {u;} é uma sucessdo limitada em L%, entdo

podemos extrair uma subsucessdo fracamente convergente em L* e o raciocinio é

analogo.O]

2.2 Nao-homogeneidade e equacoes de equilibrio

Consideremos o funcional ndo-homogéneo

I(u) = W (z1, 29, u'(z1), u'(x2)) dz1dxs. (2.10)

QxN
Consideremos também que se verificam as densidades da forma

W (z1, 22, M, A2) = K (21 — 22)| M1 P A2,
Wz, T2, A1, A2) = K (21 — 22)| A1 - AP,

onde K é um nicleo ndo negativo, possivelmente singular na origem, mas por outro

lado, bem comportado. Note-se, contudo que este tipo de fun¢des nao satisfaz a
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condi¢ao apropriada de coercividade, e a propriedade das sucessdes minimizantes
serem limitadas tem que ser obtida de alguma outra maneira (através de uma outra
contribuigdo local para a energia ou de alguma restrigdo do préprio problema).

Tendo em vista os nossos objectivos assumimos a seguinte estimativa para W
C(ma.x([)\llp, ])\le)) + C({L'l, .’1?2) S I’V(l‘l, X9, )\1, )\2), (211)

onde c estd em L1(2 x Q), C > 0.
As condigbes para a semicontinuidade inferior fraca em Wh*(Q) podem ser

facilmente obtidas da mesma maneira

/ / W (21, 22, M, Aa) dva, (M) dva, (\g) dyds (2.12)
OxQ JRxR

2/ W (xl,mg,/)\dyzl(/\),/)\duxz()\)) dz1dzs.
QxQ R R

para cada v = {;};cq € p. Nao é verdade, no entanto, que esta condicio seja
equivalente a (2.2) para quase todo o ponto (1, 3) € £ x €2, novamente por causa
da natureza néo local relacionada com v,, ® v,, e com a nao-homogeneidade de W.
Por outro lado, uma 1til condi¢do suficiente, que é suficiente na maior parte dos
casos com interesse, é ter W(x1, s, -, ) separadamente convexa para quase todo o
par (r1,z2). Uma outra condi¢ao suficiente, facil de verificar é a propriedade da

convexidade separada para
W (21, 22, A1y Ag) = W (21, T2, My, Ag) + W (22,21, A2, A1),

Na verdade,

"VCU,I,)\,)\ + W(zy, 21, A2, A
W($1,$2,)\1’)\2): (1 2 M 2)2 (2 1y A2 1)

Wy(il?l, T2, A1, )\2) - VV(CL‘2, T1, A2, /\1)
+ 2 y

mas quando integramos em  x Q a fungao W definida como a soma destas duas

fracgbes, vem que o integral da segunda fracgio é zero por ser antisimétrico, e por-
tanto apenas resta o primeiro integral. Por isso definimos W da maneira apresentada

atras.
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Seria muito dificil escrever uma condi¢ao mais simples equivalente a (2.12). A
condi¢do para a semicontinuidade fraca em W'?() para p finito é também (2.12).

Tal como no caso homogéneo segue o seguinte teorema de existéncia:

Teorema 2.5. suponhamos que se verificam as condigdes (2.11) e (2.12). Entdo

existe pelo menos uma solucdo para o problema de minimizacio
mf{I(u) cu € WHP(Q),u — ug € WyP(Q)},

onde I(u) € agora dado por (2.10), e I(ug) < co.-

Demonstragao: Andloga a do teorema 2.4.07

De seguida iremos explorar a forma das equagbes de equilibrio deste tipo de
principios variacionais nao locais. Analisamos primeiro o caso homogéneo

I{u) = W (u'(z1),u'(z2))dz1dzy,
Qx0

onde 2 = (0, 1) e u verifica as condigoes de fronteira admissiveis u(0) = 0 e u(1) = @,
para algum o real fixado. Assumimos que W tem a regularidade necessiria para
que se possam escrever as equagoes de equilibrio. A condi¢do de equilibrio é entao
dada por

d
EZI(UO + t())|t:0 =0

onde # é uma, funcao teste. Fazendo as contas vem

d
= (w0 +10)|,_, =0
d

ol / W (1) + 16 (@), y(2) + 18/ (22)) drdla | |, = 0
dt OxQ =0
usando a regra de Leibnitz (ver apéndice), a igualdade anterior é equivalente a

d ! '3 1 '3 ‘
/ IV () + 10/ (), () + 10 (22))] | s = O
QxQ
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usando agora a regra da cadeia (ver apéndice) vem, (fazemos (vi,v2) = (up(z;) +

t0'(x1), ug(z2) + t6'(z2)) para ndo complicar a escrita)

w ow
& (v1,v2) X &' (z1) + N ——(v1,v2) X &' (29) ] |t=0 dridzs =0

OxN [a)‘l
o / ( / o (z1) (g‘:’ (1), (22)) + —g—%(ug(xg),u{,(:vl))) d:vl) dzs =0

o [ o (B tatenvato + 2 o) vator)) |
/n[ ( 1 0

d (oW, ) ow —
- [ ) g (G whton) vhloa)) + G, w0 ) dizs = 0

0

por @ ser uma funcgao teste

o) (Gytuton) shten) + Jtuhton, e )| =0

e portanto a igualdade atras é equivalente a

/n (/n 9(3:1)(_1%. (g?l (vo(21), ug(22)) + gz(%(wz) uo(:cl))) dx1> dzy =0
(i)/ (/ = (glx\v(u"(wl) up(22)) + Z,\ (ug(22), uo(rl))) dﬂ’lz) 0(z1) dzy = 0

dx 1

o / - ( / (aW (uh(21), U (22)) + a—)‘z(ug(xg),ug(xl))> dxg) 0(z1) dz1 = 0.

Dada a arbitrariedade de 6, e usando novamente a regra de Leibnitz temos que

- ([ (G tubta o) + G e ) ) o) =0
& [ 2 (Gt o) + 5 (e (e dox =0,

Q dz1

Calculando agora a derivada em ordem a z; vem
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[ (G o) o) o) + 5 ) o) x o)) o =
2 2
= u:)'(xl)/n (%—%(ub(ml),uﬁ(m)) + %)-g—/:(u{,(xg), u()(:cl))) dzs = 0.

Esta igualdade conduz-nos a duas possibilidades,
ug(‘r) =0,

ou
2 2
[ (G o) + S ), @) ) dy =0

A primeira condigdo diz-nos que o tnico funcional linear admissivel é sempre um
estado de equilibrio. Além do mais, se W satisfaz (2.2), juntamente com a primeira
condicao, este funcional linear, ug, é de facto um minimizante. A segunda condicio
é uma espécie de equacao integro-diferencial. Se o integrando for positivo

%(z\h A2) + %2;‘%()\2, A1) >0, (2.13)
0 tnico equilibrio é o funcional linear acima, que serd entdo o Unico minimizante.
Note-se que (2.13) corresponde exactamente & convexidade estrita separada para W,
sendo W = W (z1, T2, M1, A2) + W (z2, 21, M2, M1). (Em termos bésicos se f"(z) > 0
para z € [a, b] entdo f é estritamente convexa em [a, b]) .

Consideremos agora o caso nao-homogéneo

I(’LL) = W,(.’El,.’l?g,u,(xl)’ U’($2)) dﬂ;ldl'z,
Qx0

onde () e u sao como no caso anterior. A condi¢ao de equilibrio sera

d
S (o +10)|,_, =0
d

& — W (21, z2, ug(z1) + t0' (1), ug(x2) + t6'(x1)) dz1dz2 0
dt [Jaxa

|t=0 -

onde # é uma funcao teste. Fazendo as contas como anteriormente vem
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[= ( / (g‘;’<<> (o) + S (o1, la), us(wl))) d372) 0(z1) doy = 0.

Novamente dada a arbitariedade de 6, e usando mais uma vez a regra de Leibnitz

temos que

d ow 1%
Zi;; (/ (8/\ (1, T2, ug(21), ug(z2)) + h —— (2, 21, ug(22), uo(xl))) dxz) =0
d 6W BW ! !
el diw = 0.
ﬁ‘/ndxl <8A1 (1, 22, ug(z1), up(@2)) + o (xz,xl,uo(xg),uo(ml))) 2y =0
Calculando agora a derivada em ordem a z; obtemos a forma das equacdes de

equilibrio, onde figuram derivadas mistas,

*w ’*wW

(3)\161‘1 (x].’x27 U;)(.’L'l), u6($2)) ~+ —_6)& ($1,$2,U6($1),u€)($2)) X ug(xl)

PW , , W , , "
m(m,ml,uo(wg),uo(m)) -+ a—/\%(xg,xl, ug(x2), ug(z1)) X ug(z1)) dzo = 0.

2.3 Relaxacgao

No decurso deste capitulo demos conta de que a semicontinuidade inferior fraca é
uma propriedade crucial no que respeita ao uso do método directo do cédlculo das
variagOes para encontrar minimizantes. Esta propriedade é herdada por funcionais
cujos integrandos gozam da apropriada propriedade de convexidade. No entanto, a
convexidade falha para um nimero muito grande de problemas interessantes. Nal-
guns deles podem existir minimizantes, noutros a falta de convexidade conduz-nos
a sucessoes minimizantes altamente oscilatérias cujos limites fracos ndo sao mini-
mizantes. Como devemos entao proceder quando falha a convexidade do integrando?
Quando isto acontece, a ideia é convexificar o integrando, isto é, em vez de consid-

erarmos o integrando propriamente dito, consideramos o seu invélucro convexo e
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passamos a ter um novo problema, associado ao primeiro, a que se d4 o nome de
problema relaxado associado, e este novo problema admite minimizante. A relagio
existente entre estes dois problemas baseia-se no facto de os dois infimos serem iguais
e de este tltimo admitir minimizante. (consultar [9] e [10] para mais pormenores.)

Nesta seccao pretende-se descrever a relaxagao, mas no caso dos problemas que
tem sido objecto de estudo ao longo deste trabalho, os problemas variacionais nao
locais. Neste contexto, descobriram-se as mais surpreendentes diferengas no que
respeita ao caso local. Suponhamos que temos a densidade W, para a qual nio se
verifica nenhuma das propriedades (2.2) ou (2.12), entdo o objectivo serd conseguir
um principio variacional equivalente, no sentido de preservar o mesmo infimo e de
o novo principio variacional admitir minimizante, isto é, de o infimo ser atingido
no novo problema. A forma usual de proceder para funcionais locais é substituir
W pelo seu invélucro convexo. Estd provado, como ji foi referido atras, que o
novo problema goza de duas propriedades fundamentais, o infimo néo é alterado e
existe minimizante para o novo principio variacional. No caso n#o local nao existe
substituto para o invélucro convexo, ou por outra, nio existe uma forma de definir
um invélucro convexo apropriado e portanto um novo principio variacional, que
goze destas duas propriedades. Seja CW o possivel invélucro convexo de W. Entao
CW deverd satisfazer uma das duas propriedades, (2.2) ou (2.12). Mas, devido
a interacgao entre as variaveis, nao existe maneira de definir CW pontualmente.
Note-se que cada ponto (A, A;) ndo pode ser separado de (A, A;), (Ai, Ag), (Aj, Aj).
Cada um deles tem que ser considerado juntamente com os outros trés. E esta
particularidade da nao localidade que torna impossivel definir um invélucro convexo
apropriado, quando tentamos descrever a relaxagdo. Pensando no caso homogéneo,

uma maneira de tentar definir CW é fazer
CW = inf {/ W (A1, A2) dv(A)dv(Xg) : v € p} ,
R2

mas, para qualquer ponto (A1, A2) escolhido arbitrariamente, o resultado do produto

dv(A1)dv(Xs) vai sempre originar pontos sobre a diagonal y = z. Na verdade, esta
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defini¢ao apenas faz sentido na diagonal porque, obviamente,

/ﬂ; ALdv(Ay) = /R Az dv()a).

Esta é outra forma de dizer que os quatro pontos nao podem ser separados uns dos
outros, e por isso nao ha maneira de definir CW. Por outro lado, as condigoes de

convexidade nao sdo preservadas pela operacao sup, entdo a fungao
CW = sup{y : p verifica (2.2) ou (2.12), ¢ < W}

pode nao verificar ela prépria nenhuma das duas condigdes.
A tnica maneira possivel de descrever a relaxagio para estes principios varia-

cionais nao locais é através das medidas de Young e de um funcional generalizado

definido nessas medidas.

Consideremos o problema (P) como se segue

(P) inf {I(u) = W (zy, z2, v (1), ' (22)) dxldxz}

195741}

onde © = (0,1), e o infimo é procurado no conjunto das funcoes em WHP(Q) sat-
isfazendo as condicdes de fronteira u(0) = 0 e u(1) = a. Se (P) nao tiver solugio,
as sucessoes minimizantes desenvolvem oscilagées, e em geral, os seus limites fra-
cos nao sao minimizantes. Neste caso, podemos considerar um principio variacional
generalizado, (RP), onde permitimos que as medidas de Young possam competir no
processo de minimizacao.

Seja novamente p a familia de medidas de probabilidade v = {¥, },¢q tal que

/Q/R[)\IP dvz(A) dz < o0, /{)/R)\duz()\) dz = a. (2.14)

Note-se que
Lu'(az)dx = [u(z)]s = (1) — u(0) = «

- /Q /R Ndva(\) dz,
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ou seja,
u'(z) = / Adv, () dz,
R

para algum u admissivel para (P) tal que v verifique a segunda condi¢do em (2.14).

Para tal v admissivel definimos
) = / W (21, 22, M, Aa) dva, () dva, (\g) 1.
OxO JRxR

Com o objectivo de provar o teorema da relaxacgio, e em particular, que os infimos

de I e de I sdo iguais, precisamos de limitar W superiormente,
VV(.Z'I, Ta, )\1, )\2) S A’I(|/\1 lp + |/\1|p) + 777;(.’1)1, .’172), (215)

onde M > 0 e m € LY(Q x Q). Esta condigdo é necessiria para concluir que
I(u;) — I(v), sempre que {|u;[P} é equiintegravel e v é a correspondente medida de
Young. Esta é uma outra consequéncia da falta do invélucro convexo para W.

Segue entdo o seguinte teorema:
Teorema 2.6. Seja W tal que se verificam as condicées (2.11) e (2.15), entdo existe
Yy € p tal que
m = I(v) = inf{i(v) : v € p},

onde m = inf(P).

Demonstracdo: Seja 7 o valor do infimo de I sobre p. Se fizermos v = {0w(2) }zen
para algum u admissivel para (P), entdo v é admissivel para I , isto é v pertence a
9. Entao m < m. Por outro lado, pelo teorema 1.1, dado v € g, podemos encontrar

uma sucessdo admissivel {u;} tal que {|u}|P} é equiintegravel em Q. Entao, usando

(2.15), a sucessao
{I’V(I)Il,l‘g, u;-(.’l,j), U;(.’L'z))}

é equiintegravel e

lim I(u;) = lim W (1, o, uj(21), uj(x2))d21d,
j—o0 i=o Java

= / I/V(.’El, Za, )\1, AQ) dllzl (/\1)de2 (Ag)dl‘ld.’L'Q
OxN JRxR

=1(v),
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o que implica que m = M. Finalmente, se {u;} é minimizante para I, entdo a

medida de Young correspondente, vy, é admissivel para (RP) e, pelo lema 1.2,
m = lim I(u;) > I(vy) > 7 = m,
j—o0
o que conclui a demonstracao. [J

A vantagem de lidar com [ em vez de I , é que T admite minimizantes dentro da
classe das medidas de Young apenas sob condigGes de limitacdo para W. Nenhuma
condicao de convexidade é necesséria.

Consideremos agora um outro funcional, I, definido no mesmo conjunto de

fungtes admissiveis para I, da seguinte forma
I(w)=imf{Iv:vep o) = / Adv(\)}.
R
Vamos mostrar que o correspondente infimo de I é também m e o infimo é atingido.

Demonstragao: Sejam m e 77 os infimos de I(u) e de I(u) respectivamente. Triv-
ialmente 7 < m. Pelo teorema anterior 7 = m e ainda, pela forma como I esté

definido m < m. Juntando tudo, vem
m=m<m<m,

ou seja m = m.
Para concluirmos que o infimo é atingido, basta proceder como no final da demon-

stragao do teorema anterior.[]

A questao ¢ a seguinte: enquanto que para principios variacionais locais, I pode
ser representado pelo apropriado invélucro convexo de W, o mesmo nao se pode
fazer para problemas variacionais ndo locais, como j4 foi referido.

Outra importante consequéncia de ndo podermos definir o invélucro convexo
de W é o facto de o suporte de um qualquer minimizante v, para I ndo poder
ser predizivel. Para principios variacionais locais o suporte de um minimizante

generalizado estd sempre contido no conjunto onde W e o seu invélucro convexo
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coincidem. Esta caracteristica torna a tarefa de analizar exemplos especificos muito
mais complicada no que respeita a problemas locais, mesmo para aqueles que nos

parecem simples. Consideremos o seguinte exemplo:
W (A, Az) = (AT + 23— 1)%

Se o € (—1/v/2,1/v/2), entdo m = 0 e o minimizante de [ ¢

1+ av?2 1-av2
V= —2———51/ﬁ + -4—6_1/ﬁ.

Se @ nao estiver no intervalo (—1/v/2,1/+/2), entdo a funcéo linear parece ser a
solu¢do, mas apenas com um trabalho mais detalhado conseguiriamos estabelecer

isto de uma forma mais rigorosa.



Capitulo 3

Problemas nao locais no caso

vectorial

Vamos estudar o caso vectorial de uma forma breve, uma vez que, entendida a
natureza nao local de um funcional, nada ha de especial a apontar no caso vectorial.

Consideremos agora o funcional

I{u) = Wz, 22, u(z1), u(x2), Vu(z;), Vu(zs)) dz1dzy
OxN

onde u: Q CRY — R™ ¢ a densidade
W:QxQxR® x R" x MY x MY 5 R

é continua nas tltimas quatro varidveis e mensurdvel em Q x {2 e satisfaz as seguintes

condigoes:
C(lAllp + IA2|p + I/\llp -+ I)\zlp) -+ C(.’El,.’llz) (31)
< Wz, Z2,, A1, A2, A1, A2)
S M(|A1|p + IA2|P + I/\llp -+ |A2lp) + m(wl,xz),
e,m€eL(2xQ),0<C <M.

Se u; — u em W'(Q) e v = {v;}seq é a correspondente medida de Young

do gradiente para uma subsucessio adequada, entdo a correspondente medida de

47
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Young, A, para a sucessdo {(u;(z1), u;j(z2), Vuj(z1), Vu;(zz))} é
A(zl,xg) = 6u(z1) ® 6u(:1:2) Qv ® Vzg-

O facto de A ser trivial nas componentes correspondentes a u;(z;) e u;j(z;) reflecte
o facto de que u; — u fortemente em LP(Q) (ver [22]). As medidas de Young
associadas a sucessoes limitadas de gradientes em W1?(Q) tem sido caracterizadas
em [13] pelo significado da desigualdade de Jensen para funcdes quasiconvexas. Que

funcgoes sao estas?

Definicao 3.1. Uma fungdo ¢ diz-se quasiconvexa se
1
o1) < o [ oV + vu(@)) da,
12 Ja
para qualquer matriz Y € M™*¥ e qualquer u suave de suporte compacto em 2.

As medidas de Young associadas a sucessbes que dependem de gradientes sdo
chamadas medidas de Young dos gradientes. Seja p o conjunto dessas medidas de

Young dos gradientes. p caracteriza-se pelas trés seguintes propriedades:

(i) existe u € WHP(Q) tal que
vu(z) = / Advy(A);
MmXN
(ii) para qualquer fun¢éo quasiconvexa i com p-crescimento no infinito

P(Vu(z)) < /meN ¥(A) dv,(A), p.gtozx €

(iii) a funcao

x> |AJP dv,(A)

MmN

pertence a L'().

Além disso, qualquer destas familias de medidas de probabilidade podem ser geradas
por uma sucessio limitada em W'?(Q) tendo crescimento de ordem p dos seus

gradientes equiintegrdveis em 2. (Para mais pormenores consultar [17], pdg. 153.)
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Tal como no caso escalar 1-dimensional temos o seguinte teorema usando os
funcionais fracamente semicontinuos inferiormente com respeito a convergéncia fraca

em W'P(Q), e o teorema de existéncia associado.

Teorema 3.2. O funcional I € fracamente semicontinuo inferiormente em Wl2(()

sse
/ / W'(ilfl, Za, U(IBl), U($2), Al, Az) dl/x1 (Al)dl/xz (Az) d$1d$2
Qx9N meNmexN
> / W (21, 22, u(z1), u(z2), Vu(zy), Vu(z,)) dzidz,,
ax0

para todo v € p onde
vu(z) = / Advy(4).
MmXN

Uma condigao suficiente para a semicontinuidade inferior fraca é a quasiconvex-
idade separada nas duas varidveis dos gradientes.

Também como no caso 1-dimensional, prova-se o seguinte teorema da existéncia

Teorema 3.3. Suponhamos que se verificam as desigualdades (3.1) e a desigualdade

do teorema anterior. Entdo, existe solucdo para o problema
inf{I(u):u € W(Q), u—uy € WyP(Q)},

para qualquer ug € WHP(Q).

Demonstragao: analoga a do teorema 2.4.00

A relaxagao pode ser descrita apenas em termos das medidas de Young dos

gradientes. Definimos um funcional generalizado em g por

f(u) :/ / W (1, 22, u(x1), u(22), A1, As) dvg, (A;1)dv,, (A)dzdx,,
Qx J MMXN  pfmxN

onde

vu(z) = /meN Advg(A).
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Um teorema, tipico de relaxa¢do mostra que o infimo de I e de I sdo o mesmo, e 0
segundo ¢ atingido. Incorporamos agora os valores de fronteira dados por uy em p

fazendo
vu(z) = / Advy(4),  u—up € WMP(Q).
MmN

Teorema 3.4. Sob as mesmas condi¢ées do teorema 3.3, existe vy € p tal que
I(vo) = inf{I(v) : v € p} = inf{I(u) : u € WP(Q), u — up € W,P()}.

Demonstragao: andloga a do teorema, 2.6.0]



Capitulo 4
Exemplos

Para ilustrar a importancia do teorema 2.2, assim como a sua aplicacdo pratica,
vamos fazer, neste capitulo, o estudo de alguns exemplos praticos e especificos que
consideramos importantes. O objectivo é analisar a semicontinuidade inferior fraca
do integral I em cada caso, e testar as condigbes necessarias e suficientes, estudadas

atras.

Exemplo 4.1. Seja a fungdo integranda W (A, A2) = (A1 —A2)P. Queremos analisar
sob que condigdes temos a semicontinutdade inferior fraca do integral. Consideremos
p = 1,2 e 3, e vejamos qual a diferenca entre considerar p tmpar e p par. Seja

Q= (0,1), um intervalo aberto da recta real.

1) p=1

/QXQ W (v (21), u'(22)) dz1dzy = /01 (/OI(U-'("L‘l) — u'(22)) dwl) dz
= /01 [u(zy) — u’(xg)xl](l, dzo
= [ ) = (e2) - (o) d

= [u(l)zy — u(z2) — u(O)a:z](l)
= [u(1) — u(1) — u(0) + u(0) = 0.

o1
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2) p=2

1 1
W( ((El) U .’IIQ )d.’]?ld.’lfg / (/ .’El —’U,(.’L'z d.’IIl) d.’l,'z
QxN 0 0
1
/ ( — 2u/(z1)u (25) +u'2(x2))dx1) dz,
0 0

1 p1
//u xl)dxldw2+// u'?(x5))dr,dzs
o Jo
/ / 'LL .’L‘z d$1d$2
0o Jo

H

l\’)

temos que

_2 /0 1 fo @) (@) deydy = —2 /0 ' [u(z0) (2]} s

:—2A{mnwua—wmw@ﬂwm

= —2[u(1)u(x2) — u(0)u(z2)];
= =2 (u(Lu(l) — u(0)u(1) — u(1)u(0) + u(0)u(0))
= —2u?(1) — 4u(0)u(1) + 2u3(0),

logo

1 pl 1l
W(u’(a;l),u’(x2))dx1dx2:/ / u'z(a:l)d:cld:c2+/ / u(z,))dz,dzy
axn o Jo o Jo
1 pl
—2/ / u' (z1)u' (z2)dz1dzs
// (24 dxldzrz—i-// u?(z4))dz,dzy

— 2u?(1) — 4u(0)u(1) + 2u*(

3) p=3
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W (! (21), v (52)) derdas = /0 1 ( /(; (@) —u'(xg))?’dacl) dos

195°4¢]

= [ ([ o - s eaton) + suent e - o) )

0
1 pl 1 1
:/ / UI($1)3dl'1d$2“3/ / u'(x1)2u'(x2)dx1dx2
0 Jo 0 Jo

1 p1 1 pl
+ 3/ / o (z1)u' (22)*dz 1 dzy — / / v (12)3dxydzy = 0
0o Jo o Jo

Depois de efectuados os cdlculos, podemos concluir que o integral
| @) - w@ydndn, p=1,23
QxQ

€ igual a zero para p impar, e para p par pode ser ou ndo zero. O que é que
isto significa entdo? Se W (A, A2) € anti-simétrico (p émpar), o integral, sendo
zero (constante), é fracamente semicontinuo inferiormente (mais do que isso, é
continuo), ou seja, a propriedade de anti-simetria para W é uma condicdo sufi-
ciente para a semicontinuidade inferior fraca. Portanto os casos em que W é anti-
simétrico sGo casos triviais. Outro exemplo trivial de um integrando anti-simétrico

€ W(A1, Ag) = w(Ay) — w(A2), onde w é uma funcdo conveza arbitrdria.

Exemplo 4.2. Seja W(Ai, Az) = w(A1 — A2). Com este exemplo pretendemos re-
sponder & sequinte questdo:

Se w for conveza par, serd que W verifica as desigualdades (2.7)¢? E se for
impar?

Suponhamos entdo que w é uma fungdo conveza par. Vamos ver que de facto,
W satisfaz (2.7), ou seja

A1+ AL+ A 1 1 1 1
w2222 82 L) £ SO ) + W (e, M) + ST (g, Aa).
2 2 4 4 4 4
Se w é uma fungdo par verifica

’LU(Al - )\2) = w()\2 — /\1)
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Por um lado,

At+ A2 A+ A Atd A4 A\
W( 2 7 2 )_w( 3 T T 2 )”MW
por outro,

1 1 1 1

1 W()\l, )\1) + 1 W()\l, /\2) + 1 W()\g, )\1) + 1 W()\Q, )\2)

1 1 1 1
=1 w(0) + Zw()‘l — ) + Zw(/\z — A1) + Zw(O)

1

Assim sendo, verificar que W satisfaz (2.7) é o mesmo que verificar que

’U)(O) S ’UJ()\l — )\2)
Se w é uma fungdo conveza, entdo
w(tA + (1 — )A2) < tw(A) + (1 = Hw(Xg),

Vt € (0,1), em particular, para t = 3 vem
1 1 1 1
St )<= Zw(hs).
w <2A1 + 2/\2) < 2w()\1) -+ 2w(/\2)

Usando a desigualdade ({.1) e a paridade de w vem

W M+ A +A) MAd M+ X
2 79 B 2 2

_ A=A A— X
—-w( 5 + 2 )

ou seja,

Mm:w<h+k_xﬁw2

! ! ) < Wl o).

o4

(4.1)
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Concluimos assim que se w for uma funcdo conveza par, entdo satisfaz as de-
sigualdades (2.7). Esta é também uma consequéncia do lema 2.3. Se a funcdo for
impar, caimos novamente no caso anti-simétrico e portanto trivial. Sendo w impar,

isto €, w(Ay — A1) = —w(M — Ag), vem

W (A1+A2 )\1'1")\2) :w()\l‘l‘)\g _ )\14‘)\2) =w(0),

2 72 2 2

1 1 1 1 1
1 W (A, M) + 1 WA, Ag) + 1 W (A2, A1) + 1 WAz, A2) = 2 w(0).
Ora, para que w verique (2.7), temos que ter
w(0) < 0.

Mas isso € trivial, porque sendo w impar vem

(/\1+>\2 ,\1+/\2> <A1+A2 /\1+/\2)
w - = —w -

2 2 2 2

ou seja
w(0) = —w(0)

e portanto w(0) = 0.

Uma importante questdo a salientar € a sequinte: serd necessdria a convezidade
de w para que W verifique as desigualdades do teorema 2.2 e portanto a semicon-
tinuidade inferior fraca para o integral I? Esta é uma questio para o qual ainda néo
temos resposta. O que sabemos é que a convezidade é condigcdo suficiente pdm as
desigualdades (2.7). Podemos pensar, pelos resultados obtidos neste wltimo exemplo,
que de facto a converidade de w pode ser condi¢io necessdria para que W verifique
as desigualdades (2.7). Mas este € apenas um exemplo, e esta é apenas uma possivel
conjectura.

Considerando o problema

(P) inf {I(u) = -/Qxﬂ w(u'(z1) — v/ (22)) drr1dry : u € WHP(Q) ,u—ug € W&”’(Q)}
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onde §) ¢ um intervalo aberto na recta real e w é a funcdo conveza e par estudada
atrds. Se se verificar uma condicdo de coercividade apropriada, provamos, usando
o teorema 2.4, que demonsirdmos no capitulo 2, que existe minimizante para o
problema (P).

Um exemplo concreto interessante, que tem sido estudado por Bellettini e Alberti
em [1],[2], [4], é o sequinte:

W (A1, X2) = w(A; — Ag) = arctan[(A; — Xg)?].
Serd o integral

I(u) = /Q . arctan[(v'(z1) — u'(22))?] drydz,

onde u € W(Q), e u—uy € WP(Q) fracamente semicontinuo inferiormente? Ou
por outra, serd que W verifica as desigualdades (2.7)? A fungdo w é trivialmente

uma funcdo par, mas falha o converidade. Vejamos o seu grdfico:

Figura 4.1: arctan(z?)

Como podemos observar pelo grifico, w sé é conveza entre os seus dois Unicos
pontos de inflexdo. Serd que ainda assim W verifica as desigualdades (2.7)? Caimos
mais uma vez na questdo de saber se a converidade é ou ndo condigcdo necessdria

para as desigualdades (2.7).
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Exemplo 4.3. Consideremos agora um integral ndo-homogéneo, cujo integrando é

o produto de funcdes de uma varidvel sé, isto é,
W(J?l, T, /\1, Ag) = )\%(1 + .’L‘Q))\%,

e consideramos Q@ = [0, 1].O problema variacional associado,

inf {I(u) = /01 /01 W' (21)(1 + z2)u (22)? dzydzy , u(0) = 0, u(1) = 1} ,

¢ um problema de natureza ndo local e corresponde a minimizar wm produto de
integrais.

Vamos aplicar o teorema 2.5 para mostrar a existéncia de minimizante para
este integral. Para isso temos de verificar duas propriedades muito importantes:
a coercividade e a semicontinuidade inferior fraca. Para verificarmos esta dltima,
basta que se verifique a propriedade da converidade separada para W em relacdo ds
duas tltimas varidveis, o que é trivial porque W é conveza com coeficiente positivo
nas duas varidveis separadamente.

Relativamente a coercividade mostremos entdo que u; é limitado em W'2(0,1).
1 pl
M 2 I(u) = / / u;(.’[j)z(l + 5132)’143(113'2)2 d.’L‘ldIEz
01 ° 1
:/0' u;-(wl)z dxlA‘ (]. +.’L‘2)’LL;~(£L'2)2 diL'Q
1 2 p1
> (/ wj(xy) d:z:1> / (1 + 22)u)(2)? doa
0 0
1
= (1) = w5(0) [ (14 m)u(22)?
0

1 1
= /0 (1 + .’Eg)_’llz;(.’l)z)z d.’L‘Q 2 A U;(ZE2)2 d.’]?z,
onde M € uma constante, logo u; € limitado em W2(0,1).

Verificadas ambas as condigdes, concluimos, pelo teorema 2.5 que existe mini-

mizante para este problema. Analisemos a forma das condi¢ées de optimalidade ou
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condicoes de equilibrio. Reportando-nos agora ao estudo efectuado na seccio 2.2 a

condicdo de equilibrio serd entdo dada por

d
Z 1 (w0 +10) ),_g =0

onde 0 ¢ uma fungdo teste. Feitos os cdlculos, a forma destas equacoes para este

caso, que € o caso ndo-homogéneo é a sequinte:

oW o W
v (@1, T2, ug(21), 1o (22)) + 555 (21, T2, ug(21), ug(2)) X ug(z1)
oz By,
2w 0*wW

m(m,m,uﬁ(@),ub(m)) Y (T2, x1, ug(x2), ug(21)) X ug(z1)) dzg = 0.

Calculemos entdo as derivadas nos pontos correspondentes:

ow
a)\l ((131, T, A1, /\2) = 2/\1(]- + .’E2))\2
aw
a)\z (11/'2 1, /\27 )‘1) = 2A2(1 -+ il?l))\
*w
a/\z (21,%2, A1, A2) = 2(1 + z2)A2
62
2 (.’172,1121, )‘2a A1) = 2)\2(1 + .’131)
azl/V
a_/\l‘é”“(thl)m AL, A2) =0
W

B ————— (T2, T1, A9, A1) = 2A2),.
2

Substituindo as derivadas na equagdo vem
1
/ (201 + @2)ug(@2) ug (21) + 2ug(x2)*ug (1) + 2ug(22)* (1 + 71)ug (71)) dz2 =0
0
1
@2/ (1 + zo)ug(w2)?ug (z1) + ug(z2)2up(z1) + uh(22)?(1 + z1)ug(71)) dze = 0
0

1 1

& uli(z) / (1 + 22y (22)? dez + (1 + ) (1) + wh(e1)) / (222 day = 0.
0 0

Resumindo, a equagdo de equilibrio para este caso tem a forma

Aug(z1) + B (1 + z1)ug(z1) + up(z1)) = 0,
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onde A = fol(l + Zo)ug(x2)?drs e e B = fol uh(x2)? dzy. E uma equacio de 2°-
ordem com coeficientes que dependem de uma forma integral do priprio u, que é
desconhecido. Esta é uma equagdo do tipo integro-diferencial ndo local. Isto mostra
que a solugdo dptima ndo € a fungdo linear. Mesmo para este caso, considerado
simples, ndo conseguimos resolver explicitamente estas equagées. Este é um exemplo

que ilustra o complicado que pode ser a resolucdo de problemas ndo locais.



Capitulo 5

Apendice

5.1 Espacos de medida

Nesta sec¢do vamos introduzir a defini¢do de medida e dar algumas nocdes bésicas
que nos ajudem a perceber e lidar com este conceito. Podemos encontrar mais
pormenores e demonstragoes em qualquer livro de medida e integracao, por exemplo
o livro [21] .

Defini¢ao 5.1. 1. Uma colecgdo R de subconjuntos de um conjunto X diz-se que

¢ uma o- dlgebra em X se R tem as seguintes propriedades:

1.1 X e R

1.2 Se A € R, entdo A° € R, onde A° é o complementar de A com respeito a
X;

1.3 Se A=U3 A ese A, € Rparan=1,2,3,...,entdo A € R.

2. Se R é uma o- dlgebra em X entao diz-se que (X, R) é um espaco mensurdvel e

os elementos de R sdo os conjuntos mensurdveis de X.

3. Se X é um espaco mensurdvel, Y um espaco topolégico e f uma aplicacio de X
em Y, diz-se que f é mensuravel se f~1(V) é um conjunto mensurivel em X

para todo o conjunto aberto V em Y.

60
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Definigdo 5.2. 1. Chama-se medida positiva a uma funcio y, definida numa o-
dlgebra R com valores em [0, oc], e que é numeravelmente aditiva. Isto significa
que se {A;} é uma colecdo numersvel de elementos de R disjuntos dois a dois,
entao

o
u (ol 4y) = Z 1(As)-
i=1
Além disso, supde-se que existe pelo menos um A € R tal que u(4) < co.

2. Chama-se espaco de medida a um espago mensuravel em que estd definida uma

medida positiva na o- 4lgebra dos seus conjuntos mensuraveis.

3. Chama-se medida complexa a uma fun¢do complexa numeravelmente aditiva

definida numa o- dlgebra.

Teorema 5.3. Seja p uma medida positiva definida numa o- dlgebra R. Entdo

2. Se Ay,...., A, sdo elementos de R disjuntos dois a dois entdo

p(igicndi) = Y p(A);

3. ACB= p(A) < u(B), se A,BeER;

4. Seja (A,) uma sucessio em R. Se A) C Ay C A3 C ... e A = Upen, entdo
lim,, (An) = p(A);

5. Seja (A,) uma sucessio em R. Se Ay D Ay D A3 D ... e A = Npey, entio
limy, (An) = p(A) se p(A;) < +oo.

Definigao 5.4 (medidas reais e vectoriais). Seja (X, R) um espaco mensurivel
em € Ncomm > 1. A fungdo 4 : ® - R™ diz-se uma medida real se m = 1, e

diz-se uma medida vectorial se m > 1.
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Defini¢do 5.5 (medidas de Borel e de Radon). Seja X um espaco métrico
localmente compacto e separavel, 3 a o- 4lgebra de Borel, e consideremos o espago

mensurdvel (X, ).

1. Uma medida positiva em (X,S)) diz-se medida de Borel. Se uma medida de

Borel é finita em conjuntos compactos, diz-se medida de Radon Positiva.

2. Uma funcao de conjunto real ou vectorial definida em subconjuntos de Borel rela-
tivamente compactos de X, é uma medida em (K, S) para qualquer compacto
K C X e chama-se medida de Radon (real ou vectorial) em X.

Definigao 5.6 (convergéncia em medida). Seja x uma medida positiva definida
num espaco mensurdvel (X, R). Sejam f, e f fungdes u- mensuraveis. Dizemos que

frn converge para f em medida se
1311 p{z € X 1 |falz) — f(z) >€}) =0 Ve >o0.
n—o0

A convergéncia quase sempre pode ser comparada com a convergéncia em medi-

da; de facto, se {f,} é uma sucessdo de funcées reais - mensurdveis em X:
1. se u(X) <ooe f, = f p- q.s. entdo f, — f em medida;
2. se fo — f em medida, entdo a subsucessao {f,, } converge para f u- q.s.

(Para mais pormenores, consultar [3].)

5.2 Espacos L?

Nesta secgdo vamos falar de uma forma muito resumida dos espagos L? e dos difer-

entes tipos de convergéncia associada a estes espacos. Para mais pormenores ver

7).

Seja 2 C R™ um aberto e 1 < p < 0. Define-se

LP(Q) = {u: Q = R : ué mensuravel e |[u’ € L}(Q)},



CAPITULO 5. APENDICE 63

e para p = oo define-se
L®() = {u: Q — R: ué mensurdvel e existe C tal que |u(z)| < Cq.s. emQ},
onde C é uma constante.

Definicao 5.7. Seja 2 C R* um aberto e 1 < p < co. Define-se uma norma em

L?(Q) da seguinte forma:

1
o = (fq lu() P dz)? se 1 < p< oo,
inf{a: |u(z)| < a q.5. em Q} se p = 0.

Nota 5.8. Esta expressdo define realmente uma norma desde que se considerem
classes de equivaléncia. Neste sentido LP(2) é um espaco normado, é mesmo um
espago de Banach. Pode mostrar-se que o seu dual é L” com p' verificando i——}— # =1

para p finito e maior do que 1.
Definigao 5.9. Seja Q2 um aberto de R?,
1. se 1 < p < o0, dizemos que f, converge (fortemente) para f se f,, f € LP() e
im || fn = fllzs@) =0,
n—00
e escrevemos f, — f L?(Q).

2. se 1 < p < o0, dizemos que f,, converge fracamente para f se f,, f € LP(Q) e

lim / [fa(@) - f@p(e) da =0, Ve e L7 (),

n—oo0

e escrevemos f, — f LP(Q).

3. se p = o0, dizemos que f, converge fracamente* para f se f,, f € L®(Q) e

lim [ [fu(z) — f(z)]p(z) dz =0, Ve L}(Q),

n—o0 O

e escrevemos f, = f L®(Q).
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Teorema 5.10 (relagiao entre convergénéia forte e convergéncia fraca). Seja
Q2 CR* um aberto limitado.

1. fni\fL°°=>fn—-\fL” V1<p<oo;

N

cSa 2 F L2 = fallee = [ flle V1< p<oo;

(2

.81 <p<ooesef, =~ fLP, entido existe uma constante k > 0 tal que
| fallee < k e [[flle < Hminfaes || fullze. O resultado também se aplica para

P = 00 esefni\fLw.

4. Sel <p < oo e se existe uma constante k tal que ||fo||z» < k, entdo eziste uma
subsucessdo {fn;} e f € L? tal que f,, — f LP. O resultado é verdadeiro se

P =00 esefni—i\fL‘”.

5]

. Sejal <p<ooef, = f LP, entdo existe uma subsucessio { fni} tal que fr, = f
g.5. € |fn,| <h qs. comheLP.

5.3 Espacos de Sobolev

Vamos introduzir os espagos de Sobolev, mas, mais uma vez, de forma sintética.
Para mais pormenores ver [7] e também [8]. Neste dltimo encontramos o estudo
destes espagos apenas em dimensio 1.

Comecamos por introduzir os espacos de Sobolev em dimensio 1. Seja Q =
(0,1) C R um intervalo, limitado ou néo, e p um nimero real tal que 1 < p < o0.

Seja X um espago linear de funcdes para as quais

lellyas = (Il + ]2,
é finito, isto é,
1/p
|luHWé,p = (/]ulp + [u|P d:z:) < 00. (5.1)
I

Temos que X contém C}(f2) e também contém C*(Q), se Q for limitado, onde

Co(Q) =U,E,emque B, = {f € (Q): f(z) =0 Vz¢ Q)
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sendo
Q= {r € Q:d(z,00) > 1/n},

e ainda
C'(Q) = {f € CHQ) : fe f sdo uniformemente continuas},

A norma || |lw1sn é uma norma em C*(2), mas C*(2) nio é completo relativamente
a esta norma. O completamento de C*(Q2) com respeito & norma (5.1) denota-se por
W2(Q) e chama-se espago de Sobolev. O fecho de C1(f2) em W'P(Q) denota-se
por Wy?(Q). Para p = oo temos

lully = max{|lull, w15},

Wy™ = {u € W'*(Q) : u =0 em 99}.

Este é um modo de definir os espagos de Sobolev com base no completamento. Qutro
modo, que se demonstra ser equivalente, baseia-se no conceito de derivada no sentido

das distribuigGes e é o seguinte:

Definicdo 5.11. O espago de Sobolev WP() define-se por:

whr(Q) = {u € I : Juv € L? tal que /ucp'da: = —/ vpdr Vye€ Ccl(Q)}
Q Q
A este v associado a cada u chamamos derivada fraca de u. ¢ diz-se uma funcao

teste.

Quando p = 2, designamos por H' o espago W'? e por H} o espaco WP, porque
sao espacos de Hilbert.

Os espacos de Sobolev sao espacos de Banach munidos da norma (5.1). Os seus
elementos sdo classes de equivaléncia de funcdes e podem ser indentificados como
elementos de L?(f2). Por defini¢gdo de W'P(Q), a funcio identidade define uma
correspondéncia de W'#(2) em LP(2). Desde que ndo haja confusdo, referimo-
nos a elementos de W#(Q) como sendo funcdes. Por exemplo, podemos dizer que

u € WHP(£) é uma funcio continua se na classe de equivaléncia de u existe uma
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fungdo continua, ou seja, qualquer elemento na classe de equivaléncia de u é uma
fungao continua apés uma redefinicio num conjunto de medida nula.

De forma anéloga se fala em espagos de Sobolev de ordem superior a um e em
dimensao superior a um. Consideremos entido um aberto Q de R™. Seja k > 0 um

inteiro, notamos

WkP(Q) = {u:v™u e LP(Q): 0 <m < k}

k m . 1/p
(Shaolvmulls?) ™ se1<p< oo,

maxXo<mer (|| V™ ul|z=)  se p = oco.

lullwrs =

Se 1 < p < 0o, WFP define-se como sendo o fecho de C® em WkP. Se p = 2,
Wh? = H* e W' = HE.

Teorema 5.12. Seja E um espago de Banach reflexivo e seja (u;) wma sucessdo
limitada em E. Entdo podemos extrair uma subsucessio da primeira, (u;,), que

converge fracamente.

5.4 Conjuntos e funcoes convexas

Uma das nog¢des mais usadas neste trabalho é a nog¢ao de convexidade, por isso deix-
amos aqui algumas definigées e resultados com respeito a tio importante conceito.

Para mais pormenores, aconselhamos a consulta, por exemplo, do livro [11].

Definigao 5.13. Um conjunto C' C R* diz-se convexo se o segmento de recta entre

quaisquer dois pontos de C estd contido em C, isto 6,
z,yeC={(1-Nz+Ay:0<Ar<1}cCC.

Definicao 5.14. Seja f uma funcio cujos valores sao reais ou +00, definida em R™.

O conjunto
{(z,r):z2€eR, reR, r> f(z)}

¢ denominado o epigrafico de f e denota-se por epif.
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Definigéo 5.15. Uma fungdo f : R* — (—o0,+00] diz-se convexa se epif é um

conjunto convexo. Uma fungdo concava é uma fungdo f tal que —f é convexa.

Teorema 5.16. Seja f uma fun¢do de R em (—o0, +00]; entdo f € conveza sse
Fazi + Xz + 4 AnZm) < ALf(@1) + Ao f(22) + oo + A S (Z)

sempre que
Al Z O,)\2 2 0,...,Am 2 0, A]_ +A2+.+’)\m = ]_

Defini¢do 5.17. Dado um conjunto de pontos {zy,...,zy} C RV, qualquer ponto
da forma Zle a;zj, com o; > 0 para j = 1,....N e Zjvzl a; = 1 é denominada

uma combinagao convexa dos pontos z, ..., .

Nota 5.18. Note-se que um conjunto C é convezo sse C contém todas as combi-

nagoes convezas dos seus elementos.

Definigdo 5.19. Dado um conjunto (finito ou nao) de pontos C C R", o invélucro
convexo de C, co(C), é o mais pequeno conjunto convexo que contém C. E a
intersecgdo de todos os conjuntos convexos que contém C, e é igual ao conjunto de

todas as combinages convexas de pontos de C.
Definigio 5.20. Uma funcio afim em C é uma funcao finita, convexa e concava.

Definicao 5.21. Um subconjunto M C R” diz-se um espaco afim se
(1-XNz+lyeM Vr,yeMeleRr

A dimensao de um espago afim nio vazio define-se como sendo a dimensio do sube-
spago paralelo a ele, e denomina-se dimensio afim. A dimensio do conjunto vazio
¢ —1 por convengao. Os conjuntos afins de dimenséo 0,1 e 2 sdo chamados pontos,
linhas e planos respectivamente. Um conjunto afim (n — 1) - dimensional em R"

chama-se hiperplano.

Defini¢io 5.22. Chama-se invélucro afim dum conjunto convexo C a interseccao
de todos os espagos afins que contém C. E chama-se dimensio do conjunto convexo

C a dimensao afim do seu invélucro afim.



CAPITULO 5. APENDICE 68

Defini¢ao 5.23. O dominio de uma funcdo convexa f em C, que denotamos por
D(f), é a projec¢ao em R* do epigrafico de f:

D(f) ={z:3u: (z,p) € epif} = {z : f(z) < +o0}.
Este conjunto é um conjunto convexo em R”.

Nota 5.24. Uma funcdo f conveza definida num conjunto C C R* pode ser sempre

estendida a uma fungdo conveza em R* pondo f(x) = +oco para z ¢C.

Teorema 5.25. Uma fungdo conveza finita em todo o R* € necessariamente continua.

5.5 Semicontinuidade inferior

Sejam € um intervalo aberto e limitado em R, W uma funcdo continua de Q x RN x

RY em R. Consideremos o integral
I(u) = / Wz, u(z), v (z) dz.
Q

Uma das principais questdes relacionadas com este conceito é saber sob que con-
digGes da fungdo W ¢ que o integral I é sequencialmente semicontinuo inferiormente
em relacdo a convergéncia fraca em W L2(Q), p > 1. Um modo simples de ter uma
tal convergéncia é o seguinte: seja (u;) uma sucessao de funcdes lipschitzianas com
constantes de Lipschitz equilimitadas que converge uniformemente para uma funcao
u; entdo, entdo (ux) converge fracamente para u em Wr(Q), p > 1. Uma condigdo
necessdria para a semicontinuidade inferior (neste sentido) é dado pelo seguinte teo-

rema:

Teorema 5.26 (condigdo necessiria para a semicontinuidade inferior se-
quencial). Se I(u) é um integral sequencialmente semicontinuo inferior com re-
speito a convergéncia uniforme de funcgées equi-lipschitzianas, isto é,

I(u) < liminf I (u;),

j—ooo



CAPITULO 5. APENDICE 69

sempre que u; — u uniformemente, onde
sup Lip(u;) < oo.
J

(Lip(u;) € a constante de Lipschitz, ou seja é a maior contante que verifica |u;(z) —
ui(y)| < Llz—y| Vz,yVk). Entdo para qualquer zo € Q, 5o € RY, & € RN e para
qualquer 8 € C(Q,RY) temos

1

@/ W (xo, 80, &0 + 0’ (z) dz > W (xy, 9, &)-
Q

Em particular a funcdo W ¢é conveza em £ para cada z € Q e s € RV fizados.

Esta ultima desigualdade nio é mais que a quasiconvexidade. Note-se ainda que a
quasiconvexidade é equivalente a dizer que as fungdes lineares I(z) sao minimizantes,
na classe das fungées u com u(z) = I(z) em 9Q do funcional I. Em particular se I

é de classe C? em &, isto implica a convexidade de I em &, isto é,

ny{(l‘ﬁa S0, 50) > 07

para qualquer £, como vimos no teorema anterior. Portanto, o que acabidmos de
ver foi que a quasiconvexidade implica a convexidade, mas para integrais simples,
para integrais de campos vectoriais esta implicacao é falsa. De facto, em dimensio
1, a convexidade implica trivialmente a quasiconvexidade (pela desigualdade de
Jensen), portanto em dimensido 1 a quasiconvexidade e a convexidade sio equiva-
lentes. Também para integrais miltiplos definidos para funcoes escalares as duas
condicdes sdo equivalentes. No entanto, para integrais multiplos de campos vecto-
riais, a quasiconvexidade é uma condicio estritamente mais fraca do que a convexi-
dade, (ver [15]).

O seguinte teorema mostra que a convexidade em £ é também uma condigao

suficiente para a semicontinuidade inferior de I.

Teorema 5.27 (teorema da semicontinuidade de Tonelli). Seja Q um inter-
valo aberto e limitado em R e seja W (x, s,£) uma funcdo satisfazendo as sequintes

condicoes:
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1. W e W, sdo continuas em (z,s,£);
2. W € nao negativa ou limitada inferiormente por uma funcdo de L';

3. W é convera em £.

Entdo o integral I ¢é sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente em
WhP(Q,RY) Vp > 1; isto ¢, se (u;) converge fracamente em Wh?(Q,RY) para u,
entao
I(u) < liminf I'(u;).
(u) < lim inf 7 (u;)

Equivalentemente, podemos dizer que esta desigualdade se verifica se (uj) converge

uniformemente para u e as normas de u; em L' sdo equilimitadas.

Nota 5.28. A fungio W ser limitada inferiormente por uma funcio L' serve para

garantir que o integral estd bem definido e que o liminf ndo é —co.

Teorema 5.29 (teorema da existéncia de Tonelli). Suponhamos que W (z, s, £)

satisfaz as sequintes condigies:

1. W e W, sdo continuas em (z, s, £);
2. W € convera em &;

3. W tem crescimento superlinear, isto €, se existe uma funcgdo 0 : (0,0) = R,
localmente limitada inferiormente tal que W (x, 5,€) > 0(|¢|) Vz, s,€, e 22 —

Ir]
oo quando |r| — oo.

Entdo, nestas condigées, existe um minimizante de I na classe
C(a, B) := {u € W"((a,b),RY) : u(a) = o, u(b) = 5},
sendo a, B € RN fizados.

Nota 5.30. O teorema anterior continua a ser verdadeiro se, em vez de 1. consid-
erarmos que W € uma fungdo tipo Carathéodory, isto é, mensurdvel na primeira

varidvel e continua nas outras duas.

Todos estes resultados e as correspondentes demonstracées podem encontrar-se
em [8] e [15].
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5.6 Outros resultados

Teorema 5.31 (teorema de Banach-Alaouglu-Bourbaki). Seja X um espaco
se Banach e X* o0 seu dual. Se E C X* é um conjunto limitado, fechado e convezo,

entdo B ¢ fracamente* compacto.

Teorema 5.32 (regra de Leibnitz - derivagio sob o sinal do integral). Sejam
U € R" um conjunto aberto e f : U x [a,b] = R uma fun¢do com as seguintes

propriedades:
1. Para todo x € U, a fungdo t — f(z,t) é integrdvel em a < t < b.

2. A i-ésima derivada parcial a%%(x, t) existe para cada (z,t) € U X [a,b] € a fun¢do
6%5 :U x [a,b] - R, assim definida, é continua.

Entao a fungdo ¢ : U — R, dada por p(z) = fab f(z, t)dt, possui i-ésima derivada
parcial em cada ponto x € U, sendo
dp > of
(@)= | =(z,t)dt
Bz, (z)  on, (z,t)
Em suma: pode-se derivar sob o sinal do integral, desde que o integrando resul-

tante seja uma fungio continua.

Teorema 5.33 (regra da cadeia). Sejam U C R™ ¢ V C R", abertos, f =
(fi,-r fn) : U > R®, tal que f(U) C V e cada fungdo coordenada fr, : U - R é
diferencidvel no ponto a € U. Seja ainda g : V — R uma fungdo diferencidvel no
ponto b= f(a). Entdo a fung¢do a funcdo composta go f: U — R ¢é diferencidvel no

ponto a e as suas derivadas parciais sao

A0 D ) =37 28 4y P
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