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CAPITULO 1

Introducao

Nesta dissertagdo analisa-se a relagdo entre laminados e micro-estruturas (ou, equivalente-
mente, entre Q- e R-convexidade) no caso 2 x 2. Para explicar brevemente o contexto em que
se inserem estes conceitos, seja {2 C R™ um aberto limitado, subconjunto conexo com fronteira
suficientemente suave. Este dominio ser4 para nés a parte do espaco ocupada por um corpo
antes de sofrer uma deformagao, ao qual chamaremos configuracdo de referéncia. Frequente-
mente referir-nos-emos a 2 como o corpo. A deformagio do corpo é uma aplicagio u : @ — R™,
suposta suficientemente suave, injectiva (excepto possivelmente na fronteira de ), preservando
a orientagdo. A matriz Vu(z) é chamada o gradiente da deformacdo e d4-nos uma medida da
'intensidade’ local da deformacdo. A exigéncia de ser localmente biunivoca e de preservar a ori-
entagao pode ser escrita como det(Vu(z)) > 0 gs em . Um corpo deformado associado a uma
deformacdo arbitraria u pode estar sujeito a forgas no corpo representadas por um campo vec-
torial f : u(2) - R™. A funcéo f depende obviamente de u e representa a densidade das forcas
aplicadas por unidade de volume na conﬁguragéo deformada. Poderdo também existir forcas na
superficie definidas como um campo vectorial numa parte da fronteira y; C 0u(f), g : 71 = R™,
representando a densidade das forgas aplicadas na superficie por unidade de 4rea na configu-
ragao deformada. Consideramos entdo uma fungdo W :  x R™ x M™*" — (—c0, +00] (onde
M™*" & o espago das matrizes m X n, que identificaremos com R™"), a densidade energética,
que representa a energia acumulada no corpo menos as for¢as a que o corpo esta sujeito. As
configuragdes de equilibrio do material correspondem as solugdes do problema variacional, que
consiste em encontrar minimizantes (ou mais geralmente extremantes) do funcional da energia

representando a energia interna associada a uma deformagio do corpo

(1) I(u) = /Q W (z, u(z), Va(z))dz,

7



8 1. INTRODUGAO
onde a densidade de energia continua W pode também depender de pardmetros fisicos adicionais
que sd0 supostos constantes. Tais minimizantes descrevem configuragoes de equilibrio do material
sob condigdes de ambiente dadas. Uma destas importantes condi¢des é a condigdo global na
fronteira

u = ug em 0}
sendo ug uma deformagao fixada, representando as condigdes prescritas na fronteira de 2. Supon-
hamos que W s6 depende da variavel gradiente. Uma das propriedades importantes que W devera

verificar sera a coercividade:
W(F) > c¢(|FIP - 1), F € M™*",para algum p > 1,¢> 0.

Note-se que o expoente de coercividade é importante, pois diz-nos que as sucessdes minimizantes
para I serdo uniformemente limitadas no espago de Sobolev WbP(Q,R™) (utilizando a desigual-
dade de Poincaré para controlar as proprias fungdes). Assim, estamos interessados em sucessoes
limitadas (u;) em WLlP(Q, R™) precisamente para aquele p. Se a hipétese de coercividade falha
para todos estes p > 1, poderao ndo existir configuragoes de equilibrio. Por esta razao, podemos
tomar para deformagées admissiveis u em (1) as que pertencem a wlP(Q,R™). Tipicamente, a
deformagio ug com a qual fixamos as condi¢des na fronteira de Q ser4 uma fungio lipschitziana
up € WH®(Q,R™) (note-se as condigdes que supusemos em () tal que I (ug) < co. E também
usual supormos que ug :  — ug(€2) é (globalmente) injectiva. Sob estas condigoes (que even-
tualmente poderiam ser um pouco diferentes), queremos analisar o problema da existéncia de
configuragdes de equilibrio, em particular estamos interessados em compreender em que situagoes

existe uma deformacao admissivel u* tal que
I(u*) < I(u),

para qualquer u admissivel. O modo mais geral de obter uma resposta é o chamado método
directo. Para compreendermos a sua elegéncia, olhemos por momentos para o caso de dimensao
finita.

Seja I : R* — (—00,+00]. Procuremos um zp € R" tal que I(zg) < I(z) para qualquer

r € R®. A primeira condigdo que temos de assegurar € que I seja limitada inferiormente,
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ie., I(z) > ¢ > —oo, para qualquer z € R*. Caso contrario, nio faz sentido o problema de

minimizagdo: ndo pode existir minimizante. Seja entdo
—oo <m =inf{I(z): z € R"}

e seja (z;) uma sucessdo minimizante: (I(z;)) \, m. Se (z;) é relativamente compacta em R"
entdo existe uma subsucessdo tal que z; — zo. Consequentemente, se I é continua, por ser
I(z;) & m, vem I(z¢) = m e z¢ é minimizante. Na realidade, como estamos interessados em

minimizantes é suficiente pedir a semicontinuidade inferior sequencial de I:
I(z) < liminf I(z;)
j—o0

sempre que z; — z. O método directo do célculo das variacGes consiste em imitar o caso de

dimens3o finita na situagido de dimens3o infinita. Os v4rios ingredientes iinportantes sao:

¢ I nao ser identicamente igual a +0o (que néo é indispensavel);

e | ser limitado inferiormente;

e Existirem boas propriedades de compacidade para a topologia do conjunto das fun¢des
competidoras;

o I ser sci com respeito a topologia escolhida.

Os espagos das fungdes competidoras sao usualmente espagos de Banach com normas integrais,
L*(Q), W1P(Q), e as topologias adequadas com boas propriedades de compacidade so as topolo-
gias fracas nestes espagos. Em particular, se X é um destes espagos e é reflexivo, sabemos, pelo

teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, que
lujllx <M < oo implica uj — u,u € X,

possivelmente para uma subsucessdo. Esta propriedade é extremamente conveniente e explica
porque é que a convergéncia fraca é tao importante para nés e porque estamos interessados em
aprofundar os conhecimentos sobre ela. Finalmente, a etapa mais dificil da aplicacio do método

directo é exigir a propriedade da sci sequencial com respeito a estas topologias fracas:

uj — u em X implica I(u) < liminf I'(u;)
j—o0
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Podemos resumir tudo isto que referimos acerca do método directo no seguinte teorema (cujo

esquema de demonstragio foi dado acima):

TEOREMA 1. (Método Directo do Cdlculo das Variagdes)

Consideremos o principio variacional
inf{I(u):ue€ A}
onde

i: A é um subconjunto convezo fechado de um espago de Banach reflexivo;
ii: I é coercivo: I(u) > cllullx,c > 0 ou limyy|00l(u) = +00;

ili: I ¢ sequencialmente sci com respeito a topologia fraca em X;

iv: Eziste @ € A tal que I(T) < 00.

Entdo eziste ug € A com I(ug) < +oo e I(ug) < I(u) para todo o u € A.

No nosso contexto, o funcional I é dado por (1), e o que se pretende com o terceiro ingrediente
da péagina anterior, é obrigar as sucessdes minimizantes (u;) a convergir fracamente para algum
u em WHP(Q) (com p > 1).

Para aplicar o teorema 1, estamos interessados na propriedade de sci fraca (sequencial) do

funcional I. O verdadeiro resultado é decidir quando

O T < limi N
u; = u implica I(u) _ll]n_l)lololfI(U])

Enquanto que a convexidade de W na variavel gradiente tem um papel central no caso escalar
(i.e., quando n = 1 ou m = 1) (é a condigdo necessaria e suficiente para a sci fraca do funcional
I), no caso vectorial (i.e, n > 1 e m > 1), a convexidade de W(z,u,) é ainda suficiente para
assegurar a sci fraca de I, mas, no entanto, estd longe de ser necessaria e, além disso, existern
muitos exemplos importantes nos quais W (z,u,-) néo é convexa e os respectivos funcionais sao
fracamente sci. A condicio que é necessaria foi introduzida, ha cerca de 50 anos atras, por
Morrey, e chama-se quasiconvexidade (&4 qual chamaremos, por comodidade, Q-convexidade).
Na pratica esta condicdo é dificil de verificar, pois é caracterizada através de uma média, dada

por um integral, em vez de poder ser caracterizada em termos pontuais (o que néo é possivel
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para m > 3, como mostrou Kristensen, em [14]). Foi entdo introduzida, também por Morrey,
uma condicdo mais fraca, a convexidade caracterfstica-1 (a qual chamaremos, também por co-
modidade, R-convexidade). Mais tarde, foi introduzida (por Ball) uma condigio mais forte que
a Q-convexidade mas simultaneamente mais fraca que a convexidade usual, a policonvexidade,
ou P-convexidade. Estas duas condigdes sdo dadas em termos pontuais. As relacdes entre estes
tipos diferentes de convexidade j& se encontram bastante bem estudadas actualmente, conforme
se pode ver abaixo, no capitulo 6, seccdo 1. Contudo, uma questdo que permanece em aberto é
saber se a R-convexidade implica ou n3o, no caso m = n = 2, a Q-convexidade. Como referimos
no inicio desta introdugdo, pretende-se com esta dissertagdo contribuir para o esclarecimento

desta questéao.






CAPIiTULO 2

Preliminares

Neste capitulo enunciamos os conceitos e resultados basicos que se consideram como ponto

de partida para esta dissertagao.

1. Espacos topolégicos

DEFINIGAO 2. Uma familia T de subconjuntos de um conjunto X diz-se uma topologia em X
se T contém o conjunto vazio, @, o prdprio conjunto X, a unido e a interseccio de qualquer sua
subfamilia finita. O par (X,T) diz-se um espago topoldgico.

Os conjuntos de T chamam-se os abertos de (X, 7).

DEFINIGAO 3. Seja (X,T) um espago topoldgico. Uma vizinhanca de x € X € um conjunto
que contém um conjunto aberto contendo x. Uma vizinhanga de um conjunto A C X é um

conjunto que contém um conjunto aberto contendo A.

DEFINIGAO 4. Seja (X, T) um espago topoldgico, S C X. Um ponto x € S diz-se:

a: um ponto interior de S se S é uma vizinhangca de z. O interior de S é o conjunto
int(S) formado pelos pontos interiores de S;

b: um ponto exterior de S se for interior ao complementar de S em X, S¢ = {z € X :
z ¢ S}. O eaterior de S é o conjunto ext(S) formado pelos pontos exteriores a S;

c: um ponto fronteiro de S se ndo for ponto interior nem ponto exterior a S. A fronteira
de S € o conjunto 0S formado pelos pontos fronteiros de S;

d: um ponto de acumulacdo ou ponto limite de S quando qualgquer vizinhanca V de x em
X contém algum ponto s € S, com s # z. O derivado de S é o conjunto S’ formado
pelos pontos de acumulagdo de S;

e: um ponto isolado se pertencer a S mas nao for ponto de acumulagdo de S;

13



14 2. PRELIMINARES
DEFINIGAO 5. Seja (X, T) um espago topoldgico. Dizemos que a sucessio (an) converge para
a € X, ap, = a, se qualquer vizinhanga de a contém todos os pontos a, (excepto possivelmente

para um nimero finito). Uma sucessdo (an) diz-se convergente se a, — a para algum a € X.

DEFINIGAO 6. Um conjunto diz-se fechado se o seu complementar for aberto.

LEMA 7. A intersecgdo de qualquer familia de subconjuntos fechados é fechada e a unigo de

qualquer familia finita de fechados é fechada. O conjunto vazio e X sdo fechados.
DEMONSTRAGAO. Ver [16], pag.74. O

DEFINIGAO 8. A aderéncia ou fecho de A, A, ¢ a intersecgio de todos os fechados que contém

DEFINICAO 9. Se Y C X, e T é uma topologia para X, entdo a topologia
7v={A:A=BnY,Ber}

chama-se a topologia induzida em Y por 7. Um subconjunto de Y diz-se relativamente aberto se

estd em Ty e diz-se relativamente fechado se o seu complementar em Y € relativamente aberto.

Um subconjunto de um espago topoldgico é sempre tomado como um espago topolégico com

a sua topologia induzida, a ndo ser que outra topologia seja dada explicitamente.

DEFINICAO 10. Se (X, 7) e (Y, ") sdo espagos topoldgicos, e f : X — Y, entdo f é continua
se f7Y(A) = {z € X : f(z) € A} € 7 para qualquer A € 7'. Por oulras palavras, uma aplicagGo
entre dois espago topoldgicos € continua se a imagem inversa de qualquer aberto é um aberto.
Uma fungdo f diz-se continua no ponto x se para qualquer vizinhanga U de f (z) eziste uma

vizinhanca V de z tal que f(V) C U.

DEFINICAO 11. Sejam (X,7) e (Y,7') espagos topoldgicos, f : X = Y. Dizemos que f é um
homeomorfismo ou um isomorfismo topoldgico se f é continua, bijectiva e f —1 ¢ continua. Neste

caso dizemos que os espacos X eY sdo homeomorfos.
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LEMA 12. Sejam (X, 1) e (Y,7') espacos topoldgicos, f : X — Y. Entdo, cada uma das
segquintes condigdes € equivalente & continuidade de f:
a: A funcao f é continua em cada z € X.

b: Para qualquer F € Y fechado, f~}(F) € X ¢ fechado

DEMONSTRAGAO. Ver [10], pag.13. O

LEMA 13. Sejam (X,7), (Y,7') e (Z,7") espagos topoldgicos. Se f : X - Y eg:Y = Z

sao continuas, entdo a fungdo composta go f : X — Z ¢é continua.

DEMONSTRAGAO. Ver [16], pag.60. 0O

LEMA 14. Seja (X,7) um espagos topoldgico, f,g : X — R, continuas, e « € R. Entdo as
fungoes dadas pelas expressées
O af(), f()+9g()

s@o continuas. Se X = R, entdo as expressées

max(f(z),g(z)), min(f(z),g(x))

zeX zeX

definem também func¢ées continuas.

DEMONSTRAGAO. Basta utilizar o lema anterior, e pensar nas regides acima dos graficos

(para as fungbes max e min). O

DEFINIGAO 15. Um espago topoldgico X diz-se um espago de Hausdorff (ou separado) se:
it Para cada € X, o conjunto {z} é fechado,

ii: Para cada par de pontos distintos z,y € X, eristem vizinhancas disjuntas de x e y.

DEFINIGAO 16. Uma cobertura aberta de um conjunto A num espaco topoldgico X é uma
familia de conjuntos abertos cuja unido contém A. Dizemos que X €é compacto se de cada
cobertura aberta for possivel extrair uma subcobertura finita. Notemos que um subconjunto A C X

€ compacto na sua topologia relativa sse de cada cobertura aberta de A por elementos de X for

possivel extrair uma subcobertura finita.
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DEFINIGAO 17. Um subconjunto A de um espago de Hausdorff X diz-se relativamente com-

pacto se A é compacto.

DEFINIGAO 18. Um subconjunto A de um espago topoldgico X diz-se sequencialmente com-
pacto se qualquer sucessio (a,) C A possui uma subsucessdo convergente para um elemento

a € A.

DEFINIGAO 19. Um espago topoldgico X diz-se localmente compacto se cada um dos seus

elementos possui uma vizinhanga cujo fecho é compacto.
DEFINIGAO 20. Um conjunto A diz-se denso num espaco topoldgico X se A= X.

LEMA 21. a: Um subconjunto fechado de um compacto é compacto.

b: A imagem de um compacto por uma funcdo continua é compacto.
DEMONSTRAGAO. A demonstragao segue directamente das definicoes. 0

LEMA 22. Uma fungdo real continua num compacto atinge o seu supremo e o seu infimo,

i.e., tlem mdzimo e minimo.
DEMONSTRAGAO. Ver {10], pag.18. O

2. Espacos métricos

DEFINIGAO 23. Seja X um conjunto, z,y,z € X e d uma fungdio real definida em X x X,
com as segquintes propriedades:
i: d(z,z) =0, d(z,y) >0 sez #y;
ii: d(z,y) = d(y,z);
iii: d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Entdo d diz-se uma métrica em X. O conjunto X munido da métrica d chama-se espago
métrico. Por comodidade, sempre que nao houver perigo de confusdo, diremos o espag¢o métrico

X, deizando subentendida a métrica d.
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DEFINIGAO 24. Seja X um espago métrico, v >0 ea € X. A bola aberta de centro a e raio
r >0 € o conjunto

B(a,r) :={z € X : d(z,a) <r}.

DEFINIGAO 25. Seja X um espago métrico. Um conjunto A C X diz-se limitado se eristir
R > 0 tal que d(z,y) < R, quaisquer que sejam z,y € A. Além disso, se Y ¢ um espaco métrico
e f: X =Y € uma aplicagdo, diz-se que f é uma aplicacdo limitada se a sua imagem f (X) €

um subconjunto limitado de Y .
PROPOSIGAO 26. Qualquer espaco métrico é um espaco topoldgico.
DEMONSTRAGAO. Ver [10], pag.19. (]
DEFINIGAO 27. Seja X um espago métrico. Dizemos que o ponto a € X ¢ limite da sucessdo
(an) C X quando

Ve >0dno €N : d(ap,a) <eVneNcomn>nyg.

Quando a € limite da sucessio (a,), diz-se também que a,, tende para a, ou que a, converge para
a, denotando este facto por
an = a ou lim a, =a.
n—o0

Uma sucessio que possui limite diz-se convergente, caso contrdrio diz-se divergente.

DEFINIGAO 28. Seja X um espagco métrico. Uma sucessdo (an) diz-se uma sucessdo de

Cauchy se

Ve >03dng €N : d(an,am) <e Vn,m € N com n,m > ny.

DEFINIGAO 29. Um espago métrico diz-se completo se toda a sucesséo de Cauchy é conver-

gente.

LEMA 30. Num espaco métrico toda a sucessdo convergente é sucessio de Cauchy. Uma

sucessao de Cauchy converge sse possui uma subsucessdo convergente.

DEMONSTRAGAO. Segue imediatamente das definicdes. a
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LEMA 31. Sejam X,Y espagos métricos. Uma fungio f : X =Y € continua em a € X sse

para qualquer sucessdo (an) C X

ap > a = f(ap) = f(a).
DEMONSTRAGAO. Ver [16], pag.113. O

TEOREMA 32. Seja X um espago métrico, A C X. Entdo A é compacto sse A € sequencial-

mente compacto.

DEFINIGAO 33. Sejam X,Y espacos métricos. Uma fungdo f : X — Y diz-se lipschitziana

se

3k >0 :dy(f(z), fy)) < kdx(z,y) Vz,y € X.

3. Espacgos vectoriais

Vamos definir apenas espacos vectoriais reais (a que chamaremos, por simplicidade, de es-

pagos vectoriais).

DEFINICAO 34. Chamamos espago vectorial a qualquer conjunto X # 0 com duas operagoes
nele definidas:
uma aplicagio (z,y) = z+y de X x X em X, chamada adi¢do,
uma aplicagio (A, z) — Az de R x X em X, chamada multiplicacGo por um escalar, vertfi-
cando os sequintes axiomas:
aart+ty=y+tz,
b: (z+y)+z=z+(y+2),
c:Vz,ye X IzeX:z+2=y,
d: o(Bz) = (ap)z,
e: (a+ f)r = ax + Oz,
f: a(z+y) =az+ ay,
g: lz =1z,

para quaisquer x,y,z € X, e € R.
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Chamamos vectores aos elementos de X e escalares aos elementos de R.

DEFINIGAO 35. Seja X um espago vectorial. Se E C X e zo € X, chamamos ao conjunto
E+zo={y€ X :y=z+x0 para algum z € E} a translagdo-rg de E. Para o € R, escrevemos
aFE = {y € X : y = az para algum = € E} e chamamos a este conjunto a dilatacio de E pelo

factor a.

DEFINIGAO 36. Seja X um espago vectorial. Um vector z € X diz-se combinacdo linear dos

vectores Ty, ..., T € X se existirem escalares ay, ...,a com T = oy Ty + ... + 4T
DEFINIGAO 37. Um conjunto finito {z1,...,zx} C X diz-se linearmente independente se
o1+ Fopze =0 = oy =...=0a =0.

Um conjunto qualquer X' C X diz-se linearmente independente se qualquer subconjunto finito é
linearmente independente. Se um conjunto ndo ¢ linearmente independente entio diz-se linear-

mente dependente.
DEFINICAO 38. Seja A um subconjunto de um espago vectorial X. Designamos por lin(A) o
invdlucro linear de A, i.e.,
lin(A) = {oqz1 + ... + pZk 1 21,..,zr €EAeay,..,op €ER, k=1,2, o}

DEFINIGAO 39. Um conjunto B C X diz-se uma base de X se B ¢ linearmente independente

e gera X (i.e., lin(B) = X).
DEFINIGAO 40. Se eziste em X uma base finita entdo diz-se que X tem dimensdo finita.

Neste caso demonstra-se (ver, p. ex. [18]) que todas as bases de X tém o mesmo niimero
de elementos, nimero esse que é chamado a dimensdo de X. Caso contrario diz-se que X tem

dimensao infinita.

DEFINIGAO 41. Sejam X,Y espagos vectoriais. Uma aplicaggo L : X — Y diz-se uma

aplicagdo linear se

L(az + By) = aL(z) + BL(y) Vz,y € X, Va,B € R.
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DEFINIGAO 42. Seja T uma topologia num espago vectorial X tal que
a: para cada z € X, o conjunto {z} € fechado;

b: as operacdes de espago vectorial sdo continuas com respeito a T.

Sob estas condicées, diz-se que T é uma topologia vectorial em X, e X um espago vectorial

topoldgico.

4. Espacos normados

O conceito de norma de um vector é uma generalizacdo (abstrac¢do axioméatica) do conceito

de comprimento de um vector em R".

DEFINICAO 43. Uma fungdo |- |x : X — [0, +00) diz-se uma norma se:
a: |z|x =0 ssexz =0,
b: |Az|x = |Allzlx Vz € X, VA ER,
c: |z +ylx < |zlx +|ylx, Vz,y € X.

DEFINICAO 44. Chamamos espago normado a um espago vectorial com uma norma nele

definida.

OBSERVAGAO 45. Um espaco normado é de modo natural um espago métrico (logo um espago
topologico): a distancia define-se por d(z,y) = |z — y|x. A convergéncia definida pela norma e

a convergéncia definida pela métrica coincidem, obviamente.

DEFINIGAO 46. Seja (X,| - |x) um espaco normado. Dizemos que uma sucessdo (zn) C X

converge para * € X se

Ve>03dnp€R : |z, —2z|x <eVn €N com n > ng.

OBSERVAGAO 47. Note-se que z, — = em X significa |z, — z|x — 0.

DEFINIGAO 48. Duas normas definidas no mesmo espago vectorial X dizem-se equivalentes se

definem a mesma convergéncia, i.e., se as correspondentes sucessoes convergentes sGo as mesmas:

|- |1 e |- |2 dizem — se equivalentes se |zp|1 = 0 € |zp|2 = 0, V(zn) C X.



4. ESPACOS NORMADOS 21

PROPOSIGAO 49. Seja X um espago vectorial de dimensdo finita. Entdo todas as normas em

X sao equivalentes.
DEMONSTRAGAO. Ver [17], pag.142. O

TEOREMA 50. Seja (X, |-|x) um espago normado, C C X. Se C é compacto, entio ¢é fechado

e limitado. Se X = R"™ entdo C ¢é compacto sse ¢ limitado e fechado.
DEMONSTRAGAO. Ver [19], pag.20 e [17], p4g.80. O

DEFINIGAO 51. Um espago normado (X, |-|x) diz-se completo se qualquer sucessio de Cauchy
em X converge (para um elemento de X). Chama-se espaco de Banach a qualquer espago nor-

mado completo.

DEFINIGAO 52. Sejam X,Y espacos normados. Uma aplicagio linear L : X — Y diz-se

limitada se

3k >0 : |L(z)ly <klz|x VzeX.

OBSERVAGAO 53. A definigdo anterior s6 se aplica a aplicacdes lineares, para as nio-lineares

aplicamos a definicdo 25 (a qual ndo faz sentido para aplicagdes lineares).

LEMA 54. Sejam X,Y espacos normados, L : X — Y uma aplicacio linear. Entdo as
seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
a: L ¢ lipschitziana;
b: eziste zo € X tal que L(-) € continua em xq;
C: Sup|; <1 | L(z)| < oo;

d: L é limitada.
DEMONSTRAGAO. Ver [10], pag.59. O

DEFINIGAO 55. Seja (X, |-|x) um espaco normado. O espago dual de X, X', € o espago das

aplicagdes lineares continuas definidas em X .
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DEFINIGAO 56. Sejam X,Y espacos normados, L : X — Y uma aplicagio linear. A norma

desta aplicagdo linear define-se por

|L| = sup |L(z)|.
|z]x <1

LEMA 57. O espago dual de X, X', com a norma acima definida é um espago de Banach.
DEMONSTRAGAO. Ver [10], pag.61. O

DEFINIGAO 58. Sejam X,Y espagos normados e f : X — Y um operador. O operador f

diz-se compacto se f(A) ¢ relativamente compacto em Y sempre que A € limitado em X.

DEFINIGAO 59. Dizemos que o espagco normado X se injecta no espago normado Y, e deno-

tamos por X — Y, se

i: X ¢ um subespaco vectorial de Y,

ii: o operador de injecgio I definido de X para Y por I(z) = z Vz € X é continuo.

DEFINIGAO 60. Dizemos que a injeccéo X — Y € compacta se o operador de injecgdo I é

compacto.

DEFINIGAO 61. Seja X um espago de Banach.

iz Um hiperplano H é um conjunto da forma
H={zeX: f(z)=0a}

onde f € um funcional linear sobre X e a € R.

ii: Diz-se que hiperplano H, definido como acima, separa (resp. separa estritamente) os
conjuntos A,B C X se f(z) <aVz € Ae f(r)>aVreB (resp. se Je >0: f(x) <
a—eVzeAe f(z)>a+eVz€B).

i}

iii: Os conjuntos

{zeX:flz)<a}, {zreX: f(z)>a}

{reX:fl@)<a}, {z€X:f(z) 20}
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dizem-se, respectivamente, semi-espacos abertos e semi-espagos fechados limitados por

H.

OBSERVAGAO 62. Note-se que o hiperplano H, definido por f(z) = «, & fechado sse f é

continua.

TEOREMA 63. (Hahn-Banach) Seja X um espago de Banach, A,B C X dois conjuntos

convezos, disjuntos e nao vazios.

i: Suponhamos que A ¢ aberto. Entdo existe um hiperplano fechado H que separa A e B.
ii: Suponhamos que A € aberto e B é compacto. Entdo existe um hiperplano fechado H

que separa estritamente A e B.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.5 e 7. a

COROLARIO 64. Seja C um subconjunto convexo de R™ tal que C # R". Entdo eziste um

semi-espaco fechado que contém C.
DEMONSTRAGAO. Ver [27], pag.99. O

5. Espacos com produto interno
DEFINIGAO 65. Num espaco vectorial real X, uma aplicacdo (-,-)x : X x X = R diz-se um
produto interno em X se Vz,y,z € X Vo, € R valem as seguintes condigdes

a: (z,y)x = (y, z)x;
b: (az + By, z)x = alz,2)x + By, z)x;

c: (z,2)x >0 ez, z)x =0=z=0.

Um espago vectorial com um produto interno diz-se um espago com produto interno.

PROPOSIGAO 66. Num espago com produto interno pode sempre definir-se uma norma por
|lzlx = V(z,2)x.

DEMONSTRAGAO. Ver [19], pag.45. a
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DEFINIGAO 67. Num espago com produto interno, chama-se norma associada ao produto

interno 4 norma definida na proposi¢io anterior.

OBSERVAGAO 68. Temos entdo que qualquer espaco com produto interno é também um

espaco normado. A reciproca é falsa.

DEFINIGAO 69. Um espago com produto interno que seja completo (para a norma associada

ao produto interno) diz-se um espago de Hilbert.

DEFINIGAO 70. Num espago com produto interno dois vectores x,y dizem-se ortogonais (e

escreve-se L y) se {(z,y) =0.

OBSERVAGAO 71. Uma das mais importantes consequéncias de termos um produto interno
é a possibilidade de definirmos a ortogonalidade de vectores, o que torna a teoria dos espagos de
Hilbert muito mais préxima da teoria do espago euclideano R® do que da teoria geral dos espacos

de Banach.

6. Espacos de medida

6.1. o -algebras.

DEFINIGAO T2. Seja X um congunto arbitrdrio. Uma colec¢do A de subconjuntos de X diz-se
uma dlgebra de subconjuntos de X se satisfaz as seguintes condigdes:
1: X € A;
2: Ac A= A°c A;
3: ABe A= AUB€A.

DEFINIGAO 73. Uma dlgebra A de subconjuntos de X diz-se uma o-dlgebra se, nas hipdtese

da definicdo anterior, substituirmos 3 por

3 {A,:neN}C A= Upendn €A

DEFINIGAO 74. Seja X um conjunto e A uma o-dlgebra em X. O par (X, A) chama-se um

espago mensurdvel.
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OBSERVAGAO T75. 1: Para um conjunto arbitrario X, seja P(X) a colecgio de todos
os subconjuntos de X. Entdo A € P(X) é equivalente a A C X.
2: P(X) é a maior o-algebra de subconjuntos de X.

3: {0, X} é a menor o-algebra de subconjuntos de X.

PROPOSIGAO 76. Seja X um conjunto, e seja F uma familia de subconjuntos de X. Entdo

eziste @ menor o-dlgebra em X que contém F, a que chamamos a o-dlgebra gerada por F.

DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.3. O

Utilizamos agora a proposi¢ao precedente para definir uma importante familia de o-4lgebras.

DEFINIGAO 77. Seja X um espago topoldgico. A o-dlgebra de Borel em X é a o-dlgebra em
X gerada pela colecgdo dos subconjuntos abertos do espago topoldgico X e denotamo-la por Bx.

Os subconjuntos de Borel (ou borelianos) de X sdo os conjuntos que pertencem a Bx.
OBSERVAGAO 78. Um caso particular importante é quando X = R™.
6.2. Medidas.

DEFINIGAO 79. Seja X um conjunto e A uma o-dlgebra em X. Uma fungdo p : A — [0, 400)

diz-se contavelmente aditiva se satisfaz

b (U Ai) =) p(4)
i=1 i=1

para cada sucessdo infinita {A;} de conjuntos disjuntos que pertencem a A.

DEFINIGAO 80. Uma medida (ou uma medida contavelmente aditiva) em A é uma funcdo

g A= [0,4+00] que satisfaz p(@) = 0 e € contavelmente aditiva.

DEFINIGAO 81. Seja X um conjunto, A uma o-dlgebra em X e p uma medida em A. Entdo,
chamamos a (X, A, ) um espaco de medida. Habitualmente diremos que p é uma medida em

(X, A) ou, se a o-dlgebra A é subentendida, diremos que yu é uma medida em X.

Y
>

R
&

%

1

\
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DEFINIGAO 82. Seja (X, A, ) um espago de medida. Definimos a variagdo |u| de p por

[4
lul(A) = sup > |u(4)l,

(A1, ADEM(A) ;5

onde M(A) denota o conjunto de todas as colecgdes finitas (Ay, ..., A;) tal que A; € M, com
A,;ﬂAj=(0 sei #j.

DEFINIGAO 83. A uma medida em (R™, B(R")) chamamos medida de Borel em R". Mais
geralmente, se X ¢ um subconjunto de Borel de R" e se A € a o-dlgebra que consiste nos sub-
conjuntos de Borel de R™ que estio contidos em X, entdo uma medida em (X, A) diz-se uma

medida de Borel em X.

DEFINIGAO 84. Seja X um conjunto, A uma o-dlgebra em X e p uma medida em A. Dizemos
que i é uma medida de probabilidade se u(X) = 1. Neste caso chamamos a (X, A, 1) um espaco
de probabilidade.

ExeEMPLO 85. Um exemplo importante de uma medida de probabilidade é a medida de Dirac
6z (suportada no ponto z, ver definicdo 113), que se define para qualquer subconjunto 4 € A

por
1 sex € A,
6-(A) =
0 sex ¢ A
PROPOSIGAO 86. Seja (X, A, 1) um espago de medida, A e B subconjuntos de X pertencendo
a A tais que A C B. Entio p(A) < u(B). Se, além disso A satisfaz p(A) < +oo, entdo

n(B\A) = u(B) — p(4).
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.10. O

PROPOSIGAO 87. Seja (X, A, u) um espago de medida. Se {Ax} é uma sucessdo arbitrdria

de conjuntos que pertencem a A, entdo

DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.11. O
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6.3. Medidas exteriores.

DEFINIGAO 88. Seja X um conjunto. Uma medida ezterior em X é uma fungio u* : P(X) -
[0, +00] tal que
a: p*(0) =0;
b: Se AC B C X, entio pu*(A) < p*(B);
c: Se {An} € uma sucessdo de subconjuntos de X, entdo p*(Undn) < Y, u*(An) (suba-
ditividade).

OBSERVAGAO 89. i: Pode-se dizer que uma medida exterior em X é uma funcio u* :
P(X) — [0, +00] que & monétona e contavelmente suba,ditiva, e vale 0 no 0.

ii: Note-se que uma medida pode néo ser uma medida exterior; de facto, uma medida

em X é uma medida exterior sse o seu dominio € P(X). Por outro lado, uma medida

exterior geralmente nao é contavelmente aditiva, e consequentemente nio é uma medida.
DEFINIGAO 90. Seja X um conjunto, e u* uma medida exterior em X. Um conjunto B C X
é u*-mensurdvel (ou mensurdvel com respeito a u*) se
p*(A) = u*(AN B) + p*(AN B°)
€ verificada para qualquer conjunto A C X.

OBSERVAGAO 91. Um subconjunto u*-mensuravel de X é tal que divide cada subconjunto

de X de tal modo que o seu tamanho (medido por u*) é a soma das suas partes.

TEOREMA 92. Seja X um conjunto, u* uma medida exterior em X e My« a colecgio de

todos os subconjuntos u*-mensurdveis de X. Entdio
a: M- € uma o-dlgebra;

b: a restricdo de pu* a M,,; ¢ uma medida em M.
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.18. 0O

Voltemos agora a nossa atengao para a medida exterior de Lebesgue em R”, que denotaremos

por | - [*.
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DEFINICAO 93. Um intervalo n-dimensional é um subconjunto de R* da forma I x ... X I,

onde I, ..., I, sio intervalos de R e
I x ... x I, ={(z1,..,Za) : T € I;, i =1,...,n}.

OBSERVACAO 94. Note-se que os intervalos Ii,..., I, e consequentemente o intervalo n-

dimensional Ij X ... x I, podem ser abertos, fechados, ou nem abertos nem fechados.

DEFINIGAO 95. O volume do intervalo limitado n-dimensional I x ... X I, € o produto dos

comprimentos dos intervalos Iy, ..., I,, que denotamos por vol(Iy X ... X I,).

DEFINIGAO 96. Para cada A C R" seja C4 o conjunto de todas as sucessoes (R;) de intervalos
abertos limitados n-dimensionais para as quais A C U2, R;. Entdo |Al*, a medida exterior de

Lebesgue de A, € o infimo do conjunto

{i vol(R;) : (R;) € CA} .

=1
PROPOSICAO 97. A medida exterior de Lebesgue em R"™ é uma medida ezterior, e associa a

cada intervalo n-dimensional o seu volume.
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.17. O

DEFINICAO 98. Um subconjunto Lebesgue mensurdvel de R™ ¢é um subconjunto de R" que é

mensurdvel com respeito & medida exterior de Lebesgue.
PROPOSIGAO 99. Cada boreliano de R™ é Lebesgue mensurdvel

DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.21. O

6.4. A medida de Lebesgue.
DEFINICAO 100. A restricio da medida exterior de Lebesque em R™ & coleccGo M- dos

subconjuntos Lebesgue mensurdveis de R™ chama-se medida de Lebesgue, e denotaremos por |A]

a medida de Lebesgue dum conjunto A € M«
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OBSERVAGAO 101. A restrigdo da medida exterior de Lebesgue a B(R") também sera

chamada de medida de Lebesgue (Ver proposi¢ao 110, abaixo).

PROPOSIGAO 102. Seja A um subconjunto Lebesgue mensurdvel de R™. Entdo
a: |A| =inf{|U|: U é aberto e AC U};
b: |A| = sup{|K|: K é compacto ¢ K C A}.

DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.26. O

TEOREMA 103. A medida de Lebesgue |-| em R™ ¢ invariante por translacées, i.e., se z € R®
e A C R", entio |A| = |A+z|. Além disso, um subconjunto B de R" é Lebesgue mensurdvel sse

B + z é Lebesgue mensurdvel Vz € R™.
DEMONSTRAGAO. Ver [30], pig.429. o

TEOREMA 104. A medida de Lebesgue |- | em R™ é homogénea positiva, i.e., se a # 0 e
A CR?, entio |aA| = |a|*|A|. Além disso, um subconjunto B de R™ ¢ Lebesque mensurdvel sse

aB é Lebesgue mensurdvel.
DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.435. O

DEFINIGAO 105. Seja (X, A, ) um espago de medida. A medida pu (ou o espago de medida
(X, A, p)) diz-se completa (completo) se as relagies A € A, u(A) =0 e B C A conjuntamente

implicam B € A.

DEFINIGAO 106. Um conjunto B C X diz-se p-desprezdvel (ou p-nulo) se existe A C X com
A€ A, BCAeu(A)=0.

OBSERVAGAO 107. Temos entdo, nas condigdes acima, que uma medida x é completa sse

todos os subconjuntos p-nulos de X pertencem a A.

DEFINIGAO 108. Sejam (X,.A) um espago mensurdvel, e u uma medida em A. O completa-

mento de A relativamente a p é a coleccdo A, dos subconjuntos A de X para os quais existem
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conjuntos E,F € A tais quu EC ACF e u(F\E) =0, onde F\E = {r € F: z ¢ E}. Um

conjunto que pertence a A, diz-se p-mensurdvel.

Suponhamos que A, E e F sao como acima. Segue imediatamente que u(E) = u(F). Além

disso, se B C A, com B € A, entao

u(B) < p(F) = p(E).
Consequentemente
u(A) =sup{u(B) : B€ Ae B C A},

e o valor de u(E) e u(F) depende apenas do conjunto A (e da medida p) e ndo da escolha dos

conjuntos E e F satisfazendo as condigdes da defini¢do 108. Podemos entdo definir

DEFINIGAO 109. Seja i : A — [0, 4], B(A) = p(E)(= u(F)), onde EEF€ A, ECACF

e p(F\E) = 0. Dizemos que i ¢ o completamento de p.

PROPOSIGAO 110. A medida de Lebesgue em (R™, M|-) € o completamento da medida de

Lebesgue em (R™, B(R™))
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.37. O
6.5. Medidas de Radon.

DEFINICAO 111. Sejam p uma medida de Borel em X, E um subconjunto de Borel em X, A
a colecgdo de todos os conjuntos abertos em X e K a colecgio de todos os conjuntos compactos

em X. Dizemos que a medida p €

a: exsteriormente regular em E se u(E) = inf{u(A) : EC A, A € A},

b: interiormente reqular em E se u(E) = sup{u(K): K C E,K € K}.

Dizemos que uma medida de Borel p € reqular se é interiormente e exteriormente reqular em

todos os conjuntos de Borel.
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DEFINIGAO 112. Uma medida de Borel u em X diz-se uma medida de Radon se for exteri-
ormente regular nos borelianos, interiormente regular nos abertos e satisfizer a condigéo
p(K) < oo
para qualgquer K € K.
DEFINIGAO 113. Sejam X um espago de Hausdorff localmente compacto, A uma o-dlgebra

sobre X e p uma medida regular em (X, A). Definimos suporte de y como o complementar da

unido de todos os subconjuntos abertos pu-nulos, e denotamos por spt(u).

DEFINIGAO 114. Seja X um espago topoldgico e f : X — R uma funcdo continua. Definimos

o suporte de f por

spt(f) = {z € X : f(z) #0}.

OBSERVAGAO 115. Sendo X um espago topolégico, f,g : X — R duas funcdes continuas e

A € R, temos

a: spt(f +g) C spt(f) U spt(g);
b: spt(Af) = spt(f) se A #0;

c: spt(fg) = spt(f) N spt(g).
DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.327. W]

DEFINIGAO 116. Seja X um espago topoldgico. Escrevemos Co(X) para denotar o espaco das

Jungdes continuas de X em R, de suporte compacto.

Note-se que C¢(X) € um espago vectorial. De facto, se f,g € Cc(X), entdo f + g é uma
fungéo continua em X e, além disso, pela observagdo 115, spt(f +g) C spt(f)Uspt(g) logo, como
spt(f +g) é um subconjunto fechado contido num conjunto compacto, é um conjunto compacto.

Semelhantemente, se f € C.(X) e A € R, entdo Af € Cs(X).

OBSERVAQAO 117. Se X é um espago de Hausdorff, entdo o espago das fungdes reais contfnuas

em X com suporte compacto ¢ igual ao espaco das funcdes reais continuas em X que valem zero

fora de um conjunto compacto.
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DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.327. m]

DEFINICAO 118. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto e I um funcional linear
em C(X). Dizemos que o funcional linear I é positivo se I(f) > 0 para qualquer f € Cc(X) tal

que f>0em X.

Iremos mostrar que se I é um funcional linear positivo em C.(X), entdo existe uma tnica

medida de Radon u em X tal que I(f) = [, fdu para qualquer f € Cc(X).

DEFINICAO 119. Seja A um subconjunto de um conjunto X. A fungdo xa definida por
(z) = 1 sex€A
XAAT)=10 sexzeX\A
chama-se fungdo caracteristica de A (em X).

DEFINIGAO 120. Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto.

a: Para um conjunto aberto ndo-vazio A C X e f € C(X), escrevemos f < A se xa <
f<lemX espt(f)C A
b: Para um conjunto compacto K C X e f € C¢(X), escrevemos f = K se 0 < f <1 em

Xef=1lemK,ie,xk <f<LL

PROPOSIGAO 121. Seja I um funcional linear positivo em C¢(X). Definimos a fungio (de

conjuntos) p na colecgdo A de todos os conjuntos abertos de X pondo
p(A) =sup{I(f) : f € Ce(X) € f < A}
para A€ A, A# 0 e u(®) = 0. Definimos a fungdo (de conjuntos) u* em P(X) pondo
(2) p*(E)=inf{u(A): EC Ae Ac A}
para E € P(X). Entdo p* é uma medida exterior em X e p*(A) = u(A) para qualquer A € A.

DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.332. O

PROPOSIGAO 122. Consideremos a medida pu que € a restrigdo da medida exterior pu* definida
em X por (2) na proposicdo precedente & o-dlgebra M. Seja A a colec¢do de todos os conjuntos

abertos de X e K a colecgdo de todos os conjuntos compactos de X. Entao
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a: u(E) = inf{u(A) : E C A, A € A} para qualquer E € M.
b: u(A) =sup{u(K): K C A,K € K} para qualquer A € A.

c: u(K) < oo para qualquer K € K.

Entdo em particular p é uma medida de Radon.
DEMONSTRAGAO. Ver [30], p4g.335. O

TEOREMA 123. (Teorema da representacdo de Riesz)Seja X um espago de Hausdorff
localmente compacto e I € C.(X) um funcional linear. entdo eziste uma tinica medida de Radon

4 na o-dlgebra de Borel Bx dos subconjuntos de X tal que

1) = | rau

para qualquer f € C,(X).
DEMONSTRAGAO. [30], pag.335. 0

OBSERVAGAO 124. Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto e I um funcional
linear positivo. A medida y em Bx construida nos termos do funcional linear positivo I na
proposigdo 121 é uma medida de Radon como foi mostrado na proposicio 122 e, além disso,

I(f) = [y fdp para qualquer f € C.(X) como vimos no teorema anterior.

OBSERVAGAO 125. Seja @ C R™. O espago M(f2) das medidas de Radon suportadas em

€ um espago vectorial que pode ser normado através da sua variagio, i.e.,
sl amqe) = |1l ()
0 que o torna um espago de Banach (Ver [28], p4g.40).

6.6. Funcgoes mensuraveis.

PROPOSICAO 126. Seja (X,.A) um espago mensurdvel, e seja A C X tal que A € A. Para
uma fungdo f : A — [—00, +00|, as sequintes condigdes sdo equivalentes:

a: para cada mimero real t, {z € A: f(z) <t} € A;
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b: para cada nimero realt, {z € A: f(z) <t} € A;
c: para cada nimero real t, {z € A: f(z) >t} € A;

d: para cada nimero realt, {z € A: f(z) >t} € A;
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.48. a

DEFINICAO 127. Seja (X, A) um espaco mensurdvel, e seja A C X tal que A € A. Uma
funcdo f : A — [—o0, +00] diz-se mensurdvel com respeito a A se satisfaz uma (consequentemente

todas) as condigdes da proposicdo 126.

OBSERVAGAO 128. Uma fungio que é mensuréavel com respeito a A diz-se .A-mensurével, ou,

se a g-algebra A é clara no contexto, apenas mensuravel.

DEFINIGAO 129. Se X = R", uma fungdo que € mensurdvel com respeito a B(R™) diz-se Borel

mensurdvel, e uma fun¢do que € mensurdvel com respeito a M,.» diz-se Lebesgue mensurdvel.
OBSERVAGAO 130. Toda a fungio Borel mensuravel em R™ é Lebesgue mensurével.

PROPOSICAO 131. Sejam (X,.A) um espago mensurdvel, AC X talque A€ Aef,g: A—
[—00,+00]. Entio as fungdes fV g e f Ag dadas por
(f V g)(z) = max(f(z), 9())
(f A 9)(z) = min(f(z), g(z))

$40 mensurdvess.
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.50. O

PROPOSIGAO 132. Sejam (X, A) um espagco mensurdvel, A C X tal que A€ Ae (frn): A—
[~00, +00] uma sucessdo de fungoes mensurdveis. Entao
a: as fungées sup,, fn e inf, f, sGo mensurdveis;
b: as fungées

limsup f, = inf sup f,
n k>0 n>k
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liminf f, = sup inf f,
n k>0 n2k
sdo mensurdveis;
c: a fungdo lim, f,, (cujo dominio é {x € A : limsup, fu(z) = liminf, f,(z)}) é mensu-

rdvel.
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.51. a

PROPOSIGAO 133. Seja (X, A) um espago mensurdvel, AC X talque A€ A, f,g:A—Re
a € R. Entdo as funcées af, f+g, f—g, fg e f/g (onde o dominio de f/g é {z € A: g(z) #0})

sdo mensurdvess.
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.52. 0

PROPOSIGAO 134. Seja (X,.A) um espaco mensurdvel, A C X tal que A € A. Para uma
Jungdo f: A — R, as seguintes condigdes sdo equivalentes:
a: f é mensurdvel com respeito a A;
b: para cada aberto U C R, f~1(U) € A;
c: para cada fechado C € R, f~1(C) € A;
d: para cada subconjunto de Borel B de R, f~1(B) € A.

DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.55. O

DEFINIGAO 135. Seja (X, A,u) um espaco de medida. Uma propriedade do conjunto de
elementos de X diz-se que € verificada p-quase sempre se existe um conjunto N € A, satisfazendo
w(N) = 0 (i.e., com medida p nula) e que contém todos os elementos de X para os quais a
propriedade ndo se verifica. Mais geralmente, se E C X , diz-se que uma propriedade é verificada
p-quase sempre em E se existe um conjunto N C E (com N € A), satisfazendo u(N) =0 e que

contém todos os elementos de E para os quais a propriedade ndo se verifica.

OBSERVAGAO 136. i: A expressdo p-quase sempre é abreviada por p-gs e, nos casos

em que a medida p é clara no contexto, por gs;
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ii: seja F o conjunto dos elementos de X para os quais a propriedade nao se verifica.
Entdo nio é necessario que F € A; é apenas necessario que exista um conjunto N € A,

com F C N, satisfazendo u(N) = 0. Note-se que se u é completa, entdo F € A.

PROPOSICAO 137. Seja (X, A,u) um espaco de medida e f,g : X — [—00,4+00] tais que

f=gqsem X. Se u é completa e f é A-mensurdvel, entio g é A-mensurdvel.
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.59. O

6.7. Convergéncia quase sempre e convergéncia em medida.

DEFINICAO 138. Sejam (X, A,u) um espago de medida, D € A e (fn) : D = [~00,+00]
uma sucess@o de fungdes A-mensurdveis. Dizemos que fn converge para f quase sempre se o
conjunto dos elementos x € D para os quais a relagio f(x) = lim, fo(z) falha € p-nulo. Neste

caso dizemos que f = lim, f, quase sempre.

COROLARIO 139. Seja (X,A,u) um espago de medida, (fn),f : X — [—o0,+00] tais que
(fn) converge para f quase sempre. Se p é completa e cada f, € A-mensurdvel, entdo f €

A-mensurdvel.
DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.59. ]

PROPOSIGAO 140. (Unicidade do limite gs) Sejam (X, A, p) um espago de medida, D €
A, (fn) : D = [—00,+00] uma sucessdo de fungdes A-mensurdveis e g1,92 : D — [—00,+00)

fungées A-mensurdveis. Se
lim f,=¢g1 gsem D e lim f, =g2 gsem D
n—o00 n—o0

entdo

g1=g249sem D.

DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.88. O
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DEFINIGAO 141. Sejam (X, A, ) um espaco de medida, D € A e (f;) : D = [—o0, +00]
uma sucessdo de fungdes A-mensurdveis. Diz-se que (fn) converge na medida . em D se eriste
uma fungdo f : D — R , A-mensurdvel, tal que para cada € > 0 tenhamos
Jim p{z € D: |fu(z) - f(2z)] 2 €} =0,
i.e., para cada € > 0 e n > 0 existe n., € N tal que
p{z € D:|fa(z) - f(z)| > €} < n para n > n,,.

Escrevemos f, 5 f em D para esta convergéncia.

TEOREMA 142. (Unicidade do limite da convergéncia em medida) Sejam (X, A, )
um espago de medida, D € A e (f) : D = [—00,+00] uma sucessio de fungées A-mensurdveis

€ 91,92 : D = R fungées A-mensurdveis. Se
fnigl emDefnﬁ)gg em D

entdo

91 =92 gs em D.
DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.97. a

TEOREMA 143. (H. Lebesgue) Sejam (X, A, ) um espaco de medida, D € A, (fn) : D — '
[—00, +00] uma sucessdo de fungées A-mensurdveis e f : D — R uma fungdo A-mensurdvel.
Suponhamos

1: f, = f ¢sem D;
2: p(D) < oo.

Entdo fn, 5 f em D.
DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.98. O

TEOREMA 144. (F. Riesz) Sejam (X, A,p) um espago de medida, D € A, (fn) : D -
[—00, +00] uma sucessdo de funcies A-mensurdveis e f D — R uma fungdo A-mensurdvel. Se

fnt fem D, entdo eziste uma subsucessio (fn,) tal que Ja, = f p-gs em D.
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DEMONSTRAGAO. Ver [30], pag.98. O

7. O integral de Lebesgue

Seja (X, A, u) um espago de medida.

DEFINIGAO 145. Uma funcdo s : X — R diz-se uma funcio simples se toma apenas um
nidmero finito de valores. Se s é uma funcdo simples tomando os valores ay,...,am, seja A; =

sYa;) = {z € X :5(z) =a;} (1 <i<m). Temos entdo s(z) =D ;7 a;xa;(x).
OBSERVACAO 146. Temos que s é mensuravel sse Ay, Ay, ..., Ay, s80 mensuréveis.
Definimos agora o integral de fungdes simples nao-negativas.

DEFINIGAO 147. Seja s : X — R uma fungdo simples, ndo-negativa, e A € A. Sejam
ai,...,am todos os valores distintos ndo-nulos de s e seja A; = s~ Ya;),1 < i < m. Definimos o

integral de s em A com respeito a p como a soma

Iu(s) = Y ain(AN Ay).

i=1

OBSERVAGAO 148. Este valor pode ser +oc pois u{A N A;) pode ser +o0o.

Estendemos agora esta nogao de integral a fun¢des mensuraveis nao-negativas pela aproxi-

macao por fungoes simples.

TEOREMA 149. Seja f : X — [0, +00] uma funcdo mensurdvel. Entdo eriste uma sucessdo
de fungées simples ndo-negativas

0<s1<s2<..Lf

tal que s; = f pontualmente. Mais geralmente, se f ¢é limitada, entdo s; — f uniformemente.
DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.62. O

DEFINIGAO 150. Sejam f : X — [0, +00] uma fungdo mensurdvel e A € A. O integral de f

em A com respeito a p € definido por

/ fdp =sup{Ia(s): 0 <s<f, s simples}.
A
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PROPOSIGAO 151. Sejam A,B € A e f uma funciGo mensurdvel ndo-negativa.

/deuS/Afdp;
/Afdu=0.

DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.65. O

1: Se B C A entdo

2: Se u(A) =0, entio

PROPOSIGAO 152. Seja f uma fungio mensurdvel néo-negativa e A € A. Se [, fdu =0,

entdo f =0 ¢gs em A.
DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.66. O

PROPOSIGAO 153. Sejam f,g fungdes mensurdveis nao-negativas e A€ A. Se f =g qs em

/Afdu=/Aydu-

DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.69. O

A, entio

TEOREMA 154. (Teorema da convergéncia mondtona) Sejea (f,) uma sucessdo de

funcées mensurdveis tal que 0 < f1 < fo < .... Entdo
1im/ fndp = / lim fp,dy para A € A.
n A A n
DEMONSTRAGAO. Ver (2], pag.72. 0

Estendemos finalmente esta nogao de integral a fungbes mensuréaveis com valores em

[—00, +00]. Seja f : X — [—00,+00]. Definimos as fungdes
f+ = max(f,O) € f— = —min(f,O).
Note-se que f1 e f_ sao fun¢bes mensurédveis (recorde-se a proposicdo 131), e temos

f=Ff+—F-

LEMA 155. Seja A € A. As seguintes condigdes sdo equivalentes.
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1: fA lf'dp' < 00;

2: [,frdp<ooe [, fdu< oo
DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.76. 0

DEFINICAO 156. Uma func¢do mensurdvel f : X — [—00, +00] diz-se integrdvel em A € A se

for satisfeita uma das condigées do lema anterior. Neste caso definimos

/A fdu = /A fody — /A fodp.

TEOREMA 157. (Linearidade) Sejam f,g: X — [—00,4+00] integrdveis en A€ AeceR.

Entao
a: cf ¢é integrdvel em A e [,cfdp=c [, fdu;

b: f+g € integrdvelem A e [, f+gdu= [, fdu+ [,9dp.
DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.76. O

COROLARIO 158. (Monotonia) Sejam f,g : X — [—00,+00] integrdveis em A € A, com

/AfduS/Agdu-

DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.77. a

f <g. Entdo

COROLARIO 159. Seja f : X — [—00, +00] integrdvel em A € A. Entdo

l / fdu‘ < [ \fidn.

DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.77. 0

TEOREMA 160. (Lema de Fatou) Seja (fn) uma sucessdo de fungdes mensurdveis nao-

negativas e A € A. Entao

/ liminf f,du < liminf / fndps.
A " noJa

DEMONSTRAGAO. Ver [7], pag.72. O
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TEOREMA 161. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Seja (f,) : X =
[—00, +00] uma sucessio de fungdes mensurdveis em X, g : X — [0, +00] uma fungdo integrdvel
em X e A € A tais que
i: f(z) = limp fa(z);
ii: |fn(z)| <g(z),n=1,2,..

sdo verificadas gs em A. Entdo f e (fp) sdo integrdveis em A e

/ lim f,dy = lim / fndp.
AT nJA

DEMONSTRAGAO. Ver (7], pag.72. O

Se f é uma fungdo definida num subconjunto A de R"*™, podemos considerar f como
dependendo do par de varidveis (z,y), com z € R" e y € R™. O integral de f em A denota-se

por
/ f(z,y)dzdy
A

ou, se quisermos definir o integral sobre todo o espago R*+™,

/nm,.. f(=z,y)xa(z,y)dzdy.

Se, em particular, A C R", podemos escrever

/Af(a;)dx=Af(wl,...xn)dzl...dxn.

TEOREMA 162. (Teorema de Fubini) Seja f integrdvel em R™*™. Entdo
1:  a: f(z,') € integrdvel qs em R";
b: f(.,y) € integrdvel qs em R™;
2:  a: [p, f(z,-)dz € igual gs a uma fungdo integrivel de y;

b: me f(,y)dy € igual ¢s a uma fungao integrdvel de x;

/R . ( /R f (x,y)dy) dz = /R _ ( - f(z,y)dx) dy = /R . (@ y)dedy

DEMONSTRAGAO. Ver [2], pag.99. O
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8. Topologias fracas

8.1. A topologia fraca o(X, X').

Seja X um espago de Banach, X' o seu dual munido da norma dual

[flxr = sup |(f,z)|

|z x <1

e f € X'. Denotamos por ¢s : X — R a aplicacio definida por ¢s(z) = (f,z). Fazendo f

percorrer X', obtemos uma familia (¢y)scx+ de aplicagoes de X em R.

DEFINICAO 163. A topologia fraca o(X,X') em X é a topologia mais fraca (i.e., com menor

nimero de abertos) em X que torna continuas todas as aplicagdes (py5)fex:.
PROPOSIGAO 164. A topologia fraca o(X, X') é separada.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.35. O

OBSERVACAO 165. Dada uma sucessdo (z,) em X, denotamos por z, — z a convergéncia
de z,, para z na topologia fraca o(X, X'), que se & "z,, converge fracamente para x na topologia
fraca o(X, X")". Recordemos que =, — = em X significa |z, — z|x — 0 e, para evitar perigo de

confusao, ler-se-a "z, converge fortemente para z em X".

PROPOSIGAO 166. Seja (z,) uma sucessao em X. Entdo temos
it z, = z em o(X, X') sse (f,zn) = (f,z) VfeX';
ii: Se z, — z, entdo £, — = em o(X, X');
iii: Se £, — z em (X, X"), entdo |zn|x € limitada e |z|x < liminf |z,|x;
ivi Sezp, =z emo(X,X') ese fo = f em X' (i.e., |fn — flxr — 0), entdo (fn,zs) —

(f,z).

v: Se z, = z e |Tp|x — |T|x, entdo T, — T.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.36, e [19], pag. 59. O

PROPOSIGAO 167. Suponhamos que X tem dimensdo finita. Entdo a topologia fraca o(X, X')
e a topologia usual coincidem. Em particular uma sucessdo (z,) converge fracamente sse converge

fortemente.
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DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.36. O

OBSERVAGAO 168. i: Os abertos da topologia fraca o(X, X') sdao também abertos da
topologia forte. Quando X tem dimenséo infinita, a topologia fraca o(X ,.X' ) é estri-
tamente mais fraca que a topologia forte, i.e., existem abertos da a topologia forte que
nao sdo abertos da topologia fraca;

ii: Em geral existem sucessdes que convergem fracamente mas que nao convergem forte-

mente.

8.2. A topologia fraca* o(X’, X).
Seja X um espaco de Banach, X’ o seu dual (munido da norma dual) e X" o seu bidual, i.e.,

o0 dual de X', munido da norma

[€lx» = sup [(¢, f)I-

flxi<t

Temos uma injec¢io canénica J : X — X" dada por: fixado z € X , a aplicagdo f — (f,z) de
X' em R é um funcional linear continuo em X', i.e., um elemento de X", que denotamos por Jz.

Temos entao
(Jz, fyxn x = (frz)x x Vz€ X, Vfe X'

Sabemos que J é linear e que é uma isometria (i.e., |Jz|x» = |z|x para qualquer z € X). Com
a ajuda de J podemos identificar X com um subespago de X”. No espago X' estdo ja definidas
duas topologias:

i: a topologia forte (associada a norma de X');

ii: a topologia fraca o(X, X').
Vamos agora definir uma terceira topologia em X': a topologia fraca* que denotamos por
(X', X). Para cada £ € X consideramos a aplicagdo ¢, : X' — R definida por f — ¢(f) =

(f,z). Fazendo x percorrer X, obtemos uma familia de aplicagdes (¢z)zex de X' em R.

DEFINIGAO 169. A topologia fraca*, designada por (X', X), € a topologia mais fraca em X'

que torna continuas todas as aplicagdes (¢z)zex -
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Como X C X", é claro que a topologia o(X’, X) é menos fina que a topologia o(X', X").
Dito de outra forma, a topologia (X', X) possui menos abertos que a topologia o(X’, X") (que

possui menos abertos que a topologia forte).

OBSERVAGAO 170. iz Se uma topologia possui menos abertos, entdo ela possui mais
compactos. Como os compactos tém um papel fundamental nos teoremas de existéncia,
daf a importancia destas topologias fracas.

ii: Dada uma sucessao (fn) C X', designamos por f, A f a convergéncia de f,, para f na

topologia o (X', X).
PROPOSIGAO 171. A topologia fraca* o(X', X) é separada.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.40. a

PROPOSICAO 172. Seja fn uma sucessdéo em X'. Entdo temos
it fn = f em (X', X) sse (fn,z) = (f,2) VZ € X;
ii: Se f, = f, entdo fr, — f em o(X', X");
iii: Se fo — f em o(X',X"), entio f, > f em o(X', X);
ivi Se fo = f em o(X', X), entdo |fa|x+ € limitada e |f|x < liminf|fy|x/;
v: Se fo = f em o(X',X) e se zp, & z em X (i.e., |2, — z|x — 0), entdo (fn,zpn) —

(fy).
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.41. O
OBSERVACAO 173. Se X tem dimensdo finita, entdo as trés topologias coincidem.

TEOREMA 174. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bx: = {f € X' : |f

XlSl}é

compacto para a topologia fraca* o(X', X).

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.43. O
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8.3. Espacos reflexivos.

DEFINIGAO 175. Seja X um espago de Banach e J a injecgdo candnica de X em X". Dizemos

que X ¢ reflezivo se J(X) = X" (i.e., J ¢ sobrejectiva).
Quando X ¢ reflexivo identificamos implicitamente X e X" (com a ajuda do isomorfismo J).

TEOREMA 176. (Kakutani) Seja X um espago de Banach. Entdo X € reflezivo sse
Bx={£L‘€X:I:L'|)(S1}

¢ compacto para a topologia o(X, X').
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.44. O

PROPOSIGAO 177. Seja X um espago de Banach reflerivo e M C X um subespago vectorial
fechado. Entdo M (munido da norma induzida por X) é ele proprio um espaco de Banach

reflerivo.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.45. O
COROLARIO 178. Seja X um espago de Banach. Entio X ¢ reflexivo sse X' é reflezivo.

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.46 O

8.4. Espacos separaveis.

DEFINIGAO 179. Dizemos que um espago métrico X é separdvel se possui um subconjunto

numerdvel denso.
PROPOSIGAO 180. Seja X um espago métrico separdvel e F C X. Entio F é separdvel.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.47. O
TEOREMA 181. Seja X um espago de Banach tal que X' ¢ separdvel. Entdo X ¢ separdvel.

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.47. O
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OBSERVAGAO 182. A reciproca é falsa. Existem espagos de Banach X separaveis tal que X'

ndo é separavel. Ver, por exemplo, X = L', no préximo capitulo.

2

COROLARIO 183. Seja X um espago de Banach. Entdo X é reflezivo e separdvel sse X' é

reflexivo e separdvel.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.48. O

PROPOSICAO 184. Seja X um espago de Banach separdvel e (fn) uma sucessio limitada em

X'. Entio existe uma subsucessio (fn,) que converge na topologia fraca® a(X', X).
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.50. O

TEOREMA 185. Seja X um espago de Banach reflezivo e (zy) uma sucessio limitada em X.

Entio eriste uma subsucessio (zp,) que converge na topologia fraca a(X,X").

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.50. O
9. Os espagos L?
No que se segue (2 representa um aberto de R™, munido da medida de Lebesgue.

9.1. Definicoes e propriedades.

DEFINIGAO 186. Dizemos que duas fungdes f,g: @ = R Lebesgue integrdveis sdo equivalentes

ou estio na mesma classe de equivaléncia se f —g: Q = R é uma fungdo tal que
[ 1@ - gtedz =0

DEFINICAO 187. A classe de equivaléncia de uma fungao f : Q — R, que denotamos por (f],

¢ o conjunto das funcgées g : @ — R Lebesgue integrdveis que lhe sdo equivalentes.

OBSERVACAO 188. Como usualmente, em vez de [f], escreveremos f, pensando neste como

um representante da sua classe de equivaléncia.
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DEFINIGAO 189. Designamos por L'(2) o espaco das classes de equivaléncia de fungoes

Lebesgue integrdveis em Q com valores em R, munido da norma
Ao = [ |f(elda.

DEFINIGAO 190. Seja p € R, com 1 < p < 0. Definimos o espaco LP(Q) por

LP(Q) = {f : Q> R: f mensurdvel e |f|’ € L'(Q)},

|fler) = (/Q If(x)l”da:) 1/P.

DEFINIGAO 191. Definimos o espago L>®(2) por

munido da norma

L®@Q) ={f: 2> R: f mensurdvel e 3¢ >0:|f(z)| <c gs em Q},
munido da norma

|flLee() = inf{c: |f(z)| < c gs em Q} = supessyeqlf ().

PROPOSIGAO 192. Se f € L™, temos '

|f(z)] < |flre gs em Q.

DEMONSTRAGAO. Ver 5], pag.56. o

+h=1

Seja 1 < p < co. Denotamos por p’ o expoente conjugado de p, i.e., »

S -

TEOREMA 193. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € L (), com 1 <p <
0. Entio fg € L'(Q) e
| 11 @@tz < Iflis@lolz oy

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.56. O

TEOREMA 194. Para qualquer 1 < p < 0o, LP(2) € um espago vectorial e | - lLr() € uma

norma.

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.57. O
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TEOREMA 195. (Fischer-Riesz) Para qualquer 1 < p < oo, LP(§) é um espago de Banach.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.57. O

COROLARIO 196. L?(Q) é um espaco de Hilbert com respeito ao produto interno

(o = [ f@a(e)da:
DEMONSTRAGAO. Ver [19], pag.51. O
9.2. Reflexividade. Separabilidade. O dual de L*.
TEOREMA 197. LP(Q) € reflezivo para 1 < p < 00.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.59. O
PROPOSIGAO 198. Os espagos L'(Q2) e L%®(Q) néo sdo reflezivos.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.64 e 65. O

OBSERVACAO 199. O dual de L®() contém estritamente L'(f2). Identificamos (L*((2))’

com o espaco das medidas de Radon (Ver [28], pag.41).

TEOREMA 200. (Teorema da representacdo de Riesz para L”) Sejal < p < co e seja

¢ € (LP(Q))'. Entéo existe um tinico u € L” (Q) tal que

(0.1) = | uw)f(aa, Vs € (@)

Além disso, temos

[ul e () = lele @)y -
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.61. | O

OBSERVAGAO 201. No que segue faremos a identificagio (LP(R))' = L¥' ().
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TEOREMA 202. (Teorema da representacdo de Riesz para L') Seja ¢ € (L'()).

Entdo eziste um tnico u € L () tal que

(0.1) = [ ue)f(@is, ¥f € L'@)
Q
Além disso, temos

|ul Lo (@) = lol(zr @)y -
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.63. O
OBSERVAGAO 203. No que segue faremos a identificagdo (L!(2))' = L®(Q).

DEFINIGAO 204. Seja 1 < p < 0o. Dizemos que uma fungdo f : @ — R pertence a L} ()

se fxx € LP(Y) para cada compacto K C Q.

LEMA 205. Seja f € L} (). tal que

/s;f(z)u(:z:)dz =0 Vu € C.().

Entao f =0 gs em Q.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.61. ‘ O

TEOREMA 206. (Densidade) Seja 1 < p < 00. O espago C.(S2) € denso em LP(R), i.e.,

VIeLP(Q)Ve>03g€Ce):|f—glir) <&
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.62. a
TEOREMA 207. LP(Q2) € separdvel para 1 < p < 0.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.63. O
PROPOSIGAO 208. O espago L*™(Q) nao € separdvel.

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.66. a
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9.3. Convergéncia forte, fraca e fraca® em L*.

DEFINICAO 209. Seja 1 < p < oo. A sucessio (fn) C LP(Q) converge fortemente para

f € LP(Q) (e denotamos este facto por fn — f em LP(Q2)) se

|fn = flLr@@) = O

OBSERVACAO 210. Seja 1 < p < oo. A sucessdo (fn) C LP(Q) converge fracamente para

f € LP() (e denotamos este facto por fp, — f em LP(Q)) se
[ 1n@ot@z = [ r@g(aie
Q Q
qualquer que seja g € L* ().

OBSERVAGAO 211. Seja p = oo. A sucessdo (fn) C L*®°(f2) converge fracamente* para

f € L*°(Q) (e denotamos este facto por fn 5 f em L®(Q)) se

[ tala(a)dz - | f@te)e

qualquer que seja g € L}(R).

TEOREMA 212. Sejam 1 < p < 00, (fr) C LP(S2) uma sucessdo e f € LP(R), tais que frn — f

em LP(Q). Entdo eziste uma subsucessio (fn,) tal que

a: fn,(z) = f(z) gs em Q;
b: |fa, (z)] < h(z) Vk € gs em Q, com h € LP(£2).

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.58. a

PROPOSICAO 213. Seja 1 < p < 0o. A sucessdo (fn) € fracamente relativamente compacta
em LP(Q) (fracamente* relativamente compacta em L®(S2) se p = oo ) sse existe k > 0 tal que
|fnlLe) < k uniformemente em n.

Seja p = 1. A sucessio (fr) € fracamente relativamente compacta em LY(R) sse:

i: eziste k > 0 tal que |fn|rp(n) < k uniformemente em n;
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ii: para qualquer € > 0, eziste A(e) > 0 tal que se E C Q é mensurdvel, com |E| < A(g),
entdo
/ |[fo(z)ldz < €
E
qualquer que seja n.
DEMONSTRAGAO. Ver [6], pag.329. (]

OBSERVAGAO 214. A propriedade 4 da proposigio anterior chama-se equi-integrabilidade ou

critério de Dunford-Pettis para a compacidade fraca de L1(f).

LEMA 215. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto limitado. Entédo
1° caso: Sep=1,
fo— f em LY()
sse
1: existe k > 0 tal que |fn|L1(n) <k, qualgquer que seja n;

2: [p[fn(z) — f(z)]dz — O para qualquer cubo D C Q;

3: para qualquer € > 0, existe A(e) > 0 tal que se E C Q € mensurdvel, com |E| <
A(e), entdo

/ (@) ldz < €
E

qualquer que seja n.

2° caso: Sel < p < o0,

o — f em LP(Q)

sse

1: eziste k > 0 tal que |fn|o(q) < K, qualquer que seja n;

2: [,[falz) — f(z)|dz = 0 para qualquer cubo D C Q;

3° caso: Se p = oo,

fo = f em L®(Q)

8se

1: existe k > 0 tal que |fn|Loo(Q) <k, qualquer que seja n;
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2: [plfn(x) — f(z)ldz — O para qualquer cubo DcqQ.

DEMONSTRAGAO. Ver [8], pag.20. O

E importante compreender a convergéncia fraca em LY(9) de sucessdes limitadas na norma
de L'(Q) porque esta é a condigdo que nos permite representar limites fracos por medidas de

Young.

LEMA 216. Seja (fj) uma sucessdo limitada em LY(Q), |filLr@) < C < oo. Esta sucessio €

fracamente relativamente compacta em LY(R) se e s6 se

(3) lim sup/ |fjldz | = 0.
k—oo \ 5 J{| 1>k}

A anulagio do limite (3) impede a formagio de efeitos de concentragao.

DEMONSTRAGAO. Notemos primeiro que

2= [ s | gy [MWlgp< €
{14512k} {fil>ky * o k k

logo, em particular para k suficientemente grande, |{|f;| > k}| é pequeno uniformemente em j.
Como por hipétese (f;) é fracamente relativamente compacta em LY(Q), entdo, em particular,

temos a equi-integrabilidade, que nos da

/ |f]|d.'l,‘ S [
{I£;51=k}

para qualquer j, e para k suficientemente grande. Concluimos entao que

sup/ |fijldz <€
J J{lf;1>k}

para k suficientemente grande, que é exactamente, por defini¢do de limite, o que queremos.
Reciprocamente, se vale (3) e ¢ > 0 é dado, utilizando novamente a definigao de limite,

podemos encontrar kg tal que

[ iplde<s
{I£;12k}

para todo o j, e para k > ko. Fixemos é = 5-. Se EC Qe |E| < 4,

/Ifjldwsf |fj|dw+/ 1fldz <
E BO{lf;1<ko} BO{1f;12ko)
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5k0|E[+§gkoi+ =¢

€
2k 2
e a sucessdo (f;) € equi-integravel. Como, por hipétese, é também equi-limitada em LY(Q), a

sucessdo (f;) ¢ fracamente relativamente compacta em L(). O

TEOREMA 217. Seja Q = [[iL,(as,b;) e seja f € LP(2),1 < p < 0. Estendemos f de  a

R" periodicamente. Seja

fn(m) = f(n.'z:),
entdo

- 1
fn=F = [ f@ds em 1P(@)

12 Jo

sel<lp<oo e
In = 7 em L>(Q)

se p = 0o.

DEMONSTRAGAO. Ver [8], pag.21. O

9.4. A b-convergéncia.

J& vimos que em L'(Q2) nem toda a sucessio limitada possui uma subsucessao fracamente
convergente. Sempre que uma sucessdo limitada em L!(f2) nio & equi-integravel, podemos
"morder" (remover) o conjunto onde as concentracdes ocorrem e ficamos com uma sucessio bem

comportada. Isto é essencialmente o lema das mordidelas de Chacon.

TEOREMA 218. (Lema das mordidelas de Chacon) Seja (f;) uma sucesséo limitada em
LY(9) onde
S‘;Plflel(Q) = C < oo.
Entdo eristem uma subsucessdo, que néo renumeramos, uma sucessio decrescente de conjuntos

mensurdveis Qn, C Q, || (0 e f € LY() tais que
fi = f em LY(OQ\Qy,)

qualquer que seja n.

DEMONSTRACAO. consultar [23], p4g.105 ou, para uma demonstragio mais geral, 3. 0O
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DEFINIGAO 219. Dizemos que uma sucessio (f;) C L() b-converge (ou converge no sentido

das mordidelas) para f € L(Q2) e escrevemos
fi 2 f em LY(Q),
se eziste uma sucessdo decrescente (S2,) de conjuntos mensurdveis satisfazendo |Qy| (0 €
fi = f em LH(Q\Q)

qualquer que seja n.

Podemos reformular o lema das mordidelas dizendo que qualquer sucessao uniformemente
limitada em L!(£2) contém uma subsucessdo b-convergente para uma funcio em L'((2).

Em algumas circunsténcias, a b-convergéncia pode ser melhorada para convergéncia fraca.
Isto reduz-se a eliminarmos a possibilidade de ocorrerem concentragoes. O lema seguinte da-nos

uma condic¢do necessaria e suficiente para tal melhoramento.

LEMA 220. Seja f; : @ — (0,+00) uma sucessdo de fungdes mensurdveis em L(Q), b-
convergindo para f € L(9).

Entdo eriste uma subsucessdo fracamente convergente em L'(Q) para f sse

liminf/nfj(m)da;S/Qf(w)dw.

j—o0

Mais geralmente, a propria sucessdo {f;} converge fracamente em L'(S2) para f sse

limsup/nfj(:z:)dwg/nf(a:)dx.

j—o0
DEMONSTRAGAO. consultar [23], pag. 109. O

9.5. Os espagos LP(12,Y).
Para demonstrarmos o teorema de existéncia das medidas de Young usaremos o espago
L?(9,Y), formado por funcées f : £ — Y, onde Y é um espago de Banach com dual Y’.

Para Q2 mensuravel C R™ escrevemos

LPQY)={f: QY : f é fortemente mensurdvel e / |f (z)[§ dz < oo},
Q
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onde, como ¢é habitual, queremos dizer que ¢ um espago de classes de equivaléncia (dada pela
igualdade gs em ). Com "fortemente mensuravel" pretende-se dizer que: existe uma sucessio
de funcdes (f;) mensuraveis simples (i.e., tomando apenas um nimero finito de valores) tal que

fi@) 5 fz) pat s € Qe
/QIfj(m) — fi(z)[% dz — 0, j,k = .
Escrevemos
LB(QY)={f:Q2>Y : f é fracamente mensurével,

|f(-)]ly é mensurdvel e / |f(z)|} dz < oo}.
Q

Dizer fracamente mensuravel significa que para cada T € Y’ a fungio z — (f (z), T)yy &

mensuravel. Da mesma forma definimos

LL.(QY)={f: Q2 Y':fé fracamente* mensurdvel,
[f()ly’ é mensuravel e / |f(z)|} dz < 00}.
Q

L*(Q,Y), L5(Q,Y), LE.(Q,Y") sdo espacos de Banach, com a norma

1= ([ 11 as) "

(ou com Y’ no lugar de Y, no caso de w*).

TEOREMA 221. Seja Y um espaco de Banach separdvel com dual Y'. Entdo (P, ) =

L5.(9Q,Y"), 1< p< oo, L+ 1 =1, segundo a dualidade
(1,90 = [ (f(a).g(a))ds,
onde f € LP(Q,Y) e g € LV (Q,Y").
DEMONSTRAGAO. Consultar [11], p4g.607. O
No nosso caso particular estamos interessados em
Y = Go(R™) = {f € C(R™): |zl|i—I)noo($) =0}

Y' = M(R™) = {medidas de Radon limitadas em R™}
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Neste caso temos a dualidade

(L1, Co(R™)))" = LT(Q, M(R™)).

10. Os espagos Wl

10.1. Definicoes e propriedades.

Seja 2 C R™ um abertoep€ Rcom 1 <p < 0.

DEFINIGAO 222. O espaco de Sobolev W'P(R2) define-se por

wWhP(Q) = {'u, € LP(Q) : 3g1,...,9n € LP(Q) tais que / u(z)gg—(w)dx =
Q i

= “/ gi(z)p(z)dz Vo € CP(Q) Vi = 1,...,n}
Q
onde C*(Y) ¢é o espago das fungdes continuas com derivadas parciais continuas de todas as

ordens, com suporte compacto, em S2.

OBSERVAGAO 223. Pomos H'(2) = W'2(Q). Quando ndo houver perigo de confuso, por

vezes escreveremos WP em vez de WlP(Q).

DEFINIGAO 224. Para u € W1P(Q), denotamos por

gy (u O
c’):c,-_g' N a.’l,‘l,m,awn '

Este g; € dnico pelo Lema 205.

O espago WP(2) é munido da norma

n
lulwis = ufLe + Z
i=1

ou
Zg

0

Lp

ou, por vezes, da norma equivalente

n
(Iul’ip +
i=1

O espago H'(Q) é munido do produto interno

(woh = o+ 3 (e, 20
u, Hl = ) L? £ 83:,-’3:1:,' L27

1/p

ou |P

_— sel <p<oo).
amm> (sel1<p )
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9\ 1/2
)

TEOREMA 225. O espago WP é um espago de Banach para 1 < p < oo; WP ¢ reflexivo

a norma associada

[}
|ul g1 = (Iuliz +y
=1

é equivalente & norma de W12,

ou
a.’I:,'

para 1 < p < 00 e separdvel para 1 < p < 0o. O espago H' é um espaco de Hilbert separdvel.
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.150. O

OBSERVAGAO 226. Na defini¢do de W' podemos utilizar indiferentemente C1(Q) ou C®(R)

como conjunto das fungoes teste.
w CC {2 significa que w é um aberto tal que @ C ) e @ é compacto.

TEOREMA 227. (Friedrichs) Sejau € W'P(Q), com 1 < p < 00. Entdo eziste uma sucessio
(up) C CE(R™) tal que
Ui — u em LP(Q)

Vi, = V), em LP(Q)" para qualquer w CC Q.

OBSERVAGAO 228. Supondo hipéteses adicionais sobre €2 (regularidade), podemos obter um

resultado mais preciso (Ver [5],pag.162).
10.2. Desigualdades de Sobolev.

TEOREMA 229. (Rellich-Kondrachov) Suponhamos Q limitado de classe C'. Temos que

a: se p < n, entdo WP(Q) — LI(Q), Vq € [1, n—"_ﬂz—,),

b: se p =n, entio WlP(Q) — LI(Q), Vq € [1, +00),

c: se p > n, entdo WHP(Q) — C(Q),

com injeccoes compactas.

OBSERVAGAO 230. i Se substituirmos W por WO1 P (ver secgdo 10.3, abaixo), entdo

nao é necessaria qualquer hip6tese de regularidade sobre Q.
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ii: A injecgdo compacta pode ser lida da seguinte forma. Seja
u, = u em WHP(Q).
e se p < n, entdo u, — u em L), Vg € [1, -nﬂ_p;),
® se p=mn, entdo u, — u em LI(Q), Vg € [1, +00),

e se p > n, entdo u, — u em L*°(Q).
10.3. O espaco W,™"().

DEFINIGAO 231. Seja 1l < p < oo. Wol’p(Q) designa o fecho de CL(Q2) em WLP(Q). Denota-
mos

Hi (Q) = Wy *(Q).

OBSERVAGAO 232. O espago Wol”’ (f2) munido da norma induzida por WP(Q) é um espaco
de Banach separével; é reflexivo se 1 < p < co. H}() é um espago de Hilbert munido do

produto interno de H!.

As funcgoes de WO1 P(£2) sdo "grosso modo"as funcdes de W1P(Q) "que se anulam em §Q".
E delicado dar um sentido preciso a esta afirmag3o pois uma funcio u € Wi () esta definida
apenas gs (e 052 pode ter medida nula). No entanto, as duas seguintes caracterizagdes dao sentido

a esta afirmagao.

LEMA 233. Seja u € W'P(Q), 1 < p < oo, com spt(u) compacto contido em Q. Entdo
u € WyP(R).

DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.171. O

TEOREMA 234. Suponhamos Q de classe C'. Seja
u € WH(Q)NC(R) com 1 < p < oo.
Entao as sequintes propriedades sdo equivalentes:
i: u=0 em 09);
ii: u € WP(Q).
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DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.171. O

TEOREMA 235. (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q é um aberto limitado,

1 <p < oo. Entio eziste uma constante C (que depende de Q e de p) tal que
lula@) < ClVulps(o) Yu € Wy ?(9).
DEMONSTRAGAO. Ver [5], pag.174. O

10.4. Convergéncia forte, fraca e fraca* em WP,

OBSERVAGAO 236. Seja 1 < p < 0. A sucessdo (u,) C W'P(Q) converge fortemente para

u € WHP(Q) (e denotamos este facto por u, — u em W1P(Q)) se

Iun - ‘U.le.p(n) — 0.

OBSERVAGAO 237. Seja 1 < p < 00. A sucessdo (up) C W1P(Q) converge fracamente para

u € WHP(Q) (e denotamos este facto por u, — u em WP(Q2)) se
/ up(z)g(z)dz — / u(z)g(x)dz Vg € LF () e
Q Q
/ Vu,(z)g(z)dz — / Vu(z)g(z)dz Vg € L”'(Q).
Q Q

OBSERVAGAO 238. Seja p = co. A sucessdo (up) C W1(Q) converge fracamente* para

u € WH®(Q) (e denotamos este facto por u, - u em WH®(9Q)) se
/ un(z)g(z)dz — / u(z)g(z)dz Vg € L}(Q) e
Q Q
/ Vo (2)g(z)dz — / Vu(z)g(z)ds Vg € LL(Q).
Q Q

OBSERVAGAO 239. A convergéncia forte (resp. fraca) em W1P(Q) significa a convergéncia

forte (resp. fraca) em LP(2) das fungGes e dos seus gradientes conjuntamente.

11. Fungoes convexas

Seja X um espago de Banach.

DEFINICAO 240. Um subconjunto A C X diz-se convezo se para quaisquer z,y € A, )\ € [0,1]

temos Az + (1 — A\)y € A.
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DEFINIGAO 241. Seja A um subconjunto qualquer de X. O conjunto de todas as combinacies

convezas de elementos de A, i.e.,

n n

conv(A) = {ZA,-:::,— 'n€ N’Z)‘i =LA>20ueAl1<iL n}
i=1 i=1

diz-se o converificado de A.

OBSERVAGAO 242. conv(A) é o menor conjunto convexo que contém A.

DEFINIGAO 243. Seja A C X um conjunto convezo. Uma fungio f : A = (—o00,+00)] diz-se

convera em A se
fz+ (1 =Ny) <Af(z) + (1 - Nf(y)
para quaisquer z,y € A, A € [0,1].
DEFINIGAO 244. O dominio da funcgdo f : X — (—00,+00] € definido por

dom(f) ={r € X : f(z) < +o0}.
DEFINIGAO 245. O epigrdfico da fun¢io f : X — (—o0,+00] é definido por
epi(f) ={(z,0) € X xR: f(z) < a}.
PROPOSIGAO 246. Uma fungdo f : X — (—00,+00] € conveza sse epi(f) é convezo.

DEMONSTRAGAO. Ver [12], p4g.9. a

TEOREMA 247. (Desigualdade de Jensen) Sejo p uma medida positiva de Radon sobre
uma o-dlgebra A num conjunto Q tal que u(Q) = 1. Seja f € L*(u) uma fun¢do com valores
vectoriais tal que f(z) € K p-gs em Q, onde K C R™ é um conjunto convezo. Se ¢ € uma

Juncdo convexa definida em K, entdo

w(/ﬂfdu) S/Qw(f)du-

DEMONSTRAGAO. Ver [23], pag.20. O

TEOREMA 248. Sejam Xi,..., X, espagos de Banach e seja f: X1 x ... x Xy = (—00, +00]

conveza em cada varidvel.
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1°Parte: Se f € limitada superiormente numa vizinhanca de z, entdo f ¢ continua em .

2°Parte: Se X; = ... = X, =R, entdo f ¢ localmente lipschitziana no int(dom(f)).

DEMONSTRAGAO. 1%Parte
Suponhamos, s.p.g., que z = 0 e f(0) = 0. Como f & limitada superiormente numa vizinhanga
de z =0, existe A > 0 e a > 1 tal que
|Z)oo = max{|z;| :i=1,..,n} < A= f(z) <a.
Fixemos € > 0 e s.p.g. suponhamos que ¢ < an. Mostremos que
€
< — <e.
2o < X = [f(z)] <e
Utilizando a convexidade de f temos
Ty
§(@) = (@1, 7) = £ (85,22, s 0) + (1= 8)(0,03, .., 7)) <
z
< (Sf(—gl-,a:z, e Tn) + (L= 8)£(0, 23, ..., T3),
sendo = £ € [0,1]. Repetindo o processo na segunda varisvel, temos
x x
f(.'L‘) < (Sf(—;s-l-,:l:z, ...,(I}n) + (1 - 6) (f (6(07 '6_2a$3a axn) + (1 - 6)(Oa 07 Z3, ,:En))) <

< 05122,y 2n) + (1= 0)0F (0, 2,38, 20) ) + (1= 8)2£((0,0,23, ., z1)).

Iterando o processo obtemos

fz) < 5f(%,$2, e Zn) + (1 = 0)8f ((o, %Z,xg,, x,,)) + (1 - 8)25£((0,0, ?

Fot (1= 8)™165(0,0,..., ”fs—”) +(1=6)"f(0,...,0) <

(Como f(0) = 0 e supondo |z|e < A = =A) (note-se que |Z|oo = [(Z1)-yTn)|oo < 6A =

o Zn))+

1y s Fy oo Tndloo S A= f (21,00, %y ooy 20) < a)

<éda+(1-6)a+(1-0)20a+(1-0)"a<édla+a+..+a)=c¢,

nvezes

pois (1 — d) < 1. Concluimos entdo que
Tloo < —X = f(z) <e.
an

Falta-nos entdo mostrar que f(z) > —¢, o que obtemos de modo semelhante. Seja

1 )

0= f(O'l ""0) = f (m(o’ "'a07 wn) + 1—’|'—6(0’ "'10’ —%)> <
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< I—Jlr—f(o,...,o,xn) + ﬁ‘s_—gf(o,...,o, -,
logo
£0,...,0,z,) > —65(0, ..., 0, -3”62).
Iterando este processo, como acima, temos
0= £(0,,0) S 155 (0,0,20) + o f(0,..,0,~22) <
< (1i5)2f(° /0 2n-1,20) + 7 +5)2f( 0,- = =)+
+1—§_—6f(0 o,-%")_ (1+<s) ————f(z1, . ,mn)+(1—_'_%7—f(—%l,...,—ﬂ%")+
g O Tl 00 =5
+ %f(o,...,o,—%")

Se supusermos novamente que |Z|oo < dA = X (note-se que |Tloo = [(Z1, . Zn)loo < A =

10y, 0, =%, o, =B )]0 S A= £(0,...,0,—2%, ..., —Z~) < a), como (1 + ) > 1, obtemos

fl@)>-bda+a+..+a 2_%%:_6’

nvezes

ie.,
[Z|oo £ —A = f(z) > —¢
oo = = .

Portanto f é continua em z = 0.

2¢ Parte

Queremos agora mostrar que no caso de dimensao finita, a condigio f limitada superiormente
numa vizinhang¢a de um ponto deixa de ser necessaria.

1 Etapa. Provemos primeiro que se z € int(dom(f)), entdo f é continua em z. Suponhamos,
novamente s.p.g., que = 0 e, consequentemente, como 0 € int(dom(f)), que existe ¢ > 0 tal

que

4) {z = (z1,....,2n) € R" : |2|0o < 2¢} C dom(f).
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Pondo A = {(€1,...,€n) € R* : & € {—¢,0,e}, i = 1,...,n} e a = maxzea f(z), temos que

a < 400, pois A C dom(f) (por (4)) e A é finito. Afirmamos que
(5) |Z|oo < €= f(z) < a.

De modo a provarmos esta ultima afirmacao, observemos que se 0 < z, < € e g; € {—¢,0,¢},

entdo a convexidade de f com respeito & ultima variavel implica que
fler,€2y ..y €n—1,2n) < a;
de facto
f (%’1(51,62,...,%_1,5) +(1- %’1)(51,52,...,5,,_1,0)) <
< ‘,%f(el,sg,...,en_l,e) +(1- %)f(el,ez,...,en_l,o) < %’ia+ 1- %)a.

Iterando este processo com respeito a todas as varidveis, chegamos finalmente a

Ty

T
F(z1, oy zn) < —el(s, T2, ey Tn) + (1 — -

)f(O, Z2, '",mn) S a,

para 0 < z; < ¢, i.e, obtemos (5). Se algum dos z; for negativo, —z; é positivo e portanto

podemos aplicar o0 mesmo processo descrito acima. Donde (5) implica que se z € int(dom(f)),

entdo f € limitada numa vizinhanga de z e, portanto, aplicando a 1% parte, f é continua em .
2% Etapa. Falta mostrar que f é localmente lipschitziana no interior do dominio de f.

Seja z € int(dom(f)). Como f é continua em z, existem § > 0, a, 3 € R tais que
(6) 1y = 2loo = max {Jyi — i} <20 = —00 <a < f(y) < B < +oo.
Sejam z e z; tais que
(7 |21 — 2] <6, |21 —z| < 4.
Observe-se que imediatamente obtemos |z — z| < 26. Como z e z; verificam (6), temos que
|z — 21| < 6= f(z) = f(z1) < B-a.
Seja € > 0. Combinando |z| < £X = |f(z)| < € e a desigualdade anterior, concluimos que
de

(8) lz—z1|5m:>|f(z)—f(zl)|55-
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Escolhendo €6 = |z — 21|(8 — a)n obtemos de (8), como |z — ;| < 6, que

©) o= il <62 1) = sl < E )

Seja agora z; tal que |zg — x| < 6. Tomando u = #32 vem

1 1
|21 —u| = §l21 — 2| < §(|Zl —z|+|z—2) <4

|22 — u] < 6.
Aplicando (9) obtemos

|21 —u| <6 = |f(z1) — fu)] <

juzal <8 17) ~ Sl < Loy oy

Somando agora (lembremo-nos que |2; — z| < §) concluimos

|21 — 2| < 6,22 — 2| <0 = |f(21) — f(z)] < |f(21) = F(u)| + |f(u) — fz2)| <

< CoP oyl - = Co,

i.e., f é localmente lipschitziana. O

OBSERVAGAO 249. e Notemos que se f : X; x ... x X, — (—o00,+00] & convexa,
entdo f é convexa em cada uma das variaveis. A reciproca é, no entanto, falsa. Basta
tomarmos X; = Xy =Re f(z,y) = zy.

e Na segunda parte do teorema, se f : X — (—00,+00] é convexa e f é limitada superi-
ormente numa vizinhanga de um ponto z, entdo f é também localmente lipschitziana
no int(dom(f)), mesmo que X seja um espago de Banach de dimens3o infinita. Para a

demonstracdo neste caso consultar [8], pag.33.

DEFINIGAO 250. Seja X um espago normado, X' o seu dual e f : X — [—00,+00]. A fungdo

f': X' = [0, +00] definida por

f'(a') = sup{(=z,2’) - f(z)}

zeEX

diz-se a fung¢do conjugada, ou polar, de f.
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TEOREMA 251. Seja X um espago de Banach e seja f : X — R continua e conveza. Para

cada x € X, existe ' € X' tal que
f(y) Z f(IE) + (y - $1zl),
para todo o y € X. Além disso, z e z' estdo relacionados do seguinte modo

f(z) + (@) = (z,q).

DEMONSTRAGAO. Seja z € X fixado. Como f ¢ continua, existe uma, vizinhanga de  na qual
f ¢ limitada, logo int(epi(f)) # 0. Como f é convexa, entdo epi(f) & convexo, logo int(epi(f))
& convexo. Observemos também que (z, f(z)) ¢ int(epi(f)) (pois (z, f(z)) € d(epi(f))). Apli-
cando o teorema de Hahn-Banach a {(z, f(z))} e a int(epi(f)) (pois {(z, f(z))} € convexo ndo

. . U .
vazio), temos que existem a’,a € R e z, €X ! tais que

(y,z) +a'a>a  paratodo o (y,a) € epi(f),
(10)
(z,z1) + d'f(z) = a.

Note-se primeiro que a’ > 0, pois, caso contrario, como (z, f(z) + k) € epi(f), para qualquer
k >0, o que & absurdo. Mais ainda, a’ # 0 pois, se a’ = 0, entdo por (10) terfamos
{ (y,£,) > a para qualquer y € X
(iL‘, :BIl) = Q,
0 que implica em particular que (y—z, wll) > 0 para qualquer y € X, logo :1:'1 = 0, o que é absurdo.

Consequentemente a’ > 0 e deduzimos, novamente de (10) e do facto de (y, f(y)) € epi(f), que

!

' ' T $l
(v,21) +a'f(¥) 2 (m,21) +d'f(2) & (y, ) + fW) 2 (2, ) + f(2) &
mI
&) 2 [(@) +(z -3, 7).
Pondo z' = —%J,-, obtemos imediatamente

fy) 2 f(2) + (y — 7,2)

para qualquer y € X.

Falta-nos entdo mostrar que

f@)+ f (') = (z,2).
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Como

f'(a') = sup {{z,o) - f(2)}
obtemos imediatamente que

f(@) + f (@) 2 (z,2).

J4 vimos acima que

(z,2') - f(z) > (y,7') - f(y)
para qualquer y € X. Tomando o supremo sobre todos os y € X, obtemos

(@,2) = 1@) 2 sup {(v.+") - W)} = £ (=),

o que conclui a demonstragao.

TEOREMA 252. (de Carathéodory) Seja A C R™. Entdo

n+1 n+1
conv(A) = {x eER":z = Z)\ixi,mi EA N> O,E)\i = 1} .

i=1 i=1

DEMONSTRAGAO. Ver (8], pag.42.



CAPI{TULO 3

As Medidas de Young e a Q-convexidade

1. As Medidas de Young e a sci fraca

Neste capitulo estudamos a propriedade da sci fraca para um funcional
I(u) = /QW(Vu(a:))dx
(onde para simplificar nio consideramos a dependéncia em z e em u), ou seja, 0 comportamento
dos integrais
/Q W (Vu;(z))do
ao longo duma sucessdo (u;) fracamente convergente em W1P?(). Se esta convergéncia fraca

é na realidade forte, ou seja u; — u em W'P(Q2), entdo, possivelmente para uma subsucessao,

uj(z) = u(z) e Vu;(z) = Vu(z)) pat z € Q. Se W > 0 é continua vem, pelo Lema de Fatou,

lim inf W(Vuj(:z))de/W(Vu(x))dw.
Q

j—=oo Jo
Sendo W continua e limitada inferiormente (por zero ou por outra constante), o funcional as-
sociado goza da propriedade da sci forte em W1?; valera também esta desigualdade caso a
convergéncia seja apenas fraca? Que hipéteses temos de impor a W de modo a assegurar a sci
fraca? Note-se que no caso da convergéncia fraca podemos na mesma aplicar o lema de Fatou,
mas neste caso liminf;_, W(Vu;(z)) ndo é em geral W(Vu(z)). De facto, vejamos alguns

exemplos de como se comporta a convergéncia fraca com funcionais nao-lineares.

EXEMPLO 253. Seja 2 = (0, §), fj(z) = sin(jz) e gj(z) = fj2(a:), z € Q. Temos entdo que

/ab sin(jz)dz = ;;/(lbjsin(jx)dm = %(cos(ja) — cos(jb))

b 1 b
/ sin®(jz)dz = —;sin(jw)cos(ja:)lg +/ cos®(jz)dz =
a

a

67
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1 b
= ——sm(ja:)cos(]m N +z8 —/ sin?(jz)dx
a

=>/ sin?(jz)d =—-———+——(sm(2ja)—sm(2jb))
Logo
b 1 b
li (r)dz = lim = ja) — b)) =0 =
j-:gloo/a fi(z)dz j__}xilooj(cos(]a) cos(jb)) =0 /ade
e

b
lim g,(:z:)da: = lim (b——- + — L -(sin(2ja) — sin(23b)) )

jor+oo jotoo \ 2

para qualquer intervalo (a,b) C . Aphcando o lema 215 temos que

[ e

L e 1
_\0’ P
gj 2

Observemos que o quadrado do limite fraco ndo coincide com o limite fraco dos quadrados, i.e.,
1
fj2 =g; = 3 # 0% = (limite fraco fj)2
No entanto, repare-se que temos a desigualdade da sci fraca
lim inf / FHE - > 0= / 02dx
J—o0 ()
onde 0 é o limite fraco de (f;).

Tomemos agora p(z) = /z para £ > 0 e examinemos o limite fraco da sucessao (¢(g;)).

/ab \/sin?(jz)dz = /ab |sin(jz)|dz =

fazendo a mudanca de variavel z = %y, obtemos

1
= ["sin(iay =
JJj

Neste caso, temos

ja
e pela periodicidade do seno, concluimos entdo que
jatm(172))

1 , 1 [ :
==/ sint)ldy+5 [ sino)ldy =
J

J Jja J

1, /j(b- 1 [t
(M=) 2 [ lsinGldy =
J T J ja+7r(’(b;a )

_ 2(b7r—a) N 32_ (<j(b7r—a)> _ j(b;ct)) +§ /in<¢__z> |sin(y)|dy

onde (a) representa a parte inteira de a.




Como

<le
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b
/ |sin(y)ldy| < 2
J

’<j(b; a)> _j(b;a) .

-2: (<J(b a)> _ it a)) +l/ ‘ | sin(y)|dy — 0
7 o T J ja+,,(L@>;-_ez)

quando j — oo. Portanto, temos que

b _ b
lim / |sin(jz)|dz = M = / g-d
J—00 Jo ™ a T

para qualquer intervalo (a,b) C Q. Consequentemente

vem que

2
vl(g;) — p

Note-se novamente que o limite fraco de (¢(g;)) néo é a composigao de ¢ com o limite fraco de

(95), pois
2 V2 1 1
©(g;) ~F 5 =\3= <P(§)
Além disso, por ser
/ o(lim g;(2))dz = Tp(L) = ‘[’r VA 1= hmmf/ (¢;(z))da,
j—ro0 272

nao temos a desigualdade da sci fraca. Aparentemente precisamos de mais condicies em W de

modo a valer a propriedade da sci fraca.

EXEMPLO 254. Seja f(z) = 2X), 1 j(z) — 1 para z € [0, 1], estendida periodicamente a R.

Tomemos fj(z) = f(jz). E facil ver que os saltos de 1 para —1 ocorrem cada vez mais
rapidamente quando j — oo. Por outro lado (utilizando, por exemplo, o teorema 217) concluimos
que f; = 0 em ©Q = (0,1). No entanto, como f2 1 para todo o j, entdo f2 — 1 e mais uma
vez o0 quadrado do limite fraco ndo é o limite fraco do quadrado.

Mais geralmente, se ¢ : R — R é uma funco continua, entdo, aplicando o teorema 217 a
(¢ o f)(z), obtemos

e(f) ~ 5p(1) + (1),

Neste caso particular fomos capazes de descrever o comportamento no limite dos integrais

/wummm
0
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para qualquer fungéo ¢ continua, em termos da expressao 3(p(1) + (—1)).

Esta ¢ a caracteristica principal do instrumento medidas de Young: de modo anélogo, pode-
mos entender a sci fraca de uma forma muito mais geral. Os exemplos examinados j4 nos
convenceram que existe algo de muito especial com as sucessées de natureza muito oscilatéria
quando a convergéncia é apenas fraca e nao forte. Em termos gerais, o problema com o qual
estamos a lidar pode ser formulado como segue.

Suponhamos que f; A f em L%(R) e, consequentemente, |filLeo() < C < 00. Se ¢ & uma
funcdo continua, temos que (¢(f;)) é também uma sucessdo uniformemente limitada em L®(S2).

Consequentemente, temos uma subsucessio fracamente* convergente em L(Q):
*
p(fi(z)) = g em L®(Q).

Através deste exemplos percebemos que g ndo é ¢(f). A medida de Young associada a (f;)

fornece-nos a ligagao entre (f;), f, g e ¢.

DEFINIGAO 255. Designamos por Carathé a familia das fungdes 1 : @ x R™ — (—o00, +00]

tipo Carathéodory, i.e. com (-, \) mensurdvel VA € R™ e 9(z,-) continua Vz € Q.

DEFINIGAO 256. Uma medida de Young, ou medida parametrizada, é uma familia de medidas
de probabilidade v = {v;}zcq associada a uma sucessdo de fungdes z; : @ - R™, (com Q
mensurdvel C R"), com spt(vy) C R™, satisfazendo o seguinte:
1: a fungdo = — v, é mensurdvel (o que significa que, para cada 1 € Carathé, a média
¥ (), definida por
Via)= [ e V),
é mensurdvel);

2: para cada ¢ € Carathé tal que a sucessdo ((-,z;(-))) converge fracamente* em L>(Q)

(ou mais geralmente, fracamente em algum LP()) o seu limite fraco é ¥°(-), ou seja

lim /Q P(z, 2j(z))h(z)dz = /Q ¥’ (z)h(z)dz

j—o0
para qualquer h € LY(Q) (esta ¢ chamada a propriedade fundamental da medida de

Younyg).
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Intuitivamente, a medida de Young d4-nos a distribuigdo de probabilidade limite dos valores

de (f;j) quando os pontos sdo tomados aleatoriamente na vizinhanga de cada =z € Q. Se B,(z)

denota a bola de raio r > 0 centrada em z € e E C R™ é um conjunto mensuravel qualquer,
entdo

. |{y € Br(z) : f;i(y) € E}|
vz(E) = lim lim 1B, (@) '

Esta identificacio mostra claramente que a sucessao (f;) é forcada a tomar como valores, préximo
de z, os vectores que estao no suporte de v,, cada um tomado com uma frequéncia relativa dada

pelo respectivo peso. Vejamos outros exemplos.

EXEMPLO 257. Seja g : R2 = R definida por

T1+22
sana)= [ xg()ds
0 T4

onde X 3y éa fungdo caracteristica do intervalo (0,3) C (0,1) estendida periodicamente a R.

Seja @ : R? — R? definida por %(z) = (9(z),9(z)), T = (z1,22) € R?, e uj(z) = %ﬁ(jz). Se

calcularmos os gradientes destas fung¢des obtemos

Vu;(z) = V(%H(jx) = (X(O’%)(j(xl +22)) Xp,3i(@r + 182)))

X(0,3)(J (21 + 22)) X(0,3) (i (21 + 2))
G i) 0 < j(z1 +22) — (j(21 + 22)) < §
(g 8) 3 <@+ 32) — (f(z1 + 32)) < 1

= X(O,%—)(j(ml + x2))(1a 1)® (]-a 1)

onde o produto tensorial a ® N = aNT, para a € R™ e N € R", é a R-matriz (a;Nj)ij (por
R-matriz entendemos uma matriz cuja caracteristica é 0 ou 1, i.e., qualquer par de linhas ou

colunas é linearmente dependente). Queremos determinar a medida de Young associada a esta,

(i eo-(0)

sucessao de gradientes. Seja
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Se E C M?*2 n3o contém A nem O entdo

.. Hy€Brlz):Vu(y) €eE} .. . _
lim lim_ 1B, (@)| =l I @1 =

o que significa que v, esta concentrada em {4, O}, e portanto
vy = Mz)da + (1 — A(z))do, M) € [0,1]

(6 massa de Dirac). Mais geralmente, se pensarmos como A ou O sao distribuidas por Vu;

v Hy€Br(z):Vuily) =AY . 3 3
Alz) = g lim, 1B, (@) =T

independente de z € Q. Logo
3 1
V= Z(SA + leo

Para qualquer fungdo continua ¢ : M?*2 — R temos
. 3 1
(11) o) 27 = [ W) = Go(4) + 39(0),
M2X2 4 4

em L®(Q).

EXEMPLO 258. Tomemos agora gg(F) = |F|? =soma dos quadrados das entradas de F, para

G )
G 3)

{ 4 0 <j(z1 +z2) — (J(z1 +22)) < %

F € M?*2, Entdo
2

0 < j(z1 + z2) — (1 + 22)) < §

—

po(Vuj) = |Vu;|* = ,

,% < J(xl +.’1t2) - (J(:L'l + :L‘g)) <1

0 ,%”4- < j{zy +xz2) — (J(z1 +22)) < 1

onde u; é a sucessdo do exemplo anterior. Tomando ¢ = id em (11) temos que a sucessao
dos gradientes (Vu;) converge fracamente* em L*°({2) para Vu = %A + %0 = %A. Como g é

convexa, pela desigualdade de Jensen temos que

/ .|F|2du(F)2\ / Fdu(F)
M2x2 M2x2

R

2

que neste caso € apenas

06 1)

4
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que nos d4 exactamente

lim/lVUjlzdx2/|Vu|2dz
Q Q

j—ro0
um resultado de sci fraca (aplicando ¢y a (11)).

Como foi apontado, a propriedade fundamental das medidas de Young fornece-nos uma

maneira de representar e manipular os limites dos integrais do tipo

lim / W (Vu;(z))dz
j—oo Jo
(supomos que W(F) > ¢(|F|P — 1),F € M™*", para algum p > 1,¢ > 0, i.e., W coerciva).
Desta perspectiva, as medidas de Young sao uma ferramenta conveniente quando lidamos com
funcionais integrais no calculo das variagoes.

Naturalmente, convém esclarecer exactamente sob que tipo de condi¢gdes podemos representar
limites de integrais como acima por medidas de Young? Para tal, vamos comecar por estabelecer
um teorema de existéncia muito geral que pode ser aplicado & maioria das situacbes que encon-

tramos na pratica. E importante sublinhar que este resultado nio garante de modo algum que

os limites fracos existam, algo que tera de ser mostrado independentemente.

TEOREMA 259. Seja §) mensurdvel C R, e sejam z; : ! = R™ fungdes mensurdveis satis-

fazendo

(12) sup [ g(lz) do < oo,
j Ja

onde g : [0,00) — [0,00) € uma funcdo continua crescente, com g(t) — oo quando t — oo.
Entao existe uma subsucessio (que designamos por (z;) também) tendo uma medida de Young
v associada (como na definigio 256). (Em particular, se ¢ € Carathé e [, ¥(z, zj(z))h(z)dz

converge, quando j — 0o, Yh € L®(R), entdo o seu limite ¢ igual a [ ¥’ (z)h(z)dz.)

DEMONSTRAGAO. A ideia da demonstragao é bastante natural. A existéncia de v é obtida
pela propriedade de compacidade para topologias fraca* no espaco apropriado. A parte mais
técnica da demonstragao requer uma extensio da representacao de limites fracos para fungoes de
Carathéodory. A demonstragio tem varias etapas. A primeira consiste em mostrar a existéncia

de medidas de Young.
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1¢ Etapa: Existéncia de v

O espago vectorial
Co(R™) = {f € C(R™): | llim f(z) =0},
Z|—o0

é um espago de Banach com a norma do supremo. O seu dual é o espaco das medidas de Radon
~ suportadas em R™ denotado por M(R™) com a norma dual de variagio limitada. Como Cy(R™)

é separével temos, de acordo com o teorema 221, que
(L(, Co(R™)))" = L. (@, M(R™))

com a dualidade

(o mdpr Lo, = /{)@“(w)dﬂv‘,
com

@) = [ o) Wdua(),
para ¢ € L'(Q,Co(R™)) e p € L. (2, M(R™)). A norma em L% (R, M(R™)) é

lulre, = supess |tz | prm)-

Para cada j, definimos v; € L35 (R, M(R™)) por vj, = d,,(z), onde &, é a usual massa de Dirac

centrada em a € R™. Para ¢ € L}(Q, Co(R™)),

(p(2),vjz)com = / z)(N)dvjz(A)

iz = [ e@ie= [ [ o@Mds,0Wds = [ o)),

Verifica-se que

Vil = supess |0,. (| =1

| Jle"‘ l‘zén | J( )l
para todo o j. Pelo teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki temos que existe uma subsucessao
(que designamos ainda por (v;)) e v € L. (2, M(R™)) tal que v; X v, ou seja, (p, vi) = (p,v),
para todo o ¢ € L1(Q, Co(R™)), isto &,

(13) lim [ p(e)(zi(@))ds = | 7(o)ds Vi € LHE, Go(R™))

J—oo )
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Em particular, para qualquer ¥ € Carathé tal que a sucessdo (¥(:,2;(-))) converge fracamente
em L'() e tal que ¥(z, ) = 0 quando |A\| = oo Vz € Q e a(-) € L}(2), sendo

a(z) = |o(z, )comm) = sup{[¥(-, A)| : A € R™},

temos que a fun¢do (-), dada por ¢(z) = ¥(z,-), aplica Q em Co(R™), e pertence mesmo a

LY(Q, Cy(R™)), pelo que vale (13), o qual se pode escrever, neste caso,

(14) lim [ Y(z,z2i(z))dz —/1/) (z)dz
Q

j—00
O resto da demonstragio ¢ a extensdo de (13) para uma fungdo de Carathéodory arbitraria 1
tal que (4(-, z;(-))) converge fracamente em L'(2). E de natureza muito técnica.

2¢ Etapa: Alguns preliminares técnicos

Seja 1 uma fungio de Carathéodory nao negativa tal que (%(-, z;(-))) converge fracamente
em L(). Logo, pelo lema 215, temos, em particular, que é uniformemente limitada em L!(f)

e vale a propriedade da equi-integrabilidade; donde, pelo lema 216, e porque % > 0, a igualdade

lim (sup/ ¥(z, zj(z)) d:r:) =0.
k=00 \ 5 J {25 () 2k}

Por outro lado, como g é crescente (por hipétese)

/Q 9(2(@)]) dz > /{ PR CCIEE /{ P CLE P CICER]
logo
g(k) sup {1231 > K} < sup [ g(lz5(2)])da < oo (4
J 7 Q

e, por outro lado, como temos limy_,o g(k) = co (também por hipétese), vem
lim sup |{|zj] = £}| =0,
k—oo
sendo contradiziamos (x). Consequentemente, podemos escolher my > k de tal modo que

1
sup {11 2 mi}| < .

donde

1
ksup|{|2j] 2 m}| < -
J
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Seja 8 uma sucessdo de fungdes auxiliares definidas para t € R por

1 It <k
) ={ 1—|t|+k k<|t|<k+1
0 |t| >k +1,

e defina-se ¥*(z,\) = OF(|\)8F(¥(z,N))¥(z,)). Podemos entdo deduzir as seguintes pro-

priedades:

ityf=ysep<ke|\<LEk

ii: ¥ € L1, Co(R™)) para qualquer k;
iii: 0 < ¢* < 4 para qualquer k;

iv: (%) & uma sucessdo crescente;

v: limy_,00 %* = 9 pontualmente.

DEMONSTRAGAO. (das propriedades)

i: Notemos que

1 A < k
OF(A) =4 1—N+k k<A <k+1

0 A >k+1,

1 P <k
F(p(z,A) =< 1—v+k k<¢<k+1
0 Y>k+1,
logo, para ¥ < k e |\| < k temos ¢F = 4;
ii: Por hipotese ¥ € L(Q,Co(R™)). Como |6¥| < 1, imediatamente obtemos Yk €
LY(Q,Co(R™));
jii: 0 < 6% < 1 logo, como % > 0, vem que 0 < y* < 4 para todo o k;
iv: como 6* & uma sucessdo crescente e como ¥ > 0, concluimos que (¢k) € uma sucessao

crescente;
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v: Fixemos (z,A) = (o, Ao) arbitrario. Como 1 é independente de k e 6% converge pontual-

mente para 1 (bastando para tal tomar k > |Ag| + 1(zo, Ao)):

lim ¢*(zo, A) = lim (Ok(lel)ok(tﬁ(ﬂco,AO)W(%,)\0)) = (Zo, Ao)
k—o00 k—oo
obtendo assim limj_, 1% = 1) pontualmente. 0
3% Etapa: Extensao de (13)

Nesta etapa queremos concluir que (13) ¢ valido sob as hipoteses da 2° etapa. Para este fim,

seja
Yk = /Q (™ (2, 21(2)) — ¥(z, 7(x))) da.

Temos entdo as seguintes estimativas

ikl = ./n P (2, zj(x)) — (=, 2j(2)) dz| < /ﬂ Y™ (2, 2j()) — (z, 2j(z))| dz <

<

/ | ™ (2, 2i(z)) — $(z, 2;(2))| do+
{lzj|<my A(,2;(-))<my }

+ 9™ (@,2(0)) ~ $(z 5(a)] do <
{125 (2mu V(-2 (-))2me }

como ¢ > 0, [p™ — | < [$], e mx > k, obtemos

<

/ Wio,z(0)) do < | Bz, 5(@)) do <
{lzj12me Ju{e(-,2; (-))2>my } {lzj12ms Ju{(-12; () >k}

b(z, 2(2)) do + / ¥(z, 2(z)) dz <
{lzj[>me }n{w(-,z; (-)) <k}

<

/{w(',zj('))zk}

< sup/ Y(z,2zj(z))dz + sup kdz =
- J{¥(2;() >k}

J J /{IZjIka}ﬂ{w(-,Zj(-))Sk}

= sup

» [ (@, 2i(@))de + supk {lz] > mi} N {$(z, 2(z)) < kY| <
7 (2 (1)) >k} J

<sup [ $(z,2 () do + ksup|{lzs] > mi}| =0
3 (2 () =k} J

quando k — oo, pela 2% etapa. Concluimos entdo que

i | = ; My ) _ ) —
Jim ol =0 Jim | [ 57 (2,50) - p(o, (@) de] =0

& lim /Qzl)mk(w,zj(a:))dac=/Q'¢(a;,zj(:1:))dx

k—o0
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uniformemente em j. Em particular, este facto implica

. . mj — myg
Jim lim th (z,2;(z))dz = lim Jgrg Y™ (z,2j(z)) dz

Como 9™ € L(Q,Co(R™)) para qualquer k (ii da 2%tapa), por (14) (e pelo que j& vimos

anteriormente nesta etapa) temos

lim / ¥(z, 2(z)) dz = lim (lim / wk(a,-,z,-(m))dx) -

j—oo Jj—o0o \k—o0 Jo

= lim (lim / Y™ (z, 2;(x)) dx) = lim [ ™ (z)dz
k—o00 \j—oo Jo k—o0 Jq
e, pelo teorema da convergéncia monétona (cujas hip6teses foram verificadas em ii, iii, iv e v da

2% etapa), obtemos

lim Wu(m)dz=/$/(a;)dx
Q

k—oo Jo

logo
lim 1/):1:z1:1:)d:1:—/1/)(:c
Q

]—-)00

i.e., (13) é verificada para qualquer fungdo de Carathéodory néo negativa ¢, tal que (9(, z;(-)))
converge fracamente em L*(f2).

4% Etapa: Conclusio

Se retirarmos a condigdo de ndo negatividade de v, podemos sempre separar 1 nas partes
positiva e negativa, ¥ e ¥~ (¢ = sup{¢,0}, ¥~ = sup{—%,0}) e aplicar os passos 2 e 3
a estas duas fungdes, tendo em mente que a convergéncia fraca em L!'(f2) conduz-nos & equi-
integrabilidade da sucessdo (|¢(z,z;j(x))|) e consequentemente & equi-integrabilidade de ¥ e
¥, pois notemos que ¥ = Pt — ¥~ e que || = ¥+ + ¢~. Para £ € L°°(Q) podemos tomar
o(z,\) = &(z)y(z,A), de tal modo que ¢ é ela propria uma fungdo de Carathéodory a qual
podemos aplicar os argumentos precedentes. Observe-se que a convergéncia fraca em L!(£2)
da sucessdo (¢(-,2;(+))) implica o mesmo para (£(-)¥ (-, 2;(-))). Assim, (13) também é valido
para ¢ (pois na 3% etapa verificAmos que (13) é valido para qualquer fungio ¢ de Carathéodory

fracamente convergente em L!(Q)), i.e.

(15) tim [ &@)(e,z(z))dz = /Q £(@)P (¢)ds

j—o0 [9)
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para qualquer £ € L*(2) (pois £ era arbitrario em L®(Q)), ou seja
¥(y2() =9
em L'(f). Falta-nos entdo mostrar que quase todo o v, é uma medida de probabilidade. Pela
sci fraca da norma, temos
vl < liminf v5c] = limint |3, )| = 1,

logo [vz|pm@mm) < 1 pqt z € Q. Se tomarmos em particular ¢ = xpg(z), £ = 1 em (15), sendo

Bp a bola de raio R centrada na origem, obtemos

T":cd.z":/_—”mdx:lim/ z)dz =
[, T @z = [ xm*ehis = lim [ oo

= lim ldz = lim [BRN Q| =|BrN 9.
J—00 BRﬂQ J—00

Consequentemente (recorde-se que || < 1)

IBRN Q| = / 1dz > / Iveldz = / T’(z)dz = |Br N 9|
BrNO BrNQ2 BrNN

e concluimos assim o desejado, ou seja, |vg| MEm) = 1. o

EXEMPLO 260. Tomando g(t) = t? para p > 1 (podemos, no entanto, também tomar 0 <
p < 1) obtemos que qualquer sucessao limitada em LP({2) contém uma subsucessio que gera uma
medida parametrizada no sentido do teorema 259. Este é portanto um exemplo particularmente

importante.

OBSERVAGAO 261. Quando trabalhamos com medidas de Young é importante termos em
mente que para identificarmos a medida de Young v associada a uma. particular sucessdo (25) de
fungdes (obtida talvez de uma forma construtiva ou utilizando outra forma), é suficiente verificar
se

olz) 2P em L(9),

para qualquer ¢ € Co(R™). E ainda suficiente ter

(16) lim | @)l (@)ids = | @)p (@),
Q Q

j—oo0
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para e ¢ pertencendo a subconjuntos numeraveis densos de L!(2) e Co(R™), respectivamente.
Se assim é para uma familia de medidas de probabilidade v = {1, },¢cq dada e para uma sucessio
de fungdes (z;) satisfazendo (12), entdo v é a medida de Young associada a (25) e consequente-

mente
¥(,2() =¥

para qualquer fungdo de Carathéodory 1 tal que (1(-, z;())) é converge fracamente em LY(9).
A justificagdo deste facto & que as medidas de probabilidade v sio identificadas pela sua acgao

em Co(R™). A equagdo (16) identifica cada v; pqt = € Q.

Existem duas situages especialmente interessantes para as quais esta observagio tem alguma

relevancia. Iremos inclui-las no lema seguinte.

LEMA 262. Consideremos duas sucessdes, (z;) e (w;), ambas limitadas em LP(Q). Entdo a

medida de Young para ambas as sucessdes é a mesma se € verificada uma das seguintes condigées:

i |{zj # wi}| = 0;

ii: IZj - ’LUjILp(Q) - 0.

DEMONSTRAGAO. i:Seja ¢ € Co(R™) e ¢ € L1(). Entéo

<

l /Q £(@)p(z;(z))dz /Q £(@)p(w;(2))dz /{ o, SO P12 (0)) — o (@)

< /{ o) [€(@)|(Je(z5(z))| + [p(wj(z))])dz < / }2|¢|Lw(Rm)|§(x)|dw

zjFwj
e este integrando é uma funcio de L!(f2) e é integrada sobre uma sucessio de conjuntos cuja
medida tende para zero, logo o limite quando j — oo é zero, o que por sua vez implica que
os limites fracos de de (p(2;)) e (¢(wj;)) sdo os mesmos. Pela observacio anterior, ambas as
sucessoes partilham a mesma medida de Young.

ii: Como j4 vimos acima

1€(@)((23(2)) = o(w;(2)))] < 2l¢|L0@wm)lé(z)] Pt z € Q,
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logo o lado esquerdo est4 em L'(Q2). Por hip6tese (2; — w;) — 0 em LP(Q) logo (para uma

subsucessdo) (z; — w;) = 0 gs em (2 e, como ¢ & continua, obtemos

Jim (p(2(2)) — pluw;(z) = 0 g5 em 0.
Donde
| €@pte@) — ot @iz o
pelo teorema da convergéncia dominada (dada a majoragio feita antes) quando j — oo, £ € L1(£2)
e ¢ € Co(R™). Como ¢ € L'(R) ¢ arbitrario, temos novamente que os limites fracos de (¢(2;))

e (p(wj)) coincidem e, pela observagdo anterior, partilham a mesma medida de Young. O

Vejamos um exemplo de aplicagdo deste lema.

EXEMPLO 263. Suponhamos que (z;) é uma sucessao limitada em LP(f2) e seja v = {Vz}zeq

a sua medida de Young associada. Consideremos os operadores de truncatura
A A <k

Teld) = k2 |\ >k
m .

Queremos mostrar que (2;) e (Tg(;)(2;)) partilham a mesma medida de Young, para qualquer
sucessdo k(j) — oo quando j — oco. Para isso notemos que z; # Ty(;)(2;) quando |z;| > k(j)
logo, para aplicarmos (i) do lema anterior, temos de mostrar que |{|z;| > k(j)}| — 0 quando

j — 00. Como

/ BelPds> [ f@Pds 2 KGRIz > kO
194 {lz;1>k(5)}

e como (z;) ¢ limitada (suponhamos que por c), obtemos finalmente o que queremos, pois

[{lz;] > ()} <

—0qdj— 0.

k()

Consideremos agora uma sucessdo (W (Vu;)) fracamente convergente em L!({2), onde (u;) é

uma sucessdo minimizante para o funcional I, tal que

(17) lim W (Vuj(z))dz = / W (

]—}OO
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Aqui v = {V;}zeq ¢ a medida de Young associada & sucessdo (z; = Vu;), que é limitada em
LP(Q) pois (W(Vu;)) é limitada em LY(Q) (por (uj) ser uma sucessdo minimizante e W ser

coerciva). Dado que
Vu(z) = / A dvz(4A)
men

é o limite fraco em L!(f2) de (Vu;) (por tomarmos 1(x,\) = A no teorema 259) a propriedade

de sci fraca permanecera verdadeira se

(18) /,, W (Vu(z)) dz < /Q W (z) dz.

A suposi¢ao que fizemos de (W (Vu;)) ser fracamente convergente em L'(€2) nem sempre é ver-
dadeira. Podemos encarar o préximo teorema como uma espécie de lema de Fatou. Ele diz-nos
que mesmo nos casos em que a sucessdo (¥(:,2;(-))) ndo tem nenhuma subsucessdo fracamente
convergente, ainda podemos considerar a média %', obtida através da medida de Young v asso-
ciada a esta sucessdo, e obter no limite (ndo uma igualdade mas sim) uma desigualdade, a qual

tem precisamente o sentido que nos interessa para obter a sci.

TEOREMA 264. Se (2;) € uma sucessdo de fungdes mensurdveis com medida de Young asso-

ciada v = {Vz}zeq, entdo temos

(19) lim inf 'gb(x,Zj(:c))de/Ey(w)dx
E E

j—o0
para qualquer ¢ € Carathé com crescimento linear (i.e. ¥(z,€) > c(|¢| — 1) Vz,£, ¢ > 0) e para

qualquer E mensurdvel C §2.

Para demonstrar este teorema necessitamos de introduzir um teorema auxiliar, que relaciona

a b-convergéncia com as medidas de Young.

TEOREMA 265. Seja (zj) uma sucessdo de fungdes com medida de Young associada v. Se
para algum ¢ € Carathé a sucessio (p(-,z;())) € limitada em L*(Q) entdo, possivelmente para

uma subsucessdo,

(20) (7)) 2 7.
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DEMONSTRAGAO. Pelo lema das mordidelas (teorema 218), existem uma colecgdo de sub-
conjuntos €, e § € L1() tais que |Qy| \y 0 e
o+ 2i() = & em L'\ Q)
qualquer que seja n. Pelo teorema 259, sempre que a convergéncia fraca em L'(Q) se verifica

para qualquer subconjunto E C §2, o limite fraco em (20) é . Como [€2,| Y\, 0 concluimos que

=0 pat z € (. 0

DEMONSTRAGAO. (do teorema 264)

Se o lado esquerdo da desigualdade (19) é infinito, nada h4 a provar. Se
liminfj o0 [ ¥(x, 2j(z))dz & finito, a sucessdo (¥(:, z;(*))) € limitada em L'(E) logo, pelo teo-
rema anterior, .

¥(r2i() 2P
em L!(E). Pelo lema 220, temos a desigualdade

/ ¥ (z)dz < lim inf/ Y¥(z, zj(z))dz,
E 1= JE
o que conclui a demonstragao. O

Em conclusdo, se W verifica a desigualdade da coercividade
- WFE) 2 (|FP-1),p>1

e (18) é verificada para qualquer v obtido dos gradientes de uma sucessdo limitada em wlip,

entao

lim inf/ W(Vu;j(z))dz > / W (Vu(z))dz
J—0 4] 1)
quando u; — u em WHP(Q).

Reduzimos a propriedade da sci fraca a uma certa desigualdade que envolve medidas de
Young, desigualdade essa que nos lembra a desigualdade de Jensen. Iremos explicar intuitiva-
mente o porqué de a desigualdade de Jensen parecer estar relacionada com a sci fraca. Grosso
modo, a convergéncia fraca de fungdes significa convergéncia em média e portanto tomarmos

integrais joga um papel principal em determinarmos a fungao limite dos elementos da sucessdo.

Os unicos funcionais que comutam com a operagdo de integracdo sdo os afins. No entanto, se
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entendermos a convergéncia fraca em termos de medidas de Young, a desigualdade de Jensen
afirma que funcionais associados a fungdes convexas podem n&o comutar com a integracdo, mas

respeitam sempre uma desigualdade, cuja direccdo é a apropriada para termos a sci fraca.
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2. Q-convexidade e medidas de Young gradiente homogéneas

A restricdo no lagrangiano W que nos garante a propriedade da sci fraca & (18). Esta
desigualdade deve ser valida para todas as possiveis medidas de Young geradas por gradientes
de sucessdes limitadas em W'?. Como cada v, em particular é uma medida de probabilidade, se
W é convexa entdo (18) é verdadeira. Esta ¢ a classica desigualdade de Jensen. Em particular, a
sci fraca serd valida para qualquer lagrangiano convexo. A convexidade de W nao é, no entanto,

uma condic¢do necesséria no caso vectorial (m,n > 1).

DEFINIGAO 266. Uma familia de medidas de probabilidade v = {v;}recq diz-se uma W1P(Q)-
medida de Young (repare-se na referéncia ezplicita ao dominio ) se ela é a medida de Young

(de acordo com o teorema 259) gerada por uma sucessdéo (Vu;) de gradientes de uma sucessio

(uj) limitada em WHP(Q).

DEFINIGAO 267. Se a medida de Young v = {v;}zeq € tal que vy = vy pgt £ € Q, onde vy é

uma medida de probabilidade fizada, dizemos que v é homogénea.

DEFINIGAO 268. Chamaremos dominio a qualquer aberto limitado reqular Q (em particular

com |0Q| =0).

O seguinte resultado afirma que os membros individuais de uma familia de medidas de prob-
abilidade v = {v;}zeq, que seja uma WP(Q2)-medida de Young, sio eles préprios WiP(Q)-

medidas de Young homogéneas para qualquer dominio Q.

PROPOSIGAO 269. Seja v = {v}zecq uma WLP(Q)-medida de Young. Para quase todo a € Q
e para qualquer dominio Q, existe uma sucessdo limitada {v, ;} em WHP(Q) tal que a medida de
Young homogénea associada a {Vv, j} € v,. Mais geralmente, cada fung@o v, ; pode ser escolhida

de tal modo que vg,j — up(q) € Wol”’(Q), onde up(z) € a fungdo linear Fz e
Fla) = / A dva(A).
men

DEMONSTRAGAO. Ver [24], pag.73. O
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Devido a este resultado, podemos definir uma W!?-medida de Young homogénea (sem refer-
éncia a nenhum dominio em particular) como uma medida de probabilidade v suportada no
conjunto M™*" das matrizes m X n tal que para todo o dominio ) C R" existe uma sucessiao
de gradientes (Vu;), onde (u;) é uma sucessao limitada em W'?(Q) que gera v, de acordo com
o teorema 259 e tal que u; — uf € Wol”’ (©), onde F & o primeiro momento de v. Temos ime-
diatamente que se v = {v;}zeq &€ uma W1?(Q)-medida de Young, entdo quase sempre v, & ela

prépria uma W?-medida de Young homogénea.

DEFINIGAO 270. Uma fung¢do W : M™*™ — (—o0, +00] diz-se W'P-Q-conveza fechada se

W(A)dv(4) > W ( /

meﬂ

A dV(A))

men

para todas as W1P-medidas de Young homogéneas.

Note-se que esta defini¢do requer a desigualdade de Jensen para um subconjunto (préprio)
de medidas de probabilidade suportadas no conjunto M™*™. A conclusdo das observagoes
e definicdes anteriores é que a condicio de W1P-Q-convexidade fechada ¢ uma condi¢io su-
ficiente (e necessaria) de modo a termos (18). Para uma fungido geral de Carathéodory
W : Q x R™ x M™*" — (—00,+00] a condicdo de W'P-Q-convexidade fechada pode ser re-

formulada nos seguintes termos:

W(z,u,A) dv(A) > W (x,u, /M A du(A))

men mxn
para qualquer par (z,u) € Q x R™ e para qualquer W1?-medida de Young homogénea v.
Estamos agora em condigdes de formular um teorema geral de existéncia de minimizante (sob

a condigdo da W1P-Q-convexidade fechada agora reformulada) utilizando o método directo do

célculo das variagoes. Suponhamos que
W:QxR™ x M™*" — (—o00, +00]
é uma fungdo de Carathéodory que satisfaz a condicdo de coercividade

W(:L‘,’U,,A) 2 C(IAlp - 1)7 c> 07 p> 1
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para todos os pares (z,u). Consideremos o problema de minimizagio do integral
I{u) = / W (z,u(z), Vu(z))dr, u € WHP(Q), u—ug € Wol’p(Q),
Q

onde ug € W1P(R) é dado tal que I(ug) < co. Procuramos minimizantes U do integral I(), ou
seja

I(U) =m=iEfI(u).

TEOREMA 271. Se W é WLP-Q-conveza fechada, entdo eziste pelo menos um minimizante

U.

Para tratar o caso em que o lagrangiano W nao depende apenas do gradiente Vu, mas
também da posi¢do u convém ter em mente o seguinte facto sobre como a convergéncia forte
numa das componentes da sucessio é reflectida na medida de Young. Neste caso a convergéncia

forte reflecte a trivialidade da medida parametrizada para a respectiva componente.

LEMA 272. Seja z; = (uj,v;) : @ = RY x R™ uma sucessdo limitada em (LP(2))4™ tal que
(uj) converge fortemente para u em (LP(R))%. Se v = {v;}zen ¢ a medida de Young associada a

(25), entdo vy = 8y(z) ® s et z € Q, onde {pi;}req € a medida de Young correspondente a (v5)-

DEMONSTRAGAO. Sejam 91 : R — R e ¢, : R™ — R funges continuas e limitadas, tais

que
¥1(u;) = 91 (u) em LP(Q),

— o1
1/12(vj)——\1/)’2‘emL”, ;"f—]—);:l.

Entao v (uj)ha(v;) — o (u)Py em L(Q), para qualquer E mensuravel C €, pois para cada

h € L*®(F) temos

I/E [1/)1(uj)¢2(vj) - ¢1(U)$’2‘] hdz| <

<

< | [ 103 12(05) = 1 (oo
E

+ ‘/E [¢‘1(u)¢2(vj) - Qpl(u){b‘g] b dz

-0

< W1005) = 1 (oo 203 e+ | [ (o) = ] sl e
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quando j — oo, poish€ L®* =>he P eh¢€ L. Consequentemente

// "pl(’\l)"/)2(/\2)de()\1,A2)dx=
E JREXR™

= / / P12 (M) Bz (A1) @ pia(Aa))
E JRExXR™

Como 1,13 e E sdo arbitréarios, concluimos entdo que vy = dy(z) ® pz que € o resultado. O

Este lema é aplicado a sucessdes (u;, Vu;) nas quais (u;) converge fracamente em Wwir(Q).
Nesta situacdo as fungdes u; convergem fortemente para o limite fraco, pelo teorema de compaci-
dade dos espagos de Sobolev. Se u € W1P(Q2) é o limite fraco e {uz}zen ¢ a medida de Young

associada aos gradientes (Vu;), entdo vz = dy(y) ® pz Pqt = € Q.

DEMONSTRAGAO. (do teorema 271)

Defina-se o niimero real
m = inf{I(u) : u € WP(Q), u—up € Wy (D)}

Se {u;} & uma sucessio minimizante, entdo pela coercividade, a sucessdo dos gradientes é lim-
§ ’ )
itada, e consequentemente vale a desigualdade de Poincaré na sucessdo das proprias funcoes.
Temos entdo que (u;) é uma sucessdo limitada em WP cujo gradiente ir4 gerar uma wlr(Q)-
q j

medida de Young v = {v;}zen. Para uma subsucessdo apropriada, u; — u €

(21) Vu(z) =/ A dvg(A).
M
Como (u;) é uma sucessdo minimizante, pelo lema anterior, pelo teorema 264, pela wir.Q-

convexidade fechada, por (21) e por m ser o infimo, obtemos

m = lim /Q W (2, u;(z), V(@) dz > /Q /M W (z, u(z), A)dvy(A)dz >

j—o0
> /QW (x,u(a:),/MAduz(A)) dr = LW(m,u(m),Vu(m))dx >m

donde u & um minimizante em W12(Q). O

2.1. O caso p= +o00.
Dado que ja vimos a relacio entre a W1P-Q-convexidade fechada do integrando e a sci fraca do
respectivo funcional, temos entdo uma boa motivagdo para melhor tentarmos compreender esta

condigdo necesséria (e suficiente). Abordamos nesta secgdo o caso em que p = +00 (o chamado
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caso lipschitziano (repare-se nas condigdes impostas sobre £2)), dado que o caso p < +oo envolve
muitas questoes técnicas.

Seja ur a fungdo lipschitziana afim up(z) = Fz para z € Q. Para u € W1°(Q) tal que
u—up € Wo1 *°(€)) podemos gerar uma familia admissivel de medidas de probabilidade em (18).
Podemos fazé-lo pelo lema de Riemann-Lebesgue, que é um caso particular de um resultado mais

geral de homogeneizagao.

LEMA 273. Seja Q@ um dominio em R" eu € WH®(Q), u—up € W01’°°(Q). Entio existe uma
sucessdo {u;} limitada em W1°(), u; —up € WO1 (Q), tal que a medida de Young associada
a {Vu;} é homogénea e definida por

T, oIM,Co = |§12_| /‘; o(Vu(z))dz,

para qualquer @ € Co(R™).
Precisamos de alguns resultados que enunciaremos em seguida.

DEFINICAO 274. Para um dado ponto x € R", dizemos que uma sucessdo (E;) de conjuntos
encolhe regularmente para z se eziste a > 0 e uma sucessdo (r;) de nimeros positivos, convergente

para zero, tais que cada E; C B(z,r;), onde B(z,r;) € a bola centrada em z de raio 1y, e
|Ei| 2 | B(z,73)].
DEFINIGAO 275. Uma familia de subconjuntos abertos {Ax}rea diz-se uma cobertura de Vitali

de ) € R" se para todo o = € Q existe uma sucessao {A;} de subconjuntos da familia dada que

encolhe regularmente para x.

TEOREMA 276. (da cobertura de Vitali) Seja A = {Ax}rear uma cobertura de Vitali de (2.

Entdo existe uma sucessio (A;) C A tal que

Q\UA,\i

e os subconjuntos A, sdo disjuntos 2 a 2.

=0

DEMONSTRAGAO. Ver [13], pag.31. a
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LEMA 277. Sejam Q e D dois subconjuntos limitados e requlares de R™ com |6€2| = |8D| = 0.

Seja (2;) uma sucessdo de fungdes mensurdveis em Q tal que

C= Sgp/Qg(lzJ'(w)l)dw < oo

pare uma fungdo continua, crescente g : [0,+00) — [0,4+00) com limy ,o g(t) = co0. Seja
v = {Ug}ren a medida de Young associada a alguma subsucessdo, igualmente denotada por

(2). Entdo eziste uma subsucessdo (w;) de fungdes mensurdveis definidas em D tal que

sup [ atwi@))ds < o0

e a sua medida de Young homogénea U é dada por

1
(va ‘p)M,Co = rﬁiLau(z)dx

para qualquer ¢ € Co(R™).

1

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ € D qualquer. Como € é limitado, tomando ¢ < ; temos que

a + €Q é limitado e consequentemente existe r. > 0 tal que a + ¢éQ C B(a,r.). Tomando

a= %5—% = %, independente de €, temos que
la +€Q| > |B(z, 7)),
re = 0 quando j — oo. Concluimos entdo que a familia de subconjuntos de D dada por
- 1
.Ajz{a+eQCD:a€D,e§;}

é uma cobertura de Vitali de D. Entdo, pelo lema da cobertura de Vitali, temos que existe uma

sucessdo numeravel de conjuntos {a;; + E,-jﬁ}, €ij < %, disjuntos 2 a 2 e
(22) D = J(aij + ;) UN;, |Nj| =0.

i
Note-se que, como

|D| =

U(aij + 6,']'5) UN;

1

+INj| =) laij + 50 =

=Dl = [} ()" = 1913 (e5)",

U(aij +€459)
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temos

n_ Dl
() 2 (ea)" = 1qr-

T — Ay
wie) = 5 (2524)
L)

para T € a;; + €;;§). Pela mudanga de varidvel y = =" (e utilizando (22) e (23)) , obtemos

/ 9(|w;(z)])dz = Z/.,+e.,n ( (_E—U‘f’l) )da: -
D

=56l [ oty < €Il < oo,

i

Definamos agora

pois por hipétese
C= sup/ 9(|zj(z)|)dz < oo.
i Ja

Por outro lado, utilizando a mesma mudanca de variavel, se £ € C(D) e ¢ € Co(R™), temos

[owseneeas =3 [ o(x(5)) cte =

= Z Eij) / (2i(y))€(yes; + aij)dy = Z(Eu) £(yei; + azJ)/ w(z(y))dy,

pelo teorema do valor médio para integrais (note-se que f é continua). Na ultima igualdade

temos uma soma de Riemann para o integral de { em D e
lim [ o(w;(z))é(z)dz = lim (Z(sij)"ﬁ (Feij + aij)) Jim. / o(2i(y))dy =

j— Jp I
=/D§( dml—m/_"(xdx /E(z)dx 7, 9)-

Por (16) concluimos finalmente que a medida homogénea ¥ é a medida parametrizada associada

a {wj}. ‘ O
OBSERVAGAO 278. No lema anterior podemos tomar D = .

Queremos aplicar o lema anterior ao caso em que z; = Vu;, onde u; é uma sucessao limitada

em W1P(Q). Precisamos de uma sucessio de funcdes w; € W1HP(Q) tal que

(24) Vu,(z) = Vu; (”” m %')

eij
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para T € a;; + €;;§} onde, pelo lema da cobertura de Vitali,
Q= U(aij + ei,-ﬁ) UN;, |Nj|=0.
i

A condigao (24) podera ser satisfeita pondo

T — a;j
wj(z) = €55u; ( .y ")

L

para z € a;; + £;;§2. Podera no entanto acontecer que tal w; nio pertenca a WhP({2). A tnica
forma (conhecida) de obtermos o desejado sera impor a u; valores afins na fronteira.
Seja F € M™ " e up a fungdo afim up(x) = Fz. Se uj € WhP(Q) e u; —up € Wol”’(ﬂ), a
funcio
EijUsj (z—:%i) + uF(a,-]-) z € a5 + €2
wj(z) =
up(x) caso contréario,
estd bem definida como fungdo de WP(Q) (cada um dos ramos ¢ uma fungio de WiP(Q) e

coincidem na fronteira), w; — ur € Wo1 P(Q) (pois quando z € a;; + £;;09 vem y = x;—:;’-'- € 0N
onde u;;(y) tem o valor Fy, donde wj(z) = Fay; +'sisz—;?i = Fz) e o seu gradiente satisfaz
(24). Apos esta conversa informal, notamos que, pelo lema anterior, obtemos em particular o
lema 273.

No seguimento do lema 273, se utilizarmos 7 em (18), obtemos a desigualdade
(25) W(F) < ﬁ /Q W (F + Vu(z))dz
para quaisquer F € M™*"™ e u — up € WO1 () Uma funcdo que satisfaz a desigualdade diz-se
Q-convexa. A Q-convexidade & equivalente & W1 *-Q-convexidade fechada se W toma apenas
valores finitos (ver [24], pag.21). E menos restritiva do que (18) sob convergéncia fraca em
W1P(Q), p finito (ver [24], pag.21). Note-se que a escolha do dominio § em (25) é irrelevante.
Do ponto de vista geométrico, (25) diz-nos que de todas as deformacdes com valores afins na

fronteira determinados pela matriz F, a energia minima é atingida pela prépria deformacio afim.
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3. Propriedades das func¢ées Q-convexas

PROPOSICAO 279. Se a desigualdade da Q-convezidade (25) se verifica para algum aberto

limitado Q2 C R", entdo verifica-se para qualquer aberto limitado Q¥ C R™.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que a desigualdade da Q-convexidade se verifica para um
dominio limitado & C R™. Queremos mostrar que para qualquer dominio limitado ' C R™,
temos

. W(A + Vo(z))dz > W(A4)|¢|
para quaisquer A € M™*" » ¢ Wo1 (', R"™). Como 2 & aberto e ' & limitado, existe zo € Q
e € > 0 tal que zg + Q' C Q (¢ "encolhe" ' para que caiba em €, e zq centra-0). Definimos

¥ € Wy (2, R") por

ep(E=2) sez € g + eV,
Y(z) =

0o . se £ € Q\(zo + ).

Entéo,fazendo a mudanca de varidvel y = £=%, obtemos

/n, W (A + Vo(y))dy = /MEQI w <A+ch (”” "E“"’)) ldetV (‘” ;“)

=e_"/ W(A+V<p (z_mo))dmze‘"/ W(A + Vip(z))dz =
To+eQ € To+elV

=e™ { /Q W (A + Vip(z))dz — F(A)|Q — (zo + eQ’)I}

dr =

Por hipétese temos
[ WA+ Dota)az > wiayal,
de onde sai que
= { /Q W (A + Vib(z))dz — W(A)Q = (zo + en)|} >
2 e {W(A)IQ - W(A)|Q — (z0 + )|} = e "W (A)|zo + |
que, por sua vez, nos da
/Q, W(A+Vo(y))dy > eT"W(A)|zo + Q| = e "W (A)|e¥| = W (4)|'],

o resultado desejado. ]
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Em conclusio, basta verificar a desigualdade da Q-convexidade no cubo unitério [0,1]® ou

[-1,1]".

PROPOSICAO 280. Uma fungéo continua W : M™*™ — R é Q-conveza sse

(26) W (F + Vu(z))dz > W(F),
©.1)"

VF € M™*" ¢ Yu € WH®(R", R™) periddica no cubo unitdrio.

DEMONSTRACAO. A suficiéncia da condigdo é clara, dado que, pela proposi¢do anterior,
basta verificarmos a condicdo de Q-convexidade no cubo unitario. Para estabelecer a neces-
sidade, suponhamos agora que W & Q-convexa e seja u uma deformagdo periédica qualquer.
Consideremos a sucessdo (u;), dada por uj(z) = Fz + (1/§)u(jz), = € (0,1)". Calculando
o gradiente, obtemos Vu; = F + Vu(jz) e, pelo lema 273 (como W ¢ continua), a medida

parametrizada gradiente associada a Vu; é homogénea e dada por
(W,v) = W(F + Vu(z)) dz.
o,n)»
Como W & Q-convexa temos, pela desigualdade de Jensen
W(F + Vu(z))dz > W / F+Vu(z)de | =W | F +/ Vu(z)dz | = W(F),
(0,1)» (o0,1) (o,1)»

pois u é peridica em (0,1)". ]



CAPI{TULO 4

A P-convexidade

1. Uma condicao suficiente para a Q-convexidade

A contribuicao principal deste capitulo é expor a fonte principal de exemplos nao-triviais
(leia-se, nao-convexos) de fungdes que satisfazem a condigdo de Q-convexidade. Por outro lado,
veremos que a condigdo de convexidade nao é razoavel sob o ponto de vista das aplicagoes.

Se nao podemos, razoavelmente, supor a condi¢do de convexidade no lagrangiano W, como
poderemos entdo encontrar outra condigdo em W de modo a garantir (18)?

Uma ideia fundamental é a seguinte: suponhamos que encontramos uma funcao M : M™*" —

R que satisfaz a propriedade

(27) M ( /M A du(A)) = [ M) anay

para qualquer W'P-medida de Young homogénea v ou para alguma sua subclasse. Se g : R —
(—o00, +00] é convexa, a composigdo W (A) = g(M(A)) ira verificar (18), pela usual desigualdade

de Jensen

/Q/M,nx" W (A)dve(A)dz = /Q /M _ g(M(4))dvy(A)dz > /Q g ( - M(A)duz(A)) dr =

- /ng (M (/Mm Adu,,(A))) dz = /QW (/W Aduz(A)) dz.

Semelhantemente, se M(A) representa agora o vector de todas as fung¢des (linearmente indepen-
dentes) que verificam (27) e g é uma fungao convexa de todos os seus argumentos, a composi¢ao
W(A) = g(M(A)) também ira verificar (18).

O que significa (27) em termos da sucessio {Vu;} que gera v? Se as duas sucessdes {Vu;} e
{M(Vu;)} convergem fracamente em L!(f2) para Vu e M, respectivamente, entdo (27) significa

precisamente que M = M(Vu), o que se pode verificar utilizando a propriedade fundamental

95
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das medidas de Young e (27):

Vu; = Vu = / Adv(A)
men

M(Vuj) = M em L'(Q) =M = M(A)dv(A) = M ( / Adu(A)) ,
Mmxn MmXxn

ou seja, concluimos assim o que afirmamos.

Reciprocamente, se quisermos que (27) se verifique, teremos de mostrar que v pode ser
gerada por uma sucessio {Vu;} tal que Vu; —= Vu e M(Vu;) - M(Vu) em L}(f), onde
- u € WHP(Q). Na prética, dado que se p > 1 temos garantida a convergéncia Vu; — Vu, o
facto de M(Vu;) = M(Vu) em L*(Q) é obtido como resultado dos dois seguintes ingredientes
principais:

1: {M(Vu;)} converge fracamente em L'(f2) (o que é consequéncia das limitagdes uni-

formes em algum L"(f2), com r > 1);

2: M(Vu;) = M(Vu) no sentido das distribuiges.
Como poderemos procurar fungbes M que satisfagam (27)? Como a convergéncia fraca
M(Vu;) = M(Vu) em Wh*(Q) implica que M e —M sio Q-convexas, somos levados a de-
terminar fungdes continuas M : M™*" — R tais que M e —M sejam Q-convexas. Como a
Q-convexidade implica a R-convexidade (como veremos no capitulo 6), M e —M terdo de ser
R-convexas (0 que é o mesmo que dizer que M é R-afim), i.e., a funcido M(A + tB) deve ser
afim em t sempre que B tem caracteristica igual a 1. Estas funcdes sao identificadas no seguinte

teorema.
TEOREMA 281. As fungées afins dos menores de uma matriz sGo as unicas fungdoes R-afins.

DEMONSTRAGAO. A fungdo M(A+tB) é, como fungdo de ¢, um polinémio de grau= car(B).
Como car(B) = 1, temos que M(A + tB) é uma fungio afim. Mostremos agora estas sdo de
facto as unicas fungdes R-afins.

Seja M (F') uma fun¢do R-afim e, por conveniéncia de notagao, M () (F) a constante M(0).
A diferenca M(}(F) = M(F) - M (O (F) vale zero nas matrizes de car-0, i.e., na matriz nula.

Seja (e;, )r a base canénica de R™, tal que (e;, ® €;,)r € a base do espago das matrizes M™*".
k k !
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Seja M((F) o funcional linear definido nas matrizes F € M™*" e determinado pelos numeros

M(l) (e; ® €5 ):

MY(F) = MO (Z fiijr€i ® ejl) =Y faiMu)(ei, ®ej),

11,01 i1,J1

(onde f;,;, sdo os elementos da matriz F) e seja
My (F) = Myy(F) — MO(F).

Afirmamos que esta fungao vale zero nas matrizes de car-1. De modo a provarmos esta afirmagao,
estabelecemos a seguinte propriedade elementar das fungbes R-afins que iremos utilizar diversas
vezes: se M é uma fungio R-afim tal que M(2A) = H(2B) = 0 e car{A — B} = 0, entdo
M(A+ B) = 0. De facto, como car{A — B} =1 e M é R-afim, podemos escrever

M(A+B) =M (%(2,4) + %(23)) - -;—M(zA) + %M(2B) ~0.

Por outro lado, M(y) é R-afim (pois é a diferenca de duas fungdes afins car-1) e vale zero em
€, ® e;,, pois

M3)(F) = My (F) — MO(F)

M(l)(eil ®ej) = M(l)(eil ® ejx)'
E também verdade para qualquer escalar s, tendo em mente que M) é R-afim (note-se que
car{se;; @ ej,} = 1) e a defini¢do de MO que
M(2) (s€i, ® ejl) = M(l)(seil ® ejl) - M(l)(seil ® 611) =
= SM(I)(eil ® 6.7'1) - M(l)(seh ® ejl) =
= SM(1)(€i1 ® ejl) - .SM(I)(C,'1 ® ejl) = 0.
Utilizando a propriedade antes mencionada, (ver M ), podemos escrever
M(2)((sei1 + teiz) ® ejl) = M(2) (seil ® e, +lei, ® ejl) =

1 1
EM(2)(Seil ®€j) + §M(2)(Seiz ®ej) =0
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procedendo desta forma, podemos mostrar que
M(Z) (a ® ejl) =0

para qualquer vector a € R™ (note que se a = (a1, 4z, ..., an), podemos entdo reescrever a & custa
da base canénica de R, i.e., a = aie;; + age;, + ... + anei, ).
Utilizando agora a mesma técnica com respeito ao segundo factor (ndo esquecendo o que

acabamos de concluir), obtemos
M, (2) (a ® b) =0

para quaisquer vectores a,b € R™.

Para os indices iy, ig, j; € j2 dados, seja A2 (F') o menor 2 x 2 de F correspondente s linhas

Jij2

i1,12 € as colunas ji, j2. Definamos

MO (F) = Z AR2 (F)Mg) (e, ® €5, + €3, @ €5y).

Jije
11<12,j1<J2
Sabemos que M(?) & R-afim (relembremos que o determinante ¢ uma funcdo R-afim), logo a
diferenca
Ms)(F) = M) (F) - MP)(F)
é também R-afim. Afirmamos agora que M(3) vale zero nas matrizes de car-2 ou inferior. J&
sabemos que este facto se verifica para matrizes de car-2 ou inferior e também, por definicio,

para todas as matrizes €;, ® e, + €;, ® ej,. Utilizando outra vez repetidamente a propriedade

elementar atras mencionada, podemos entao mostrar sucessivamente
M3)(a ® ej, +€i, ®ejy) =0,
M3 (a®b+e;, ®ejy) =0,
Mz (a®b+c®ej,) =0,

M(3)(a®b+c®d) =0
para vectores arbitrarios a, b, c,d € R", o que prova o qlie afirmamos. Pomos agora

MON(F) = > A2 (F)Mi3)(ei, ® €j, + €i, ® €5, + €iy ® €55).
i1 <J1,12<]j2,83<J3
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Aplicando sucessivamente o método acima exposto chegamos finalmente a M(,,)(F), definido por
Mp)(F) = M(y_1)(F) — M™(n — 1)(F)

que é também R-afim, pelas razbes acima referidas. Podemos também agora afirmar que My,
vale zero nas matrizes de car-(n—1) ou inferior. Este facto verifica-se para matrizes de car-(n—2)
ou inferior e, como antes, por defini¢do, para todas as matrizes e;, ®ej, +e€i, ®ej, +... + €, _;, ®
€jin)’ Utilizando este facto e novamente a propriedade elementar referida anteriormente (e ja

por diversas vezes utilizada...), poderemos concluir que
Mpy(e1 ® 1+ .. + n-1) ® Bn-1)) =

para vectores arbitrarios aj, ..., ®(n-1), f1, -, Bn-1) € R", 0 que prova a nossa tltima afirmagéo.

Finalmente, pomos
M®)(F) = det(F)Mn) (L), M*(F) = M(n)(F) - M™(F).

Temos que M* é R-afim. Podemos também mostrar que M* vale zero nas matrizes de car-n ou

inferior. temos entdo que M* vale zero em M"*" e, consequentemente,

M(F) = z F)M(l) e, ®ej) + Z A]uz( )M(Z)(ei1 ® e, + €, @ €j,)+

1142
L1 11 <ig,j1<J2

> A28 (F)M3)(ei, ® €), + €i, ® €, + €35 @ €js) + -+ +

11 <J1,82<j2,¢3<J3

+ Z A.;ll ;33( )M("—l)(eil ® € +-- e‘i(n—l) ® ej(n—l))+

11 <J1 o018 (n—1) <J(n—1)

+ det (F) M) (I,)-

O

A nossa tarefa principal consiste agora em mostrarmos que os menores geram de facto fun-
cionais fracamente continuos.
Para uma matriz A € M™*", seja A’ uma submatriz quadrada de A de ordem r. A matriz

cofactor de A’ é definida pela identidade

A'(adjA")T = det A'L,
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onde adj A’ & a matriz cofactor de A e I, é a matriz identidade de ordem r. Se A’ é nio singular,

entao

adj(A’) = det(A)(4") L.

TEOREMA 282. Se uj — u em WP(Q) e p > r , entdo det(Vu;) — det(Vu)’' no sentido

das distribuigdes.

DEMONSTRAGAO. Ver [24], psg.28. O

Este resultado é muito importante pois permite-nos concluir que quando u; — u em WP(2)
e (M(Vu;)) converge fracamente em L'(f2), sendo M um qualquer menor de ordem r e p > r,

entdo temos que M(Vu;) = M(Vu) em L'(f2) e consequentemente (como j4 reflectimos, sobre

(27)

Mmxn

M ( / AdV(A)) _ M(A)dv(A)
MmXxn
verificar-se-a para a medida de Young associada a (Vu;). Por exemplo, no caso p = oo temos a
convergéncia fraca* em L®(Q) de (M(Vu;)) para qualquer menor M logo M(Vu;) = M(Vu)

em L>®(f) se u é o limite fraco de (u;). Podemos entao formular a seguinte

PROPOSICAO 283. Se M é um menor e v é uma W1 -medida de Young homogénea, entdo

(27) verifica-se.
Definimos agora um novo tipo de convexidade.

DEFINIGAO 284. Uma funggo W : M™*"™ — (—o0,+00| diz-se P-conveza se existe g :

R7(nm) _, (—o00,+00] conveza, tal que

onde M : M™m*n — RT(mm) ¢ tal que
M(A) = (A, adj24, ..., adjnam A),

i.e., M(A) € o vector de todos os menores da matriz A € M™*™.
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Na defini¢io precedente, adjsA significa a matriz de todos os menores s x s da matriz A €

M™%, 2 < s < nAm = min{n,m}, e
nAm

7(n,m) = 3 o(s)

s=1

ofs) = (T) (Z) = (s!)z(mT!sT)l!!(n )

OBSERVAGAO 285. i: No caso m = n = 2, a nogéo de policonvexidade pode ser lida

onde

da seguinte forma:
T(n,m) =7(2,2) =4+1=5

M(A) = (A, det A)
W(A) = g(A, det A).
ii: Na defini¢do de policonvexidade de uma dada fungio W, a fungéo g tal que W(A) =
9(M(A)) ndo ¢é em geral unica. Por exemplo, param =n = 2,
1 41
-3 3)
e
W(4) = |AP = (A1) + (4])% + (A} + (43)% = (Al - 42)® + (A} + A2)? + 2det A.
Sejam g1, g2 : R> — R definidas por
91(4,a) = 4%,
92(A,0) = (A — A3)% + (A} + A} + 2a.
Entao g; e g2 sdo convexas (pois z — 22, (z,y) = (z —9)?, (z,) = (z+y)2 e a > 2a

sao fungdes convexas, bem como a soma de funcdes convexas), g1 # g2 (note-se que

g1 = g2 apenas quando a = det 4) e

W(A) = g1(M(A)) = g1(A, det A) = gy(A, det A) = go(M(A)).

Uma consequéncia directa do que foi dito neste capitulo é que toda a fungdo P-convexa W
verifica (18) para qualquer W'P-medida de Young homogénea e, consequentemente, temos o

seguinte resultado.
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PROPOSIGAO 286. Se W : M™*" — (—00, +00] é P-conveza e u; A u em WP(Q), entdo

limianW(Vuj(z))dmZ/QW(Vu(a:))da:.

j—oo
E relativamente simples encontrar exemplos de lagrangianos P-convexos que ndo sdo con-
vexos. Por exemplo, g(det A) é sempre P-convexa para qualquer funcdo convexa g; em particular
para a fungio identidade g(r) = 7, que nos d4 uma fungao policonvexa, det A, que nio é convexa.
Temos assim um novo tipo de convexidade mais fraca que a usual e que é condicao suficiente

para a Q-convexidade.
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2. Propriedades das fun¢oes P-convexas

TEOREMA 287. Seja W : M™*" — (—o00,+00] e suponhamos que eriste uma fungdo c :

R7(™™) — (—00,+00] conveza tal que
W(A) > c(M(A))

qualquer que seja A € M™*",

1% Parte. As seguintes condigées sdo equivalentes:

i: W é P-conveza

ii: Vale a desigualdade

T+1 T+1
(28) w (Z /\iAi) <Y O NW(4)
=1 i=1

sempre que A; € M™*" X; > 0 com 2;’__4_'11 Ai = 1, satisfazendo

7+1 T+1
(29) Y AM(A) =M (Z A,-A,-) :
i=1 i=1

onde T = T(n,m).

Em particular, seja g : R™ = (—o00, +00] definida por
T+1 T+1
(30) 9(X) = inf {Z Mif (A3) ) NM(4;) = X} ;
i=1 i=1
entdo g estd bem definida, é conveza e se W satisfaz (28) e (29), entdo
(31) W(A) = g(M(A))

qualquer que seja A € M™*",

2% Parte. Seja W : M™*"™ — R, i.e., W toma apenas valores finitos, entdo as sequintes condicdes

sdo equivalentes:

i: W ¢é P-conveza

ili: Para qualqguer A € M™*" eziste um B(A) € R” tal que

(32) W(B) 2 W(4) + (B(A); M(B) ~ M(A))
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para qualquer B € M™*", onde (-,-) denota o produto interno em R”. Em particular,

se h:R™ = (—o00, +00] é definida por
(33) h(X) = sup {(B(A); X — M(A)) + W(A)}
AeMmxn
e W satisfaz (32), entio h é conveza e
(34) W(A) = h(M(4))
para qualquer A € M™*™,

DEMONSTRAGAO. i = i1. Como W & P-convexa, existe g : R” — (—00, +00}, T = 7(n,m),

convexa, tal que

Temos entdo que

T+1 T+1 7+1 7+1 T7+1
Y oAW(A) 2 Y Ng(M(A) 2 g (Z AiM(Ai)) =g (M (Z A,Ai)) =W (Z AiA,-) :
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
por (30).
14 = ¢. Seja I > 7+ 1 um inteiro e para X € R™ definimos

I I I
(35) gr(X) =inf {Z MW (A): i 20,) M=1,> NM(A4) = X} .
=1 =1

i=1
Provaremos em seguida que gy satisfaz W(A) = gr(M(A)) e que podemos escolher I = 7 + 1,
S.p.g., estabelecendo entdo (31). A demonstragao esta dividida em 4 etapas.
1¢ Etapa. Primeiro mostramos que g; estd bem definida. Para o provarmos, vejamos que
dado X € R™(™™) e [ > 741, existem ); e A; tais que 3" \;M(4;) = X. No sentido do teorema

de Carathéodory isto é equivalente a mostrar que (identificamos M™*" com R"™)
conv(M(R™™)) = R™(®™),
onde conv(C) denota o convexificado de C e

M(R™) = {X € R™(™) . eriste A € M™X™ tal que M(A) = X} .
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Suponhamos, por absurdo, que conv(M(R™™)) # R". Entao, por um corolario do teorema de

Hahn-Banach, existem 0 # a € R", 8 € R tais que
conv(M(R™™)) CV ={X €eR" : (o, X) < B},
onde (-,-) denota o produto interno em R”. Temos entio para X € R7™™) e o € R™("™)
X = (X1, X2y .0, Xnam) € RZD x R7?) x . x RZAM) = g7(m)

a=(a1,a2,...,0nAm) € R’ x R7(D) x . x RO(*AM) = RT(nm)

Podemos entao escrever
nAm

(0, X) =) (a5, X,).

s=1

Como o # 0, existe t € {1,...,n A m} tal que oy # 0 enquanto que a; # 0 se s < ¢ (se
oy # 0, entdo tomamos ¢t = 1). Mostramos agora que conv(M(R™)) C V nos leva a uma
contradi¢io e que portanto conv(M(R™™)) = R” vale. Seja A € R™™ e, portanto, M(A) =
(A,adjzA, ..., adjinamA) € M(R™) C conv(M(R™)). Escolhendo A de modo que t linhas de A

sao vectores de R™ arbitrarios e as outras (m — t) linhas sdo zero, temos
(o, M(A)) = (04, adjs A)),

sendo as ¢ linhas escolhidas tal que o lado direito desta ultima igualdade é diferente de zero. Seja
A € R arbitrario. Multiplicamos a matriz A por A, e denotamos a matriz obtida por B. Temos
entdo que M(B) € M(R™™) C conv(M(R"™)) (pois M(A) € M(R™™)) e
(o, M(B)) = (o4, adjs B) = (o4, adjtAA) = Moy, adji A) = Mo, M(A)).
Como conv(M(R™)) C V deduzimos que M(A), M(B) € V, i.e.
{ (a, M(A)) <
(a, M(B)) = Ma, M(A)) < B

e como A é arbitrario e (a, M(A)) # 0, chegamos a um absurdo.

2 Etapa. Queremos agora mostrar que podemos tomar I = 7 + 1 em (35). Primeiro

mostramos que nao ha perda de generalidade se tomarmos I = 7 4+ 2. Definimos

M(epi(W)) = {{M(A),a) € R” x R: W(4) < a} c R™HL.
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Temos entdo que (M(A;), W(A;)) € M(epi(W)) e, portanto,

I I I I
(X, > AiW(Ai)) = (Z MM (4:), ) A,-W(Ai)) =) MM(4;), W (4;)) € conv(M (epi(W))).
1 i=1 =1

=1 =1

Pelo teorema de Carathéodory, podemos entdo tomar I = 7 + 2(= (7 + 1) + 1). Falta agora
reduzir I de 7 +2 para 7+ 1. Mostremos que dados X, M(4;) e R", 1 <i<7+2, W : M™*" —

(=00, +00] e a; € R com
T+42
g Z 0, Zai =1
i=1
(36)
T+2
YaoM(A) =X
i=1

entdo existem G;, 1 <1 < 7+ 2, tais que

T42
Bi 20, > 6 =1, pelo menos um dos B; =0
i=1
(37)
742 T+2
_Z:lﬁiW(Ai) < Zlaz'W(Ai),
1= 1=

logo o que queremos. Suponhamos que todos os o; > 0 em (36) (sendo (37) seria trivial). Como

X € conv{M(4,),..., M(Ar42)} C R (por (36)) resulta, pelo teorema de Carathéodory, que
T+2

existem &; > 0,1 <¢<7+2,com Y, & =1 e pelo menos um dos a; = 0 tais que
=1

T42
Y EGM(A) = X.
=1

Podemos supor, s.p.g., que
742 T7+2

Y EW(4) > ) oW (4),
i=1 =1
caso contrario escolhendo §; = &; obteriamos imediatamente o desejado. Seja entdo
J={ie{l,..,7+2}: 0 —a; <0}

Note-se que J # 0, caso contrario a; > &; > 0, para qualquer 1 <4 < 7+ 2 e como pelo menos
T+42 T42

um dos @; = 0, terfamos uma contradi¢do, pois Y a; = Y, & = 1 e a; > 0 para qualquer .
i=1 =1

. (07}
A =minq{ —0 .
ied o) — Q4

Claramente A > 0 (A é o menor elemento de uma familia de termos positivos). Finalmente, seja

Definimos entao

Bi=o+ Moy —a;), 1 <i<T+2
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Temos portanto

a; — Q4

. O ~ a; ~
ﬂi=ai+%l}l{&.:a.}(ai—ai).>.Oti+~ *— (o —@;) =0
1 1

T+2 7+2
Zﬂi = Za,‘ + Moy — ;) = o + Moy — ay) + ag + AMog — ag) + ... + orq2+
i=1 i=1

+)\(a'r+2—a1'+2)=1+)""A=1a

e pelo menos um dos B; = 0 (aquele em que o indice for igual ao indice para o qual ¢ atingido o

. a
min § 725 }) e

T+2 742 T+2 742 T+2
Y BW(A) =) W (Ai) +A (Z aW(4) - &iW(Ai)) <Y aW(4),
i=1 =1 =1 =1

=1

pois supusemos que
T+2 T+2

Z 5[,'W(A,') > Z a,-W(Ai).
=1 =1
Obtivemos (37), o que conclui esta etapa. Como I pode ser tomado igual a 7 + 1, denotaremos
gr por g.
3¢ Etapa. Mostremos agora que g é convexa. Sejam A € [0,1], X,Y € R". Queremos mostrar

que
Ag(X)+ (1-A)g(Y) > g(AX + (1 - A)Y).

Fixemos € > 0. De (30) deduzimos (e pela definicdo de infimo) deduzimos que existem A; > 0

T7+1 741
com S X\ =1, p; >0com Y pi=1, A;, B; € M™*" tais que

=1 =1

7+1 T+1
(38) AgX) + 1= Ng(Y) +e 22> AW(A) +(1-X) D mW(By),
i=1 =1
com
7+1 T+1
(39) Y OANM(A) = X, uM(B;) =Y.
i=1 =1
Seja, paral <i<7+1
{ Xi = A\ Ci = A;
Xi+(r+1) = (1= Mg Cip(r41) = Bi.
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Ent3o podemos reescrever (38) e (39) como

2742
Y AMMC) =2X+(1-N)Y ».
i=1
Tomando o infimo no lado direito de O, de entre todos os Xi, C; satisfazendo &, obtemos
2742 2742

Ag(X)+ (1= Ng(Y)+e> inf{ Y AW(C): Y NM(C) =X +(1- A)Y} =

i=1
=g(AX + (1 - \)Y)

por (35) e pela 2% Etapa. Como ¢ é positivo arbitrério, concluimos que
9(X) + (1 = Ng(Y)+ = g(AX + (1 - N)Y),

i.e, g é convexa.

4¢ Etapa. Para concluirmos esta parte da demonstragao falta-nos mostrar que
W(A) = g(M(4)),

onde g satisfaz

T+1 T+1
g(X) = inf {Z MW (A5) 0 > MM (4;) = X} .
i=1

i=1
Mostramos na etapa anterior que g é convexa. Escolhendo X = M(A), vem que

g(M(A)) mf{i)\W Tf:AM (A)}

e este infimo é atingido exactamente por W (A), pois

T+1 T+1
Z AMW(A) > W (Z )\iAi)
i=1

=1
sempre que

T+1 T+1
> narcag =3 (34
i = it. Como W & P-convexa e finita, podemos utilizar % para encontrar g : R™ — R

convexa satisfazendo
W(A) = g(M(A))

o) = nt { AW (4): EAM(4) = X}
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Como g é convexa e finita, é continua e portanto, pelo teorema (251), para qualquer que seja
X € R" existe um B(X) € R":

9(Y) 2 9(X) + (B(X),Y - X)
para qualquer que seja Y € R”. Escolhendo Y = M(B), X = M(A) e B(4) = B(M(A)),
vobtemos
W (B) > W(A) + (BA, M(B) — M(A4)).

114 = 1. Definimos novamente h por

MX)= sup {(B(A), X ~M(4) +W(A).

Como h é o supremo de fungdes afins, ¢ convexa. Se X = M(B), vem

h(M(B)) = Aesl\ldlfgxn{(ﬁ(A), M(B) — M(4)) + W(A)}

e (32) assegura-nos que o supremo é atingido por W (B) e portanto W(B) = h(M(B)) O

EXEMPLO 288. Se m = n = 2 entdo ii) escreve-se

\fj,\,W(A (z,\A)

=1

z,\ (A;, det A;) (z,\ A,,det(z,\A )
=1
e ii1) escreve-se
W(B) > W(A) + (v(A); B — A) + 6(A)(det B — det A)

onde 7(A) € R* e §(A4) € R.

OBSERVACAO 289. it A hipétese W(A) > c(M(A)) é utilizada apenas para garantir
que g definida em (30) n3o toma o valor —oo;
ii: A féormula de representacdo (30) é importante pelas seguintes razoes:
-Como j4 foi mencionado na defini¢do de policonvexidade de uma fungio W, a fungao
associada g ndo é tnica. A expressio (30) permite-nos definir de modo construtivo uma
tal funcdo g. Uma observagdo semelhante poderd ser feita utilizando (34).
Se W : M™% 5 R, i.e., W toma apenas valores finitos, entdo g definida por (30)

toma também valores finitos;
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iii: Se W & P-convexa e toma apenas valores finitos, entdo ¢, i e 44 do teorema anterior

sdo equivalentes.



CAPI{TULO 5

A R-convexidade e os laminados

1. Introducao

Como existem materiais cuja densidade energética armazenada ndo possui a propriedade
da Q-convexidade, somos levados a considerar problemas de minimizagio mais gerais onde se
permite 45 W1P-medidas de Young entrarem na classe dos competidores. Estes conceitos sdo
fisicamente interpretados como micro-estruturas e representam sucessdes minimizantes altamente
oscilatérias em escalas espaciais cada vez mais refinadas. Uma micro-estrutura é uma estrutura
numa escala entre a escala macroscopica (aquela que nés usualmente observamos) e a escala
atémica. Tais estruturas sao abundantes na natureza: estruturas hierdrquicas finas numa folha
vegetal e em muitos outros materiais biologicos; disposi¢ao de fissuras, fendas e inclusdes nas
rochas e no solo; amostras de misturas de escala fina em fluxos turbulentos ou multi-fase; ma-
teriais em camadas, ou de fibras refor¢adas, produzidos pelo homem; e misturas finas de fases
em transformagoes de fase sélido-s6lido, entre outros. A micro-estrutura influencia de modo
crucial o comportamento macroscopico do material ou do sistema e é muitas vezes escolhida
(ou espontaneamente gerada) de modo a optimizar a sua performance (maxima resisténcia para
um dado peso, energia minima, entropia— grandeza fisica que traduz o estado de um sistema
termodinamico, definida, num processo reversivel, como a razao entre a variagio da quantidade
de calor do sistema e a temperatura absoluta a qual ocorreu essa variagio - méxima, permeabil-
idade maxima ou minima, ...). As micro-estruturas desenvolvem-se frequentemente em muitas
escalas diferentes no espago e no tempo, e entender a sua formagcao, interaccao e o efeito global
destas estruturas é um desafio cientifico, enquanto que a sua mc}dela@ﬁo Nnos proporciona um
exemplo ilustrativo. Na literatura aplicada, a passagem de micro-escalas para macro-escalas é

frequentemente obtida por inteligentes técnicas ad-hoc de "média"e "normalizacio". Falta-nos

111
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uma boa estrutura matematica na qual estes procedimentos possam ser justificados e sistemati-
camente melhorados, e o seu desenvolvimento seria uma tarefa dificil mas recompensadora. Ao
analisar-se as micro-estruturas dum ponto de vista matematico, usualmente despreze-se a escala
atémica, considerando desde o inicio um modelo continuo. O essencial é entdo compreender
escalas que sdo pequenas (ou convergem para zero) comparadas com uma escala macroscopica
fixada. A investigagdo faz-se principalmente em trés areas: homogeneizagdo, modelos varia-
cionais de micro-estruturas e concepg¢ao de estruturas 6ptimas (o qual est4 normalmente entre as
duas primeiras 4reas, visto a estrutura 6ptima frequentemente corresponder a uma homogeneiza-
¢do limite). O problema basico na homogeneizagdo é determinar (ou pelo menos delimitar) o
comportamento macroscopico induzido por uma dada micro-estrutura (dada, por exemplo, por
uma mistura periddica de dois condutores térmicos quando o limite do perfodo tende para zero,
ou por uma sucessao fracamente convergente de tensores condutivos). Os modelos variacionais
de micro-estruturas tentam modelar sistemas que espontaneamente formam micro-estruturas in-
ternas supondo que a estrutura formada pretende optimizar uma certa propriedade. O motivo
da formagao de tal estrutura é tipicamente o facto de que n3o existe uma estrutura 6ptima e as
sucessOes optimizantes tém de desenvolver oscilagdes cada vez mais finas (que podem apenas ser
limitadas por efeitos desprezados no modelo, como por exemplo a subjacente estrutura atémica).
Estudaremos uma classe particularmente importante das micro-estruturas: os laminados. Este
tipo de micro-estrutura pode ser caracterizado em termos da desigualdade de Jensen para fungdes
R-convexas.

Entre os materiais (que mencionamos no inicio deste capitulo) cuja densidade energética nio
goza da propriedade da Q-convexidade encontram-se os cristais elasticos (a este respeito pode-
se aprofundar os conhecimentos consultando [24], capitulo 4). Existe uma condigdo necessaria
para que uma funcio seja Q-convexa que é também muito importante para a descricio das
configuragoes de equilibrio de cristais elasticos. Esta propriedade chama-se R-convexidade e

requer a nogao usual de convexidade segundo direcgdes com caracteristica= 1.
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2. Uma condicio necessiria para a Q-convexidade
DEFINIGAO 290. Seja W : M™*" — (—00, +00]. Diz-se que W é R-conveza se
1 1 1 1
W(EF +5F) < SW(F) + 5W(F)

quaisquer que sejam Iy, Fy € M™*" com car{F; — Fp} < 1.

OBSERVAGAO 291. iz A definicao usual de R-convexidade é
"Uma fungio W : M™*" — (—00, +00] diz-se R-convexa se -

WOF + (1 = A)F) S AW(F) + (1 - )W(FR)

para qualquer X € [0, 1], Fi, F, € M™*" com car{F; — F} < 1."
que é equivalente & dada na definigao anterior.
ii: Na notacdo tensorial, a nocdo de R-convexidade escrever-se-a
o) =W(A+ta®b)
é convexa em t, para quaisquer A € M™** a € R™,b € R", onde a ® b =

(8*ba)1<i<m,1<a<ni

Sejam F € M™*" g € R™, um vector unitario b € R” e T o cubo unitario n-dimensional.
Seja x1/2 a funcdo caracteristica do intervalo (0,1/2) em (0,1) extendida periodicamente a R e

X = X2~ 1 Consideremos a funcdo vectorial
xz.b
u(z) = / x(s)dsa, z €T.
0

Esta funcdo é T-peri6dica se b é um dos n eixos ortogonais de T e, consequentemente, é elegivel

no teorema. O gradiente desta fungdo é entdo dado por
a®b se0<z.b—(z.b)<1/2
Vu(z) = x(z.b)a®b =

—a®b sel/2<zb—(z.b) <1,
onde (r) denota a parte inteira de r. Se W é Q-convexa, pelo teorema 280, temos que

W(F) < /TW(F +x(@ba@b)da = W(F+a®b)+ sW(F-a®b) =

= SW(R) + 3 (R
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para qualquer matriz F' e quaisquer vectores a e b. Esta desigualdade é a condicdo de R-

convexidade, obtendo assim que esta condi¢ao é necessaria para a Q-convexidade.
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3. Propriedades das func6es R-convexas

l
DEFINIGAO 292. Seja A; > 0 com Y. A; =1, ondel € N. Seja A; € M™*", 1 <i <. Diz-se
=1

que (X;, A;) satisfaz (H}) se

i: | =2, entdo car{A; — A2} < 1.
ii: { > 3, entdo, a menos de uma permutagdo, car{A; — A2} <1 e se

p1=A+X By =tptas

Bi = Aigl Bi =441, 2<i<1-1,

entdo (u;, B;) satisfaz (H—1).

EXEMPLO 293. it 1 = 2: A\ + X2 =1, entdo (), A1), (Ao, A2) satisfazem (Hz) sse
car{A; — A2} <1
ii: I = 3: A+ A2+ A3 = 1, entdo (A, Ai)1<i<3 satisfazem (H3) se, a menos de uma

permutacao,
car{A; — A2} <1

MAI+A2A
wr{Ag——lﬁ%ﬁ—z}gl

4
iii: [ =4: Y\ =1, entdo (N, 4;) satisfazem (Hy) se, a menos de uma permutagio, uma
i=1
das seguintes condicoes é verificada: ou

( car{A; — A3} <1

car {A3 -2 ‘ﬁliﬁz‘q } <1

A

 AMA14+A2Ar+AzAs
\ car {A4 Artiz+As =1

I A ]
ou
car{A; — Az} < 1,car{As — A4} <1

MAI+A24s _ AaAztAsdg
car{ A1+Az Az+Aq <L

PROPOSIGAO 294. Se W : M™*" — (—o0,+00], entdo sdo equivalentes as seguintes

condigoes:

i: W é R-conveza
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ii: verifica-se

l

!
Z,\iW(Ai) >wW (Z )\iAi)

(40)
i=1

sempre que (i, Ai)i<i<i satisfazem (Hp).
DEMONSTRAGAO. 41 = i. Se escolhermos | = 2, car{A; — A2} <1 e por (40) temos
MW (A1) + AW (A2) > W(A1A; + Ao42)

o que nos da o resultado, pois Ay =1 — Ay.

i1 = i. Provemos (40) por indugdo. Por definigio de R-convexidade, (40) vale para | = 2

Suponhamos que a proposicao é verdadeira para [ —1, i.e

-1 -1
doAW(4) 2 W (Z AiA,-)
=1 =1

sempre que (\;, 4;)1<i<i—1 satisfazem (H;_;). Observemos que

]
Z,\ W(A:) = (M + o) (,\1/\ T ) + AI’E&W(Az)) + 3 MW (4y).

=3
Se utilizarmos a R-convexidade e a hip6tese (H;), obtemos

l
MA; + A A
ZA,-W(A,-)=(A1+/\2)W( el 2)+Z,\,

=1 Al + AZ
e, utilizando a hipétese de indugdo e novamente a hipétese (H;)

-1

-1 -1
=mW(B1) + Y wW(Bi) =) wW(B)2W (Z uiBi) =
=1 i=1

=2

ALAL + Agd
W((Aﬁh);ﬁ_@

l
T + X343+ ... + )\IAI) =W (Z /\iAi) .

i=1
O
OBSERVAGCAO 295. O resultado acima é muito mais fraco do que o do teorema correspondente
para fungdes P-convexas, no sentido em que ndo podemos fixar um limite superior para [. Em

seguida estudaremos dois exemplos, 0s quais nos mostram que a situagao é intrinsecamente mais

complicada para fungdes R-convexas.

) S~
.
-,
. ,,
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EXEMPLO 296. Seja m =n = 2,
_ (0 0 _ (10 _ (0 -2 _ (-}
4=(60)-2=( 6)-e= (¢ 7)-2- (3

A

=A,Ay=B,A3 =C,Ay = D, A5 = A.
(M, Ai)1<i<s satisfazem (Hs), visto que

r det{A; — 45} =det{(j g)} ~0

1 9
det(dy ~ 2ttu) — e { (T3 0 )} =0

\

det{Aq — MAgtigfatiade} = det { (:1%2 i } =0

det(4s — 2ttty — e { (7§ T3 )1 -0

No entanto, se somarmos A; e As e se considerarmos
“1=)‘1+)‘5=%,#2=M3=u4=%

{ By=A,B,=B,B3=C,By=D

verificamos que (u;, B;)i<i<a ndo satisfaz (Hy) , pois det (B3 - ‘%ﬁ;—%) # 0. Por outras

palavras, se utilizarmos a proposigdo 294, temos este resultado surpreendente que se W é R-

convexa entao

2 1 1 1 2 1 1 1
— — — D)< = - - -
W(5A+ 5B+ 5C+ 3 ) < 5W(A) + 5W(B) + 5W(C) + 5W(D)

mesmo sabendo que (ui, B;)1<i<4 ndo satisfaz (Hy). Para mostrarmos a desigualdade acima
utilizamos a comutatividade e associatividade da adigao, i.e.,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—_ - — —_ —_ < - —_ — — - .
W(5A+ 5B+ 5C+ 5D+ 5A) < 5W(A) + 5W(B) + 5W(C) + 5W(D) + 5W(A)

EXEMPLO 297. (Casadio). Sejam =n=2e

(-1 0 (1 0 (2 0 (0o 0
4= (o 0) =6 )= 1)a=5 3)
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Observe-se que

4
8 (-1 0\ 4/1 o0\, ,2/2 0o\,1(0 0
;"‘1‘4"“1_5(0 0)+E(O —1>+E(o 1 +E(0 2

Seja

' 0 0
B, = Ay, By = Ag, By = Ag, By = A4, Bs = (0 0) —yL

8 _ 4 _ 2 1 _
Al = 16,22 = 1623 = 76 M = 15,25 = 15

Note-se que \;, Bj)i<i<s satisfazem (Hs), pois

' det{By — Bs} = det { (g g) } =0

2 0
det{B3—i4—§ﬁ§g§i}=det{<0 0)}:0

9
A3B3+AgBatAsBs1 _ 0 0
det{B, — 2aBytMBaths 5}—det{<0 _2)}

A2Bz+A3Ba+AaBy+AsBsy _ -2 0
{ det{B; — = 2/\21>\3+)\:+§\5 250} = det {( 0 O )
Portanto, utilizando a proposi¢do (294), obtemos

5 5
wWO)=w (Z )\iBi> <Y MNW(B)
i=1 i=1

=]

oo
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ie.
16W(0) < 8W (A1) +4W (A2) +2W(A3) + W(A4) + W(Bs) &
& 15W(0) < 8W (A1) +4W (Az) + 2W (A3) + W (Ay),
pois Bs = 0. Temos entdo, dividindo esta tultima desigualdade por 15, que
w(0) =W (24: aiAi) < iaiW(Ai),
i=1 i=1

mesmo sabendo que nenhum dos A; — A;, com i # j, tem car-1.
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4. Os laminados

Como a Q-convexidade implica a R-convexidade, as medidas de probabilidade que satisfazem
a desigualdade de Jensen relativamente a classe das fungdes R-convexas sdo de facto exemplos
de medidas de probabilidade gradiente. Esta familia de medidas pode ser entendida, pelo menos
conceptualmente, de uma forma construtiva. Chamamos-lhes laminados para reforcar o facto
da sua forma laminar. De facto, os laminados sdo quase a tnica forma de produzir exemp-
los explicitos de medidas parametrizadas gradiente. Certamente lembramos-nos do Lema de
Riemann-Lebesgue (que nos permite considerar medidas parametrizadas gradiente associadas a
gradientes de fungdes peri6dicas). O problema é decidir quando estas sao ou nao laminados.

Sejam F; € M™*" i = 1,2, a € R™ e b € R"” um vector unitario dados de tal modo que
(41) Fi-F=a®b.

Se x: é a fungdo caracteristica do intervalo (0,¢) em (0,1) extendida periodicamente, a medida

de Young associada & sucessao de gradientes

Vu;(o) = Fy + xa(iz - ba® b,

1 jz-b
uj(z) = Bz + 7 /0 xt(s)ds a

(42) vy =v =16 + (1 —t)dp, z € Q,

onde 2 é um qualquer aberto limitado em R™. Consequentemente a medida de probabilidade v em
(42) 6 uma medida de Young gradiente para qualquer t € [0, 1] se a condigéo de compatibilidade

(41) se verificar. Aplicando o

LEMA 298. Seja (v;) uma sucessdo limitada em WLP(Q) tal que a sucessio (Vv;) gera a

medida de Young v = {vz}zeq. Seja

Vu(z) = / Advg(A) € M™", u € WhP(Q),
meﬂ
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tal que v; — u em W1P(Q). Entdo eziste uma nova sucessio (uy), limitada em W1?(Q), tal
que (Vug) gera a mesma medida de Young v e up —u € WO1 P(Q) para todo o k. Se para p < o

Vu,|P) € equi-integrdvel, entdo (|Vug|P) também o é.
j

(que poder4 ser encontrada em [24], p4g73) a (42), podemos supor s.p.g. que u; — up €
W01’°°(Q), F =tF, +(1-t)F,. Além disso Vu; toma os valores F; e F; excepto em pequenos con-
juntos Ej, |E;| — 0. Gostariamos de dar um passo mais a frente nesta construcio. Suponhamos
agora (além de (41)) que

(43) Fy= toF2(1)(1-;- (1 —(2t)0)F2(2), to € (0, 1),
F," -F” =c®d,

onde ¢ € R™ e d € R™ & outro vector unitério. Seja Q) a parte de 2 onde Vu; = F;. Para j
e 1 fixados, baseados na condigdo de compatibilidade (43), podemos construir uma sucessdo de
gradientes (Vvii), vf —up, € W01’°°(Q{ ), cujos valores alternam essencialmente entre Fél) e F§2)

com a frequéncia pré-designada ¢y € (0,1) e normal d as camadas dispostas. Seja E,’;i o conjunto

onde Vv,’j nao toma o valor Fz(l) ou F2(2)_ Escolhendo & =.k( j,i) de tal modo que

quando j — oo uniformemente em i = 1,2. Definimos
Ji J
. vk(j’i)(a:) z €Y

w9 (z) =
uj(z) caso contrario.

Esta sucessio (u)) é uniformemente limitada em W1 (Q) e satisfaz u¥) — up € Wol Q). A

medida de Young homogénea associada a (Vu(?)) &
v=tip +(1—1t) (tO(SFz(l) +(1- to)(st(z)) .

Esta medida de probabilidade é uma medida de Young gradiente supostas as condicdes de com-
patibilidade (41) e (43). Podemos generalizar esta constru¢io de "camadas sobre camadas"
envolvendo um nimero finito de matrizes, se a condigao de car-1 estiver definida de modo recur-
sivo (como na condigao (H;)).

Uma consequéncia imediata é entao a seguinte.
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PROPOSIGAO 299. Se a familia {(ti,Yi)}1<i<i satisfaz a condigdo (H,), a medida de proba-

bilidade v = 3, t:0y, é uma medida de Young gradiente.

Podemos até tomar limites fracos* no sentido das medidas de sucessbes de combinagGes
convexas finitas de massas de Dirac que verifiquem (H;). Estes limites fracos serdo também
medidas de Young: o argumento envolve tomar sucessdes diagonais. Note-se que de facto o
conjunto das medidas de Young é fracamente® fechado. Estes limites fracos, de certa forma,

podem ser interpretados como condiges (H;) quando ! — 0o. Definamos entao laminado.

DEFINIGAO 300. Uma medida de probabilidade v em M™*" diz-se um laminado de ordem

finita se eziste uma famdlia {(Xi, F;)}iz1,...; que satisfaz (H)) e

l
v= Z AidF;.
i=1

Uma medida de probabilidade v é um laminado se eziste uma sucessdo v; de laminados de ordem

finita com suporte num conjunto compacto fizado tal que

N
v v

no sentido das medidas.
Podemos agora formular a seguinte
PROPOSICAO 301. Todo o laminado é uma medida parametrizada gradiente homogénea.

DEMONSTRAGAO. Cada laminado de ordem finita é uma medida de Young gradiente ho-
mogénea, e como os laminados se obtém como limites fracos* de laminados de ordem finita, e
como o conjunto das medidas de Young gradiente homogéneas é fracamente* fechado, os lami-

nados estardao neste conjunto. O

Existem de facto duas formas de produzir explicitamente medidas parametrizadas gradiente.
Uma & os laminados e a outra é o lema de Riemann-Lebesgue para gradientes periédicos. A
dificuldade, como ja foi dito, é decidir quando conseguimos ou néo obter a mesma medida com

ambos.
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Pode ser extremamente dificil decidir quando uma dada medida de probabilidade é ou nao

um laminado, mesmo em exemplos que parecem, & primeira vista, simples.

EXEMPLO 302. Consideremos os seguintes gradientes, dados pelas quatro matrizes

-1 0 - 1 0
4= (0 5) = (30 4= (0 5) 4= (0 5)

e consideremos também as quatro matrizes adicionais
-1 0 10 1 0 -1 0
S O G G B ()]

l l l id +i5
2 4 8 16 447 1677

é um laminado de ordem finita. A sucessdo de medidas

A medida

04, + 04, + 504, +

1 1 1 1 1 1 1
(55,4, + Z(SAz + §5A3 + EJM +..+ W(SAI + T 04, + 24k+36A3+

_1 ] _1 ()
+ 94(k+1) A4 + 24(k+1) °J4 .
é também uma sucessao de laminados de ordem finita. Concluimos entio que

8 4 9 1
° S e+ —
15041 + 1504 + 15045 + 504,

é um laminado, mas no entanto nao é um laminado de ordem finita.
OBSERVAGAO 303. Poderemos encontrar outros exemplos em [4].

Uma pergunta razoavel que poderemos colocar é a seguinte: qualquer medida parametrizada
gradiente homogénea ser4 um laminado? Tentaremos responder a esta pergunta durante o préx-
imo capitulo.

Existe uma dualidade entre medidas parametrizadas gradiente e Q-convexidade, e entre lam-
inados e R-convexidade. A ligacdo é a desigualdade de Jensen. Neste sentido, o problema de
decidir se qualquer medida parametrizada gradiente é um laminado é equivalente ao problema
de decidir se a R-convexidade implica a Q-convexidade. Ambos os problemas sdo igualmente

dificeis & primeira vista, e possuimos a resposta para ambos excepto no caso 2 x 2.






CAPIiTULO 6

Relacoes entre P-, Q- e R-convexidade

1. Implicacoes conhecidas

O seguinte resultado é devido essencialmente a Morrey.

TEOREMA 304. i: Seja W : M™*" 5 R, entéo
W convexa = W P — conveza = W Q — convera = W R — conveza.
Se W : M™*" — (—o00,+00], entdo
W conveza = W P — convexa = W R — conveza.

ii: Sem =1 oun =1, estas nogées sdo equivalentes.
iii: Se W € C%(R™), entio a R-converidade é equivalente & condi¢io de Legendre-

Hadamard (ou condigdo de elipticidade)

m n
OW(A) ... .
S Y e e 20 (L)
=1 apel 0A,0A;
para quaisquer A\€ER™ € R", A= (Afx)195m,15a5n € Mmxn,
iv: Se W : M™*® 5 R € convera, P-convera, Q-conveza ou R-convezra, entio W ¢é

localmente lipschitziana.

Antes de demonstrarmos o teorema damos um lema envolvendo duas propriedades bésicas

dos determinantes.

LEMA 305. Seja A € M™*" ¢ M(A) o vector de todos os menores da matriz A € M™*",

i: Para quaisquer A, B € M™*" com car{A — B} <1 e qualguer X € [0,1], entdo

MOA+(1-NB) = AM(A) + (1 — \M(B);

125
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ii: para qualquer dominio Q2 € R" ¢ quaisquer A € M™*" o € Wo1 (Q,R™), entdo
M(4) = - / M(A + Vo(z))ds,
2] Ja

ou seja, M é Q-afim (i.e., M e —M sdo Q-convezas).

DEMONSTRAGAO. Vejamos o caso n = m = 2 (contido no caso geral, cuja demonstragio

pode ser consultada em [8], pag.192 e 195).

Al Al)
A= 1 2
(4 4

Temos entao

M(A) = (A,det A) = (4], 4, AT, A3, A1 A7 — A;43)

i: Como car{A — B} < 1, temos que existem a,b € R? tais que

_ (A} +a'b A} +alby
B_A+a®b—(A%+a2b1 A% +a% )

Daqui concluimos que

det(AA+ (1 -A)B) =det(AA+ (1 -A)(A+a®b)) =det(A+ (1 —Na®b) =
=AdetA+ (1 —)A)detB

E entdo facil obter

MA+(1=X)B) =M+ (1 - \)B,det(A + (1 — \)B) =
= (M + (1 - \)B,Adet A+ (1 — \)det B) = M4, det A) + (1 — \)(B, det B) =
= AM(A) + (1 — \)M(B)

sempre que car{A — B} < 1.
ii: Notemos que se ¢ € C?(2, R?), entdo, pelo teorema de Schwarz, temos

e M) _0p10py  Opy Opy

detVp =det | 921 822 | = - =
Lo (%‘i—f %%;— a:IJ1 35122 6232 6:1?1

_ 7] 0o 0 Opo
- b?l. (<P1 3.’1)2) 81172 (‘plﬂ '
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Obtemos entdo, utilizando a igualdade acima

1 _ 1 Al + 55 +3‘;’; -
ﬁ/det(A+V<p(:z:))dz-—|—d—l/det (A2+—‘L A2 dr =

oz 31:2

=g fyoesde s gy [ AiGBda s iy [ Mgl - g [ ipnian
- A5 o e () ~ams (72) =
o que nos da, se ¢ € C3(Q2, R?),
(44) =detA
que é o resultado desejado. Por densidade, (44) verifica-se também se ¢ € W01’°°(Q, R?).
Deduzimos entao que qualquer que seja ¢ € Wo1 *®°(Q, R?), teremos

I_SIIT /ﬂ M(A + Vo(z))ds = Ilﬁl ( /n (A + Vo(s))dz, /Q det(A + V(p(:z:))dz) -

= ﬁ ( /Q Ads + /,, Vo())dz, /Q det(A + ch(a:))d:z:) = M(A),

concluindo assim a demonstracao.

DEMONSTRAGAO. (do teorema 304)

i: 1% Parte) W convexa = W P-convexa
Seja W : M™*® — (—o0,+00], convexa. Entdo, existe g : R7(m) 5 (—00, +00]
convexa, tal que
W(A) = g(M(A))
pois basta tomar g(M(A)) = g(A) = W(A), pois, por hipétese, esta fungio é convexa.
2¢ Parte) W P-convexa = W Q-convexa
Como W é P-convexa, existe g : R"(™™) — R convexa, tal que W(A) = g(M(A4)).

Logo, obtemos que

1 1
i L WA+ Vola)ds = o [ oM (4+ Vo(a)))do

e aplicando a desigualdade de Jensen e a alinea ii do lema anterior, vem

1
> (|—Q—| [ s w(w»dx) = g(M(4)) = W(A)
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para quaisquer dominio Q CR*, A e M™% ep € W01’°°(Q, R™). A desigualdade acima
é precisamente a definicdo de Q-convexidade.
3% Parte) W Q-convexa = W R-convexa

Recordamos que queremos mostrar que
W(AA+ (1 —A)B) < AW (A4)+ (1 - \W(B)

para quaisquer X € [0,1] e A,B € M™*" com car{A — B} < 1. Dividimos a demon-
stracdo em duas etapas.

1% Etapa) Sejam X € [0,1] e A,B € M™*" com car{A — B} < 1 fixos. Seja € > 0.
Supomos (conforme veremos na 2% etapa) que existe um dominio limitado € R",
0, W C QN2 =0) epe Wy (R™) tais que
(] - Q| <e
[1Q2] = (1= N)[Q| <e

[ (1-X(A-B) sezef
Vele) = { CANA-B) | sexef

| lplee < k= k(4,B).

Temos entao que

/ WOA+(1—\NB+Ve@)ds = | WOAA+ (1 - \)B + Ve())dz+
Q (931
+ [ WOA+ (1= NB+ Ve(a))ds + / WA+ (1 - \)B + Vo(z))ds =
Qs Q\(21U0Q3)
= [ wds+ [ wB)dz+ / WA + (1= \B + Vo(z))dz.
o Q2 Q\(Q1UQ2)

Por outro lado, como W & Q-convexa, obtemos
/QW(AA + (1= X)B + Vp(z)) > W(AA+ (1 - X2)B)|Q|
o que nos da
W(AA+(1-))B)|Q| < W(A)dz + W(B)da:+/ W(AA+ (1 —A)B+ Vp(z))dz.
o Q, Q\(Q1U5)

Notemos agora que, como por hipdtese

(46) [l = AQ [ < e e Q- (1= <e



(47)

(48)
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deduzimos que
12\ (2, UQ)| <2

pois 1,0 C Qe Q;NQ = 0. Como € > 0 é arbitrario, por (46) e porque |Vp|ro <k

concluimos que
WA+ (1-2)B)|Q < AQUW(A) + (1 - \)|QW(B).

2¢ Etapa) Falta ainda mostrarmos (45). Observemos que se car{A — B} < 1, entdo

existe uma matriz R invertivel n x n tal que

A—B=R(a% - a},).

escolhemos entdo 2 = (0, 1)® e deduzimos que qualquer que seja e > 0, existem 2y, C
Q (N =0 € Wye(Q) tal que

[ [Iu] - ARl <e

[1922] — (A1 -A)|Q[ < e

(1 =X)(a},..,0l) sez e
Vi (z) = { ~Mad,...,al) " osew € Ny

| Y1~ < k= k(a).
Definimos entdo ¥(z) = (¥1(z),0, ...,0) € R™ e () = Ry(z), qualquer que seja z € 2.
Combinando esta definigdo com (47) e (48), obtemos (45).

4° Parte) Se considerarmos o°caso onde W : M™*" — (—o0, +00], a implicacio W
convexa => W P-convexa demonstra-se da mesma forma que no caso em que W toma
apenas valores finitos. Vejamos agora a implicacdo W P-convexa = W R-convexa. como
W & P-convexa, existe g : R"™™) — (—o00, +00] convexa tal que W (4) = g(M(4)).
Seja A € [0,1],A4,B € M™*" com car{A — B} < 1. Entao, utilizando a alinea i) do

lema anterior, concluimos que

WA+ (1-2)B) <g(M(AM +(1-)M)B)) =g(AM(A)+ (1 -A)M(B)) <

< Ag(M(A)) + (1 - XN)g(M(B)) = AW (4) + (1 - \)W(B)
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ii: Se m = 1 ou n = 1, entdo para quaisquer duas matrizes A, B € M™*" temos car{A —
B} < 1, logo a R-convexidade e a convexidade sdo equivalentes e portanto também
todas as outras o sdo.

iii: Suponhamos que W € C?(R"™™) e R-convexa,i.e.,
Pty =W(A+tAQu)

é convexa em ¢, quaisquer que sejam A € M™*" )X € R™, u € R®. Como ¢ é também
C?, calculando ¢"(t) (que é maior ou igual a zero pois ¢ é convexa) obtemos a condigo
de Legendre-Hadamard.

iv: Se W é R-convexa, entdo é convexa em cada uma das suas variaveis, logo, pelo teorema

248, concluimos que W é localmente lipschitziana.

2. Exemplos e contra-exemplos

Ao longo desta secgdo iremos ver o que acontece em alguns casos particulares, e iremos

também mostrar alguns contra-exemplos.

2.1. Funcoes Q-afins. Comegamos por recordar a defini¢do de fungao Q-afim.

DEFINIGAO 306. Uma fungdo Borel mensurdvel, localmente integrdvel W : M™*® — R diz-se

Q-afim se W e —W sdo Q-convezas.

Primeiro apresentamos um lema que seréd utilizado na demonstragio do teorema que se lhe

segue:
LEMA 307. Seja A € M™*"

A=| : =1 =4 .. An).
AT L. AR A™
Seja, para 1 <s<nA{(m-1)
W () 42
hA) =33 D oAl | odis

=1 a=1 =1 A™
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Se h ¢ R-afim, i.e. h(A+a®b) = h(A) + (Vh(A),a ® b), entio eziste &, € R, 1 < B < (,7)),

1<j5< (s+1) tais que

(1) () A\
h(A4) = & | adjss1 = (0, adjs+14).
ﬂ
= = Am
B
DEMONSTRAGAO. Ver [8], pag.123. a

TEOREMA 308. Seja W : M™*™ — R. As seguintes condiges sio equivalentes:
it W € Q-afim.
ii: W € R-afim, i.e. W e —W sido R-convezas, i.e.

WA+ (1 — \)B) = AW(A) + (1 — \)W(B)

para quaisquer A € [0,1] e A,B € M™*" com car{A— B} <1.

ii’: Para quaisquer A€ M™*" , a € R™ e be R"®
W(A+a®b)=W(A)+(VW(A),a®b)

onde (-,-) denota o produto escalar em R™™.
iii: W € P-afim, i.e. W e —W sdo P-convezas.

iii’: Eriste B € RT(wm);
W(A) =W(0) + (B, M(A))

para qualquer A € M™*™ onde (-,-) denota o produto escalar em R7("m),

DEMONSTRAGAO. i = ii. Resulta imediatamente do teorema 304, pois
W Q — convexa = W R — conveza
—W Q — convera = —W R — conveza

i’ = 4i. Note-se que 4i' pode ser escrita como:

Quaisquer que sejam A, B € M™*" com car{A - B} <1,
W(B) = W(A) + (VW (4),B - A),

i.e. W é R-afim.
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i => 1i’. (ndo & necessaria & demonstragio). Fixemos A € M™ ™ a € R™ e b € R" e seja,
para t € [0, 1]

o(t) = W(A +ta®b).

Como W ¢é R-afim, entdo ¢ ¢é afim e portanto, em particular, ¢ € C! e, também em particular,

(49) e(t) = ¢(0) + t¢'(0).

Como ¢(t) = W(A +ta®b), entao ¢ diferenciavel implica W diferenciével e, por (49), vem que
W (A +ta®b) = W(A) + {VW(A),a @ b),

obtendo-se entao o resultado requerido fazendo ¢ = 1.

it’ = ii1’. Seja

Al L AL Al
: = =4 - 4n)
AT .. AT A™
Suponhamos que W ¢é tal que
(50) W(A+a®b)—W(A) =(VW(A),a®b)

para quaisquer A € M™*", g € R™, b € R*. Queremos mostrar que existe 3 € R™(™) tal que
(51) W(4) - W(0) = (8, M(A))

qualquer que seja A € M™*". Demonstramos por inducdo em m.

1% Etapa: m = 1. Como m = 1, (50) pode ser escrita como
W(A+ B) - W(A) = (VW(A), B)
para quaisquer A, B € R"”, ou seja, W ¢ afim. Fazendo A = 0, B = A, temos
W(A) — W(0) = (VW(0), A)
mas como A € R" (i.e.m = 1), M(A) = A, logo, escolhendo VW (0) = B, obtemos imediatamente
W(A) - Ww(0) = (8, M(4)),

qualquer que seja A € R”.
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1#’ Etapa: m = 2. Esta etapa néao é necessaria, mas iremos prové-la para melhor ilustrarmos

a hereditariedade. Seja

A} . Al) (Al)
A= ("} P = =(4 .. A
(A';’ . A2 a2 )= ")

aldb aldy ... alb,
a®b= (a2b) = (a2b1 a2b,.)'

Queremos mostrar que se W é R-afim, i.e.

eparaa € R, be R

(52) W(A+a®b)— W(A) = (VW(A),a®b)
entdo existe B € R™(™2) tal que
W(4) = W(0) + (8, M(A))
onde
M(A) = (adj»A) € R"? x R(3) = R7(»2),

Notemos que, a menos de um sinal ou da ordem, um elemento da matriz adja A é essencialmente

det(Ag, A;), 1 < k <1 < n. Fixamos entdo A2, escolhemos a! = 1, a? = 0 em (52) e definimos
o) =w (42).

Entdo g(A! +tb) = W (Al A-; tb) é afim em ¢ e podemos entao utilizar a 1¢ etapa para encontrar

v = v(A?) € R" tal que |

94" = 9(0) + (4%, A = W ( ) + (r(4%), A1),

Repetindo o argumento e fixando agora Al = 0, temos
0
W ( 2) = WO + (6% 42,
Combinando estas duas ultimas igualdades, vem entdo que
Al 0 2y 41 2 42 2y 4l
(33) Wig2) =W 42)+(1(4%),47) = W(0) + (6%, A7) + (v(47), A7)

Por esta equagdo, como W & R-afim, entdo ¢é afim (quando A! est4 fixado) com respeito a A?, logo

v(A?%) = (71(A?),...,7n(A?%)) é afim e portanto existem ! = (B1,...,8) € R", é&4,...,0n € R"
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tais que
1
71(A2) =0 + <5¢,A2), l=1,..,n.

(563) pode entdo reescrever-se como

W (5a) = WO+ (5, 4% + (8", 4% + 3 Al(d, 4%) =
=1

n n
(54) =W(0) + (B, AN + (8%, A% + D D ha Al AL
=1 a=1
Como W & R-afim obtemos de (54) que se
n n
h(A) =" s Al AL
1

=1 a=

entdo h & R-afim e portanto, aplicando o lema 307, temos que existe x € R, 1 < k < (3) tal que
@ »
WA =3 e (a2 (52)) = i,

que combinada com (54) nos da
Al Al
W () =W+ 6. ()

o que conclui esta etapa.
2¢ Etapa: hereditariedade. Suponhamos que demonstramos esta implicagdo para todo o

! < m. Fixando A2, ..., A™ e utilizando o facto de que W é R-afim, temos que W é afim em A?,

A? A?
para A2, ..., A™ fixados. Portanto, existem 9 | : | = (¢1,...,9%s) e x| : | tais que
A™ A™
A2 A2
(55) w@A =@ : |[,AV+x]| :
A™ A™

Procedendo agora como na etapa anterior (com A2, ..., A™ em vez de Aj), procedendo como na
? )

etapa anterior e utilizando a hipétese de indugao encontramos

( A2 A2
x| : | =wO+( M) )
A™ A™
(56) ﬁ
A2 A?
¢l =ﬂl+(’)’l,M )al=1a'-'an'
| um Am
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para alguns 8°, 71, ..., s € R"™™-1 e gl = (8, ..., ) € R".Combinando (55) e (56) obtemos

A? A? A? A?
w@ay=@w| : |, AY+x| : |=@]| : |.AHD+WO+B M| : |)=
A™ A™ A™ A™
n A? A? n A?
=Y "w| : |A+WO+E M| D= |A+mM]| ) |A+WO)+
=1 A™ A™ =1 A™
A? A? n A?
+(EM| : N=wO+@E M| : N+BLAY+D A M]| ;| =
A™ Am =1 A™
A2 anm-1) n (%) (") A2\
67 =wO+@EM]| : PD+ELaY+ > YN Z s Al | adis
AT s=1 I=1a=1 i=1 A™
(3
Pondo )
" A? n (D) (" A\
= ZAII('YHM ) = ZZ Z ’nsA'l adjs ’
=1 Am =1 a=1 i=1 A™

[

deduzimos do facto de W ser R-afim e de (57)que h é R-afim. Aplicando entdo o lema 307 temos
queexistem&f;’eR, 1<s<nA(m-1),1<B8< (1), 1<5<(77,) tais que

nA(m—1) (a+1 _,.,.1)

Z Z Zé adjs+1A

s=1 B=1 j=1

Combinando esta igualdade com (57) (semelhante & etapa anterior, novamente) encontramos
B € R™(™m) tal que
W(4) =W(0) + (8, M(4)),

que é o resultado que querfamos.

441’ = iii. Por hipétese existe 8 € R™(™™ tal que
W(4) = W(0) + (B, M(A)).

Consequentemente W é afim nos menores de A, ou seja, W é P-afim.

111 = i. Resulta imediatamente do teorema 304, pois
W P — convexa = W @ — conveza

—W P — convexa = —-W Q — conveza.
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0O

EXEMPLO 309. i: Sem = n = 2, entdo o teorema diz-nos que as Gnicas fungoes Q-afins
sao do tipo
W(A) = W(0) + (B, o) + -ydet A.
Em particular a unica fungido Q-afim totalmente n3o-linear é det A (pela alinea ii’).
ii: Em geral, se n,m > 1, entdo as Gnicas fun¢6es ndo-lineares Q-afins sao os menores

s X s da matriz A € M™*", onde 2 < s <nAm.

2.2. Formas quadraticas.
Este caso particular tem bastante interesse pois as equagoes de Euler associadas sao lineares.

Primeiro enunciamos um lema que serd necessario & demonstragdo do teorema subsequente.

LEMA 310. Seja S uma matriz simétrica em M(mxn)(mxn) o
W(A) = (SA, 4).
Entao
i: W € conveza sse
W(4) 20,
qualquer que seja A € M™*",
ii: W ¢ P-conveza sse eziste a € R tal que
W(A) 2 (o, adj2 A)

para qualquerA € R™*™  onde (-,-) denota o produto interno em R7?) e o(2) = () 3).
iii: W é Q-conveza sse
[ W(plands >0,
para qualquer dominio Q C R™ e qualquer ¢ € W01’°°(Q, R™).
iv: W é R-conveza sse

W(a®b) >0,

quaisquer que sejam a € R™, b € R".
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DEMONSTRAGAO. 1)(=>) Suponhamos que W é convexa. Entéo, pela definicio de W temos

que, para quaisquer que sejam A, B € M™*"
(SAA+(1=X)B),AMA+(1-))B) < A\(SA,A) + (1 - )){SB,B)
qualquer que seja A € [0,1]. Em particular
(S(AA),2A) < A(SA, A) & N2(SA,A) < \(SA,4) = W(A)>0

qualquer que seja A € M™*", pois A € [0, 1].

(<) Suponhamos agora que W(A) > 0, qualquer que seja A € M™*". Entdo, para A,B €
M™*" quaisquer,

(SA,A) > 0= \2(SA, A) < \(SA, A)
(SB,B) > 0= (1 - \)?2(SB,B) < (1-\){SB,B),
qualquer que seja A € [0,1]. Somando os respectivos lados direitos destas duas tltimas impli-
cagles, obtemos
A2(SA,A)+ (1 —N)%(SB,B) < \(SA,A) +(1-MN(SB,B) &
& (SOAA+ (1= N)B), M + (1 — \)B) < A\(S4, A) + (1 — \)(SB, B),

qualquer que seja A € [0,1], i.e. W é convexa.

i1)(<) Suponhamos que existe a € R(2):
(58) W(4) 2 (a,adj2A)
qualquer que seja A € M™*", Se tomarmos

9(4) = W(A) — (o, adj, A)
entdo por (58) temos que g(A) > 0 e pela alinea i) deste lema concluimos que g é convexa. Entao
W (4) = o(4) + (o, adi )

é P-convexa.
(=) Suponhamos agora que W & P-convexa. Queremos mostrar que (58) se verifica para

algum a € R°(®). Aplicando o teorema 287, 2% parte, alinea 111, fazendo A =0 e B = A (tendo
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em mente que W (0) = 0) temos que existe 8 = (8,(1), s Bo(nam)) € R™(™M) ta]l que

nAm

W(A) > (B, M(A)) = D (Bo(s), adis A).

s=1

Multiplicando A por £ > 0, obtemos

W (eA) = (S(eA),cA) = 2W (A).
Por outro lado, vem que

W(eA) > (B, M(eA)) = e(Bor), A) + €*(By(2), adi2 4) + O(€’)
portanto, em particular,
e2W(A) > e(Byy, A) + €2(By(2), adia A) + O(E%).
Dividindo por ¢ e fazendo ¢ — 0 deduzimos que
(Bo(1), A) <0

qualquer que seja A € M™*" i.e., B,1) = 0 o que, por sua vez, nos dé

2 f(A) = €2(Bo(2), adja A) + O(€?).
Dividindo agora por £ e fazendo ¢ — 0 obtemos

W(A) > (Bs(2), adj2 A),

ou seja, (287) com a = fBy(3)-
ii1)(=>) Suponhamos que W é Q-convexa ou seja, por defini¢éo

1
W(A) < |ﬁl/nW(A+ V(z))dz

para qualquer dominio & C R" e quaisquer A € M™*", ¢ € Wol ®(Q,R™). Em particular,
tomando A = 0 e observando que W (0) = 0, obtemos o desejado.

(<) Suponhamos agora que

/ W (Ve(z))dz 2 0,
0
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para qualquer dominio 2 C R e qualquer ¢ € W01’°°(Q, R™). Seja A € M™*" qualquer. Entdo
1 / W(A + Vo(z))ds = — / (S(A + Vo(x)), A + Veo(x))dz =
12 Ja 12 Ja
- L / (SA + SVp(2), A + Vo(z))dz > — / (SA, A)dz = W (A).
12 Ja 12 Ja

iv) Basta tomar A = a®b, com a € R™, b € R" e utilizar a alinea i). O

TEOREMA 311. Seja S uma matriz simétrica em M(mxn)-(mxn)
W(A) = (SA, A)
onde A € M™*" e (.,-) denota o produto interno em R™. Entdo

i: W € R-conveza sse W ¢ Q-conveza.

ii: Sem =2 oun =2, entdo
W P — conveza & W Q — conveza <& W R — conveza.
iii: Se m,n > 3 entdo, em geral,

W R — conveza # W P — conveza

DEMONSTRAGAO. Para i), i) consultar [8], pag.129.

i41) Queremos mostrar que se m = n = 3, entdo existe uma funcio W R-convexa que nao é

Ap A A
A= (a2 42 A2

Al A3 A3

P-convexa. Seja

e
(59)  W(A)=(A] - A3 - AD)? + (43 — A} + A43)% + (A} — A3 - A})? + (42) + (4D)%
Dividimos a demonstra¢do em duas partes.

1 Parte. Mostramos primeiro que existe ¢ > 0 tal que
(60) W(@a®b)—cla®b?>>0
para quaisquer a,b € R3, onde |A|? = (4, A) denota a norma usual. O lema 310 garantira entdo

que

9(A) = W(A) —e|A]® = (SA, A) — e(A. A) = (S — el) A, A)
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é R-convexa. Seja
g0 = inf{f(a®b):a,b € R? ja®b| = 1}.

Como W > 0 (como podemos observar em (59)), temos que ¢y > 0. Para mostrarmos (60) é
suficiente provar que €9 > 0. Suponhamos, por absurdo, que g9 = 0. Observemos que o minimo

é obtido trivialmente e portanto existem a,b € R3 tais que

W(a®b) =g =0
(61)
la®b| = 1.

Recordemos que
alby alby albs
a®b=|a%b; a%by a2bs
a3b1 a3b2 a3b3
portanto, a primeira equagado de (61) torna-se

alb; = a?bs + a®by
alby = a¥b; —albs
a261 = a1b3 - a3b1
a2b2 =0
a3b3 =0.

Mostramos entio que este sistema de equagdes esta em contradi¢ao com o facto de que |[a®b| = 1.
Para tal, examinemos o sistema e separemos a discussdo em varios casos.

1° caso: Se a? = a® = 0 entdo temos que

a’=a3=0
albl =0
a1b2 =0
a1b3 = 0.

2 = @3 = 0 e portanto |a ® b| = 0, contradicao.

Caso 1la: Se a! =0, entdo a! = a
Caso 1b: Se a! # 0, entdo vem que b; = by = b3 = 0, contradigao.

2° caso: Se a? = bz = 0, entdo obtemos

as = b3 =0
albl = a3b2
albz =0
a3b1 =0.

Caso 2a: Se a® = 0, entdo a'b) = 0 e portanto |a ® b| = 0.

Caso 2b: Se b; = 0, entdo a®by = 0, 0 que & absurdo.
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3¢ caso: Se a® = by = 0, conclui-se que

a3 = b2 =0
alb1 = a2b3
a1b3 =0
a2b1 =0

Caso 3a: Se a! = 0, entdo a?b3 = 0, logo |a ® b} = 0.
Caso 3b: Se b3 = 0, entdo alb; = 0, contradigdo.

4° caso: Se by = b3 =0, entao vem que

bp=b3=0
a1b1 =0
a3b1=0
a?b; =0

o que é absurdo. Concluimos entdao que ¢ > 0 e portanto g definida como acima é R-convexa,
qualquer que seja € < gp.
2% Parte. Queremos mostrar agora que g nao é P-convexa. No sentido do lema 310, é

suficiente mostrar que qualquer que seja o € R?, existe um A € R? tal que
g(A) + (o, adjr A) < 0.

Mostraremos que esta condicao se verifica para matrizes da forma
b+d c—a a
A=|c+a O b].
c d 0

WA)=b+d-d—b +(c—a—c+a)?+(c+a—c—a)’+0240%>=0

Para tais matrizes temos

e portanto vem que

g(A) = W(A) —e|Af2 = —€|lA? = —e((b+d)? + (c—a)? +a® + (c+a) > + P + 2 + d°

e
—bd be cd + ad
adjs A = ad —ac —(bd + d? - % + ac)
bc—ab ac+a®—b* —bd a? -2
Consequentemente

(o, adja A) = —aybd + abe + a3(cd + ad) + agad — asac — ag(bd + -2+ ac)+

+ az(bc — ab) + ag(ac + a® — b? — bd) + ag(a? — ).
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Vamos considerar varios casos, como na 1% parte.

12 Caso: Se ag > 0 entdo tomamos a =c=d =0 e b # 0, obtendo
g(A) + (o, adj A) = —¢|A + (@, adj2 A) = —e(2b%) — agb® < 0.
2° Caso: Se ag > 0, entdo pondo a =b=c =0 e d # 0, obtemos
g(A) + (a, adjz A) = —(2d?) — ag(d?) < 0.

Podemos agora supor ag < 0 e ag < 0.

3° Caso: Se ag —ag > 0 (ag <0, ag < 0) e tomando a =b=d =0 e ¢ # 0, obtemos entao
9(A) + (@, adjz A) = —e(3c?) + (a6 — a9)c? < 0.

Supomos, por fim, que ag < 0, ag < 0 e ag —ag < 0. Como ag < 0, entdo deduzimos de
ag —ag < 0 que ag < ag —ag < 0. Como ag < 0, vem finalmente que ag + ag < 0. Tomando

b=c=d=0ea#0 obtemos
g(A) + (, adjp A) = —€(3a?) + (ag + ag)a® < 0.

Provamos entdo que g ndo é P-convexa. Encontramos entdo uma fungao g que é R-convexa mas

nao é P-convexa. (]

2.3. Outros exemplos.

O seguinte lema é-nos necessario para a demonstracao do teorema que se lhe segue:

LEMA 312. Sejam o < A< 1, b,c € R**! ¢ A € M(™t1X" tais que
adjn A = b+ (1 — M) # 0.

Entdo ezistem B,C € M("DX" ta45 que
A=AB+(1-)C

adjpB = b,adj,C =c¢
car{B-C}<1

DEMONSTRAGAO. Ver [8], pag.142. a

TEOREMA 313. Seja W : M™*" — R.
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i: Seja ®: M™*" 5 R Q-afime g: R — R tal que
W(A) = g(2(4))

(em particular se n = m, podemos tomar ®(A) = det A).

Entao
W P — conveza & W Q — conveza < W R — convera & g conveza.
ii: Superficies minimas: seja m = n + 1. Recordemos que se A € M("t1)Xn  entgo
adjp A = (det A, — det A2, ..., (—1)F+! det A, ..., (=1)™+2 det A™+1)

onde A* ¢ @ matriz n x n obtida de A por supressd@o da sua k-ésima linha. Seja g :

R**1 5 R tal que
W(A) = g(adjnA),
entdo

W P — conveza & W Q — conveza & W R — convera & g conveza.

iii: Para A € M™*", seja |A| a norma Euclidiana, i.e.

4] = (Z f:m:;)“’)z

a=1 i=1

=

e seja g : (0,400) — R tal que
W(A) = g(|A]).
Entao
W P — conveza & W Q — convexa < W R — conveza &
-é g conveza e g(0) = inf{g(z),z > 0}.
ivi Sefamm=n,1<a<2neh:R > R tal que
W(A) = |A|® + h(det A)
onde |A| denota a norma euclidiana de A. Entdo

W P — convexa < W Q — convexa & W R — conveza < h conveza.
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Al Al
v: S’ejamm=n=2,A=( ) ),g1:RzﬁR,gz,h:R—-)Rtaisque

2
AT A
W(A) = g1(A}, A}) + ga(A?) + h(det A).

Entdo

W P — conveza & W Q — conveza & W R — convera < g1,92 e h convezas.

vi: Sejamm=n,p>0,1<s<n-1le
(M)p sedetA>0

det A
W(4) =
+00 caso contrdrio,
onde | - | denota a norma euclideana. Entdo

WP—convexa@WR—convexa@pZn .

DEMONSTRAGAO. i) Seja @ : M™*® — R Q-afim e

As implicagoes
g conveza = W P — convexa = W @ — convexa = W R — conveza

seguem imediatamente do teorema 304, portanto falta mostrar que se W é R-convexa, entdo g
é convexa. Suponhamos, s.p.g., que ¢ nao é constante, caso contrario o resultado é trivial, pois

W e g seriam constantes. Queremos mostrar que para A € (0,1), a,3 € R

g(Aa+ (1= X2)B) < Agla) + (1 - N)g(B)

sabendo que W é R-convexa. Como por hip6tese ® é Q-afim, pelo teorema 308 temos que

®(A) = ag + (a, M(A)) = ag + (a1, A) + Y _ (a;,adj;A)
i=2

onde ag € R, a; € R™ e a; € R°V) onde o(j) = (’]") (;’) Como ®(A) # a, (pois supusemos que
® era ndo constante), entdo pelo menos um dos aj, 1 < j < n Am é diferente de zero. Seja s tal

que as # 0 mas a;_; = a5_2 = ... = a; = 0 (se a; # 0 tomarfamos s = 1). Como a, # 0(€ R"(s))
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temos que pelo menos uma das componentes de a; = (al, ...,ag(")) é diferente de zero. S.p.g.

tomamos a® # 0. Entio escolhemos B,C € M™*" da seguinte forma:

( Bl .. B! B, .. B\
: L] : a0
s_|_B .. B |B, . B | [ 0
BT . BT BT L Bt 0 1
: 2 : 0 [0
\ B .. B* |Bm, .. B )

e semelhantemente para C, excepto que substituimos a primeira componente por %}'}% Temos

que

®(B) = ,9(C) = B,

(62)
car{B-C}<1,

pois a; = 0 se j < s, adj,B = (0, ...,0, %:T‘jgl),adjsc = (0,...,0 ) e adj; B = adj;C = 0 se

' o(s
Gs

J 2 s+ 1. Utilizando agora 62, a R-convexidade de W, a quasi-afinidade de ® e o teorema 308

obtemos

Agla) + (1 = A)g(B) = Ag(®(B)) + (1 — A)g(2(C)) = AW(B) + (1 - )W(C) >
2 W(AB + (1-2)C) = g(2(AB + (1 - A)C)) = g(A2(B) + (1 — )2(C)) = g(Aa + (1 — ) B)
que é o resultado pretendido.

i1) Analogamente ao caso anterior, é suficiente mostrar que a R-convexidade de W implica a

convexidade de g. Queremos portanto mostrar que se A € (0,1), b,c € R**1, entdo
g(Ab + (1 — X)c) < Ag(b) + (1 — A)g(c)

sabendo que W é R-convexa e W(A) = g(adj, A). Dividimos a demonstracio em dois casos.
1° Caso. Supomos Ab+ (1 — A)c # 0; por simplificagdo escrevemos o = Ab+ (1 — A)c =

(a1, ...,an+1) € R*™!. Como o # 0, podemos supor, s.p.g., que a; # 0. Temos entdo

Al oAl —ar —gd .. -5
A2 L. A% ap 0 .. 0
A=| " Sl= 1
0

APt Ant 0 1



146 6. RELACOES ENTRE P-, Q- E R-CONVEXIDADE

Podemos entédo verificar que
adjp, A = (det Al,—det A2, ..., (—1)F+1 det A, .., (=1)"2 det A1) =
= (01,02, ey Ay ooy Ang1) =@ =Ab+ (1 = A)c #0

pois, por exemplo

—ay _%{3 _a;r;l 1
(a3} 0 0
det 0 0 1 = a3
0
0 1

Podemos entdo aplicar o lema 312 para obtermos B,C € Mn+)xn taig que

A=)B+(1-A)C

adjpB = b,adj,C = ¢

car{B-C} <1
Utilizando a R-convexidade de W obtemos

Ag(d) + (1 — A)g(c) = AgladjnB) + (1 — N)g(adjnC) = AW(B) + (1 - )W (C) >
>W(OAB+ (1-2X)C) =W(A) =g(adjnA) = g(Ab+ (1 — A)e).

2°Caso. Supomos agora que Ab+ (1 — A)c = 0. Observemos primeiro que como W é R-convexa
entdo pelo teorema 304 temos que é continua e, como W(A) = g(adjp,A), vem que g também
é continua. Aplicando o 1° caso para 8 = b + (¢,0,...,0) e ¥y = ¢+ (¢,0,...,0) onde € > 0 &

arbitrario (pois A8 + (1 — A)y # 0), obtemos
Ag(B) + (1= N)g(y) 2 g(AB + (1 — A)y) & Ag(b+ (&,0,...,0)) + (1 — A)g(c + (¢,0, ..., 0)) >
> g(A(b+ (g,0,...,0)) + (1 = N)(c + (¢,0,...,,0))).

Como g é continua obtemos, pela arbitrariedade de €, o resultado requerido.

i11) Seja A € M™*" e W(A) = g(|A|). Pelo teorema 304 falta apenas mostrar que:
W R — conveza (=1>) g conveza e g(0) = inf{g(z) : z > 0} (:2>) W conveza.

((-—1>)) Definamos primeiro g por simetria, i.e., g(z) = g(—z) se £ < 0. Sejam A € [0,1], o, B € R.

Queremos mostrar que

9o+ (1 - A)B) < Ag(a) + (1 — A)g(B).
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Como g é simétrica podemos supor que Aa + (1 — A\)3 > 0. Definimos F = (F})lSiSm,lSjS,. e
G = (G%)i<i<m,1<j<n tal que Fl = a, G} = B e F} = G = 0se (i,j) # (1,1). Note-se que

car{F — G} < 1. Utilizando a R-convexidade de W obtemos

gha+ (1= XN)B) = WOF + (1 - N)G) < AW(F) + (1 - WW(G) =

= Ag(lal) + (1 - N)g(18l) = Ag(e) + (1 — N)g(B).

Como g é convexa e par, temos que

9(0) = inf{g(z),z > 0}.
((——2>)) Observemos também que a convexidade e a simetria de g implicam que g é crescente em
(0, +00), 0 que nos da

WQOF + (1 -N)G) = g(IAF + (1 - N)G]) < g(AIF| + (1 - N)|G)) <
< M(F) + (1 - Ng(IG)) = AW (F) + (1 - WW(G),
0 que conclui a demonstragéo da alinea #ii) do teorema.
w) Sejamm=n, Ac M™" 1 <a<2ne

W(A) = |A|* + h(det A).

Segue do teorema 304 que apenas temos de provar que

W R — convexa = h conveza.

Sejam X € (0,1), a,b € R. Queremos mostrar que
h(Aa + (1 = A)b) < Ah(a) + (1 — A)A(b).

S.p.g. escolhemos a # b e a # 0. Seja e; = (1,0,...,0) € R® e ¢ # 0 com e(b—a) > 0. Seja

v(e) = 5% e A(e) = (4}(e))1<ij<n a matriz diagonal

A4(e) = vle), AY(e) = ... = AT(e) = (—)) =

A;(e) =0 sei #j.
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Verificamos entao que
1

det A(e) = v(e) (UE‘—E)) . (%) i —a

~

(n—1) vezes

a ac

det(A(e) + ce1 ®e1) = (v(e) + E)U(E =a+——=b>

) s
det(A(e) + (1 — Neey ® ey) = (v(e) + (1 — /\)e)% = Aa+ (1 - \b,

ou seja

{ det A(e) = a,det(A(c) +ce1 ®er) =b

det(A(e) + (1 — M)ees ® e1) = da+ (1 — A)b.

Como W & R-convexa, temos
|A(e) + (1 — Aeer ® e1]® + h(Aa + (1 — A)b) = W(AA(e) + (1 — M)(A(e) + ee1 ® 1)) <

< AW (A(e))+(1-A)W (A(e)+ee1®ey) = A|A(e)|*+Ah(a)+(1-))|A(e)+eer®er|* +(1-A) k(D).
Observemos que

AA@E)® + (1 = M)|A(e) + ee1 @ er]|* — |A(e) + (1 — Neer @ er|* =

a 2/n—-1 a/2
a 21! of2
F(1-X ((v(e) ro+ -0 (75) ) '

2/n—1 /2
- ((v(s) +(1-Ne)2+(n—-1) (;}—(‘L—)) )

Se a = 2n, a igualdade acima escreve-se

2/n-1\"
=2 ((v(E))2 +(n~1) (5%16_)) ) *

' a 2/n—1\"
+(1-2) ((v(e) +e)2+(n-1) (@) ) +

2/n—-1\"
- ((’0(6) +(1-Ne)’ +(n-1) (%) ) :

Notemos agora que somando a tltima parcela de cada bindémio vem que

Na—1) (%)211/"_1 (L2 1) (U?_T)) 2n/n—1 1) (v—?g—)_)zn/n—l e
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Somando agora a pentltima parcela de cada binémio

2 2
An(o(e))2(n — 1) (‘(Z)') + (1= Nn(o(e) + €)2(n — 1)1 (E) +

2
—n(v(e) + (1 = Ne)?(n - 1)*! (%) # 0 quando € — 0,
0 que ja nao acontece com a parcela anterior, que fica
255 28=2
,\"(Lz‘llu(e)‘*(n 1) ( > ) +(1- )"(” D (o(e) +eytn — 1) (%) +

v(e)
n(n

- 202D ) 4 (1 - W)t - 12 (

a \2
—) — 0 quando € — 0,
v(e)

o mesmo acontecendo com todas as outras parcelas. Utilizando este raciocinio (tendo especial
cuidado quando o ndo é par), observamos que o fenémeno que acontece quando o = 2n ndo
acontece para nenhum a = 1,...,2n. Concluimos entdo que se @ = 1,...,2n, entdo que h é

convexa.

. Al Al)
v)Sejam=n=2 A= ("1
) Sej (A% A2
W (A) = gi1(A}, A}) + g2(A?) + h(det A).

Como habitualmente, é suficiente mostrar que se W ¢ R-convexa, entdo g;,92 e h sdo convexas.

Mostremos primeiro que dado A € [0,1], (a, B), (a,b) € R?, entdo

g1(Ma, B) + (1 — N)(a,b)) < Ag1(e, B) + (1 — A)ga(a, b).

4=(59)2=( )

e utilizando a R-convexidade de W (note-se que car{A — B} < 1), obtemos

Escolhendo

g1(Aa+(1=2)a, AB+ (1-A)b) +92(0) +0 < Mg1(e, B) +92(0) +0) + (1 — A)(g1(a, b) + g2(0) +0).
Seja agora X € [0,1], o, 8 € R. Escolhendo
00 00
(2 Yo (2
e utilizando novamente o facto de que W é R-convexa (note-se também novamente que car{A —

B} < 1) obtemos o desejado

91(0,0) + g2(Aa + (1 = A)B) + 0 < A(g1(0,0) + g2(a) + 0) + (1 — A)(91(0,0) + g2(B) + 0).
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Mostremos agora a convexidade de h, i.e.,
h(As + (1 — A)t) < Ah(s) + (1 — A)h(t)

quaisquer que sejam s,t € R, A € [0,1]. Se s =t = 0, nada ha para mostrar. Suponhamos ent&o

s 0 s 0
a=(1)2=( 8)

Aplicando novamente a R-convexidade de W, concluimos que

que s,t # 0 e consideremos

h(As + (1 — A)t) < Ah(s) + (1 — A)h(t)

quaisquer que sejam s,t € R, X € [0,1].
vi) Dividimos a demonstragao desta alinea em duas partes.

1% Parte.

s
pZn = f P — conveza.

— 8

definamos primeiro A : (0, +00) x (0, +00) — R por
h(z,8) = z"P/5§7P.

Afirmamos que h é convexa sse p > —*-. Seja H(h(z,d)) a matriz hessiana de h(z,§), i.e

2 h(z,5) 22sh(z,6)
H(h(z,8) = { i
225z h(z,8)  Zzh(z,d)

onde

-—a—z—h(m §) = £ (@ - 1) o220 O

dz2 s \s ' 562 h(z,8) =p(p + 1)1;2;15—(;;4-2)

e a(Sh(av 0) = 530% h(x 0) = —p—:z: T .

h & convexa (como é C?) sse a matriz H for semi-definida positiva. Para tal

Como
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se p > =L, vem que

n-s’?

Tr(H) = ——(62 + 22) > 0.

n—s

Seja entdo g : R7() x (0, +00) — R definida por

n/s P
o(B,3) = h(1BI,3) = (%)

onde a(s) = ($)(3),1 < s < n— 1. Pela convexidade de h e pelo facto de z ~ h(z,d) ser uma

fun¢ao nao-decrescente de z, deduzimos
gAA + (1 = AN)B, 28 + (1 — A)d2) < h(AA]| + (1 = A)|B[, A1 + (1 — N)d2) <
< Ag(A,81) + (1 = N)g(B, 63)
quaisquer que sejam (4, 8;), (B, d2) € R7) x (0, +00), A € [0,1]. Observando que
W(A) = g(adjsA,det A)

e como g é convexa para p > -, concluimos que W & P-convexa para p > ;%-.

2% Parte.

W R — conveza = p >
n-—s
Sejam A € M"*? q,b € R" tais que
det(A +ta ®b) > 0.

Entido a R-convexidade de W implica que

] n/s\ P
<P(t)=W(A+ta®b)=(ladJs(A+ta®b| )

det(A+ta®b)
é convexa em t. Simplifiquemos as notacoes, sendo Aj, ..., A5 tais que
{ ladjs(A + ta ® b)|? = A2¢2 + Aot + A3

det(A +ta ® b) = Mgt + As.
Tais Aj, ..., A5 existem pois adjs(A + ta ® b) bem como det(A + ta @ b) sdo afins em ¢t (note-se

que car{a @ b} < 1). Podemos entao reescrever

@(t) = (W22 + Mgt + A2)™/25(\gt + Xs) P
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e, calculando a sua segunda derivada, obtemos

@' (£) = (A2 + Aot + A3) B 2(Agt + X5)~F ) (,\';’"s—’—’(,\%t2 + Xot + M) (At + Xs)2+

2 np2
2s

2 .
—%Adﬂ%t 4 20) (282 + Aot + AD)(Mat + As) + p(p + DAZ(OZE + Dot + ,\§)2> =

+ gg(% ~ 1222+ Aa)? (Mt + As) (2028 + M) (A28 + Dot + A2) (Mt + )+

= (262 + Aot + A) B 2 (Mgt + X5)~(PFD (,\‘{,\Zt‘*%(n — 5)? (p - Ti-g) + O(t3).) :

Como ¢ é convexa para t > 0, teremos de ter p > —*-. a

OBSERVAGAO 314. iz No caso das superficies minimas, i.e. m = n + 1, temos que
se u : R® — R™! entdo adj,Vu representa a normal & superficie. No caso n = 2,

u($17 $2) = (‘Ul,U2,’U,3), temos

Oug Bus  Oup Quz Ouz Ou;  Oui Gus Ouy duy ou, au2>

eV = (a_{a—E " 92,001 951 0my 0wy 0mp' 0103y 9m3 0my

ii: No caso iv) do teorema, ndo podemos retirar a hipétese o < 2n. De facto, sen =2 e
a = 4, entdo f(A) = |A|* - 2(det A)? = (A] + A})% + (A% + AD)? +2(A1 A% + A3AD)% ¢

mMesmo Convexa.
Vimos no teorema 304 que

W convexa = W P — convexa = W @ — convexa = W R — conveza.

Vimos também que
W P — convexa & W conveza
bastando para tal considerarmos
W (&) = det&.
No teorema 311 vimos que se m,n > 3 entdo que

W R — convexa # W P — conveza

ndo se verifica. Mostraremos agora que esta implicagdo permanece falsa mesmo quando m =

n = 2 (mas, neste caso, W ndo podera ser quadrética) dando dois contra-exemplos, o primeiro
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envolvendo fungées W que tomam o valor +00, e o outro envolvendo fungdes finitas por toda a
parte. No final, mostramos que

W R — convexa # W Q — conveza

se n,m > 3, sendo ainda um problema em aberto quando m =n = 2.

Sejam A;, A3, A3 € M[2X2, A1, A2, A3 € (0,1) tais que
A+ A+A=1

2, Midet 4; = det (T2, \id;)

det(A; — Az) # 0,det(A; — A3) # 0,det(As — A3) #0.

Tais pares (A;, A;)1<i<3 existem, pois por exemplo, para A\; = Ay = A3 = % e
10 01 -1 -1
#= (3 o) 2= (o 1) 2= (% )

3 3
AL+ A+ A3= I,ZAidetA,' =0 = det (ZA,'A,‘),

i=1

temos
i=1

det(A; — A) = 1,det(A; — A43) =2, det(A; — A3) =1.
Note-se também que (A;, 4;)1<i<3, como acima, nio satisfazem a propriedade (H3), pois
det(A4; — Az) # 0,det(A; — A3) # 0,det(As — A3) # 0.

Definimos entdo W : M?%? — (—o00, 4+00] como
0 se X € {Al,Az,A3}
W(X) =

400 caso contrario.

PROPOSIGCAO 315. W é R-conveza mas nao é P-conveza.

DEMONSTRAGAO. Mostremos primeiro que W é R-convexa, ou seja, que
(63) WAX +(1-2)Y) <IMW(X)+ (1 - NW(Y)

para quaisquer X,Y € M?*2 tais que car{X —Y} < 1 e para qualquer A € [0, 1]. Temos 3 casos:
1°Caso Se X # A; ou Y # A;, entdo W(X) = +oo ou W(X) = +oo e portanto (63) é

verdadeira.
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2°Caso X = A; e Y = Aj com ¢ # j. Este caso é impossivel pois por construgio car{A4; —
Ai}=2sei#j.

2°Caso Se X =Y = A;, entao (63) é satisfeita, pois temos
W(A;) < W(A).

Falta-nos entao mostrar que W nao é P-convexa. Por absurdo, consideremos W P-convexa.

Entao, pelo teorema 287 (1% parte, fazendo ¢(M(A4))) =0) , que

T4+1 T+1
w (Z A,-A,) < D ONW(A)
i==1 i=1

T

para quaisquer A; € M™*"_)\; > 0 com 25:11 i = 1, satisfazendo

741 7+1
Z MNM(A) =M (Z ,\,-A,-) )
=1

i=1

Em particular, temos que (X, 4;)1<i<3 verifica estas hiptteses e, no entanto

w (23: AiAi> =W ((2 2)) =+00>0= 23:,\,-W(A,-),
i=1

3 3 i=1

0 que é absurdo. 0

Voltamos agora a nossa atengdo para um contra-exemplo envolvendo fungées W que tomam

apenas valores finitos. Sejam

Al Al
A= (4 ) 147 = (aD? + (a2 + (427 + (432
1 2

PROPOSICAO 316. Seja W : M?*2 — R tal que
f(A) = |A]* — a(det A)? — b| A det A,

onde |b| < 4 e 8a + 3b® < 16. Entdo W ¢ R-conveza.

DEMONSTRAGAO. Dividimos a demonstracdo em trés partes.

12 Parte. Notacdes. Para qualquer A € M?*2 associamos Ae M2 da seguinte forma:

(AL AN ; (A2 A2
A“(A% a)A=\-ay ar)
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Observamos que
(1Al = VADZ+ (D)2 + (D)2 + (A)? = V(AD)? + (A0 + (AP + (4] = 4]

0 det A= ALAZ — ALA? = AZAL — (—AL)(—A2) =det A
64) <
(A,B) = A1B2 — ALB? — A?B} + AZB} = (4, B)

| (4,4) = AlA3 — AJA? — A3A} + A3Al = 2det A

onde (-,-) denota o produto interno em R*. Temos entdo que
0 0 2 0 a0 o
9T (det A) = A2, — 9] ——(det A) = —A7, 947 (det A) = - A3, 943 (det A) = A;

logo

1 2 ~
V(det A) = ( 4 4 ) i

_AL Al

2% Parte. Calculamos agora a seguinte expressio
2

2w .
¥(4,B) = Z > ——=B.B}.
age 16A’6A’ Ba

O objectivo & mostrar que 9 > 0 quando restrita a matrizes B com det B = 0. Sendo esta
condi¢do equivalente a condi¢ido de Legendre-Hadamard, teremos entdo pelo teorema 304 que W
é R-convexa.

Calculemos primeiro VW. Temos que

gz — 4APA} — 2a(det A)AZ — 2bAl det A — b| A A2

ow 2 41 2 1 2 2

ow 2 42 1 2 2 1
A7 4] A|? A? — 2a(det A)(—AL) — 2bA? det A — b|A]2(—A})
ow 2 42 1 2 2 41
a7 = UAI A7 — 2a(det A)A] - 2643 det A — b4 A}

2
ie.

W _ 4]A|2 A%, — 2a(det A) A%, — 2bA%, det A — b|A[* A

8A}1 - «Q (¢} « (s 2]

1 < a,1 < 2. Deduzimos entao que, para 1 <14,5,a,8 <2,

o*w

i dciis o T TP i
5AL0A] = 8AL AL + 4| A8 5,5 — 20 A%, AL — 20 det AT 3,5 — 2645 AL+

— 2b(det A)8 8,5 — 20A% A% — b|A[?67 5,5
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onde

gio {1 sei=j 55 (=1) sei#j
0 sei#j ’ 0 se i = j

e semelhantemente para dqp € gaﬁ. Temos entdao que
*Pw *Pw P W
AB)=———B!Bl + — =T
¥4, B) = garear 2181t 5ataa1 GAZOA2
=8(A'A'BIBl + A1ALBIB] + ... + A2A2BZB2) + |A|*(Bi B} + B3B} + BiB? + B3B3)+

BiBj + ...+ BB =
—2a(A'A'BIB! + AYALBIB) + ... + A2A2ZB2B2) — 2a(det A)(B! B? — B}B?)+
— 2b(ALABIB! + Al ALBIB] + ... + A2AZB2B2) - 2bdet A(BIB} + BB} + BIB? + BZB2)+
— 2b(AlA!B!B! + ALALBIB! + ... + AZAZB2B2) — b|A[*(B} B - B}B?) =
= 8((4, B))? + 4|A]|B? - 2a({4, B))? — 2a(det A)(det B) — 2b(A, B)(4, B)+

— 2bdet A|B|? — 2b(A, B)(A, B) — 2b(det B)|A|>.
De modo a terminar a demonstracio da proposigao teremos apenas de mostrar que
$(A, B) = 8((A, B))? + 4|A]*|B* — 2a((4, B))? — 4b(4, B)(4, B) — 2bdet A|B|?,

sempre que det B = 0.

3% Parte. Observemos primeiro que (A, B) é homogénea de grau 2 em A (e em B):

W(AA, B) = 8((A4, B))? + 4 AA]%|B* - 2a((A4, B))? — 4b(A4, B)(AA, B)+
— 2bdet(AA)|BJ? = 8X2((4, B))? + 4)?|A]?|B|? — 2a)*((4, B))2+

— 4b)2(A, BY{(A, B) — 2b)\? det A|B|?) = A%(A, B),

anéalogo para (A, AB).
Se X # 0, temos que existe a € (0, +00) tal que | X| = a. Logo %|X| = 1, de onde deduzimos

que
1

(X, B) = a’)(_X,B) > a® min {(4,B):|4| =1}.

Consequentemente, é suficiente provar que

. A= >
JIin {(4,B):]4] =1} 20
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qualquer que seja B € M?*? com det B = 0. Como (-, B) é continua no seu domfnio, temos
que o mfnimo ¢ atingido na variedade |A| = 1. Sendo o um multiplicador de Lagrange, temos
entdo de provar que ¥(Ap, B) > 0 qualquer que seja Ag ponto critico da fungio de A,

¢(A, B) = 9(4, B) - o(|A|* - 1).

Entdo as derivadas parciais de ¢ em ordem a A%, em Ag sio

0

s P AB)|  =16((40, B))B;, +81B*(4o);, — 4a((As, B)) B, ~ 4b(4s, B) B+
a A=Ao
— 4b(Ag, B)B:, — 2b|B|?(Ao)i, — 2a(Ag), =0 &
(65) & 8({Ao, B))BS, + 4|B|*(Ao)}, — 2a({Ao, B)) B, — 2b(Ao, B)Bi+

—2b(Ao, B) B, — b|B*(Ao)}, = o Ao),
Multiplicando esta tltima igualdade por Af, e somando em i e em o, obtemos
8(4o, B)(Ao, B) + 41B*|Aol* — 2a(4y, B)(4o, B) ~ 2b{Ao, B)(Ao, B)+
— 2b(Ao, B)(Ao, B) — b|B[*( Ao, Ao) = o] Ao|* &
como |Ag| =1 e por (64)
& 8((Ao, B))? + 4/Ao[?| B> — 2a({Ao, B))? — 4b{Ao, B){Ao, B) — 2b(det Ag)|B|? = o &
& (Ap, B) = a.

Utilizando a mesma técnica acima exposta, multiplicando (65) por B, (e tendo em mente que

(B, B) = 2det B = 0), deduz-se que
8(Ao, B)|BI* + 4|BI*(4o, B) — 2a(Ao; B)(B, B) — 2b(Ao, B)| B>+ |
— 2b(Ag, BY(B, B) — b|B|*(Ay, B) = a({Ag, B) &
& (12|BJ2 — a)(Ao, B) — 3b|B|2(Ap, B) = 0.
E analogamente, multiplicando agora (65) por E},
8(Ao, BY{B, B) + 4|B|*(Ao, B) — 2a{Ay, B)|B|? — 2b(A,, B)(B, B)+

— 2b(Ao, B)| B> — b|B[*(4y, B) = a(Aq, B) &
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& ((4 — 20)|B|? — a)(Ag, B) — 3b|B|*(Ag, B) = 0.

Resumindo temos _
{ (12|BI?> — a){Ao, B) — 3b|B[*(Ap, B) =0

((4 = 20)|B|? - a){Ag, B) — 3b|B|2(Ag, B) = 0
o que nos d4 varias possibilidades:

1° Caso. A primeira possibilidade é
(40, B) = (Ao, B) =0.
Temos entdo que
(Ao, B) = 8((Ao, B))? + 4|40 [*| B? — 2a((Ao, B))” — 4b{4o, B){4o, B) — 2b(det Ao)|B|* =
= 4|Ao[*| BI* — 2b(det Ao)| BI*.

Como |b| < 4 (por hipoétese) e dado que para qualquer A € M2%2 temos 2det A < |A|? (pois
(Al — A2)2, (AL + A3)? > 0) deduzimos imediatamente que ¥(Ag, B) > 0, logo que % (4, B) > 0.

2° Caso. Outra possibilidade é (Zo, B) =0, (Ag,B) # 0. Temos entado imediatamente que
P(Ag,B) =a 2 0.

3° Caso. Suponhamos agora que (A4g, B) =0, (ZO,B) # 0. Como a < 2, concluimos entdo
que a > 0.

4° Caso. Suponhamos, por ultimo, que (10, B) #0e (Ao, B) # 0, o que nos leva a concluir

(12/B]? - a)((4 - 2a)|BI* ~ a)(4o, B)(Ao, B) = 96°| B|*(4o, B)( Ao, B) =
= (12B[ - @)((4 - 20)|Bf* - a) = 9*|B[*,
ie.
o? — 20|B[*(8 — a) + 3|B|*(16 — 8a — 3b°) = 0.

Escrevendo k1 = (8 —a)|B|* e k3 = (16 —8a — 3b?)|B|*, a equagdo acima pode-se reescrever como
(66) o? — 2k10+ ky = 0,
onde k; > 0 pois por hip6tese 8a + 362 < 16 e k; < 0 pois @ < 2 < 8 (ndo esquecendo que

|b| < 4). Resolvendo a equagao (66) em ordem a «, deduz-se

2%k, + \/4kZ — 4k
a = 2
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o que imediatamente nos da que as solugdes de «, se forem reais (inico caso que nos interessa),

serdo ambas positivas. ()

PROPOSIGAO 317. Seja f : M?*2 5 R tal que
4

|A|? det A.

Entdo W ndo é P-conveza.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, por absurdo, que W é P-convexa. Entdo, pelo teorema 287
(2% parte, fazendo B = 0 e relembrando que neste caso M(A) = (4,det A)) existem § € R e

v € R tais que
W(A) > (B,A) +ydet A= BlA] + B3 A} + B2 A% + B3 A} + ydet A.

Como o lado direito desta ultima igualdade é a soma de um termo quadratico (o determinante)

e um termo linear, temos que existe uma constante ¢ € R tal que
W(A
w4 o
1+ |Aj?

qualquer que seja A € M?*2. No entanto esta ultima afirmacdo & absurda visto que, escolhendo

t 0
A= (0 t),temos

W(4)  (2t%) -8t1/v3 _ 4v3-2) t

1+ (A2 1+2¢2 V3 142¢2 tartoo OO

logo W nao é P-convexa. O
OBSERVAGAO 318. A combinagdo destas duas ultimas proposi¢des da-nos o contra-exemplo.

3. A R-convexidade implica a Q-convexidade?

Chegéamos finalmente & parte essencial deste trabalho, em fungdo do qual as partes anteriores
foram redigidas como preliminares. Comegamos por apresentar o contra-exemplo de Sversk que
respondeu & questdo de saber se a R-convexidade implica ou ndo a Q-convexidade (no caso de
deformagoes u de R™ em R™ com m > 3. Relembramos que no caso 2 x 2 o problema continua

ainda em aberto.
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A maioria da investigacdo antes do resultado de Sverak estava centrada em escolher um

integrando W R-convexo em particular e tentar provar que (ou mostrar que niao) existe uma
funcio u € Wy (2, R™) e F € M™*™ tais que

(67) /Q W (F + Vu(z))ds < /Q W (F)dz.

A ideia chave de Sverik foi fixar uma funcdo u e tentar encontrar fungbes W que satisfazem
(67) mas que sdo R-convexas, como por exemplo, no contra-exemplo de Dacorogna-Marcellini

(que apresentamos na sec¢ao anterior, apenas para mostrar que a R-convexidade nao implica a

P-convexidade) em que consideramos
W(F) = |F|* —|F|* det F,
F € M?*2, Entdo
4
W convezxa & |y| < E\/i’
W P — conveza & |v| < 2,
W Q — conveza & |y| <2 +¢,

4
W R - convera & |y| < —.

V3

E sabido que € > 0, mas continua em aberto o problema de saber se 2 + ¢ = %.

Sverak fez a observagdo crucial que o espago vectorial gerado pelos gradientes de polinémios
trigonométricos contém poucas direccdes de car-1 e consequentemente suportam muitas
funcoes R-convexas. Depois do contra-exemplo de Sverak, apresentamos também as suas re-

interpretacoes por outros grandes matematicos.

3.1. O contra-exemplo de Sverak.

TEOREMA 319. Suponhamos que m > 3, n > 2. Entdo eziste uma fungdo W : M™*™ — R

que € R-convera mas néo é Q-conveza.

DEMONSTRAGAO. Consideremos a funcdo periddica u : R? — R3 definida por

sin 27wz,
u(z1,z2) = o sin 2wz
T \sin2n(z, + 2)
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Entao temos que

Cos 21z, 0
(68) Vu(zy,z2) = 0 cos 27z,
cos 2m(z1 + z3) cos2m(z) + o)

E claro que os valores de Vu estdo todos no espago vectorial

r 0
L:= 0 s): nrns,teR
t t

Seja W : L — R dada por

r 0

(69) fl110
t

= —rst.

o~ 0

Temos que as R-direcgdes em L sdo dadas por

10 00 00
0 0,0 1]e |0 O
00 00 11

(Note-se que as matrizes acima formam uma base para L cujos elementos tém car-1). Conse-
quentemente a fungdo W ¢ R-afim em L. Utilizando a formula da trigonometria cos(a + b) =

cosacosb — sinasinb e como
1
/ sin(27z) cos(2rz)dz = 0,
0

deduzimos

W (Vu(z))dz = / — €08 27z} €os 27z cos 2m(z) + To)dT1dTo =

[0,1]2 (0,1]2

= — / (cos 27m:1)2(cos 21ra:2)2dx1d:1:2 + / o8 27y sin 27wz cos 27 xg sin 2w zodz dTy =
[0,1)2 [0,1]2

= —/ (cos 27z )% (cos 2nze)2dz dzg = 1 <0=WwW(0),
[0’1]2 4

i.e., W nao é Q-convexa.

Para terminar a demonstragéo precisariamos de estender W, como funcao R-convexa, a todo
o espago M3%2; ou, como alternativa, mais acessivel, de fazer a extensio nao da funcdo W mas
de uma sua pequena perturbagio, que conserve as propriedades de W que nos interessam. No
que segue iremos encarar novamente M**2 como sendo o espaco euclideano R®. A norma de

X € M3*? & dada por | X|? =soma dos quadrados das entradas de X.
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LEMA 320. Seja L o subespaco vectorial de M3*? definido acima e seja  : M3%2 5 L q
correspondente projeccio ortogonal. Seja W : L — R a fungdo definida por (69). Entdo para

cada € > 0 existe um k = k(e) > 0 tal que a fungdo g : M®*2 — R dada por
(70) ge k() = W(nz) + e(z|? + |z|*) + k|z — nz|?

é R-conveza em M3%2,

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, por absurdo, que existe um ¢ > 0 tal que g.; néo é R-
convexa, para qualquer k € N (em particular, pois k¥ € R). Consequentemente existem m* €

M3%2, ok € R3, b* € R?, com |a*| = |b¥| = 1, tais que

D?g, 1 (m*)(a* ® V¥, a* ® b¥) < 0.

Ou seja: pondo aF ® b* = (z¥, 2k, 2k, ok zf k) = 2F,

— 2[mf(z§z8) + mf(efzt) + mb(afef)] + 26[(1 + 2Am* )| + 4(a*, m*)]+
+ 2k[(z5)? + (=%)? + (zf - 2E)?] <O VE e N

Como |zF|2 = |a®|2|pF|2 = 1, se (|m*|) tendesse para co quando k — o0, a soma das duas
primeiras parcelas iria para +oo (pois a 2% parcela é quadratica definida positiva em |m¥|, em
particular domina a 1% parcela, que é linear); e a Gltima parcela tenderia também para +oo
se (z5)2 + (25)? + (2 — 2£)? fosse estritamente positivo (note-se que nio pode ser negativo).
Concluimos ent3o que (m*) tem de ser uma sucessio limitada e (z&, 2%, 2§ — &) tem de tender
para zero (mais depressa que 1/k). Assim podemos tomar subsucessdes convergentes, (mfF) — m,

(a*) = a, (b*) = b, (zF) = z e, passando ao limite, obter
—2[m (2425) + ma(z125) + ms(z124)] + 26[(1 + 2/m|?) || + 4(z,m)] + 0 < 0,

sendoz — 7z =0, i.e. x € L.
Mas a primeira parcela (que é a 2% derivada duma fungio, W(-), que é afim na direcgdo z € L
onde estamos a calcular a 2% derivada) tem de ser zero, o que & absurdo, pois obtemos € < 0.

Existe entao um k(g) tal que ge := g () € R-convexa. a

Temos agora de mostrar que esta funcao g. continua a nao ser Q-convexa tal como g.
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TEOREMA 321. Eristem € > 0 e k > 0 tais que @ fungdo g. x dada por (70) ndo é Q-conveza.

DEMONSTRAGAO. Seja u definido como acima. Em particular, como Vu € L®, temos que

existe € > 0 suficientemente pequeno tal que
/ (W(Va) + e(|Vul2 + |[Vu[*))dz < 0.
(0,1)
Como também temos Vu € L, entdo obtém-se imediatamente

/ 9e k(Vu)dz = /
(0,1)? (o

i.e., ge x ndo é Q-convexa. O

’

1y (W(Vu) +e(Vul® + [Vul*))dz < 0 = ge£(0),

Combinando o lema e o teorema anterior encontramos um exemplo de uma fungio em M?3%2
que é R-convexa mas ndo é Q-convexa. falta-nos entdo extender este exemplo ao caso em que o

espago de chegada tem dimenséo m > 3.

COROLARIO 322. Sejamn > 2, m >3 e T : M™X" - M3*? definida por

1,2
T{ i

=l .2
TX = |zy x5
T3 73

Seja ge : M™*™ — R definida por g, 1(X) = gex(TX). Entdo gy é R-conveza mas ndo é

Q-conveza.

DEMONSTRAGAO. Como T transforma R-matrizes em R-matrizes e gek € R-convexa, entdo

gk € R-convexa. Consideremos a fungéo peritdica

(1, ..., Tn) = (u1(z1, Z2), ua(Z1, 22), u3(z1, 22),0, ..., 0).

Como a primeira submatriz 3 x 2 é igual & matriz (68), conclui-se finalmente que e x(X) ndo &

Q-convexa. O

E isto conclui a demonstracao. O
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3.2. A modificagdo de James. Consideremos a extensao periédica 3 da fungdo s : [0,1) —

R dada por
T z €[0,1/4)

s(z)=4¢ 1/2—z z€[1/4,3/4)
z—1 z€(3/4,1),
com média zero e s' = 1 em (0,1/4) U (3/4,1) e s' = —1 em (1/4,3/4) e definimos % : R — R3
por
(21, 32) = (8(z1), 3(x2), (21 + 22)).
Entio V@ € L e sendo f definida como antes, basta apenas calcular as 4reas respectivas para

concluirmos

senio (1-12) 12 Lo
‘/(0,1)2f(Vu(a:))da:—(1 16) < 0= f(0).

16 2
Procedendo da mesma forma como no contra-exemplo de Sversk, encontramos uma fungao R-

convexa que ndo é Q-convexa. Este contra-exemplo pode ser re-interpretado em termos de

laminados, procedendo-se para tal como pode ser observado na subseccao seguinte.

3.3. A modificagio de Pedregal. Nesta secgio vamos descrever uma medida
parametrizada gradiente que ndo é um laminado. Este contra-exemplo é uma interpretagao
em termos de laminados contra-exemplo de Sverak.

Refinemos primeiro a definicao de laminado.

LEMA 323. Seja v um laminado suportado num conjunto compacto K com primeiro momento
(ou baricentro) Y € conv(K). Entdo existe uma sucessao de pares {(¢5,Y¥*) }1<i<k satisfazendo

(Hg) tal que Y* € conv(K) para todos os k e i, tal que

Z t,"ké)/tk _*\ V.

B
DEMONSTRAGAO. Como v é um laminado com suporte K, por defini¢do, existe um conjunto

de pares {s;?, Zf}ISJ‘Sk verificando a condigao (Hy) e

Z s;?éz]gc A,
J
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Em particular todas as matrizes Z¥ estdo contidas numa bola fixada (caso contrario, se Z¥ - o0
para alguma subsucessio poderfamos tomar uma fun¢o continua ptalquep >0, plg =0e
<p(ZJ'-‘ ) = 1/t¥, 0 que contradiz a convergéncia fraca*). Pela defini¢do de (H}), podemos encontrar
uma decomposicao do conjunto de indices {1,2, ..., k} em dois subconjuntos préprios T,.",i =1,2,
tais que se

k k vk S5

=2 =3 17} i=12,

Tik Tik i

entdo car{YF — Y2’°} < 1. Passando a uma subsucessio em k, pomos Yik - Y, tf -t €
[0,1], 4 = 1,2. Afirmamos que se Y; ¢ conv(K), entdo #; = 0. Suponhamos, por absurdo, que
ndo. Consideremos uma vizinhanca U de conv(K), convexa e aberta, tal que Y; ¢ U. Para k

suficientemente grande, por definigdo de limite, Yi’“ ZUe tf > t;/2 > 0. Isto implica que a soma

k

> 4
tk

JETE, Zhqu

nao converge para zero, caso contrario U nio seria convexo. Como os denominadores tF estdo
uniformemente distantes de zero, concluimos que
2 5
JETE,ZkgU

também ndo converge para zero. Absurdo, pois o suporte de v esta contido em U por hipétese.
Se t; = 0, rejeitamos o par (¢;,Y;). De qualquer modo Y = t,Y; + t;Y2. Procedemos agora
recursivamente. Pela definicdo da condigdo (Hy), o conjunto dos pares { (s;?, ZJ’F)}jele verifica
alguma condigdo (H;) e, consequentemente, podemos aplicar o procedimento acima a este con-
Jjunto de pares, encontrando além disso uma subsucessio de indices k e pares (t1;,Y1;), ¢ = 1,2
tais que car{Y11 — Yo} <1, Y] = t;1Yq; + t1oYi2 e Yy; € conv(K) dado t;; > 0. Decompondo
agora T2’° e os subconjuntos subsequentes, observamos que para uma sucessio diagonal adequada

e renomeando os coeficientes ¢; e as matrizes Y; para tﬁ e Yi’, respectivamente, obtemos

l>500 ka0 |4
1

lim lim Ztggb(}ql)—zsfzp(zf) =0,



166 6. RELACOES ENTRE P-, Q- E R-CONVEXIDADE
: {(tﬁ,Yil)}lgig satisfaz (H;), Y} € conv(K), para qualquer fungdo continua. Esta igualdade

implica que o limite fraco para
l k
E tidyr e E .:-31-152;_c
i J

é 0 mesmo, o que termina a demonstragao. a

Usando este refinamento da nocio de laminado, podemos agora construir o referido contra-
exemplo usando uma deformacao peri6dica. Seja x = (2xo — 1) onde xo ¢ a funcdo caracteristica
de (0,1/2) em (0,1) estendida periodicamente. Definimos a deformagdo u: = (0,1)> C R? —
R3 pondo

T1
U1($1,$2) =‘/(‘) x(s)ds,
T2
uz(z1,T2) =/0 x(s)ds,

T1+x2 1
u3(z1,Z2) = / x(s + Z)ds'
0

O gradiente Vu ¢é a matriz

x(z1) 0
Vu(z) = 0 x(z2) ) .
x(z1 + 2 + %) x(z1 +z2 + %)

Note-se que o gradiente est4 contido no subespago tridimensional L, das matrizes da forma

z 0
(71) 0y} (z,5,2).
z z
Se considerarmos a sucessdo de fungdes Q-periddicas (Q = (0,1)?) u;(z) = %u( jz), pelo Lema de

Riemann-Lebesgue a medida parametrizada gradiente correspondente & sucessdo de gradientes

{Vu;} = {Vu(jz)} é homogénea e, depois da identificacio sugerida em (71), dada por
1
V=16 (5(1,1,1) +60,-1,-1) +0(—11,-1) + 5(_1’_1’1)) +
3
+ I(—i (6(1,1,—1) + 5(1,_1,1) + 5(_1,1,1) + 6(_1’_1’_1)) .

Seja V o conjunto dos vértices do cubo C = [-1, 1]3. sabemos entdo que v ¢ uma medida
parametrizada com spt(v) = V e com baricentro na origem; mas v nao pode ser um laminado

facto, por causa da seguinte
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OBSERVAGAO 324. Se p é um laminado com spt(u) = V e primeiro momento 0,

1
” = g (6(1)171) + 6(1:_11_1) + 6(_1’1’_1) + 6(—11_111)) +

1
+ 5 -1 + 8,10 + 811 + 8-1,-1,-n) -

De facto, pelo lema 323, se quisermos encontrar laminados suportados no conjunto V dos
vértices do cubo e tendo primeiro momento 0, podemos restringir-nos ao cubo C. Como as
tnicas direcgoes de car-1 em C sdo as dadas pelos eixos, a unica possibilidade ¢ a afirmada na
observagao anterior.

A situagdo quando a dimensio do espago de chegada é m = 2 é drasticamente distinta.
Para tentar encontrar analogamente um contra-exemplo, neste caso, parece natural definir a

deformacéo peri6dica u : 2 = (0,1)2 — R? definida por

T1
u1 (21, Z2) =/ X(S)d3+/
0 0
T1+T2

up(z1,72) = /0 " (s)ds + /0 (s + 7)ds.

T1+T2

x(s+ ;i—)ds,

O gradiente de u,

1 1
v - (x(z1) + x(z1 + 22 + 3) x(z1 + z2 + 3) ,
o) = (U el oAy

pertence sempre ao subespago tridimensional das matrizes simétricas 2 x 2. A subjacente medida

parametrizada gradiente gerada de u por homogeneizagao pode ser representada pela identificacao

(:z:+z z )H(z,y,z)

z y+z
€ novamente por

1

V=16

(81,1,1) + 8a,-1,-1) +0(-1,,-1) + F(-1,-1,1)) +
3
+ 15 a0 + 80,11 + 110 + 8-1,-1,-1)) -

O que muda agora é o conjunto das direcgdes de car-1 contido no correspondente subespago

tridimensional L. De facto, os vectores (z,y, z) € L ddo-nos direcges de car-1 sse

T+ =z z _ 2 _
det(( z y+z))—(m+z)(y+z) ¥ =zy+yz+zz2=0.
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Vamos ver que, ao contrario do que acontecia em dimensdo superior, v é agora um laminado.

Consideremos os seguintes pontos no cubo C = [—1,1]3 C L cujas coordenadas sdo dadas por:

1 1 1 1 5
PO = (0’070)a Pl = (_5711 1)1 P2 = ('I_Oa —57—g)a P3 = (la_771)a
1 1 5
Py = (’ﬁ) _ﬁa _H), Ps = (171, —1)7 Ps = (—11_]-,0)-

Podemos verificar que
P,— P, P,—P;, Po— P;

sao todas car-1 (queremos dizer que as coordenadas de tais diferencas satisfazem a equacao

zy + yz + zz = 0), pois

6. 1
P2 —Pl - E(Ea_la_l)’
4 12
P4 _P3 = _ﬁ(—3a 7a—4)a

Ps— Py = (=2,-2,1).

Podemos construir um laminado utilizando estas direcgbes, suportado no conjunto dos vértices

do cubo, da seguinte forma. Primeiro escrevemos
Po=MPy+ (1 - X\)Py,
onde P, — P, é uma direccio de car-1 e A\; = %. Do mesmo modo
Py = XP3 + (1= Ag) Py,
P =3(1,1,1) + (1 = A3)(-1,1,1),
onde mais uma vez Py — P3 e (1,1,1) — (-1, 1, 1) s8o direc¢des de car-1, Ay = % ey = %. Pomos
agora,
Po= (2P + (1 = A2)Ps) + (1 = A1)(A3(1,1,1) + (1 — A3)(-1,1,1)).
Da mesma forma |
Py = X(1,1,1) + (1 — Ag)(1,-1,1),
Py = AsP5 + (1 = As5) P,

1 1
Ps=~(-1,-1,1) + =(=1,-1, -
6 2( ) a)+2( 3 17 1),
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onde (1,1,1) - (1,-1,1), Ps — Bs, (—1,~1,1) — (—1,—1,-1) sdo direcgdes de car-1, \y = { e

As = 15—1 Temos entao finalmente que

Py = M[Aa(A(1,1,1) + (1 = Ag)(1,-1,1)) + (1 = A2)(As(1, 1, -1) + (1 - /\5)(%(-1, -L1)+

+ 51, =1, =)] + (1= A)Os(L11) + (1 = Aa)(~L,1,1)).

Utilizamos esta decomposigdo para encontrar o laminado suportado em V. O laminado v; que

se obtém desta construcao é

3

2 1
Y= 16 O-1-1-1) +81-1) + 75 (1 + 010n) + + 75 Gy +500,,-n) -

Por simetria podemos também construir mais dois laminados, v e v3, com a origem por primeiro

momento e com as fracgoes de volume dadas por

3 2 1
Vp = E (6(—1,—1,—1) + 5(—1,1,—1)) + E ((5(_.1,1,1) + 5(1’1,_1)) + ']3 (6(1,1,1) + 55(1,_1’1)) ,

(simetria xy)
= (B-r-1,-1) + b1,-1,-1) + = (i) + Sto11)) + 5 (0,1,1) +56(-1,1,1)) -
16 16 16
(simetria xz)

Agora ¢ apenas uma questo aritmética para encontrarmos

377737737 \16 16 ' 16

Y (IR B (22 0 %) +
316 ' 316 3.6/ VT \316 " 316 ' 3.16) LY

1 1 1 5 2 2 1 1, _
*\316 " 316 T 316 ‘0t 316 T 316 T 316 ) S0 T glr-n + gla-n =

1 3
= E(5(1,1,1)+5(1,—1,—1)+5(—1,1,—1)+5(—1,—1,1))+1—6(5(1,1,—1)+5(1,—1,1)+5(—1,1,1)+5(—1,—1,—1))-

1 1 1 1 1 1 1
V= + it gy = + T6 + O(—1,-1,-1) + Ig‘s(—l,-—l,l)'*'

Pela convexidade do conjunto dos laminados com 0 mesmo primeiro momento, v é um laminado,

falhando assim a tentativa de Pedregal para encontrar um contra-exemplo no caso 2 x 2.
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