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CAP{TULO 1

Introducao

1.1. A teoria de campo conforme

A teoria de campo conforme é fundamental na fisica estatistica, na fisica da matéria
condensada e na teoria das cordas, pois o seu sucesso na descrigdo de transi¢oes de fase de
segunda ordem em sistemas fisicos bidimensionais é essencial para estas disciplinas. -Por
outro lado, a grande variedade de conceitos matemdticos necessdrios para definir e resolver
os problemas que ela coloca aos investigadores, tornaram a teoria de campo conforme uma
das dreas mais activas de investigagdo em fisica tedrica e em fisica-matemdtica.

A teoria de campo conforme bidimensional ilustra exemplarmente como as simetrias
que os sistemas fisicos exibem sdo tdo poderosas que, sé por si, permitem resolver exac-
tamente muitos problemas. A invaridncia conforme é basicamente uma generaliza¢ao da
invariancia sob transformacdes de escala. E natural que um sistema fisico dominado por
interacdes locais e que é simétrico sob dilatagdes globais, também seja simétrico sob dila-
tacdes locais ou infinitesimais. As transformagGes conformes sao essencialmente dilatacdes
locais ou transformacdes de escala que dependem da posi¢do ou das coordenadas do es-
paco. Estas dilatagdes locais também podem ser interpretadas como transformacdes que
preservam os angulo de interseccio entre duas curvas (ver figura 1.1.1).

Quando o espaco onde se aplica a teoria de campo conforme tem dimensdo 3 ou
superior, o numero de transformagdes conformes é reduzido (basta um numero finito
de parimetros para especificar uma transformagdo), pelo que a invaridncia conforme a
dimensées d > 3 ndo fornece muita informacdo sobre os sistemas fisicos. Contudo, a
duas dimensdes, o niimero de transformagdes conformes é muito maior - é necessdrio um

transformacio conforme

FIGURA 1.1.1. As transformagdes conformes preservam o angulo de inter-
seccao entre duas curvas.
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numero infinito de pardmetros para especificar uma transformacdo. No plano complexo.
por exemplo, as transformagdes conformes sdo todas as transformacdes holomorfas. O
sucesso da teoria de campo conforme a duas dimensdes deve-se a esta grande abundincia
de transformagcdes conformes, que torna a invaridncia conforme muito poderosa e permite
determinar as fungGes de correlagio em muitos sistemas criticos.

1.2. Fenémenos criticos

Na Fisica Estatistica, a teoria de campo conforme é muito 1til na descricio de fenéme-
nos criticos a duas dimensdes. Esclarece-se a seguir o que se entende por fenémeno critico.
Considere-se, por exemplo, um ferromagnete uniaxial submetido a um campo magnético
exterior. Entre as vérias forgas em presenca neste sistema, escolha-se apenas a interaccio
magnética que emparelha "spins” de 4tomos vizinhos e a interaccdo provocada pelo campo
magnético exterior. Este sistema é descrito pelo modelo de Ising e o seu Hamiltoniano ¢
dado por

H= -—% Z 005 — BZO’i, (1.2.1)
<t,J> 3

onde B é o campo magnético, os spins ¢;,0; s6 podem tomar os valores =1 e a soma é
restringida a dtomos vizinhos (j = 7 = 1). E possivel variar a temperatura e o campo
magnético externo B. A invaridncia sob transformacoes de escala sé é vilida se ndo exis-
tirem comprimentos no sistema que sejam afectados pelas transformacdes de escala. Num
solido existe um comprimento caracteristico — a distincia entre dois 4tomos do sélido, que
se representa por a. Outra escala importante neste sistema é o comprimento de corre-
lagéo que ¢é definido como a disténcia tipica até onde os spins podem estar estatisticamente
correlacionados. Este comprimento denota-se por £ e define-se pela relacdo

Gij = (0y05) ~ exp (—’ig—j’), (1.2.2)

onde (- - -) denota o valor médio térmico a uma temperatura T e |i — j| é a distancia entre
os dtomos i e j.

Para valores genéricos da temperatura e do campo magnético ndo existe invaridncia
sob transformagdes de escala no sistema, pois os comprimentos a e ¢ modificam-se sob
essas transformagées. Contudo, para determinados valores dos pardmetros externos (B e
T, neste caso), o comprimento de correlagdo torna-se infinito. Esta divergéncia identifica
aquilo a que se chama uma transi¢do de fase de segunda ordem. Os valores dos parametros,
para os quais isto acontece, dizem-se pontos criticos e o estudo dos sistemas na vizinhanca
destes pontos criticos designa-se por estudo dos fenémenos criticos. Quando um sistema
se encontra no ponto critico, para fun¢des de correlacdo definidas para distancias muito
maiores que o comprimento a e muito menores que o comprimento de correlacdo, estes
dois comprimentos perdem a relevancia e o sistema torna-se invariante sob transformacées
de escala.
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No exemplo aqui tratado, as quantidades termodindmicas (como o calor especifico.
por exemplo) sdo funcdes analiticas de T e B, excepto na linha B =0,T <7, {ver figura
1.2.2).

B Transicdo de 22 ordem

Transicdo de 12 ordem

FIGURA 1.2.2. Diagrama de fase.

A magnetizacio M é uma fungdo de B e de T. A baixa temperatura (T < T.).
M é descontinua ao longo da linha B = 0, o que caracteriza uma transi¢do de fase de
primeira ordem. A alta temperatura (T > T,), M é continua e a sua derivada em ordem
a B é finita (o comprimento-de correlagdo é finito). A medida que T se aproxima de
T., o comprimento de correlagdo vai aumentando até ser infinito em T = T, onde a
magnetizacdo M é continua mas a sua derivada em ordem a Bé divergente no ponto
B = 0 (ver figura 1.2.3).

M1 M M

r<r. _—  T=T T>T,

_/

FIGURA 1.2.3. Magnetizagdo em fungéo de B para vérios valores de T.
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No ponto critico T' = T, B = 0, ocorre uma transicdo de fase de segunda ordem e
existem flutuagoes a todas as escalas. Isto significa que dentro de regides de spin -1
encontram-se regides de spin —1, sendo esta estrutura auto-semelhante (o aspecto geral
destas regiGes é sempre semelhante, quer se observem zonas do espago muito grandes ou
muito pequenas, desde que o comprimento dessas zonas seja menor que £). No ponto
critico, as fungdes de correlagdo ndo seguem o comportamento (1.2.2), mas seguem antes
uma lei polinomial do tipo

1
Gz] ~ I’l—]‘n, (123)
onde 7 se designa por ezpoente critico.

O modelo de Ising aqui descrito é apenas um dos muitos modelos que permitem a
descrigao de sistemas fisicos complexos com interagdes locais. Uma das ideias mais impor-
tantes no estudo dos fenémenos criticos é a ideia de universalidade, que se pode exprimir
da seguinte forma: apesar da grande variedade de modelos que possuem pontos criticos,
0s seus comportamentos no ponto critico pertencem a um conjunto discreto de classes
de universalidade que sdo caracterizadas pelos expoentes criticos. A teoria de campo
conforme permite classificar parcialmente estas classes de universalidade (ver [25, 32)).

Existe uma classe particular de sistemas criticos, onde a temperatura critica é nula
ou muito baixa quando comparada com as energias relevantes dos sistemas - sio os
sistemas criticos quanticos. Uma descricdo quantica destes sistemas é indispensdvel. A
diferenca essencial relativamente a sistemas cldssicos é que as flutuagdes que originam as
funcdes de correlacdo ndo sdo de origem térmica mas quantica. Em sistemas quénticos
unidimensionais com temperatura critica T = 0K, as fun¢des de correlacdo no ponto
critico seguem uma lei polinomial semelhante a (1.2.3).

O trabalho fundamental que desvendou a natureza da relagio entre os fenémenos
criticos e a teoria de campo conforme foi um artigo de Belavin, Polyakov e Zamolodchikov
[2]. Outras referéncias importantes sobre o assunto sio [7, 8, 25, 32, 35, 37, 39, 33, 36].

1.3. Aplicacoes a modelos electrénicos unidimensionais

Um exemplo importante de um sistema quintico unidimensional é o modelo de Hub-
bard unidimensional ou a cadeia de Hubbard. Na segunda parte desta tese, aplica-se
a teoria de campo conforme a este modelo, que é muito importante para o estudo das
correlacoes electrénicas porque é um modelo aparentemente muito simples, mas onde
se consideram algumas das caracteristicas fundamentais dos fenémenos que ocorrem na
Fisica da matéria condensada [45, 59]. O modelo descreve electrdes num sélido unidimen-
sional. Estes electroes interactuam fortemente e na definicio do modelo consideram-se
interaccoes nao lineares entre electrdes. A solugdo exacta deste modelo pode ser obti-
da através do método designado na literatura por "Bethe Ansatz”. E possivel aplicar a
teoria de campo conforme ao modelo de Hubbard unidimensional usando a solugdo ob-
tida através do método "Bethe Ansatz” e a dlgebra de operadores de pseudoparticulas,
que foi introduzida em [12, 17, 18, 19]. Esta &lgebra gera todos os estados préprios do
Hamiltoniano do modelo a partir do vicuo electrénico e permite descrever os fenémenos
criticos do sistema, para determinados valores finitos da energia, usando a teoria de campo
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conforme. De facto, combinando os resultados obtidos a partir da aplicacao da teoria de
campo conforme com o nimero infinito de leis de conservagao associadas a integrabilidade
do modelo prova-se que, para determinadas energias finitas wp, € possivel determinar os
expoentes criticos para as funcées de correlagdo dos campos fisicos definidas para energias
(w — wp) pequenas. Até agora, apenas os sistemas criticos de baixa energia (com wy = 0)
tinham sido estudados através da teoria de campo conforme. Os resultados apresentados
na segunda parte desta tese foram introduzidos em [9, 15] e sdo uma generalizacio do es-
tudo a baixa energia descrito em [12]. A teoria apresentada pode ser aplicada a qualquer
modelo electrénico unidimensional integravel e permite obter informagcao relevante sobre
as propriedades electrénicas a energias finitas de sélidos quasi-unidimensionais.

1.4. Organizacao da tese

Esta tese divide-se em duas partes. Na parte I, sdo apresentados os conceitos e resul-
tados bdsicos da teoria de campo conforme. A apresentacdo da teoria segue de perto as
referéncias [32, 35, 56]. No capitulo 2 define-se, de forma matematica rigorosa, o conceito
de transformacdo conforme, apresentam-se alguns exemplos e classificam-se os tipos de
transformacdes conformes para as situagdes mais importantes. No capitulo 3 estuda-se
um grupo importante de transformagdes conformes - as transformagdes conformes globais
- e prova-se que os geradores das transformagdes conformes infinitesimais formam uma
algebra de Lie de dimensdo infinita — a dlgebra de Witt. No capitulo 4 é discutida a forma
como a invariancia conforme é utilizada em modelos da fisica quintica. Define-se o tensor
energia-momento, descrevem-se as leis de transformagao de alguns campos ”especiais” da
teoria — os campos primérios e quasi-primdrios —, estuda-se a dlgebra de Virasoro, que
é a algebra de Lie dos geradores das transformagdes conformes, apresenta-se um método
para determinar as dimensdes conformes (ou expoentes criticos) dos campos primarios da
teoria e, finalmente, descreve-se resumidamente a axiomdtica da teoria de campo confor-
me. No capitulo 5 estuda-se, de forma matemdtica rigorosa, a teoria de representacdo da
algebra de Virasoro.

A parte IT é dedicada & aplicacio da teoria apresentada na parte I ao problema quéantico
do modelo de Hubbard unidimensional. No capitulo 6 define-se o modelo de Hubbard
unidimensional, introduz-se a dlgebra de operadores de pseudoparticulas, discutem-se as
consequéncias da infinidade de leis de conservagio do sistema e apresenta-se o Hamilto-
niano do modelo no ponto critico. No capitulo 7 estuda-se a teoria de campo conforme
associada ao modelo. Determina-se a representacio das dlgebras de Virasoro do modelo.
determinam-se as dimensdes conformes dos campos primdrios e apresenta-se a férmula
geral para as fungdes de correlagio dos campos fisicos. Finalmente, no tltimo capitulo.
apresentam-se as conclusdes desta tese.
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CAP{TULO 2
Transformagoes conformes

2.1. Variedades semi-Riemannianas

Nesta sec¢do define-se o conceito de variedade semi-Riemanniana, que € suficientemen-
te geral para definir os espagos de base para a teoria de campo conforme. Apresenta-se um
exemplo que, ao longo dos préximos capitulos, vai servir para exemplificar os conceitos e
que é muito importante nas aplicagdes da teoria de campo conforme.

DEFINICAO 2.1.1. Uma variedade semi-Riemanniana é um par (M, g), onde M é uma
variedade diferencial de classe C® e g é um campo tensorial diferencidvel que associa a
cada ponto a € M uma forma bilinear, ndo degenerada e simétrica!, definida no espaco
tangente a variedade M no ponto a:

9o ToM x T, M — R. (2.1.3)
OBSERVAGAO 2.1.2. Considerem-se coordenadas locais, z*,z?%, ... ,z", da variedade
semi-Riemanniana M, de dimensdo n, dadas por uma carta de coordenadas:
p: U=V

¢(a) = (ml(a), . ,:L'"(a)) ,

onde U é um subconjunto aberto de M e V é um subconjunto aberto de R*. A forma
bilinear referida na defini¢io anterior pode ser representada por

9.(X,Y) = gu(a) X*Y", (2.1.4)
onde os vectores X,Y pertencem a T, M e, na base
d

(9M'=“@, (‘I.L'——l,...,n),

tém a representacio X = X*#9, e Y = Y*0,. A forma bilinear pode ser representada
matricialmente, da seguinte forma:

[N]
s
(@]}
N

9o = [gl"’(a)]u,uzl,...,n : ( b

!Na forma matricial, a forma g, é ndo degenerada se e sé se
det [gu,(a)] #0, paraae M, ' (2.1.1)
e é simétrica se e s6 se
[gu,,(a)]T =[guv(a)] paraael. (2.1.2)

A diferenciabilidade do campo tensorial g implica a diferenciabilidade dos coeficientes de matriz g,.(a)
relativamente a a. Esta matriz é frequentemente designada na literatura por métrica.

15
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EXEMPLO 2.1.3. Os espagos RP? definem-se da seguinte forma:

RPY = (R”+’1,_qp"1) (p.q € Ny), (2.1.6)
onde
14 L p+q o
PUXY) =Y XY - ¥ XY (2.1.7)
=1 i=p+1

De acordo com a observacio anterior, a representacdo matricial da forma bilinear ghd é
diagonal e dada por

(9] = [ 1{)’ _12 } : (2.1.8)

onde 1, e 14 sdo as matrizes unidade de dimenséo p e g, respectivamente, e 0 representa,
matrizes com todas as entradas nulas e com as dimensdes convenientes, de forma a que
a matriz (2.1.8) tenha dimensGes (p + ¢) X (p + q). De acordo com a definicdo 2.1.1 e
com a observacdo 2.1.2; os espagos RP? sdo variedades semi-Riemannianas. Ao espago
RM chama-se espaco de Minkowski bidimensional e o espago R*Y designa-se por espaco
Fuclideano bidimensional.

2.2. Transformagoes conformes e campos de Killing conformes

Nesta secgao definem-se os conceitos de transformacao conforme e de campos de Killing
conformes. Este tltimo conceito ¢ 1til para classificar as tranformagcdes conformes, como
se verd na préxima seccio.

DEeFINIGAO 2.2.1. Considerem-se duas variedades semi-Riemannianas, que se repre-
sentam por (M,g) e (M', g'). Sejam U e V dois subconjuntos abertos de M e de M’,
respectivamente. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : U — V diz-se uma transformacdo
conforme se existir uma funcdo diferencidvel Q : U — R_, tal que

©*g = 0%, (2.2.1)
onde se define |
v*g'(X,Y) = g (Dp(X), De(Y)), (2.2.2)
e Do : TU — TV representa a derivada de ¢. A funcio Q chama-se factor conforme de
©.
A seguir apresenta-se uma outra forma de caracterizar uma transformagio conforme que
é muito dtil na prdtica.

TEOREMA 2.2.2. Considerem-se duas variedades semi-Riemannianas, que se repre-
sentam por (M, g) e (M',g') e representem-se por U e V dois subconjuntos abertos de
M e de M', respectivamente. Suponha-se que a aplicacdo ¢ : U — V ¢é uma aplicacdo
diferencidvel. Entdo, a aplicacdo ¢ € conforme se e sd se

Q2guu = (gz,J o Qp)au(;ozauﬁo] (223)
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DEMONSTRACAO. De acordo com a observagao 2.1.2 as formas bilineares g e ¢’ podem
ser representadas, em coordenadas locais das variedades M e M', respectivamente. por
9.(X,Y) =g (a) XHY"
Tota)(D9(X), Dp(Y)) =gi;(0(a)) (Dp( X)) (De(Y))’,
onde a € U. A condigdo de transformagdo conforme (2.2.1) é dada. nesta representagdo,
por o
9i(0(a))8,9' 0,0’ X*Y" = Qg () X*Y™
Como esta equagio tem que ser vélida para qualquer ponto a € U, € natural escrever
Q2gp.u = (g:] o Qa)au(plau(p]
C
Apresenta-se agora o primeiro resultado tedrico que descreve o conjunto de transformagdes
conformes, num subconjunto aberto e conexo, do plano Euclideano R*°.

TEOREMA 2.2.3. Seja M um subconjunto aberto e conezo do conjunto dos numeros
complezos, C. As transformacdes conformes definidas em M e com valores em C, consi-
derando que M e C estdo equipadas com a estrutura do plano Euclideano, sdo as fungdes
holomorfas ou anti-holomorfas localmente invertiveis e o seu factor conforme é dado pelo

Jacobiano da transformagdo.

DEMONSTRACAO. Identifique-se o plano Euclideano R com o plano complexo C e
represente-se um ponto do plano complexo na forma z = z + iy, onde z e y sdo numeros
reais. Seja a aplicacdo ¢ : M — C definida por ¢(z) = u(z) + iv(z), onde u(z) e v(z) sdo
funcdes reais de varidvel complexa. De acordo com o teorema 2.2.2, ¢ é conforme se e s6

se
Qg = (gi; 0 0)0up 00’
Por outro lado, pela equagdo (2.1.8), no plano Euclideano a métrica é dada por

(9] = [g5] = [é (1)]

Substituindo na condicdo de transformacio conforme, surgem as seguintes equagoes
2 .2 _ 02

uy + vy =8

2 2 _ N2

Uy +v, =

Uz Uy + VzUy = 0.

A
%)
N
e

S’

2
=

Portanto, ¢ é conforme se e s6 se as equagdes (2.2.4) sdo verificadas e se Q* = uZ ~v
uy + vl # 0.

Supondo que ¢ é conforme, as equacdes (2.2.4) implicam que os vectores (uz,Vz),
(uy, vy), considerados como vectores do plano Euclideano, sejam perpendiculares e tenham
norma Q2. A partir da figura 2.2.1, é ébvio que isto s6 acontece em duas situagdes: quando
Uz = vy € Uy = —Uy, isto é, quando a fun¢do ¢ é holomorfa, ou entdo quando u; = —vy €
u, = vg, ou seja, quando a fungio ¢ é anti-holomorfa. Como se admite que Q? = u2+vZ =
u; + vz # 0, e porque ¢ é holomorfa ou anti-holomorfa, entdo o jacobiano da aplicagéo ¢

(determinante da derivada ou da matriz jacobiana) é ndo nulo e consequentemente, pelo
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"holomorfa” \ )

(uy, vy)

(uz, vz)

P

(uy, vy)

' anti-holomorfa

” .

FIGURA 2.2.1. Vectores (uz, vg), (Uy, Uy)

teorema da aplicagdo inversa, a aplicagdo ¢ é localmente invertivel. Provou-se portanto
que, se ¢ é conforme, entdo ¢ é holomorfa ou anti-holomorfa, e tem inversa local.

Prova-se agora o resultado reciproco. Se ¢ é holomorfa e localmente invertivel, entdo
Uz = Uy, Uy = —Ug € Ugly — Uy, # 0 e portanto,

2,2
ul + v = Uy + Uy = Ugly — Uylz F 0
UglUy + Uy = 0.

Entdo, a partir destas dltimas equagdes, é ficil ver que as condigBes (2.2.4) sdo satisfeitas
e portanto a aplicag@o ¢ é uma transformacio conforme. O

EXEMPLO 2.2.4. Considerem-se agora apenas as aplicacdes lineares definidas em todo
o plano R*® = C, i.e. , o conjunto das aplicacdes lineares ¢ : R*? i R?®. Como estas
aplicagdes sdo lineares, admitem uma representagido matricial do tipo

a b
A= 225
¢ b, (2.2.3)
onde a, b, ¢, d sao numeros reais. Pelo teorema anterior, a transformacao ¢ é conforme se
esésea’+c2#0e a=db=—-coua=—d, b =c. As transformagdes conformes

correspondentes, definidas no plano complexo, sdo dadas por

©(z) = p(z +1y) = (az + by) +i{cz + dy) = (a + ic)(z + iy) = (7,
(2.2.6)

ou por

o(z) = p(z +1y) = (az + by) +i(cz + dy) = (a + ic)(z — iy) = (Z,
(2.2.7)
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M

FIGURA 2.2.2. Angulo entre curvas no ponto a.

respectivamente, onde ( = a + ic # 0.
Define-se o dngulo entre dois nimeros complexos, z e w, pela férmula:
W
(z,w) = —. 2.2.8
()= (228)

Considerando as tranformacdes lineares conformes ¢(z) = (z e ¢(z) = (Z, é claro que

0(0(2), p(w)) = 8(z, w). (2.2.9)

Tem-se também que, se 6(¢(z), o(w)) = 0(z, w) para aplicacdes lineares, entdo a aplicagao
o(z) = u(z) + w(z) é anti-holomorfa localmente invertivel ou é holomorfa localmente
invertivel. Entdo, pelo teorema 2.2.3, a aplicagdo ¢ é conforme. Conclui-se portanto
que as aplicacbes lineares conformes ¢ : R*? — R?*Y sio precisamente as aplicagGes que
preservam os angulos.

Considerem-se agora as transformacdes conformes, ¢, definidas num conjunto aberto e
conexo, M C C, e com valores em C. Definam-se, em M, as funcdes diferencidveis
ou curvas, z(t) e w(t), que partem do ponto a € M, ie., z(0) = w(0) = q, e tais
que 2(0) # w(0). O angulo entre as duas curvas no ponto a é ébviamente dado por
6(2(0),w(0)). A defini¢do que se segue surge agora naturalmente (ver figura 2.2.2).

DEFINICAO 2.2.5. Considere-se uma aplicac¢do ¢, definida num conjunto aberto e co-
nexo, M C C, e com valores em C. Definam-se, em M, as funcgoes diferencidveis ou curvas,
z(t) e w(t), que partem do ponto a € M, i.e., z(0) = w(0) = a, e tais que 2(0) # 0 # w(0).
Defina-se z, = @ o 2, w, = ¢ o w. Entdo, diz-se que ¢ preserva localmente os angulos, se
e 56 se

8(2(0), w(0)) = (7,(0), w,(0)). (2.2.10)
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F1curaA 2.2.3. Preservacdo local de dngulos.

para todos os pontos a € M e para todas as curvas z(t), w(t) definidas em M.

Para uma ilustragdo geométrica desta defini¢do, observe-se a figura 2.2.3.
E agora possivel uma outra caracterizagdo das transformages conformes no plano eucli-
deano.

TEOREMA 2.2.6. Considere-se uma aplica¢do ¢ : M — C, onde M C C é um conjun-
to aberto e conexo. Entdo ¢ € uma transformagdo conforme se e s se ¢ preserva dngulos
localmente.

DEMONSTRAGAO. Suponha-se que ¢ preserva os angulos localmente, i.e. ,
0(2(0),w(0)) = 6(25(0), wy(0)).
Como Z,(0) = Dy(a)(£(0)) e uma expressdo andloga é vélida para u,(0), tem-se que
6(2(0), w(0)) = 8(De(a)(2(0)), De(a)(w(0))).
Como esta ultima igualdade é vélida para qualquer ponto a € M, e para quaisquer curvas
2(t), w(t) com z(0) = w(0) = a e 2(0) # 0 # w(0), tem-se que
0(2(0),w(0)) = 8(Dy(a)(§), Dp(a)(n)) V&, ne C\ {0},

ou seja Dy, que é obviamente linear, preserva os dngulos e portanto, pelo que se disse no
exemplo 2.2.4, é conforme para qualquer a € M. Mas se

ug(a) uy(a) ]
Dy(a) = y 2.2.11
ola) [ v:{a) vy(a) 22.10)
é conforme entdo, como ¢ linear, tem-se que u2+v2 # 0 e, u, = Vy, Uy = —Ug OU Uy = —Vy,

Uy = Ug, l.e., @ é localmente invertivel holomorfa ou anti-holomorfa, e portanto, de acordo
com o teorema 2.2.3, é conforme.
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Prova-se agora o resultado reciproco. Supondo que ¢ é conforme, pelo teorema 2.2.3
tem-se que ¢ é holomorfa ou anti-holomorfa localmente invertivel e portanto u? + v # 0,
Uy = Vy, Uy = —Uy OU Uy = —Uy, Uy = Uz. Por outro lado a aplicagdo Dy(a) : M — C
é linear e, de acordo com a sua representacio matricial (2.2.11) e com o exemplo 2.2.4.
tem-se que Dy(a) é uma transformacdo linear conforme pelo que preserva angulos. Pode
portanto escrever-se

8(2(0),w(0)) = 8(Dw(a)(£(0)), Dip(a)(w(0))),

para quaisquer curvas diferencidveis z(t), w(t) com z(0) = w(0) = a e £(0) # 0 # w(0).
Esta tltima expressdo pode escrever-se na forma

8(2(0),%(0)) = 6(2,(0), wy(0))-

Como esta andlise é vilida para qualquer ponto a € M, tem-se que ¢ preserva os angulos
localmente. O

Para caracterizar as transformacdes conformes nos espagos RP¢, ¢ itil introduzir o
conceito de grupo local associado a um campo vectorial. E o que se apresenta de seguida.

DEFINIGAO 2.2.7. Considere-se um campo vectorial diferencidvel X : M — R", onde
M C RPY é um conjunto aberto. Considere-se ainda a equacdo diferencial auténoma

¥=X(), (2.2.12)

para curvas v = v(t) € M. Designa-se por grupo local a um pardmetro ou fluro, e

representa-se por (gof )t , 0 grupo cujos elementos sdo as solugdes das equagdes diferen-

Ezdi (9"){(’5’ a)) =X (‘PX(t, a)) ; (2.2.13)

com a condicdo inicial ¢X(0,a) = a.

OBSERVAGAO 2.2.8. Um resultado fundamental da teoria de equacdes diferenciais or-
dindrias, conhecido como o teorema de existéncia e unicidade (ver, por exemplo, [37]).
garante que para cada a € M, a solu¢io da equagio (2.2.12) existe e é inica num in-
tervalo mdximo ]t7,t7[. Definindo M; = {a € M :t; <t < t]}, é natural escrever

¢X(a) = ¢*(t,a) para qualquer valor a € M;.

Introduz-se agora o conceito de campo de Killing conforme, que vai permitir classificar
as transformacoes conformes nos espagos RP9.

DEFINIGAO 2.2.9. Um campo vectorial X, definido num conjunto M C RP4, diz-se
um campo de Killing conforme se X é uma, transformagio conforme numa vizinhanga de
0 (em t).

Na literatura da Fisica, utiliza-se o conceito de ”transformacdo conforme infinitesimal”
(2,7, 25,32, 55]. A relagdo entre este conceito e o campo de Killing conforme é explicitada
na préoxima definicao.
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DEFINIGAO 2.2.10. Uma transformagao conforme, ¢ : M — RPY, definida num con-
junto aberto M C RPY, diz-se uma transformagdo conforme infinitesimal associada ao
campo de Killing conforme X, se

o(z) =z +tX(z2), (2.2.14)
onde ¢t é um valor suficientemente pequeno, definido numa vizinhanga de ¢t = 0.

Esta definigdo faz sentido, pois desenvolvendo ¥ (¢, z) em série de Taylor, até & primeira
ordem em ¢, em torno de ¢ = 0 e utilizando a equagdo de fluxo (2.2.13), obtém-se a

expressdo (2.2.14). E clara a importéncia dos campos de Killing conformes na classificacdo
das transformagdes conformes, pois estas sdo apenas a versdo "finita” das transformacdes

conformes infinitesimais.
Antes de apresentar o préximo resultado tedrico, defina-se a seguinte notagdo, para funcoes
diferencidveis f : M — R e campos vectoriais X : M — RP?, onde M é um subconjunto

de RP4,

fo = 8,f (2.2.15)

X, I X", (2.2.16)

TEOREMA 2.2.11. Considere-se um conjunto aberto M C RPY e seja X um campo de
Killing conforme, com coordenadas

X =(X'...,X™) = X0, (2.2.17)

na base das coordenadas cartesianas em R*. Entdo, eziste uma funcdo diferencidvel k :

M — R, que verifica a condigdo

Xy +Xop = K- (2.2.18)

DEMONSTRAGAO. Seja (¢1)ter 0 grupo local associado ao campo de Killing conforme
X. Entao, pela definicdo 2.2.9, ¢, é uma transformacgdo conforme desde que t esteja
numa vizinhanga de 0. Seja M, essa vizinhanca. Entdo, por defini¢do de transformacio

conforme, tem-se que
(019)uw(a) = 93(:(a))But0upt = (Qu(a))? gy ().
Derivando esta expressdo em ordem a varidvel £, no ponto ¢t = 0, tem-se:

& (@) 000(0)) Lo = & (55(0(0)) 2,0, o
= Gij (aquf)aV% + au‘PfﬁV%)
= 0,0viX*(a) + 8,9, X (a)
=X, u(a) + X, .(a).

Definindo a fun¢do x(a) = £02(a)|i=0, como g,.(a) ndo depende de ¢, tem-se que’

Xuw(a) + Xy,u(a) = w(a)gu(a).
O

Considerando este ultimo teorema é natural definir uma funcdo x associada a um campo
de Killing conforme. E o que se faz na préxima defini¢éo.
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DEFINIGAO 2.2.12. Considere-se uma funcao diferencidvel x : M — R. onde W & RPY
¢ um conjunto aberto. Esta funcdo designa-se por factor de Killing conforme, se existir
um campo de Killing conforme, .X, tal que

PAYTRY + ‘Yu,p, = KGuv- (2219\

Na literatura da Fisica [2, 7, 25, 32, 53] é usual designar a equagdo (2.2.19) por equagdo
de Killing-Cartan .

E agora possivel enunciar e demonstrar um resultado muito util, na prética. para
classificar transformacdes conformes. Este resultado permite determinar os factores de
Killing conformes a partir de uma equacdo diferencial.

TEOREMA 2.2.13. Considere-se uma funcdo diferencidvel x : M — R, onde M € um.
subconjunto aberto de RPY. A fungao k € um factor de Killing conforme se e s0 se

(n—2)Kkp + gulgk =0, (2.2.20)
onde Ay = gF0b en=p+q.

DEMONSTRAGAO. (no sentido =) Seja k : M — M um factor de Killing conforme.
Entdo, pela definicio anterior, existe um campo de Killing conforme X, para o qual se
verifica

Xuw + Xop = Ky,

e é portanto claro que se tem a igualdade
OO (Xu,,, + Xy,#) = K kiGuw- (2.2.21?}

E trivial provar que

8k6l(Xu,,, -+ Xv,,,#) -+ BMBV(X,CJ - /Yl,k) - BZBM(X,C,,, -+ X,,’k) - 6,,6;3(X#,l - Xl,u) = {.
(2.2.92)

Aplicando agora a igualdade (2.2.21) & expressdo (2.2.22) e multiplicando a expressao
anterior por g™, tem-se

9 Gk g + 9" gk — gklgkuf‘&,zu — M gur =0

& guwlAgk + é'fn,u,, - 5,1,/‘@,1;; — 5ﬁ/~:yyk =0

& gk + (n—2)K 4 =0,
onde se usou o facto de g, ser simétrico. A implicagdo = fica assim provada. O resultado

reciproco vai ser provado para o caso p+ ¢ > 2, na sec¢io seguinte. Para o caso do plano
euclideano e do plano de Minkowski, a demonstragio encontra-se em [56]. C

2.3. A classificacdo das transformagoes conformes

Nesta seccao classificam-se as transformacoes conformes definidas em RP? e determina-
se a forma dos campos de Killing associados a essas transformacdes conformes. Para tal.
recorre-se ao teorema 2.2.13. Analisam-se separadamente os casos p+¢q¢ > 2,p=2,q=10
ep=1,qg=1.
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TEOREMA 2.3.1. Considere-se um conjunto, aberto e conezo, M C RPY, onde p—q >
2. Entao, qualquer campo de Killing conforme, X : M — RPY tem a forma

X(z) = 2{(z,b)z* — (z,2)b* + \z + a + wz, (2.3.1)
onde byc € R*, A € R, (z,b) = g,,2"¢" e w é uma matriz que verifica a equagdo

‘ wTgh? + gP9wT =0, (2.3.2)
onde wT € a matriz transposta de w.

DEMONSTRAGAO. A partir do teorema 2.2.13 e da equagdo (2.2.20), considerando
1 = v, tem-se que

(n — 2)K pp + guulgr = 0. (2.3.3)
Multiplicando esta equacao por ¢** e somando sobre o indice i, obtém-se
& Agk =0,

onde se utilizou a propriedade de g,, ser uma matriz diagonal. Substituindo este resultado
em (2.3.3), tem-se que k,, = 0. Para u # v, gu = 0 e a equagdo (2.2.20) resulta em
K = 0. Conclui-se entdo que & ,, =0 VYu,v, ou seja,

a,,auli = O = ap,Kf = c#)

onde ¢y, 4 = 1,...,n sdo constantes reais. Primitivando a expressdo anterior em ordem

a varidvel u, determinam-se as seguintes solu¢des para os factores de Killing conformes
k(q) = A+ cuq”, (2.3.4)

onde ¢ = (¢*,...,¢") € M e X é um nimero real. Suponha-se que k¥ = 0 ¢ identicamente

nula em M. Entdo, substituindo x = 0 na equagdo (2.2.19), que define o factor de Killing
conforme, e considerando u = v, tem-se que

Xﬂ,,p. =0= aug”“gur)(r =0« auXu = O,

e portanto X* ndo depende de ¢#. Considerando agora que p # v, a equagdo (2.2.19)
resulta (com x = 0) em

X+ X0, =08 0,9, X"+ 0,9, X" =0.
Primitivando as componentes do campo, determina-se o campo associado para x = 0,
X*(q) = o™ + whq”, (2.3.3)

onde w¥ sdo constantes reais. Se w? = 0, para todos os valores de v, entdo X*(q) = a*
e portanto o fluxo, correspondente a este campo, que é dado pela equagdo (2.2.13), é
determinado pela solucdo da equagdo diferencial

%(wx(t,q)) =a

©*(0,9) = g,
que ¢é dada por

©*(t,q) = g+ ta (2.3.6)
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e que é globalmente definida. E claro que as translagdes o~ (¢,q) = q + ta sdo conformes
em RP?. Conclui-se portanto que, de acordo com a definigdo 2.2.9, X (¢) = « é um campo
de Killing conforme. Considerando agora que & = 0 e w = (w¥), a equagdo (2.2.19) resulta
em 8, 9,,wiq® + 0,9,-wig" = 0 e daqui conclui-se imediatamente que

Gur], + G, = 0.
O conjunto de solugdes w destas equagdes podem representar-se na forma matricial como
90(17: Q) = {w : ngp,q + gp,qw — 0}

O fluxo associado ao campo X = wq é determinado pela solu¢do da equagio diferencial

d, x
(@7 (t.9)) = wa
©*(0,q) = q,
que é dada por
¢*(t,9) = e*q (2.3.7)

e que é globalmente definida. Como se verifica facilmente a partir da expressdo (2.2.3).
estas aplicagoes sdo transformagoes conformes. Conclui-se, portanto, que os campos X =
wq sao campos de Killing.

Considere-se agora o caso em que o factor de Killing conforme é constante, ou seja.
k= A #0. A equagdo (2.2.19) é, neste caso, dada por

X“yy + XV)”’ = Ag“u'

Para p # v, a equacdo j4 foi analisada. Para u = v, determina-se facilmente que
A
Xt = —2—q” + ok,

mas como o segundo termo deste campo jd foi analisado, determina-se agora apenas o
fluxo associado ao primeiro termo deste campo, que é claramente dado por

0¥ (t,q) = e?'q. " (2.3.8)

A partir da expressdo (2.2.3), prova-se facilmente que estas aplicagdes sdo conformes.
Conclui-se portanto que X = %q é um campo de Killing conforme.

Considere-se, finalmente, o caso em que o factor de Killing conforme ndo tem termo
constante. Como se observa na expressdo (2.3.4), x(q) é uma funcio linear de g e, portanto,
pode-se escrever

r(q) = 4g, b),
onde ¢ € R*, b € R\ {0} e a forma bilinear é definida por (g,b) = g,,¢*v*. Usando o
campo

X*#(q) = 2(q,b)g" — (g, )¥*, (2.3.9)

prova-se facilmente que
Xu,u + Xu,u, = K;(q)gp,u-
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Conclui-se que o campo associado a &(¢) = 4(g, b) é o campo (2.3.9). O fluxo associado a
este campo vectorial é determinado pela solugdo da equacao diferencial

d
(07 (t.9)) = 2g, b)g — (¢, 9)b
0¥ (0,9) =4¢,
que é dada por
~(q,q)tb
@X(t,Q) _ q (q Q> (2310)

Esta solugao sé estd definida num intervalo mdximo, em torno de ¢ = 0, que esteja contido
no conjunto {t € R: 1 — 2(g,tb) + (g, q)(th, tb) # 0}. A partir da expressdo (2.2.3) é ficil
provar que estas aplicagbes sdo conformes em torno de ¢ = 0. Conclui-se assim que
o campo (2.3.9) é um campo de Killing conforme. Combinando as expressdes para os
campos de Killing conformes, encontradas para as vdrias situacoes, determina-se a forma
geral para um campo de Killing conforme, que é dada por (2.3.1). a

OBSERVAGAO 2.3.2. Na anilise efectuada na demonstracdo do teorema anterior partiu-
se sempre da equagdo que relaciona o factor de Killing conforme com o campo de Killing
conforme, concluindo que para fung¢des £ que obedegam a equagdo (2.2.20) existe sem-
pre associado um campo de Killing conforme. Provou-se portanto a implicacdo < do
teorema 2.2.13, paran =p+q > 2.

A partir do teorema 2.3.1 e da sua demonstragao torna-se facil classificar as transformacdes
conformes em RP4, com p + g > 2. E o que se faz no teorema que agora se apresenta.

TEOREMA 2.3.3. Considere-se um conjunto aberto e conexo M C RPY. Qualquer
transformacao conforme, ¢ : M — RPY n=p+q > 2, é uma composicao das sequintes
transformacdes: '

(1) tranlacgdes x — z + ¢, onde ¢ € R™,

(it) transformagées ortogonais = — Az, onde A € O(p, q)%.

(i) dilatagdes T — ez, onde ) € R,

(1v) transformacdes conformes especiais:

z—{(z,z)b
1= 2z, b) + (z,z)(b,b)’

DEMONSTRAGAO. Recordando as transformagdes conformes associadas aos campos de
Killing conformes determinados na demonstracio do teorema 2.3.1, estas sao de quatro
tipos diferentes,

(i) As transformagodes conformes associadas ao fluxo (2.3.6) sdo do tipo ¢(g) = ¢+ a.

(i) As transformagdes conformes associadas ao fluxo (2.3.7) sdo do tipo ¢(gq) = e“q.
Como se viu na demonstracdo do teorema 2.3.1, a matriz w pertence aos elementos da
dlgebra de Lie® gy(p, q), ¥ pertence ao grupo de Lie associado, que é o grupo O(p, q) das

onde b € R*. (2.3.11)

T —

2O(p, q) simboliza o grupo das matrizes ortogonais, i.e. , O(p,q) = {A € R"*" : (Az, Az') = (z,7')},
onde a forma bilinear simétrica é dada por g?9.

3Uma 4lgebra de Lie é um espago vectorial g, equipado com uma, operagdo bilinear [.,.] :gxg— g
que verifica as propriedades
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matrizes ortogonais (ver [22]), e as transformagdes conformes sdo do tipo ¢(g) = Ag. onde
A e O(p,q).
(iii) As transformagGes conformes associadas ao fluxo (2.3.8) sdo do tipo ¢(q) = e*q.

(iv) As transformacdes conformes associadas ao fluxo (2.3.10) sdo do tipo (g) =

9—(2,9)b
1-2 <qy ) (qu)(bvb) o - - -
Por outro lado, as composicées de transformagdes conformes sio transformacdes con-

formes, como se deduz facilmente a partir da defini¢do de transformacao conforme. Conclui-
se portanto que as transformagoes conformes ¢ : M +— RP? n = p+q > 2 sao composm;oea
das transformacgdes (i), (ii), (iii) e (iv). C

Recorde-se que a classificacdo das transformagbes conformes no plano Euclideano
(R*?) j4 foi apresentada e discutida no teorema 2.2.3. Neste caso, as transfomacdes con-
formes sdo todas as transfomagdes holomorfas e anti-holomorfas localmente invertiveis.

Apresenta-se agora a ultima situagdo interessante: a classificagdo das transformacoes
conformes no plano de Minkowski R,

TEOREMA 2.3.4. Seja M C RY! um conjunto aberto e conero. Uma aplicacdo dife-
rencidvel ¢ : M — RY, onde ¢ = (u,v), diz-se uma transformacdo conforme se e s¢
se

ui—vZ > 0 (2.3.12)
Ug = Uy, Uy = Vg OU Uy = —Uy, Uy = —Uj. (2.3.13)

DEMONSTRAGAO. Considere-se que a aplicagio ¢ = (u,v) é uma transformacio con-

forme, ou seja, de acordo com a defini¢do 2.2.1, verifica-se a condicdo

gij(@(a))au<ﬂiau¢j = Q2guu7

que, na presente situagao, é equivalente a

2 — N2
uy —vs =

2
T
2 — 2 —_— 2 ;) : \.
w2 —v? = -0 (2.3.14)
Ugly — UgUy = 0,

onde Q? > 0. A partir destas equacdes deduz-se facilmente que u, = Uy € Uy = Uz OU

Uz = —Vy € Uy = —Uy.

Prova-se agora a implicagdo <. Considere-se que Q? = u2 — v2 > 0. Entdo. como
Up = Uy, Uy = Uz OU Uy = —Uy, Uy = —VUg, tem-se que ¢ = (u,v) verifica as equagdes
(2.3.14) e é portanto uma transformagdo conforme. C

1) [z,z] =0, Vz € g (anti-simetria),

2) [z, [y, 2]] + ly, [z, 2] + [2,[z,9]] = 0, Vz,y, 2 € g (identidade de Jacobi).

Os elementos de uma base de uma 4lgebra de Lie designam-se por geradores da dlgebra. A operagio
bilinear [.,.] designa-se por comutador ou paréntesis de Lie. E possivel associar a uma lgebra de Lie, um
grupo de Lie. Um grupo de Lie é basicamente uma variedade diferencidvel que também é um grupo, sendo
as duas estruturas compativeis (ver [22, 34, 61, 62]). A associa¢io entre uma algebra de Lie g e um grupo
de Lie G é feita através de uma aplicagio ” exp”, que define uma carta de coordenadas para o grupo de
Lie em torno do seu elemento identidade, de forma que um elemento X €-G, definido numa vizinhanca
da identidade de G, é representado através da férmula X = exp(z), onde z € g. Se os elementos da
dlgebra de Lie sdo matrizes, entdo a aplicagio ” exp” é simplesmente a série de poténcias da exponencial
exp(z) = +°° z"/n!, onde z" representa o produto matricial z x z x - -- x 2 com n factores.
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Confirma-se portanto aquilo que se disse na introducdo: as transformagées confor-
mes no plano euclideano ou no plano de Minkowski sao em muito maior nimero que as
transformacdes conformes em dimensao n > 2. E este facto que explica o "sucesso” que
o conceito de invaridncia conforme tem tido nas aplicagbes a espagos bidimensionais em
Fisica e a sua ineficdcia quando o espago considerado é de dimensdo n > 2. [2, 32, 56]



CAPITULO 3
O grupo conforme

3.1. A algebra de Witt

Pelo teorema 2.2.3, as transformacoes conformes no plano euclideano sao precisamen-
te as fungées holomorfas ou anti-holomorfas localmente invertiveis. E claro que a classe
das transformagdes holomorfas ndo forma um grupo sob a operacao da composicdo, co-
mo se diz (erradamente) nalguma literatura de fisica [2, 37]. De facto, considerando as
transformacgGes holomorfas

01(2): U=V
wa(2) W = Z,

onde U, V,W, Z C C sao conjuntos abertos, ndo se pode garantir que ¢, o ¢ esteja bem
definida, pois ndo se pode garantir & partida que ¢, (U)NW # 0. Por outro lado, existem
aplicacdes holomorfas ndo injectivas e portanto ndo se pode definir, nestes casos, a inversa.
A transformacdo conforme
p(z) = 2%,

por exemplo, ndo é injectiva, como é 6bvio. Conclusdo: a classe das fun¢des holomor-
fas nio forma um grupo com a composi¢do de aplicagdes. O mesmo se aplica & classe
das func¢des anti-holomorfas. Torna-se portanto necessdrio definir de forma objectiva o
que se entende por grupo conforme em R*0 e desenvolver um procedimento para estudar
este grupo. Esse procedimento baseia-se na consideracdo das transformagoes conformes
infinitesimais (ou campos de Killing conformes), a partir das quais se definem as trans-
formagdes conformes globais. Como se verd mais adiante, sdo apenas as transformagoes
conformes globais que formam a estrutura de grupo com a composicao de funcoes.

DEFINIGAO 3.1.1. Uma transformacdo conforme global definida em R*® é uma trans-
formacdo conforme associada a um campo de Killing conforme néo singular na compacti-
ficacdo de C.

A compactificacdo referida na defini¢do anterior é a compactificagdo obtida identificando
o plano complexo com a esfera de Riemann S? ¢ R*Y. A identificagdo ¢ feita através da
aplicacdo ¢ : R*® — S?, definida por

1 . ’ .
olz,y) = I:—T—Q(Qx,Qy,TQ —-1) VY(z,y) € R*? (3.1.1)

onde 7 = v/z? + y?. A aplicagdo inversa é definida por

7(u,v,w) = I (u,v) Y(u,v,w) e S*\ {(0,0,1)}. (3.1.2)
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Ambas as transformacdes sao conformes (a demonstragdo encontra-se em [56]). Conside-
rando o ponto (0,0, 1) na esfera e identificando-o com "oc”, tem-se uma compactificacdo
de C que se representa por CU {oc}.

Prova-se agora que os geradores dos campos de Killing conformes formam uma algebra
de Lie de dimensdo infinita'.

TEOREMA 3.1.2. Os campos de Killing conformes holomorfos X : M — C, onde
M c C é aberto, formam uma dlgebra de Lie de dimensdo infinita, sendo os seus geradores
L, = —2""'9, com n € Z, enquanto os campos de Killing anti-holomorfos formam uma
outra dlgebra de Lie de dimensdo infinita, cujos geradores sGo L, = —Z"'0z. As relagdes
de comutacdo dos geradores das dlgebras sao

[Ln, Lm] = (n _ m)Ln+m
[Znyzm] = (n - m)fn+m (313)
[Ln, L) = 0.

DEMONSTRAGAO. Prova-se facilmente a partir do teorema 2.2.13, que os campos de
Killing conformes, no caso do plano euclideano, sdo funcdes holomorfas ou anti-holomorfas.
Um campo de Killing conforme holomorfo, pode representar-se através da expansao de
Laurent

+00
X = Z anz"“az, (314)

n=-cc
com série de Laurent convergente. E portanto claro que uma base para o espago dos

campos de Killing conformes é formada pelos geradores L, = —z"*" Ed;, onde se introduziu

o sinal —, para a notacgdo estar de acordo com a notagdo ”standard” na literatura. E claro
que os campos de Killing conformes definem um espago vectorial complexo. Calcula-se
agora o comutador destes geradores.

(Lp, L) = LpLyy — Ly Ly
= (m + 1)2"*'2™9, + 2" TG — (n + 1) 20, — 2T T2
=(n—m)Lpim.
Como & 6bvio, o comutador obedece & condi¢do de anti-simetria, ou seja, [Ln, L, =

—[Lm, Ly]. O comutador obedece também a identidade de Jacobi, ou seja.
[Ln, [Lm, L)) + (Lk, [Lny L)) + [Lom, [Lks La]] = 0,

Entdo, como os campos de Killing conformes formam um espago vectorial e existe uma
aplicagdo bilinear [., .] que é anti-simétrica e obedece a identidade de Jacobi, esta estrutura
(campo vectorial+aplicacdo bilinear) forma uma dlgebra de Lie. :

De forma perfeitamente andloga prova-se que os geradores de campos de Killing anti-
holomorfos sdo do tipo L, = —2""'8;, obedecem as relagdes de comutagao

[—L_nyfm] = (n - m)fn-f-ma

IDiz-se que uma dlgebra de Lie g tem dimensdo infinita se o nimero de geradores da dlgebra é infinito.
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e também geram uma dlgebra de Lie de dimensdo infinita. Determina-se facilmente que
a relacao de comutagao entre os geradores das duas dlgebras € nula, ou seja

[Ln, L] = 0.

As élgebras de Lie de dimensio infinita com relagdes de comutagio dadas por (3.1.3),
sdo designadas na literatura por dlgebras de Witt ou por digebras de Virasoro cldssicas.

3.2. O grupo conforme de R?°

Determina-se agora quais sdo os campos de Killing conformes ndo singulares no plano
complexo compactificado C U {co}. Para tal, basta verificar quais sdo os geradores dos
campos de Killing ndo singulares em C U {cc}, pois estes formam uma base do espaco
vectorial dos campos de Killing conformes. Para o caso holomorfo (o tratamento do caso
anti-holomorfo é andlogo) os geradores L, = —z"*'9, sdo singulares em C para o caso
em que n < —1. Para tratar o problema no ponto oc, que existe no plano compactificado
(corresponde ao ponto (0,0,1) na esfera S?), é possivel aplicar a transformagio

1

)
z
que é conforme, pois é holomorfa em C \ {0}, e analisar os geradores que se modificam
sob esta transformagdo conforme no ponto w = 0. A transformagdo dos geradores sob
esta transformacao é

= wl—naw’

que sao singulares em w = 0, ou seja, em "2 = c0”, quando n > 1. Conclui-se portanto que
os campos de Killing conformes sé sdo ndo singulares quando gerados por {L_1, Lo, L1 }.
Entao, de acordo com a defini¢ao 3.1.1, as transformactes conformes globais sdo as as-
sociadas a campos de Killing conformes gerados por {L_y, Lo, L;}. O grupo conforme
em R29Y é o grupo formado pelas transformacdes conformes globais com a composicio de
fungoes. No préximo teorema investiga-se que tipo de grupo é este.

TEOREMA 3.2.1. As transformagdes conformes globais definidas em C s@o as tranfor-
magoes

az+b

= 2.1)
(2) p— com cz+d # 0, (3.2.1)
onde
a b '
2.9
{ . d] € SL(2,0C), (3.2.2)

e SL(2,C) € o grupo das matrizes 2 X 2 de entradas complezas e com determinante 1.
Estas transformacdes sao vulgarmente denominadas na literatura por transformagoes de
Mébius e formam um grupo isomorfo ao grupo Mb = SL(2,C)/{£1}.
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DEMONSTRAGAO. As transformagdes conformes globais sdo as transformacdes asso-
ciadas aos geradores dos campos de Killing {L_, Ly, L} e composicdes destas. Em pri-
meiro lugar, estuda-se a transformacao conforme associada ao campo de Killing X (z) =
kL_\(z) = —k0,(z) = —k, onde k € C é uma constante. Pela equagio (2.2.13), tem-se

4.
PTAG

W_l(t, 0) =2z,

(t,2) = —k

cuja solugio é dbviamente ¢_, (¢, z) = z—kt. Escolhendo o valor ¢ = 1 e definindo o = —k
tem-se que as transformacdes conformes globais associadas sdo do tipo

p_1(z)=z+a comaeC (3.2.3)
Trata-se agora o caso X (z) = kL¢(z) = —kz0,(z) = —kz A equacio de fluxo associada é
d
Polt z) = —kz

©o(t,0) = z,
cuja solucdo é obviamente (¢, z) = e *2. Escolhendo ¢ = 1, as transformacées confor-
mes globais associadas sdo do tipo
wo(z) = Az com A € C, (3.2.4)

onde se definiu A = e~*.

Para o caso X(z) = kL,(z) = —k229,(z) = —kz?, a equagdo (2.2.13) é dada por

d
at'g)l(taz) = —kz*
©1(t,0) = 2,
cuja solucao é
oi(z) = ; _:A/z comvy€C, 1+vz#0, (3.2.3)

onde se definiut=1e v =k.
A composicdo destas transformacoes é a transformagdo conforme global associada a

um campo de Killing conforme X (z) = k_1L_;(2) + koLo(z) + k1L, (z) e é dada por
az +b
p(z) =

T cz+d’

onde a, b, ¢, d sdo constantes complexas com a restricdo ad —bc = 1. Prova-se agora que as
transformagdes (3.2.1) formam de facto um grupo. Cada transformacdo tem uma inversa
que é dada por

dz—b

~cz+a’
que também é uma transformacio conforme global. A composigdo destas transformacoes
é obviamente associativa, pelo que o conjunto das transformagdes, com a operagdo da

¢ z) =
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composi¢ao, define claramente um grupo. Prova-se finalmente que este grupo é isomorfo
a SL(2,C)/{%1}. A cada matriz

d

corresponde édbviamente uma transformacao de Mobiiis, mas é claro que & matriz simétrica,
que também pertence a SL(2,C), corresponde a mesma transformacdo. Sé neste caso,
a duas matrizes diferentes de SL(2,C) correspondem transformagdes de Mobiiis iguais.
Conclui-se entdo que existe um isomorfismo entre o grupo das transformagdes de Mobius

e o grupo SL(2,C)/=£1. O

Como se viu, afinal o grupo das transformagoes conformes globais no plano Euclideano
tem dimensdo finita e ndo infinita, como se afirma nalguma literatura da Fisica - por
exemplo em [37]. O que tem dimensio infinita é a dlgebra de Lie dos geradores dos campos
de Killing conformes ou dos geradores das transformagdes conformes infinitesimais.

[ ‘Z b J‘e SL(2,C) (3.2.6)
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CAP{TULO 4
A invariancia conforme cldssica e quantica

Neste capitulo apresentam-se os conceitos basicos da teoria de campo conforme: A
invariancia conforme tem implicages importantes para a Fisica, como se explicou na
introducdo. Nas quatro primeiras secgdes deste capitulo estudam-se essas implicagdes e
apresentam-se os resultados tedricos mais importantes da teoria de campo conforme. Nas
duas dltimas seccdes apresenta-se a axiomatica da teoria de campo e da teoria de campo
conforme apenas para mostrar como € possivel definir estas teorias sobre fundamentos
matemaéticos sélidos e para esclarecer a natureza matematica de alguns conceitos que sao,
por vezes, usados de forma obscura na literatura da Fisica.

4.1. O tensor energia-momento

Nesta sec¢do define-se o tensor energia-momento para um determinado sistema fisico,
a partir da ac¢do. Como se verd, a invaridncia da acgdo sob transformacoes conformes
das coordenadas implica que o tensor energia-momento tenha traco nulo.

Considerem-se duas variedades diferencidveis, M e N, e seja M de dimensdo n.
Denota-se por ¢ : M — N um campo, o que num contexto cldssico pode ser interpre-
tado como uma aplicacdo diferencidvel de classe C! (o conceito de campo em mecénica
quéntica serd introduzido de forma rigorosa na sec¢do 4.3). Denota-se por 9,6(z) a de-
rivada de ¢ em ordem 4 varidvel z#. Designa-se por densidade de Lagrangeano a funcdo
L(z,8,¢(z), #(z)) que se supde de classe C* e que tem valores em R. As coordenadas
z =z*, u=1,..,n sdo as coordenadas locais na variedade M. Como os campos podem
ser mais que um, ¢(z) denota, de facto, uma colecgdo de campos da teoria. Entdo, a
accdo associada ao sistema é dada pelo integral

S(6) = /M d*zL(z, 0, $(2)). (41.1)

A accdo deve ser interpretada como um funcional dos campos ¢.

Um dos resultados fundamentais da mecénica analitica afirma que um campo obedece
a leis de movimento de forma a que a acgdo seja minima, - este resultado é conhecido como
o principio de Hamilton. De facto, o que normalmente se exige é apenas que a ac¢do seja
estaciondria, mas com mais algumas hipiteses prova-se que esse ponto estaciondrio é de
facto um minimo (ver [5]). Enuncia-se a seguir o o principio de Hamilton.

1Para que o integral exista é necessrio garantir algumas condi¢des, como sejam a compacticidade de
N UON (ver [23)).
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TEOREMA 4.1.1. A acg¢do S(¢) = [, d"zL(z,d,,¢(z)) € estaciondria num campo ¢
se e $0 se este satisfaz as equacgoes
oL oL

don O B,0% -

Estas equagdes designam-se por equagdes do movimento ou equagdes de Euler-Lagrange.

0. (4.1.2)

Também é um resultado cldssico o seguinte: se a densidade de Lagrangeano é in-
variante sob transformacdes infinitesimais de um determinado tipo, aparece associada a
essa invaridncia uma quantidade que se conserva - corrente conservada. Este é o conteudo
do teorema de Noether. Antes de enunciar este resultado é conveniente introduzir uma
série de conceitos. Considere-se um grupo de Lie de difeomorfismos? com 1 parimetro
fe: M x N = M x N, cujo gerador associado é dado pelo campo vectorial diferencidvel
Y = %=l _,. Nas coordenadas locais z#, y* das variedades M e N respectivamente, os

e
difeomorfismos representam-se por
fe: (@ 0") = (F1(z*), FE (2, 97)), (4.1.3)
o gerador Y representa-se por Y = (X ¢), com
. afz afa
./YZ — [ N Q — € _
86 !6—0 E 86 ‘6—0
e tem-se que
d
~(fe3.9) =Y (e3,1), (414

com a condigdo inicial f(0,z,y) = (z,y). Os campos Y sdo os campos associados as
transformacoes infinitesimais

* = ¢(z) = 2* 4+ eX*(z)
Y = O(z,y) =y +e£(2,y)

onde se considerou a série de Taylor de f. até a primeira ordem em €. Na literatura de
Fisica é usual representar estas transformagdes infinitesimais por

# s ' = o* + eXH(x)
$(z) = ¢'(c) = ¢(z) + d6(z).

Enuncia-se a seguir o célebre Teorema de Noether, que se encontra demonstrado em (5, 23].

(4.1.3)

(4.1.6)

TEOREMA 4.1.2. Considere-se uma densidade de Lagrangeano L(z, 0, ¢(z)) com va-
lores em R e de classe C?. A acgdo correspondente € dada por (4.1.1). Se a acgio é in-
variante sob as transformacdes infinitesimais (4.1.5), associadas ao grupo a 1 pardmetro
(4.1.8), entdo ezxiste uma corrente conservada associada a esta simetria que € dada por

oL

b= —a—['—a “—6”£}X"— ¥ e— 4.1.7
J —{6(8ﬂ¢°‘) L ¢ v £ 5(6,6)’ (4.1.7)

2Um difeomorfismo é, basicamente, uma aplicagio continua, bijectiva e diferencidvel.
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onde ¢* representa o valor do campo ¢(z) nas coordenadas locais y* da variedade N. A
conserva¢do da corrente J* significa simplesmente que
g, J* =0. (4.1.8)
Define-se o tensor energia-momento como a corrente conservada associada 3 invariancia
da accdo sob as transformagdes infinitesimais de translagao
| r =gt + _ )
_ (4.1.9
é(z) = ¢'(') = ¢(2),

onde o vector ¢* é pequeno.

DEFINIGAO 4.1.3. A corrente associada & invaridncia da acgdo sob transformacoes
infinitesimais do tipo (4.1.9) designa-se por tensor energia-momento.

Como coroldrio do teorema, 4.1.2, deduz-se facilmente, pela expressdo (4.1.7), que o tensor
energia-momento tem a forma

oL
TH = ———0"¢% — g*' L, 1.1.10
5(6,6°) (+1:10)
onde g*” é a métrica, 6,0, = ¢g*” e a lei de conservacao associada € dada por
0,T" = 0. (4.1.11)

Define-se agora o conceito de carga conservada.

DEFINIGAO 4.1.4. Considere-se uma corrente conservada J* obtida pelo teorema de
Noether. Define-se a carga conservada associada a esta corrente pela férmula

Q= / "z g0, (41.12)
M
onde a integracio é feita apenas nas 1ltimas (n—1) varidveis, e J® é a primeira componente
da corrente conservada.

Esta notagio deve-se ao facto de, em Fisica, se considerar normalmente a variavel z°
como sendo o tempo. A partir da equagéo (4.1.8) é facil provar que Q = GoQ = 0 (ver
[32]). Entdo, a carga conservada associada & conservacdo do tensor energia-momento €
dada por

P”=/ " zT%, (4.1.13)
M
onde
oL . |
0 _ TP Shdady U 41.14
P z{a¢a¢ c} (4.1.14)

representa a energia e define o Hamiltoniano do sistema (a expressao integranda designa-se
por densidade de Hamiltoniano), e P, com v = 1,2, 3, representa as varias componentes
do momento.
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OBSERVAGAO 4.1.5. Em geral o tensor energia-momento nio é simétrico. Contudo, ¢
possivel modificar este tensor adicionando a divergéncia de um outro tensor B*** que seja
anti-simétrico nos dois primeiros indices, de tal forma que o novo tensor seja simétrico e
conservado. Para mais detalhes sobre este assunto, consultar [32]. Uma forma alterna-
tiva de definir o tensor energia-momento e que se' traduz sempre num tensor simétrico é
considerando as transformacoes infinitesimais do tempo

z# = 2 = 1 + e XH(1). (4.1.15)
A variacao infinitesimal na acgdo que é provocada por estas transformagdes é dada por
(ver [32])
1 n v v
65 = > /Md T (9,X" + 0,X*).

Por outro lado, a transformacdo de coordenadas infinitesimal (4.1.15) provoca no tensor
da métrica a transformacio seguinte

,  O0r* 01°
Iuw = Bgin v 9P
= (6% - 8,X) (67 — B, X*)
= g — (8,X" + 8, X4),

pelo que se pode escrever dg,, = —0,.X" + 0,X*, e portanto
1 v
5S = —§/M *zT"§g,, (4.1.16)

permite uma definicao alternativa para o tensor energia-momento, com a vantagem desta
defini¢cdo fornecer sempre um tensor simétrico.

4.2. A invariancia conforme classica

Nesta secgdo apresentam-se as consequéncias para um sistema, fisico cldssico que seja
invariante sob transformacoes conformes infinitesimais. De acordo com a defini¢do 2.2.1,
considerando uma transformagio conforme infinitesimal e a demonstracido do teorema
2.2.11, conclui-se que sob uma transformacdo conforme infinitesimal do tipo

Tz’ +eX(z), (4.2.1)
com ¢ pequeno e onde X é um campo de Killing conforme, a métrica muda de acordo com
Guv P Guu + "G(l')g,w, (422)

onde x é o factor de Killing conforme associado ao campo de Killing conforme X. Uma
transformacgdo da métrica do tipo (4.2.2) diz-se uma transformacio de Weyl. De acordo
com a defini¢do (4.1.16) para o tensor energia-momento, conclui-se que um sistema fisico
é invariante sob transformacoes conformes infinitesimais se e sé se

1
—_ uv
4S = 2/;\ld"3:T K{(Z)Guy

1
= —— Hp =
2/;\/ICZ":ET k(z) =0
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Daqui resulta que, se o tensor energia-momento tem traco nulo, i.e.

ST =0,

L
entdo o sistema é invariante sob transformacdes conformes infinitesimais. Quando um
sistema é invariante sob transformagoes conformes infinitesimais, pelo teorema de Noether.
existe uma corrente conservada. Esta corrente conservada € dada por

J¢ =T, X". (4.2.3)

Recordando a conservagao do tensor energia-momento e supondo que ele tem trago nulo,
verifica-se facilmente que esta corrente é conservada, ou seja,

1
8t = ST (X" +8,X¥)

1

Em termos de aplicagbes & Fisica, a situacdo mais interessante é a que ocorre no
espaco euclideano a duas dimensoes, pois neste caso as transformacoes conformes sao
definidas por quaisquer fung¢des holomorfas no plano complexo. Considera-se inicialmente
uma, teoria Fisica definida num espago real bidimensional de coordenadas (z,y). Para
formular a teoria no plano complexo é util definir

zZ =I+1
{_ i (4.2.4)
zZ =1zI—1Yy,
o que € equivalente a definir
= 2+Z
{” ~ 2 (1.2.5)
vy =%
Nas novas coordenadas os operadores diferenciais tomam a forma
— 1 :
0: =3l0: —10y) (4.2.6)
Oz = 5(0; +10y). ‘

Um vector V exprime-se, nas novas coordenadas, de acordo com

Vo =3(Va =iV (4.2.7)
Vi =3(Vz +1iV)),

e a métrica g,, = g7?, com p+ ¢ = 2, fica

9zz = i(gu — g22)
9z = i(gn - g2) ‘ (4.2.8)
92z = Gz = i(gu + g22),

0 que no caso do plano euclideano se traduz em

g =9z
{u = g7 = (429
9iz = G2z = 3-

o



40 4. A INVARIANCIA CONFORME CLASSICA E QUANTICA

O tensor energia-momento representa-se, nas novas coordenadas, por

Tzf = TE;: =0
T%  =d4Tm e T = 4T, (4.2.10)
asz_:' = a’.:‘Tzz = O
e a corrente conservada é dada por
J, =T,X*=0

— 4.2.11

JE = TﬁX;; ( )

Conclui-se que o tensor energia-momento é diagonal, T}, e J, sdo func¢des holomorfas

enquanto 7z e J; sao funcoes anti-holomorfas. Para referéncia futura, definem-se as
funcées holomorfas e anti-holomorfas seguintes:

T(z) = -27T,,

T(z) = 2T (4.2.12)

E conveniente considerar as teorias de campo conforme no espacgo euclideano bidi-
mensional e ndo no espago de Minkowski, pois como se acabou de observar com o ten-
sor energia-momento e com as correntes conservadas, vdrias grandezas sdo separdveis
em componentes holomorfas e anti-holomorfas, facilitando assim os cdlculos se estes fo-
rem efectuados sobre o plano complexo euclideano. E possivel proceder desta forma,
considerando que as coordenadas complexas z e Z ndo sdo complexas conjugadas, mas
coordenadas complexas independentes. Neste contexto é ficil transformar um plano de
Minkowski num plano Euclideano: basta transformar a coordenada y — y' = —iy. Esta
transformacdo designa-se por rotacdo de Wick. Considerando que as varidveis z e Z sdo
independentes é também possivel analisar as dlgebras de Witt geradas pelos geradores L,
e L,, referidas no teorema 3.1.2, de forma independente. Deve ter-se em conta, porém,
que o espago fisico é real e coincide portanto com a subvariedade bidimensional (também
designada superficie real) definida por z = z*, onde z* representa o complexo conjugado
de z. Esta condi¢ao, normalmente referida na literatura como condigio de realidade pode,
no entanto, ser imposta a posteriori. :

4.3. A invariancia conforme quéintica

Nesta seccdo apresentam-se alguns resultados importantes da teoria de campo confor-
me, no contexto da mecénica quantica. A novidade mais importante, em relagdo ao caso
cldssico, é que na dlgebra de Witt surge um termo novo - a anomalia conforme — que
aparece devido a efeitos quanticos.

Como ja se referiu, cada corrente conservada tem associada uma carga conservada e,

pela equacdo (4.1.12), essa carga ¢ dada por
Q =/d:rJ0($, v), (4.3.1)

no caso bidimensional. Para tornar o cédlculo deste integral mais simples é conveniente
efectuar uma rotagdo no plano complexo definida por

w= (p(Z) = —izr
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FI1GURA 4.3.1. Transformacoes sucessivas.

que é claramente uma transformacao conforme. Sob esta transformacio tem-se que
=YW=y —IT

e de forma perfeitamente andloga tem-se
=T -1y W=y+1T,

para a transformacdo conforme (anti-holomorfa) @ = ¢z. Sob esta transformacio, a
varidvel temporal euclideana passa a ser a parte real da varidvel w, R(w) = y. cujo
dominio é R. A seguir torna-se a dimensdo espacial finita, impondo condigées fronteira
periédicas sobre a varidvel z, ou seja, impde-se que z + 27 =z com 0 < z < 27. A nova
coordenada w pode ser interpretada como uma coordenada no cilindro (ver figura 4.3.1).
E conveniente aplicar uma outra transformacdo conforme para mapear o sistema no plano
complexo. Para esse efeito, usa-se a transformagao
wey=e? =l
_ . (1.3.2)
T T =e? =eVTe,

Com esta transformacao, um circulo sobre o cilindro com y fixo transforma-se num circulo
sobre o plano complexo centrado na origem. Quanto maior o valor de y maior o raio do
circulo. O centro do circulo corresponde & superficie de tempo euclideano y = —oc. A
ordenacdo do tempo euclideano na varidvel y passa portanto a ser interpretada como uma
ordenagao radial no plano complexo (ver figura 4.3.1).

Apresentam-se agora as consequéncias da ordenagao radial para os produtos de ope-
radores no espaco de Hilbert. Estes produtos de operadores definem-se, na representagao
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de Heisenberg, por
Ouz1,t1)0a(z, t2) = €700y (21, 0)e™ e 20y 1y, 0) M1t

onde Oy, 0, sdo operadores, z é a varidvel espacial, ¢t é a varidvel temporal e H é o
Hamiltoniano do sistema. Sob uma rotagdo de Wick, i.e. sob a transformagdo t — —ir.
onde T é o tempo euclideano, tem-se que um factor tipico do produto de operadores é
modificado da seguinte forma:

e—iH(h —t2) — e—H(‘n —'r‘z).

O Hamiltoniano é geralmente limitado inferiormente® mas ndo o é superiormente, pelo
que, se 7, < T, a exponencial anterior pode ndo ser limitada superiormente e nesse caso o
produto de operadores nio fica bem definido. Para resolver este problema, define-se uma
ordem para o produto de operadores, designada por ordem temporal e dada pela férmula

Ol(xl,t1)02($2,t2) sety; >ty

4.3.3
02(2}2, t2)01(.’171, tl) se i1 < is. ( )

T[Ol (-'131, tl)Oz(.’Eg, tg)] = {

Considerando agora a transformagdo do cilindro para o plano complexo, onde a varidvel
temporal é radial, a ordem temporal toma a forma de uma ordem radial e define-se pela

férmula
01(21731)02(22,32) se [zll > 'Zg'

R[Ol(21 21)02(22 EQ)] = _ _

’ ’ 02(22,22)01(21, Zl) se ’Zl| < IZQ‘, (434)
onde 2|, 29, Z}, Zo sdo valores das varidveis u e T referidas no pardgrafo anterior. Interpreta-
se agora o conceito de fungdo de correlagao de operadores em teoria de campo, do ponto
de vista da Fisica. Uma funcao de correlagdo de n pontos é representada por

<O|T[01(ZL‘1, tl)OZ(:E?: t2) e On(xny tn)”0>:

onde a ordenacdo temporal do produto de operadores é definida pela generalizaciao ébvia
de (4.3.3), de forma a que na ordenacao final os operadores estejam ordenados por ordem
decrescente da varidvel temporal ¢t. Denota-se por |0) o vector do espago de Hilbert cor-
respondente ao vicuo fisico ou ao estado fundamental, e por (.|.) representa-se o produto
interno no espaco de Hilbert. Quando os operadores se encontram definidos no plano
complexo e o ordenamento do seu produto é radial, define-se uma funcio de correlagao
de n pontos como
<OIR[OI(Zl, 21)02(2’2, 22) s 0,,’(27.,,,7 E’n)] |0>

Na literatura Fisica faz-se normalmente a seguinte interpretagdo intuitiva: o estado |0)
corresponde ao ”estado de entrada” no instante "t = —o0” (ou no circulo de raio.z = 0)
enquanto (0| corresponde ao "estado de saida” em "¢ = co” (ou no circulo de raio "z =
+oc”, respectivamente).

Definem-se a seguir os conceitos de campo primdrio e campo quasi-primério.

30 Hamiltoneano é limitado inferiormente pois considera-se, por razdes fisicas, que o seu menor valor
préprio, que corresponde 4 energia do estado fundamental de um sistema fisico, é finito.



4.3. A INVARIANCIA CONFORME QUANTICA 13

DEFINIGAO 4.3.1. Um campo diz-se quasi-primdrio se, sob transformacoes conformes
globais, z — w(z), T+~ wW(Z), a sua transformagdo é da forma

d —h 4T ~h
¢'<w,w>=(£) (d—i") o(2,7), £3.3)

onde h e h sdo nimeros designados por dimensdes conformes do campo ¢. Um campo diz-
se primdrio se a 'sua transformacdo sob quaisquer transformacoes conformes infinitesimais,
é da forma (4.3.5). Um campo que nio seja primdrio diz-se secunddrio.

OBSERVAGAO 4.3.2. Pela defini¢do anterior, e relembrando que, no plano Euclideano,
as transformagoes conformes globais sdo as transformagodes do grupo SL(2,C)/{=1} e
que as transformagoes conformes infinitesimais sdo todas as transformagées conformes, é
claro que qualquer campo primdrio é também um campo quasi-primério, mas um campo
quasi-primdrio ndo é necessariamente primario.

Considere-se novamente a definicdo de carga conservada num sistema bidimensional
(defini¢do 4.3.1). Nas novas coordenadas no plano, que se passam a designar por z.% em
vez de u,u, a integracdo sobre a varidvel espacial z passa a uma integracido de contorno
sob um circulo centrado em z = 0. Por outro lado, a corrente conservada é dada por
(4.2.11) e portanto, a carga conservada é dada por

1
=— 0dzT(2)X(z {1.3.6
Q= 5= $dT()X(2), (43.6)
e por uma expressao andloga para a carga associada & corrente anti-holomérfica .

OBSERVAGAO 4.3.3. Prova-se facilmente (ver [32, 35]) que, em termos quinticos, o
comutador entre os operadores @, e ¢ é dado por

[Qe, @] = de, (1.3.7)
onde §.¢(z,Z) = ¢'(z,Z) — ¢(z,Z) é a "variacdo infinitesimal” do campo ¢ sob uma trans-
formagdo infinitesimal z = w = z + €X(z). As transformacbes infinitesimais em causa
sdo aquelas para as quais a accdo é invariante, e portanto estdo associadas & corrente
conservada J, e, consequentemente, a carga (.

A seguir apresenta-se um teorema que permite representar o produto de operadores
radialmente ordenado entre o tensor energia-momento e um campo primario através de
uma série de Laurent.

TEOREMA 4.3.4. No plano complezo, o produto de operadores entre o tensor energia-
momento, T(z), e um campo primdrio, ¢(z), é dado pela expansao de Laurent

RIT(:)6(1,0)] = —z6(w,0) + —

e SO,

onde O(z,w, W) € regular, desde que se suponha que o produto radialmente ordenado
R[T(z)¢(w,w)] é holomorfo num anel em torno de w, ou seja, no conjunto {z : Ry <
|z — w| < Ry}, onde Ry, Rs > 0 sdo constantes reais.

10 factor 1/(2ni) foi introduzido apenas porque é uma constante de normaliza¢io conveniente.
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DEMONSTRAGAO. Se ¢ é primdrio, entdo, sob uma transformacdo conforme infinite-
simal do tipo w = u = w + €(w), onde e(w) = eX(w), a transformacdo do campo é tal
que

() = & (w,) = (%)hcb(u,w),

e tem-se, em primeira ordem em €(w)

¥ m) - (A ) (1w + €(w), )

(1+8we) ¢(w, W) + e(w)0yd(w, T))
=¢(w,w)+h’(aw( ))¢( w, ) ( ) (w7w),~

pelo que
¢'(w, W) = ¢p(w, W) + dep(w, D),

onde se define o operador

de = h(Ope(w)) + e(w)dy. (4.3.9)
Entao, pela equagdo (4.3.7), obtém-se
[Qe, (w, @)] = h(Oue(w)) + €(w)dy. (4.3.10)
e, pela equagdo (4.3.6), obtém-se a expressdo
Qe s § dee(2) (T(2)(w,) — $(w, DT ().

Como j4 se discutiu, o produto de operadores s6 estd bem definido, em mecénica quantica,
quando se considera a ordem temporal ou radial. Como neste caso, o sistema estd definido
no plano complexo, considera-se a ordem radial. A expressdo anterior fica

1
Qe, d(w, ™ =—<7{ dzesz¢w,w—?( dzezd)w,sz),
Quétwml =gz (f de@T@owm) - § deel)plw. m)T(2)
pois o contorno de integracio é qualquer um em torno de z = 0. E portanto possivel
escrever
1

Quotw ol =5 (f, - )dseRTE)otw, D),

271

onde R é o operador de ordenagdo radial. Deformando os contornos numa vizinhanca de

w, de acordo com o esquema da figura 4.3.2, a expressdo anterior simplifica-se para
1

Qe $(w, W) = 5 f o, 422 BT @) o(w, )], (4.3.11)

onde o{w) representa o contorno de w.
Por hipétese, o produto radialmente ordenado R[T(z)¢(w,w)] é holomorfo num anel em
torno de w, pelo que pode ser representado por uma série de Laurent do tipo (ver [1])

n=+0o

R[T(z)(b(w?m)] = Z (Z - w)non(w7—u—j)7

n=—oo
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—_ W o= .
0
w

F1GUrA 4.3.2. Contornos de integracio

onde os coeficientes Op(w, W) da série sdo operadores independentes da varidvel z. Subs-
tituindo esta expressdo em (4.3.11) obtém-se .

1 n=+0oo
Qe d(w, D) = 5= ¢ dze(z) 3 (z— w)"On(w,m).
Tl Jo{w) o —.
Quando n > 0, os termos sdo regulares, pelo que o integral de contorno desses termos ndo
contribui (é nulo). Quando n = —1 tem-se que
1 €(z)
— dz O_ w) = O_- w 4.3.12)
o o(w) 2 — 1w 1(’U), ’U}) E(UJ) 1(’(1), ’U)), ( ;
onde se aplicou a férmula integral de Cauchy (ver [1, 26]). Para n = —2, aplicando o
teorema dos residuos, tem-se que
1 ¢(2) _ _
% ‘i(w) dZmO_Q(’LU, ’U}) = 0_2(w, w)@we(w). (4313)

Comparando os termos que surgem das contribuigdes de (4.3.12) e (4.3.13) com os termos
de (4.3.10), conclui-se que

O—l(w7—u7) = aw‘b(w?m)

O_z(w,W) = h(b(w, W)
Os restantes termos, com n < —2, ndo podem contribuir pois todos os factores de (4.3.10)
j4 apareceram. Conclui-se portanto que '

RIT(2)0(w, 7)) = —os30(0,0) + = 0u8(w, ) + O(z, w,),

e o teorema fica provado. L

Prova-se da mesma forma o resultado andlogo para a parte anti-holomorfa do tensor
energia momento. Uma expansdo do tipo (4.3.8) designa-se por ezpansdo do produto de
operadores (EPQ).>

OBSERVAGAO 4.3.5. E possivel provar (ver [32, 40]) que a EPO do tensor energia-
momento com ele préprio é dada por
c/2 N 2T (w) N B,,,T(w)y :
(z-w) (z-w)® (2-w)

®Na literatura anglo-saxénica, estas expansdes designam-se por operator product ezpansion (OPE).

T(2)T(w) ~ (4.3.14)
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onde a relacio ~ significa = a menos de expressées regulares quando = — w e ¢ é uma cons-
tante real que depende do modelo Fisico. Esta constante denomina-se anomalia conforme
ou carga central e surge devido a um efeito puramente quantico. Fisicamente, a anomalia
conforme descreve a forma como um sistema reage a introducao de um comprimento mas-
croscépico, como por exemplo, condicdes fronteira. Mais especificamente, considere que se
mapeia uma teoria de campo conforme, definida em todo o plano complexo, num cilindro
de perimetro L e de altura infinita. Entdo, a introdug¢ao do comprimento L vai modificar
o valor esperado do tensor energia-momento no vacuo. Esse valor deixa de ser 0, como
era no plano, e passa a ser uma constante a multiplicar pelo valor da anomalia conforme.
Para campos livres, a anomalia surge quando se consideram os operadores normalmente
ordenados relativamente a um estado de referéncia, de forma a evitar divergéncias quan-
do se aplicam esses operadores aos estados. No capitulo 7 e apéndice B apresenta-se um
exemplo de como a ordem normal faz surgir a anomalia conforme. Nas referéncias {7, 32]
a relagdo (4.3.14) é discutida em detalhe, e prova-se que o tensor momento energia é um
campo quasi-priméario com dimensao conforme h = 2.

Como se viu atrds (eq. (4.2.11)), a corrente conservada associada & invariancia con-
forme é dada por
J(2) =T(2)X(2),
onde X (z) é um campo de Killing conforme que, no caso euclideano, ¢ uma funcdo holo-
morfa. A func¢do X (z) pode, portanto, representar-se através da série de Laurent

+00
X(z)= ) 2"

n=-—co
e a corrente conservada é dada por
+00
J(z) = > endn(2),
n=--0oc

onde J,(z) = T(z)z"*!. A carga conservada associada a esta corrente representa-se pelo
integral
1 .
L,= —74 dzz""'T(2), 43.15
"= omi fuo) F (2) (4.3.15)
onde o contorno da integragdo é em torno de z = 0. Pelo teorema integral de Cauchy (ver
[1, 26]) esta relagdo pode ser invertida de forma a obter-se

~+cc

T(z)= > =9, (4.3.16)

n=—0Q
OBSERVACAO 4.3.6. Uma expressdo alternativa a (4.3.16), que é muito 1til na pratica,
é a expansido do tensor energia-momento no espaco de Minkowski. Neste espaco definem-se

as varigveis ”cone de luz”, que sdo dadas por
s=t+.Z (4.3.17)

v

onde v representa a velocidade da luz no espago de Minkowski — esta velocidade pode,
eventualmente, ser uma velocidade de Fermi [60] — e « = +1. Estas varidveis consideram-se
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definidas apenas num cilindro de altura infinita e perimetro L, onde |z| < % é uma varidvel
periédica (z+ L = ). Neste espago as componentes diagonais do tensor energia-momento
sdo dadas por

21 . 2mingt .
T,.(z") = 72 zﬂ: L: exp [— 7 ] (4.3.18)
Aplicando a transformagdo z* — w* = i(z*) = 7+i.Z, onde t = —i7 (tempo t imaginario).

com 7 real, tem-se que, pela lei de transformagdo (4.3.5) e pelo facto do tensor energia-
momento ser um campo quasi-primério, com dimensées conformes h~! = h! = 2, o tensor
energia-momento é dado por

Tu(w') = (1)*Tu(z"). (+3.19"

Aplicando de seguida a transformagdo w* — 2* = exp2mw*/L, obtém-se, pelas mesmas
razoes, a lei de transformacao

9 -2
T, () = — (f”z) T, (2"). (4.3.20)
Substituindo (4.3.18) em (4.3.20), tem-se que
n=+occ
To(#) = —— 3 ()DL (£.3.21)
2r Lo ’

onde os geradores das dlgebras de Virasoro verificam L. =1L, L;' =L, ez =z
27! = z. Recordando as defini¢des de T'(z) e de T'(%), dada em (4.2.12), conclui-se que

n=+o00
T(z)= Y 2L, (+.3.22)
n=—co
que é precisamente a expressdo (4.3.16). Considerando ¢ = —1 em (4.3.21) obtém-se uma

expressdo andloga para T (Z). Fica portanto provado que a expressio (4.3.18) é vélida no
espago de Minkowski.

Determina-se agora o comutador entre os operadores L, e Ly,.
1 1

L Lm — ___% n+1T ____}{ d m—+—1T
Lns L] [2#2’ o TR 5 g Ao T (w)

= ?{ E d—w—?{ d_w EZ— 2T (2)w™ M T (w).
o(0) 22 J 2m1 o(0) 271 Jo(0) 272

Procedendo de forma andloga ao método utilizado no cdlculo do comutador [Q., ¢(w, W)
na demonstragao do teorema 4.3.4, consideram-se a ordenagao radial dos operadores e o0s
contornos da figura 4.3.2. Tendo ainda em conta a EPO (4.3.14), tem-se

d d 2 2T (w O T (w
InLo)=§ S g fo( o2 ), %l(w)),
o(0) 271 Jo(w) 2mi \ (z —w)?  (z—w)?  (z—w)
Calculando os integrais anteriores pelo teorema de Cauchy e pelo teorema dos residuos.
determina-se que

(L, L] = (n = 1) Loy + -1% (72 = 1)8nsmpo. (4.3.23)
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Se 0 numero ¢ for interpretado como o valor préprio de um operador que comuta com
todos os operadores Ly, ou seja, considerando ¢ uma carga central, as relagdes (4.3.23)
definem uma dlgebra - a dlgebra de Virasoro. Analogamente, prova-se que existe uma
dlgebra associada a parte anti-holomdrfica da corrente e do tensor energia-momento, que
também é uma 4lgebra de Virasoro. Concluindo, os geradores das transformacoes confor-
mes infinitesimais no espago de Hilbert do problema quantico obedecem a duas 4lgebras
de Virasoro que comutam entre si, de acordo com as relagoes:

Ly L] = (1 = m) Lo + 211 = 1)6sms

12
[Ln? Z] =0
_ = _ A ‘
[Tn T = (0 = M) Lo + 500" = Dnymy (4.3.24)
[Ln, Z] =0
[Lmzm] = U,

onde n € Z, Z é o operador que, quando aplicado a qualquer estado no espaco de Hilbert,
tem valor préprio c e os operadores L, sdo os geradores das transformacdes conformes in-
finitesimalis anti-holomorfas. Verifica-se facilmente que as dlgebras verificam a identidade
de Jacobi e que a operagdo [.,.] é anti-simétrica. As dlgebras definidas por (4.3.24) sdo
algebras de Lie de dimensdo infinita.

4.4. As dimensdes conformes e os efeitos de tamanho finito

Nesta seccdo apresenta-se um método bastante eficaz para determinar os pesos con-
formes dos campos primdrios de uma teoria de campo conforme. O método baseia-se na
relacao entre as propriedades de transformacao dos campos primarios em regides de tama-
nho finito e as fungdes de correlacao destes campos. Considere-se uma, teoria de campo,
que representa um sistema F'isico no ponto critico, definida num cilindro de perimetro L e
de altura infinita. Aplicando a transformacdo do plano complexo infinito para o cilindro,
dada por

L
w=—Inz, ou z =¥/l (4.4.1)
2m
0s campos primarios transformam-se da seguinte forma:

dw\™"  (dw)"
Oltwisio = (52) (42) " olsetio

w=w w=wz

— (2_”)% gmhim T/t (4.4.2)
L (2) — 2)2h
2

= (5)" (2sinb Ity — wa) /)

Na segunda igualdade usou-se o teorema 4.6.2 que serd demonstrado na préxima secgao.
A funcdo de correlagdo completa é dada pelo produto desta expressdo com a expressio
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associada & parte anti-holomorfa:
(0lp(wy, W )p(we, W,)[0) =

o\ 2+2h . ) —2h(0 — = —2h
(T) (2sinh [7(w, — we)/L])™**(2sinh [r (W, — @,)/L]) " (4.4.3)
Para simplificar os cdlculos, considera-se que i = h = A/2. Entdo, a equacdo anterior
reduz-se a

. om\Ar1 . ww ., 7w
<mﬂwmmm@mwmm=(—0 [%mh—ﬂmh—q , (4.4.9)
L L L :
onde w = w; — we € W = W; — W, sao coordenadas relativas. Exprimem-se estas varidveis
em termos de coordenadas reais, i.e. w = u+ 1% e W = u +tv, com u e v reais. Depois de

usar algumas férmulas para simplificar as fun¢oes hiperbdlicas, obtém-se

2 24 2 2 -A
(0| (w1, v1)@(us2, v2)|0) = (—E> [2 cosh 222 — 2 cosh —Tﬂ}
L L L -
(4.4.5)
Se u >> L, entdo 2cosh(2mu)/L ~ e*/L ¢ a funcdo de correlagio fica
I 24 2ru
mmmhmmm%wm»N(zj e (14.6)

Entdo, conclui-se que as fungbes de correlagdo decaiem exponencialmente, com um com-
primento de correlagdo £ = L/2rA, proporcional ao comprimento L. Quando se analisa
um modelo quantico unidimensional, a geometria no cilindro, aqui considerada, pode cor-
responder a (i) uma rede unidimensional de comprimento finito, a temperatura T = 0K
com condigdes fronteira periédicas, ou a (ii) uma rede unidimensional infinita a uma tem-
peratura T = 1/L [7, 32]. No caso (i), o comprimento de correlagdo { = L/2m.\ estd
relacionado com a existéncia de uma diferenca finita entre a energia do estado fundamen-
tal do sistema e a energia do primeiro estado excitado — esta diferenga ou "energy gap”
é induzida pelo tamanho finito do sistema. Para explicitar mais este ponto, considere-se
uma funcdo de correlagio de dois pontos (0|¢(z,0)é(z, 7)|0), onde z é a varidvel espacial
e T é a coordenada do tempo imagindrio. E possivel exprimir esta correlagdo da seguinte
forma

(0l¢(z, 0)(z,7)[0) = (0lé(z,0)e~*"¢(z, 0)e™"|0)
= >_(0l¢(z, 0)e™""In)(nl(z, 0)e""|0) (447)

=Y e En=E)T|(0|g(z, 0)|n) |?,

onde H é o Hamiltoniano, os estados |n) sdo os estados préprios da energia (por ordem
crescente de energia) com valores préprios associados En. O conjunto destes valores
préprios designa-se por espectro critico da energia. No desenvolvimento da expressao
anterior, o operador ¢(z,7) foi descrito na representagdo de Heisenberg e usou-se a base
dos estados préprios de H para fazer uma parti¢do da unidade. Quando 7 é grande, o
termo que domina na ultima soma da expressdo (4.4.7) é o termo associado ao estado
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excitado de mais baixa energia, ou seja, € o termo associado a [1) e a E{. Entdo. no ponto
critico, tem-se

(0]é(z,0)¢p(z, 7)|0) o e9FT (4.4.8)

onde 6E = E| — Ej é a diferenca entre a energia do primeiro estado excitado e a energia
do estado fundamental. Comparando (4.4.8) com (4.4.6), conclui-se que

orA
SE = WT (4.4.9)

Esta relacao é vdlida quando a velocidade caracteristica do sistema (”velocidade da luz”
do sistema) é a unidade. Para obter a expressdo correcta para outros valores da velocidade
v, € necessario multiplicar o lado direito por v. Por outro lado, sem a simplificacio de
considerar h = h = A/2, a expressdo anterior também se modifica. No caso geral, temos

2rv(h + h)
T

Esta expressao é muito 1util, pois permite determinar as dimensées conformes dos campos
primadrios de uma teoria de campo conforme se o espectro critico da energia for conhecido.

§E = (4.4.10)

4.5. Axiomadtica da teoria de campo

Nesta secgdo define-se axiomaticamente o que é uma teoria de campo. Em Fisica, as
formulacoes da teoria de campo variam bastante de autor para autor e nem sempre é claro
qual o significado que é atribuido ao conceito de campo. A axiomdtica apresentada é a de
Osterwalder e Schrader [50, 51]. Apresenta-se também uma breve discussdo do conceito
de campo.

A teoria de campo nasceu nos anos vinte e foi uma tentativa para conciliar a mecanica
quantica e a teoria da relatividade restrita. Apesar do seu sucesso relativo, os fundamentos
matemdticos desta teoria permaneceram durante muito tempo obscuros e a principal razdo
para este estado de coisas foi, desde logo, a definicdo de campo que era muito vaga e
subjectiva. Apenas em 1964 é publicado o primeiro trabalho cientifico, de Wightman e
Garding [63], onde é definido de forma rigorosa o conceito de campo. Antes deste trabalho,
um campo no espago-tempo quadridimensional era definido como uma funcio cujos valores
eram operadores no espago de Hilbert: a expressdo ¢(z) representava o campo ¢ no ponto
z € R* e o seu valor era um determinado operador num espaco de Hilbert adequado. Do
ponto de vista da mecanica quantica esta interpretagdo era contraditéria com o principio
da incerteza de Heisenberg, pois este implica que o valor de um campo num ponto z
determinado ndo pode ser medido exactamente. Foi entdo que Wightman definiu um
campo como uma distribui¢ao, da seguinte forma:

DEFINIGAO 4.5.1. Seja H um espaco de Hilbert separdvel e seja D C H um subespaco
denso em H. Denote-se por O(H) o conjunto dos operadores (limitados ou ilimitados) em
H e por S(R*) o espago de Schwartz das fun¢des rapidamente decrescentes. A aplicacdo
¢ : S(R*) — O(H) diz-se um campo se

(i) Para cada elemento f € S(R*), tem-se que D C D(¢(f)), D C D(é(f)*) e
811> = 6(f)lp-
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(ii) O vector |0) (vdcuo) é um vector que pertence ao conjunto D e o(f)|v) € D. para
qualquer vector |v) € D
(iii) Para um vector fixo |v) € D, a aplicagdo f — ¢(f)|v) é linear.

Um campo é assim definido como uma distribui¢do com valores no conjunto dos
operadores simétricos ou hermiticos em D C H. Simbolicamente, pode escrever-se
#(f) = Jgs &(z) f(z)dz. Intuitivamente, ¢(f) pode interpretar-se como uma ”média pon-
derada” no espago-tempo do valor de "¢(z)”, onde o factor de ponderacio é dado pela
funcao f.

A teoria de campo pode ser definida axiomaticamente através de uma série de pro-
priedades a que os campos devem obedecer: os axiomas de Garding-Wightman (para uma
discuss@o destes axiomas ver, por exemplo, [54]).

Numa teoria de campo, definem-se também as distribuigoes de Wightman, que sio
distribuicGes temperadas definidas por

Walfis. o s fa) = 0l6(f1), - -, 6(f2)]0), (+3.1)

onde fi,..., f, sdo funcdes de teste do espago S(R*). As distribuicdes de Wightman
também sdo conhecidas por funcdes de correlagdo ou por valores esperados no vécuo.

O espago das fungoes de teste escolhido € o espago de Schwartz pois, neste espaco, a
transformada de Fourier é uma aplicacdo bijectiva e limitada (a inversa da transformada
de Fourier estd em "pé de igualdade” com a prépria transformada de Fourier), o que
implica a possibilidade de prolongar a transformada de Fourier ao espago das distribuicGes
temperadas (dual do espago de Schwartz). Este prolongamento é essencial para a teoria
de campo, pois a transformada de Fourier é a ”ferramenta” mais importante a utilizar
na deducdo de consequéncias dos axiomas da teoria de campo. Tem-se, por exemplo.
que a transformada de Fourier das distribuicdes de Wightman pode ser analiticamente
prolongada de forma a obterem-se as fungdes de correlagdo no espago euclideano.

Para além das consequéncias que se podem deduzir dos axiomas, uma outra linha de
investigacao directamente relacionada com a axiomdtica da teoria de campo é a construgao
de teorias de campo que verifiquem esta axiomdtica. E possivel provar que as teorias de
campos livres (que descrevem sistemas de particulas que ndo interagem entre si), obedecem
aos axiomas de Garding-Wightman (ver [54]).

Nesta tese, apresenta-se uma outra axiomatizagao da teoria de campo, a de Osterwal-
der e Schrader [29, 30, 51, 56], que é equivalente & axiomatizacio de Garding-Wightman e é
mais adequada ao desenvolvimento da teoria de campo conforme euclideana bidimensional.
Denote-se por (v|¢(z)|w) o produto interno, no espago de Hilbert, dado por (v, ¢(z)w).
O campo ¢(z) interpreta-se como uma distribuic¢do, de acordo com a definigdo 4.5.1, mas
agora considera-se um espago-tempo bidimensional. Nesta axiomatizagdo, as entidades
fundamentais ndo sdo os campos mas as fung¢des de correlacio, que se definem a seguir.

DEFINICAO 4.5.2. Considerem-se os pontos zy,... ,z, € C, e os campos ¢;,, ... ,®;, .
Seja |0) o vector no espago de Hilbert que representa o vdcuo. Entdo, define-se a fungdo
de correlacdo

Gi,..in (21, .+, 20) = (003, (21) - . . di, (20)]0). (4.5.2)
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Uma funcdo de correlagdo também se designa por funcao de Green ou por fungdo de
n pontos. Estas fungoes de correlagao sao, em termos fisicos, os valores médios no vicuo
do produto de operadores ordenado no tempo ¢;,(21) ... s, (zn). A ordenagdo temporal
faz-se da seguinte forma: A

e se z =t + iz, entdo Re(z,) > ... > Re(z) (ordenagdo temporal)
e se z = e"™ entdo |z,| > ... > |z| (ordenagdo radial).

Admite-se que estas flingées de correlacao estdo definidas no conjunto
My, ={(z1,-..,2,) €C* 1 2, #F 25 i # j}.
Definam-se 0s conjuntos seguintes
M} ={(z1,... ,2n) € My : Re(z;) >0 para j =1,...n}
Sf=cC
57 ={feS(C): Supp(f) < M},

onde S(C") é o espago de Schwartz das fun¢bes rapidamente decrescentes, i.e.

S(C") = {f € C®(C") : sup sup |0°f(z)|(1 + |z|*)* < +cc para qualquer p, & € N} ,
|e|<p zeR?"
e Supp(f) é o fecho do conjunto {z € R?" : f(z) # 0}. Considere-se agora um conjunto
de indices By, que é contavel e represente-se o conjunto de multi-indices (41, ... ,4,), onde
i; € By, por Bf. Seja B = Upen, Bp-
Apresenta-se a seguir o primeiro axioma a que as fungoes de correlagdo devem obedecer:

AXIOMA 4.5.3. Para qualquer multi-indice (iy,... ,i,) € B}, para quaisquer pontos
(21,... ,2n) € M, e para qualquer permutacdo de indices 7 : {1,...,n} — {1,....n},
tem-se

Gil...in(zl; s 7Zn) = Gi,(l)...iﬂ.(n) (Zvr(l)y ce 7Z7r(n))-

Designa-se por grupo dos movimentos euclideanos o grupo de transformagdes que sao
composicoes de

e rotagdes: ro : C — C, definidas por 7,(z) = €'z, onde o € R

e translacoes: t, : C — C, definidas por t,(z) = z + a, onde a € C.
Enuncia-se a seguir um axioma que caracteriza as propriedades de transformagdo das
funcbes de correlagdo sob movimentos euclideanos.

AxioMA 4.5.4. Sob movimentos euclideanos w, as fun¢des de correlacio sao transfor-
madas de acordo com a férmula:

nCdw(zI\Y (dwE)\
Giln-in(zlﬂzl—?"' 72:771?%) = H (M> (%2—)— Gil...in(wly—w_-ly"' 7wn,m(1—,,2,_ 3)
3.

onde hj, h; € R, w; = w(z;) e T; = w(z;). As quantidades hj, h; sdo designadas por
dimensdes dos campos ¢;;.
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O axioma seguinte estd relacionado com a positividade do produto interno no espago de
Hilbert (ver [56]). Exige-se que as fungbes de correlagio obedecam a uma propriedade de
reflexdo, designada positividade da reflexdo. Esta propriedade define-se fixando um eixo
de reflec¢do - o eixo imagindrio - e obrigando a fungao de correlagdo do produto de campos.
definidos de um lado do eixo, com a sua imagem reflectida do outro lado do eixo. a ser
ndo negativa. Antes de enunciar o axioma, define-se a notagdo i = iy...in = (i1,... ,In).

AXxioMa 4.5.5. Existe uma aplicagdo * : By — By, onde % representa a identidade
em By e com uma continuacao * : B — B, 1 — i*, tal que

(1) Gi(z) = G;-(—z*), onde i € B e z* é o complexo conjugado de z.

(ii) (f, f) > 0 para qualquer f € S*.

Representa-se por S* o conjunto de todas as fun¢des f = (fi)iep com f; € SF, i € B”
e f; # 0 excepto para um ndmero finito de indices ¢ € B. Define-se também

Z Z/ ZI,... 7_z;7w17"- 7wm)fi(z)*fj(w)dn2dmw

,JGB n,m

A partir deste axioma é possivel provar que existe uma forma hermitica semi-definida
positiva em S™ pelo que, retirando a este espaco o nicleo da forma semidefinida positiva,
obtém-se um espaco de Hilbert onde a forma (definida positiva) fornece o produto interno

(ver [30, 51, 56]).

4.6. Axiomatica da teoria de campo conforme

Na seccdo anterior apresentou-se, de forma breve, a axiomadtica para uma teoria de
campo euclideana bidimensional. A seguir apresentam-se os axiomas para a teoria de
campo conforme euclideana bidimensional. Considerem-se as dilatacoes definidas por

d,:C—=>C
d.(z) =€z,
onde 7 € R. O primeiro axioma da teoria de campo conforme generaliza o axioma 4.5.4
para dilatagoes.

—

AXIOMA 4.6.1. Sob dilatagbes w = ez, as fungoes de correlagdo G;, com ¢ € B,
sdo transformadas de forma covariante, de acordo com a férmula (4.5.3). Neste caso, as
dimensées dos campos designam-se por dimensdes conformes.

Prova-se agora um resultado importante para func¢oes de correlacao de dois pontos.
TEOREMA 4.6.2. As fungédes de correlacdo que verificam os aziomas da teoria de cam-

po, assim como o arioma 4.6.1, sdo da forma

= = (hi+h hi+h;
Gij(zlazhzZ;Z?) Cz]zl2 * J)Zlg( + ]), . (461)

onde z1p = 2, — 22, Z12 = Z1 — 22 € Cj; € C € uma constante.

DEMONSTRAGAO. Pelo axioma 4.5.4, a fun¢do de correlacdo G;; submetida a uma
transformagdo do tipo translagdo z — 2z — z; transforma-se da forma seguinte

Gij(21,21, 22, Z2) = Gij(21 — 22,21 — 22,0, 0).
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Representando z, — z, = re® = e"e*®, pelos axiomas 4.53.4 e 4.6.1, tem-se que
Gij(]-, 1,0,0) = (er+ia)hg (er—ia)ﬁ.' (er+ia)h,j (er—ia)ﬁjG(eTHaL BT—ml, 0,0)
e invertendo esta relagdo, conclui-se que

Gij(z1, 21, 22, Z2) = Cijzpy Z12
O

OBSERVACAO 4.6.3. Note-se que a fungdo de correlacido de 2 pontos Gj; (funcdo de
correla¢do entre um campo definido num ponto e 0 mesmo campo definido noutro ponto)
é dada simplesmente por

G(z1,721, 22, Z2) = (0|@(21,Z1) (22, 22)[0) = Czl_22h21—22]_17 (4.6.2)
onde C € C é uma constante. As fungdes de correlagdo de 3 pontos sdo da forma

Gijr(z1,Z1, 22, Z2, 23, Z3)

—hi—hjthg —hj—he+hi
223

_ —hg—=hi+h; _.—-Ei —Ej +77:/¢ _—Ej —Hk +h; _—Ek —hy +E]'
= Uije212 %12 223 <

T 213 13 » (4.6.3)
onde Cjjx € C é uma constante. Este resultado prova-se de forma andloga & demonstragao
do teorema 4.6.2. Conclui-se portanto que as fungoes de correlagdo de 2 pontos e de 3
pontos sdo completamente determinadas pelas constantes Cj;, Cij; e pelas dimensdes
conformes dos campos. As funcGes de correlacdo de n pontos, com n > 3, nao sao tao
simples, pois ndo sdo determinadas por constantes mas por funcdes (ver [25, 56]).

A seguir apresenta-se mais um axioma da teoria de campo conforme. Este axioma
garante a existéncia de quatro campos na teoria, designados em conjunto como o tensor
energia-momento.

AXIOMA 4.6.4. Entre os campos {¢; : ¢ € By}, existem quatro campos T}, com
u,v € {0,1}, que verificam as condigGes: :

(i) Simetria: Ty = Top, T (2)* = Tou(—2%).

(ii) Conservagdo: 0gTo + 01T, =0, onde Gy = %, o = a%'

(i) d(Tpw) = huw + hu, = 2, onde d se designa por dimensdo de escala. s(Ty — 111 +
2iTy) = £2, onde s(¢;) = h; — h; se designa por spin conforme. O tensor T, designa-se
tensor energia-momento.

OBSERVAGAO 4.6.5. Os axiomas da teoria de campo, juntamente com os axiomas
4.6.1 e 4.6.4 implicam um resultado teérico demonstrado em [29]. Esse resultado tedrico
afirma que: '

(i) O tensor energia-momento tem trago nulo, i.e. , t7(T,) = Too + T11 = 0.

(i) A quantidade T = Tyo — iTo1 = 3(Too — T11 — 2:T01) é independente de Z, ou
seja, T é holomorfa. Da mesma forma, T = Ty + 17p; é independente de 2, ou seja, é
anti-holomorfa. As dimensées conformes de T e de T sio dadas por A(T) = h(T) =2 e

R(T) = h(T) = 0.
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(iii) Definam-se os seguintes operadores no espaco de Hilbert H:

1T
L_. _7£ d¢

2m Jig=t 7 1.6.4)
L=l f T9 o
T 2w Jig=1 (LT

onde n € Z. Estes operadores obedecem as relagdes de comutagdo de duas dlgebras de
Virasoro que comutam e que possuem a mesma anomalia conforme, ou seja,

VA
[LT“ Lm] = (TL - m)L"’+m + 5 12 ( 2 - 1)5n+m,0
—— — Z _
[Ln) L] = (—mﬁﬁm+ﬁmﬁ_mhmo (4.6.3)
[Ln; L ] 0

onde Z é um operador cujo valor préprio € um numero real ¢. Este nimero designa-se
por anomalia conforme ou carga central.

(iv) Tem-se que LI = L_, e L = L_,, onde L! é o operador adjunto de L, e LT éo
operador adjunto de L.

Define-se agora o conceito de campo primario. A partir de agora apenas se consideram
a dependéncia em z nos campos e os geradores da dlgebra de Virasoro L,. Para todas as
defini¢oes e todos os resultados que se seguem, existem defini¢Ges e resultados andlogos
para a dependéncia em Z nos campos e para os geradores L,,.

DEFINICAO 4.6.6. Um campo ¢ diz-se um campo primdrio se
[Ln, #(2)] = 2" 8,6(2) + h(n + 1)2"¢(z), (1.6.6)
para qualquer n € Z, com h € R.

DEFINIGAO 4.6.7. Considere-se uma teoria de campo que verifique todos os axiomas
até agora enunciados. Denote-se o conjunto de campos primdrios por

B, = {i € By : ¢; é um campo primério}.

A familia conforme associada a ¢;, com i € B,, é o espago vectorial complexo gerado por

¢5(2) = Loy, (2) ... Logy (2)i(2), (4.6.7)
com k= (ky,... k) eNV k1 >...>ky>0e
_ 1 T(¢)
L n(z) = %}((C—_z)—n;dC,

onde z € C e a integracio é feita sobre um contorno do ponto z. Os operadores ¢*(z)
dizem-se campos secunddrios ou campos descendentes.

Finalmente, enuncia-se o ultimo axioma da teoria de campo conforme, que determina
a expansdo do produto de campos primérios, de acordo com o trabalho fundamental [2]
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AXIOMA 4.6.8. Os campos primdrios obedecem a seguinte expansio do produto
, , hk—hi—h;
0i(z1)@i(z2) ~ Y Cigrzis —  pr(22), (4.6.8)
k€B,
onde a expansdo deve ser interpretada como assimptoética,i.e. , a menos de uma funcdo
regular de 2|, z2, e as constantes Cj;x sdo as mesmas da fungao de correlacdo de 3 pontos
(4.6.3). '

A apresentacio da axiomdtica da teoria de campo fica assim concluida. A partir
dos axiomas aqui referidos é possivel construir exemplos de teorias de campo conforme,
embora esta tarefa nao seja simples (ver [29] para alguns exemplos destas construgdes).
Nesta tese, ndo se seguiu a abordagem axiomadtica para deduzir os resultados teéricos
importantes pois, apesar de rigorosa e matematicamente mais sélida, parece-nos bastante
mais "técnica” e complexa que a abordagem seguida nas primeiras secgoes deste capitulo,
onde se recorreu apenas aos resultados dos capitulos anteriores, a consideracdes fisicas
e a andlise complexa. Escusado serd dizer que apenas se aflorou a teoria de campo
conforme e alguns dos seus resultados mais importantes, pois o assunto ¢ muito vasto e
mais desenvolvimentos ndo teriam cabimento nesta tese. Alerta-se o leitor para a muita
literatura que existe sobre o assunto, destacando as referéncias [2, 8, 32, 35, 37, 39, 40,
53, 56].



CAP{TULO 5
Teoria da representacao da Algebra de Virasoro

5.1. Representagoes e mdédulos

Uma representacdo de uma algebra de Lie é essencialmente uma forma de associar cada
elemento da algebra a um operador linear que actua num determinado espago vectorial.
Ao longo deste capitulo, denota-se por V' um espago vectorial sobre C. Recorde-se que
uma, representacio de uma dlgebra de Lie consiste num homomorfismo! dessa dlgebra de
Lie para a lgebra de Lie dos endomorfismos? de um espago linear V. A seguir apresenta-se
a definicdo de representagdo unitdria.

DEFINIGAO 5.1.1. Uma representagdo p : V — Endc(V) diz-se unitdria se existir uma
forma hermitica®, semi-definida positiva, denotada H : V x V — C, tal que

H (p(Ln) [v),[w)) = H(|v),p(L-s) w)) (5.1.1)
H(p(2)[v), lw)) = H(jv),p(2) |w)), (5.1.2)

para quaisquer vectores |v), |w) € V e qualquer inteiro n € Z. Nesta defini¢do denota-se
por V a dlgebra de Virasoro, cujos geradores obedecem &s regras de comutagdo (4.3.24).

OBSERVAGQAO 5.1.2. Note-se que por defini¢do, o que se exige é que p(L,) e p(L_,).
sejam operadores formalmente adjuntos. Na literatura de Fisica ¢ usual omitir a aplicagéo
p que simboliza a representagao e escrever a primeira propriedade da definicao de represen-
tacdo unitdria na forma LT = L_,. A exigéncia de uma representagdo unitdria traduz-se,
em termos de Fisica, pela necessidade de concretizar os geradores L, como operadores
num espaco de Hilbert (numa representagdo ndo unitdria surgem estados com ”norma”
negativa [32]) e com a condigdo L] = L_p,, o tensor momento energia é hermitico, como
se deseja numa teoria fisica.

YUm homomorfismo de uma algebra de Lie g para uma &lgebra de Lie g’ é uma aplicagio linear
@ : g — g’ que preserva os paréntesis de Lie:

¢ z,y] = e([z,9]) = [p(z), p(¥)]

para qualquer TE g. Se além disso, a aplicagdo ¢ for bijectiva, entdo diz-se um isomorfismo [34, 44, 61, 62].
2Uma aplicacdo linear definida no espago vectorial V, ¢ : V — V, diz-se um endomorfismo e o
conjunto dos endomorfismos de V' (Endg(V)), com a operagdo bilinear

[,.]:Endc(V) x Endc(V) = Endc(V)
(¢7¢) ’_)[ 7111] E‘P°¢—¢°%
¢ uma 4lgebra de Lie e designa-se por algebra de Lie dos endomorfismos de V' [34, 44, 61, 62].
3Uma forma H : V x V — C diz-se hermitica se H(v,w) = H(w,v), Yv,w € V.
57
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DEFINIGAO 5.1.3. Um vector |v) € V diz-se um vector ciclico para uma representacio
p da Algebra de Virasoro V, se a expansdo linear do conjunto {p(L)|v) : L € V} é o espago
vectorial V.

DEFINIGAO 5.1.4. Uma representacio p : V — Endc(V) diz-se uma representagdo
de peso mdzimo se existirem numeros complexos h,c e um vector ciclico |h) € V, que
verifiquem

p(Z)|h) = clh), (5.1.3)
o(Lo)lh) = hlh) e (5.1.4)
p(Lp)lh) = 0, (5.1.5)
para n inteiro e n > 1. Se uma representagdo deste tipo existir, entdo diz-se que |h) é um

vector de peso mdzimo (em Fisica é usual designar-se por estado de peso maximo) e que
V é um mddulo de Virasoro para (c, h).

OBSERVAGAO 5.1.5. Em termos de Fisica, a importidncia de uma representacio de
peso maximo justifica-se pelo facto de ser necessdrio existir um estado para o qual Ly toma
um valor minimo?, porque este gerador est4 intimamente relacionado com o Hamiltoniano®
e 0 Hamiltoniano é limitado inferiormente, por razdes Fisicas.

5.2. Médulos de Verma

Define-se agora o conceito de médulo de Verma, que se revela muito importante para
os desenvolvimentos tedricos seguintes.

DEFINICAO 5.2.1. Um mddulo de Verma para {c,h} € C é um espago vectorial com-
plexo V(c, h) com uma representagdo de peso maximo p : V — Ende(V(c, h)) e com um
estado de peso méximo |h) € V(c, h), tal que o conjunto

{p(L_p)) - p(Lp)|R): 0<mg <me_y <...<n, kENFU{|M)}

N
Ot
[AV]
—

é uma base do espaco vectorial M (c, h).

E claro que um médulo de Verma, é também um médulo de Virasoro. Contudo, o resultado
reciproco ndo é necessariamente verdadeiro mas o préximo lema afirma que dado um
mdédulo de Virasoro, existe um médulo de Verma associado com o mesmo estado de peso
maéaximo caracterizado pelo par de nimeros complexos c, h.

LEMA 5.2.2. Para cada par {c,h} € C eziste um mddulo de Verma M(c, h).

*As designagbes sdo confusas mas, por razdes histéricas, sdo as que normalmente aparecem na
literatura. ’

3Na slgebra de Witt (3.1.3), a representacio de Lo + Lo é dada por —z8, — Z8;Z que ¢ o gerador
das translagdes temporais, pois tomando z e Z como varidveis complexas apés o mapeamento do cilindro
para o plano tem-se, de acordo com (4.3.2), que Lo + Ly = —8,, onde y é a varidvel temporal. Em
Fisica define-se 0 Hamiltoniano de um sistema como a carga conservada associada & invaridncia de um
sistema sob translacOes temporais. E portanto natural a identificagio entre os operadores Lo + Lo € 0
Hamiltoniano do sistema.
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DEMONSTRAGAO. Esta prova é construtiva. Dado um par ¢, h € C, vamos construir
um mddulo de Verma M(c, h). Considere-se o espago vectorial complexo gerado pelo
conjunto de vectores {|h)n,..n,, K € NYU{|h)}, onde ny > ne > ... > ng > 0, e designe-se
esse espago por M(c, h). Dados ¢, h € C, defina-se a representagio

p:V = Endc(M(c, h))

por
p(Z)lv) = clv), VY|v)e M(ch), (3.2.2)
p(L)h) = 0 VYneN, (5.2.3)
p(Lo)|k) = hlh), (5.2.4)
k
p(Lo)|Rynyn, = (an+h) 1) F— (5.2.3)
7j=1
p(L_)h) = |h)e YneN (5.2.6)
p(L-n)|P)ny.ni = |[M)nni.n, Daramn>ny. (5.2.7)

A definicdo da representagdo fica completa determinando p(L_.)|h)n,..n,, Para 1 < n <
N1, € p(Ly)|h)p,..n, Paran € N, o que se consegue recorrendo as relagdes de comutacdo da
algebra de Virasoro. Apresentam-se a seguir dois exemplos. Considerando n, < n < n1.
tem-se que

p(L—n)]h>n1...nk = p(L—n)p(L—nl)‘h>n2...nk
= (P(L—m)P(L—n) +(-n+ nl)P(L—(n+n1))> ) ng...ns

= lh>n1nn2...nk + (nl - n)’h/>(n1+n)nz...nk:

onde se usaram as relacdes de comutacio da dlgebra de Virasoro e as equagdes (5.2.2).
Outro exemplo:

p(Ln)|h)n, = p(Ln)p(L-n,)|h)
= (n+n1)p(Ln-n,)|h)

0 semn>mn (5.2.8)
={2nh+ &n(n®*—1) sen=mn
(n+n)|A)ni-n) sen=ni.

A aplicacdo p estd portanto bem definida. Para verificar que ela é de facto uma re-
presentacido da algebra de Virasoro sdo necessdrios muitos calculos, devido a diferente
representacdo dos varios tipos de geradores L,. Como estes calculos sdo repetitivos, mas
ficeis, e o procedimento é sempre o mesmo, calcula-se apenas, a titulo de exemplo, o
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seguinte comutador, para n > m > ny,
p(L-n); p(Lem)]|)nsme =

= p(L_p)p(L_m)|B)ns..me = P( L) P(L_n) M) ny .
= |B)amny.nx = P(L-m) M) nny..ng
= [A)nmning = [P nmny.ne = (7 = M) A) (nimynt.n,
= (m - n)’h>(n+m)n1...n,,
= (m = n)p(L-(n+m) ) |A)n, .0
= p([L-n, L-m])|A}ny..ns

Efectuando célculos semelhantes a este, prova-se que [p(Ln), o(Lm)] = p([Ln, Lm]), para
quaisquer n,m € Z, e portanto p € uma representacao da algebra de Virasoro e, pela sua

definicdo, é claro que M(c, h) é um médulo de Verma. O
OBSERVACAO 5.2.3. Seja V um médulo de Virasoro para ¢,h € C e com o estado de

peso maximo |h). Entdo, pode decompor-se
V=6 W, (5.2.9)

NeNg
onde se define Vy = C|h), e Viy é 0 espago vectorial complexo gerado pelos vectores
(Lony) . p(Ln)IB),
commn; > ...>n,>0e Zlenj = N, k € N. Nestas condigGes, os espacos Vy sdo
espagos proprios de p(Lyg):
p(Lo)lv) = (N + h)Jv), V|v) € V.
Este resultado deduz-se facilmente a partir da definicdo de médulo de Virasoro e a partir
das relagdes de comutagdo dos geradores da dlgebra de Virasoro [56].

LEMA 5.2.4. Seja V um mddulo de Virasoro para {c,h} € C. Considere-se que U é
um submddulo de V. Entao,

U= (VynU). (5.2.10)
NeNo

DEMONSTRAGAO. Considere-se um vector |v) = |vg) @ ... ® |vs) € U, onde |v;) € V]
para j € {1,...,s}. Entdo, pela observacdo anterior, tem-se que

lv) = Jug) + ...+ |vg)
p(Lo)|v) = hlug) + ...+ (s + h)|vy)
[o(Lo)2v) = RPluo) + ... + (s + h)?|vs)

[o(Lo)*~H v) = A"~ vo) + ... + (s + B)" ™ |uy).

Estas equacdes formam um sistema de s equagdes lineares com s incégnitas: |vg), ... , |vs).
E portanto ébvio que |vg),. .. , |vs) sdo combinagdes lineares de

[0), p(Lo) ), [o(Lo)*[v), - - -, [p(Lo)]" ™ [v). (5.2.11)



5.3. UNITARIEDADE E IRREDUTIBILIDADE DAS REPRESENTACOES 61

Como U é um submdédulo de V', tem-se que p(D)U C U, pelo que os vectores (5.2.11) sdo

vectores de U e portanto |v;) € V;NU. Conclui-se portanto que U = @yen, (VvNL). T

5.3. Unitariedade e irredutibilidade das representagoes

As representacées relevantes da dlgebra de Virasoro para a teoria de campo conforme
sdo as representacGes unitdrias, pelos motivos avancados na observacao 5.1.2. Pela defi-
nicdo de representacdo unitdria, é necessdrio determinar uma forma hermitica A definida
num mdédulo de Verma com propriedades adequadas. Esta forma hermitica serd defini-
da com base no conceito de valor médio de um vector |v) € M(c,h). Recorde-se que,
pelo lema 5.2.3, 0 médulo de Verma decompde-se na soma directa de vérios subespacos
V= ®N€No VN, onde % = C[h)

DEFINICAO 5.3.1. Considere-se um mdédulo de Verma M(c,h) e um vector ‘v) €
M(c, h). Designa-se por valor médio de |v), o coeficiente complexo (v) da componente
|v)’ € V; definida no subespago Vy de M(c, h), relativamente & base |h) desse subespago.
Tem-se portanto que

[v)' = ()|h).

Esta defini¢do também faz sentido para mdédulos de Virasoro.
Define-se agora a forma hermitica relevante para a discussao das representacoes unitd-
rias que se apresenta nesta secgao.

DEFINIGAO 5.3.2. Considere-se um médulo de Verma M(c, h). Define-se a forma
hermitica H : M(c,h) x M(c,h) — C na base B = {|h)n,..n,; £ € N} U {|h)}. onde
ny > ng > ... > ng > 0, através da férmula:

H(hYmr s 1B ;) = (L - Ly Ly -+ L | B).

A forma H é obviamente bilinear e hermitica. A generalizacdo da férmula que define a
forma para quaisquer vectores |v) = ¥, Aj|v;), [w) = X px|wy), definidos na base B, com
lvj), |lwg) € B, é dada por

H(lv), lw)) = 323 \eH ([v), [we))  V]v), lw) € M(c, ).
ik

E no entanto necessério verificar se a forma H é semi-definida positiva, para garantir que a
representacdo é unitdria. Para investigar esta condicdo é conveniente apresentar primeiro

as seguintes propriedades de H.

TEOREMA 5.3.3. Considerem-se valores reais h e c. Seja M(c, h) o médulo de Verma
assoctado. Tem-se entdo que:

(i) H : M(c,h) x M(c,h) = C € a dnica forma hermitica que satisfaz as condigdes
H(h), 1)) = 1, H(Lalo), [w)) = H(|0), L_afw)), H(Z|0), [w)) = H(|v), Z}w)) para quais-
quer vectores |v), lw) € M e para qualquer inteiro n € Z.

(it) H(|v), |lw)) =0 V]jv) € Vn, V|w) € Vi, com N # M.

(i1i) O nicleo de H, Nuc(H) = {|w) € M(c,h) : H(Jv), |w)) =0 V|v) € M(c,h)}, éo
mator submddulo préprio de M(c, h).
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DEMONSTRAGAO. (i) E claro que a forma hermitica H referida na definicdo 5.3.2

verifica as relacoes
H(Ln|v), |w)) = H(|v), L-s|w)),

para quaisquer vectores v,w € M/(c, h). Para provar esta igualdade, basta exprimir os
vectores |v) e |w) na base B e usar as relacdes de comutagdo entre os varios geradores da
dlgebra de Virasoro. Tem-se também que

H(|R),|h) = (h) =1,

decorrendo esta igualdade da definigio da forma H. Prova-se também que H(Zv), |w)) =
H(|v), Z|w)), bastando para tal recordar que o operador Z comuta com todos os gerado-
res da slgebra de Virasoro. Esta forma hermitica é unica pois, considerando apenas os
vectores da base B, tem-se, pela propriedade H(L,|v), |w)) = H(|v), L_,|w)), que

H(lh>m---nk7 |h'>m1---mj) = H(lh% Lnk cee Lm ’h>ml---mj)

e portanto, esta forma depende do vector |h) e do vector Ly, ... Ln,|A)m,..m;- A tinica
forma bilinear hermitica nestas condicdes é a forma explicitada na definicao 5.3.2.

(ii) Admita-se que N =ny+mng+---+ng > mi+mg+---+m; = M. Pela definicao
da forma hermitica H e pela defini¢do dos vectores |h)m,..m; € B, tem-se que

H(B)nsomer 1Bymim;) = (Lng - - Ly Ly - - L h).

E facil verificar (basta aplicar as relagdes de comutacdo dos geradores da dlgebra de
Virasoro) que

(Lny - Ly Logn, ... L_m;B) = (3_ Ph),
4

onde os operadores P, sdo operadores cujo primeiro operador é do tipo L, com s > 1,
ou seja, P, = @Q;Ls;, onde @; é um operador. Como Ly |h) = 0 para qualquer valor
s1 > 1, conclui-se que H(|A)n,..ny, |Ami..m;) = 0. E claro que este resultado generaliza-se
para quaisquer vectores |v) € Vy e |w) € Vi, pois |v) exprime-se na base de Vy e |w)
exprime-se na base de V). Para a situacio em que N < M a demonstracao é analoga.

(iii) Nuc(H) é um submddulo de M(c, k) pois se |v) € M(c, h) entdo Ln|v) € M(c, h)
para qualquer n € Z. Para provar esta afirmacdo basta usar o resultado provado na alinea
(4) que implica H(|w), Lp|v)) = H(L_,w,v) = 0. Por outro lado, tem-se que Nuc(H) #
M(c,h), pois |h) & Nuc(H) devido & igualdade H(|h),|h)) = 1 e portanto Nuc(H)
é um submédulo préprio de M(c, h). Prova-se agora que Nuc(H) é de facto o maior
submédulo préprio de M (c, h). Suponha-se que U C M(c, h) é um submédulo préprio de
M/(c,h). Considere-se um vector w € U. Sejam os numeros naturais n;,ng, ... ,n tais
que ny; > ng > -+ > ng > 0. Pela definico da forma H tem-se que

H(lh’>m---nk’ lw)) = H(]h>’ Ly, ... Ln, |w>)

Se H(|A)ny..n,, |w)) # 0, ou seja (Ly, ... Ly w) # 0, entdo, pelo lema 5.2.4, temos que
|h) € U pois Ly, ... Lp|w) € U € Ly, ... Ly, Jw) = (Ly, ... Lnyw)|h). Como |h) € U e
U é um submédulo de M(c, h), qualquer vector da base de M(c, h), como por exemplo
|hYmy..m; = L_m, ... L_m;|h), é um vector que pertence a U e portanto U = M(c, k), em
contradicdo com o facto de U ser um submédulo préprio de M(c, h) pelo que se conclui
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H(|A)ny..np» Jw)) = 0. Como este raciocinio é vdlido para qualquer vector da base D.

conclui-se que H(|v), lw)) =0, Yv € M(c, h) e portanto w € Nuc(H). _
A partir deste resultado prova-se facilmente o seguinte corolario.

COROLARIO 5.3.4. Considerem-se valores reais h e c. Seja M(c, h) o mddulo de Ver-
ma associado. .Se a forma hermitica H : M(c,h) x M(c,h) — C referida no teorema
anterior é semi-definida positiva entdo ¢ > 0 e h > 0.

DEMONSTRAGAO. Por definigdo, se H é semi-definida positiva entao
H(|v), |w)) 2 0.
Considerando n > 1 tem-se, portanto, que

H(lhn), |ha)) = H(|h), LnL_n|h))

= H{{h), (2Lo + T5(n* = 1Z) )

n
=2 —(n? - 1)c>
nh+l2(n Ye > 0,

onde se usaram as regras de comutagdo dos operadores L,. Substituindo na expressao
anterior n = 1 tem-se que

h >0,

e como 2nh + & (n* —1)c > 0, Vn € N, conclui-se que ¢ > 0. —
Uma representacio unitaria de um mddulo de Verma obedece necessariamente as con-
dicdes ¢ > 0 e h > 0, de acordo com o coroldrio anterior.
Descrevem-se no préximo teorema as regides no plano c, A nas quais a representagao
de um médulo de Verma é unitdria. Ndo se demonstra este resultado, pois a prova é muito
complexa e utiliza diversas ferramentas matemadticas ainda ndo dicutidas nesta tese. A

demonstragdo encontra-se em [33] e [36].

TEOREMA 5.3.5. Sejam h,c € R e M(c,h) 0 mddulo de Verma associado. Entdo

(i) A representacdo de M(c, k) € unitdria (H € definida positiva) sec>1 e h > 0.

(i) A representacdo de M(c,h) € unitdria (H € semi-definida positiva) se ¢ 2 1 ¢
h > 0.

(i) A representagdo de M (c, h) € unitdria na regido 0 < ¢ < 1, h > 0 se e sd se ezistir
um natural m € N, tal que c = c(m) e h = hyqa(m), ondep,g € Ntaisquel <p<g<m
e

((m+1)p—mg)® -1

hpo(m) = , meN,
4mém+ 1) (5.3.1)
C(m)El—m, mEN\{l}

Estuda-se agora a questdo da indecomponibilidade e da irredutibilidade das represen-
tactes. Definem-se estes conceitos ja de seguida.
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DEFINIGAO 5.3.6. Seja M(c, h)® um médulo de Verma. Diz-se que M(c, k) é inde-
componivel se ndo existirem dois subespagos préprios invariantes VW C M (c, h), tais
que M(c,h) =V @& W. Caso contrdrio, M(c, h) diz-se decomponivel.

DEFINIGAO 5.3.7. Diz-se que um médulo de Verma M (c, k) é irredutivel se nio existir
um subespago préprio invariante V' C M(c, h). Se um tal subespaco préprio invariante
existir diz-se que M(c, h) é redutivel.

O resultado fundamental sobre a indecomponibilidade e irredutibilidade de mdédulos de
Verma é apresentado a seguir.

TEOREMA 5.3.8. Sejam c,h € C. Entdo tem-se que:

(i) O mddulo de Verma M/(c,h) € indecomponivel.

(1t) Se M(c, h) € redutivel entdo eziste um subespago invariante mdzimo I(c, h), tal
que M(c,h) \ I(c, h) é uma representacio de peso mdzimo irredutivel.

(111) Qualguer representagdo de peso mdzimo unitdria e definida positiva é irredutivel.

DEMONSTRAGAO. (i) Considerem-se dois subespagos invariantes de M(c, h) que se
representam por V e W e sdo de forma a que M(c, &) seja a soma directa destes subespacos,
ie., M(c,h) =V & W. Pelo lema 5.2.4, tem-se que

J€No
W= M;nWw).
7j€No
Como dim(My) = 1, pois My = Clh), tem-se que (MoNV) =0 ou (MyNW) = 0. Sendo
assim, é claro que |h) € V ou |h) € W mas |h) ¢ (VNW). V e W sdo invariantes, pelo

que
p(D)V CV, ¥YDeV

p(D)W C W, VDEeV.

Como qualquer vector da base B do espago M (c, h) pode ser obtido aplicando operadores
D €V, é necessdrio que B € V ou que B € W mas B ¢ (VNW). Conclui-se que V = M
ou que W = M e, portanto, ndo existem dois subespacos préprios invariantes V e W tais
que :

M=VeaeWw,
pelo que M (c, h) é indecomponivel.

(ii) Considere-se que I(c,h) é a soma directa de todos os subespagos invariantes de
M(c, k). E ébvio que T (¢, h) é também um subespago préprio invariante de M (c, k) e que
o quociente M(c, h)/I(c, h) é irredutivel pois ndo possui subespagos préprios invariantes.

(iii) Suponha-se que M(c, h) é uma representacio unitdria de peso miximo e que H
é uma forma hermitica definida em 5.3.2. Considere-se também que U C M(c, h) é um
subespaco préprio invariante de M (c, h). Defina-se o conjunto

U+ = {|v) € M(c,h) : H(|u), |v)) = O¥|u) € U}.
6Considera-se que M (c, h) representa nio s6 0 médulo de Verma como denota também a representacao

de peso maximo associada, i.e. , a representacdo p : V — Endc(M(c, h)). Este abuso de notacio é muito
usado na literatura.
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Este conjunto é obviamente um subespago linear de M (c, h). Pelo teorema 5.3.3 tem-se
que
H(lu), Ly|v)) = H(L_4|u),|v)) =0, V|u) €U, ¥|v) €U+,

e portanto Ly|v) € U*. Daqui resulta que p(D)U+ C U+, VD € V, pelo que U+ é um
subespaco invariante. Por outro lado, é claro que U @ U+ = M(c, h), pois U e U'* sédo
subespacos lineares ortogonais em M (c, h). Pela demonstragdo do ponto (i) conclui-se que
M(c,h) = U ou M(c,h) = U+, pelo que, ndo existem subespagos préprios invariantes de
M(c, h) e, portanto, M (c, h) é irredutivel. C

OBSERVAGAO 5.3.9. Se uma representacdo M (c,h) é unitdria e semi-definida posi-
tiva, entdo a representagio W(c, h) = M(c, h) \ Nuc(H) é uma representagdo unitdria
definida positiva e irredutivel. Este resultado decorre naturalmente dos teoremas 3.3.3 e
5.3.8. Em particular tem-se, pelo teorema 5.3.5, que W(c, h) = M(c,h) \ Nuc(H) é uma
representacido unitiria definida positiva, indecomponivel e irredutivel se ¢ > 1 e h > 0
(56].
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Parte 11

Aplicacao da teoria de campo conforme ao
modelo de Hubbard unidimensional






CAP{TULO 6

O modelo de Hubbard unidimensional

6.1. Introdugao ao modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard é talvez o modelo mais usado no estudo das correlagées entre
electrdes pois é um modelo simples onde se consideram algumas das caracteristicas fun-
damentais de sistemas electrénicos [45, 59]. Aparentemente, o0 modelo de Hubbard é um
modelo muito simples que descreve electroes num sélido que interactuam fortemente - o
modelo descreve o movimento dos electrdes e as interaccdes de Coulomb entre electrdes.
Em termos de aplica¢tes a materiais, existem muitos materiais quasi-unidimensionais (é o
modelo unidimensional que nos interessa nesta tese) como, por exemplo, os compostos de
6xido de cobre SToCu03 e STCuO; ou o acetileno, cujas propriedades electrénicas podem
ser descritas pelo modelo de Hubbard unidimensional [52]. Apesar da sua aparente sim-
plicidade, o0 modelo de Hubbard néo é ficil de analisar. Algumas das suas caracteristicas
mais importantes como, por exemplo, a sua relagdo com a supercondutividade a alta
temperatura, ainda ndo sdo hoje bem conhecidas. O modelo de Hubbard tem também
uma, importancia fundamental para os desenvolvimentos de técnicas matematicas e fisicas
pois, tal como o modelo de Ising que descreve interacgGes entre spins, é um bom protétipo
para desenvolver novos conceitos e novas técnicas em Fisica-Matemadtica e em Fisica da
matéria condensada.

Antes de se apresentar a definicio geral do modelo de Hubbard, é conveniente intro-
duzir alguns detalhes de notagio. Um conjunto de pontos {z1,Zs,...,zx} € R* diz-se
uma rede de dimensdo n e representa-se por A,. No caso n = 1 temos uma rede ou
cadeia unidimensional, o caso n = 2 corresponde a uma rede bidimensional e o cason = 3
descreve uma rede tridimensional. Cada ponto z; € A, corresponde, em termos fisicos, a
localizacdo de um 4tomo num cristal. O Hamiltoniano geral que permite a descricdo de
um sistema numa rede tridimensional é dado por

-\ 2
ﬁ2 i CAi
= Z ( ’va' - pr ) + x; + = Z l(L‘Z

T;€An

(6.1.1)

z5l’

onde m é a massa do electrdo, & representa a constante de Planck (dividida por 27), e é

a carga do electrao, c é a velocidade da luz, A éo potencial vector no ponto z; da rede e
V(z;) é o potencial de rede no mesmo ponto.

No modelo de Hubbard considera-se que cada 4tomo possui apenas uma orbital elec-
trénica e que a interacdo de Coulomb entre os electrdes s é ndo nula quando os dois
electrdes ocupam o mesmo ponto da rede, o que vai tornar o Hamiltoniano (6.1.1) bas-
tante mais simples. No formalismo da segunda quantificacdo [3, 49], denota-se por ¢}, 0
operador no espago de Hilbert que cria um electrdo de spin o =71, ] no ponto r € A, e por

69



70 6. O MODELO DE HUBBARD UNIDIMENSIONAL

¢z, 0 operador que destréi um electrdo de spin ¢ =1, ] no ponto z € A,. E usual chamar
a ¢!, operador de criacdo, e a ¢, , operador de destruicio. Estes operadores obedecem is
relagdes de anticomutacdo !

{Cl,a'y Cz',a’} = I,z’do','a"

(6.1.2)
{C;,o-? Cl’,a'} = {CI,O" cic’,a’} =0,

onde d,y é o simbolo de Kronecker. Denota-se por [V) o estado quintico de um sistema
sem electroes - 0 vacuo. Define-se também

czo|V) =0 Ve A, Voe {1}
(cL,)?v) =0 Vz €A, Vo€ {11}

onde |v) é um estado qualquer do espago de Hilbert. Define-se agora o operador Na.o
através da férmula

(6.1.3)

ﬁz,a’ = CI;,g-Cz,m (614)

cujo valor préprio é o niimero de electrdes com spin ¢ na posi¢do T € A,. A partir das
equagdes (6.1.3) é ficil provar que 7, , s6 pode ter como valores préprios os valores 0 ou
1 2. Define-se agora o modelo de Hubbard.

DEFINIGAO 6.1.1. Considerem-se os operadores de criacdo e destruicio com as re-
lagdes de anticomutacdo (6.1.2) e com as propriedades (6.1.3). O espaco de Hilbert do
modelo de Hubbard é gerado pelos estados obtidos a partir da aplicacio sucessiva do
operador de criagdo ao vdcuo. O Hamiltoniano do modelo, no formalismo da segunda
quantificacdo, é definido pelo operador

ﬁhub = FIhop + E[inty (615)
onde ,
I:Ihop = - Z Z tZ‘,x/cI:,a'C:E',U‘ (616)
z,@'€An o=1,{

representa a energia cinética e
. R 1\ /. 1 )
Hint = Z Lra: (nz,’r - 5) (nz,,], - 5) (617)
TEA,

representa a interacgdo entre os electrées. A funcdo t;» = t}, , denota a amplitude de
probabilidade associada a transi¢do de um electrdo do ponto z para o ponto z’ e a funcio
U, representa a interaccio electrdo - electrdo ® no ponto z.

A relagdo entre t, e os operadores do Hamiltoniano (6.1.1) é dada por

b == [0ty =) |- 4 V)] 800 -2,

'Um anticomutador entre dois operadores define-se pela férmula {0y, O2}v) = (0102 + 0204)v),
onde |v) é um estado do espago de Hilbert.

2Este resultado é conhecido na literatura por ”principio de exclusio de Pauli”.

3Se U, > 0 diz-se que a interaccéo é repulsiva. Se U, < 0, diz-se que a interacgdo é atractiva.
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QQuanto & interagdo electrdo-electrdo, ela define-se pela expressao

- //dydw¢*(y - 2)"(w = 2); ¢(w — z)o(y — 1),

e
y— w|
onde as funcdes de onda ¢(z) sdo fungbes de onda atémicas. Estas funcdes de onda sdo

usadas na representacio dos campos dos electrdes que estdo localizados sobre os pontos
da rede. Estes campos tém a forma [49, 52]:

Z é(z — z;) e‘<p< z—/ dxA )

Z4 EAn

Cada ponto z € A, pode estar ”vazio”, ”ocupado” por um electrao de spin 1, "ocupado™
por um electrdo de spin | ou ”ocupado” por dois electrdes (com spin diferente). Entdo.
para cada ponto da rede existem 4 estados individuais diferentes. Considerando que a
rede tem N, pontos diferentes, entdo o nimero de estados independentes é dado por 4Ns

6.2. O modelo de Hubbard unidimensional

No caso unidimensional surge uma no¢do de ordem "natural” associada aos pontos
da rede. Essa ordem é parametrizada por um indice j que pode tomar valores inteiros
j=1,2,...,N,, onde N, é o niimero de pontos da rede. Considerando que as amplitudes
de transigdo t; 5 s6 sdo ndo nulas para transicdes entre pontos vizinhos da rede e tomando
essas amplitudes como constantes, ou seja

ik = t0k jx1,

e considerando que o potencial de interacgdo electrdo - electrdo também é constante e
igual a U > 0, o modelo descrito na defini¢do 6.1.1 torna-se bastante mais simples e 0
Hamiltoniano fica

: | ' 1/ 1
Hy = =t 3 (€)sjo10 + CharaCi0) T U 2 (”jn - 5) <”j’¢ B 5) |
»e j - (6.2.1)

Apresentam-se agora algumas definicdes de operadores muito tuteis na pratlca Assim,
define-se o operador "numero total”

N =314, (6.2.2)

cujo valor préprio é dado pelo nimero de electrdes na rede. Define-se também o operador
"numero total com spin ¢”,

N, =Y A, (6.2.3)
J

cujo valor préprio é dado pelo nimero de electrdes na rede com spin ¢ =1, ]. Introduzem-
se ainda os seguintes operadores

S5¢=-2(N, - N)
(6.2.4)
S;=—5(Nt = N
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que representam a carga e a magnetizacdo do sistema, respectivamente. Prova-se facil-

mente [65, 66] que o Hamiltoniano (6.2.1) é invariante sob as transformacdes ¢/ , — ¢!

i,—0
(troca de spin) e ¢;, — (—l)zc}"(, (transformagdo particula-buraco). A estas transfor-
magoes estdo associadas duas algebras, sendo os seus geradores

1 - . .
Si=-5(Mp =Ny, Si= Sochiey, Si= el ein (6.2.5)
= J J

S 1 ~ Se i s ] ;
S;=—5(Va=N), S2=3 (-Dejre, S5 =3 (=1)¢] )1,
] j (6.2.6)

respectivamente. A dlgebra gerada por {5’; .52, S’i} designa-se por dlgebra de spin, en-
quanto a dlgebra gerada por {S’j, S¢,S¢} designa-se por algebra de 7-spin. Relacionados
com estes geradores, definem-se os operadores

N 1 -~ - A A N
($2)2 = 5(252 + §252) + (S2)2, (6.2.7)

onde oo = ¢, 5. Os operadores do conjunto {S%, S¢, (5%)?, (5°)2} comutam com o Hamil-
toniano (65, 66] e os seus valores préprios (nimeros quanticos) podem ser usados para
classificar os estados préprios do Hamiltoniano (6.2.1).

Apresenta-se a seguir o modelo de Hubbard unidimensional na presenca de um campo
magnético externo e de um potencial quimico.

DEFINIGAO 6.2.1. O modelo de Hubbard unidimensional na presenca de um campo
magnético externo H e de um potencial quimico p define-se através do Hamiltoniano

H=Hy,+2> phSe, (6.2.8)
[23

onde Hpy, é o Hamiltoniano (6.2.1), o = ¢,s, ph = p, uh = poH e yy representa o
magnetao de Bohr.

Descrevem-se agora, finalmente, algumas das propriedades conhecidas do modelo de
Hubbard (6.2.1). Como os parametros relevantes do modelo sio apenas os pardmetros U
e t, descreve-se o comportamento do modelo em fun¢io destes pardmetros. Sabe-se que o
modelo de Hubbard néo interactivo (U=0) representa um metal para qualquer densidade
electrénica, excepto quando a densidade é N = 2N, e que o modelo de Hubbard no limite
atémico, i.e. quando ¢t = 0, representa um isolador. No caso unidimensional, sabe-se
ainda que o modelo é um isolador para qualquer valor U # 0, quando N = N,. Este é o
conteddo do teorema de Lieb e Wu (1968) [46]. Para estudar o modelo de Hubbard quando
U/t ndo toma valores muito pequenos nem muito grandes, é necessario resolver o modelo
exactamente, pois técnicas de aproximacao como a teoria de perturbacgdes, ndo fornecem
resultados fiiveis. A técnica conhecida na literatura como ”Bethe Ansatz” fornece um
método eficaz para determinar a solucio exacta do modelo de Hubbard unidimensional.
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6.3. A dlgebra de operadores de pseudoparticulas

A técnica ”Bethe Ansatz” foi introduzida por Bethe em 1931 [4], que a aplicou ao
modelo de Heisenberg unidimensional. A solugdo para o modelo de Hubbard unidimen-
sional, utilizando esta técnica, foi obtida a partir das contribuigdes de Yang (1967) [64],
Lieb e Wu (1968) [46] e M. Takahashi (1972) [58]. Como o método “Bethe Ansatz” é
bastante complexo e estd fora do dmbito desta tese, remete-se o leitor interessado para
as referéncias [47, 52]. A solu¢do do modelo de Hubbard unidimensional, obtida através
da técnica ” Bethe Ansatz”, fornece estados do espaco de Hilbert que sdo estados de peso
minimo para as 4lgebras de spin e 7-spin®. Actuando sobre estes estados com os operado-
res S @ determinam-se todos os estados préprios do Hamiltoniano do modelo de Hubbard
[27, 28]. Estes estados préprios podem ser representados utilizando um conjunto de ope-
radores: os operadores de pseudoparticulas e de pseudoburacos, que se representam-por
b};,am, b,y Para a criagdo e destruicio de pseudoparticulas, respectivamente e por a;a’ﬁ,
40,8 Dara a criagio e destruicdo de pseudoburacos, respectivamente. Os indices destes
operadores devem ser interpretados da seguinte forma:

e ¢ representa o momento das pseudoparticulas ou pseudoburacos, designa-se por
pseudomomento e pode apenas tomar valores discretos.

e o representa a ”cor” das pseudoparticulas ou pseudoburacos e pode tomar os valores
o = § ou o = ¢, que estdo relacionadas com a carga e o spin, respectivamente.

e 7 representa a banda das pseudoparticulas e pode tomar os valores discretos v =
0,1,...,+occ. As pseudoparticulas na banda v = 0 dizem-se leves, enquanto as
restantes sdo designadas por pseudoparticulas pesadas.

e (3 é um indice que pode tomar os valores § = £1/2.

Os conceitos de pseudoparticula e de pseudoburaco foram introduzidos por Carmelo et al.
em [16, 20]. As slgebras de operadores de pseudoparticulas e a representagao algébrica
do espaco de Hilbert do problema quantico foram estudados em detalhe por Carmelo e
Peres [17, 18, 19, 52]. Estes operadores obedecem as relagtes de anticomutagao

{b;,a,w bq,a,v} = q,q’(sa,a"s'm’: {bz,a,w b;,a,"/} =0, {bq,am bq,anf} =0,
{a;,a,ﬁy aq,a,ﬁ} = 0g,g'0a,0108,6'» {a’;,a,ﬁ7 a’;,a,ﬂ} =0, {agas ge8) = 0. (6.3.1)

- . . \Th — t . , . .
E conveniente definir os operadores N; = 3, 35 @, 4 504,0,8, CUjO valor poprio associado.

N" ¢ o niumero de pseudoburacos, Na,,(q) = b:f],aﬁbq,am cujo valor préprio, N, ,(q), é 0

nimero de pseudoparticulas @, com pseudomomento g € Ny, = P N,(q), cujo valor
préprio associado é o niimero total de pseudoparticulas na banda «,v. O pseudomomento
q de uma pseudoparticula ou pseudoburaco ¢,y pode tomar os valores

27r I.a’"/

q_‘l = ]—V—a- i (632)

onde j = 1,2,3,...,dy € 0s nUmeros quanticos I;-"” s3o inteiros consecutivos ou semi-
inteiros de ntimeros {mpares consecutivos (ver apéndice A). O valor de d, , é determinado

*Um estado |¢) é um estado de peso minimo das 4lgebras de spin e de 7-spin se S2|y) = 0, com
a=c,s.
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pelas expressoes (A.1.1) do apéndice A. Para cada banda o, v, o pseudomomento é limi-
tado de acordo com g5 < ¢ < (" onde os limites das zonas de Brillouin (no contexto
das pseudoparticulas, também designadas por pseudo-zonas de Brillouin) sdo dados pelas
expressoes (A.1.4)-(A.1.7). .

Introduzem-se agora os nimeros V; = S* — |S2|, onde os geradores das dlgebras de
spin e de 7-spin foram definidos nas Eqgs. (6.2.5) e (6.2.6). Estes nimeros sdo niimeros
quanticos, pois todos os estados préprios do Hamiltoniano sio caracterizados por valores
constantes de 5 e de S7. O conhecimento dos ntimeros N7 ; ¢ N, 15 permite conhecer
todos os nimeros N, , (v =0,1,2,3...) e NZ e a afirmacio reciproca também é verdadeira.
Portanto, os nimeros NZ e as quantidades relacionadas com as pseudoparticulas pesadas
Nasso (v = 0,1,2,3...) constitutem uma representacdo alternativa relativamente 3 re-
presentacdo baseada nos niimeros de pseudoburacos o, 3 e de pseudoparticulas pesadas
@, > 0 [19]. Para o modelo (6.2.8), quando definido em todo o espago de Hilbert, apenas
a representagdo baseada nos pseudoburacos ¢, 3 e nas pseudoparticulas pesadas c, v>0
é completa [19]. Contudo, a representacio baseada nas pseudoparticulas leves e pesadas,
a,7=0,...,+00, também € completa em cada subespago do espago de Hilbert em que
os numeros VY sdo constantes. Como, nesta tese, se consideram apenas estes subespacos
no estudo das teorias criticas, adopta-se esta tltima representacio [15]. Também se con-
sidera, por uma questdo de simplicidade, que a densidade electrénica, n = N/N,, é tal
que 0 < 7n <1 e que a densidade de spin, m == (N; — N})/N,, é tal que 0 < m < n.

6.4. O conceito de estado fundamental generalizado

Nesta seccdo apresentam-se os conceitos de estado fundamental e de estado funda-
mental generalizado, introduzidos em [19], que se representam por |EF) e |[EFG), res-
pectivamente. Apresenta-se a seguir a definicdo do primeiro conceito.

DEFINIGAO 6.4.1. Considere-se que o niimero de electrdes com spin 1, N4, e 0o nimero
de electrdes com spin |, V,, estdo fixos. Nesta situacio designa-se por estado fundamental
do modelo de Hubbard unidimensional, e representa-se por |EF), o estado préprio do
Hamiltoniano (6.2.8) ao qual corresponde o menor valor préprio. Por outras palavras, o
estado fundamental é o estado de energia minima, para valores de N; e N, fixos.

Quando os valores N: e N, sdo fixos, o niimero de electrdes é fixo e o espaco de
pardmetros associado designa-se por colectividade candnica. Considerando que nio sé os
valores N; e IV, estdo fixos, mas que também os nimeros N, , e NZ sdo constantes, entio
0 espago de parametros caracterizado por estes nimeros designa-se por colectividade sub-
candnica [19]. E possivel dividir o espaco de Hilbert em subespagos gerados pelos estados
préprios do Hamiltoniano com os mesmos valores de {N,,} = {N,,,|a = ¢,5, v =
L,...,+oc} e de {NZ} = {NZ,| @ = ¢,s}. A uma colectividade canénica, caracterizada
por valores N; e IV, fixos estdo associadas vdrias colectividades sub-canénicas diferentes.

Considere-se que os nimeros { N~} e {NZ} estdo fixos. Entdo, designa-se por estado
fundamental generalizado, e representa-se por |EFG), um estado préprio do Hamiltoniano
(6.2.8) no qual a distribuicio de pseudoparticulas ou pseudoburacos, em cada uma das
bandas («,7), é de um dos tipos seguintes:

(i) distribui¢do compacta e simétrica de pseudoparticulas em torno do pseudomomento

qg=0.
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(i1) distribui¢do compacta e simétrica de pseudoburacos em torno do pseudomomento
qg=0.

Para distinguir as distribuigdes do tipo (i) das do tipo (ii), recorre-se a um indice A
que associa as primeiras o valor A = 1 e as segundas o valor A = —1. As distribuigGes
dos tipos A = 1 e A = —1 sido casos extremos, no contexto de uma determinada ban-
da (a,7v) e de uma colectividade sub-canénica, de possiveis configuragées de ocupagédo
de pseudomomentos pelas pseudoparticulas. E, por exemplo, possivel obter a partir de
um estado fundamental generalizado (EFG) com uma distribuigdo do tipo A = 1 numa
determinada banda («, ), um outro EFG com uma distribuigao do tipo A = —1 na mes-
ma banda, fazendo actuar sobre o primeiro estado operadores de criacdo e destruicdo de
pseudoparticulas - processos pseudoparticula-pseudoburaco. Os estados obtidos através
destes processos formam um conjunto que se designa por torre de estados.

Nesta tese, consideram-se apenas subespagos de Hilbert obtidos a partir da expansao
linear de estados fundamentais generalizados e dos estados obtidos, a partir destes, através
de uma pequena densidade de processos pseudoparticula-pseudoburaco, em que as pseu-
doparticulas e os pseudoburacos envolvidos sdo caracterizados por uma baixa energia e
pequeno momento relativamente ao estado fundamental generalizado inicial. Isto significa
que nio se considera toda a torre de estados intermédios entre um EFG com uma banda
(e, ) caracterizada por uma distribuicdo do tipo A = +1 e o EFG, associado a mesma
colectividade sub-canénica, com a mesma banda caracterizada por uma distribuicao do
tipo A = —1. E, portanto, possivel considerar separadamente, na mesma colectividade
sub-candnica, os subespagos de Hilbert correspondentes aos dois estados fundamentais
generalizados distintos: o EFG associado & distribui¢do A = +1 e o EFG associado a dis-
tribuicdo A = —1. Esta separacdo dos subespacos de Hilbert permite que se identifiquem
as pseudoparticulas intervenientes numa banda do tipo A de um EFG e nos processos
pseudoparticula-pseudoburaco, de baixa energia e pequeno momento relativamente ao
EFG, como sendo do tipo A.

Considerando uma banda (a,~), o nimero quintico A s6 pode tomar um dos valores.
A= +1ou A= -1, pelo que A = A, ). Note-se que este niimero quantico estd apenas
bem definido em cada subespaco associado a um EFG e ndo no espago de Hilbert total.
a0 contrario dos nimeros quénticos ¢, v. Numa determinada colectividade sub-candnica.
existem limites no pseudomomento para a distribuigdo simétrica de pseudoparticulas ou
de pseudoburacos - esses limites sdo os pseudo-pontos de Fermi e sdo denotados por
q(r . As expressdes que permitem determinar os pseudopontos de Fermi sao dadas por
(A. 2] 1) (A.2.4).

Existem leis de conservacio para as pseudoparticulas com pseudomomento positivo
e com pseudomomento negativo [12, 13, 15]. A esta lei de conservacdo corresponde um
nimero quantico

L = sgn(q) = £1, (6.4.1)
que associa o valor . = 1 as pseudoparticulas com pseudomomento positivo e o valor ¢ =

—1 4s pseudoparticulas com pseudomomento negativo. E também conveniente redifinir
o pseudomomento relativamente aos pseudo-pontos de Fermi. O novo pseudomomento é
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dado por

= z 6.4.2
q—qﬁ,l seqi-l <g<0,1=-1, ( )

a,y

_{ q—qu:””\ se 0 <g<gfil, v=+1

onde os pseudo-pontos de Fermi qﬁ; )’\ sdo definidos no apéndice A. Com as definicdes
(6.4.1) e (6.4.2), é possivel redifinir o conceito de EFG. Assim, um EFG é um estado com
uma distribui¢do de pseudoparticulas, onde os pseudomomentos ocupados para cada tipo
de pseudoparticulas-, v, A, ¢ sdo tais que Atk < 0. Para tornar a notagdo mais simples e
clara consideram-se, no que resta desta tese, apenas subespacos de Hilbert associados a
EFG’s onde as bandas sdo do tipo A = 1. Para o caso A = —1 as modificacdes a fazer sdo
minimas — o caso geral foi estudado na referéncia [15].

Introduzem-se agora novos operadores de criagdo e destruicdo de pseudoparticulas,
que estdo definidos, em cada subespago associado a um estado fundamental generalizado.

Estes operadores, b,c ans (braye), criam (aniquilam) uma pseudoparticula do tipo «,7,
com pseudomomento s. E claro que, pelas relagdes de comutacéo (6.3.1) e pelas definicdes
de ¢ e k, estes operadores obedecem as relagdes de anticomutacao

{bT, i'Yubn/al'Y L,} —6 K,’(s a’(577/ 0, s

(6.4.3)
{bl a7y, bn’ oy ,u} = {br,a,) bwr @,y 0} = 0.
Definem-se agora os operadores "ntmero de pseudoparticulas do tipo «,~,.”,
Naa(%) = b o brarya (6.4.4)
e
A— Xk: Noyu(5). (6.4.5)

O estado fundamental (EF) pode ser representado na base das pseudoparticulas por
[15]:
‘EF> = H H bL,a,0,+l,LlV>7 (646)

a,l k<0
onde |V') representa o vdcuo de pseudoparticulas. No EF ndo existem, portanto, pseu-
doparticulas pesadas. A partir da Eq. (6.4.6), deduz-se facilmente que a distribuicdo de
pseudoparticulas em fun¢do do pseudomomento é dada por

N ()= L se7=0<0, (6.4.7)
L 0 nos restantes casos .

6.5. O Hamiltoniano nos pontos criticos

Nesta seccao mostra-se que a base das pseudoparticulas, descrita nas sec¢es anterio-
res, é extremamente adequada para exprimir o Hamiltoniano nos seus pontos criticos.

Associadas a integrabilidade do modelo de Hubbard unidimensional, existem infinitas
leis de conservacdo que podem ser expressas, na base das pseudoparticulas, através da
conservagao dos valores préprios dos operadores [9, 15]
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"Vavﬁy = Z Nay"/vL’ (6'51)
3

N 1. - A
Jay = 2 tNay .- (6.5.2)

[
As leis de conservacdo associadas aos operadores (6.5.1) designam-se por leis de conser-
vacao das cargas generalizadas (@,7) e as leis de conservacdo associadas aos operadores
(6.5.2) designam-se por leis de conservacdo das correntes generalizadas (o,7). A forma
simples de (6.5.1) e (6.5.2) revela que a base das pseudoparticulas permite uma repre-
sentacdo muito simples para o conjunto infinito de leis de conservagao do modelo. Esta
é uma das principais razdes para utilizar esta base na descricdo do problema quantico
definido pelo Hamiltoniano (6.2.8). As relagdes de comutagdo entre os operadores (6.53.1),

(6.5.2) e Hj,.» sdo nulas
[I;{hubyfva,fy] = [ﬁhuba ja,'y] =0, (6.5.3)

pelo que cada estado préprio do Hamiltoneano tem nimeros N, 4 € Jo 4 cOnstantes. As
cargas generalizadas estdo também relacionadas com os valores de spin e 7-spin, atraveés
da regra de soma [13]
25% = —28% + 2NZ = N2 = 3 27N, ,, (6.5.4)
v>0

onde os niimeros N? sdo definidos no apéndice A, pela expressdo (A.1.2).
O Hamiltoniano (6.2.1) normalmente ordenado® relativamente ao EF, é dado por [19]

x
. Hh.ub = Z H(J) y (655)
j=1
onde o primeiro termo e o segundo termo da série sdo dados por
AU = Z egw(q) : Naﬁ(q) : (6.5.6)
q7a7/7
e 0
- 1 1 - - .
HE = N, > 2 §fa’7;a’,7'(‘.77q,) t Nopy(@) = Noy(d) o (6.5.7)
e g,a,7¢ o Y .

respectivamente, onde os operadores estdo normalmente ordenados relativamente ao EF
e €, ,(q) representa as bandas de energia das pseudoparticulas que sao definidas em [19].
As funcdes f sdo definidas, no apéndice A, pela férmula (A.2.5)

Define-se também a velocidade de grupo das pseudoparticulas, através da formula

0
v (g) = ‘k%@ (6.5.8)

5 A ordem normal é um conceito que permite definir a energia de um estado relativamente ao vcuo ou
a um estado de referéncia. Quando um operador do tipo: by b; : estd normalmente ordenado relativamente
a0 vacuo, entdo os operadores de destruicio passam para a direita, i.e. : bka = b;bk. Por definicdo, o
valor esperado, no vécuo, de um operador normalmente ordenado é nulo. Este procedimento ¢ utilizado
para evitar divergéncias [32]. A ordem normal define-se mais detalhadamente no apéndice B.
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As fungdes f da Eq. (A.2.5) e as velocidades de grupo desempenham um papel funda-
mental nos pontos criticos do modelo, como se verd mais adiante.

Considere-se uma transi¢ao entre o EF e um determinado EFG. De acordo com [19, 9,
15], os estados do espago de Hilbert relevantes, associados a uma transi¢do EF—-EFG, sdo
precisamente os estados do subespago de Hilbert associado ao EFG final. O Hamiltonia-
no (6.5.5) é obtido através de um desenvolvimento em série, feito em torno da densidade
de particulas no EF, e-onde o termo de perturbagio é uma pequena densidade de pseu-
doparticulas. Como a teoria de perturbagdes que permite representar o Hamiltoniano
na forma (6.5.5) é uma teoria onde o pardmetro de perturbacio é a densidade de pseu-
doparticulas definida relativamente a densidade de pseudoparticulas no EF, para tomar
apenas os dois primeiros termos (6.5.6)-(6.5.7), é necessério que as transices EF—EFG
consideradas envolvam uma pequena densidade de pseudoparticulas
ANC!,"/,L

N, '’
onde AN, ,, representa a variagdo da quantidade de pseudoparticulas do tipo «,, ¢, que
caracteriza a transicdo EF—EFG. Como no EF nio existem pseudoparticulas pesadas,
tem-se que AN, ,, = N,,, para v > 0. A teoria de perturbagées de pseudoparticulas é
estudada detalhadamente em [19, 52]. Uma transicio EF—-EFG em vez de ser caracteri-
zada pelos valores AN, pode, alternativamente, ser especificada pelos valores préprios
dos operadores:

Nay, =

: Noy i, tdaqy i (6.5.9)
onde a ordem normal é tomada relativamente ao EF. Os valores préprios associados a
estes operadores denotam-se por AN, , e AJ, 4, respectivamente.
Define-se agora um outro problema quantico. Como se verd mais tarde, este proble-
ma quantico fornece informacdo relevante sobre o problema original. O novo problema
quantico é descrito pelo Hamiltoneano

}A[conf = ﬁhub + Z /Ja,'yNa,y, (6510)
a,y
onde poy = —€ . (qr, ). No segundo termo deste Hamiltoneano introduzem-se explicita-

mente os operadores (6.3.1) que definem as leis de conservagdo das cargas generalizadas.
A relagdo entre este Hamiltoniano e o Hamiltoniano original (6.2.8) é dada por

H=Hy+ Heony. (6.5.11)

onde

Hy=Y [2uh8% =ty Nan| . (6.5.12)
Y

a4

E facil verificar que os operadores H , I:Ihub, I:Ic,mf e I:IO comutam entre si, razao pela qual
os seus estados préprios sdo idénticos. Estes estados préprios denotam-se por |¢). Tem-se
que [15, 19]:

Hy|y) = woltp), (6.5.13)
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onde os estados [¥) sdo estados do subespago de Hilbert associados a um determinado
EFG e

0= 3 | 268 | YNay + NZ| = 3 oy — 200,51l Nay
¢ >0 7>0 (6.5.14)

Prova-se em [19] que a expressdo (6.5.14) fornece os valores para a diferenca de energia
entre o EF e o EFG, ou seja wy = limy, o[Egrc — Egr), quando a transigdo EF—-EFG
envolve uma pequena densidade de pseudoparticulas. O limite NV, — oc representa o
limite termodindmico.

Existe uma expressao andloga para o momento, que fornece os valores possiveis para a
diferenca de momento entre um EFG e o EF. A expressio para essa diferenca de momento®
é dada por [15, 19]:

o0
ko = limNaﬂw[PEFG - PEF] = Z QAJQ;YQF&;Y + W[Z(l + 1 )l\fc‘v + /V“]
oy >0 (6.5.16)

e Pgrg, Pgr sdo os momentos totais no EFG e no EF, respectivamente. As expressoes
(6.5.14)-(6.5.16) sdo importantes pois permitem determinar as energias e os momentos
possiveis para as transi¢des EF—-EFG [15, 19).

Quando wy = 0, o ponto critico j4 foi estudado em [30, 31] e é um caso particular da
teoria aqui apresentada. Para energia finita, wy > 0, é necessdrio combinar a teoria de
campo conforme com as leis de conservagio associadas & integrabilidade do modelo, para
descrever os pontos criticos da teoria. Comegamos por estudar a teoria critica do modelo
associado ao Hamiltoneano H.., s No préximo capitulo prova-se que, a baixa energia.
este modelo pode ser mapeado numa teoria de campo conforme que ¢ descrita por vérias
algebras de Virasoro. Para ji, determina-se a forma do Hamiltoniano I:Ico,,f no ponto
critico. Para construir este Hamiltoniano basta considerar a defini¢do (6.5.10), substituir
em (6.5.7) as fungdes f pelos seus valores nos pseudo-pontos de Fermi e linedrizar, em
(6.5.6), as bandas de energia €] . (¢) nos mesmos pontos [13, 21]. Considerando apenas
os dois primeiros termos da série (6.5.3), 0 que equivale a considerar a expansao até a
segunda ordem na densidade de pseudoparticulas, o Hamiltoniano critico, normalmente

6De forma perfeitamente analoga ao procedimento utilizado para decompor o Hamiltoneano H, ¢
poss1vel definir os operadores de momento P, Pous, Peon re Py, onde os operadores usados na definigao de
B 7 ndo sdo os operadores associados as leis de conservago das cargas generalizadas, mas os operadores
associados as leis de conservagio da correntes generalizadas (6.5.2) [15, 19]. Tal como no caso dos

operadores H, Heon fe H,, tem-se que

P= Pconf + -lshub (6515)

e Bylv) = kolt).
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ordenado relativamente ao EF, é dado por
CH.: = Z LKUgny O”,L(fs):

K aa7)

A

+ Z Z ZZ fl’ya’,'y. t Noyu(s) Na’,v’,b("i,) :

”-/cn’aa’ Y ¢

+ a—nlr;a’,'y' : Nav'YyL(K/) " Na',"/',—L(K’,) :] ) (6517)
onde
Vay = Vayy(QFa,) (6.5.18)
e
fclx,'y;a’,v' = fama iy (QFarys lCIFa,,.,,) . (6.5.19)

Os pseudomomentos gr, . sdo dados pela férmula (A.2.2) e [ = £1.

O Hamiltoneano (6.5.17) define a teoria critica do modelo associado ao Hamiltoneano
(6.5.10), mas também permite determinar os expoentes criticos das funcdes de correlacio
do modelo de Hubbard unidimensional (6.5.11), como se verd no préximo capitulo.



CAP{TULO 7

Aplicagdo da teoria de campo conforme ao modelo de Hubbard

Em [13] mostra-se que o modelo de Hubbard é invariante conforme a baixa energia
(wo = 0) e que os operadores de psendoparticulas podem ser usados para a represen-
tacdo das 4lgebras de Virasoro. Nesse trabalho, os autores concluiram que a teoria de
campo conforme, associada ao modelo de Hubbard unidimensional, é descrita por quatro
algebras de Virasoro que comutam entre si e que possuem anomalia conforme ¢ = 1 -
duas dlgebras associadas a pseudoparticulas do tipo @ = c¢ e outras duas associadas a
pseudoparticulas do tipo o = s (nfo foram consideradas pseudoparticulas pesadas). Nes-
te capitulo, prova-se que o modelo associado ao Hamiltoneano fIwnf, no ponto critico.
definido num subespaco de Hilbert associado a um EFG, pode ser mapeado numa teoria
de campo invariante sob transformacgdes conformes. Considerando as leis de conservagao
associadas & integrabilidade do modelo de Hubbard unidimensional, assim como a relagdo
entre este modelo e 0 modelo associado ao Hamiltoneano Hcn¢, determina-se a forma
geral das fungoes de correlagdo para os campos fisicos.

7.1. As &lgebras de Virasoro do modelo

Para estudar os geradores das 4lgebras de Virasoro associados aos processos pseudo-
particula-pseudoburaco em torno de um EFG, redefine-se 0 Hamiltoniano critico (6.3.17).
Como estes processos sdo em torno do EFG, o Hamiltoniano critico é normalmente or-
denado relativamente a este estado. Por outro lado, quando actua em estados excitados
(estados obtidos através de processos pseudoparticula-pseudoburaco), o segundo termo
do Hamiltoniano anula-se [13, 15], pelo que o Hamiltoniano critico tem a forma

Hy =Y O(Nay) HYY L (T1.1)
ayy

onde O(z) =1sez>0,0(z)=0sez<0e

‘P’\Ig"/ = Z anay’Yal : Naf)/vl;L(K’) L ( e
K,

~1

—

§)
~—

O pseudomomento «, definido pela expressdo (6.4.2), estd definido relativamente aos
pseudo-pontos de Fermi do EFG.

O facto de o Hamiltoniano (7.1.1) se decompor numa soma, em que cada parcela se
refere a um tipo diferente de pseudoparticulas o, v vai permitir determinar os geradores da
4lgebra de Virasoro e a estrutura da teoria de campo conforme associada ao Hamiltoneano
critico (6.5.17). Para baixas energias, o sistema aproxima-se do ponto critico e o modelo
pode ser mapeado numa teoria de campo. Este mapeamento é feito de acordo com o
método standard de passagem ao continuo (3, 32, 38]. Introduzindo a notagdo p = {o, 7},

81
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a teoria de campo resultante ¢ descrita pela densidade de Lagrangeano
L= 0(N,)L,,, (7.1.3)
25t
onde cada termo da soma ¢ dado por

1 0 0
= gt | = -
‘C[),L - 2 wp,L(:L" t)z [at + [’vﬂ azJ d}P)L (z7 t)

1|0 0
- 5 { [52 + va%:l ¢;7L(x, t)} W, (z,t). (7.1.4)

Os numeros quanticos o, 7, e ¢ desempenham o papel de ”cores” dos campos e w}),b
representa o operador conjugado hermitico de ¢, ,(z,t) (recorde-se que um campo toma
valores no espago de operadores). A partir da Eq. (6.4.3) e da relacdo entre a teoria de
campo e 0 modelo de rede que lhe deu origem, determinam-se as seguintes relacdes de
anticomutagdo para os campos:

¢T1L($7 t), Yo (', t,) = 0pp 0 d(T — $/)5(t - t). (7.1.5)
P’
Introduzem-se agora novas varidveis: as varidveis "cone de luz”, que sio definidas por
z
T, =t+1—, (7.1.6)
v
0

e que correspondem a métrica

OL,—L’ ,

G = 5 (717)

Nestas varidveis, a densidade de Lagrangeano (7.1.4) é dada por
Lou =i {u,00%,, — [0P0]] ¥y} | (7.1.8)

Onde w;’[, = w;,[,(x;-l7 zp—l)7 wp,L - wﬂ,L ("‘E;—l? x;l) e
0

o =—. 7.1.9
£Fs (7.19)

As equagdes de movimento para os campos ou equacdes de Euler-Lagrange, apresentadas
no teorema 4.1.2, sao dadas por

3f1/1p,L =0; af"/}T,L =0, (7.1.10)

pelo que ©,, e ¥}, dependem apenas da varigvel Tt ie Yo, =W,z ) ew), =1 (z54).
Usando as Egs. (4.1.10), (7.1.8) e (7.1.10) é facil determinar a expressao para o tensor
energia-momento, que pode ser escrita na forma,

jl" = Z @(NP)TLTL(:ELP) y (7111)
p

onde
T0,58) = £ ()0~ [00), -] ) - (7.1.12)

A ordem normal é tomada relativamente ao EFG de referéncia.
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Cada termo T&(zﬁ,) refere-se a uma teoria de campo independente, que é identificada
pelo indice p, e corresponde a um espago de Minkowski independente, onde a velocidade
da luz é dada por v,, pelo que cada componente T[”L estd associada a uma dalgebra de
Virasoro V,,. Recordando a expressdo para a expansao do tensor energia-momento no
espaco de Minkowski, que ¢ dada por (4.3.18), verifica-se facilmente que os geradores da
algebra de Virasoro sao os coeficientes da seguinte expansao do tensor:
z4) Nz Z Lote™ 9% (7.1.13)

u.p

onde j € Z.
Considerando a relacdo entre os campos e os operadores de pseudoparticulas originais
do modelo [32], os campos podem ser e*cpandidos nas séries de Fourier

Yy (zs) = Zb,,,,be“%a‘“ , (7.1.14)

W _(zt) = Zb_w’ "IN (7.1.15)

onde os operadores de pseudopartlculas, b,,,L,,c e bMM obedecem as relagoes de anticomu-
tagdo (6.4.3). Substituindo estes campos na Eq. (7.1.11), efectuando alguns cdlculos e
tendo em conta a ordem normal relativamente ao EFG, determina-se facilmente que os
geradores para a dlgebra de Virasoro V,, sao dados por

L = t 1 T \
L.?’ = Z (K' — i3 )bK: L], p’LbK.,p,L + '8"01,0 ’ (‘1l6l
K=—CC

Considerando a ordem normal relativamente ao EFG determina-se, apds alguns cdlculos
(ver a seccdo 1 do apéndice B), que

' S . 1.
[L_?,L7 Lfn’b ] = Opypl OL,L' I:( )L;J;-m 12 (JB

O resultado (7.1.17) confirma que os operadores L2* sio os geradores de uma lgebra
de Virasoro e, de acordo com (4.3.24), cada algebra de Virasoro V,, tem anomalia con-
forme ou carga central ¢ = 1. Devido ao facto de cada dlgebra de Virasoro estar as-
sociada apenas a pseudoparticulas do tipo p, a teoria de campo conforme associada ao
Hamiltoniano H, 4, definido no ponto critico, é algebricamente descrita por um numero
Ny = 3,,09(N,) de élgebras de Virasoro que comutam entre si. O facto das anomalias
conformes associadas as algebras de Virasoro tomarem os valores ¢ = 1 pode ser confir-
mado através de uma anélise das correc¢des de tamanho finito no EFG [13] ou através da
andlise do EPO do tensor energia-momento (4.3.14) [13].

~ )0m+j0] (7.1.17)

7.2. As dimensdes conformes dos campos primaérios

Na realidade, os geradores L§* ndo sdo da forma (7.1.16), pois estes geradores desem-
penham um papel especial, j4 que estdo relacionados com o Hamiltoniano (ver observacao
5.1.5) e, a ndo ser que se defina o Hamiltoniano critico relativamente ao EFG, a ex-
pressio de L5* deve ser modificada. Como o Hamiltoniano critico (6.5.17) foi definido
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relativamente ao EF, é necessdrio determinar L§* de uma forma diferente. A forma mais
simples de determinar o gerador L, definido relativamente ao EF, ¢ através da relacio
existente entre a teoria de campo conforme e os efeitos de tamanho finito. Utilizando
esta relagdo, também se determinam as dimensées conformes dos campos primarios. Para
calcular estas dimensdes é necessdrio saber qual € o espectro de energias correspondente
a0 Hamiltoniano critico (6.5.17). Este espectro foi estudado na referéncia [15] e é dado
pela expressao:

AE = E({AN,,}, {AJ,,}) — Egr
= ¥ T OIS 8(4)8, AT,

(7.2.1)
AN
+D_O(Ny)E +Z }+O )
4 N,
onde as funcdes &), £}, sdo dadas pela expressdo
éhj;p’ = Opp + Z [l]jq’ama’,v’ (g7, ZQFP,) (7.2.2)

I==1

e AN,, AJ, sdo os valores préprios dos operadores (6.5.9). As constantes N”" representam
o nimero de processos pseudoparticula-pseudoburaco do tipo ¢, de baixa energ1a e pequeno
momento, em torno do EFG caracterizado por p. Estes processos ddo origem a uma
"torre” de estados excitados.

Para encontrar as dimensdes conformes dos campos primdrios da teoria de campo
conforme, considera-se a diferenca de energias

2 1
SE = E'— Egr = - 3" O(N,)u,ht, + O(=—), (7.2.3)
N, " N,

onde E’ é a menor energia do espectro (7.2.1) no subespaco associado ao EFG de re-
feréncia. Essa energia é precisamente a energia do estado fundamental generalizado,
ou seja, é a energia que se obtém de (7.2.1), ndo considerando processos pseudoparticula-
pseudoburaco, i.e. Ng’”: = (0. Comparando (7.2.3) com a expressdo (4.4.10), determinam-se

as dimensdes conformes dos campos, que sdo dadas por!

, 1
By=3 {092 + LA + N, A, } (7.2.4)

'Nas expressGes para as dimensdes conformes h’ surge o termo tN,AJ, devido ao facto das dimensdes
conformes, para ¢ = +1 e « = —1, serem diferentes. Na dedu¢do da expressdo (4.4.10) considerou-se que
elas eram iguais por uma questao de simplificaco da anélise. No caso geral, basta considerar o espectro do
operador momento no ponto critico para além do espectro de energias. A anélise que permite relacionar o
momento no ponto critico com as dimensdes conformes dos campos primdrios é andloga & anélise efectuada
na dedugio da expressio (4.4.10). O espectro do momento no ponto critico é apresentado em [15], onde
se prova que é necessdrio adicionar o termo ¢tV,AJ, as expressdes das dimensdes conformes dos campo
primdrios.
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onde
=> @(N,,,)fg;p,¥ , (7.2.3)
7
. :
LL=Y O(Nuy)b,pAdy. (7.2.6)
7

Determinam-se agora os geradores L§*, definidos relativamente ao EF. O Hamiltoniano
critico (6.5.17) pode ser expresso em termos destes geradores na forma [13]:

CHo=Y v, L5 (7.2.7)
oL

A partir da expressdo para o espectro do Hamiltoniano critico (7.2.1), é facil concluir que:

: L8 = LZN: kN, (k) : +-;—j§l[f“f;]2, (7.2.8)
onde
= % Y O(N,)E, Nyt (7.2.9)
p
e
M=% 0Ny Jr (7.2.10)

o

sdo os operadores cujos valores préprios sdo dados pelas Egs. (7.2.3) e (7.2.6), respecti-
vamente. A ordem normal é tomada relativamente ao EF.

Se um determinado EFG tem a banda p = ¢, ocupada por pseudoparticulas, entdo
é um estado préprio dos geradores Lg* €, pela Eq. (7.2.8), tem-se que

L3*|EFG) = ht|EFG), (7.2.11)

onde h4 é a dimensdo conforme (7.2.4). De acordo com a representagdo da dlgebra de
Virasoro, que foi apresentada na demonstragio do teorema (5.2.2), a expressdo (7.2.11)
significa que |EFG) é um estado de peso mdximo de todas as dlgebras de Virasoro asso-
ciadas & teoria conforme. A partir da expressdo (7.1.16), também se verifica facilmente
que:

0 setj >0

7.2.12
|\EFG),,.; setj <0, ( )

L EFG) = {

onde o estado |EFG),,; representa um estado excitado (um estado que pertence ao
subespaco de Hilbert associado ao EFG de referéncia, mas de maior energia). Estes
estados sdo obtidos a partir do EFG através de processos pseudoparticula-pseudoburaco.
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7.3. As fungoes de correlagao

Um campo primario da teoria conforme discutida na seccdo anterior define-se gene-
ralizando a definicdo de campo primadrio (4.3.5) para o caso em que a teoria conforme é
descrita por um ndmero Vy de 4lgebras de Virasoro. Esta generalizacdo é discutida na
seccao 2 do apéndice B. Um campo primadrio da teoria conforme associada ao Hamilto-
niano (6.5.17) é um campo que, sob quaisquer transformacdes conformes infinitesimais
2P — wP = 2P + €(zP), verifica a lei de transformacéo

on. ! dwf —h; Con p—
@@ =T1(55) ot 20, (731)
Put <t

onde 7 é definido pela transformacgio ¢ — —i7 e denota o tempo euclideano.
Na secgao 2 do apéndice B descrevem-se os cdlculos que permitem determinar as
fungdes de correlagdo de dois pontos para os campos primdrios, que sdo dadas por:

con con C
Gi,i(x77—7 07 0) = <EF]H¢p f(zil7zﬂl)¢p f(01 O)‘EF> = . 2ht 7
; o (2 = v,m)™ (7 3.9)

onde C' é uma constante. A introduc¢do do tempo euclideano 7 permite considerar a funcao
de correlacdo definida no espaco euclideano.

A teoria de campo conforme € extremamente poderosa porque todos as fungdes de
correlagdo (de dois pontos) dos campos fisicos sdo determinadas a partir das funcdes
de correlagdo dos campos primadrios. De facto, os campos fisicos exprimem-se através de
campos primarios ou campos secunddrios da teoria. Um campo secundério, que pertence 3
familia conforme de um campo primério ¢(z), pode representar-se na forma (¢ )*(z) =
L_(2)...L_gy(2)¢(2) (ver definicdo (4.6.7)). Com base na comparagio entre o espectro
de energia critico e a representacido de Lehmann para as fun¢des de correlagdo de campos
secunddrios conclui-se que os campos secunddrios sdo campos com dimensdes conformes
dadas por A = h+ Y i1, (k;) [7, 41]. Entdo, de acordo com as expressdes (7.2.1), (7.2.4) e
(7.3.2), as funcBes de correlagdo de dois pontos para um campo secundério (ou prim4rio)
da teoria conforme associada a (6.5.17), sdo dadas por

C
[, (z - inT)QA; ’ (7.3.3)

Gii(z,7,0,0) = (EF|¢°™ (z,7)9°™ (0,0)|EF) =

onde Al = hs + NPA,

Acontece que as fungoes de correlagdo (7.3.3) sdo vélidas para momentos (kg) finitos
e, como se prova em [6], usando um método de andlise independente da teoria de campo
conforme - método da bozonizagdo - surge um factor oscilante na func¢do de correlagio
quando se consideram estes momentos finitos. Esse factor é dado por e™*#9% onde os
valores ko representam os momentos associados as transicées EF—-EFG e sdo dados por
(6.5.16). Além disso, as fungtes de correlagdo (de dois pontos) para os campos fisicos
associados a H;ony sdo somas de funcdes de correlacdo de campos primdrios e campos
secunddrios da teoria de campo conforme [30, 31], ou seja, sdo somas de termos do tipo

e—ikox

(EF|¢y™ (2, 7)4;(0,0)| EF) = (7.3.4)

[, (z - iw,,‘r)m;’ ’
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(£

onde v identifica um determinado campo fisico.

A teoria de campo conforme aqui discutida sé descreve o ponto critico do Hamiltoniano
H_onf, definido por (6.5.10). As fungdes de correlacdo (7.3.4) nao representam portanto
as funcoes de correlagdo dos campos fisicos do modelo de Hubbard unidimensional. Na
descricio de Heisenberg, um campo fisico associado ao Hamiltoneano (6.2.8) é dado por

o, (z,t) = e g, (z,0)e! ™, (7.3.5)

onde o tempo ¢ é real.

O facto dos Hamiltoneanos (6.2.8), (6.5.10) e (6.5.12) comutarem é uma consequéncia
das leis de conservagdo associadas a integrabilidade. Para se obterem expressdes para as
fungoes de correlagdo do modelo de Hubbard unidimensional, a partir da expressdo (7.3.6).
utilizam-se estas relagées de comutacao. Considere-se um subespago de Hilbert associado
a um EFG. Este subespago de Hilbert pode ser obtido a partir da expansao linear dos
estados préprios do Hamiltoniano (6.2.8) com ndmeros NV, , e VZ fixos. Denotem-se esses
estados préprios por [1)(7)). Considerem-se transi¢Ses do EF para o EFG referido. Entao.
a partir de (7.3.5) e de (6.5.11), tem-se que

(EF|$(2,8)$,(0,0)| EF) = (EF|e~Fotgeons (z, t)eilot gcond (0, 0)| EF)
= S (EF|g™ (z, 6)e (7)) (4 (5)|#2™ (0, 0) | EF)

= e (EF| ¢ (1,t)¢2™ (0,0)|EF) (73.6
e—i[koz—wot]
- [,.(z+ w,,t)mz”
onde se usou a relacdo de comutagdo [ﬁconf,l:lo] = 0, a representacio ¢%(z,t) =

e Heonstgeons (1 ()eifeonst g expressio (6.3.13) e o facto de Ho|EF) = 0. Na dltima
igualdade usou-se a expressdo (7.3.4), mas com o tempo real . Conclui-se portanto que
as funcdes de correlacdo dos campos fisicos sdo somas de termos do tipo (7.3.6). Esta
expressdo permite calcular as fungdes de correlagdo, como por exemplo a fungdo de cor-
relacio densidade-densidade, representada por (EF|n(z,t)n(0,0)|EF), onde n(z,t) é o
campo que mede a densidade electrénica [31]. Outro exemplo de uma funcao de correlagéo
que pode ser calculada a partir de (7.3.6) é a funcdo de correlagdo da condutividade em
fun¢do da frequéncia [10]. Neste caso, o formalismo aqui apresentado aplica-se para ener-
gias finitas (wy > 0), pelo que a determinacdo desta funcdo de correlacdo é uma aplicagdo
da teoria discutida nesta tese e introduzida em (9, 15].
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CAP{TULO 8

Conclusoes

Nesta tese apresentaram-se os resultados basicos da teoria de campo conforme e
aplicou-se esta teoria ao modelo de Hubbard unidimensional, representado algebricamente
na base das pseudoparticulas.

A teoria de campo conforme é um assunto muito vasto para se esgotar numa tese. Nao
se abordaram facetas muito interessantes desta teoria como, por exemplo, a classificagdo
dos modelos minimos — que sdo modelos com um nimero de familias conformes finito e
que descrevemn modelos da fisica estatistica, agrupando-os em classes de universalidade —,
ou as algebras de Lie afins!, que sdo dlgebras de Lie de dimensdo infinita, que descrevem
as simetrias em sistemas fisicos onde, além da conservagdo do tensor energia-momento, se
consideram novas correntes conservadas. Estes sistemas fisicos possuem outras simetrias
além da invaridncia conforme. Estes assuntos e outros sio detalhadamente estudados em
(32, 34, 37, 42, 43]. Existem até ”aplicacdes” da teoria de campo conforme & matematica
pura. Um exemplo destas ”aplicagbes” é a férmula de Verlinde, que é uma férmula que
determina as dimensdes dos espacos dos blocos conformes? e as dimensdes dos espagos de
fungdes © generalizadas [56]. Estas fun¢Ges © sdo de grande importdncia na matemadtica e,
antes do aparecimento da férmula de Verlinde (1988), as dimensdes dos seus espagos eram
desconhecidas. A férmula de Verlinde foi apresentada como um resultado da Fisica e,
em particular, da teoria de campo conforme. Os argumentos de ordem fisica que levaram
Verlinde a obter a férmula e as suas justificagGes estdo, actualmente, a ser estudadas por
vérios matemdticos, que pretendem chegar a uma demonstragio formal. Estes exemplos
servem para mostrar que a teoria de campo conforme tem muitas ramificagoes e aplicagoes.
para além da teoria bdsica apresentada na primeira parte desta tese.

Como se mostra na parte II, a teoria de campo conforme fornece uma técnica muito
poderosa que permite determinar as funcdes de correlagdo de um sistema quéntico. Estas
funcées de correlagio sdo as grandezas fisicas relevantes, pois sdo elas que se podem medir
experimentalmente. Mostrou-se que a utilizagdo da base de pseudoparticulas, no modelo
de Hubbard unidimensional, permite estabelecer uma correspondéncia entre o problema
quantico definido pelo Hamiltoniano flwnf, dado pela expressdo (6.5.10), e uma série
de teorias de campo independentes, definidas em espagos de Minkowski diferentes (cada
espaco de Minkowski é caracterizado por uma velocidade v,). A partir destas teorias
de campo e utilizando a teoria de campo conforme, foram determinadas representacoes
para os geradores das dlgebras de Virasoro. Existe um ndmero Ny destas algebras e
todas possuem uma anomalia conforme ¢ = 1. A partir da expressdo para 0 espectro

INa literatura da Fisica estas 4lgebras sio normalmente designadas por dlgebras de Kac-Moody.
20s blocos conformes sio funcdes complexas que permitem determinar as fungdes de correlagdo de 4
pontos para campos primarios [56].
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critico de energias e da relagdo entre os efeitos de tamanho finito e a teoria de campo
conforme, calcularam-se as dimensoes conformes dos campos priméarios. Combinando estes
resultados com as leis de conservacao, associadas a integrabilidade do modelo, relacionou-
se o problema original, definido pelo Hamiltoniano (6.2.8), com o problema descrito pela
teoria de campo conforme. Esta relacao tornou possivel a determinacdo da forma geral
para as funcoes de correlagao dos campos fisicos do modelo de Hubbard unidimensional.

A teoria apresentada é vdlida a baixa energia em torno das energias finitas wy, ou seja, é
vilida para energias (w —wy) pequenas. Em [10], determina-se a funcio de correlagio para
a parte da condutividade que depende da frequéncia, de acordo com a teoria apresentada
nesta tese. Os resultados obtidos sdo comparados com resultados experimentais que se
referem a condutores quasi-unidimensionais com caracteristicas adequadas ao modelo de
Hubbard, e conclui-se que os valores para os expoentes criticos determinados pela teoria se
ajustam de forma muito razodvel aos expoentes criticos determinados experimentalmente.

Apds estas conclusoes, apresentam-se algumas sugestdes de investigacdo futura nesta
area. )

Na drea da teoria de campo conforme e da Fisica-Matemadtica, as dlgebras de Lie
afins ou algebras de Kac-Moody referidas anteriormente sdo, seguramente, um objecto
de estudo importante. Os fundamentos matematicos desta teoria e a sua aplicacdo a
modelos concretos como, por exemplo, o modelo de Hubbard unidimensional fornecem
possibilidades de investigacdo potencialmente muito produtiva.

O célculo de fungoes de correlagdo de campos fisicos para o modelo de Hubbard uni-
dimensional, com base na teoria descrita nesta tese, é imprescindivel pois os resultados
desses cdlculos, quando confrontados com resultados experimentais, permitem avaliar a
real importancia do estudo aqui apresentado e podem fornecer informagdes importantes
para uma melhor compreensao das propriedades dos materiais quasi-unidimensionais.

A relagdo entre as leis de conservagdo, a integrabilidade dos modelos unidimensionais
e a invariancia conforme foi extremamente importante para o desenvolvimento da teoria
apresentada. O estudo mais profundo desta relagdo é certamente um assunto a merecer
atencdo e que pode fornecer importantes resultados tedricos.

O estudo efectuado nesta tese pode ser generalizado para quaisquer modelos unidimen-
sionais de muitos electroes, que sejam soliveis pelo método ”Bethe Ansatz”. Portanto,
outra possibilidade de investigagdo, é a aplicagdo da teoria a outros modelos unidimen-
sionais de muitos electroes.



APENDICE A

Algumas definicoes

Neste apéndice, apresentam-se as defini¢des de algumas fungdes referidas no capitulo

6.
A.1l. Os limites das pseudo-zonas de Brillouin
Definem-se, para ja, os nimeros
deog =N,
oy = Nt + Nay = 2 [7+7 =17 =7V [Nay  se a7 #¢,0,
+'>0 (A.1.1D)
onde
NFM=N, = Ny, NF=Np—2No—2) Ny (A.1.2)
¥'>0
E também necessdrio apresentar as definicdes
_ ] ©
Nep = '\2[— T e T aﬁzzl Nt (A.1.3)

Noy =day sea,7#c0.

Os nimeros I;*", que aparecem na expressao (6.3.2) sdo inteiros consecutivos se Ny~
for impar ou semi-inteiros de nimeros {mpares consecutivos se N, , for par.
Os limites das pseudo-zonas de Brillouin sdo dadas por

1 ‘ \
s = £l - =], (A.1.4)
a
para NV, par e por
(+1) _ (=D _ i1 — 2 415
qc,O T, QC,O ﬂ-[ Na] ’ ( )
ou
+1 —~1
qg,o ) = [l - NZ], qé,o ) = —T, (A.1.6)

para N, impar. Para as restantes bandas o, 7, os limites das pseudo-zonas de Brillouin
sao dadas por

1) — o T 3
q((x,'y) = i—]@—[dFu"y - 1] (.—\.17)
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A.2. Os pseudo-pontos de Fermi e as funcoes f

Os pseudo-pontos de Fermi determinam-se a partir das expressdes:

() _ 4 2\ .
qFa,‘y,,\ - “‘[QFan,}\ /\Na] ) (:XZ].)
quando (i) A = —1 e Ny, é par ou (ii) A = +1 e N,, é impar (par) e I;*” sdo inteiros

(semi-inteiros de {mpares), onde

71'[(5,\ —lda'y + /\Na 7]
qr, ., = ——2=lfe 2 A.2.9
"THA Na ( )
Por outro lado, quando (i) A = —1 e N, é fmpar ou (ii) quando A = +1 e N, é impar
(par) e I;"” sdo semi-inteiros de impares (inteiros), entdo os pseudo-pontos de Fermi sdo

dados por

2T
1 -1
Q;':jﬂ\ = GFy ql(”'a,-y),,\ = —[(IF‘,,W\ - /\E} , (A.2.3)
ou
2
L -1
q%-:,q'),k = qFa,v,)\ - AE’ q%av_y)'}‘ = _QFam,\ . (A24)

As fungdes f, que aparecem na expressdo (6.5.7), sdo definidas por
Jomiay(10) = 2MVay(0) oo v (0, 9) + 2T 7 (€) ot y104(4'5 @)
o0
2r 3.2 > O(Notr yr) Vet Pyt iy (G 1 5 1)
j==1 o v'=0
X Dot ity (jQFa,/,Vllyq,) . (A.2.5)

As funcGes g v,y (g, ¢') sdo definidas por equagdes integrais em [19).
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APENDICE B

Calculos auxiliares

Neste apéndice apresentam-se os cilculos necessarios para se obterem as relacdes de
comutacdo (7.1.17) para os geradores das dlgebras de Virasoro e as funcdes de correlacio
para os campos primdrios (7.3.2).

B.1. As relagoes de comutagio das dlgebras de Virasoro

Para determinar as relacdes de comutagdo entre os geradores (7.1.16), utiliza-se a
igualdade algébrica [25]

[AB,CD] = A{B,C}D - {A,C}BD +CA{B,D} - C{A,D}B.
(B.1.1;

e representam-se os operadores normalmente ordenados relativamente ao EFG. Esta or-
dem normal define-se colocando os operadores de destruigéo, b ,,, & direita (& esquerda)
dos operadores de criagdo, b};,p,“ se £ > 0 (se k < 0) e tendo em conta o sinal da per-
mutagdo necessdria para colocar os operadores nesta ordem. Assim, define-se a ordem
normal, relativamente ao EFG, pela férmula [25]:

P bl Begps = bl

*Ye1,pVE2,000 m,p,Lb'W:P:L

— 60y ©(—F1) (B.1.2)

onde os operadores obedecem a relagdes de comutagdo andlogas as definidas em (6.4.3).
A ordem normal é tomada relativamente ao EFG, pois este é o estado de referéncia que
verifica |

bep /EFG) =0 sei>0
L, |EFG)y=0 sei<0,

0 que significa que todos os ”estados” com x < 0 estdo "ocupados” e todos os "estados”
com k > 0 estdo "desocupados”. A ordem normal é usada para evitar divergéncias na
aplicagdo dos operadores pois se, por exemplo, o operador ndo ordenado ¥, b};ywbn,p,b

for aplicado ao EFG, entdo este operador vai destruir e criar pseudoparticulas, desde

kK = —oo até k = 0, o que resulta numa contagem infinita de pseudoparticulas. Se
o operador normalmente ordenado ¥, : b , bx,, : for aplicado ao EFG, entdo o seu

resultado é 0, pois ele s6 conta pseudoparticulas que ocupem ”estados” diferentes dos

"estados” ocupados no EFG.
Nesta secgao, consideram-se apenas estados fundamentais generalizados associados a
v =1, de forma a tornar os cdlculos mais simples. O caso geral trata-se de forma andloga.
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Tendo em conta (7.1.16), (B.1.1) e (B.1.2), tem-se que

- _ J+m
(L8, 167 = S0 = m)(8 = S5 £ By e Bt
K
j-1 J 2
+ 1m0 ) (’“ - 5) ‘ (B.L2)
k=0
Considerando j # m, obtém-se imediatamente
. jtm
[Lf’“, Lf,;“] => (G -m)(k— —2‘—) : b:rc—(j+m),p,+1bn,p,+1 :
K

Supondo agora que j = m e que j > 0 (para j < 0, os cdlculos sdo semelhantes), resulta
de (B.1.3) que

ol o+l . t oo : js P-4
[Lj ) Lj ] =2J Z : bm,p,+lbn,p,+1 : +g(] -2 —-1)+ i )
. 1 2=
= 2‘] <z : bL) 7+1bnapy+l : +_> +
A 8 12 (B.1.5)
.3 .

Juntando as expressdes obtidas em (B.1.4) e em (B.1.5), determinam-se imediatamente
as relacdes de comutagdo (7.1.17) para o caso ¢ = 1. A anomalia conforme ¢ = 1 é
identificada a partir dessas relacOes e aparece no termo Jilgl Estes cdlculos ilustram a
forma como a ordem normal é responsavel pelo aparecimento da anomalia conforme.

B.2. As funcgdes de correlacdo dos campos primadrios

Nesta seccdo determinam-se as fungées de correlagdo de campos primdrios da teoria
conforme descrita no capitulo 7.

Explica-se, antes de mais, o que se vai considerar por campo primario desta teoria
conforme. A propriedade bésica que define um campo primdrio numa teoria de campo
conforme é a lei de transformacio (4.3.3) sob transformagdes conformes. Na generalizacio
que se vai fazer deste conceito é necessirio preservar esta propriedade, pois ¢ ela que torna
0s campos primérios " especiais”. Como na nossa teoria conforme, existem varias teorias de
campo independentes, com velocidades v, diferentes, é natural definir um campo primadrio
como o produto de 3°, ©(N,) campos primdrios ”standard” — um campo primdrio ¢, por
cada teoria de campo, ou seja,

¢(I)t) = Hd)l’(zﬁ-hzgl)a (B21)

s _
onde o produto tem 3, ©(N,) factores. Considerando a transformagcdo t — —i7, passa-se
do plano de Minkowski para o plano euclideano e as varidveis de cone de luz transformam-

se de acordo com a férmula
. T
z? = 2l = —ir +1—. (B.2.2)
Up
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Nas novas coordenadas, o campo primario (B.2.1) fica
) =[[0,(z41, 2% ). (B.2.3)
p
Aplicando as transformacao conformes
22— wf (B.2.4)

pela propriedade (4.3.5), o campo primério da teoria conforme generalizada, transforma-se
de acordo com

: duwp) ™ -
sen =T () a2 B23)
Pt ¢

sendo esta a generalizacio adequada da expressdo (4.3.5).

E quanto as fungdes de correlagdo? A generalizagio ébvia da expressdo (4.5.3), para
a transformacao das fungdes de correlagdo de dois pontos dos campos primadrios (B.2.3),
é dada por

Gi’i(IE,T,0,0) EF'H(bP Z+l7 ) (O O)!EF>

hY
=H (dl;) EFIH¢/J wh,w?,)$(0,0)|EF). (B.2.6)

Apresenta-se agora a forma geral para as fun(;oes de correlacdo de dois pontos de campos
primaérios. Recorde-se a demonstragio do teorema (4.6.2). Procedendo de forma andloga,
mas considerando as fungGes de correlagdo (B.2.6), obtém-se

C
Gii(z,7,0,0) = EF|H¢,, (22,,2°,)¢(0,0)|EF) = SR
pu ()77 (B.2.7)
Recorde-se que 2? = —i7 + L—- Aplicando as transformacoes conformes z¥ — w? =
v,e2?, tem-se, de acordo com (B. 2 6) e (7.3.2), que
Cl

Gii(z,7,0,0) EFIH¢p 21,720)0,(0,0)[EF) = ——r
oo (2 = uv,7)™ . (B2g)

onde C' é uma constante.
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