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RESUMO

Neste trabalho estudamos as iteradas de aplicagdes do plano no plano. Usando as técnicas
da dindmica simbdlica em aplicacdes do plano no plano, tendo sempre por base a teoria
de amassamento de Milnor e Thurston e o formalismo da dindmica simbdlica desenvolvido
por Sousa Ramos, abordamos diferentes aspectos qualitativos da dindmica das aplicaces
de Lozi.

Assim, através da dindmica simbdlica introduzida por Yutaka Ishii, comecamos por refor-
mular a fronteira do espaco dos pardmetros correspondente is aplicacdes de Lozi equivalentes
a ferradura de Smale. No seguimento, apresentamos um método que permite a construgio
da bacia de atracgio para o atractor de uma qualquer aplicacdo de Lozi.

Ainda usando a dindmica simbélica para as aplicacdes de Lozi, apresentamos um método
que fazendo uso de expansSes em fraccBes continuas, nos permite calcular o maior dos
expoentes de Lyapunov de uma aplicag3o de Lozi.

Com a introdu¢io do conceito de ponto critico e subsequentemente de sequéncia de
amassamento para as aplica¢cBes de Lozi, partimos para uma a construcio de uma particdo
de Markov do seu espago de fases. Desse modo, é possivel a caracterizacio completa do
espaco dos pardmetros através da introducdo do conceito de curva de amassamento, que
mostramos serem curvas isentrépicas. Consequentemente, obtemos a descricio em termos

da entropia topolédgica da familia das aplica¢des de Lozi.

PALAVRAS-CHAVE: Aplicacbes no plano, hiperbolicidade, atractores estranhos, dindmica

simbdlica, particio de Markov, invariantes topoldgicos.






ABSTRACT

In this work, we study the iterations of two dimensional maps. Using symbolic dynamics
techniques for two dimensional maps, based on both the kneading theory of Milnor and
Thurston and the formalism of symbolic dynamics developed by Sousa Ramos, we studied
the qualitative aspects of the dynamics of Lozi maps.

Thus, through the symbolic dynamics introduced by Yutaka Ishii, through the correction
of symbolic sequence that characterized the first tangency between stable and unstable
manifolds, we reformulate the border for the Smale horseshoes. Following this work, we
present a method that allows the construction of the basin of attraction for the Lozi attractor.
Even using the symbolic dynamics, we introduce a new method, using continuous fractions
expansions, that allow us to compute the largest Lyapunov exponent.

Through the kneading sequence for Lozi map, we characterize the region in the parameter
space were we have the kneading curves and we also give a method to the construction of
a partition of Markov for the Lozi attractors. Consequently we characterize the topological

entropy for the Lozi map, and costruct a new topological invariant, the second invariant.

KEYWORDS: Two dimensional maps, hiperbolicity, strange attractors, symbolic dynamics,

Markov partition, topological invariants.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas tem-se assistido a um interesse crescente, no sentido de um maior en-
tendimento, relativamente ao que entretanto se apelidou de comportamento caético. Este
tipo de evolugdo temporal de um sistema, que aparenta ser transversal a toda a Natureza,
seja em reacgBes quimicas, em fendmenos de mecinica dos fluidos, na observacio da dindmica
de satélites no sistema solar, na meteorologia, ou em circuitos eléctricos, mas igualmente
perceptivel em processos da actividade humana, como no crescimento de populacdes, ou em
fenémenos econémicos, ndo pode mais ser encarado como excepgio 3 regra do comporta-
mento regular que durante as ultimas quatro centenas de anos tem sido descrito por leis.
Contudo, a enorme diversidade dos fenémenos em causa faz com que este tipo de compor-
tamento seja extremamente dificil de caracterizar nas suas componentes mais basicas. E por
isso fundamental encontrar modelos simplificados para esses fenémenos, modelos que ainda
retenham o caracter complexo da evolugdo temporal dos sistemas, mas que sejam passiveis de
um estudo matem3tico mais profundo, embora por vezes sé possivel através de uma simulaglo

computacional.

Nos ditimos trinta anos, com o desenvolvimento das ferramentas computacionais, em par-
ticular das suas capacidades simbdlicas, tem-se acentuado a vertente computacional destes
estudos, sobretudo pela possibilidade de simulagio de modelos mateméticos cujas dindmicas
revelam comportamentos extremamente complicados. Embora muitos deles j§ sem intencdo
de modelar um qualquer fenémeno natural, a sua importincia no entendimento e caracteri-
zagdo do comportamento caético é enorme, na medida em que a sua simplificacdo extrema
nos conduz aos elementos mais simples que conseguem gerar esse tipo de dindmica. E, mais

importante ainda, na medida em que nos permite estudar familias inteiras de modelos, distin-
1



2 Introducio

Figura 1.1: Um campo de vdrtices em duas dimensdes.

guidas por alguns pardmetros, o que tem permitido estudar mesmo os mecanismos que levam
um sistema de um comportamento regular a comportamentos muito complicados. A imagem
que mostramos na Figura 1.1 é um desses exemplos e representa um campo de vortices em
duas dimensdes com uma forca de resisténcia proporcional 3 velocidade adicionada ao lado
direito da tradicional equacdo dindmica de Navier-Stokes.

Como para tudo existe um inicio, também o estudo da dindmica cadtica de certos sistemas
teve o seu ponto de partida, e esse foi dado por Henri Poincaré. Em 1890, no estudo do
problema da dindmica de trés corpos, Poincaré encontrou érbitas ndo-periddicas e érbitas que
n3o se aproximavam de um ponto fixo. Pouco tempo depois, em 1898, Jacques Hadamard, no
seu trabatho " Hadamard'’s billiards” , conseguia mostrar que todas as trajectdrias s3o instdveis
em todas as trajectérias de particulas que divergem exponencialmente uma da outra, com

um expoente de Lyapunov positivo. De seguida, e como seria de esperar, foi construida por



matematicos muita teoria sobre a dindmica caética, mas que se apresentava com o nome de
teoria ergédica. Foi entdo com a teoria ergédica, assim como com a teoria das equacSes
diferenciais ndo lineares, que matemdticos como G. D. Birkhoff, A. N. Kolmogorov, M. L.
Cartwright, J.E. Littlewood e Stephen Smale, entre muitos outros, deram o seu importante
contributo para a compreensio da dindmica destes sistemas.

Mas, compreensivelmente, a dificuldade e a complexidade de trabalhar com sistemas que
continham vdrias varidveis representava um grande entrave no desenvolvimento de uma es-
trutura tedrica que suportasse o estudo dos sistemas dindmicos. Desse modo, o recurso a
sistemas cujo espago de fases se reduzisse ao intervalo foi uma estratégia natural, e muita
da teoria hoje conhecida dos sistemas dinimicos, escondida atrds de objectos aparentemente
muito simples — fun¢des quadraticas a uma varidvel real e a uma varidvel complexa — mas
que, quando iteradas, apresentam niveis de complexidade surpreendentes, se deve ao estudo
do comportamento complexo de sistemas na recta ou num seu intervalo. Por outro lado, a
descoberta de fenémenos cuja evolucdo temporal aparentava uma grande semelhanca com as
simulagdes computacionais deste tipo mais simples de dindmicas precipitou uma grande quan-
tidade de investigadores na procura de fenémenos naturais que manifestavam caracterfsticas
tipicas do caos unidimensional.

Estes exemplos impulsionaram a introduc3o de novos conceitos e novas grandezas, mas
tornaram-se incapazes de descrever com relativo rigor certo tipo de sistemas. O que era
excluido por ser imprecisdo de medida ou um simples ruido, era agora considerado pela teoria
do caos como uma componente dos sistemas estudados, mas que ndo se conseguiria estudar
com o recurso aos sistemas unidimensionais. O oscilador de van der Pol e as equacbes que
modelavam a evolugio da atmosfera definidas por Edward Lorenz, s3o dois de muitos exemplos
onde o estudo da dindmica unidimensional nio era suficiente.

Estando em dimensdo superior, estes sistemas apresentavam um atractor cujo aspecto
geométrico ia muito para além do que era conhecido em sistemas unidimensionais. Estdvamos

perante um novo objecto de estudo, apelidado, por razdes ébvias, de atractor estranho.
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Figura 1.2: O atractor estranho da aplicagdo Tinkerbell.

Toda a ordem que imperava no estudo dos sistemas unidimensionais deixa de existir quando
entramos em dimensdes superiores, em particular em sistemas definidos no plano. Os sistemas
dindmicos a duas dimensdes, por razbes ébvias, sio preferiveis aos de dimens8es trés ou supe-
riores, pois apesar da sua aparente aleatoriedade existe a esperanga de, usando as técnicas de
estudo da dindmica em sistemas unidimensionais, encontrar a ordem necessdria para explicar a
dindmica dos sistemas em duas dimensGes. Neste aspecto, a familia das aplicagGes introduzida
por Michel Hénon é aceite como sendo a familia das mais simples dindmicas no plano com
caos, figurando assim como os objectos onde a caracterizacio do comportamento complexo
pode ser mais acessivel, sem contudo ser de modo algum f4cil.

o4
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Figura 1.3: O atractor estranho de uma aplica¢do de Hénon.



Tal como a familia das aplicacbes tenda no intervalo surgiu em determinado momento
como uma forma mais simples de encarar certos problemas das dindmicas unimodais no inter-
valo, sobretudo pardbolas, sendo muitissimo eficaz quando se tratava de testar a eficicia de
certos conceitos na caracterizacdo do comportamento complexo, penéamos que a familia das
aplicagbes introduzida por René Lozi pode constituir um papel muito importante no estudo do
caos em dimensio superior a um. Surgindo como um modelo linear, logo ainda mais simples
que os modelos de Hénon, esse parece ser o laboratério ideal para caminharmos no sentido de

uma total compreensio dos fenémenos complexos.

1o
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Figura 1.4; O atractor de uma aplicacdo de Lozi.

E exactamente esse 0 nosso propésito com este trabalho, onde, no Capitulo 2, apresentamos
a familia de aplicagSes de Lozi, com particular &nfase nas condicdes nos pardmetros que
garantem que as dindmicas admitem um atractor estranho. S3o essas as condi¢Bes que nos
interessam e relativamente 3s quais apresentamos uma caracterizacio da bacia de atraccdo do
atractor, resultados j& aceites para publicagido na revista International Journal of Bifurcation
and Chaos. No capitulo seguinte, introduzimos a dindmica simbdlica desenvolvida por Yukata

Ishii, em 1998, para esta familia de aplicagdes no plano, para depois mostrarmos de que



Introdugdo

forma é possivel utilizar essas técnicas para calcular o expoente de Lyapunov mdximo da
dindmica, ideias que foram apresentadas na conferéncia internacional Equadiff07 e aceites
para publicac3o nas suas actas. Por fim, no Capitulo 4, continuamos a explorar as técnicas
da dindmica simbdlica, mas agora para apresentar a construcio de particdes de Markov dos
atractores de Lozi e a consequente caracteriza¢do topolédgica do espaco dos pardmetros. A
importancia destes resultados, que sdo consequéncia da linearidade das aplicagGes de Lozi,
estd sobretudo na possibilidade de ser um guia para abordarmos o mesmo problema para
outras dindmicas no plano, como as aplicacdes de Hénon. A construgio referida, assim como
a caracterizacdo das curvas no espaco dos parimetros correspondentes a aplicagdes de Lozi
de igual entropia, encontra-se descrita num trabalho j§ submetido a uma revista cientifica

internacional.



Capitulo 2

Aplicacoes no plano e hiperbolicidade

Vamos iniciar o percurso pelas aplicagdes do plano no plano, tendo sempre em aten¢io o estudo
da dindmica simbélica neste tipo de aplicacdes. O sucesso obtido na dindmica simbdlica em
aplicacbes de uma dimensdo deve-se em grande parte 3s boas propriedades da ordenacdo dos
nimeros reais, propriedade essa que falha muitas vezes quando estamos a falar em dimensdes

superior a um.

Em dimensdo dois, muitos exemplos de aplicacdes foram estudados, uns com sucesso, como
por exemplo a dindmica simbélica na aplicagio ferradura de Smale, e outros exemplos ainda
sem uma teoria completamente estabelecida, como é o caso das aplicacdes de Hénon e de
Lozi, muito por culpa das caracteristicas que este tipo de aplicacdes apresentam, tais como as

tangéncias homoclinicas.

Neste trabalho vamos explorar as aplica¢des do plano no plano, que apresentam a seguinte

forma "triangular”,

Tp4+l = f(aaxn) + byn

Yn+1l = Tp

com o objectivo de entender as caracteristicas que apresentam, para que no capitulo seguinte
possamos avangar com novos desenvolvimentos na criagdo de uma teoria de dindmica simbélica

neste tipo de aplicages, em particular, para a aplicacio de Lozi.
7



8 Aplicagdes no plano e hiperbolicidade

2.1 Hiperbolicidade

Seja f uma aplicagdo linear do plano descrita pela matriz

A0
Ay = ,

0 u

onde 0 < A <1 < pu. Atendendo a forma da matriz Ay e as condicGes satisfeitas pelos
pardmetros A e p, podemos afirmar que o eixo horizontal é a direccdo estdvel, isto é, con-
tractiva, caracterizado pela relagio f™w — 0, quando n — oo, para todo w no eixo dos xz.
Qualquer outro vector w satisfaz f"w — oo, quando n — oo e, deste modo, vemos que o
eixo vertical ndo pode ser caracterizado por esta propriedade. Para o eixo vertical, fazemos o
tempo correr para o passado e obtemos f~"w — 0, quando n — 00. Assim, se passarmos
para a aplicagio f~1, apenas alteramos os subespacos expansivos e contractivos.

Esta anélise da situacio linear pode ser transportada para o caso n3o linear, onde estudamos
o comportamento local e os subespagos estivel e instdvel sio substituidos pelas variedades
locais estdvel e instavel. A variedade local estdvel é caracterizada pela contracgdo exponencial
quando deslocamos o tempo para o futuro e, de forma andloga, fazendo o tempo andar para o
passado, a variedade instdvel é caracterizada pela contrac¢do exponencial. Assim, de seguida,
apresentamos a mais forte versdo de hiperbolicidade, onde as taxas de contracgdo e de expansdo

sdo uniformes. Este é o caso dos difeomorfismos de Anosov.

Definicdo 2.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de uma variedade diferencial compacta
M. Ent3o, f é de Anosov se existem constantes ¢ > 0 e 0 < X < 1, tais que, em cada
ponto x € M, o fibrado tangente T,M decompde-se em dois espacos tangentes, o estivel e

o instdvel,

T:M=E,®E;

satisfazendo as seguintes condicGes: para todok >0 ex € M,

(sz)|Eg = "j(m),
(Def)ler = Efpo)
(D) les| < e,
J(or)1a] < o




2.1 Hiperbolicidade

Os exemplos mais simples de difeomorfismos de Anosov sdo os difeomorfismos lineares hiper-
bélicos no toro.

Seja M uma variedade suave, D C M um conjunto aberto ¢ f : D — M um difeomor-
fismo. Se considerarmos os difeomorfismos em que o niimero de pontos periddicos é finito,
obrigatoriamente destacamos os de Morse-Smale (apresentam um conjunto de pontos finito
constituido por pontos fixos e periddicos hiperbdlicos). Os sistemas de Morse-Smale sio um

exemplo de sistema dindmicos estruturalmente estdveis.

2.1.1 Conjuntos hiperbdlicos

Um conjunto hiperbélico é um conjunto invariante tal que, para todo o ponto x, a derivada
para este ponto £ comporta-se tal e qual como se se tratasse de um ponto fixo hiperbélico, isto
é, existem subespagos complementares EZ, estivel, e E¥, instdvel, tais que (D f~1) é uma
A-contracgdo em EY% e (D, f) € uma A-contracgio em E2, para todo o ponto z, com A < 1,

independentemente do ponto .

Definicdo 2.2 (Conjunto hiperbélico). Suponhamos que D é um conjunto aberto e que a
aplicacdo f estd definida em D. Se A é um conjunto compacto e invariante, isto &, f(A) = A,
tal que em A a aplicacdo f € invertivel, entdo, o conjunto A é um conjunto hiperbélico se para
todo o ponto x € N existem subespacos Ej,, estdvel, e EY, instdvel, tais que, cada vector v se
pode escrever de forma iinica como v = v® + v%, com v® € E2 e v* € EY, e existemc > 0 e
A < 1 tais que, ||(Dof*)|es || < cAF e ||(Def¥)|ex|| < cA*, para todo z € A e todo k € N.

A aplicagdo linear hiperbélica do toro é um exemplo desta situac3o.

Por vezes, determinar se um determinado sistema € ou n3o hiperbélico torna-se uma tarefa
um pouco complicada, sobretudo devido & necessidade de encontrar os subespacos contractivo
e expansivo do espago tangente. Uma caracterizagdo alternativa pode ser feita através do

conceito mais computdvel de cone num ponto.

Definigao 2.3. O ~y-cone horizontal num pontop € D C M € definido por
Hy = {(w,v) € TpD: |lv]| < v llufl}-
O ~-cone vertical num ponto p € D C M € definido por

Ve = {(u,v) € TpD : Jlufl < vllvll}.
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E importante relembrar que a maior parte dos conjuntos hiperbélicos possui uma propriedade

muito importante e util que é a propriedade de localidade mdxima.

Definicdo 2.4. Seja f : M — M um difeomorfismo definido numa variedade compacta M.
Um conjunto hiperbdlico A é mdximo local se existe uma vizinhanca V' de A que estd em M

tal que

A=) V).

nezZ
Um conjunto maximo local hiperbélico possui propriedades muito importantes, donde desta-
camos a propriedade de ter um produto de estrutura local e a propriedade de admitir uma
particio de Markov, algo que é particularmente importante e que vamos abordar no iiltimo

capitulo.

2.1.2 Variedades Invariantes

Seja x € M um ponto fixo hiperbélico para f : M — M, ou seja, D.f n3o tem valores
préprios de médulo um. Neste contexto, sdo importantes dois resultados, a saber, o Teorema

de Hartman e Grobman e o Teorema da Variedade Estavel.

Teorema 2.5 (Hartman e Grobman). Seja f : R™ — R"™ um difeomorfismo de classe C* com
um ponto fixo hiperbdlico x. Ent3o, existe um homeomorfismo h definido nalguma vizinhanga
de z, Uy, tal que, h(f(y)) = Dyf Wy), para todo y € U,.

Teorema 2.6 (da Variedade Estével). Seja f : R® — R™ um difeomorfismo de classe C* com
um ponto fixo hiperbdlico x. Entdo, existem variedades estdveis e instdveis locais, W}, () e

W} (), tangentes aos espacos proprios E e E} de D f.

Definigdo 2.7. Seja (M, f) um sistema dindmico topoldgico com métrica d. Entdo, para todo

4 > 0 ex € M, chama-se variedade §-estdvel de x a

Wi(z) = {y € M : d(f*(z), f*(v)) <6, Vk > o}
e variedade é-instdvel de = a

Wi(z) = {y e M: d(f*), f*(y) < 8, Yk < o} :

Uma variedade global estdvel, num ponto x € M, € definida por

+o00
Wi z) = |J £ (W),

n=0
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e uma variedade global instdvel, num ponto x € M, é definida por

+0o0
wz) = |J (W)

n=0

2.2 A familia de aplicacbes de Lozi

A familia de aplicacbes de Lozi é definida como sendo uma familia a-dois-pardmetros de

aplicagGes do plano no plano descrita por
L(z,y) = (1 —a|z| + y,bx), (21)

com (z,y) € R? e a, b dois pardmetros reais. Trata-se de uma familia de dindmicas introduzida
como sendo a versdo linear das aplicacdes de Hénon. Como se verifica facilmente, para b # 0,
L é uma aplicagdo injectiva. Deste modo, podemos definit, para b # 0, a aplicac3o inversa da
aplicagiio de Lozi, L1, dada por
- Y Yy
L Yz,y) = (E,x -1 +a|3|) .

Para comecar, vamos estudar a questio da existéncia de pontos fixos de L.

2.2.1 Pontos fixos

Querendo encontrar os pontos fixos de uma aplicacio de Lozi, resolvemos o seguinte sistema
de equagoes

l-alz|+y =2
. (2.2)

bx =y

Analisando (2.2), podemos afirmar que, para a < —1 + b, uma aplicacio de Lozi ndo tem
qualquer ponto fixo. Contudo, jé para valores do pardmetro a tais que —1+b < a <1 -0,

verifica-se que uma aplica¢do de Lozi admite um ponto fixo,

1 b
A=(a+(1-b)’a+(1—b))' (23)

Por fim, quando a > 1 —b, n3o é dificil concluir que uma aplica¢do de Lozi admite um segundo

B= (a—(_ll—b)’a-(_lb—b))' (24)

ponto fixo,
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Analisando (2.3) e (2.4) e a condig3o no espago dos pardmetros que assegura a sua existéncia,
podemos constatar que estes pontos fixos est3o, respectivamente, no primeiro e terceiro qua-
drantes. Construindo a matriz jacobiana da aplicagdo de Lozi,
Fa 1
DL(z,y) = )
b 0
podemos determinar, para todo o ponto (z,y) do plano, que nio pertenga ao eixo dos yy, os

seus valores préprios. Assim sendo, temos que, para o ponto fixo A, esses valores préprios sdo

—a+vVaZ+4b
2

A =

enquanto para o ponto fixo B temos

Y g _a +va? +4b .
2

Assim sendo, facilmente se reconhece que, satisfeita a condicio da sua existéncia, ambos os
pontos fixos A e B s3o pontos de sela hiperbdlicos. Por outro lado, para —1+b<a <1-b,
verificamos que ambos os valores préprios )\i s30 negativos, pelo que, nessas condi¢des, o
tinico ponto fixo A é um nodo estével.

Regressando & matriz jacobiana calculada anteriormente, podemos ver que o seu determi-
nante é igual a —b. Assim sendo, em todo este trabalho vamos restringir este pardmetro ao
intervalo (—1,1), a que correspondem aplica¢Bes dissipativas, isto é, onde teremos contracgdo

de drea.

2.2.2 Orbita periddica de periodo dois

Para além do estudo dos seus pontos fixos, é possivel constatar que uma aplicacio de Lozi
admite uma 6rbita periédica de periodo 2, cujos pontos, C; e Cs, sdo dados por

o (_atb=1 ba-b+1)
PTA\@F A C02 a2+ (1-b)2

a?+(1-0)2" a?+(1-0b)?

Uma anélise muito simples das expressdes acima permite-nos concluir que, para valores dos

02=< a—b+1 b(a+b—1)>.

pardmetros satisfazendo a > 1 —be 0 < b < 1, C; é um ponto localizado no segundo

quadrante, enquanto C» estd localizado no quarto quadrante.
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o5

G,

-15 -10 -05 05 10 15

-10t

Figura 2.1: Os pontos fixos e a 6rbita de periodo 2 da aplicagio de Lozi correspondente aos
valores a = 1.7 e b = 0.5.

Como sabemos, a estabilidade desta érbita periédica é determinada pelos valores préprios da

matriz
a 1 —a 1 b—a? a
b 0 b 0 —ab b
que sdo
a? + ava? — 4
M= b T
a’—ava? -4
)\2=b——2———.

O resultado seguinte, cuja prova pode ser vista em [LXZL92)], caracteriza, para uma determi-
nada regido do espa¢o dos parametros, a estabilidade de todos os pontos periédicos, qualquer

que seja o seu periodo, de uma aplicagdo de Lozi.

Teorema 2.8. Para valores dos pardmetros satisfazendo as condicbes 0 <b<1lea >1+b,

todos os pontos periédicos da aplicagcdo L, qualquer que seja o seu periodo, sdo selas instdveis.

Com base neste resultado, podemos dividir o espaco dos pardmetros em dois semi-planos, de

acordo com a estabilidade dos seus pontos periédicos.

Definigdo 2.9. Definimos como fronteira de estabilidade da familia de aplicacdes de Lozi a

recta no espaco dos pardmetros descrita pelos pontos que verificam a condicdo a =1+ b.
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Naturalmente que esta é a parte mais interessante desta familia de dindmicas no plano, ou
seja, os valores dos pardmetros para os quais 0 comportamento assimptético de Lgp ndo é de

modo algum periédico.

2.2.3 Atractor estranho

Quando, em 1978, René Lozi chamou a ateng¢do para uma certa aplicagdo no plano, aquilo
que destacou foi a semelhanca do seu atractor relativamente ao, ja na altura muito famoso,
atractor da aplicagio de Hénon. Escolhendo os valores @ = 1.7 e b = 0.5 para os pardmetros,

Lozi mostrou numericamente que o atractor de £ tinha um aspecto assaz estranho.

10

-15

Figura 2.2: Atractor para a aplicagio de Lozi correspondente aos valores a = 1.7 e b = 0.5.

Mais tarde, Michat Misiurewicz, em [Mis80], forneceu uma prova da existéncia do atractor
estranho, caracterizando mesmo a regido do espaco dos pardmetros relativamente aos quais a

correspondente aplicagdo de Lozi admite um atractor estranho. Segundo Misiurewicz, se os



2.2 A familia de aplicacées de Lozi 15

pardmetros a e b verificarem as seguintes condicdes
(
M) 0<b<1,a>0

(M2) 2a+b<4
M = (2.5)

(a® ~ 1)
Ms3) b< ari’

{ (M4) a\/§> b+ 2,

entdo a aplicagdo de Lozi L apresenta um atractor estranho. A regido do plano que, simul-
taneamente, satisfaz todas as quatro condicbes M é chamada o dominio de Misiurewicz.
Mais tarde, em [LXZL92), obteve-se uma extensdo no espaco dos pardmetros da regido
onde era possivel encontrar um atractor estranho para a aplicacio de Lozi. Foi proposta entdo
uma nova estrutura para os atractores estranhos para aplicaces de duas dimensdes dissipativas
e desse modo, usando a teoria de ciclos heteroclinicos transversais ¢ o0 método da aplicagdo
dual, ver [LXZL.92], ficou provada a existéncia do atractor estranho para qualquer aplicagdo

de Lozi na regido do espago dos pardmetros definida pelas condicdes

0<b<l;
a>b+1; (2.6)
a<2—-g-.

Na figura seguinte podemos ver a regido definida por Misiurewicz, Regido 1, e a regido definida

pelas condi¢bes 2.6, a unido de ambas as Regides 1 e 2, que passaremos a denotar por Dg.
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0.7
os}
05
04f
03f
02}

0.1}

ool

1.0 12 14 1.6 1.8 2.0

Figura 2.3: Regides definidas por (2.6) e por Misiurewicz, onde a aplicagdo Lozi apresenta um
atractor estranho.

Para além da identificacdo de uma regido do espago dos pardmetros para os quais mostrou que
a aplicagdo L tinha um atractor estranho, Misiurewicz mostrou também de que forma este
atractor poderia ser descrito.

Consideremos a variedade instdvel do ponto fixo A e o ponto onde esta intersecta pela
primeira vez a parte positiva do eixo dos zx,

I 2+a+va®+4b 0
"\ 2+ae-b) )

A partir deste ponto, consideremos o tridngulo Ay de vértices I, L(I) e £L2(I). Na figura
seguinte desenhamos, para certos valores dos pardmetros, ndo sé o atractor mas também o

tridngulo Aps proposto por Misiurewicz.
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L(1)

-L5

-1.0%

Figura 2.4: O atractor de Lozi e o tridngulo Ay, paraa =17 e b=0.5.

O resultado que justifica a introduc3o do tridngulo Ajs é o seguinte, cuja demonstra¢io pode

ser vista em [Mis80].

Teorema 2.10. Para valores dos parimetros a e b que satisfazem as condicdes M1, Mz e

a>1+b, temos que L(Ap) C Ay

De facto, com base neste resultado podemos definir o atractor de Lozi, ¥, como sendo o

conjunto ndo vazio dado por
+00

F =) L"(Am). (2.7)

n=0
Como facilmente se retira de (2.7), o conjunto F é obtido pela interseccio de conjuntos

decrescentes, sendo completamente invariante, isto &, satisfaz ambas as igualdades
F=0F =LY%

Ainda em [Mis80], podemos encontrar os seguintes resultados.
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Teorema 2.11. Para valores dos pardmetros a e b que satisfazem as condigbes My, My e

a > 1+ b, sdo verdadeiras as seguintes afirmag¢ées:
1. existe uma vizinhanga compacta G de A\ tal que L(G) C int(G) e F = L™MG);
2. a variedade instdvel global W de A é densa em F;

3. L é topologicamente mixing, ou seja, para quaisquer subconjuntos abertos e nio vazios
U eV de 3, existe uma ordem nyg a partir da qual LYU) NV # 0.

2.2.4 Regioes no espaco dos parametros

Resumindo de alguma forma o estudo efectuado anteriormente, gostariamos de explicitar as
diferentes regides do espaco dos pardmetros correspondentes a diferentes comportamentos da

aplica¢3o de Lozi. Na figura seguinte podemos ver as trés regides R;, Ry e R3, descritas por
R = {(a,b)eR?:(~1<b<)A(a<b-1)},
isto é, a regido dos pontos onde as aplicagbes de Lozi ndo tém pontos fixos,
Ry = {(a,b) eR?*: (-1<b<1)A(b—1<a<~b+1)}
isto é, a regido dos pontos onde as aplicagcdes de Lozi tém um {inico ponto fixo, e, por fim,
Ry = {(a,b) e R*: (-1<b<1)A(~b+1<a<b+1)}

isto é, a regido dos pontos correspondentes a aplicagdes de Lozi que admitem dois pontos

fixos. Por dltimo, temos a regido C'R definida por
4—b b+4
CR = {(a,b)eRzz(b+1SaS —-2——)/\(—b+13a3%)},

regido esta correspondente aos valores dos parimetros onde as aplicaces de Lozi vio admitir
6rbitas periédicas de virios periodos e também atractores estranhos, ou seja, a regido onde
a aplicacio de Lozi tem a sua complexidade, levando consequentemente & obtengdo de um

expoente de Lyapunov maximo positivo, como veremos no capitulo seguinte.
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Figura 2.5: Divisdo do espaco dos pardmetros em diferentes regiées de complexidade.

De seguida vamos estudar as questdes da hiperbolicidade relativamente 3 familia de aplicacdes

de Lozi.

2.2.5 Hiperbolicidade das aplicactes de Lozi

Ainda em [Mis80], Misiurewicz mostrou que, para valores dos pardmetros (a, b) satisfazendo as
condigBes My e My, a aplicagio de Lozi é hiperbélica, ou seja, que para todo o ponto P existe
uma decomposicdo do espago tangente num subespaco estdvel e noutro instivel, onde esta
decomposi¢ao é invariante e continua, e para as constantes a3, as > 0, com 0 < A1 < 1 < Ag,

temos
IDL™ ()]l < an AT o]l

para qualquer v pertencente ao subespago estdvel, e
[DL" ()] < 227 |l

para qualquer v pertencente ao subespacgo instivel. Neste caso, vé-se facilmente que a matriz
DL ndo estd definida em todos os pontos, portanto serd de esperar que a decomposicio do
espaco tangente n3o se verifique para todos os pontos da trajectéria e também que ndo tenha
um comportamento contihuo. Deste facto, o termo hiperbolicidade usado nas aplicacdes de
Lozi é um pouco diferente do usual.

Para a constante

a—+vVa?-4b

c= —4mM——

2
tal que 0 < ¢ <1 < |b|/c, o teorema seguinte dé-nos o resultado pretendido sobre a hiperbo-

licidade:
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Teorema 2.12. Sejam a e b pardmetros tais que 0 < b <1 ea > b+ 1. Ento:

1. seja P € R? tal que L é diferencidvel em todos os pontos L™(P), para n > 0, entdo,
existe um subespaco de dimensdo 1, E C TpR?, tal que | DL™(v)| < ¢ |lv||, para
todo v € E% e todo n > 0; temos também que DL(EL) = Eiey

2. seja P € R? tal que L= € diferencidvel em todos os pontos L~"(P), paran > 0; entdo,
b n
existe um subespaco de dimensdo 1, EY, C TpR?, tal que | DL™Mv)|| > (-I—c—l) lvll,

para todo v € DL™™(E%) e todo n > 0; temos também que DL™Y(E%) = EZ-I( Py

3. seja P € R? tal que L € diferencidvel em todos os pontos L™(P), para n € Z; entdo,
TpR? = ES @ E%.

Definicdo 2.13. Chamamos cone estdvel e cone instdvel num qualquer ponto P € R? a,

respectivamente,
(Co)s = {(u,v) € TpR?: |v| < |cul},

(Co)% = {(u,v) € TpR? : |bu| < |ev]}.

Deste modo, vamos ter que DL ((Co)%) = (Co)g(p). Para todo o ponto P que ndo pertence
a0 eixo dos yy, enquanto DL ((Co)p) = (Co)}—y p)r Para todo o ponto P que ndo pertence
ao eixo dos zz. Assim, considerando o Teorema 2.11, podemos concluir que, nas condi¢cdes
apontadas, o atractor de Lozi é um conjunto hiperbélico maximal e que, portanto, admite uma
particio de Markov.

Depois de obtida a regido Aps dos pontos do plano que contém o atractor F:, de uma
aplica¢do de Lozi £, é importante conhecer quais os pontos do plano que tém por destino essa
regiio Ay, ou seja, identificar a bacia de atracgio de §'L. E esse o estudo que se apresenta

de seguida.
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2.3 Bacia de atraccdo

Seja X o ponto de intersec¢io da variedade estivel do ponto fixo B com o eixo vertical.

Através de alguns cilculos muito simples conseguimos obter a expressio do ponto X,

b(2 — a + Va? + 4b)
X = (0 (a~VaZ+4b)(a+b— 1))

Consideremos agora o segmento XL~2(X). Como se verifica facilmente, este segmento in-

tersecta o semi-eixo positivo dos zz num ponto T" dado por

T= ( b(2 — a + va? + 4b)(a(1 + b) + (1 — b)Va? + 4b) )
(a — VaZ + 4b)(1 — a — b)(2b(b — 1) + a2(1 + 2b) + a(1 — 2b)v/a2 + 4b)’

E possivel provar que, numa situagio muito particular, os pontos T e I sdo coincidentes.
Lema 2.14. Para valores dos pardmetros tais que 2a +b =4, temos que I =T

Dem. Igualando as componentes da varidvel = de cada um dos pontos, facilmente se chega

ao resultado pretendido, quando 2a + b = 4. m]

L(I) 0.5
eu

Figura 2.6: Tridngulo de Misiurewicz e os pontos X e T, paraa =17 e b= 0.3,

Consideremos a regido B = B, limitada por uma linha poligonal S que é totalmente caracte-
rizada pelos pontos T' e X e as suas sucessivas pré-imagens. Para simplificar a construcio da
linha poligonal S, vamos separar a sua construcio em dois passos: assim, vamos considerar
primeiro a linha poligonal Si, que une os quatro pontos L~}(T),£L71(X),X e T. Podemos

ver essa linha poligonal S; na Figura 2.7.
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£7Y(x)

£7HT)

—

Figura 2.7: A linha poligonal S;.

De seguida, vamos considerar outras duas linhas poligonais, uma definida a partir do ponto

L~YT) e uma segunda definida a partir do ponto T'. Assim, seja S a linha poligonal que une

0s pontos
L"3(X) L‘5(X) L‘(2"+1)(X)
N0 0
L~YT) L~3(T) L~%(T) L~@n1)(T)

e S3 a linha poligonal que une os pontos

LX) LX) L2(X)
A R A R A
T LT) L4T) L=2(T)

A figura seguinte mostra um esbogo de ambas as linhas poligonais, S; e S3.
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£Y(T)

& £73(X)

Figura 2.8: As linhas poligonais S> e S3.

Como o grifico anterior sugere, S> e S3 ndo se vio intersectar.
Lema 2.15. As linhas poligonais S» e S3 ndo se intersectam.

Dem. Consideremos os pontos T' e £72(X). Estes pontos estdo no primeiro quadrante
localizados acima ou pertencentes a variedade instdvel £%. Assim, concluimos que todos
os pontos L~("t1)(X) e L~"(T), para qualquer natural n, pertencem também ao primeiro
quadrante. Sabendo que o maior valor préprio, em valor absoluto,

—a—Va? +4b
A2 = —5—,
2
é negativo, temos que os pontos correspondentes 3s iteradas impares da aplicacdo inversa £~1!
vdo estar no semi-plano a esquerda da variedade estdvel £5, enquanto os pontos correspon-
dentes as iteradas pares da mesma aplicagcio vio estar no semi-plano a direita da variedade

estdvel £5. Obtemos assim, o resultado pretendido. o

A distincia dos pontos L~("*+1(X) e L~"(T) a variedade est4vel £%, quando n tende para
mais infinito, tende para zero, o que nos permite concluir que a linha poligonal S, definida pela
concatenac¢do de Sy, S, e S3, define uma regido do plano, regiio essa que vamos representar

por B; ver Figura 2.9.
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Figura 2.9: A regido B, para a = 1.7 e b= 0.58.

No que se segue, vamos provar que B é o conjunto de pontos do plano para os quais as
sucessivas iteracdes da aplicacio de Lozi v3o para o conjunto F.

Para provar que B é a bacia de atracgio do conjunto F vamos analisar as sucessivas
iteracdes dos pontos que estdo em B. Para simplificar a prova, vamos primeiro mostrar que,
depois de algumas iteracdes, os pontos que estdo em B v3o estar inevitavelmente num poligono
P, de vértices nos pontos L~1(T"), L~1(X), X e T. O resultado pretendido fica provado quando
de seguida provarmos que L(P) C P.

Seguindo [LXZL92], vamos definir as aplica¢des lineares R e L do seguinte modo: para

todo o ponto (z,y) € R?
R(z,y) = Llzxo(z,v)

L(.'L‘, y) = LI.’BSO("I:’ y)

Assim sendo, vamos definir R~ como a aplicagdo inversa da aplicacdo linear R. Se con-
siderarmos os pontos do plano que estdo no primeiro quadrante, facilmente se obtém que
R—l — L_l
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Definicao 2.16. Denotemos por A,, os seguintes tridngulos
A, = L~ (T) L~ (X)) L=N(T),  n=0,1,2,---.

Olhando, uma vez mais, para a Figura 2.8 podemos identificar os tridngulos A,. A introducio

destas regides do plano é justificada pela sua dindmica, como resultado seguinte nos revela.
Lema 2.17. Para todo n € N, tem-se que L"F1(A,) C P.

Dem. Da definicdo da aplicacdo linear R retira-se que R(A,) = Ap—1. Assim sendo, facil-
mente se obtém que a regido R"*1(A,) = R(Aq) é o trisngulo de vértices L~H(T)L~(X)L(T).
0

Na figura seguinte encontra-se desenhado o tridngulo R"*1(A,,) e, claro est, a regido P que

o contém.

£7Y(x)

/

Figura 2.10: O poligono P e o tridngulo R"t1(A,).

X

Quando consideramos os pardmetros (a,b) pertencentes 3 fronteira 8K, sabemos j4, pelo
Lema 2.14, que o ponto T e as suas sucessivas iteradas para o passado pertencem 3 variedade
instdvel £%. Neste caso, resulta imediatamente que os (inicos pontos de B que estio fora do
poligono P sdo exactamente os pontos dos tridngulos A,. Contudo, na situagio geral, tal
ndo acontece, pelo que vamos introduzir novos tridngulos, por forma a considerar esses outros

pontos.
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Definicao 2.18. Denotemos por V,, os seguintes tridngulos
Vo = LML HT)A, n=0,1,2,--.

Como se pode constatar pela definicdo acima, todos os tridngulos V,, tém em comum o ponto
fixo A. Como se pode verificar na Figura 2.8, com estes tridngulos vamos conseguir estudar a

dindmica dos restantes pontos de B.
Lema 2.19. Para todo n € N, tem-se que L"1(V,,) C P.

Dem. Pela definicio da aplicag3o linear R, verifica-se facilmente que R(V,) = V,_1. Deste
modo, retira-se que R"*1(V,) = R(Vp) é o tridngulo de vértices nos pontos L~ }(T) L(T) A.
0

Na figura que de seguida se apresenta podemos ver onde se encontra o tridngulo R"*1(V,,),

sobretudo relativamente ao poligono P, que também se inclui.

£7X)

X

Figura 2.11: O poligono P e o tridngulo R"+1(V,,).

Para terminar esta primeira parte, uma vez que ficou provado que a dindmica dos pontos
dos tridngulos acima considerados os levam a P, vamos estudar a dindmica dos pontos que
pertencem ao poligono P.

Com o objectivo de utilizar as aplica¢es lineares R e L, vamos dividir o poligono P em dois

tridngulos, a saber, o tridngulo localizado no semi-plano a esquerda do eixo vertical, definido
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pelos vértices L1(T)L~1(X) X, e o tridngulo localizado no semi-plano 3 direita do eixo

vertical, definido pelos vértices L~}(T) X T.

Lema 2.20. Para todo o par de pardmetros (a,b) pertencente ao dominio de Misiurewicz,

Apg, temos que L(P) C P.

Dem. Consideremos o tridngulo definido pelos vértices £L~1(T) L~1(X) X. Aplicando a este
tridngulo a aplicagdo linear L, obtemos um novo tridngulo, este agora de vértices em T, X
e L(X); ver a Figura 2.12. De seguida, fazemos a mesma operacdo ao tridngulo definido
pelos vértices L~1(T), X e T, mas agora, naturalmente, usando a aplicagdo linear R, obten-
do-se entdo o tridngulo definido pelos vértices T'L(T) L(X), onde L(X) é o ponto dado pela

interseccdo do segmento de recta L~1(X)L(X) com o eixo horizontal. |

Nas figuras seguintes estio representadas as imagens dos tridngulos esquerdo e direito, res-
pectivamente, resultantes da decomposicdo do poligono P. Para mais facilmente se ilustrar o

resultado acima, inclui-se, em ambos os casos, o préprio poligono P.

£74(X)

X

Figura 2.12: A imagem do tridngulo de vértices L~1(T) L1(X) X pela aplicagio L.
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£74X)

Figura 2.13: A imagem do tridngulo de vértices L~1(T) X T pela aplicagdo L.

Teorema 2.21. Dada uma aplicagdo de Lozi, L, com os pardmetros a verificar as condicoes

dadas em (2.5), do dominio de Misiurewicz s, a regido B é a bacia de atracgdo de Fe.

Dem. Com o estudo j§ efectuado mostrdmos que L(B) C B. Deste modo, vamos agora

estudar a dindmica de um qualquer ponto P n3o pertencente a B.

Para simplificar esse estudo, vamos distinguir diferentes regides de R?\ ‘B, correspondendo

cada uma delas a diferentes comportamentos dos pontos através da aplicagdo L; ver Figura

2.14:

1
’
’
’
.

 £73(x)

Q)

Figura 2.14: A regido do plano R? \ B.
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(1) dado um qualquer ponto P pertencente ao semi-plano definido 3 esquerda da variedade

estdvel £%, é ébvio que L™(P) diverge, quando n vai para infinito;

(2) aimagem do semi-plano abaixo da recta definida pelos pontos X e £~2(X) pela aplicagio
linear R vai estar no segundo quadrante, no sector abaixo de £%, e, deste modo, podemos

assegurar a sua divergéncia.

(3) seja P um qualquer ponto pertencente ao segundo quadrante, situado acima da recta
definida pelos pontos L~1(X) e L~Y(T). A imagem de P pela aplicagdo linear L vai estar no
segundo ou terceiro quadrante, mas com certeza abaixo da recta definida pelos pontos X e

L72(X), pelo que vamos cair nos casos descritos em (1) e (2);

(4) aimagem, através da aplicag3o linear R, da regido que estd no primeiro quadrante, acima
da recta definida por £L~1(T') e L~3(X), vai estar no primeiro quadrante, mas abaixo da recta
definida pelos pontos T e £~2(X). Assim sendo, vamos obter a divergéncia das iteracdes

futuras, pelo caso j4 estudado em (2);

(5) por ultimo, devemos analisar a iteragio de pontos pertencentes aos diferentes sectores
triangulares do primeiro quadrante, Z,, para qualquer inteiro positivo n, com vértice no ponto
L~™(T) e definidos pelas rectas que passam nos pontos £L~"(X) e L~("*+2)(X); ver Figura
2.8. Ora, uma vez que R(Z,) = Z,_1, podemos desde logo concluir que R*~1(4£,) = R(<>),
ou seja, que para qualquer ponto P € Z,, se tem que a iterada L™(P) é um ponto pertencente
ao sector triangular de vértice em L1(T) e definido pelas rectas que passam em L~1(X) e

L73(X), cujas sucessivas iteragdes ja foram discutidas em (3) e (4). o

Com a identificacdo da bacia de atraccio do atractor de uma qualquer aplicagdo de Lozi
terminamos o segundo capitulo deste trabalho. De seguida, vamos apresentar a dindmica
simbdélica das aplicagbes de Lozi e mostrar como a aplicagdo desses métodos nos pode levar

muito fonge no seu estudo.






Capitulo 3

Dinamica Simbdélica para a Familia
de Aplicacoes de Lozi

Desde o momento em que foram introduzidas, ficou entendido que a familia das aplicacdes
de Lozi tinha como limite dindmicas j& conhecidas, a saber, a familia das aplicacdes tenda,
quando escolhemos b = 0, e a ferradura de Smale, quando se atinge a fronteira correspondente
a complexidade midxima que as aplica¢cdes de Lozi podem exibir. Nesta parte deste trabalho
vamos apresentar a dindmica simbélica das aplicagcGes de Lozi tendo em aten¢do esses casos
particulares, para os quais existe j& um aprecidvel trabalho com técnicas da dindmica simbélica.
Para comegar vamos apresentar um formalismo alternativo ao introduzido, em finais dos anos
70, por Milnor e Thurston, para a teoria do amassamento das aplicacdes unimodais no intervalo,
por forma a que o formalismo apresentado posteriormente para a familia das aplicaces de Lozi

surja como uma generalizagdo quase imediata.

3.1 Dinamica simbédlica das aplicacées tenda

Quando escolhemos o segundo pardmetro da familia das aplicac8es de Lozi igual a zero, b = 0,
verificamos facilmente que a familia a-um-pardmetro de aplicacbes no plano que entio se

obtém é de uma certa forma equivalente a familia T, de aplicacdes tenda na recta real
To(z) = 1—alz, l1<ax2,

ou seja, uma familia de aplicagdes unimodais no intervalo. Como é sobejamente conhecido,
este tipo de dindmicas foi estudado através da teoria do amassamento, introduzida por Milnor e

Thurston, no final da década de 70, nomeadamente o problema da sua classificagcio topolégica.
31
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-2t 4

-2 -1 0 1 2

Figura 3.1: Aplicagdo tenda T, onde se destaca o intervalo invariante I, = [‘aTlv a—l—l]

Um dos aspectos mais significativos do estudo proposto foi, sem divida alguma, a utilizagdo
de sequéncias simbdlicas para distinguir dindmicas topologicamente distintas. De seguida,
vamos apresentar algumas das principais ideias da teoria do amassamento para a familia das

aplicagBes tenda referida acima, mas com algumas diferencas.

Definicdo 3.1. Dada uma qualquer aplicacdo T,, vamos chamar endereco de um ponto x € R

a
-1 sex <0

end(ac) = * sex =20
+1 sez>0
onde por x se representa qualquer dos simbolos +1, ou —1.

Aqui reside logo a primeira e principal diferenca relativamente ao formalismo de Milnor e
Thurston, uma vez que esses autores usaram trés letras, L, C, R, para distinguir as trés possiveis

localizagBes do ponto x no espaco de fases. A ambiguidade que resulta da utilizagdo da %, ao
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invés da introdugdo de um simbolo especifico, como fizeram Milnor e Thurston, serd resolvida
mais a frente.
A partir do conceito de enderegco de um ponto, vamos construir uma sequéncia simbdlica

infinita associada a érbita, por T, desse ponto.

Defini¢do 3.2. Dada uma qualquer aplicacio T,, vamos chamar itinerrio de um pontox € R

a sequéncia simbdlica infinita formada pelos enderecos das suas sucessivas iteradas, isto €,
To(7) = end(z)end (Ty(z)) end(T2(z)) - -- .

Fixada uma aplicagdo T}, é natural que nem todas as sequéncias de simbolos —1 e +1 sejam
realizadas como itinerarios de pontos do espaco de fases. Vamos denotar por X, 0 conjunto
das sequéncias simbdlicas que sdo itinerdrio de algum ponto do espaco de fases da dinimica e
por £2 = {~1,+1}N o espaco simbélico de todas as sequéncias infinitas compostas por dois
simbolos, neste caso, pelos simbolos —1 e +1.

A observagdo fundamental de Milnor e Thurston foi que o itinerdrio da imagem do méximo
da aplicagdo tem caracteristicas muito especiais, pelo que é conveniente destacar essa sequéncia
simbdlica.

Definigdo 3.3. Dada uma qualquer aplicacio T,, vamos chamar sequéncia de amassamento
de T, ao itinerdrio do ponto T,(0) = 1, passando-se a denotar essa sequéncia como

Ko = Ta(1).

De seguida vamos enunciar um coroldrio de um teorema mais geral formulado por John
Guckenheimer, em [Guc79], que estabelece condi¢des necessirias e suficientes para que duas

aplicagdes tenda sejam topologicamente equivalentes.

Coroldrio 3.4. Dadas duas aplicagbes tenda T, e T}, estas sio topologicamente equivalentes,

T, ~ T3, se e s6 se, as suas sequéncias de amassamento s30 iguais, Isto é, se e s6 se kg = Ky.

Deste resultado vemos que a sequéncia simbélica k, é um invariante topolégico completo para
a familia de aplicagdes tenda T,. De seguida, vamos mostrar de que modo a ambiguidade
resultante do simbolo x é resolvida.

Dada uma qualquer aplicacdo T, e uma qualquer sequéncia simbélica ¢ € I,

€ = £9€1€2 -,
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seja ¢, a aplicagdo de X, para R definida por

x>
L €E0E1" " Ef
tw(e) = Y _(~1) — T
k=0

Como se pode verificar em [IS98], esta aplicagdo estd nas condicSes da seguinte proposicio:

Proposicao 3.5. Dada uma qualquer aplicacio T, e para qualquer x € I,, com

L =[5, al—l] o intervalo invariante da dindmica, tem-se que

ga(Ta(®)) = . (3.1)

Neste sentido, considerando a restricdo do espaco de fases ao intervalo invariante I,, pode-
mos dizer que a aplicagdo g, acima definida é a aplicacdo inversa da aplicacdo itinerdrio 7.
Gostariamos de destacar que o resultado acima apresentado é vdlido mesmo que a 6rbita em
causa passe por = 0, ou seja, que quando se tem um simbolo *, qualquer que seja a escolha
feita na sequéncia simbélica ¢, a igualdade é verdadeira.

Neste formalismo alternativo a Proposi¢do 3.5 tem um papel muito importante, uma vez
que é devido 2 igualdade (3.1) que, ao invés de considerarmos uma relagio de ordem entre
sequéncias simbdlicas de X, traduzindo a ordem do intervalo, vamos poder usar directamente
a ordem dos pontos do intervalo. De facto, como vai ser possivel verificar ja de seguida, pelo
resultado dado em [IS98], vamos conseguir caracterizar todos os itinerarios possiveis para uma

dada aplicagdo T, através da aplicacdo g,.

Proposicao 3.6. Dada uma qualquer aplicacdo T, uma sequéncia simbdlica e € X2 pertence

ao espaco dos itinerdrios dos pontos do intervalo invariante se e s6 se
Tf(Qa(s)) <1 ’ k= 07 1: R (32)

Tal como foi feito por Milnor e Thurston, a ideia fundamental passa por afirmar, em termos
simbdlicos, que a imagem por T, de qualquer ponto do espa¢o de fases é seguramente menor
ou igual 3 imagem do ponto = 0, ou seja, é menor ou igual a 1. Veja-se que esta andlise
da aplica¢do no intervalo invariante n3o é de todo restritiva, uma vez que, como é possivel
observar na Figura 3.1, o itinerario de qualquer ponto A direita de 1/(a — 1) é exactamente
0 mesmo que o desse ponto, o mesmo sucedendo com o ponto mais a esquerda no intervalo
invariante, —1/(a—1), onde o itinerdrio de qualquer ponto menor que esse é igual ao itinerario
de —1/(a —1).
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Na figura seguinte desenhamos o intervalo invariante I, visto como espa¢o das imagens
de Ty, assinalando o subintervalo dos pontos cujos itinerdrios constituem o espago simbélico
Za-

} subintervalo ndo permitido
1

1
a-1 —

Figura 3.2: Intervalo invariante I,.

Olhando para o gréfico acima, percebemos imediatamente que, para 1/(a — 1) = 1, ou seja,
para a = 2, o intervalo invariante € igual a [-1, 1], ou seja, a condigdo (3.2) é satisfeita por
toda e qualquer sequéncia simbélica de £2. Deste modo, podemos concluir que para esse valor
do parametro, a aplicagdo T, admite toda e qualquer sequéncia como itinerdrio de pontos de
I,. Assim sendo, através da relag3o (3.1), podemos perceber que quando consideramos valores
decrescentes do pardmetro a partir de 2, isso corresponde a ir cortando algumas sequéncias
do espaco dos itinerdrios permitidos. E nesse sentido que se olha para o espago dos itinerdrios
¥, como resultante de uma poda do espago simbélico completo, ¥2, poda essa que é tanto

maior quanto mais pequeno for o pardmetro escolhido.

Naturalmente que estas ideias ndo sdo um exclusivo deste formalismo, estando jd presentes
nos estudos de Sousa Ramos, principalmente quando este apresentou a drvore, ordenada pelo

pardmetro, de todas as sequéncias de X2, ver [Sou89].
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W
H

Figura 3.6: Os quadrados invariantes dados através da primeira iteracdo do rectingulo @ pela
aplicagio ¢ quer para o futuro quer para o passado.

A notacgdo utilizada lembra que um ponto (z,y) pertencente ao quadrado Q;.; satisfaz as
condicBes
¢—1(x1 y) € Hi

#(z,y) € V.
Naturalmente que podemos considerar a segunda iterada por ¢ do quadrado Q, calculando a
imagem por ¢ dos rectangulos verticais V_1 e V1. Como facilmente se verifica, essa imagem vai
ser a unido de quatro rectdngulos verticais, cada um deles de largura 1/)2. Para percebermos
melhor quais dos rectingulos sdo imagem de cada um dos rectangulos V_; e Vi, é preferivel
imaginar ainda a imagem de Q como o resultédo de uma segunda iteragdo das operagdes

anteriormente consideradas, como se pode ver na figura seguinte.
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/@)

U U >/

Figura 3.7: A segunda iterada da aplicagdo ¢ sobre o rectdngulo @, e o rectangulo Q.

Deste modo, denotando por V_1_1,V_11,V1-1 e V11 0s quatro rectangulos obtidos, como na

figura seguinte,

Vo Via Viz Von

Figura 3.8: Os rectangulos verticais V_1_1,Vi_1, V11 e V_1; dados por $%(Q) N Q.

verifica-se facilmente que,
#(V-1) = V11UV
#(V1) = Vi1 UV11.

Procedendo de modo andlogo, podemos concluir que a imagem inversa dos dois rectingulos

horizontais H_; e H; é igualmente constituida por quatro rectingulos horizontais, cada um
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deles de espessura 1/A2, tal como se indica na figura seguinte.
g

Hi

Hll

Figura 3.9: Os rectangulos horizontais Hy_q, Hy1, H_y; e H_3— dados por ¢~2(Q) N Q.

Tal como foi feito anteriormente, podemos também agora construir a interseccao de conjuntos

QN ¢2(Q) N ¢~2(Q), a unido de dezasseis pequenos quadrados de lado 1/A2.

Quiaaa Quogaa Q-1 Q-114-1
" =N mn
| . | I |
Qi Qian Quu  Q-un
Qu-t-n Qire-nn Qu-11  Q-u-n
"= | I
n B | I
Q-1op1-1 Quoro1my Qui-1-1 Qoip-1-1

Figura 3.10: Os quadrados invariantes dados através da segunda iteragdo do rectdngulo Q
pela aplicacdo ¢ quer para o futuro quer para o passado.

Dando seguimento 3 nota¢do adoptada anteriormente, desta vez estamos a distinguir os pe-
quenos quadrados descrevendo-os como Qs_,s_;.5,s,, cOM cada um dos indices s; = 0,1, com

o seguinte significado: um ponto (z, y) pertence ao pequeno quadrado Q,_,s_,.s;s, S€ satisfaz
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as condi¢cdes

(,25_2(.1}, y) € Hs_2
d)_l(xay) € Hy_,
¢(:E, y) €V,

¢2(377 y) € Vsz-

Nesta altura achamos importante olhar os quadrados Qs_,s_,.s,s, Segundo uma perspectiva
um pouco diferente. Da descricdo da aplicagdo ¢ ficou patente que certos pontos de Q
tém como imagem pontos que ji n3o pertencem ao quadrado. Dessa forma podemos dizer
que sdo pontos que se perdem, uma vez que sdo pontos relativamente aos quais ndo tem
sentido considerar a imagem por ¢?. Assim sendo, podemos olhar para os dezasseis pequenos
quadrados Qs_,s_,.s;s, cOMo os (lnicos) pontos do quadrado Q cujas imagens quer por @2
quer por ¢2, ainda pertencem a Q. Nessa perspectiva, fixado um qualquer inteiro positivo
n, verifica-se que os pontos de Q cujas imagens por ¢" e ¢~ " ainda pertencem a Q estdo
situados em 4™ pequenos quadrados de lado igual a 1/A™. Levando mais longe esta construgio,
podemos perguntar quais os pontos de Q cuja imagem por ¢*, para qualquer k € Z, se encontra

ainda em Q. A resposta é dada pelo conjunto

A=) ¢Q),
keZ
habitualmente designado por ferradural de Smale. Como facilmente se reconhece, a ferradura
A é um conjunto geometricamente muito complexo, trata-se do produto cartesiano de dois
cantorianos, correspondente ao cruzamento do cantoriano dos rectingulos verticais com o
cantoriano dos rectingulos horizontais. Trata-se de um conjunto que resulta de levar ao
limite, quando n tende para infinito, um processo de construcio de pequenos quadrados que
podem ser descritos simbolicamente: de facto, cada sequéncia finita e_,,---€_1 - €91 - €p
corresponde a um quadrado de lado 1/A™. No limite, quando n tende para infinito, do processo
de construgdo teremos uma correspondéncia entre sequéncias bi-infinitas e pontos do conjunto
A, correspondéncia essa que estd na base do resultado que passaremos a enunciar e que permite
estudar a dindmica de (A, ¢) a partir do estudo de um espago de sequéncias simbdlicas e da

aplica¢do deslocamento (para a esquerda) o.

1Recordando a imagem que surge na construg¢do da imagem por ¢ do quadrado original.
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Denotemos por 2 o espaco simbélico de todas as sequéncias bi-infinitas de elementos

—1ou +1,

T® = {e=...e_g6_1-coe160- g5 =—1V g =41, i € Z}.
Ent3o, tem-se que, ver [Rob99],
Teorema 3.7. As dindmicas (A, ¢) e (£2°, ) sdo topologicamente equivalentes.

Este resultado representa uma simplificagdo enorme no estudo da dindmica da ferradura de
Smale, uma vez que a equivaléncia topoldgica permite passar imediatamente todas as pro-
priedades dindmicas de (£2°,¢) para (A, ¢). Assim sendo, podemos desde logo afirmar que
(A, ¢) tem pontos periédicos de todos os periodos, ou que admite uma érbita densa. Para
além disso, trata-se de um sistema dindmico caético.

A importancia da ferradura de Smale (A, ¢) ndo é exactamente o facto de se tratar de
um sistema dindmico caético. De alguma forma podemos dizer que a ferradura é a impress3o
digital, a marca do caos para aplicagBes no plano. Esta ideia é consequéncia do resultado que

apresentaremos logo apds introduzirmos alguns conceitos da dindmica do plano.

3.2.2 Bifurcagoes homoclinicas e atractores

A palavra homoclinica refere-se a uma qualquer drbita (trajectdria) de um sistema dindmico
que tem o mesmo destino assimptético, quer para o futuro quer para o passado. O processo
da criacdo de uma érbita homoclinica tem despertado, ao longo dos anos, um interesse cada
vez maior, no que diz respeito ao estudo da dindmica.

Uma bifurcagdo homoclinica é um mecanismo complexo de uma modificac3o dindmica, e
tem um papel importante no aparecimento e desenvolvimento do comportamento cadtico em
muitos sistemas dindmicos. De facto, a presenca de érbitas homoclinicas, é uma condi¢io
para que se encontrem dindmicas muito ricas, como por exemplo, infinitos pontos periédicos
e entropia positiva, como veremos adiante.

Seja M uma variedade suave e f : M — M um difeomorfismo em M. Um ponto
hiperbdlico homoclinico associado a um ponto p periddico hiperbdlico de f é um ponto ¢
pertencente 3 intersec¢io da variedade estivel, W#(p), com a variedade instdvel, W*(p), do
ponto p. Este ponto homoclinico, ¢, diz-se transverso se as duas variedades se intersectam

transversalmente em ¢, como se pode ver na figura seguinte.
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Figura 3.11: Ponto homoclinico transverso.

Esta forma de intersec¢do das duas variedades n3o € (nica e na figura seguinte apresenta-se
uma situacdo em que W4(p) e W¥(p) se intersectam num ponto, mas n3o transversalmente.
Trata-se apenas de uma tangéncia e, nesse sentido, o ponto ¢ diz-se uma tangéncia ho-

moclinica.

A

N
7

Oo—
/N

F
N

Figura 3.12: Tangéncia homoclinica.

Poincaré foi o primeiro a observar que a simples presenca de um ponto homoclinico transverso
implicava uma grande complexidade da dindmica. Esta observacio foi mais tarde confir-
mada por Birkhoff, que mostrou que um ponto hiperbélico transverso é acumulado por pontos
periddicos do difeomorfismo. Esta prova foi mais tarde revista no trabalho feito por Smale sobre
a hiperbolicidade: todo o ponto homoclinico transverso é parte de um conjunto hiperbélico
invariante — uma ferradura — que contém uma dindmica muito rica, como, por exemplo,
drbitas densas, um subconjunto denso de pontos periédicos, folhea¢des invariantes, etc.

Uma bifurcagdo homoclinica, quer seja com a criacdo ou com a destruicdo de um ponto
homoclinico transverso, é acompanhada por profundas modificacdes na dindmica. Uma forma
de obter tais bifurcagdes é através da tangéncia homoclinica. Na Figura 3.13 podemos ver um

exemplo onde existe uma destruicdo de um ponto homoclinico transverso.
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Figura 3.13: Processo de destruicdo de um ponto homoclihico transverso.

E importante realcar que no caso 3 ja ndo temos o ponto homoclinico transversal que existia
no caso 1, havendo deste modo a perda de informagdo sobre a dindmica que existia no sistema
descrito no caso 1. Grosso modo, podemos dizer que o caso 2, onde existe a tangéncia
homoclinica, faz um género de fronteira entre estas duas situagdes. No primeiro caso temos
uma ferradura de Smale completa e assim, como vimos anteriormente, o seu conjunto invariante

tem uma representacdo simbdlica equivalente ao conjunto {—1,+1}Z; ver Figura 3.14.

Figura 3.14: Ferradura completa.

Quando a aplicagdo degenera um pouco, como no caso 3 da Figura 3.13, a representacdo
simbdlica deixa de ser trivial e o espago simbdlico pode mesmo perder sequéncias devido a

degeneracio ocorrida perto da " primeira dobra”; ver Figura 3.15.

It

Figura 3.15: Ferradura incompleta
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A esta regido proibida chamamos a primeira regido podada e a sua fronteira é chamada primeira
frente podada. A primeira frente podada é consequéncia da primeira tangéncia. Utilizamos o
termo " primeira” pois passamos de uma situagdo onde ndo havia qualquer tipo de tangéncia,
para uma onde ocorre a primeira tangéncia.

Deste modo, a frente podada permite distinguir as sequéncias admissiveis das ndo ad-
missiveis. Devido 3 invaridncia do espago dindmico, todas as imagens e pré-imagens das
sequéncias que estdo na primeira regido podada sdo também proibidas.

O resultado que junta o conceito de ponto homoclinico € a dindmica complexa da ferradura
de Smale pode ser apresentado do seguinte modo, cuja prova pode ser encontrada, por exemplo,
em [Rob99].

Teorema 3.8. Seja f uma aplicacio no plano e A o seu conjunto invariante, que supomos ser
hiperbdlico, e seja P um ponto periddico de periodo n de f. Se existe um ponto homoclinico
Q € W*(P)NW?#(P), entdo podemos dizer que f™ tem uma ferradura, no sentido da sua

dindmica em A ser equivalente a (£%,0).

Para terminar, gostariamos de fazer um paralelo com a dindmica da aplicagdo tenda Tj,:
para a = 2, mostra-se que a aplica¢do tenda é topologicamente equivalente a dindmica da
aplicacdo deslocamento no espaco das sequéncias infinitas (mas n3o bi-infinitas) com elementos
escolhidos entre dois simbolos. Trata-se da maior complexidade que uma aplicagdo unimodal
pode assumir, uma vez que a imagem por T, de ambas as voltas da aplicagdo atinge todo
o intervalo invariante. De alguma forma corresponde a ferradura de Smale, quando existem
pontos homoclinicos relativos aos seus pontos fixos. Ento, para valores do pardmetro inferiores
a 2, a dindmica de T, vai perdendo complexidade, no sentido em que o niimero de voltas de
T é desde logo inferior a 2", o que corresponde, em termos simbdlicos, a uma perda, ou

poda, do conjunto dos itinerdrios possiveis para os pontos do intervalo relativamente a ¥.2.

3.3 Dinamica simbédlica para os atractores de Lozi

De seguida, vamos apresentar a dindmica simbdlica introduzida por Yutaka Ishii, [Ish97], para a
familia de aplicacGes de Lozi. Nesse seu trabalho, Ishii, recorrendo as expressGes das variedades
estdveis e instaveis, provou o problema da primeira tangéncia para as aplicagdes de Lozi e, desse
modo, conseguiu distinguir as sequéncias simbdlicas admissiveis das ndo admissiveis. Contudo,

essa prova tem uma pequena gralha na construgio da sequéncia simbdlica que define a fronteira
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da admissibilidade. Naturalmente que iremos corrigir esse erro e, consequentemente, a regido
onde as sequéncias simbdlicas sdo admissiveis apresentar-se-a reformulada.
Consideremos um ponto X pertencente ao atractor F de uma aplicagdo de Lozi. Para esse

ponto definimos,

WL(X) = E_2E_1"EQ€1€2"

em que

+1 L{X); >0

€ = * Ll(X)w =0 ,

-1 LX), <0
onde * tem o significado que a esse ¢; tanto podemos fazer corresponder o simbolo +1, como
o simbolo —1. Nas expressdes acima usdmos a notagio U(X)z, que representa a componente
x do ponto L¥(X).

A multi-fungdo m¢ faz a conjugacdo entre a aplicagdo de Lozi em Fea aplicagcdo deslo-

camento no conjunto {—1,+1}%,

F -, F
el L7

{-1,+1}* % {-1,+1}*

Um elemento de 7 (X) diz-se um itinerdrio de X. Como podemos ver, devido a varia¢do que
existe com uma ocorréncia de um simbolo x, o ponto X pode ter mais do que um itinerdrio.
Dizemos que uma sequéncia simbélica ¢ é admissivel se existe um ponto X € F tal que
g € mg(X).

Exemplo 3.9. Vamos supor que a érbita de um ponto X € F satisfaz

LYX)e >0 (i< -1)
LX)y =0 (i =0,2)
LYX)e <0 (=3 o0ui=1)

Assim sendo, podemos concluir que o itinerdrio de X consiste em quatro sequéncias diferentes,
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(X)) = {e1,£2,£3,24}, dadas por

.2 €1 - X1} &1 &2 €3

e — - 41 41 - +1 -1 41 -1
g — - +1 41 - 41 -1 -1 -1
g3 — -+ +1 41 - -1 -1 41 -1
e — -+ +1 41 - -1 -1 -1 -1

Dada uma qualquer sequéncia simbdlica ¢,
_5‘_ = .- '5_26_1 . 505152 o
pertencente a {—1,+1}% | dizemos que a subsequéncia

u = . ‘6_25_1'

I

é o itinerdrio para o passado de g, enquanto a subsequéncia simbdlica
8 __
€ = -gpf1£2-

é o itinerdrio para o futuro de &.

Denotemos por C* e C® os conjuntos de todos os passados e todos os futuros, respecti-
vamente, das sequéncias simbdlicas pertencentes a {—1,+1}Z. Deste modo, podemos dizer
que

C*x C° = {-1,+1}%.

Definicao 3.10. Para toda a sequéncia € = ---c_se_1 - €ge1€2 - - pertencente ao espaco

simbélico {—1, +1}%, chamamos folha instdvel de ¢ a
=) LM(Fon),
n>1
e chamamos folha estdvel de ¢ a
=) LMFn),
n<0

onde
{(z,y):x2>0}N Ay see=+1

F;
{(z,y) 12 <0}NALy see=-1
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De seguida, definimos uma relagdo de ordem <, nos pontos do atractor e relagdes de ordem

<g € <, nos espacos das sequéncias C*° e C*, respectivamente.

Definicdo 3.11. Para uma qualquer sequéncia e, sejam X e Y dois pontos da folha instdvel
Kg. Ent3o, dizemos que X <, Y se e s6 se X < Yy, onde por X,,,Y, se denota a componente
segundo o eixo dos xx de cada um dos pontos. Caso X e Y sejam pontos da folha estdvel
¢, entdo dizemos que X <y Y se e s6 se X, <Y, onde por X, Y, se denota a componente

segundo o eixo dos yy de cada um dos pontos.

As relacdes de ordem simbdlicas que introduziremos de seguida vio fazer intervir uma paridade:

dada uma sequéncia simbélica finita (7 - - - {x denotamos por p+((1---Cx) e por p—(1 -+ - Cx),

respectivamente, o nimero de simbolos +1 e o ndmero de simbolos —1 presentes nessa

sequéncia.

Definicdo 3.12. Sejam £° e §° duas sequéncias distintas de C*® e seja k o menor inteiro ndo

negativo tal que ey # 6. Entdo, dizemos que £° <, §°:

1. se py(g0---€x—1) € um ndmero par e g < i, ou
2. se py(g0---€x—1) € um ndmero impar e oy, < e,

Naturalmente, estamos a considerar a ordem habitual —1 < +1 entre os simbolos escolhi-
dos. Por fim, introduzimos igualmente uma relacio de ordem relativamente a quaisquer duas

sequéncias do espaco de todos os passados.

Definicdo 3.13. Sejam £ e §" duas sequéncias distintas de C* e seja k o maior inteiro

negativo tal que ey, # 6. Entdo, para b > 0, dizemos que " <, 8*:
1. se p—(ek41+--€—-1) € um ndmero par e gy, < Oy, ou
2. se p_(&ky1---£—1) € um nidmero impar e &, < &y,
Caso b < 0, ent3o dizemos que % <, §“:

1. se pi(exs1---€—1) é um ndmero par e g < O, ou

2. se py(ek+1---€-1) € um ndmero impar e 0y, < €.
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A justificag¢do das relacdes de ordem simbdlicas torna-se evidente perante a proposigdo seguinte,
apresentada por Ishii, em [Ish97], na medida em que estabelece que a aplicago 7, preserva a

ordem.

Proposicdo 3.14. Suponhamos que a > |b| + 1. Entdo a aplicacdo 7y, preserva a ordem no

seguinte sentido:

1. consideremos quaisquer pontos X,Y pertencentes a uma folha instdvel £} e quaisquer

sequéncias w € mg(X) e d € o (Y), entdo

X<, Y = w6

2. consideremos quaisquer pontos X,Y pertencentes a uma folha estavel £2 e quaisquer

sequéncias w € mg(X) e d € me(Y), entdo

X <Y = "<, 0"

Como podemos constatar com o resultado acima apresentado, existe uma compatibilidade entre
a ordem definida no conjunto dos pontos do atractor pertencentes a uma determinada folha,
seja ela a folha estdvel ou a folha instdvel, e os seus itinerdrios simbélicos. De seguida, vamos
definir uma aplicacdo que nos leva das sequéncias simbdlicas de {—1,+1}Z para pontos do
atractor F. Naturalmente que, como fizemos anteriomente ao estudar a dindmica simbdlica
da familia das aplicagdes tenda no intervalo, o nosso objectivo é conseguir introduzir uma
aplicacdo que funcione como inversa da aplicacio itinerdrio de um ponto de F.

Para cada escolha de £ € {1, +1}Z consideremos o operador
M, : Lo(Z) — Lo(Z)
definido por

1 —xpi1+bzp_
Ena

(M), = (33)

onde por z,, se representa o n-ésimo elemento de z € £oo(Z). O resultado que apresentamos

de seguida deve-se ainda a Ishii, podendo a sua prova ser vista em [Ish97].

Proposicdo 3.15. Suponhamos que a > |b| + 1; entdo,

1. para qualquer ¢ € {1, +1}Z, existe um dnico ponto fixo z(g) de M; e,
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2. para todo n € Z, o ponto fixo z(g) satisfaz
Tp1 = 1 — alzy| + brp-1, (3.4)

se e so se
enz (), >0, nez. (3.5)

Da defini¢do do operador M, escrevendo (Mé(g))n = x,, conclui-se facilmente que os ele-

mentos de z(¢) verificam sempre a igualdade

Tpt1 = 1 — epaxy + bry_q. (3.6)
Por outro lado, através da definicdo da aplicagdo de Lozi e definindo

z(&)nn-1 = (2(e)n, 2(E)n-1),
podemos ver que z(g) verifica a equagdo (3.4) se e s6 se
(2(g)n, z(e)n-1) = L"(2(E)o, 2(€)-1).

Por fim, se z(g) verifica (3.4), temos imediatamente que z(g)nn—1 € F, para todo n € Z.
Definicdo 3.16. Seja z, _, a aplicagdo definida do espaco simbdlico para R?, dada por

z(g)o—1 = (z(g)o, z(g)-1)-

Seja A o conjunto de todas as sequéncias simbdlicas que satisfazem a condicdo (3.5). Pelos
argumentos acima expostos, temos que &o,_1(-AL) C F. Desta forma, podemos concluir
dizendo que a aplicacdo z, _; definida no conjunto Ag é sobrejectiva, sendo a aplicacdo

inversa de m em F, ou seja, para um qualquer ponto X € F, temos que
m(X) = z51(X) NAg.

Em particular, temos

Zo_yom = id[z.
Ainda em [Ish97], podemos ver a demonstragdo do seguinte resultado.

Lema 3.17. A aplicacdo z, _; € continua em {-1, +1}%,
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3.3.1 A poda do espago simbdélico

Os atractores estranhos da aplicagdo Lozi formam uma ferradura de Smale incompleta. Por
outras palavras, podemos dizer que quando a aplicacdo degenera, o espago simbélico pode
perder certas sequéncias. Existem certas sequéncias, itinerdrios, que se cairem na regido
incompleta, entio as suas pré-imagens também est3o proibidas, isto é, sdo sequéncias nao
admissiveis. A esta regido chamou-se a regido poda preliminar e a sua fronteira chamou-se a
frente poda. Em termos de aplicagdo do plano no plano, este facto é descrito como sendo o
par podado.

Seja X um ponto do plano tal que as suas iteragbes para o passado por uma aplicagio de
Lozi £ n3o intersectam o eixo dos yy. Tal como vimos no capitulo anterior, o cone instavel
de X é dado por

(Co)i-nixy = {(z,y) € TL*"(X)]Rz o] < Jeyl}

ou ainda, substituindo o valor da constante ¢, obtemos

a—Va®—4b
(o)t -niry = { (00) € Top?: fal < 25—y

Por outro lado, para todo o ponto X cujas iteradas para o futuro por uma aplicacdo de Lozi

L n3o intersectam o eixo dos yy, temos que o seu cone estavel,
(CO)‘Zn(X) = {(u, v) € TLn(X)Rz Ho) < |cu|}

pode tomar a expressao

a—+/a?—41b
(Colingxy = {(w) € TenpR? 1 Jy| < 2= YL 41 |w|},

uma vez mais substituindo o valor da constante ¢. Consideremos novamente um ponto X
pertencente ao plano tal que as suas iteradas para o passado por uma aplicacdo de Lozi £
nunca passam pelo eixo dos yy e seja €% = ---£_2e_1 a (lnica) sequéncia simbélica para
o passado associada ao ponto X. Entdo, o conjunto dos pontos zg (- €-26-1 - C°) estd

totalmente contido em
+o0

) DN CO)n(xy:

n=1
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Ora, como E% é um subespaco unidimensional de TxR?, Zo,_1(- - €-2e-1 - C®) estd efecti-

vamente contido na recta y = s_1(z — p), cujo declive s_y é dado por

1
S_1 = b (37)
—ag-1+ 5
—ag—-g +

—ag_3+ —

onde, como é Sbvio, o ponto (p, 0) é a intersec¢do da referida recta com o eixo dos zz. Para

determinarmos o valor de p vamos comegar por fixar um qualquer valor de n n3o negativo e
considerar o ponto (Zn, Zr—1) pertencente 3 recta

Yy = Sn—l(fl; _pn—l)-
Mas, como

1

S —1 = —m—e———
n —agp_1 + bsp—o’

podemos escrever

Tp —Pn-1 = ("asn—l + b3n~2)93n—17
e ainda, por (3.6),

Pn-1 = QEp_1Tp—1+ 1~ acn_1%n_1 — bsp_2Tpn_1 + brp_»,

donde resulta que

Pn—1 = 1 —bsy_opp_2.

Deste modo obtemos uma férmula recursiva para os diferentes p,,,

Pnt+1 =1 —bsypn,

a partir da qual concluimos que p pode ser escrito como

p=py=1-bs o+ b2s_ps_3— - . (3.8)
De modo andlogo, caso a érbita para o futuro de X n3o intersecte o eixo dos yy, temos que
o conjunto zg _1(C" - cpe1€2 - - - ) estd totalmente contido em

+o0
() DILT™)(C)enexy = E

n=1
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. o . 1
ou seja, todos os seus pontos vdo estar sobre uma recta, que iremos denotar por y = —(z—gq),
7o

cujo declive pode ser obtido através de

b
To =
0 b
agg +
ag] +
agg + .
Ora, uma vez que r,, = ——————, ficamos com a igualdade
agp + Tp41
b

(@ga o) " T T

isto é, por (3.6),

Tnt1— 1 — 1Ty = _Qn(aen + 7‘n+1)-

Deste modo, temos que
1
a1 —1) = ~g,

donde se retira igualmente uma férmula recursiva para q,,
—1
an = —b "'n(Qn-l-l - 1)'
Assim, o valor de ¢ pode ser obtido através de

g = qo = b lro— b 2rory + b7 3rgriry — - -

(3.9)

(3.10)

Pela sua importancia, é conveniente introduzir uma nota¢do para as duas rectas acima consi-

deradas: para todo g € {1, +1}Z, denotemos por £¢ o conjunto dos pontos que est3o sobre

) . 1
arecta y = s_1(x — p) e por £2 o conjunto dos pontos que estdo sobre a recta y = T—(;c —q).
= 0

Exemplo 3.18. Consideremos a aplicagdo de Lozi Ly, correspondente ao par de pardmetros

a =17 eb = 0.5. e a sequéncia simbdlica ¢ cujos primeiros simbolos do itinerdrio para o

passado sdo

€= 414141141141 —14+1-1—14+1+1+1—1+1—14+1~-1+1-1—141+1,

enquanto os primeiros simbolos do itinerdrio para o futuro sdo

£ = +14+141-141-141-1-1+1+1+1—1+1—-1+1+14+1—-1+1+1+141+1--- .
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Deste modo, conseguimos obter aproximac8es para os declives de ambas as variedades estdvel
e instdvel, assim como para os coeficientes p e q. A partir de um cdlculo bastante simples,

obtemos a expressdo
y = —0.357237 4 4.15615 z,

para a recta estdvel e
y = 0.347649 — 0.685205 z ,

para a recta instavel, pelo que podemos tragar os seus grdficos e encontrar, no ponto de
interseccdo destas variedades, o ponto do atractor cujo itinerdrio, tanto para o passado como

para o futuro, tem como primeiros simbolos os acima apresentados.

/

/

/

/
T e
y

/’X \

// \__\

/@0 0.0) T
/

Figura 3.16: A recta estdvel £ e a recta instavel £7.

Em [Ish97), Ishii mostrou que (3.8) e (3.10) sdo séries convergentes e que as sequéncias
simbélicas sy, T, p € g s3o fun¢des holomorfas para (a,b) € C2. Deste modo, ficou estabele-

cido o seguinte resultado.

Proposicao 3.19. Consideremos o conjunto das sequéncias simbdlicas com um passado, g%,
fixo. Entdo as imagens por z, _; de todas essas sequéncias simbdlicas estdo contidas numa
recta cujo declive e interseccdo com o eixo dos xx sdo dados por expansdo em fracgdo continua
usando apenas os valores dos pardmetros a,b e o itinerdrio para o passado £*. De forma
andloga, se considerarmos o conjunto das sequéncias simbdlicas com um determinado futuro,

g°, entdo, as imagens por x, _; de todas essas sequéncias simbdlicas estio contidas numa
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recta cujo declive e intersecgdo com o eixo dos xx sdo dados por expans3o em fracgdo continua

usando apenas os valores dos pardmetros a,b e o itinerdrio para o futuro £°.

Para uma determinada aplicacdo de Lozi L e fixados itinerdrios para o passado, £%, e para o
futuro, %, a proposicdo anterior permite-nos concluir que o ponto de intersec¢do das respec-
tivas rectas £ e £ corresponde ao ponto do atractor cujo itinerdrio £ é exactamente igual a
e" - €°. Dessa forma, € natural que a caracterizagdo dos pontos do atractor, ou do conjunto
dos itinerdrios possiveis para L, se faca através de caracteristicas destas rectas. Preparando
o resultado fundamental, que se apresenta posteriormente, Ishii mostrou, [Ish97], o seguinte

lema.

Lema 3.20. A diferenca (p — q) é uma fungio continua dos pardmetros a,b e das sequéncias

simbdlicas €.

Vai ser com base nesta diferenga, p — ¢, que vamos introduzir os conceitos seguintes, cuja

justificacdo e importincia ficard patente no resultado que se seguira.

Definicao 3.21. Dada uma qualquer aplicacdo de Lozi L, ao conjunto
Pe = {" e e {141} ple") — g(e”) = 0}
chamamos a frente de poda de L e ao conjunto
De = {g" e e {-L+1}7  p(e¥) — q(e®) < 0}

a sua regido preliminar de poda. Por fim, o par (Pg,Dy) é chamado por par de poda da

aplicagdo L.

Atentando nas expressdes (3.7) e (3.9), ndo é dificil concluir que o declive de £ é positivo
sempre que €_; = —1, e negativo, caso contrdrio. Mais ainda, podemos mesmo dizer que,

em valor absoluto, o declive de £2 é sempre superior que o declive de £¥, qualquer que seja o

itinerdrio €% - £°. Assim sendo, temos que, se e_1 = +1, entdo,
z(g)-1>0 & p—q>0,

enquanto, se e_; = —1,

z(g)-1 <0 & p—g>0.
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Estas duas equivaléncias permitem uma outra caracterizacio da frente de poda, P, e da

regido preliminar de poda, D, de uma qualquer aplicacdo de Lozi L,

P = {ee {141} e 13.4(c) =0}

D = {§ e{-1,+1}2 ez 4(e) < O}.

O resultado que justifica a dindmica simbdélica para as aplicacdes de Lozi, tal como foi intro-

duzida, cuja prova pode ser encontrada em {Ish97], tem a seguinte formulac3o.

Teorema 3.22. Seja L uma aplicacdo de Lozi satisfazendo a condicdo a > |b| + 1 e seja g

uma qualquer sequéncia simbdlica de {—1, +1}Z. Entao,
IXeF . een(X) < Vnez o' ¢ De.

3.3.2 O problema da primeira tangéncia

O problema da primeira tangéncia para a familia de aplicacdes de Lozi teve uma proposta de
resolugdo por parte de Ishii, em [ish97]. No seu trabalho, Ishii mostrou que sob certas condigdes
nos pardmetros, as tangéncias da aplica¢do de Lozi £, eram dadas através de um certo ponto
T, situado na parte positiva do eixo dos zx, e pelas suas pré-imagens. Mas comecemos por

definir o conjunto H no espaco dos pardmetros:
H = {(a, b) € R?: L em F é equivalente ao deslocamento completo e a > 1 + |b|} .

O problema da existéncia das tangéncias ficou resolvido através do teorema seguinte, cuja

demonstragio pode ser encontrada em [Ish97].

Teorema 3.23. Toda a aplicacdo de Lozi Ly, tal que (a,b) pertence a fronteira, 0K, de H,

tem uma tangéncia heteroclinica, quando b > 0, e uma tangéncia homoclinica, quando b < 0.
Segundo Ishii, as tangéncias sdo precisamente as pré-imagens de
z(--4+14+14+1-1£1-41-1—-1-1---)o_1

quando b > 0, e
z(---—-1-1-141+1-41-1—-1-1--)g_1
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quando b < 0. Denctando por T este ponto, pertencente ao eixo dos xrx, e uma vez que
a > |b] + 1, podemos assegurar que é satisfeita a dupla desigualdade entre as componentes

segundo o eixo dos zx dos pontos [ e T'
1<, <T;.

Deste modo, quando b > 0, temos que

_ 1 r—1
LZ(T)zsz Y1), = — >0,

e, de forma aniloga, quando b < 0, também podemos concluir que

£7T), = £7HT), =

rz—1

b < 0.

Assim sendo, para b > 0, vemos claramente que o endereco do ponto £~2(T') ndo pode ser —1,
da mesma forma que, quando b < 0, esse endereco n3o pode ser —1. Trata-se efectivamente
de uma gralha em ambos os casos. Como consequéncia desta troca de sinal, a expressdo
algébrica da curva OH dada em [Ish97] ndo estd correcta.

Considerando as sequéncias simbdlicas correctas do ponto T', temos que este € igual a
z(--+1+14+1414£1-41-1-1-1---) 1,
quando b >0, e a
(- =1-1-1-1+1-41-1-1-1---)o_1,

quando b < 0. Ent3o, recordando que um par de valores (a,b) pertence a fronteira OH se e
s6 se p(e®) — ¢(°) = 0, ou seja, atendendo a (3.8) e (3.10), se e s6 se é satisfeita a igualdade

To | ToT1 _ ToT1T2
b b2 b3

1—bs_o+b%s_ps_3—b3s_p8_35_4+ -+ — +-.-- =0,

onde a curva do espago dos parametros correspondente a fronteira O3 é descrita por

1 1
_ S
1+7m  (a+7r)(1+b"1r)

Contudo, uma vez que r; é a expansio em fraccio continua de um irracional quadratico,

solucdo da equagdo z° — az — b = 0, temos que a equacdo acima pode ser apresentada como

1 1
— = 0.
a—+Va?+4b

a—Va? a — Va?
L (YT \/2 T, \/2b+4b)
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Figura 3.17: O dominio (2.5) e a curva 8H quando b > 0.

Na figura seguinte podemos ver o gréfico da curva OH assim como a regido para a qual estd
provada a existéncia de um atractor estranho para a aplicacio L.

Quando consideramos as condi¢cdes (2.5), vemos facilmente que 0K é descrita pela igualdade
b=4—2a, quando b > 0, e por b = —4 + 2a, quando b < 0. E por isso que na Figura 3.17
esta curva surge na fronteira do dominio onde £ tem um atractor estranho, isto €, na fronteira

do dominio da complexidade das aplica¢des de Lozi.

3.4 Expoentes de Lyapunov para a aplicacao de Lozi

A deteccdo do caos num sistema dindmico é um problema importante que pode ser re-
solvido pelo célculo do maior expoente de Lyapunov, em valor absoluto. Para terminar este
capitulo, vamos apresentar um novo método de célculo do maior expoente de Lyapunov para

as aplica¢Bes de Lozi no conjunto F, usando a dindmica simbdlica introduzida anteriormente.

Defini¢ao 3.24. Seja f : M — M um difeomorfismo numa variedade compacta de dimens3o

m. Paracadax e M ev e T, M, seja

Mz, v) = kli_)n;o%Iog(“fov

)
sempre que o limite exista.

Assim, podemos dizer que \(z,v) traduz a taxa de crescimento exponencial do vector

transportado pelas equagdes linearizadas ao longo de uma drbita da aplicagdo f. O resul-
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tado seguinte foi apresentado por V.l. Oseledets, cuja demonstragdo pode ser encontrada em
[Ose68].

Teorema 3.25 (ergédico multiplicativo de Oseledets). Seja M uma variedade compacta e
f um difeomorfismo de M com derivadas uniformemente limitadas e seja y uma medida de
probabilidade de Borel em M. Ent3o, para quase todo o ponto x, o espaco tangente T, M
pode ser decomposto em subespacos Wi(z) @ --- @ Wi(z) tal que:

1. Df(z){(Wi(z)) = W;(f(x)), para todo i, as divisdes sio preservadas pela acgdo de
Df;

2. para cada x e cada i, existe um nidmero Ai(z) tal que,
: 1 +n —
nlmwﬁlog||Df (@] = £Xi(z),
para cada v € Wy(z),

3. se O0(zx,1,7) representa o dngulo entre Wi(x) e Wj(x), entdo,
.1 . N
nll_'moo-ﬁlog Isme(f (x),z,])[ = 0.

Aquilo que o teorema ergédico multiplicativo de Oseledets nos garante € que, para quase todos
0s pontos x tais que o limite existe para todos os vectores tangentes v € T,M, existem, no
méximo, m valores distintos de A(z,v) para cada ponto z. Assim, seja r(x) o nimero dos
diferentes valores de A(x,v) em x para v € T, M, com vectores tangentes v/ € T, M, para

1 € j < r(z) a fornecer diferentes valores
Ajz) = Mz, v?),
com
/\1(.’17) < e < ’\r(z)(x)

Definicao 3.26. Os valores \j(x), para 1 < j < r(z), sdo chamados expoentes de Lyapunov

no ponto x.

Vamos considerar Df,iC como uma matriz. Ent3o, o quadrado do comprimento da imagem de

um vector v por Df¥ pode ser dado por

forsf

= (DfE) (Dfkv) = vT [(DFT D] v.
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A matriz (D fkv)T DfF é simétrica e positiva. Deste modo, podemos calcular as suas raizes,
onde [(Df¥)T D f¥] /2 mede a variagio do comprimento através de Dfke [(DfHTDfE] 1/2k

mede, em média, o quanto os vectores sdo esticados.

Definicao 3.27. Seja A, a matriz definida por

Ae = lim ((Df2T DM,

sempre que o limite exista. O logaritmo dos valores préprios de A, sdo os expoentes de

Lyapunov.

Devido ao trabalho efectuado por Misiurewicz [Mis80], é possivel, para quase todo o ponto x
pertencente a F, criar uma divis3o hiperbdlica do espaco tangente em dois subespacos. Mais
ainda, através do trabalho de Collet-Levy e Young, existe uma medida Sinai-Ruelle-Bowen u
para a aplicagdo de Lozi. Estamos assim nas condigBes de utilizar a construcio dos expoentes
de Lyapunov através da Defini¢do 3.27.

Consideremos a matriz jacobiana da aplicagdo de Lozi ao longo de uma érbita que ndo

intersecta o eixo dos zz,

) —ag; 1
DL =
b 0
Consideremos agora a expansio em fracgdo continua
a1
bo + az
b1 + a3
b +
bs + T
e os respectivos convergentes, dados por
Ag=bo By=1
Al =bibg + a1 Bi=h

Ang1 = bpt14n +ant14n-1 Bpy1 = bpp1Bn + any1Bn1.

Quando consideramos o produto das matrizes DL, esse produto é dado através dos conver-

gentes da fraccio continua

—ag; +

—agy +
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da seguinte forma,

k
. B B
HDL,L — k+1 k
i=1 Ay Ak
onde

Ay =0, By =1,
AL =b; By = gga;
Apy1 = (—era)Ap + bAg—1 Byy1 = (—¢&a)Bg + bBj—1.

Antes de continuarmos, gostariamos de recordar que, para qualquer matriz real de ordem 2,

a B
v 6

M =

o trago da matriz P = MT M é dado por
tr(P) = o+ B2 + 42 + &°.

Deste modo, temos que os valores préprios da matriz (Hf=1 DLHT k:1 DL satisfazem a

igualdade

k
HDL HDU +det< [1ps HDU ) =
i=1 i=1
Ora, quando fazemos k tender para infinito, uma vez que |b| < 1, vamos ter que
k
Jim det( HDL (HDU’)) =
=1 i=1

donde se retira que o expoente de Lyapunov maximo é dado por

A= lim  log ((Ax)? + (Aksn)? + (Br)? + (Bra)?)

Deste modo, provdamos o seguinte resultado.

Teorema 3.28. Sejam (a,b) tais que os valores proprios da matriz DL s3o reais. Ent3o, o

expoente de Lyapunov maximo da aplicacdo de Lozi L é dado por

) 1
A= lim = log((Ak) + (Aea)® + (Br) + (Brsa)?),
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onde
Ag =0, By =1;
A =0 B = gpa;
Apyr = (—epa)Ap + b Ag_q; Byy1 = (—exa)By + b By_1.

Para terminar, vamos comparar os resultados obtidos segundo o método anteriormente descrito,
ou seja, usando os convergentes das fraccdes contihuas, com os valores que se obtém pela
Defini¢do 3.27, que passaremos a designar por método da transposta, e pelo método numérico

mais usual, que passaremos a descrever sucintamente.

1. Considerar uma condi¢3o inicial (Z,7) que esteja na bacia de atracgio;
2. iterar vezes suficientes até que a Srbita esteja no atractor; seja (xo, yo) esse ponto;

3. seleccionar um ponto que esteja a uma distancia suficientemente pequena dg desse ponto;

por exemplo, podemos considerar dg = 10712; seja (zf, yp) esse ponto;

4. fazer avancar uma iterada em ambos os pontos e calcular a sua distancia

d = /w1 — 212 + (1 — 9)%;
5. calcular log(d; /do);

6. Reajustar uma das O4rbitas de modo que a separagdo seja do na direcgio de
(£, y1) — (x1,71); deste modo vamos supor que ajustamos a érbita b, tal que (zp1, ys2)

é o seu ponto fazendo uma iteragcio; deste modo, esse ponto serd reinicializado para

do
Too = Ta1+ Zf(xbl — Za1);
1

do
Yoo = Yol Tt d_l(ybl - Ya1)i

7. Repetir os passos 4 a 6 tantas vezes quantas as desejadas e calcular a média dos valores

obtidos no passo 5.

Na tabela seguinte apresentamos as aproximag¢fes obtidas para valores dos parimetros
a = 1.7 e b = 0.5 usando todos os trés métodos mencionados anteriormente. Neste caso

foram efectuadas 1 000 000 iteragcdes do ponto inicial (Z, %), pertencente ao atractor de Lozi.
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Método numérico

Método da transposta

Método das fracgGes continuas

0.4703663381

0.4703675499

0.4703679607

Analisando os valores abtidos, podemos constatar que os métodos tém uma aproximacio

de aproximadamente 1.6 x 1078, Como seria de esperar, a aproximacdo entre o método da

transposta com o método das fraccdes continuas, é relativamente melhor, obtendo um valor

de 4.1 x 1077, Assim, conhecendo apenas a dindmica simbélica, em particular uma sequéncia

simbdlica, podemos calcular o expoente de Lyapunov maximo para aplicagio de Lozi usando

o método das frac¢des continuas.

Na tabela seguinte apresentamos os resultados obtidos ao longo da curva 2a + b = 4 no

espago dos pardmetros. Recordamos apenas que esta curva da-nos a frente de poda para a

familia das aplicacées de Lozi.
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(a,b) Método numérico | Método da transposta | Método das fracges continuas
(1.715,0.57) 0.4685667 0.4685697 0.4685694
(1.730,0.54) 0.4850813 0.4850819 0.4850824
(1.745,0.51) 0.5069156 0.5069174 0.5069171
(1.760,0.48) 0.5264909 0.5264941 0.5264938
(1.775,0.45) 0.5390484 0.5390440 0.5390444
(1.790,0.42) 0.5537612 0.5537585 0.5537587
(1.805,0.39) 0.5658964 0.5658975 0.5658978
(1.820,0.36) 0.5758556 0.5758558 0.5758555
(1.835,0.33) 0.5875776 0.5875762 0.5875764
(1.850,0.30) 0.6000046 0.6000099 0.6000101
(1.865,0.27) 0.6112732 0.6112758 0.6112760
(1.880,0.24) 0.6218687 0.6218701 0.6218702
(1.895,0.21) 0.6309968 0.6309907 0.6309908
(1.910,0.18) 0.6405120 0.6405413 0.6405413
(1.925,0.15) 0.6507000 0.6506941 0.6506941
(1.940,0.12) 0.6597741 0.6597726 0.6597726
(1.955,0.09) 0.6684406 0.6684538 0.6684538
(1.970,0.06) 0.6771359 0.6771374 0.6771374
(1.985,0.03) 0.6853319 0.6853455 0.6853455

Analisando a tabela anterior, e comparando os valores do método da transposta com o
método das fracgBes continuas, verificamos que para valores de b relativamente pequenos, a
aproximacio dos dois métodos é aproximadamente igual a 1 x 1077.

Na figura seguinte podemos ver o expoente de Lyapunov méaximo calculado através do
método das fracces continuas, mas agora fixando um dado valor de b e fazendo variar o

parametro a.
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Figura 3.18: Expoente de Lyapunov maximo parab=0.2e 1 <a < 1.7.






Capitulo 4

Particoes de Markov para aplicacoes
de Lozi

A teoria do amassamento, seja na sua vers3o original para aplicagdes modais no intervalo, ou na
sua generalizagdo para as aplicacdes de Lozi, introduzida por Yutaka Ishii, e por nés apresentada
no capitulo precedente, passa essencialmente por uma escolha de cardcter topoldgico, isto é,
por uma identifica¢do de partes do espago de fases da dindmica que se mostram, muitas vezes a
posteriori, relevantes para o estudo dessas dindmicas. Basta recordar que essa escolha é sempre
a mesma para toda uma familia de dindmicas com caracteristicas dindmicas completamente
diferentes. E esse aspecto que torna o estudo em causa, porque inesperado, absolutamente
extraordindrio. Contudo, aquilo que vamos apresentar agora é uma outra abordagem do estudo
de uma dindmica, aquela que tem por ponto fundamental a constru¢io de regides do espaco de
fases com certas caracteristicas dindmicas. No entanto, seguindo de perto o trabalho realizado
por Sousa Ramos para diferentes familias de aplica¢des no intervalo, vamos proceder a essa

construcdo utilizando o formalismo da teoria do amassamento.

4.1 Particoes de Markov

A identificacdo de uma particdo de Markov do espago de fases de uma dindmica significa

essencialmente uma muito grande simplificagdo do estudo dessa dindmica, sobretudo pela sua

representacdo por um formalismo matricial e consequente utilizagio de todo um conjunto de

métodos algébricos para caracterizar a dindmica em causa. S30 essas as razdes que levam a

que, dada uma certa dindmica, a identificacdo de uma particio de Markov seja um problema

muito importante. Contudo, trata-se de algo que foi resolvido apenas para certas familias de
67
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dindmicas, sobretudo no intervalo. Quando passamos para aplicacdes em dimens3o superior as
dificuldades aumentam enormemente e sdo conhecidos apenas alguns casos de sucesso, como,
por exemplo, os automorfismos lineares do toro, que apresentaremos adiante.

Existe um grande nimero de variantes da definicio de particio de Markov, algumas en-
volvendo a geometria que estd subjacente 3s aplicagdes. Aquela que vamos de seguida definir
é, de alguma forma, aquela que de uma maneira clara e simples vai ao encontro dos nossos
objectivos. Mas comecemos pelo conceito mais simples de particdo topoldgica de um qualquer

espag¢o métrico.

Definicao 4.1. Uma particdo topoldgica de um espaco métrico M é uma colecgio finita de

conjuntos abertos disjuntos, que passaremos a designar, sugestivamente, por rectingulos,
P = {R1, Ry, , Bk},
tal que a unido dos fechos Ej vai cobrir todo o espaco M, isto §,
M =R URU---UR;.

O conceito de parti¢do topolégica assume um especial interesse quando (M, f) é um sistema

dindmico, uma vez que entdo se prova, ver [AdI98], o seguinte resultado.

Proposicdo 4.2. Seja (M, f) um sistema dindmico invertivel e seja P = {Ry, Ra,--- , Ry}
uma particdo topoldgica do espaco M. Entdo, para todo o pontox € M, existe uma sequéncia

(R‘*’J‘)jez de rectingulos tal que

o0 n
z € ﬂ ﬂ f=3(Ry;).
n=0 j=—n
Este resultado diz-nos que, dada uma particdo topoldgica P de um sistema dindmico (M, f),
podemos associar um cédigo dinamicamente significativo a todo o ponto de M, neste caso a
sequéncia -+ - w_oWw_1 Wow1 wy - - -. A questdo que se pode entdo colocar é até que ponto essa
representacdo simbdlica dos pontos nos pode ajudar no estudo da dindmica.

Naturalmente, nem todas as sequéncias possiveis vdo ser realizadas pela dindmica f.
Denotemos por & = L((M, f),P) C {1,2,--- ,k}” o conjunto das sequéncias simbdlicas
ccrw_gw_jwpwiwy--- para as quais existe um ponto x de M tal que f™(x) € R,,,, para
todo n € Z. Como se verifica facilmente, a ac¢cdo da aplicacio f em pontos de M vai ser

representada pela ac¢do da chamada aplicagdo deslocamento (para a esquerda) o : £ — X nas
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correspondentes sequéncias simbdlicas, aplicacio essa descrita por (a(w))n = wp+1- Neste
sentido podemos olhar um qualquer elemento de X como uma representagdo da érbita de um
ponto de M por f e, nesse sentido, esperar que o estudo da dindmica de (M, f) signifique
estudar o conjunto simbdlico ¥.

Muitos autores destacam o facto do sistema dindmico simbélico (X((M, f),fP),cf), re-
sultante da escolha de uma particdo topoldgica para M, ser uma simplificacdo do sistema
dindmico original (M, f), mas aqui simplificagio deve ser entendida de duas formas distin-
tas: uma simplificacdo que todos gostariamos de conseguir de modo a facilitar o estudo da
dindmica (M, f) e uma simplificagio que devemos sobretudo evitar, uma vez que apenas cer-
tos sistemas dindmicos e certas, muito bem escolhidas, particdes topolégicas nos conduzem a
sistemas simbdlicos que retém grande parte da informag¢3o dindmica de (M, f). Veja-se, por
exemplo, que a escolha trivial de uma partigdo constituida por um tnico rectingulo, o préprio
espaco M, nos leva a um espago simbdlico com uma dnica sequéncia, arrasando assim por
completo toda a possivel riqueza da dindmica original.

A avalia¢do da qualidade da representacgdo simbélica (X, o) de um sistema dindmico (M, f)
pode ser feita do seguinte modo: dado um qualquer elemento w = +--w_srw_jwowiwy -+

de ¥, consideremos o conjunto aberto

n
Dp(w) = () f7(R,;) ¢ M.
j=-n
Como se constata facilmente, pertencem a D, (w) todos os pontos de M cujos cédigos parti-
lhem a mesma palavra w_,, - - - w,. Por outro lado, também n3o é dificil perceber que os fechos
destes conjuntos sdo compactos, decrescentes com n, ou seja, que satisfazem a seguinte cadeia
de inclusdes
Do(w) 2 D1(w) 2+ 2 Dp(w) 2 -+,

resultando ent3o que

o0

() Dnlw) # 0.

n=0
Sendo garantidamente diferente do conjunto vazio, o problema que se coloca é de saber quantos
pontos efectivamente pertencem a este conjunto. Por outras palavras, fixada uma sequéncia
simbdlica w € ¥, quantos vio ser os pontos que partilham o cédigo w. Voltando ao exemplo
extremo da escolha de uma partigdo com um (nico rectingulo, o préprio espaco M, temos que

todos os conjuntos D, (w) sdo iguais, qualquer que seja a escolha para n, e iguais a M, pelo
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que a interseccdo anterior é ainda o espago M, ou seja, todos os pontos do sistema partithariam
a mesma, e (nica, sequéncia simbdlica. No extremo oposto vai estar, como é ébvio, a melhor
das representagGes possiveis, ou seja, aquela escolha da partic3o topolégica P para a qual as
interseccGes acima referidas consistem em exactamente um (nico ponto, significando isso que

teremos um cédigo para cada ponto do sistema.

Defini¢do 4.3. Seja (M, f) um sistema dindmico e P uma particio topoldgica de M. Cha-
mamos a P uma particdo de Markov de (M, f) se a representacio simbdlica (£ ((M, f), P),0)
de (M, f) é tal que, para cada w € L((M, f),P), a interseccio

[e o]

[ Dnlw)

n=0
consiste exactamente num dnico ponto.
Identificado o tipo de particdo topoldgica que proporciona a melhor representa¢do de um sis-
tema dindmico, importa agora conseguir encontrar condicdes mais razodveis que essa particio
deve necessariamente satisfazer para que seja uma parti¢do de Markov. Como o contexto deste
trabalho sdo as aplicagdes hiperbdlicas, vamos apresentar as condicbes que caracterizam uma
particdo de Markov referentes a esse tipo de sistemas dindmicos.

Seja (M, f) um sistema dindmico e denotemos por A o seu conjunto invariante, que supo-
mos ser hiperbdlico, indecomponivel e maximal. A particdo que vamos construir refere-se ao
sistema (A, f), pelo que os rectingulos vio agora, muito provavelmente, ser conjuntos des-
conexos obtidos pela interseccio de rectangulos, no sentido literal do termo, de M com A.
Mas comecemos pela identificacdo dos rectdngulos que sdo, neste contexto, dinamicamente

interessantes.

Definicdo 4.4. Um rectingulo R para N\ é um subconjunto fechado de N tal que, escolhidos
quaisquer dois pontos x,y € R, o conjunto W2(x) N WX(y) seja constituido por exactamente

um ponto.

Neste sentido, é possivel mostrar que um rectdngulo R de A pode ser sempre identificado com
o produto cartesiano dos conjuntos W2(z, R) = Wi(z) N R e W¥(z, R) = W*(z) N R, para
todo x € int R, onde

intR={zeR: Wi(x)NAC R e Wg(z)NAC R, para algum 6 > 0}.

Consideremos uma colecgdo finita (R;)F_; de rectdngulos de A satisfazendo as seguintes

condicdes:
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1. intR; NintR; = 0, para i # j;

3. para todo z € int R; N f~}(int R;), tem-se

F(W¥(z,int R;)) D> W*(f(z),int R;) )
f(W(z,int R;)) c W*(f(z),int Rj).

E entdo possivel mostrar o seguinte resultado, ver [Bow70].

Teorema 4.5. Dada uma coleccio finita (Ri)i-“:l de rectingulos de A nas condigdes anteriores,

entjo P = {int Ry,--- ,int Ry} é uma partic3o de Markov de (A, f).

Naturalmente que a caracterizagio (4.1) de uma particdo de Markov para A ndo nos revela
se esta é ou n3o dificil de ser encontrada. A resposta a essa questdo foi dada, em 1978, por

Rufus Bowen, [Bow78], quando mostrou o seguinte resultado.

Teorema 4.6. Para todo o conjunto invariante hiperbdlico, compacto, maximal e indecom-

ponivel, é sempre possivel encontrar uma particdo de Markov.

Depois de termos introduzido o conceito de particio de Markov de um sistema dindmico
motivados pela qualidade do sistema simbdlico que o representa, vamos agora caracterizar os
sistemas simbdlicos (X, o) que resultam da escolha de uma particdo de Markov.

Dado um sistema dindmico (M, f) e escolhida uma particdo de Markov P = {Ry,--- , Ry}
de (M, f), mostra-se que o espago das sequéncias X realizadas por pontos de M tem uma
caracterizacdo algébrica particularmente simples: seja A = (a;;) a matriz de dimensdo k x k

cujos elementos sdo dados por

1 seintR; N f~(intR;) # 0
Qi =
0 seintR; N f~i(intR;)=0.
Entdo, o conjunto ¥ é constituido pelas sequéncias w = - w_ 2w _jwowiwa--- tais que
O, wipn = 1, isto é, s6 sdo permitidas palavras de dois simbolos w; w;1 caso a correspondente
transicdo entre os rectangulos R, e R, , seja admitida pela matriz A. Deste modo, o

conjunto simbdlico fica completamente descrito pela matriz de transicdo de rectdngulos A,
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sendo por isso muitas vezes utilizada a notagdo 4. A analogia com as cadeias de Markov
probabilisticas, também elas definidas através de uma matriz de transicio A, mas cujos elemen-
tos tém um sentido de uma probabilidade de transicdo, permitem chamar cadeias de Markov
topoldgicas a estes sistemas dindmicos simbdlicos (X 4, o).

Para relacionarmos propriedades dindmicas de uma cadeia de Markov topoldgica (X 4,0)
com propriedades algébricas da matriz A, vamos agora relembrar alguns conceitos importantes
da teoria das matrizes ndo negativas. Seja A = (a;;) uma matriz quadrada ndo negativa e

{n)

denotemos por a;; © elemento na posi¢do (7,7) da matriz A™.

Definicdo 4.7. A matriz A diz-se irredutivel se, para cada (%, j), existe um inteiro positivo n

tal que ag-l) > 0.

Definicdo 4.8. A matriz A diz-se aperiédica, ou primitiva, se existe um inteiro positivo n tal

que agl) > 0, para todo (3, j).

Definicdo 4.9. A matriz A diz-se redutivel se existe (i, j) tal que, para todo o inteiro positivo

g‘) =0.

n, se tem a
Dinamicamente, podemos dizer que, se a matriz A é redutivel, entdo nenhuma sequéncia de
¥ 4 terd uma palavra com os simbolos ¢ e j, para algum par (¢, 7). Por outro lado, se a matriz
A é irredutivel, podemos afirmar que, para todo o par (i, j), existe uma sequéncia de ¥4 com
ambos esses simbolos, i e j. Por fim, se a matriz A é aperiddica, ou primitiva, existe a garantia
que, no conjunto das palavras com um certo nimero de simbolos, existe um elemento com os
simbolos ¢ e j, para todo (i, j).

Vejamos entdo agora, através de alguns dos resultados mais importantes, como a dindmica

de (X4, 0) se reflecte na matriz de transicdo A, ver, por exemplo, [Wal82).

Proposicido 4.10. Seja (X a,0) uma cadeia de Markov topoldgica. Entéo,
1. (X 4,0) €é topologicamente ergddica, ou transitiva, se, e 56 se, a matriz A € irredutivel.
2. (X 4,0) € topologicamente mixing se, e s6 se, a matriz A € aperiddica.

Dois outros importantes resultados relativos a matrizes de transicio falam-nos dos seus valores

préprios maximos, ver [AY81] e [Wal82].
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Teorema 4.11. Seja A uma matriz de transicdo irredutivel. Entdo, existe um dnico valor

proprio Amax, positivo, tal que,

Amax = [Ail, VA € espectro(A4).

Se, no espectro de A, existirem r valores préprios com mddulo igual a Amay, entdo, existem

submatrizes aperiddicas tais que

[ 0 Ap 0 0 |
0 0 Ay 0
A=
o 0 o Ay
41 0 0 0o |

O inteiro positivo r € designado por indice de ciclicidade de A.

Teorema 4.12. Seja (L 4,0) uma cadeia de Markov topoldgica. Ent3o, a entropia topoldgica

€ dada por:

htop(U'ZA) = IOg()‘maX(A)) .

Um dos problemas fundamentais da teoria dos sistemas dindmicos €, como sabemos, a con-
jugagdo topoldgica. Para as cadeias de Markov topoldgicas esse problema foi resolvido por
R.F. Williams, em 1973, com a introdugdo do conceito de matrizes fortemente equivalentes
pelo deslocamento!. Nesse mesmo trabalho, Williams apercebeu-se da dificuldade que sig-
nificava provar que duas matrizes ndo sio fortemente equivalentes pelo deslocamento, pelo
que introduziu uma segunda relagcio de equivaléncia, mas que se sabe hoje n3o ser de todo

equivalente a equivaléncia topoldgica.

Definicao 4.13. Sejam A e B matrizes inteiras, ndo negativas. Entdo, A e B dizem-se forte-

mente equivalentes pelo deslocamento se existirem matrizes inteiras, n3o negativasUy, - -+ ,Up,

Do inglés, strong shift-equivalent.
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eVq, .-, V, tais que
{
A= Ul‘/l:

‘llUl = U2‘/27

Vn—lU -1 = Un Vnz

{ VoUn = B.
A partir deste conceito de equivaléncia entre matrizes inteiras, n3o negativas, ndo necessaria-

mente da mesma dimens3o, Williams, em [Wil73], provou o seguinte resultado.

Teorema 4.14. Sejam (L 4,04) e (£B,0p) duas cadeias de Markov topoldgicas. Entdo,
(X4,04) € topologicamente equivalente a (X g,0p) se, e s6 se, A e B s3o matrizes fortemente

equivalentes pelo deslocamento.

4.2 Particoes de Markov dos automorfismos lineares do toro

A aplicacio ferradura, introduzida por Steve Smale, é um exemplo de uma dindmica no plano
com um ndmero infinito de pontos periddicos. Quase em simultdneo, René Thom terd sugerido
a Steve Smale, segundo [Rob99], uma familia de dindmicas em dimensio dois possuidora
também dessa caracteristica, ou seja, todas elas admitindo um nimero infinito de pontos
periédicos. Essas aplicagGes tinham a particularidade de serem muito simples, de serem lineares,
mas cujo espaco de fases era agora o toro bidimensional. E exactamente essa simplicidade
que torna estas dindmicas extremamente populares, na medida em que muitos dos conceitos
mais dificeis tém ai uma possibilidade de serem explorados e entendidos. De certa forma é
o que vamos fazer com a construgdo da particdo de Markov de uma dindmica em dimensdo
dois, preparando o caminho para o resultado mais importante deste capitulo, a constru¢io da
particdo de Markov para uma aplicagdo de Lozi.

Seja A = (a;;) uma matriz inteira, de dimensdo 2 x 2, com determinante det(A4) = 1 e
tal que nenhum dos seus valores préprios tem médulo igual a 1. Denotemos por L4 : R? — R2
a aplicacgo linear induzida por A em R?. Uma vez que todos os elementos da matriz A s3o
ndmeros inteiros, temos que L 4 é uma aplicagdo do reticulado Z2 nele préprio. Por outro lado,
sabendo que det(A4) = +1, temos a garantia que a matriz inversa A~! é ainda uma matriz
inteira e assim, que (L4)™! = L4-1 é também uma aplicacdo no reticulado Z2. Deste modo,

podemos concluir que L4(Z?) = Z2.
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Consideremos agora a aplicagdo projeccdo m : R?> — T? que leva um qualquer ponto
% = (x1,72) € R? no ponto 7(Z) = (x1 mod 1,z mod 1) do toro bidimensional T2. Ora,
uma vez que L4(Z?) = Z2, temos que a aplicagio L4 induz uma aplicacio f4 no toro

bidimensional T?, aquela aplicacdo relativamente 3 qual é satisfeita a igualdade
faom = mwolLy.

Pela mesma razio acima referida, temos que (f4)™! = f4-1. As principais caracteristicas
destas aplicacdes no toro bidimensional s30 descritas no seguinte resultado, cuja prova pode
ser encontrada em certos textos elementares sobre dinimica em dimensdo 2, por exemplo,
[Rob99].

Teorema 4.15. Seja f4 : T? — T? a aplicagcio do toro bidimensional acima descrita. Ent3o,

temos que:
1. fa é um difeomorfismo;
2. os pontos periddicos de f4 sdo densos em T?;
3. fa tem uma estrutura hiperbdlica em T?;

4. para todo o ponto P € T?, as variedades W*(P) e W*(P) sdo densas em T?, assim

como o sdo as suas intersec¢des, que sdo pontos homoclinicos transversais;
5. fa é topologicamente transitiva;
6. fa tem sensitividade as condigbes iniciais.

A familia das aplica¢Bes f4 sdo habitualmente chamadas de automorfismos lineares no toro. De
seguida, apresentamos a construcdo da particio de Markov do toro bidimensional T? associada
a cada automorfismo f4.

Para facilitar, comecamos por considerar a aplicacdo linear L 4 no plano e perceber como
é possivel cobrir todo o R? com dois rectangulos construidos a partir da sua dindmica. Para
tal, vamos desenhar a partir da origem do plano, ponto fixo da aplicac3o, a variedade estivel
e a variedade instavel, isto é, as rectas com vectores directores, u; e up, vectores préprios dos
valores préprios A1, A2. De seguida, relativamente ao quadrante superior direito, vamos formar
dois rectdngulos desenhando, a partir dos pontos (0,1),(—1,0) e (1,1), pontos esses equiva-
lentes ao ponto fixo anterior perante a projeccio m, com exactamente as mesmas variedades

anteriores.
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Figura 4.1: Rectangulos R; e Ry construidos pelas variedades estivel e instdvel dos pontos
(0,0),(1,0),(0,1) e (1,1).

A pavimentagdo do plano com estes dois rectingulos surge assim facilmente, como se ilustra

com a figura seguinte.

Figura 4.2: Pavimentagdo do plano através dos rectangulos R; e Rj.

No entanto, estes dois rectdngulos ndo formam uma particio geradora do plano. De facto,
como se verifica facilmente, para se obter uma particdo geradora temos de considerar as
interseccdes de cada um dos rectdngulos com as suas imagens pela aplicacdo L 4. No caso que
estamos a acompanhar, verifica-se que a imagem do maior dos rectangulos intersecta ambos
os rectingulos, como se ilustra na figura seguinte, enquanto a imagem do mais pequeno dos
rectingulos intersecta apenas o maior dos rectdngulos, como se pode ver igualmente na figura

seguinte.
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Figura 4.3: Interseccio dos rectdngulos R; e R; com as respectivas imagens.

Deste modo, podemos concluir que a particio de Markov do toro bidimensional T? associada

ao automorfismo f4 vai ser obtida pela projeccdo 7 dos seguintes trés rectingulos.

Figura 4.4: Pavimentag3o do plano através de trés rectingulos.

Deste modo, fazendo a habitual representacio do toro bidimensional como o quadrado unitdrio,

temos que a particio de Markov de T? associada ao automorfismo f4 é dada por:

Figura 4.5: Particdo geradora do plano.

Como acabdmos de ver, existe uma construc3o candnica da particio de Markov para um qual-

quer automorfismo f4 do toro bidimensional, a partir de uma primeira identificacio da pavi-
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menta¢do com dois rectdngulos, R, B2, encontrando-se depois a particdo pretendida através

das componentes conexas (Cy,--- ,Cx), das quatro interseccdes

R ARy = CLU-- UG,
fA(Rl) N R2 = Ca+1 u---u Ca1+a2

(4.2)
fA(R2) Nk = Ca+b+1 U---u Ca1+a2+013

fA(R2) NRy = Ca+b+c+1 U---u Ca1+a2+a3+a4y
para alguns inteiros a1, an,a3 e a4 € onde N = a1 + ap + a3 + a4. Assim sendo, é possivel
associar ao automorfismo f4 um deslocamento de tipo finito com a matriz de transicdo Ty,
de dimensdo N x N, dada por
1 se f(C)NC; #0
Ty = (t,‘j) = .
0 se f(C,) ﬁCj =0

Na ilustrac3o da construcio da particdo de Markov temos sido acompanhados pela matriz

11
A= ,
10
de valores préprios
1
AL = 3 (1 - V5);

1
do =3 (1 ++/5).
Vemos assim que o deslocamento de tipo finito que Ihe estd associado é descrito pela matriz

de transi¢do de Markov

011
TA: 1 01 )
010

1 .
cujo raio espectral é p(Ty) = 5 1+ \/g) Vejamos agora um segundo exemplo.

Exemplo 4.16. Consideremos o automorfismo f4 do toro bidimensional T2, com A a seguinte

matriz inteira:
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Um caiculo muito simples permite-nos concluir que os seus valores préprios sdo

M =53~V
Ay = %(3-1—\/5)

A construcdo acima descrita (s6 que desta vez € a variedade estdvel do ponto (1,0) que

intersecta primeiro a variedade instdvel relativamente ao ponto (0,0), como podemos ver na

figura) leva-nos entdo aos dois rectingulos R1, Ry, obtidos a partir das variedades estdvel e
instdvel do ponto fixo da aplicagio linear no plano L 4,

Figura 4.6: Os rectangulos Ry e Ry para a aplicaggo linear no plano L 4.

vindo assim as componentes conexas (Cq,--- ,Cs), obtidas a partir de (4.2), como
C4 Cz C5 C3 Cl
Ca G, Cs Ca /Co Cs

Figura 4.7: Particdo geradora para a aplicacdo linear no plano L4.
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Deste modo, temos que a matriz de transigdo de Markov associada & particdo (Cy1,- -+ ,Cs)
€ dada por
11000

0 0111
Ta=111 000

1
cujo raio espectral € p(T'4) = 3 3+ v5).

Os valores comuns encontrados em ambos os exemplos, isto é, o raio espectral da matriz
de transic3o, ou seja, o nimero de crescimento do deslocamento de tipo finito a ela associado,
e o valor préprio positivo da matriz A geradora do automorfismo f4, ndo sdo uma mera
coincidéncia. De facto, existe um resultado que mostra que, caso apenas um dos valores
préprios da matriz A seja, em médulo, superior a unidade, entdo o niimero de crescimento de

fa € exactamente esse valor; para a demonstracio ver [Wal82].

Teorema 4.17. O ndmero de crescimento do automorfismo do toro bidimensional f4 é dado

por

s(fa) = Y Al

| Adf>1

com A1, Ay os valores préprios da matriz A.

Esta seccio teve o propésito de apresentar um exemplo da construgdo da particdo de Markov do
espaco de fases de uma familia de dindmicas em dimensdo dois. Sendo conhecida a construcio
da particdo de Markov para aplicagcdes modais no intervalo, devida fundamentalmente a Sousa
Ramos, a familia dos automorfismos no toro bidimensional pretende ser um passo mais na
construcdo da particio de Markov do plano correspondente a uma aplicagdo de Lozi, que sera

proposta numa préxima sec¢ao.

4.3 Sequéncias de amassamento de aplicacoes de Lozi

No capitulo anterior apresentdmos uma relacdo de ordem simbdlica entre pontos do atractor
de uma aplicac3o de Lozi, devida a Ishii. Contudo, se recordarmos a Definigdo 3.11, podemos

perceber que essa comparagdo sé é possivel para pontos numa mesma variedade estdvel ou
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instavel. De seguida vamos introduzir uma relagio de ordem para quaisquer pontos do atractor,
construida a partir da de Ishii, mas sem qualquer limitacdo. Antes mesmo de apresentarmos
a definicdo, uma vez que as rectas ¢ desempenham ai um papel fundamental, é necessdrio
fazer duas pequenas observacdes.

Dados dois pontos X e X" pertencentes ao atractor F de uma aplicagio de Lozi, denotemos
por £ e £7,, respectivamente, as suas rectas estdveis. Pela sua definicdo, sabemos que estas
rectas contém os conjuntos de pontos do atractor com itinerdrios para o futuro iguais aos
itinerdrios para o futuro de X e X', respectivamente. Desse modo podemos garantir que n3o
existe qualquer ponto de F que pertenca simultaneamente a ambas as rectas, isto &, que as
rectas £; e £, ndo se intersectam em F. Por outro lado, é também evidente que, dado qualquer
ponto X € F, a sua recta estével, que continuaremos a denotar por £, intersecta o segmento
de recta que une os pontos I e L(I), segmento esse, como sabemos, contido na recta inst3vel
do ponto fixo A. De facto, esta constatacio significa apenas que, dado um qualquer ponto

do atractor, existe um ponto X’ do atractor com itinerdrio dado por
(X')=(--+1+1-¢%,

onde por £° se denota o itinerdrio para o futuro do ponto X. Vejamos entio agora como é

possivel comparar quaisquer pontos pertencentes ao atractor de uma aplicacdo de Lozi.

Definicao 4.18. Sejam X e X' dois quaisquer pontos do atractor ¥ de uma aplicacio de Lozi
que ndo pertengam ao eixo vertical e denotemos por £ e Eg, as respectivas rectas estdveis.
Entdo, dizemos que

X <X < Y <Y,

com Y,Y' os tinicos pontos pertencentes 3 recta instdvel £“(A) do ponto fixo A da aplicacdo
de Lozi dados por
Y € n Y(4)

Y' e, N (A

Uma vez que esta relagdo de ordem generalizada se apoia nas rectas estiveis dos pontos em
causa, fomos naturalmente obrigados a colocar a restricio dos pontos n3o estarem no eixo
vertical. Contudo, se definirmos o ponto £~(I) como o representante de todos os pontos
do atractor que estejam no eixo vertical, verifica-se facilmente que a definicio anterior se

estende a todos os pontos do atractor. Como vamos ver de seguida, essa relacio de ordem
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vai ser essencial para introduzir, no contexto das aplicagbes de Lozi, conceitos que surgem
naturalmente como generalizacdes de conceitos conhecidos de aplicages no intervalo.

Na quadro da teoria do amassamento das aplicacdes unimodais no intervalo existe um
ponto que assume um papel muito importante, uma vez que o seu itinerario coloca condi¢cdes
muito restritas aos itinerdrios admissiveis para todos os outros pontos do atractor da aplicacdo:
trata-se do ponto critico da aplicagdo. O resultado seguinte evidencia que também para as

aplicacdes de Lozi existe um ponto com um papel semelhante.

Proposicio 4.19. O itinerdrio para o futuro de um qualquer ponto X € F satisfaz a dupla
desigualdade
6S(L(I)) 3 Jk(ss(X)) < 5“‘;(I)? k= Oa 1a Tt (43)

Dem. Este resultado é uma consequéncia directa da caracterizagdo de Misiurewicz do atractor
de uma aplicagdo de Lozi, uma vez que ambos os pontos I e L(I) participam na construgio
do tridngulo Aps. Deste modo, podemos garantir que todo o ponto do atractor que esteja na
recta £“(A) satisfaz

L(I) <z L¥X) < I, k=0,1,--

Assim sendo, podemos concluir que as desigualdades apresentadas surgem directamente da

definicdo de relagdo de ordem generalizada. ]

A analogia da desigualdade (4.3) com aquela que é vilida para a familia das aplicacdes tenda

no intervalo sugere a seguinte definicdo formal.

Definicdo 4.20. Dada uma aplicacdo de Lozi L, denotemos por X. o ponto do atractor tal

que X, = L7Y(I). Vamos dizer que X, é o ponto critico de L.

Uma computacdo bastante simples mostra-nos que o ponto critico de uma aplicagdo de Lozi

L é o ponto do eixo vertical dado por

< 2b—a+\/a2+4b>
X, = o, .

(4.4)

2(1+a—b)

Desta dltima igualdade resulta que, no limite, quando b tende para 0, o ponto critico X,
percorre o eixo vertical aproximando-se do ponto (0, 0), quando, voltamos a lembrar, a familia
das aplicacBes tenda no intervalo que surge das aplica¢Bes de Lozi quando fazemos b = 0 tem

como ponto critico de todas as suas aplicagées . = 0. Vemos assim que a generalizagdo
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introduzida resulta perfeitamente na situac3o limite, quando as aplicacdes de Lozi se reduzem
a aplicagBes tenda no intervalo.

Segundo a ordem simbélica, o itinerdrio das duas primeiras iteradas do ponto critico de
uma aplicagdo tenda sujeita o itinerdrio de qualquer outro ponto. Este facto tem consequéncias
topoldgicas muito profundas, como foi revelado pelo trabalho de Milnor e Thurston. No for-
malismo simbélico desenvolvido na teoria do amassamento, a sequéncia simbdlica da primeira
iterada do ponto critico da aplicacdo vai assumir o papel de invariante topolégico, sendo
por isso tratada de uma forma especial, designando-se por sequéncia de amassamento da
aplicacdo. Uma vez mais por analogia, depois de introduzirmos o conceito de ponto critico de
uma aplicagdo de Lozi, vamos dizer que o itinerdrio para o futuro da sua primeira iterada € a

sequéncia de amassamento da aplicagcdo L.

Definicdo 4.21. Seja X, o ponto critico de uma aplicagdo de Lozi L. Vamos designar por
sequéncia de amassamento de L a sequéncia simbdlica dada pelo itinerdrio para o futuro da

primeira iterada do ponto critico, ou seja,
K(L) = es(L(Xc)) .

Tal como nas sequéncias de amassamento das aplicacdes no intervalo, é possivel caracterizar

combinatorialmente uma sequéncia de amassamento de uma aplicacio de Lozi.

Teorema 4.22. Uma sequéncia simbdlica S € Y2 com itinerdrio para o passado
e“(S) = (---+ 1+ 1) é uma sequéncia de amassamento para alguma aplicacdo L se e sé

se
o(S) < o¥(8) <% S, k=01,

Dem. Que uma sequéncia de amassamento de uma aplicacdo de Lozi satisfaz a dupla de-
sigualdade apresentada é uma consequéncia directa de (4.3). Temos ent3o que provar que
uma sequéncia simbdélica com o referido itinerdrio para o passado e satisfazendo a dupla de-
sigualdade anterior é a sequéncia de amassamento de alguma aplicacio de Lozi.

Como facilmente se observa, a sequéncia simbdlica S € o itinerdrio de um ponto pertencente
ao segmento de recta que une os pontos I e L(I). Ora, como pelo Teorema 2.11 sabemos
que a 6rbita desse ponto é densa em 7, podemos concluir desde logo que a dnica forma de
ser satisfeita a dupla desigualdade que admitimos por hipdtese, é quando a sequéncia £°(.9)
corresponde ao itinerdrio para o futuro do ponto I, por outras palavras, é quando S é de facto

a sequéncia de amassamento de alguma aplica¢io de Lozi. |
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Ainda antes de apresentarmos as razdes que justificam a introducdo do conceito de sequéncia
de amassamento de uma aplicacdo de Lozi, vamos mostrar que existe uma relagdo muito
estreita entre as sequéncias de amassamento da familia de aplicaces tenda no intervalo e estes
itinerdrios para o futuro definidos por uma aplicagdo de Lozi. Mas, ainda antes, gostariamos de
apresentar a generalizagdo da drvore das sequéncias de amassamento da familia das aplicagbes
tenda no intervalo, construida por Sousa Ramos.

Como é conhecido, a drvore das sequéncias de amassamento das aplicacdes unimodais
no intervalo, proposta por Sousa Ramos, tem por vértices sequéncias simbdlicas periddicas.
Querendo a generalizagdo para a familia das aplicacbes de Lozi desta estrutura em &rvore,
vemos desde logo que essa ideia terd necessariamente que ser abandonada, uma vez que,
com uma dnica excepc¢io sem qualquer interesse, nenhuma sequéncia de amassamento de uma

aplicacdo de Lozi poderd ser periddica. A nossa proposta passa entdo pela seguinte construgio:

(+1 %)
(+1 -1 %)
(+1-1-14)
(+1-1-141%) (+1-1-1+1%) (#1-1-1~1%)
(+1-14+1+1+1%) (F1=-1-1+1+4+1%) (+1-1—-1—-1414) (+1-1-1-1-1%)

Figura 4.8: Pormenor da drvore das sequéncias de amassamento das aplica¢ces de Lozi

O eixo ordenado é relativo a relacio de ordem simbdlica definida anteriormente. Por outro
lado, a notac3o usada para as sequéncias de amassamento resulta de uma simplificagdo com o
seguinte significado: por exemplo, quando escrevemos (+1—1—1—1 x) devemos ter em mente
que estamos a explicitar apenas os primeiros cinco enderegos da 6rbita do ponto I, ndo nos
interessando quais os simbolos que se seguem a x. Deste modo, temos que (+1—1—1—1 %)
representa n3o uma sequéncia de amassamento, mas toda uma colecgdo de sequéncias de
amassamento, a saber, todas aquelas cujos primeiros cinco enderecos coincidem exactamente

com os cinco simbolos explicitados. Como se verifica facilmente, basta escrever os primeiros
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simbolos do itinerdrio para o futuro para colocar a sequéncia de amassamento em causa na
sua relacdo de ordem com todas as outras, excepto, como foi dito atrds, relativamente a todas
aquelas com simbolos idénticos até ao primeiro simbolo x. O propdsito da construgdo desta

estrutura é justificado com o seguinte resultado.

Proposicdo 4.23. Denotemos por T* a drvore das sequéncias de amassamento da familia das
aplicacées tenda no intervalo. Entdo, existe um isomorfismo entre T* e a drvore das sequéncias

de amassamento da familia das aplicacées de Lozi acima apresentada.

Dem. No contexto deste trabalho, apresentdmos os itinerdrios dos pontos pela aplicagdo tenda
como sequéncias infinitas dos simbolos —1, +1 e *, correspondendo este iiltimo também a uma
dualidade £1. Contudo, enquanto uma sequéncia de amassamento £ = (§p &1 - - &p—1%) das
aplicacdes tenda representa a repeticdo infinita desta sequéncia, no caso das aplicacdes de Lozi
esta representagdo significa apenas a passagem pelo eixo vertical ao fim de n iteradas do seu
ponto critico. Mas o isomorfismo é evidente, uma vez que estamos perante exactamente o
mesmo conjunto de desigualdades que caracterizam as sequéncias em ambas as situa¢des, ou
seja, se uma dada sequéncia finita existe para a familia de aplica¢Ges de Lozi, entdo temos a

garantia que existe igualmente para a familia de aplica¢des tenda e vice versa. a

Devido a impossibilidade das érbitas do ponto critico X, de uma aplicagio de Lozi serem
periddicas, fomos levados a olhar para as sequéncias de amassamento da familia das aplica¢cdes
de Lozi registando apenas a subsequéncia do itinerdrio para o futuro até ao primeiro simbolo
*. Por isso, temos que cada vértice da drvore descreve um conjunto de sequéncias de amas-
samento, correspondentes a aplicacbes de Lozi com escolhas dos pardmetros numa curva do

espago dos pardmetros.

Definicdo 4.24. Seja £ = (£p&1- -+ En—1%) um vértice da drvore das sequéncias de amassa-
mento da familia de aplicacbes de Lozi. Vamos chamar curva de amassamento ¢ a0 conjunto
dos pontos do espaco dos parédmetros relativamente aos quais as correspondentes aplicagcées

de Lozi tém sequéncia de amassamento com £ como subsequéncia inicial, ou seja,

Fe = {(a,b) € Dg - K(Lap) = €01+ En2 %---},

onde por Dy, se denota a regido do espaco dos parametros relativamente a qual as aplicagoes

de Lozi tem um atractor estranho.
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Uma vez que estamos a considerar a restricdo das curvas a regido do espaco dos pardmetros
relativamente 3 qual as aplica¢des de ozi apresentam um atractor estranho, ndo vamos ter a
curva de amassamento 1 1,, uma vez que, como veremos nas préximas secgBes, as aplicacdes
com esse inicio do itinerdrio para o futuro tem entropia nula, logo sem qualquer atractor

estranho.

Exemplo 4.25. Como se verifica facilmente com uma computacdo muito simples, a curva
de amassamento correspondente a sequéncia de amassamento £ = (+1 — 1) € descrita pela

igualdade

24+4a—a®—ab—a’Va2+4b+bVa2+4b =0

a que corresponde a curva no dominio D¢ do espaco dos pardmetros que se desenha na

seguinte figura:

Figura 4.9: Curva de amassamento correspondente 3 sequéncia de amassamento £ = (+1—1x)
no dominio Dg.

Observando com alguma atenc¢3o o gréfico anterior, é possivel constatar que a curva de amas-
samento ' ;_;,) parece tocar o eixo horizontal para valores da abcissa perto do niimero de
ouro, ou seja, exactamente o valor do pardmetro para o qual a correspondente aplicacdo tenda
tem RLC = ¢(+1 — 1) como sequéncia de amassamento. N3o se trata de uma coincidéncia
como vamos poder ver. Interessa saber o que se passa quando fazemos a passagem de b =0

para 0 < b < 1. O trabalho até entdo realizado encontra-se descrito na sec¢do 3.1, que
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foi apresentado por Ishii em [IS98]. Neste trabalho, Ishii apenas provou que o invariante de
amassamento era monotonamente crescente ao depender do pardmetro a, fixando um valor
muito pequeno para o pardmetro b. No que segue apresentamos o que se passa, ndo sé para
valores muito pequenos do pardmetro b, mas para todos os valores que este pardmetro pode
tomar.

Vamos considerar as curvas de amassamento para as aplicacdes de Lozi I's para 0 < b < 1,
onde & = (£p€1...6n—1%). Consideramos também a¢, que representa o valor do pardmetro a

para o qual a aplicag3o tenda tem uma drbita periédica de periodo n dada por (£oé1...En—1%).

Proposicdo 4.26. A curva de amassamento ¢ € o grdfico de uma fungio continua a depender

dos pardmetros a e b.

Dem. Através da definicdo de sequéncia de amassamento, temos que a curva [¢ é formada
pelo par de pardmetros (a, b) definidos na regido Dy, para os quais obtemos uma sequéncia de
amassamento. Neste sentido, dizemos que esses pares de parimetros podem ser dados pela
condicdo p (£) — g (&) = 0. Através do trabalho de Ishii, [Ish97], temos que p (§) — g (§) define
uma fung3o continua em termos dos pardmetros a e b. O
Seja
e se 0<b<1
E(a,b,6) = )

as se b=0

a fungdo definida no espago dos pardmetros, onde 1 < a < 2.

Lema 4.27. A fungio E (a,b,&) € continua.

Dem. Para b # 0 o resultado ji foi provado. Falta verificar a continuidade para b = 0, ou

seja, temos que ter
lim Efa,b,§) = ag.
b—0+ ( g) ¢
Assim,

bﬂ{gLE(a,b, €) = Telo=o0

e deste modo temos que p (£) — ¢ (&) = 0, quando b tende para zero, é dado por ¢(£) =1, ou
seja, £ € k. O

Com a introducg3o do conceito de sequéncia de amassamento de uma aplicac3o de Lozi, estamos

em condi¢Ges para apresentar o resultado fundamental deste capitulo.
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4.4 Particao de Markov para uma aplicacao de Lozi

O que vai ser proposto nesta secgdo é um método para a construgio de uma particio de
Markov do tridngulo As que contém o atractor F, para aplicacdes cujas sequéncias de amas-
samento passem pelo eixo vertical, ou seja, para os vértices da drvore de sequéncias apresentada
anteriormente.

Seja £ = (&0 &1 - - - &n *) um vértice da rvore das sequéncias de amassamento da familia de
aplicagdes de Lozi. Vamos relembrar o que foi dito sobre as rectas estdveis e a sua construcio
sugerida por Ishii: se considerarmos um ponto pertencente a F que ndo esteja no eixo vertical,
nem ele, nem qualquer uma das suas iteradas para o futuro, sabemos que a recta estdvel é

dada por
1
y= %(1} - q)7

onde os dois coeficientes, rg e ¢, sdo dados por

ro = 5
agg +
agy +
agy+ .

q= b lrg — b 2%rory + b—37"0’r1r2 _

O problema que se coloca neste momento, é como obter uma recta estdvel ou algo que tenha
a mesma fungdo, mas para pontos que pertencam ao eixo vertical, ou cujas iteradas para
o futuro pertengam a este eixo, como é o caso das 4rbitas do ponto critico que estamos a
considerar.

A quest3o é que considerando uma sequéncia para o futuro, se essa sequéncia ndo intersecta
0 eixo vertical, ent3o esse ponto e suas iteradas tém a sua recta estavel bem definida. O mesmo
ndo acontece com 0s pontos que estdo no eixo vertical nem com os pontos em que alguma
iterada também cai nesse mesmo eixo vertical. Deste modo, encontrdmos, ndo uma definigdo
de recta estavel, mas uma propriedade que caracteriza os pontos que caiem no eixo vertical,
ou seja, teremos apenas que considerar a recta definida através do eixo vertical e fazer a sua
pré-imagem para obter a recta estdvel dos pontos que vdo cair no eixo vertical.

Como temos uma segunda identificacdo com o eixo vertical quando a iterada de ordem n

do ponto X estd neste eixo, vamos considerar o eixo vertical como recta. Assim, precisamos
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de saber quais s30 os pontos que continuam a pertencer ao atractor F e que geram os declives
das rectas necessdrias para gerar a partigio.

Como nas sequéncias de amassamento para as aplicacdes de Lozi, s6 estamos interessados
no que acontece nas n primeiras iteradas, vai existir naturalmente uma limitagdo na criacdo

destas rectas, pois s6 estamos interessados no que acontece até aos n — 1 pontos.

Definicao 4.28. Denotemos por Sy, os segmentos de recta
Sp =L NnAy,  k=01,--- ,n—1.

onde Apr € o tridngulo que contém o atractor F e onde, por T, se denota o conjunto dos

pontos do eixo vertical.

Para facilitar, vamos comegar por estabelecer dois resultados relativos a estes segmentos de

recta que nos vao ser liteis adiante.
Lema 4.29. Os segmentos de recta Sy, comk = 0,--- ,n — 1, ndo se intersectam em ;.

Dem. Vamos supor que existe um ponto Xg € F tal que existem dois segmentos de recta que

se intersectam nesse ponto, ou seja,
Xo = L7 (N NLIMNLM,  i#]
Entdo, isto significa que existem pontos Xj # X{ tais que
LX) = H(XJ) = Xo,

o que ndo pode acontecer por causa da injectividade de qualquer aplicacio de Lozi. Podemos

assim concluir que quaisquer dois segmentos de recta nunca se intersectam. O

Nos casos patrticulares dos segmentos Sg e S; € possivel mostrar que cada um deles intersecta

o tridngulo Aps num ponto apenas.

Lema 4.30. Ambos os segmentos de recta Sg e Sy intersectam o tridngulo /\p; num tnico

ponto, respectivamente, o ponto I e a sua imagem, L(I).

Dem. Pelo resultado anterior e recordando que I é o ponto mais 3 direita do atractor, no
sentido da relacdo de ordem generalizada, e que L(I) é o ponto mais & esquerda do atractor,

a afirmagdo acima fica provada. O
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S3o estes segmentos de recta que nos vio definir os rectingulos R;, aqueles que iremos
provar constituir uma particdo de Markov do atractor de Lozi. Mas, para formarmos esses
rectangulos, vamos necessitar de ordenar os diferentes segmentos, isto é, seja p a permutagio
de {0,1,--- ,n — 1} tal que

LPO(T) < LP(T) < - < Lp(n—l)(_r).

Contudo, pelo Lema 4.30, sabemos de antem3o, e para qualquer aplicagdo de Lozi, que o
primeiro e Gltimo destes pontos sdo, respectivamente, L1(I) e LO(I), pelo que podemos

escrever
LI(I) < Lp(l)(]') B LP(”‘U(I) < LO(I) )

Assim sendo, vamos poder definir as seguintes n regides no tridngulo /Ay, limitadas pelos

segmentos de recta S, com k=10,--- ,n— 1,
B ={Peny L)< P=<Lr(D)};

By = {Peny: LPOI) < P<LPA(D)}
By = {P e hpy: LPED(I) < P < PR}

Foy ={Pely:LP-D(I) <P <T}.
Com a construgdo acima descrita podemos garantir a validade da seguinte afirmacio.

Proposicao 4.31. O conjunto formado por P = {Fv‘l, e ,Fn_l} € uma partic3o topoldgica
do tridngulo Ayy.

Esta €, sem qualquer diivida, a parte mais ficil da construgc3o: verificar que P é uma particio
topoldgica do tridngulo Ay e, consequentemente, do atractor de Lozi. Os resultados seguintes

vao mostrar que a particdo P é bastante mais do que isso.

Proposicio 4.32. Seja £ = (& &1+ &n*) um Vértice da drvore das sequéncias de amassa-
mento da familia de aplicagGes de Lozi e seja P um ponto de um dos rectangulos F}, construidos

anteriormente. Ent3o, temos que

LLPF=I()) < L(P) < L(LPH)(T))
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se L(LPHE=1)(T)) < L(LPK)(T)), ou, caso L(LPEI(T)) < L(LPHR—1(T)),
L)) < L(P) < L(LP*I(T)).

Dem. Uma vez que os segmentos de recta no se intersectam em A s e que o eixo vertical é um
dos segmentos, podemos estudar a veracidade das afirmacBes propostas através das aplicacdes
lineares R e L, consideradas anteriormente e definidas como R = L|z>0 e L = Lfz<o.
Consideremos um qualquer dos rectangulos, F},, que vamos supor totalmente contido no semi-

plano x < 0. Ent3o, verifica-se facilmente que
L(F) C {P € Ay L(LPE-D(T)) < L(P) < L(U’(k)(I))} .

Caso o rectdngulo esteja totalmente contido no semi-plano z > 0, entdo o resultado vem de

forma andloga, através da aplica¢do linear R. O

De seguida vamos construir uma matriz de transicdo entre os rectdngulos, A = (a;;), a partir
da parti¢do anterior e da aplicagcdo de Lozi, dada por

1 selL(B)NE; #0

ajj = .
0 se L(E)NE; =0
Com o objectivo de mostrar que a particdo topoldgica formada pelos rectdngulos FJ fornece
uma representacio simbélica da dinamica (¥, L), consideremos os conjuntos
n
e?: m Lk(ﬁ})v j:17'”7n—17
k=—n

e os conjuntos obtidos pelos limites, quando n cresce para infinito, dos conjuntos anteriores,

isto é,

Como sabemos, agora € necessario mostrar que cada um dos conjuntos C; consiste exactamente

num nico ponto.
Teorema 4.33. Para cada j =1,--- ,n—1, o conjunto C; é um tinico ponto.

Dem. Consideremos os conjuntos

~+ o0 v
ej = ﬂ £'n(FJ)
n=0

e =

i ﬁ L7™(Fy).
n=0
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Para comecar, provemos que os conjuntos (?;-L sdo, ou um segmento de recta, ou um ponto.

Ora, devido a linearidade da aplicagdo de Lozi, sabemos que cada um dos conjuntos €% éum
poligono convexo e, deste modo, podemos afirmar que é;’ vai ser um conjunto convexo. Ento,
se admitirmos que é}" contém pelo menos dois pontos e se um terceiro n3o estd no segmento
que une os dois primeiros pontos, temos que é;’ contém necessariamente um tridngulo, por
causa da sua convexidade. Mas isto ndo pode acontecer, por causa da propriedade de 4rea
nula que o atractor de Lozi tem. De modo andlogo se prova que é; é um segmento de recta
ou um ponto. Deste modo, se ambos os conjuntos é;’ e é; forem pontos, temos o resultado
pretendido, mas se ambos forem segmentos de recta, entdo a sua intersecgio, (73‘, consistirad

também num dnico ponto. ]

Assim, para aplicagbes de Lozi cujas sequéncias de amassamento sejam vértices da drvore
apresentada, temos que a parti¢do topoldgica P = {Fl, .. ,F‘n_l} definida pelos n segmentos
de recta, Sy, fornece uma representagdo simbdlica da dinamica (?,L) e assim uma parti¢do

de Markov para a aplicagdo de Lozi no seu atractor.

Para ilustrar a construcio descrita, atentemos no seguinte exemplo.

Exemplo 4.34. Vamos considerar uma aplicacdo de Lozi cuja sequéncia de amassamento é
dada pela sequéncia simbdlica € = (+1—1+1+1x). Uma computagdo muito simples leva-nos

a concluir que a aplicacdo Ly, para valores dos pardmetros
(a,b) =~ (1.51800, 0.185728),

tem esse itinerdrio para o futuro do seu ponto critico. A figura que se segue mostra, para o
par de pardmetros dado, o atractor da aplicagido de Lozi e os primeiros cinco pontos da drbita
do ponto critico. De acordo com a definic3o da relagdo de ordem no espago simbdlico, temos

a seguinte cadeia de desigualdades:
a(€) < o*(§) < o*(€) < o*(§) < &.

De seguida, vamos construir os segmentos de recta Sq,-- ,S4 e, deste modo, construir a

nossa particdo de Markov do tridngulo /\py. Assim, vamos ter Pela figura anterior podemos jd
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Figura 4.10: Atractor de Lozi e os primeiros cinco pontos da érbita do ponto critico.

L0

0.5

0.0}

-05} ]

~1.0 A L o PRSI ]
-1.0 =05 0.0 0.5 1.0 L5

Figura 4.11: Atractor de Lozi e os segmentos de recta Sy ).

perceber quais vo ser os quatro rectingulos F}, que os segmentos de recta anteriores definem:

B = {PelAy:L(I)<P<LYID)}
By = {PelAy:LYI) <P <LAI)}
By = {Peln:R¥I) <P <L(I)}
F, = {PeAy:LYI)<P<I}.

Da cadeia de desigualdades anterior, podemos também construir a matriz de transicdo dos
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rectingulos da particdo, vindo como

o O O
o
o
[

—
o
o
o

Como se verifica facilmente, a matriz de transicdo A¢ tem como valor préprio maximo
A = 1.51288. Assim, temos que a aplicacdo de Lozi correspondente ao par de valores dos

pardmetros dado acima tem uma entropia topoldgica hiop = log(1.51288) = 0.41402.

4.5 Invariantes topoldgicos para a familia de aplicacoes de Lozi

A partir do teorema anterior, que garante que a particio do espaco de fases associada a uma
sequéncia de amassamento finita de uma aplicacio de Lozi é uma particio de Markov, podemos

retirar imediatamente o seguinte.

Teorema 4.35. As curvas de amassamento [¢ associadas a cada um dos vértices £ da drvore

das sequéncias de amassamento das aplicacées de Lozi sdo isentrépicas.

Perante a importancia que estas curvas do espago dos pardmetros assumem, na Figura 4.12
apresentamos um grafico com as curvas de amassamento, ¢, para todos os vértices £ da drvore
das sequéncias de amassamento das aplica¢Ges de Lozi de comprimento inferior a 9. Como
podemos observar pelo grafico, as curvas de amassamento apresentam algumas caracteristicas
que importam estudar. De alguma forma podemos mesmo afirmar que o estudo das dindmicas
de Lozi se resume agora ao estudo da estrutura das suas curvas de amassamento, uma vez
que estas representam linhas no espago dos pardmetros com igual invariante topoldgico, neste
caso, com igual entropia topoldgica.

Uma primeira distincdo que é possivel fazer é que, enquanto algumas delas terminam
na fronteira superior do dominio Dy, muitas outras parecem ser limitadas por um ponto de
interseccdo com outras curvas de amassamento. Vamos designar as primeiras por curvas de

amassamento primdrias e as segundas por curvas de amassamento secunddrias.
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Figura 4.12: Algumas das curvas de amassamento.

Definicdo 4.36. Dado um vértice § = (£o&s - - - €nx) da drvore das sequéncias de amassamento
das aplicacées de Lozi tal que, para todo 0 <'k < N, a sequéncia simbdlica (£&o€1 - - Ek—1%)
ndo é um vértice da drvore das sequéncias de amassamento das aplicages de Lozi, dizemos
que I'¢ é uma curva de amassamento primdria. Uma curva de amassamento que ndo seja

primdria serd designada por curva de amassamento secundaria.

Naturalmente que importa agora mostrar que esta classificagio das curvas de amassamento

corresponde a diferentes maneiras como estas sio limitadas.

Proposicdo 4.37. Seja [, uma curva de amassamento secunddria. Entdo, temos que ¢ vai

ser limitada por uma outra curva de amassamento.

Dem. Dada uma curva de amassamento secundéria ¢, com £ = (£€1 - - - €,%), sabemos que
existe 0 < k < n tal que (&1 - - &k—1%) é também um vértice da arvore das sequéncias de
amassamento das aplicactes de Lozi. Assim sendo, podemos garantir que existe um par de

valores dos pardmetros, (a*,b*), para os quais temos que o itinersrio para o futuro do ponto
p ) P
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critico € dado pela sequéncia simbdlica

e(Xe) = (b1 Gr1x &1 &nx-ov).

Trata-se, como é evidente, de um ponto de D, que, embora ainda satisfaga a equagio algébrica
que determina a curva ¢, jd n3o pertence a essa curva uma vez que a iterada k do ponto
critico, com k < n, pertence ja ao eixo vertical. Assim sendo, trata-se de um ponto da curva de
amassamento 'y correspondente ao vértice §' = (£1£1£2 -+ - {—1%) da drvore das sequéncias
de amassamento das aplicagbes de Lozi. E entdo esse o ponto de D¢, que limita a curva de

amassamento secunddria-considerada. O

Os argumentos apresentados na prova desta dltima proposi¢cio leva-nos facilmente a concluir

também o seguinte.

Proposicao 4.38. Seja I'; uma curva de amassamento primdria. Entdo, temos que I'¢ vai ser

limitada pela fronteira superior do dominio Dy..

Uma segunda caracteristica da forma como as curvas isentrépicas das aplicagbes de Lozi
aparecem desenhadas no espaco dos parametros é o facto dos pontos de interseccdo referidos

anteriormente limitarem sempre pares de curvas de amassamento.

Proposicao 4.39. Dada uma curva de amassamento secunddria I'¢, seja (a*,b*) € ['¢ 0 ponto
do dominio Dy, que a limita. Ent3o, temos que toda a vizinhangca de (a*,b*) intersecta ndo

apenas ¢, mas também a curva de amassamento correspondente a sequéncia de amassamento

(&0t - .Y.Zk R
onde por £,,, se denota o simétrico do simbolo .

Dem. Trata-se de uma consequéncia imediata do facto do itinerdrio para o futuro do ponto
critico tocar duas vezes no eixo vertical. De facto, se nesse ponto do espaco dos pardmetros

tivermos (£0€1 - - - * €41 - - Enx), isto significa que ambas as sequéncias

(€ofa- -+ Lekyr - )

s3o admissiveis como itinerdrios para o futuro do ponto critico, ficando assim provada a exis-
téncia da curva de amassamento simétrica de I';. Que esta é limitada pelo mesmo ponto

(a*,b*) é trivialmente verdade. O
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Naturalmente que este nosso estudo das curvas no espago dos pardmetros correspondentes
a aplicacdes de Lozi de igual entropia nio encerra outros tipos de andlise, sobretudo na in-
troducdo de um segundo invariante topoldgico, tal como foi feito por Sousa Ramos, a partir
dos trabaihos de Milnor e Thurston, para as aplicacdes bimodais no intervalo. Neste caso,
a interrogacdo mais forte surge da natural ligagdo entre a familia das aplicagbes tenda no
intervalo e a familia de aplicacdes de Lozi, como acabdmos de ver, e esta necessidade de um

segundo invariante, certamente de natureza muito diferente do invariante de Sousa Ramos.
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