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Resumo

O contributo do GeoGebra no desenvolvimento da capacidade de resolugéo de

problemas de alunos do 8.° ano do Ensino Basico

O presente estudo tem como objetivo compreender como pode um contexto de sala de
aula apoiado pelo GeoGebra contribuir para promover o desenvolvimento da capacidade
de resolucdo de problemas de alunos do 8.° ano do Ensino Basico. Esta capacidade

transversal é especialmente importante nas atuais orientacdes curriculares.

O estudo, pelos objetivos definidos e natureza dos dados recolhidos, constitui uma
investigacdo qualitativa, concretizada pela modalidade de estudo de caso de uma turma
participante numa intervencédo didatica centrada na resolucdo de problemas geométricos.
Conclui-se que as resolucBes dos problemas apresentadas pelos alunos com o Geogebra
sdo, na maioria, adequadas e rigorosas mas nao apresentam robustez. Em relacdo as
estratégias de resolucdo, as duas mais utilizadas pelos alunos foram Fazer um diagrama
ou esquema e Fazer tentativa mas alguns conciliaram diversas estratégias. Em relacdo a
formulacdo de problemas, a maioria optou por fazer variacbes dos problemas iniciais,

variando o contexto ou os dados.

Palavras-Chave: Tecnologias no ensino da Matematica; Resolucdo de problemas;

estratégias de resolucdo de problemas; formulagéo de problemas; GeoGebra.



Abstract

GeoGebra contribution to the development of problem solving abilities in 8th

grade students

The objective of this study is to determine how GeoGebra, used in classroom situations,
can contribute to the development of problem solving abilities in 8th grade students.
This ability is specially important in current curricula guidelines and it is present in

mathematics syllabus for basic school.

Due to the nature of its objectives and collected data, this study is a qualitative
investigation, a case study of a class that was involved in a didactic intervention based

on geometric problem solving.

We conclude that the resolutions presented by students to problems in GeoGebra are for
the most part adequate and rigorous but lacking robustness. As for problem solving
strategies, the most used were How to make a diagram and Making Tries. However,
some students used a combination of several strategies. Considering problem
formulation, most students preferred to use initial problem variations, changing context

or data.

Key words: Teaching Mathematics with technologies; problem solving strategies;

problem formulation; GeoGebra.
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Capitulo 1

Introducao

No presente capitulo apresenta-se a investigacao realizada. Inicialmente sdo expostas as
razbes que motivaram o estudo, bem como a sua importancia, tendo por base as
orientacBes curriculares atuais para o ensino da Matematica. Posteriormente é
apresentado o objetivo e as questdes da investigacdo, bem como a estrutura organizativa

da dissertacéo.

Razbes que motivaram o estudo

Nos dias de hoje, muitas vezes se referem os novos desafios com que o professor de
Matematica é confrontado, nomeadamente o de conquistar a vontade e disponibilidade
dos alunos para aprender Matematica e fazer com que estes se tornem matematicamente
competentes. A cada ano que passa deparo-me cada vez mais com alunos que me
perguntam para que serve a Matematica, porque tém de aprender determinados
conteddos, uma vez que nunca os vao utilizar na vida — consideram eles. Cabe-me a
mim explicar em que circunstancias do dia-a-dia os alunos podem aplicar determinados
conhecimentos, mostrando assim a utilidade da disciplina de Matematica, de forma a

motiva-los e fomentar o gosto por esta disciplina, o que nem sempre é facil.

Ao longo da minha experiéncia profissional, tenho constatado que quando os alunos séo
confrontados com um problema matematico, geralmente desistem de o resolver
esperando que algum colega ou a professora o faca por eles, pois consideram que 0s
problemas sdo sempre muito dificeis. Esta dificuldade prende-se com o facto de os

alunos ndo conseguirem encontrar uma estratégia de resolucao eficaz, para além de na



maioria dos casos ndo interpretarem de forma correta os dados. Sempre procurei
encontrar estratégias que ajudassem os alunos a colmatar essa dificuldade, refletindo
sobre a minha prética, discutindo com colegas possiveis estratégias de

ensino/aprendizagem, mas a dificuldade dos alunos persistia.

Com a homologacdo do Programa de Matematica do Ensino Bésico, em 2007, a
resolucdo de problemas aparece como uma capacidade transversal que deve ser
trabalhada ao longo de todo o Ensino Basico. Mas como se poderia trabalhar esta
capacidade transversal de forma eficaz, motivando realmente os alunos para a resolugédo

de problemas?

Hoje em dia ha véarios softwares matematicos que permitem explorar de forma mais
eficaz os diferentes temas com os alunos, permitindo que estes trabalhem
autonomamente e consigam estabelecer conjeturas. Um dos softwares matematicos
existentes é 0 GeoGebra. Este software é muito facil de aprender a trabalhar e os alunos,
quando sdo confrontados com uma tarefa em que o tém de o usar, apresentam

geralmente uma atitude positiva e as aprendizagens sé@o mais facilmente adquiridas.

Ao longo da minha experiéncia profissional, sempre tentei diversificar as estratégias de
ensino/aprendizagem, fazendo uso das tecnologias na sala de aula, nomeadamente a
calculadora e por vezes o computador, utilizando o GeoGebra para abordar
determinados contetdos. Quando os meus alunos tinham a possibilidade de trabalhar
com este software, verificava que eles eram mais autdbnomos na realizacdo das tarefas
propostas. Mas tenho consciéncia que essas utilizacdes eram pontuais, uma vez que nem
sempre as condi¢des das escolas onde ja lecionei permitiam uma utilizacdo mais

constante.

Durante a parte curricular do Mestrado em Ciéncias da Educacdo - Supervisdo
Pedagogica, nomeadamente na disciplina de Metodologias de Ensino da Especialidade
Il, lecionada pela Professora Doutora Ana Paula Canavarro, fiz algumas exploracfes

com o Geogebra e surgiu a ideia de utilizar este software na resolucéo de problemas.

Esta investigacdo surge assim, para tentar perceber de que forma um Ambiente de
Geometria Dinamica, o GeoGebra, pode contribuir para desenvolver a capacidade de

resolucéo de problemas nos alunos.



Pertinéncia do estudo

E importante que o professor motive o aluno para a aprendizagem da Matemética e
utilize todos os recursos disponiveis para isso, diversificando o mais possivel o ensino

desta disciplina.

Varios documentos oficiais, nomeadamente os Principios e Normas para a Matematica
Escolar (NCTM, 2007) e o Programa de Matemética do Ensino Bésico (Ponte,
Serrazina, Guimaraes, Breda, Guimarées, Sousa, Menezes, Martins, & Oliveira, 2007),
referem que os alunos devem ter oportunidade de usar frequentemente recursos
diversificados, onde se incluem as tecnologias, pois s6 assim podem desenvolver, de
forma eficaz, algumas das competéncias da disciplina de Matematica. Tal como é
referido por Ponte et al. (2007), o ensino da Matematica
deve ser orientado por duas finalidades fundamentais: a) Promover a
aquisicdo de informacdo, conhecimento e experiéncia em Matematica e 0
desenvolvimento da capacidade da sua integracdo e mobilizacdo em
contextos diversificados. (...) b) Desenvolver atitudes positivas face a
Matemaética e a capacidade de apreciar esta ciéncia (p. 3).
Sdo também varios os autores que apresentam vantagens para a utilizacdo das
tecnologias em sala de aula, nomeadamente Smith (2002), Ponte (1995), Azevedo
(2002) e Associacdo de Professores de Matematica (2003), que consideram que com 0
uso das tecnologias, o aluno pode envolver-se em atividades matematicas significativas

e investir em aprendizagens e capacidades de nivel superior.

Tem-se verificado grandes evolucBes ao nivel das tecnologias para o0 ensino da
Matematica, existindo atualmente varios softwares indicados, como é o caso dos
Ambientes de Geometria Dindmica. S8o varias as vantagens apontadas aos Ambientes

de Geometria Dinamica. Paiva (2009), por exemplo, afirma que:

O software dindmico permite que facilmente aparecam Vvarios
procedimentos para 0 mesmo tipo de resultados. Por outro lado, leva a que
os alunos construam a Matematica e ndo a olhem como um produto final,
estatico, um conjunto de resultados impostos e de exercicios mecanizados.
Quando bem explorados, os ambientes de geometria dindmica, vém
influenciar a forma como o aluno olha para a Matematica, aumentando o seu
poder de raciocinio e de argumentacdo, levando a alteracdes na metodologia
seguida no desenvolvimento do curriculo de Matematica (p. 46).



Esta opinido é também partilhada por Gafanhoto (2011), a qual reconhece que o uso de
tecnologias em sala de aula influencia as opinides dos alunos relativamente a

Matematica e confere-lhes um papel mais ativo na construgdo das suas aprendizagens.

Por outro lado, atualmente verifica-se que os documentos oficiais, NCTM (2007) e o
Programa de Matematica do Ensino Basico (Ponte et al., 2007) ddo um grande destaque
a resolucdo de problemas. Esta aparece como uma competéncia transversal a
desenvolver ao longo do Ensino Bésico e deve fazer parte integrante de toda a

aprendizagem matematica. O Departamento do Ensino Basico (DEB, 2001) afirma que:

A resolucgdo de problemas constitui, em Matematica, um contexto universal
de aprendizagem e deve, por isso, estar sempre presente, associada ao
raciocinio e a comunicacdo e integrada naturalmente nas atividades. (...) A
formulacdo de problemas deve igualmente integrar a experiéncia
matemaética dos alunos (p. 68).

Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008) consideram que a resolugdo de
problemas
proporciona 0 recurso a diferentes representagdes e incentiva a
comunicacdo; fomenta o raciocinio e a justificacdo; permite estabelecer
conexdes entre varios temas matematicos e entre a Matematica e outras
areas curriculares; apresenta a Matematica como uma disciplina Gtil na vida
quotidiana (p. 14).
N&o s6 a resolucdo de problemas mas também a sua formulacdo € apontada como
trazendo mais-valias ao aluno. Assim, Ernest (1991) considera que a formulacdo de
problemas estimula o aluno a produzir conhecimentos. Vale e Pimentel (2004) referem
que a formulagdo de problemas possibilita aos alunos a invengdo de problemas
utilizando a sua linguagem propria, proporcionando desta forma uma alternativa ao

ensino tradicional.

O grupo de trabalho que elaborou o Matematica 2001 (Abrantes, Precatada, Lopes,
Baeta, Loureiro, Ferreira, Guimardes, Almiro, Ponte, Reis, Serrazina, Pires & Teixeira,
1998) recomenda que os alunos devem ser confrontados com tarefas que fomentem o
desenvolvimento do seu pensamento matematico, como é o caso da resolucdo de
problemas, que se diversifiguem as formas de interacdo em sala de aula e que os alunos
utilizem materiais que lhes permitam um forte envolvimento na sua aprendizagem,

nomeadamente os computadores.



No Principio da Tecnologia que consta no NCTM (2007), destaca-se que quando o
aluno tem a possibilidade de usar ferramentas tecnolégicas, pode concentrar-se de forma
mais eficaz nas decisdes que tera de tomar, nas reflexdes que tera de fazer, no raciocinio
e na resolucdo de problemas. E ainda referido que com o auxilio das tecnologias 0s
alunos podem resolver problemas mais complexos e investigar as propriedades de
determinada figura através da utilizagdo de um programa informatico de geometria
dindmica.

Em 2001, o Departamento do Ensino Basico (DEB) apresenta um conjunto de
competéncias matematicas que todos os alunos devem desenvolver ao longo da

educacao basica. Assim, salienta-se:

A predisposicdo para procurar entender a estrutura de um problema e a
aptidao para desenvolver processos de resolucdo, assim como para analisar
0s erros cometidos e ensaiar estratégias alternativas; a aptiddo para decidir
sobre a razoabilidade de um resultado e de usar, consoante 0s casos, O
calculo mental, os algoritmos de papel e lapis e 0s instrumentos
tecnoldgicos (p. 57).

Os autores do Programa de Matemética do Ensino Bésico, Ponte et al. (2007), referem
que:
Os alunos devem recorrer a software de Geometria Dinamica, sobretudo na
realizacdo de tarefas exploratorias e de investigacdo. Os materiais
manipulaveis (por exemplo, tangram, pegas poligonais encaixaveis e sélidos
de enchimento em acrilico) constituem recursos cuja utilizacdo
complementa a abordagem dindmica ao estudo da Geometria. Tanto o0s
recursos computacionais como os modelos geométricos concretos permitem

desenvolver a intuicdo geométrica, a capacidade de visualizacdo e uma
relacdo mais afetiva com a Matematica (p. 51).

Por outro lado, Ponte et al. (2007) referem que o0 uso adequado de recursos tecnoldgicos
para apoiar a resolucdo de problemas possibilita que os alunos se centrem nos aspetos

estratégicos do pensamento matematico.

Tendo em conta a importancia da resolucdo de problemas e o uso das tecnologias no
ensino da Matemética e de acordo com as orientagdes curriculares nacionais e
internacionais, € pertinente efetuar um estudo que contribua, de algum modo, para

ampliar o conhecimento sobre o supramencionado assunto.



Objetivo e questdes do estudo

O presente estudo tem como objetivo compreender como pode, um contexto de sala de
aula apoiado pelo GeoGebra, contribuir para promover o desenvolvimento da

capacidade de resolucao de problemas em alunos do 8.° ano do Ensino Basico.
Assim, este estudo procurara responder as seguintes questdes:
a) Como se caracterizam as resolucgdes apresentadas pelos alunos?

b) Que estratégias de resolucdo de problemas usam os alunos para resolver 0s

problemas?

¢) Que formulacédo de novos problemas surge a partir dos problemas resolvidos?

Organizacao do estudo

O presente estudo esta estruturado em seis capitulos. No primeiro capitulo apresentam-
-se as razBes que motivaram o estudo, a sua importancia, o objetivo e as questdes da
investigacdo. No segundo e terceiro capitulos € feita a revisdo da literatura que serviu de
suporte tedrico a presente investigacdo, nomeadamente sobre as tecnologias e a
resolucdo de problemas no ensino da Matemética. O quarto capitulo, sobre a
metodologia, tem a finalidade de apresentar e justificar as opcGes metodologicas que
foram tomadas no ambito da presente investigacdo. No quinto capitulo é apresentado o
estudo de caso da turma participante na presente investigacdo. Por fim, no sexto

capitulo apresentam-se as conclusoes.



Capitulo 11

Tecnologia no ensino da Matematica

O presente capitulo, dedicado a revisdo de literatura encontra-se dividido em cinco
seccOes. A primeira seccdo apresenta, com base na literatura existente, a evolugéo do
ensino da Matematica com o uso das tecnologias, desde a década de 60 do século
passado até a atualidade. A segunda seccdo é dedicada aos Ambientes de Geometria
Dinamica em geral e, em particular, a0 GeoGebra, apresentando-se as suas
caracteristicas. Na terceira seccdo é apresentada a caracterizagdo das construcdes
efetuadas em Ambientes de Geometria Dindmica. Na quarta sec¢cdo sdo apresentadas
algumas investigacOes realizadas em Portugal e no estrangeiro, com a finalidade de
perceber as potencialidades e as vantagens de utilizacdo dos Ambientes de Geometria
Dindmica. Por fim, na ultima seccdo, apresentam-se as orientacfes internacionais,

seguidas das nacionais sobre a utilizacdo das tecnologias no ensino da Matematica.

Evolucéo do ensino da Matematica com o uso das tecnologias

Na década de 60, apesar de o computador ser ainda muito raro na maioria das escolas e
ao mesmo tempo dificil de operar, varios projetos tentaram inseri-lo no ensino de varias
disciplinas, incluindo na Matematica (Ponte & Canavarro, 1997). Esta década fica
marcada pelo Ensino Assistido por Computador. Neste tipo de ensino, segundo Ponte e
Canavarro (1997), o computador desempenha o papel de professor, “procurando
transmitir aos alunos conhecimentos matematicos pré-definidos e proporcionar o

desenvolvimento de destrezas basicas.” (p. 26).



Nos anos 70, as calculadoras assumem um papel importante no dia-a-dia das pessoas e
no desempenho da sua atividade profissional, no entanto, ndo sdo bem vistas enquanto
ferramenta a utilizar no ensino da Matematica (Ponte & Canavarro, 1997). Muitos viam-
-na com bastante desconfianca, pois consideravam que iria prejudicar 0
desenvolvimento das destrezas de calculo e a aprendizagem da Matematica. Esta
opinido é partilhada por Crato (2004). Como referem Ponte e Cebola (2008),

0s opositores dizem que o uso da calculadora tem efeitos perniciosos sobre a

aprendizagem dos alunos — diminuindo drasticamente a sua capacidade de

calculo e, por consequéncia, as suas faculdades de raciocinio matematico.

Do outro lado, os defensores do uso da calculadora apontam diversas

vantagens ao uso deste instrumento como a possibilidade de utilizacdo de

dados realistas nos problemas a propor aos alunos, o estimulo a exploracao

de relacOes e regularidades e a libertacdo dos alunos do trabalho penoso (p.

91).
Ponte e Canavarro (1997) referem que inicialmente a calculadora apenas era utilizada
em sala de aula para verificar os resultados dos calculos efetuados pelos alunos.
Posteriormente, muitos docentes comecaram a tirar partido da calculadora e das suas
funcionalidades, utilizando-a como uma ferramenta importantissima nas atividades de
investigagdo, na resolucdo de problemas, entre outros. As calculadoras assumem um
papel importante, uma vez que o aluno nédo fica preso aos calculos morosos e assim
pode-se preocupar com a resolucdo do problema propriamente dito e fazer investigacoes
de forma mais eficaz. Como referem Ponte e Canavarro (1997) “as calculadoras ndo sdo
apenas poderosos instrumentos de célculo. Elas sdo também materiais com muitas
potencialidades para promover uma melhor aprendizagem da Matematica” (p. 96).
Algumas investigacBes, como as realizadas por Hembree e Dessart (1992), Dunham e
Dick (1994), Farrel (1996), Dunham (2000) e por Pereira e Guerreiro (2008) reforcam a
ideia de que a calculadora grafica pode e deve exercer um importante papel no ensino

da Matematica, originando outra dindmica na sala de aula.

De acordo com Ponte e Canavarro (1997), na década de 80 os computadores passaram a
ser acessiveis a sociedade em geral, fazendo com que muitas pessoas comecassem a
usar os programas de processamento de texto e as folhas de célculo. Ao nivel do ensino,
0 computador sempre foi encarado como uma mais-valia e como uma fonte de
progresso, uma vez que os professores podiam fugir um pouco as aulas expositivas e

torna-las mais interessantes e dindmicas. Nesta altura foram criados varios Clubes de



Informatica e de Matematica, onde se utilizava 0 computador para trabalhar diversas
atividades matematicas com os alunos. Aqui verificou-se que os alunos ficavam mais
interessados e empenhados em sala de aula o que contribuia para uma melhoria na
aprendizagem. No final desta década, com o desenvolvimento de software especifico
para 0 ensino da Matematica, os docentes comecam a usar as novas tecnologias
diretamente nas aulas de Matematica, tirando proveito das suas potencialidades,
facultando a integracdo de novas abordagens dos varios conteudos curriculares (Ponte &
Canavarro, 1997).

No entanto, apesar das potencialidades dos softwares especificos para o ensino da
Matematica, reconhecidas pelos professores, Candeias (2005) refere que se verificava
em 2001, através de um inquérito realizado pelo Grupo de Trabalho de Geometria da
Associacdo de Professores de Matematica a 228 professores, que apenas 43% deles
fazia uso destes softwares para lecionar os contetidos referentes a Geometria, no ano
letivo anterior, o que revelava a dificuldade em introduzir este tipo de tecnologia em

sala de aula.

Uma outra tecnologia que se pode utilizar no ensino da Matematica sdo as applets.
Como referem Ventura e Oliveira (2008), “as applets sdo programas escritos em
linguagem JAVA que podem ser incluidos em paginas HTML” (p. 382). Estas
aplicacdes estdo disponiveis na Internet para serem utilizadas on-line, e existe um
grande numero que se centra em conteudos matematicos especificos, permitindo ao
aluno aprofundar os seus conhecimentos e a compreensdo de Vvarios conceitos e
relacbes. Sendo as applets aplicacfes interativas, permitem que o aluno se sinta a
vontade para experimentar e explorar, sem ter receio de errar, pois ndo é o professor que

avalia as respostas, mas sim o computador.

Mais recentemente, as escolas comegaram a ser equipadas com uma outra tecnologia —
0s Quadros Interativos. De acordo com Fitas e Costa (2008), o primeiro quadro
interativo surge em 1991, através da Smart Technologies, mas em Portugal, apenas
recentemente se comecou a falar neles, em especial devido ao Plano de Acdo para a
Matematica, que teve inicio no ano letivo de 2006/2007 e ao Plano Tecnoldgico para a
Educacdo. Estes quadros permitem a utilizagio de uma grande variedade de
instrumentos de apoio ao ensino, como por exemplo os softwares especificos de

Matematica, fazendo com que aumente a motivacdo, 0 interesse e a participacdo dos



alunos. Meireles (2006) descreve o quadro interativo como sendo uma tecnologia que
ambiciona modificar a vida do professor na sala de aula e tornar mais atrativo o
processo de ensino/aprendizagem, melhorando as aprendizagens e captando a atencao
dos alunos. Vaérios autores, como por exemplo Bell (2002) e Miller e Glover (2002)
referem varias vantagens para a utilizacdo dos quadros interativos em sala de aula,
nomeadamente o facto de este recurso se adequar facilmente a diferentes niveis etarios e
a diferentes areas curriculares, permitir a interacdo e discussao em contexto de sala de
aula e, permitir a utilizacdo de varios recursos num mesmo suporte, levando a

motivacao dos alunos e a uma maior dinamica nas aulas.

Tal como foi referido e de acordo com o Plano Tecnoldgico da Educagdo (2010),
verifica-se atualmente que existem varias iniciativas no sentido de melhorar os meios
tecnoldgicos existentes na escola, nomeadamente através das acbes de formacdo para
professores sobre a implementacdo das novas tecnologias em sala de aula e a
implementacdo do Plano Tecnoldgico para a Educacéo, o qual assentava em trés aspetos
fundamentais de atuacdo: tecnologia, formacdo e conteudos e pretendia dotar a escola
de um computador com ligacao a internet, por cada cinco alunos; um videoprojector por

sala de aula e um quadro interativo por trés salas de aula.

Muitos autores apontam beneficios que advém da utilizacdo das tecnologias em sala de
aula e motivos pelos quais o professor ndo deve descurar este tipo de recursos. Assim,
Ponte (1997) considera que,
O ensino na sala de aula n&o se pode basear exclusivamente no quadro e giz
mas tem de tirar partido de tecnologia como o viewscreen e 0S
computadores. Ensinar ndo se pode reduzir ao binémio de expor a matéria e
passar exercicios, sendo necessario propor tarefas diversificadas, incluindo
problemas, projetos e investigacdes, e estimular diferentes formas de
trabalho e de interacgéo entre os alunos. O professor ndo pode monopolizar o

discurso na sala de aula mas tem de ser capaz de a transformar numa
verdadeira comunidade de aprendizagem (p. 1).

O professor tem de utilizar todos os recursos disponiveis para tornar as aulas mais
interessantes e com significado, de forma a motivar os alunos para a aprendizagem e o

querer saber e aprender mais.

Para Smith (2002), as tecnologias podem trazer muitos beneficios para a aprendizagem
quando devidamente integradas no curriculo e em articulagdo com metodologias

adequadas. Também Ponte (1995) considera que as tecnologias e 0 seu uso influenciam
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ndo sO os objetivos como as formas de trabalhar em sala de aula. Para este autor, o
computador e a calculadora levam a que ndo se dé tanta importancia as competéncias de
calculo e de simples manipulacdo simbdlica; estimula o desenvolvimento do raciocinio,
a resolucdo de problemas e a capacidade critica; da énfase ao papel da linguagem
gréfica, pois ndo se fica cingido aos processos formais de cunho algébrico e analitico;
fomenta a realizacdo de projetos e de atividades de investigagdo, exploracdo e
modelagdo matemaética; e, permite o envolvimento dos alunos em atividades

matematicas significativas.

Azevedo (2002) aponta as novas tecnologias de informacdo e o computador em
particular, como sendo um recurso extremamente importante, uma vez que facilita a
organizacao das atividades curriculares e extracurriculares, podendo estimular o sucesso
escolar. Também Hoyles e Noss (2003) consideram que as tecnologias permitem
facilitar o trabalho mais rotineiro e monétono, possibilitando, assim, o investimento em

aprendizagens e capacidades de nivel superior, como formular conjeturas, por exemplo.
Segundo a Associacdo de Professores de Matematica (2003),

A educacdo com recurso a tecnologia é um direito dos alunos, que todos os
intervenientes no sistema educativo devem respeitar. A negacdo deste
direito contraria a desejada igualdade de oportunidades de acesso aos bens
da educacdo. A tecnologia tem influenciado e alterado as formas de ver,
utilizar e produzir mateméatica. A educacdo matematica ndo pode
permanecer indiferente a esta situacdo. E fundamental que as ferramentas
tecnoldgicas sejam integradas de forma consistente nas atividades letivas,
proporcionando aos alunos verdadeiras e significativas aprendizagens
matematicas (p. 1).

Ambientes de Geometria Dindmica e GeoGebra

Atualmente existem varios softwares disponiveis para 0 ensino da Matematica, onde se
incluem os Ambientes de Geometria Dinamica. Entre os Ambientes de Geometria
Dindmica encontram-se o Cinderella, o Cabri-Géomeétre (Cabri), o Geometer’s
Sketchpad (GSP) e 0 GeoGebra.

De acordo com Ferreira (2005), o Cinderella foi criado por J. Richter-Gebert e H.
Kurtenkamp e € um programa que permite criar pontos, retas, circunferéncias,

poligonos, cénicas, fazer medicGes de comprimentos e angulos, determinar areas, criar
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exercicios interativos, entre outros. E um programa facil de utilizar, muito intuitivo e
que permite ainda trabalhar a geometria euclidiana e as geometrias hiperbolica e
esférica. Como desvantagem surge o facto de ndo podermos trabalhar as transformacdes

geomeétricas e ndo nos permitir aceder ao historico das construcoes efetuadas.

Ferreira (2005) e Machado (2005) referem que o Cabri-Géometre foi criado por Jean-
-Marie Laborde e Franck Bellemain e 0 Geometer’s Sketchpad nasceu a partir de um
amplo projeto dirigido por Eugene Klotz e Doris Schattschneider. Os dois programas
anteriormente referidos permitem fazer todas as construcdes habitualmente efetuadas
com régua e compasso, tal como acontecia com o programa Cinderella. No entanto, tém
a particularidade de se poder fazer construcdes utilizando outras j& existentes que
podem ser gravadas e utilizadas posteriormente. Outra das vantagens destes programas é
o facto de se poder fazer transformacdes geométricas nos objetos sem que estes percam
as caracteristicas iniciais, permitindo assim a procura de relacdes matematicas e a

testagem de conjeturas.

Segundo Hohenwarter e Hohenwarter (2009), 0 GeoGebra é um software gratuito criado
por Markus Hohenwarter e desenvolvido por este e uma equipa internacional de
programadores. O facto de ser gratuito faz com que possa ser utilizado pelos alunos
tanto em sala de aula, com o auxilio e a supervisdo do professor, como em casa. Este
programa junta a geometria, a algebra e o célculo num sé programa. Apresenta trés
vistas diferentes dos objetos matematicos: a Zona Grafica, a Zona Algébrica e a Folha
de Calculo (esta apenas esta disponivel nas versdes mais recentes). Em baixo apresenta-

-se uma imagem do ecra do GeoGebra, onde sdo visiveis as trés zonas.
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Figura 1: Ecrd do GeoGebra

12



Ainda de acordo com Hohenwarter e Hohenwarter (2009), cada uma destas zonas tem
funcdes diferentes. A zona grafica permite apresentar representacGes graficas, por
exemplo, as construcfes basicas da geometria euclidiana, gréficos de funces, entre
outras. Na zona algébrica, podemos apresentar a expressao algébrica de funcdes,
equacOes, coordenadas de pontos, entre outras. Por fim, na folha de calculo podemos
inserir ndo apenas nimeros mas também todo o tipo de objetos matematicos que o
GeoGebra suporta, nomeadamente coordenadas de pontos, fungdes, entre outras. Todas
as representacfes de um mesmo objeto podem ser vistas numa so janela e adaptam-se
automaticamente as mudancas realizadas. Este programa tem a possibilidade de
podermos aceder a todos 0s passos utilizados na constru¢cdo de algum objeto
matematico, o que é uma mais-valia, uma vez que os alunos podem de forma autébnoma
tentar fazer as construcdes realizadas na sala de aula, no seu proprio computador, em
casa. Para isso basta aceder ao protocolo de construcdo, como se pode observar na

figura em baixo.
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Figura 2: Protocolo de construgéo

Todos os programas anteriormente referidos podem ser utilizados pelos alunos em
qualquer nivel de ensino. Qualquer um deles apresenta beneficios na sua utilizag&o, pois
permitem fazer construgdes geométricas rigorosas, medicdes, transformar figuras ja
construidas, entre outros. Com estes programas os alunos tém a possibilidade de
explorar e conjeturar relagbes entre figuras geométricas e resolver problemas
geométricos de uma forma mais simples do que aconteceria com papel e material de

desenho habitual.
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Para Laborde (1993), este tipo de programas permite um maior numero de acdes e
objetos que podem ser facilmente manipulados, facilitando a visualizagdo de
propriedades e relacbes geométricas possibilitando assim a realizacdo de outras tarefas
mais complexas, como por exemplo conjeturar. Os alunos deixam de se ter de preocupar
com tarefas mecanicas e automaticas, para poderem refletir sobre elas e fortalecer o seu
raciocinio e os processos de pensamento. Esta opinido é partilhada por Cuoco e
Goldenberg (2003), pois estes autores consideram que os softwares de geometria
dindmica podem levar a que o aluno, de forma auténoma, faca conjeturas e exercite o

seu raciocinio.

Veloso (1998) considera que os softwares de geometria dindmica ajudam na aquisi¢éo
dos conceitos matematicos, tornando-os mais intuitivos e dindmicos. Laborde (2001)
refere ainda que os Ambientes de Geometria Dindmica podem assumir papéis distintos
qguando sdo utilizados em sala de aula. Podem facilitar a apresentacdo da tarefa
matematica, facilitar a resolucdo da tarefa, modificar a tarefa dada e, por fim, potenciar

a realizacdo de tarefas que sé podem existir com o auxilio destes programas.

Machado (2005) destaca trés formas de usar os Ambientes de Geometria Dindmica em
sala de aula. A primeira seria como uma ferramenta de apresentacdo a ser usada pelo
professor para introduzir conceitos de modo dindmico; outra seria para explorar ou
construir modelos, por parte do aluno; e, a Ultima seria para auxiliar o aluno na

resolucdo de um problema ou na investigacao de propriedades das figuras geométricas.

Ferreira (2005) considera que as vantagens da utilizacdo dos Ambientes de Geometria
Dindmica sdo varias:
Desde a sua facil utilizacdo a possibilidade de permitirem uma abordagem
dos conceitos assente na descoberta e na exploracdo, desde o encorajamento
a criatividade e ao processo de descoberta, onde os alunos visualizam,
analisam, fazem conjeturas e até demonstram, até ao aprofundamento do

conhecimento e do desenvolvimento do trabalho cooperativo e da resolucgéo
de problemas (p. 34).

Esta autora enumera vérias vantagens que, como ja referimos, sdo partilhadas por outros
autores e investigadores, como é o caso de Candeias (2005), que considera que 0S
ambientes de geometria associados a atividades matematicas significativas,
nomeadamente atividades de exploragdo e investigagdo podem fomentar o

desenvolvimento de capacidades relacionadas com a construcdo de figuras e a analise
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das suas propriedades, com a argumentacao e a resolucdo de problemas geomeétricos,

bem como desenvolver a predisposicdo para procurar padrdes e realizar investigagoes.
Também Paiva (2009) afirma que:

O software dindmico permite que facilmente aparecam Vvarios
procedimentos para 0 mesmo tipo de resultados. Por outro lado, leva a que
os alunos construam a Matemaética e ndo a olhem como um produto final,
estatico, um conjunto de resultados impostos e de exercicios mecanizados.
Quando bem explorados, os ambientes de geometria dindmica, vém
influenciar a forma como o aluno olha para a Matematica, aumentando o seu
poder de raciocinio e de argumentacéo, levando a alteragdes na metodologia
seguida no desenvolvimento do curriculo de Matematica (p. 46).

Esta opinido é também partilhada por Gafanhoto (2011), que reconhece que o uso de
tecnologias em sala de aula influencia as opinides dos alunos relativamente a

Matemética e confere-lhes um papel mais ativo na construcéo das suas aprendizagens.

O facto destes Ambientes de Geometria Dinamica darem um feedback constante ao
aluno, faz com que estes sejam muito mais ativos e criticos aquando da realizacdo das

tarefas e consequentemente adquiram mais facilmente as competéncias pretendidas.

Caracterizacdo das construcdes efetuadas com o auxilio de Ambientes de
Geometria Dindmica

Candeias (2005) salienta que uma das principais funcGes que estdo disponiveis nos
Ambientes de Geometria Dinamica € a possibilidade de se arrastar um ponto ou uma
parte das figuras construidas. Este autor considera que esta funcdo constitui uma mais-
-valia para a aprendizagem de conceitos geométricos, e € uma poderosa ferramenta que
exp0e a diferenga entre desenhar no papel e lapis e construir figuras nos Ambientes de
Geometria Dinamica.

Jones (2000) concluiu, através de um estudo realizado com alunos de doze anos, que
estes, quando comecam a utilizar um Ambiente de Geometria Dinamica, apenas
desenham as figuras em vez de as construir, mas que a partir dessas experiéncias iniciais
conseguem construir outras figuras mais complexas. Por outro lado, o facto de os alunos
poderem mover objetos livres e arrastar elementos das construgdes, permiti-lhes

procurar invariantes.
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Junqueira (1995) refere que quando se fazem construcdes geométricas utilizando um
Ambiente de Geometria Dinamica, fica registado o processo de construgdo que
determina quais as manipulac6es que se podem efetuar na construcao e quais as diversas
aparéncias que podem ver visualizadas através dessa manipulacdo. Esta autora refere
que as construgdes ou sdo resistentes ou desmancham-se. As construgdes sao resistentes
quando, ao serem manipuladas, conservam a sua aparéncia e mantém as propriedades
utilizadas na sua construgdo. Por outro lado, as figuras desmancham-se quando, ao se
mover um objeto livre, perdem as suas propriedades. Junqueira (1995) considera
A descricdo explicita de uma figura geométrica em termos de propriedades e
relacBes, concretizada num determinado algoritmo de construcdo, €
determinante na investigacdo de outras propriedades e relacbes da figura
representada. (...) As descri¢cdes das figuras geométricas materializadas em

diferentes algoritmos de construgdo num AGD patrocinam 0 que se pode
considerar uma multiplicacdo de figuras geométricas (p. 55).

Junqueira (1995) refere que assim surgem novas propriedades dinamicas que se podem
desmanchar ou resistir a manipulacdo, de acordo com o algoritmo utilizado, e que

possibilitam investigacdes diversificadas.

Laborde, Kynigos, Hollebrands e Strasser (2006) referem que as construgdes feitas por
manipulacdo ou arrastamento de objetos livres, ndo sdo apenas uma parte da solucdo de
problemas, mas servem de apoio para uma construgdo robusta. Estes autores consideram
assim que a manipulagdo de objetos livres desempenha um papel importante na
passagem de uma solucdo puramente visual, para uma solucdo integralmente baseada

em propriedades geométricas.

Domenech (2009) salienta que as construgdes robustas e as ndo robustas sdo
complementares, indo assim ao encontro do que Healy demonstrou em 2000. Este autor
argumenta que a generalizacdo de propriedades surge atraves da exploracdo de
construgdes que se desmancham e podem ser verificadas atraveés das construcdes

robustas.
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Investigacdo sobre Ambientes de Geometria Dinadmica

A nivel internacional e nacional muito se tem investigado sobre as potencialidades e as
vantagens da utilizacdo dos Ambientes de Geometria Dindmica, como veremos em

seguida.

A nivel internacional apresenta-se o trabalho realizado por Garry (2003), com alunos do
ensino secundario, no qual refere que com a ajuda de um Ambiente de Geometria
Dinamica, o aluno consegue formular e testar conjeturas. Os alunos envolvem-se nas
suas aprendizagens, visualizando e compreendendo mais facilmente os contetdos

matematicos que estdo a investigar.

Um outro estudo realizado por Keyton (2003) com alunos do 9.° ano e utilizando o
Geometer’s Sketchpad, veio também corroborar as conclusdes anteriormente referidas,
uma vez que, refere que, com a ajuda deste software os alunos foram capazes de

formular um elevado nimero de conjeturas.

Em 1995, Sutherland, Ippolito, Porcaro e Healy (1995) realizaram uma investigacao
com alunos do Ensino secundario, na qual concluiram que a utilizacdo do Cabri-

-Géometre permitiu aos alunos formular conjeturas e escrevé-las.

A partir de 1994 realizaram-se, em Portugal, varios estudos os quais confirmam as
potencialidades dos Ambientes de Geometria Dinamica, como é o caso de Junqueira
(1995), Rodrigues (1997), Piteira (2000), Barbosa (2002), Ferreira (2005), Machado
(2005), Candeias (2005), Paiva (2009) e Gafanhoto (2011). Assim, no estudo realizado
por Junqueira (1995), com uma turma do 9.° ano de escolaridade, verificou-se que 0s
alunos aderiram de forma bastante satisfatoria & construgdo geométrica utilizando o
Cabri-Géométre, encontrando processos de construcdo das figuras propostas de uma
forma quase autdnoma. Nos seus processos de construcdo salientou-se a “aparéncia das
figuras geométricas” (p. 222), uma vez que na realizacdo da maioria das fichas de
trabalho, os alunos procuravam reproduzir os desenhos propostos. A autora refere ainda
que,
Os alunos manipulavam as suas construcgdes para as explorarem, no sentido

de descobrirem processos de as obter, de as justificar e/ou de investigar
propriedades das figuras. Na maioria das vezes a exploracéo incluia fases de
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validagdo em que a construcdo era arrastada para verificar se conservava as
caracteristicas pretendidas (p. 230).

Aqui salienta-se uma das potencialidades deste tipo de software, ou seja, a possibilidade
de formular conjeturas e verifica-las de uma forma mais répida e eficaz, constituindo

assim uma “estratégia de intervengdo poderosa para a aprendizagem da Geometria” (p.
235).

Rodrigues (1997) observou as aulas de um grupo de alunos de uma turma de 8.° ano de
escolaridade, os quais utilizaram o Cabri-Géométre no estudo da unidade didatica
Lugares Geométricos. A autora refere que o facto de os alunos poderem visualizar as
transformacdes geométricas ocorridas e as relacdes existentes entre elas, faz com que os
alunos elaborem conjeturas, procurem as justificacfes tedricas para essas conjeturas e
discutam as suas ideias matematicas. Esta autora considera ainda que as interacfes

sociais fomentam a aprendizagem.

A Associacdo de Professores de Matematica com o apoio do Instituto de Inovacgédo
Educacional realiza, em 1998, um estudo intitulado Matemética 2001, onde se faz um
diagndstico e refere um conjunto de recomendagdes sobre o ensino e a aprendizagem da
Matematica em Portugal. Nesta altura constatou-se que a maioria dos professores
continuava a dar énfase a um ensino tradicional, baseado essencialmente na exposi¢cdo
por parte do docente e na resolucdo de exercicios. A maioria dos professores raramente
ou nunca utilizava o computador na sala de aula. Uma das consideragdes efetuadas na
altura refere que “a utilizagdo de materiais diversos, de novas tecnologias e a integracao
da Historia da Matematica sdo elementos importantes para garantir uma aprendizagem
significativa por parte dos alunos.” (Abrantes et al., 1998, p. 32). Assim, o Matematica
2001 recomenda que,

A prética pedagdgica deve utilizar situacdes de trabalho que envolvam

contextos diversificados (nomeadamente, situacdes da realidade e da

historia da Matematica) e a utilizacdo de materiais que proporcionem um

forte envolvimento dos alunos na aprendizagem, nomeadamente, materiais
manipulaveis, calculadoras e computadores. (Abrantes et al., 1998, p. 44)

No entanto, os professores e a escola debatiam-se com o problema de falta de recursos
na escola, nomeadamente com falta de computadores e calculadoras para poderem
utilizar em sala de aula com os alunos. A equipa de trabalho que elaborou 0 Matematica

2001 (Abrantes et al., 1998), recomenda que todas as escolas devem ser equipadas com
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materiais e recursos diversificados, importantes para o ensino e aprendizagem da
Matematica e “devem dispor de recursos tecnologicos especificos para a sua atividade,
nomeadamente, calculadoras e computadores.” (p. 68). Hoje em dia verifica-se que
algumas escolas ainda estdo muito aquém das expectativas relativamente ao nimero de
computadores disponiveis para trabalhar em sala de aula com os alunos, uma vez que o

namero de computadores disponiveis é muito reduzido.

Em 2000, Piteira realizou um estudo com duas turmas de escolas diferentes, uma de 8.°
ano e outra de 9.° ano, utilizando aquilo a que chama de Ambientes Dinamicos de
Geometria Dinamica e ndo Ambientes de Geometria Dinamica. Esta autora concluiu
que este tipo de software é facilitador da aprendizagem, no entanto, se ndo for
potencializado de forma adequada, ndo € suficiente para tornar a aprendizagem efetiva.
Segundo esta autora, a consciencializacdo geomeétrica por parte dos alunos depende dos
varios recursos cognitivos colocados a disposicdo dos alunos, nomeadamente 0s
Ambientes de Geometria Dindmica, os professores e a interacdo com o0s outros alunos
Piteira (2000). Tal como Rodrigues (1997), também Piteira considera que as interagdes

sociais entre os colegas do grupo fomentam as aprendizagens.

Barbosa (2002) realizou um estudo numa turma do 9.° ano de escolaridade, utilizando o
Geometer’s Sketchpad, tendo também concluido que a utilizagdo deste tipo de software
facilita a aprendizagem tornando-a mais intuitiva e auxilia os alunos a atingir objetivos
mais complexos. Os alunos consideram que 0s Ambientes de Geometria Dindmica sédo
instrumentos poderosos levando a que nunca ponham em causa a validade das suas

conjeturas.

No mesmo ano, Freixo (2002) realizou um estudo envolvendo duas turmas de 8.° ano,
sujeitas a métodos de ensino diferentes. Uma foi sujeita ao ensino dito tradicional e a
outra recorreu ao uso do Cabri-Géométre. Esta autora concluiu que a utilizagdo do
Ambiente de Geometria Dinamica levou a que fossem respeitados os diferentes ritmos
de trabalho e de aprendizagem e fomentou o espirito critico dos alunos, para além de os
tornar mais ativos e criativos. Por outro lado, a utilizacdo deste tipo de software
permitiu uma aprendizagem mais eficaz e sélida comparativamente com o ensino dito
tradicional. Também Gorgulho (2005) obteve conclusdes idénticas aquando da

realizacéo do seu estudo com duas turmas, uma de 6.° ano e outra de 7.° ano.

19



Machado (2005) concluiu, com base num estudo realizado com alunos de uma turma de
8.2 ano de escolaridade, que estes referem como potencialidades dos Ambientes de
Geometria Dinamica, a facilidade e o rigor nas construgdes, o facto de permitir “realizar
muitas experiéncias rapidamente” e ser “atil para arranjar contraexemplos ou para
confirmar as conjeturas” (p. 244). Assim, a autora concluiu que os alunos usavam este
software para formular e testar conjeturas, tal como ja tinha sido referido também nos

trabalhos realizados por Junqueira (1995) e Rodrigues (1997).

Candeias (2005), no estudo realizado com alunos do 8.° ano, concluiu que a utilizacéo
do Geometer’s Sketchpad permitiu que os alunos conseguissem fazer descobertas por si
proprios, seguissem “varios caminhos na investigacao, analisando varios casos” (p. 237)
e superassem de forma rapida os obstaculos que surgiam. Os alunos destacaram o facto
de o Ambiente de Geometria Dinamica lhes ter facilitado a aprendizagem da geometria.
Este autor salienta que “na realidade, os Ambientes de Geometria Dindmica sdo por
exceléncia ferramentas que permitem que os desafios e as investigagdes geométricas

assumam o papel principal” (Candeias, 2005, p. 240).

Ferreira (2005) realizou um estudo com uma turma de alunos do 9.° ano de
escolaridade, no qual foi trabalhado o conteddo Circunferéncia e Poligonos. Rotacao,
com a ajuda do Geometer’s Sketchpad. Com base neste estudo, a autora verificou que
este software dindmico “facilitou a descoberta das propriedades e das relagdes
geométricas” (p. 179), tal como também j& tinha sido verificado noutros estudos
anteriormente referidos. Concluiu ainda, que os alunos visualizavam mais facilmente
“as transformacOes obtidas, confirmavam ideias e verificavam relagdes para mais
facilmente poderem estabelecer conjeturas e procederem a manipulacdo para as
validarem e explicarem.” (p. 182). Por outro lado, a utilizacdo de um Ambiente de
Geometria Dindmica levou a construcéo do seu proprio conhecimento, ajudou a tornar o

ambiente de trabalho mais motivador e,

O facto de os alunos terem de discutir entre si a resolugéo das tarefas, a
tomada de decisdes, as conclusdes obtidas e o seu registo, levou os alunos a
participar mais ativamente e a clarificar as suas ideias, a tomar consciéncia
das suas acOes, a dar sentido ao conhecimento matematico e a estruturarem
0 seu pensamento através da comunicacao (p. 185).

Para Gomes (2006) a andlise dos resultados da investigacdo realizada com alunos do 9.°

ano de escolaridade permitiu concluir que o software de geometria dindmica fomenta a

20



motivacdo dos alunos, levando-os a participar ativamente na sua aprendizagem,
facilitando a compreensdo de processos e ideias, 0 que conduz a que estes construam

uma visdo positiva da Matematica.

Paiva (2009) realizou um estudo com alunos de 9.° ano, onde pretendia investigar, entre
outras questdes, a forma como os alunos encaram e a importancia que dao a utilizacéo
de Ambientes de Geometria Dindmica em sala de aula. Este autor concluiu que, apesar
de os alunos manifestarem interesse em trabalhar com este tipo de software e de
considerarem que aprendem melhor desta forma, revelam alguma preocupacéo
relativamente a utilidade deste recurso para a sua preparacdo para a avaliacdo externa.
Este autor salienta ainda o facto de “os alunos terem a sensagdo de que O0S
conhecimentos matematicos estdo ausentes das atividades realizadas com recurso ao
computador” (p. 261). O autor considera que este tipo de pensamento se deve ao facto
de os alunos raramente trabalharem com o computador em sala de aula e que apesar de
ndo o reconhecerem, a exploragdo de atividades com software de geometria dindmica

s&0 uma mais-valia para o processo de ensino/aprendizagem.

Gafanhoto (2011) realizou um estudo com uma turma de alunos do 9.° ano de
escolaridade, onde pretendia investigar as diferentes formas de representacdo de

Funcdes usando o software de geometria dindmica GeoGebra. A autora concluiu que,

O GeoGebra nesta intervencao pedagodgica assumiu um papel de facilitador
da resolucdo das tarefas matematicas, permitindo aos alunos
experimentarem as suas ideias, verificarem as propriedades e garantirem a
legitimidade das suas resolugdes. (p. 121)

Note-se que poucas investigacdes foram ainda realizadas usando o Geogebra como

Ambiente de Geometria Dindmica.

Orientacdes curriculares sobre utilizacdo das tecnologias

Em seguida iremos apresentar o que é referido relativamente a utilizacdo das
tecnologias no ensino da Matematica em termos de orientacdes curriculares, quer

nacionais, quer internacionais.

A nivel internacional destaca-se o National Council of Teachers of Mathematics que,

em 2000, elaborou um conjunto de principios e normas que devem servir de recurso e
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orientacdo para o ensino da Matematica. Os principios que se encontram referidos neste

documento sdo: Equidade, Curriculo, Ensino, Aprendizagem, Avaliagdo e Tecnologia.

Num dos principios referidos no NCTM, o da tecnologia, ¢ salientado que “a tecnologia
é essencial no ensino e na aprendizagem da Matematica; influencia a Matematica que é
ensinada e melhora a aprendizagem dos alunos.” (NCTM, 2007, p. 11). As tecnologias
sdo fundamentais para o ensino-aprendizagem da Matemaética, uma vez que os alunos
através delas podem visualizar imagens das suas ideias matematicas, podem organizar e
analisar dados de forma mais facil e realizar calculos de modo mais eficaz. As
tecnologias podem ser utilizadas para apoiar as investigaces dos proprios alunos, em
todas a areas da Matemaética e ajudam os alunos a concentrar-se na tomada de decisdes,

na reflexdo, no raciocinio e na resolucdo de situacGes problematicas.

Segundo o NCTM “a tecnologia enriquece a extensdo e a qualidade das investigagdes,
ao fornecer um meio de visualizar nogdes matematicas sob multiplas perspetivas.”
(NCTM, 2007, p. 27), uma vez que permite utilizar procedimentos mais complexos que
apenas com o auxilio do papel e lapis seria impossivel. Os alunos podem, com o auxilio
das tecnologias fazer conex@es entre varios topicos matematicos e interliga-los de uma
forma muito mais facil do que se tivesse apenas a utilizar os métodos tradicionais. Para
além disso, as atividades de investigacdo a propor podem ser muito mais diversificadas,
uma vez que os alunos podem analisar todas as perspetivas e hip6teses por eles
colocadas de uma forma muito mais rapida e facil. Por outro lado, a tecnologia permite
ao professor adaptar o ensino as necessidades dos alunos. Assim, os alunos que se
distraem com mais facilidade podem concentrar-se mais com a ajuda das atividades
realizadas com o auxilio do computador. Os que apresentam dificuldades nos
procedimentos basicos, conseguem desenvolver e mostrar outros conhecimentos
matematicos, que ndo seriam capazes sem a ajuda do computador. Ao longo das
Normas para a Geometria, incluidas no NCTM (2007), é referido que o aluno deve fazer
uso dos programas de geometria dindmica para construir figuras bidimensionais,

investigar relagdes e fazer conjeturas, como por exemplo:

Um professor poderd pedir aos alunos que desenhem diversos
paralelogramos numa grelha de coordenadas ou recorrendo a utilizacdo de
programas de geometria dindmica. Os alunos deverdo fazer e registar as
medicBes dos lados e dos angulos, com o fim de observarem algumas
caracteristicas de cada tipo de paralelogramo (p. 275).
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E ainda referido neste documento que:

Os alunos poderéo utilizar um programa de geometria dindmica para testar
as suas conjeturas com outros exemplos. Os alunos podem formular
argumentos dedutivos acerca das suas conjeturas (NCTM, 2007, p. 277).

Os alunos analisem, construam, componham e decomponham objetos bi e
tridimensionais, o que poderdo fazer recorrendo a uma diversidade de
meios, incluindo desenhos com papel e lapis, modelos geométricos e
programas de geometria dinamica (NCTM, 2007, p. 280).

A nivel nacional, o Departamento da Educacao Béasica (DEB), em 2001, aponta diversos
aspetos da competéncia da disciplina que devem ser adquiridas com recurso as
tecnologias. Assim, uma das competéncias matematicas que todos os alunos, em todos
os ciclos, deverdo desenvolver no dominio da geometria é “a aptiddo para realizar
construcdes geométricas e para reconhecer e analisar propriedades de figuras
geométricas, nomeadamente recorrendo a materiais manipulaveis e a software
geométrico” (p. 62). Outra das competéncias matematicas a adquirir, referida no
dominio da Estatistica e Probabilidades ¢ “a predisposi¢do para recolher e organizar
dados relativos a uma situacdo ou a um fendmeno e para os representar de modos
adequados, nomeadamente através de tabelas e graficos e utilizando as novas
tecnologias” (p. 64). Quanto ao dominio da Algebra e das funcbes, uma das
competéncias matematicas a desenvolver, deverd ser “a aptidio para construir e
interpretar tabelas de valores, graficos, regras verbais e outros processos que traduzam
relacBes entre variaveis, assim como para passar de umas formas de representacdo para

outras, recorrendo ou ndo a instrumentos tecnoldgicos” (p. 66).

Estas competéncias apenas se desenvolvem se os alunos tiverem oportunidade de
vivenciar um conjunto diversificado de experiéncias matematicas e de refletir sobre
essas experiéncias. Assim, o DEB (2001) recomenda que os alunos devem ter a
possibilidade de utilizar frequentemente recursos de natureza diversa nomeadamente a
utilizacdo das tecnologias na aprendizagem da Matematica. Refere ainda:

Quanto ao computador, os alunos devem ter oportunidade de trabalhar com

a folha de calculo e com diversos programas educativos, nomeadamente de

gréficos de funcbes e de geometria dinamica, assim como de utilizar
capacidades educativas da rede Internet (DEB, 2001, p. 71).

De acordo com os autores do Programa de Matematica do Ensino Basico, Ponte et al.

(2007) e no que se refere ao estudo da Geometria,
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Os alunos devem recorrer a software de Geometria Dinamica, sobretudo na
realizacdo de tarefas exploratorias e de investigacdo. Os materiais
manipulaveis (por exemplo, tangram, pecas poligonais encaixaveis e solidos
de enchimento em acrilico) constituem recursos cuja utilizacdo
complementa a abordagem dindmica ao estudo da Geometria. Tanto o0s
recursos computacionais como os modelos geomeétricos concretos permitem
desenvolver a intuicdo geométrica, a capacidade de visualizacdo e uma
relacdo mais afetiva com a Matematica (p. 51).

Em sintese, podemos dizer que todas as orientacdes curriculares apontam as tecnologias
como sendo um recurso a utilizar em sala de aula. Hoje em dia, o professor tem ao seu
dispor muitos softwares especificos para o ensino da Matematica, que podera utilizar

em sala de aula sempre que o considere pertinente.

Sintese

Vérios autores tém apontado inimeras vantagens para a utilizacdo dos Ambientes de
Geometria Dinamica em sala de aula. Assim, Laborde (1993) e Cuoco e Goldenbeg
(2003) referem que o uso destes softwares em sala de aula permitem que os alunos, de
forma auténoma, realizem tarefas mais complexas, tais como as que envolvem a
producdo e teste de conjeturas. Ferreira (2005) e Candeias (2005) referem que 0s
Ambientes de Geometria Dinamica podem fomentar o desenvolvimento de capacidades
relacionadas com a resolugéo de problemas.

Candeias (2005) e Junqueira (1995) salientam que o facto de se trabalhar com
Ambientes de Geometria Dindmica permite fazer construcGes geométricas que se
podem manipular. Como foi referido por Junqueira (1995) estas construcGes podem ser
resistentes ou desmancharem-se, no entanto, Domenech (2009) e Laborde, Kynigos,
Hollebrands e Strasser (2006) consideram que estes dois tipos de construcdo sao

complementares.

A partir da década de 90 realizaram-se, em Portugal, varios estudos os quais confirmam
as potencialidades dos Ambientes de Geometria Dinamica, como é o caso de Junqueira
(1994), Rodrigues (1997), Piteira (2000), Barbosa (2002), Ferreira (2005), Machado
(2005), Candeias (2005), Paiva (2009) e Gafanhoto (2011).
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Relativamente as orientacGes curriculares, nacionais e internacionais, verificou-se,
através do NCTM (2007) e do Programa de Matematica do ensino Basico (Ponte et al,
2007) que as tecnologias séo apontadas como sendo um recurso essencial para a

disciplina de Matematica e deve ser utilizado em sala de aula.
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Capitulo 111

Resolucdo de problemas

Tal como ja foi anteriormente referido, o presente estudo pretende compreender como
pode, um contexto de sala de aula apoiado por um programa de geometria dindmica,
neste caso 0 GeoGebra, contribuir para promover o desenvolvimento da capacidade de
resolucdo de problemas. Assim, o presente capitulo, sobre resolucdo de problemas,
encontra-se dividido em sete seccOes. Na primeira explicita-se a distingdo entre
exercicio e problema, tendo por base a literatura existente. As trés seguintes sao
dedicadas aos tipos de problemas, onde se apresentam categorizagdes diferentes para 0s
problemas; a formulacdo de problemas e, ao processo de resolucdo dos mesmos,
baseados em diferentes autores. Na quinta e sexta sec¢des apresentam-se varios modelos
e estratégias de resolucdo de problemas, bem como as dificuldades que os alunos
apresentam na sua resolucdo, baseados em varios autores. Por fim, na sétima seccao,
apresentam-se as orientacdes curriculares, nacionais e internacionais, sobre resolucdo de

problemas.

Problema versus exercicio

Muitas vezes utilizam-se os termos “exercicio” e “problema” de forma indistinta,
confundindo-se quando se esta perante um ou outro. E importante fazer a distincio entre
eles, pois um problema permite desenvolver as capacidades matematicas dos alunos e

explorar conceitos matematicos fundamentais.
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Borralho (1990) considera que um problema é uma questdo com a qual um aluno se
defronta e n&o consegue responder utilizando os conhecimentos imediatamente
disponiveis. Borralho (1990) acrescenta ainda que, um problema deve despertar

curiosidade a pessoa a quem ele é proposto e o desejo de o solucionar.

Para Polya (1980) estar perante um problema implica ter de procurar conscientemente
uma forma apropriada de alcancar um objetivo que foi claramente definido mas que néo
é imediatamente alcangavel. Também Lester (1983) aponta a sua definicdo de problema
neste sentido, afirmando que se estd perante um problema quando alguém tem de
realizar uma tarefa para a qual ndo conheca um método que indique completamente o
método de resolucdo. Lester (1983) considera que determinada situacdo s6 é um
problema se o individuo que for confrontado com a realizacdo da tarefa a desejar
resolver.
Segundo Ponte e Serrazina (2000), uma determinada questdo € um problema para o
aluno se ele ndo conhecer uma forma répida de encontrar a sua solucdo, caso contrario
estard perante um exercicio. Ponte (2005) reforca ainda que,

Néo é pelo facto de uma questdo ser ou ndo colocada num contexto extra-

-matematico que ela é um exercicio ou um problema. A questdo

fundamental é saber se o aluno dispde, ou ndo, de um processo imediato

para a resolver. Caso conhega esse processo e seja capaz de o usar, a questao
serd um exercicio. Caso contrario, a questao sera antes um problema (p. 14).

Ponte (2005) refere ainda que tanto um exercicio como um problema sdo tarefas
fechadas, uma vez que se conhecem os dados e o que € pedido, no entanto, um

problema apresenta um grau de desafio bastante elevado, ao contrario do exercicio.

Vale e Pimentel (2004) referem também que “so6 se tem um problema se ndo se sabe
como chegar até a solu¢do”, por outro lado, esta-se perante um exercicio “se uma
questdo ndo tem surpresas e pode ser resolvida confortavelmente utilizando
procedimentos rotineiros e familiares, ndo interessando qudo complicados sejam” (p.

13).

De acordo com Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008) é importante que um
problema seja compreensivel para o aluno, apesar de a solugdo nao ser imediatamente
acessivel; seja motivador e estimulante intelectualmente; tenha mais do que um

processo de resolucdo e possa abranger varios contetdos.
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Cada questdo podera ser um problema ou um exercicio dependendo dos conhecimentos

que o aluno j& tenha adquirido ou da vontade que o aluno manifeste para resolver

determinada questéo.

Tipos de problemas

Vaérios investigadores propGem categorizacdes diferentes para os problemas. Vejamos

algumas delas.

Charles e Lester (1986) identificam cinco tipos de problemas:

i)

v)

Problemas de um passo - podem-se resolver aplicando diretamente uma das
quatro operac@es basicas da aritmética;

Problemas de dois ou mais passos - podem-se resolver aplicando diretamente
duas ou mais das quatro opera¢des basicas da aritmética;

Problemas de processo - podem-se resolver utilizando uma ou mais estratégias de
resolucdo, no entanto ndo podem ser resolvidos por processos mecanizados;
Problemas de aplicacdo - utilizam uma ou mais estratégias de resolucdo e
requerem a recolha de dados e a tomada de deciséo;

Problemas de puzzle - utilizam vérios pontos de vista.

Palhares (1997) identifica sete tipos de problemas:

vii)

Problemas de processos - necessitam de utilizacdo de estratégias de resolucao;
Problemas de conteddo - utilizam conhecimentos matematicos que ainda nao
estdo totalmente adquiridos ou que foram adquiridos ha pouco tempo;

Problemas de capacidades - utilizam as capacidades de calculo mental e
estimativa,;

Problemas tipo puzzle - necessitam do aumento do espaco de resolucéo;
Problemas de aplicacéo - necessitam de recolha e tratamento de informacao;
Problemas abertos - necessitam de uma escolha ponderada de entre as varias
possibilidades de estratégia;

Problemas de aparato experimental - necessitam de utilizar esquemas

investigativos.
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Segundo Vale e Pimentel (2004), o Grupo de Investigacdo em Resolugédo de Problemas,
constituido por Domingos Fernandes, Antonio Borralho, Ana Leitdo, Helena Fernandes,
Isabel Cabrita, Isabel Vale, Lina Fonseca e Pedro Palhares, apresenta, em 2002, outra
categorizacdo diferente onde nao se considera a inclusdo de cada problema apenas num
tipo. Assim, consideram que um Problema de Processo é um problema que necessita de
utilizar estratégias de resolucdo de problemas, como por exemplo, descobrir padrdes,
fazer esquemas ou desenhos, trabalhar no problema do fim para o inicio, elaborar uma
lista ordenada e metddica, transformar o problema num mais simples, formular e testar
conjeturas. Estes problemas podem ou ndo estar relacionados com os conteddos
programaticos. Os Problemas de conteudo sdo aqueles que utilizam os contetdos
programaticos, os conceitos e as definicbes matematicas. O Problema de aplicacéo
emprega dados da vida real, mostrados ao individuo ou por ele recolhidos. Aqui a
tomada de decisGes assume um papel importante e aparece como resultado da anéalise de
dados. Este tipo de problemas pode utilizar mais do que uma estratégia de resolucéo e
admitir mais do que uma solugdo. Por fim, os Problemas de aparato experimental
permitem desenvolver a capacidade de planificar, organizar e interpretar dados, bem
como medir, pesar e contar. E um tipo de problemas que permite a utilizacdo de

métodos prdprios das ciéncias experimentais.

Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008) optaram por uma categoriza¢ao
considerando apenas trés tipos de problemas: Problemas de calculo, Problemas de
processo e Problemas abertos. Para estes autores, os problemas de célculo, sdo os que
aparecem, normalmente, nos manuais escolares, no final de cada conteido matematico.
Estes permitem aos alunos aplicar conceitos e destrezas previamente aprendidos. Por
outro lado, os problemas de processo

estdo embutidos em contextos mais complexos e requerem um maior

esforgo para compreender a Matemaética necessaria para chegar a solugéo,

uma vez que tem de se recorrer a estratégias de resolugcdo mais criativas para

descobrir o caminho a seguir. Requerem persisténcia, pensamento flexivel e

uma boa dose de organizacdo (Boavida, Paiva, Cebola, Vale & Pimentel,
2008, p. 19).

Por fim, os Problemas abertos podem ter mais do que uma resposta e mais do que uma
estratégia de resolugdo, “para os resolverem, os alunos tém de fazer exploracdes para

descobrir regularidades e formular conjeturas, apelando, por isso, ao desenvolvimento
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do raciocinio, do espirito critico e da capacidade de reflexdo” (Boavida, Paiva, Cebola,
Vale & Pimentel, 2008, p. 20).

Formulacéo de problemas

Palhares (1997) refere que a formulacdo de problemas acontece quando uma pessoa

produz um problema.

Vale e Pimentel (2004) referem que quando € o professor a formular antecipadamente o
problema ou a questdo esta a limitar as finalidades do trabalho escolar, por outro lado,
quando séo os alunos a formular o problema, acabam por se envolver “em situacdes do
seu contexto social, problematizando-as e processando a formulacdo dessas situacdes
problematicas.” (p. 39), dando significado aos problemas. E ainda referido por estas
autoras, que a formulacdo de problemas possibilita aos alunos a invencdo de problemas
utilizando a sua linguagem propria, proporcionando desta forma uma alternativa ao

ensino tradicional.

Ernest (1991) considera que a formulacdo de problemas estimula o aluno a produzir

conhecimentos.

Para Silver (1995), a formulacdo de um problema pode acontecer antes da resolucédo de
um determinado problema; durante a resolucdo de um problema, ou seja, quando se
alteram, de forma intencional, as condi¢Ges ou 0s objetivos do problema inicial; e
depois da resolucdo do problema, quando se alteram as condi¢Bes ou se aplicam as

experiéncias realizadas a novas situagdes.
Vale e Pimentel (2004) apresentam vérias estratégias para a formulacdo de problemas:

1) Aceitando os dados — onde se formulam perguntas a partir de uma definicao,
uma condi¢do, um objeto, uma tabela, entre outras;

i) E se em vez de — neste caso identificam-se as propriedades de uma
determinada situacdo e a partir dai formulam-se novas perguntas a partir da
negacdo de uma ou mais dessas propriedades;

iii)  Variagdo de um problema — aqui, 0 novo problema é formulado a partir da
decomposicéo, de conexdo, de particularizacdo e generalizacdo do problema

inicial;

30



iv) Recontextualizacdo — o novo problema é formulado, depois de o inicial ter
sido resolvido e ter sido identificada alguma caracteristica, mantendo essa

caracteristica e modificando o contexto.

O processo de resolucdo de problemas

Até agora tem-se falado sobre o conceito de problema e as vérias categorizagdes
existentes. Mas em que consiste a resolucdo de problemas? Como é que ela tem sido
perspetivada? Porque serd que alguns alunos reagem mal a resolucdo de problemas?
Quais os modelos que se devem usar na resolucdo de problemas? Vejamos a opiniao de

alguns investigadores.

Polya (1981) considerava que, uma das condi¢Ges fundamentais para que os alunos
possam desenvolver o gosto pela Matematica e perceber a natureza da mesma, seria
confronta-los com a resolucdo de problemas. Desta forma os alunos sdo desafiados a
desenvolver as suas capacidades matematicas e experimentam o gosto pela disciplina.

Para Ponte e Serrazina (2000), “a resolu¢ao de problemas constitui um processo de
elevado nivel de complexidade, que envolve os processos mais simples de representar e
relacionar.” (p. 52). Também Vale e Pimentel (2004) referem que a resolugdo de
problemas é uma atividade complexa, que utiliza capacidades cognitivas de ordem
superior ¢ onde se combinam “a organizagdo da informacdo, o conhecimento de
estratégias, as diferentes formas de representacao, a traducdo de linguagens, a aplicacéo
de varios conhecimentos, a tomada de decisdes, a interpretacdo de solucdes, etc.” (p.
11). Estas autoras consideram ainda que, a resolucdo de problemas ajuda na
aprendizagem de novos conceitos e capacidades matematicas e ajuda a evidenciar a

importancia da matematica no quotidiano dos alunos.

De acordo com GAVE (2004), o grupo de trabalho que elaborou o estudo PISA 2003,

considera que:

A resolucdo de problemas é a capacidade de um individuo usar processos
cognitivos para confrontar e resolver situacOes reais e interdisciplinares, nas
quais o caminho para a solugdo ndo é imediatamente Obvio e em que 0s
dominios de literacia ou &reas curriculares passiveis de aplicacdo ndo se
inserem num unico dominio, seja 0 da matematica, das ciéncias ou da
literatura (p. 10).
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Em 2001, a equipa de trabalho que elaborou o Matematica 2001 recomenda que seja
dada “énfase na realizacdo, pelos alunos, de atividades matematicas significativas, como
a resolugdo de problemas e a aplicagdo da Matematica a situacdes da vida real.”
(Abrantes et al.,, 1998, p. 32). Estes autores salientam, que o professor deve
proporcionar situacbes de aprendizagem diversificadas, que incluam momentos de
discussdo entre os proprios alunos e entre os alunos e o professor, pois estes momentos
permitem ao aluno expor as suas ideias, exercitando a comunicagdo matematica e ao
mesmo tempo aprender e desenvolver o seu pensamento matematico, interagindo com

os colegas e o professor.
Ferreira (2005) considera que:

A resolucdo de problemas e investigacGes, por parte dos alunos, permite dar
asas a imaginacdo e a criatividade, desenvolvendo capacidades que vao
além do calculo e da memorizagdo, como a comunicacgdo, 0 espirito critico,
a modelagdo, a capacidade de analisar dados e situagdes complexas, de
realizar demonstracGes, de planear, gerir e avaliar o seu préprio trabalho (p.
6).

Também Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008) consideram que a resolucao

de problemas

proporciona 0 recurso a diferentes representacfes e incentiva a
comunicacdo; fomenta o raciocinio e a justificacdo; permite estabelecer
conexdes entre varios temas matematicos e entre a Matematica e outras
areas curriculares; apresenta a Matematica como uma disciplina Gtil na vida
quotidiana (p. 14).
A resolucdo de problemas tem sido perspetivada de vérias formas por varios
investigadores. Para Stanick e Kilpatrick (1989), a resolucdo de problemas pode ser
caracterizada por trés temas gerais: como contexto; como capacidade e como arte. Para
estes autores, na resolucdo de problemas como contexto aparece subjacente a perce¢édo
de que os problemas e a resolugdo de problemas s&o instrumentos para alcancar fins
importantes e engloba cinco subtemas sendo eles a resolucdo de problemas: como
justificacdo; como motivacdo; como atividade lddica; como veiculo e como préatica. A
resolucdo de problemas como capacidade esta relacionada com as capacidades a
adquirir pelos alunos, fazendo a distingdo entre resolucédo de problemas de rotina e ndo
rotineiros. Segundo esta perspetiva, nem todos poderiam resolver problemas néo
rotineiros, uma vez que apenas alguns alunos que dominavam 0S pré-requisitos

poderiam ser confrontados com este tipo de problemas. Por fim, a resolugéo de
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problemas como arte, surge do trabalho desenvolvido por George Polya. Para Polya
(2003), a resolucdo de problemas € uma arte prética, que se aprende por imitacdo e
através da pratica.

Borralho (1990) distingue trés funcdes dos problemas e da resolucdo de problemas no
processo de ensino/aprendizagem da Matematica, estando todas elas relacionadas com a
atividade cognitiva dos alunos. Assim, a primeira funcdo que este autor refere é a
funcédo de ensino, uma vez que os problemas e a resolucéo de problemas sdo uma forma
de adquirir, exercitar e consolidar os conhecimentos matematicos dos alunos, para além
de permitir o desenvolvimento de capacidades e habitos de pensamento matematico. A
segunda funcdo € a funcdo educativa, uma vez que os problemas influenciam a
construcdo da personalidade do aluno, desenvolvendo a sua visdo cientifica do mundo e
levando a que este tenha uma atitude ativa e critica relativamente aos fendmenos
naturais e sociais. Por fim, a ultima funcdo é a de desenvolvimento, uma vez que a
resolucio de problemas influencia o desenvolvimento intelectual. E de notar que um
mesmo problema pode realizar diversas funcdes, cabendo ao professor decidir qual

devera ser a fungdo principal daquele problema.

Por outro lado, Diniz (2001) perspetiva a resolucdo de problemas como uma meta;
como um processo; ou como uma habilidade bésica. Ja Vale e Pimentel (2004) defende
a resolucéo de problemas como:

i)  um processo — “quando pretendemos dotar os alunos com estratégias de resolugdo
tornando-os solucionadores cada vez mais aptos de problemas” (p. 11);

i) uma finalidade — “quando tentamos atender aos aspetos matematicos como
explorar, questionar, investigar, descobrir e usar raciocinios plausiveis” (p. 11);

iii) um método de ensino — “que surge para introduzir conceitos envolvendo
exploracdo e descoberta, de acordo com as finalidades do ensino da Matematica e

de factos, conceitos e procedimentos matematicos” (p. 11).
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Modelos e estratégias de resolucéo de problemas

E essencial que o aluno perceba que ndo existe apenas um Unico modelo ou uma

estratégia correta para resolver um determinado problema. O aluno teré de perceber qual

0 melhor caminho a seguir para obter a solugdo do problema proposto.

Polya, em 1945, publicou pela primeira vez o livio How To Solve It — A new Aspect of

Mathematical Method, onde se expde um método para a resolucdo de problemas,

matematicos ou ndo. Segundo Polya (2003), devem ser consideradas quatro fases na

resolucdo de problemas:

i)

i)

iv)

Compreensédo do problema — é importante compreender o problema, identificando
a incognita, os dados e as condicdes apresentadas, mas também é importante que o
aluno o deseje resolver;

Elaboracdo de um plano — é importante perceber a relacdo que existe entre 0s
dados e a incognita e a partir dai delinear estratégias para descobrir a incognita,
para isso o aluno podera utilizar problemas que ja tenha resolvido anteriormente e
que lhe sejam uteis, por exemplo;

Execugdo do plano — realiza-se o plano elaborado inicialmente, verificando-se
cada passo seguido;

Verificacao dos resultados — verifica-se o resultado obtido em fun¢do do problema

inicial e a estratégia de resolucéo utilizada.

O aluno deve em cada uma das fases colocar questdes a si préprio de forma a organizar

0 seu pensamento de uma forma mais eficaz.

Hayes, em 1981, propde um modelo semelhante ao de Polya, mas com seis fases:

)

i)

i)

Detecdo do problema — onde se ird fazer um reconhecimento do mesmo e admiti-
-lo como tal;

Representacdo do problema — na qual se ird compreender o tipo de problema que
se tem a frente;

Planificacdo da resolugdo — na qual se ira elaborar o plano a seguir para alcangar a

solucgéo do problema;
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iv) Implementacdo do plano — na qual se ird executar o plano anteriormente
elaborado;

v)  Avaliacdo da resolucdo e da solucdo — na qual se analisara a solugdo obtida e o
plano estabelecido;

vi) Consolidacdo do que se aprendeu — na qual se pretende que o aluno, a partir da

experiéncia adquirida, consiga transferir o que aprendeu para outros problemas.

Por outro lado, Borralho (1990) refere ainda que Lester, em 1980, apresenta um modelo
baseado numa perspetiva inovadora ao nivel da andlise dos processos mentais

envolvidos na resolucdo de problemas. Este modelo é constituido por seis fases:

1) Consciencializagdo — nesta fase o aluno é confrontado e analisa a situagdo
probleméatica, mas esta s6 se torna um problema quando o aluno se
consciencializar de que a situacdo apresentada nao pode ser resolvida de forma
imediata. O aluno terd de manifestar interesse e desejo de tentar resolver o
problema, caso contrério deixar de fazer sentido a elaboracdo de qualquer
plano;

i) Compreensdo — é nesta fase que o aluno ird fazer uma representacao interna do
problema. Numa primeira fase o aluno interpreta a informacdo fornecida pelo
problema e, numa segunda fase, o aluno seleciona a informacéo relevante e
percebe a forma como a informacdo esta interligada;

iii)  Analise do (s) objetivo (s) — nesta fase identifica-se e analisa-se 0s objetivos. A
analise dos objetivos inclui a discriminacdo da informacdo dada, a
discriminacdo da interligacdo da informacdo e a discriminacdo das operacfes
que podem ser necessarias;

iv) Desenvolvimento do plano — nesta fase pretende-se que o aluno elabore um
plano, mas elaborar um plano ndo significa apenas identificar possiveis
estratégias. O aluno pode encontrar um padrdo ou entdo resolver um problema
mais simples que esteja relacionado com o problema dado. O aluno deve
ordenar os objetivos ou sub-objetivos do problema e discriminar as operacoes
que poderdo ser utilizadas;

V) Implementacdo do plano — nesta fase o aluno ird colocar em prética o plano que
elaborou. Esta fase deve estar bastante interligada com a fase seis, uma vez que

durante a implementacgéo do plano poderdo surgir erros imprevistos;
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Vi) Avaliacdo dos procedimentos e da solucéo — durante o processo de resolucao de
um problema deve-se ir avaliando os procedimentos que estdo a ser adotados e
ir-se examinando criteriosamente os resultados obtidos, pois disso depende o

sucesso na resolucdo de um determinado problema.

Palhares (1997) define as estratégias de resolucdo de problemas como sendo um
conjunto de técnicas que o individuo usa para obter a solu¢cdo de um determinado
problema. Por outro lado, Ponte e Serrazina (2000) referem que uma estratégia de
resolucdo € uma forma de abordar varios tipos de problema. Um mesmo problema pode

ser resolvido por varias estratégias, havendo umas que sdo mais vantajosas que outras.

Borralho (1990) apresenta como estratégia de resolucdo de problemas as heuristicas.
Este autor define como heuristicas as a¢Ges destinadas a resolver um problema pelo uso

de regras que permitem chegar de forma rapida a solucdo ou aproximar-se dela.

Polya (2003) apresenta aquilo a que ele chama um “pequeno dicionario de heuristica”
(p. 57). Aqui iremos apresentar algumas das heuristicas destacadas por este autor.
Assim, Polya (2003) refere que uma das heuristicas que se podera usar é recordar um
problema relacionado com o problema proposto:
E dificil imaginar um problema completamente novo, sem qualquer
semelhanca ou relagdo com qualquer outro que j4 tenha sido resolvido (...)
quando resolvemos um problema, sempre aproveitamos algum problema

previamente resolvido, utilizando o seu resultado, ou 0 seu método, ou a
experiéncia adquirida ao resolvé-lo (p. 68).

Outras heuristicas consistem em usar um problema conhecido que tenha uma incégnita
de natureza igual ou semelhante; transformar o problema num outro cuja resolugédo se
conheca, mantendo a incdgnita e mudando os dados e as condi¢es; dividir o problema

em partes e trabalhar sobre uma parte mais acessivel, mas fundamental do problema.

Hayes (1981) apresenta quatro heuristicas diferentes para a detecdo do problema e para

a consolidagéo do que aprendeu:

1) Método de ensaio e erro, no qual o individuo verifica os ensaios de modo a evitar
repeticdes, fazendo com que a resolucdo seja um processo sistematico;

i) Método das proximidades, no qual o individuo efetua passos de ensaio, vai
verificando se ficou mais perto do objetivo e assim avanga de forma gradual até

alcancar a solucéo;
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i)

V)

Analise de meios e fins, no qual o individuo vai procurando reduzir as diferencas
entre o estado atual da resolucdo do problema e o objetivo a que quer chegar;
Meétodo do fracionamento, no qual se constroem sub-objetivos para resolver partes

do problema.

Vale e Pimentel (2004) sugerem como estratégias de resolucdo de problemas as

seguintes:

i)

vi)

vii)

viii)

Descobrir um padrao/descobrir uma regra ou lei de formacéo — a estratégia centra-
-se apenas nalguns passos do problema e a solucdo obtém-se através da
generalizacdo de soluc@es especificas;

Fazer tentativas/fazer conjeturas — a estratégia consiste em determinar a solucéo,
através de tentativas, tendo em conta os dados e as condi¢des do problema;
Trabalhar do fim para o principio — a estratégia consiste em iniciar a resolucéo
pelo que se quer provar ou entdo do fim do problema;

Usar deducdo logica/fazer eliminagcdo — a estratégia consiste na eliminacdo das
hipéteses que ndo sdo factiveis;

Reduzir a um problema mais simples/decomposicao/simplificacdo — a estratégia
consiste na resolucdo de um caso particular do problema, ou seja, em dividi-lo em
varias partes de forma a torna-lo mais facil e acessivel;

Fazer uma simulacdo/fazer uma experimentacdo/fazer uma dramatizacdo — a
“estratégia consiste em utilizar objetos, criar um modelo ou fazer dramatizacdo
que traduza o problema a ser resolvido” (p. 46);

Fazer um desenho, diagrama, grafico ou esquema;

Fazer uma lista organizada ou uma tabela — a estratégia consiste na utilizacdo de
tabelas ou listas para representar, organizar ou guardar a informagéo contida no

problema.

E fundamental que os alunos tenham oportunidade de resolver problemas e que possam

discutir e refletir sobre as suas estratégias de resolugéo, pois sé assim ficardo motivados

para a resolucdo de problemas. Segundo Céndido (2001), quando os alunos refletem

sobre as estratégias, 0s conceitos e os procedimentos utilizados na resolugdo de um

problema, podem rever o que ndo perceberam, ampliar o que ja aprenderam e expor as

suas davidas e dificuldades. Também Cavalcanti (2001) refere que admitir as varias

estratégias de resolucao dos alunos ajuda-os a aprender através da reflexdo e a ter maior
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confianca na sua capacidade de pensar matematicamente. Ao criar uma estratégia
pessoal de resolucdo de um determinado problema, o aluno podera estar a refletir sobre
um determinado conceito matematico e a fomentar um maior envolvimento com o

problema proposto, beneficiando assim a formacgéo do seu pensamento matematico.

Os modelos anteriormente apresentados ajudam a maioria dos alunos a resolver, de
forma eficaz, os problemas matematicos com que sdo confrontados, no entanto nem

todos os conseguem resolver.

Dificuldades na resolucéo de problemas

Para Lester (1994), grande parte dos alunos nao consegue resolver problemas devido ao
facto de a resolugdo de problemas ser “uma forma de atividade intelectual
extremamente complexa” (p. 15); ndo se saber concretamente o que € que o processo de
resolucdo de problemas envolve; e de os alunos serem poucas vezes confrontados com a

resolucdo de problemas e de se envolverem nelas.

Também Garofalo e Lester (1985) e Schoenfeld (1987) consideram que os alunos tém
dificuldade em resolver problemas devido a deficiente utilizagdo dos conhecimentos
matematicos e ndo pelo facto de ndo terem 0s conhecimentos matematicos necessarios.
Por outro lado, Kroll e Miller (1993) referem que o facto de os alunos terem ou nao
sucesso na resolucdo de problemas se deve as suas proprias convicgdes acerca da
resolucéo de problemas, das suas capacidades para resolver problemas e das formas de
abordar a sua resolucdo. Para ajudar os alunos a ultrapassar estas dificuldades é
fundamental que eles observem e analisem o problema antes de o tentar resolver. “A
esséncia da resolucdo de problemas consiste em saber o que fazer perante problemas
nao habituais” (NCTM, 2007, p. 306).

Para Polya (2003), uma das causas da dificuldade na resolucdo de problemas é a
deficiente compreensdo do problema, devido & falta de concentra¢do dos alunos. Por
outro lado, os alunos apresentam dificuldade na elabora¢do do plano e na visualizagédo
de uma estratégia de resolucdo porque comecam a fazer calculos e esquemas sem terem
elaborado qualquer plano ou entdo ficam a espera que a estratégia surja por si s6. Ainda

de acordo com Polya, os alunos durante a execugdo do plano n&o verificam cada passo e

38



quando chegam a um resultado nédo refletem sobre 0 mesmo, nem verificam se ele faz

sentido no contexto do problema apresentado.

Orientacdes curriculares sobre resolucéo de problemas

Todas as orientacBGes curriculares, quer nacionais quer internacionais, referem que a

resolucdo de problemas deve ser uma pratica constante no ensino da Matematica.

A publicacdo de An Agenda for Action em 1980 e Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics em 1989, pelo NCTM, tém um papel importante
para 0 desenvolvimento curricular e investigacdo em resolucdo de problemas, uma vez
que, o primeiro pretendia sugerir orientagdes para o desenvolvimento curricular e, o
segundo estabelecia Normas para o curriculo e para 0 ensino da Matematica,

funcionando como uma proposta de politica nacional, para os Estados Unidos.

Em 1989, o NCTM recomenda que a resolucdo de problemas seja o foco do curriculo de
Matematica, ou seja, a resolucdo de problemas ndo devera ser um topico separado, mas

sim devera fazer parte de todo o programa de Matematica (NCTM, 1991).

Com a elaboragéo de Principles and Standards for School Mathematics, em 2000, séo
apresentados seis principios, que salientam as caracteristicas de uma educacdo
Matematica de qualidade elevada e normas, que “descrevem os contetidos e processos
matematicos que os alunos deverdao aprender” (NCTM, 2007, p.vii). Aqui aparece a
resolucdo de problemas como um dos processos matematicos a ter em conta e que
devera constituir uma parte integrante de toda a aprendizagem Matematica. Assim, 0
NCTM (2007) refere que a resolucdo de problemas para aléem de ser um objetivo da
aprendizagem Matematica ¢ também um meio através do qual os alunos aprendem a
propria matematica. Salienta-se ainda que, é importante que, os alunos sejam
confrontados varias vezes com situagcdes em que tenham de formular, discutir e resolver
problemas complexos e que depois deverdo refletir sobre raciocinios por si utilizados.
Afirma, ainda, que “ao aprender a resolver problemas em Matematica, os alunos irdo
adquirir modos de pensar, habitos de persisténcia e curiosidade, e confianca perante

situagdes desconhecidas, que lhes serdo muito Gteis fora da sala de aula” (p. 57). A
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resolucdo de problemas ndo deve ser apresentada como uma unidade a parte do

programa de Matematica, mas sim ser parte integrante de toda a aprendizagem.

De acordo com as normas para a resolucdo de problemas do NCTM (2007), os

programas de Matematica devem preparar os alunos para:

- Construir novos conhecimentos matematicos através da resolucdo de
problemas;

- Resolver problemas que surgem em Matematica e em outros contextos;

- Aplicar e adaptar uma diversidade de estratégias adequadas para resolver
problemas;

- Analisar e refletir sobre o processo de resolucdo matematica de problemas

(p. 57).
O NCTM (2007), refere ainda que:

A resolucdo de problemas devera promover a aprendizagem Matematica. Os
alunos poderdo aprender e aprofundar a sua compreensdo sobre conceitos
matematicos, através da resolucdo de problemas criteriosamente
selecionados e que permitam a aplicacdo da mateméatica em outros
contextos. (p.302)

Por outro lado, o NCTM (2007) salienta ainda que é importante que o aluno tenha
oportunidade de formular problemas relacionados com diversas situagdes e que possam
explicar as suas estratégias de resolucdo e respetivas respostas. Desta forma sera

incutido no aluno

uma verdadeira predisposicdo para a resolucdo de problemas — uma
tendéncia para identificar e colocar problemas; um interesse e uma
capacidade para explicar e generalizar e uma propensdo para refletir sobre o
trabalho e avaliar as suas solugdes (p. 304).

O Departamento da Educacdo Béasica, em 2001, refere que uma das competéncias gerais

I3

que um aluno do ensino béasico deve alcancar ¢ “adotar estratégias adequadas a
resolucdo de problemas e a tomada de decisbes” (p.10). Afirmando que a

operacionalizagdo transversal devera ter em conta que o aluno seja capaz de:

- ldentificar situacdes problematicas em termos de levantamento de
questdes;

- Selecionar informacdo e organizar estratégias criativas face as questdes
colocadas por um problema;

- Debater a pertinéncia das estratégias adotadas em funcdo de um problema;

- Confrontar diferentes perspetivas face a um problema, de modo a tomar
decisdes adequadas;

- Propor situac6es de intervencao, individual e, ou coletiva, que constituam
tomadas de decisao face a um problema, em contexto (DEB, 2001, p. 23).
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DEB (2001) salienta ainda que todos os alunos devem ter a possibilidade de
“desenvolver a capacidade de usar a matematica para analisar e resolver situacoes
problematicas, para raciocinar e comunicar, assim como a autoconfianga necessaria para
fazé-lo.” (p. 57), bem como, desenvolver a “predisposi¢do para procurar entender a
estrutura de um problema e a aptiddo para desenvolver processos de resolucdo, assim
como para analisar os erros cometidos e ensaiar estratégias de resolug@o alternativas”

(p. 57). Considera ainda que:

A resolucgdo de problemas constitui, em Matematica, um contexto universal
de aprendizagem e deve, por isso, estar sempre presente, associada ao
raciocinio e a comunicacdo e integrada naturalmente nas atividades. (...) A
formulacdo de problemas deve igualmente integrar a experiéncia
matematica dos alunos (DEB, 2001, p. 68),

Em 2007, como o reajuste do Programa de Matematica do Ensino Bésico, a resolugdo

de problemas passou ainda a ter maior destaque no curriculo desta disciplina.

De acordo com os autores do Programa de Matematica do Ensino Basico, Ponte et al.
(2007), um dos objetivos gerais da disciplina de Matematica € o de os alunos serem

capazes de resolver problemas, isto é:

- Compreender problemas em contextos matematicos e ndo matematicos e
de os resolver utilizando estratégias apropriadas;

- Apreciar a plausibilidade dos resultados obtidos e a adequacdo ao contexto
das solugdes a que chegam;

- Monitorizar o seu trabalho e refletir sobre a adequacdo das suas
estratégias, reconhecendo situacdes em que podem ser utilizadas estratégias
diferentes;

- Formular problemas (p. 5).

De acordo com os autores do Programa de Matematica do Ensino Bésico (Ponte et al.,
2007), a resolucao de problemas é uma forma de os alunos consolidarem, aumentarem e
aprofundarem os seus conhecimentos. Ao resolverem problemas, os alunos devem
perceber que um problema matematico pode ser resolvido utilizando vérias estratégias e

devem ter a capacidade de analisar a sua resolucéo e as solugdes obtidas.

Outro dos objetivos gerais da disciplina de Matematica, de acordo com o Programa de
Matematica do Ensino Béasico, é o dos alunos serem capazes de fazer Matemaética

autonomamente, isto é:

- organizar informacéo por eles recolhida;
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- identificar por si proprios questdes e problemas em contextos variados e de
0s resolver autonomamente;
- explorar regularidades e formular e investigar conjeturas matemaéticas
(Ponte et al., 2007, p. 6).
Os alunos devem conseguir resolver problemas, bem como explorar regularidades, de
forma auténoma, fazendo com que se sintam mais envolvidos na constru¢do do seu

conhecimento matemaético levando a uma apropriagdo mais consistente do mesmo.

A resolucdo de problemas aparece como uma capacidade transversal a todo o programa
de Matematica e “fundamental para a aprendizagem dos diversos conceitos,
representagcdes e procedimentos” (Ponte et al.,, 2007, p. 8). Os alunos devem ser
confrontados com situagdes em que tenham de resolver problemas e analisar e discutir a
sua resolucao com os colegas. Os discentes devem alcancar

desembaraco a lidar com problemas mateméticos e também problemas

relativos a contextos do seu dia-a-dia e de outros dominios do saber. Trata-

-se de ser capaz de resolver e de formular problemas, e de analisar diferentes

estratégias e efeitos de alteragdes no enunciado de um problema (Ponte et

al., 2007, p. 8).
Os alunos ndo devem apenas limitar-se a resolver problemas, mas devem também
analisar as diferentes estratégias de resolucdo, verificando as que sdo mais eficazes e

ainda formular novos problemas.

Os autores do Programa de Matematica do Ensino Bésico (Ponte et al., 2007),
apresentam um conjunto de orientacfes metodol6gicas gerais, onde se inclui as
orientacdes metodoldgicas a desenvolver em sala de aula, no que concerne a resolucéo
de problemas. Assim considera-se que o docente devera propiciar frequentemente
situacGes em que os alunos tenham a possibilidade de resolver problemas, analisar e

refletir sobre as suas resolugdes e as dos colegas. O professor devera

dar atencéo aos raciocinios dos alunos, valorizando-os, procurando que eles
os explicitem com clareza, que analisem e reajam aos raciocinios dos
colegas. Atravées da discussdo oral na aula, os alunos confrontam as suas
estratégias de resolugdo de problemas e identificam os raciocinios
produzidos pelos seus colegas. Através da escrita de textos, os alunos tém
oportunidade de clarificar e elaborar de modo mais aprofundado as suas
estratégias e 0s seus argumentos, desenvolvendo a sua sensibilidade para a
importancia do rigor no uso da linguagem matematica (Ponte et al, 2007, p.
9).
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Para Ponte et al. (2007), ter a capacidade de resolver problemas traduz a aptiddo para
realizar com éxito atividades como compreender o problema e identificar a incognita;
escolher as estratégias e os recursos adequados e aplica-los, explorando conexdes
matematicas para ultrapassar dificuldades; e analisar solucGes e rever processos. Os
alunos devem ser confrontados, frequentemente, com diversos tipos de problemas
nomeadamente com problemas que tenham mais do que uma solucdo, que tenham
excesso de dados ou problemas que ndo tenham solucdo e deve-lhes ser pedido que
utilizem diversas estratégias, pois assim estimula-se o0 desenvolvimento da
autoconfianca e da autonomia na realizacdo de situaces ndo familiares. Refere-se ainda
que

A discussdo do problema, tanto em pequenos grupos como em coletivo, é

uma via importante para estimular a reflexdo dos alunos, conduzir a

sistematizacdo de ideias e processos matematicos e estabelecer relacdes com

outros problemas ou com extensdes do mesmo problema (Ponte et al, 2007,
p. 62).

Sintese

A resolucdo de problemas aliada as tecnologias traz vantagens para 0 ensino/
aprendizagem da Matematica, como tem sido referido por vérios autores, tais como
Laborde (1993), Laborde e Laborde (1992), Veloso (1998), Carreira (2003), Fonseca
(2004), Candeias (2005), entre outros.

Assim, Laborde (1993) considerava que uma das ferramentas usada na resolucdo de
problemas geomeétricos é a visualizacdo. Para ela, os Ambientes de Geometria Dindmica
proporcionam, na fase de procura de solugdo de um problema e na fase de verificagdo
da solugdo, um feedback visual, devido a manipulacdo das construcdes realizadas.
Laborde e Laborde (1992) consideravam que a utilizacdo de Ambientes de Geometria
Dinamica auxilia o aluno na resolugdo de problemas e levam-no a refletir sobre os

processos de resolucdo.

Veloso (1998) considera que os Ambientes de Geometria Dinamica sdo “instrumentos
poderosos na resolugdo de problemas e nas atividades de exploragdo, investigacdo e

descoberta da geometria e na Matematica em geral” (p.91).
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Para Carreira (2003), a resolucdo de problemas aliada ao uso das tecnologias traz
vantagens significativas, uma vez que a tecnologia altera 0 modo como um problema de
Matemética é compreendido e resolvido e, por outro lado, o raciocinio e as ideias
matematicas sdo desenvolvidas de acordo com as especificidades e capacidades das
ferramentas usadas. Esta autora refere ainda que um dos fatores que distingue a
utilizacdo adequada da tecnologia em sala de aula é permitir o aparecimento de varias
formas de abordar a resolucdo do mesmo problema. O acréscimo do poder matematico
do aluno ndo se deve unicamente aquilo que a tecnologia tem para oferecer, mas a
juncéo entre a resolucdo de problemas e a tecnologia com a introducdo de atividades

adequadas

Fonseca (2004) afirmava que os computadores, para além de apelarem para a
visualizacdo, possibilitam a utilizacdo da resolucdo de problemas como pano de fundo

para o ensino da Matematica

Cuoco e Goldenberg (2003) consideravam que os Ambientes de Geometria Dindmica
permitem diversificar o tipo de problemas que os alunos podem trabalhar, como por

exemplo, resolver problemas de otimizacao.

Num estudo realizado por Hazzan e Goldenberg (1997), concluiu-se que os alunos nao
resolveram os problemas propostos utilizando um plano inicialmente elaborado, mas
sim de uma forma interativa com varias etapas, nas quais eles verificavam, refletiam e
aperfeicoavam as ideias matematicas que utilizaram. Os Ambientes de Geometria
Dinamica facilitaram este processo, pois os alunos poderam arrastar as figuras ou partes
levando-os a verificar e refletir sobre a sua forma de pensar acerca da matematica

envolvida.

Coelho (1997) realizou um estudo com alunos do 6.° ano de escolaridade no qual
pretendia perceber os processos utilizados pelos alunos na resolugcdo de problemas
geométricos, utilizando o Cabri-géometre. Tal como tinha acontecido com a
investigacdo levada a cabo por Hazzan e Goldenberg, Coelho concluiu que os alunos
ndo elaboravam um plano inicial, resolvendo os problemas por fases, mas verificando
sempre 0s resultados obtidos. O uso do software dindmico foi importante para a
aquisicdo de competéncias e aprendizagens dos alunos, motivando-os para a resolucao

de problemas.
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Piteira (2000), num estudo realizado em duas turmas de diferentes escolas, uma de 8.°
ano e outra de 9.° ano, concluiu que os Ambientes Dindmicos de Geometria Dinamica
sdo uma mais-valia na resolugéo de problemas, uma vez que os alunos podem pesquisar
relacbes, fazer inferéncias, manipular e explorar objetos dinamicamente e ainda
relacionar conhecimentos, sentido a necessidade de usar uma linguagem matematica

rigorosa.

Segundo um estudo realizado por Freixo (2002), a atitude relativamente a resolucdo de
problemas melhorou com a utilizacdo de Ambientes de Geometria Dinamica, levando a
que os alunos a vejam como sinénimo de investigacdo. Por outro lado, os alunos
melhoraram a sua autoestima e a confianca uma vez que tinham de resolver 0s

problemas sozinhos, ou seja, sem o auxilio do professor.

Candeias (2005), no estudo realizado com alunos do 8.° ano, concluiu que estes utilizam
0s Ambientes de Geometria de Dinamica, para resolver problemas geométricos, mesmo

quando o podem fazer sem o seu auxilio:

Todos os alunos preferiram resolver os problemas nas paginas do programa
informéatico, sendo comum a resolucdo de varios problemas ao mesmo
tempo, existindo dinamismo na reformulacdo de respostas e na descricdo
dos processos utilizados (p. 237).

Verificou-se ainda que os alunos preocupavam-se em “escrever o processo de resolugao
e a verificar se a resposta que estavam a pensar dar verificava todas as condi¢des do
problema.” (Candeias, 2005, p. 238).

O NCTM (2007) salienta que os Ambientes de Geometria Dinamica sdo ferramentas
bastante Uteis para a formulacéo de problemas significativos, pois podem-se formular

problemas baseados no quotidiano dos alunos.

Assim, a literatura existente tem referido que os Ambientes de Geometria Dinamica
favorecem néo sé a resolugéo de problemas como a formulacdo dos mesmos, sendo uma

mais-valia para os alunos.
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Capitulo IV

Metodologia

O presente capitulo tem a finalidade de apresentar e justificar as opcdes metodoldgicas
que foram tomadas no &mbito da presente investigacdo. E ainda feita uma descricdo do
contexto da investigacdo, onde se apresenta a escola, a sala de aula e os grupos de
alunos que, enquanto turma, constituem o estudo de caso. Posteriormente explica-se a
intervencdo didatica, em que é apresentado o tema trabalhado, como foi feita a
organizacdo do trabalho e as tarefas utilizadas. Por fim sdo referidas as técnicas de

recolha e anélise de dados utilizadas na investigag&o.

Opcdes metodoldgicas

O estudo apresentado enquadra-se numa investigacdo de natureza qualitativa. Bogdan e
Biklen (1994) referem que neste tipo de investigacdo, o investigador é o instrumento
principal de recolha de dados, e 0 ambiente natural constitui a fonte direta de dados.
Estes autores consideram ainda que a investigacao de natureza qualitativa caracteriza-se
por ser descritiva, pois os dados recolhidos séo descritos, tendo a forma de imagens ou
palavras que assumem importantes papéis. Este tipo de investigagdo requer que o
investigador tenha em atencédo todos os detalhes do ambiente que o circunda, pois tudo
pode ser importante para uma melhor percecdo do seu objeto de estudo. Bogdan e
Biklen (1994) salientam que neste tipo de investigagdo, o investigador estd mais
interessado nos processos do que nos resultados ou produtos. A analise dos dados, na
investigacdo de natureza qualitativa, é feita de forma indutiva, isto é, o investigador ao

recolher os dados, ndo tem como objetivo confirmar hipoteses inicialmente construidas.
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Estes autores referem que outra caracteristica deste tipo de investigacéo € o facto de os
investigadores qualitativos se preocuparem em compreender o significado que 0s
participantes atribuem as suas experiéncias.

O presente estudo decorreu nas aulas de Matematica de uma turma de 8.° ano de
escolaridade, no qual foi trabalhada a resolucdo de problemas com o auxilio de um
Ambiente de Geometria Dindmica, o0 GeoGebra. Tendo em conta que a professora da
turma é simultaneamente a investigadora, o presente estudo é também uma investigacao
sobre a minha prética pedagogica. Ponte (2002) refere que a investigacao sobre a pratica
profissional do professor aliada a sua participacdo no desenvolvimento curricular € um
elemento fundamental da sua identidade enquanto docente. Alarcdo (2001) realca que a
ideia do professor-investigador surgiu com Lawrence Stenhouse, em 1975, e salienta
que todo o docente deve refletir e questionar-se sobre as suas proprias praticas. Para
Ponte (2002), esta investigacao é um método excecional de construgdo do conhecimento
profissional. Este autor afirma ainda que:

A investigacdo sobre a sua pratica é, por consequéncia, um processo
fundamental de construcdo do conhecimento sobre essa mesma prética e,
portanto, uma atividade de grande valor para o desenvolvimento
profissional dos professores que nela se envolvem ativamente (Ponte, 2002,

p. 6).
Também Sierpinska e Kilpatrick (1998) afirmam que os docentes que sd0 a0 mesmo
tempo investigadores estdo numa posicdo privilegiada, pois para além de ensinar e

planificar o seu trabalho, refletem e analisam as suas aulas.

Ponte (2004) considera que o que distingue a investigacdo sobre a pratica da reflexdo
sobre a prética é o facto de a investigacao se iniciar com a identificacdo de um problema
relevante e seguir uma metodologia rigorosa, através da qual se procura uma resposta
convincente. A investigacao termina quando é apresentada, discutida e validada no seio
de uma comunidade educativa, ou seja, quando é tornada publica. Esta opinido é
partilhada por Beillerot (2001).

Ponte (2002) salienta que uma investigagdo sobre a pratica deve obedecer a um
conjunto de critérios de qualidade, que sdo apresentados na tabela seguinte:
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Critério A investigacao

Vinculo com | Reporta-se a uma questéo pratica vivenciada pelos atores.
a pratica

Autenticidade

Expressa o ponto de vista pessoal dos atores e sua articulagdo com
0s varios contextos em que estdo inseridos.

Inclui elementos novos, que podem ser relacionados com a
formulacdo de questbes, a metodologia utilizada ou com a

Novidade interpretacdo dos dados.

Apresenta de forma clara, questdes e procedimentos de recolha de

ualidade . 1 X .
Q dados, assim como conclusdes apoiadas nos dados recolhidos.

metodoldgica

Qualidade | E publica e foi discutida por diversos atores
dial6gica

Tabela 1: Critérios de qualidade da investigacao sobre a pratica

Assim, Ponte (2002) considera que uma investigacdo sobre a pratica deve merecer o
respeito e o interesse da comunidade académica, sempre que respeita 0s critérios
indicados no quadro anterior, uma vez que poderd ser importante para toda a
comunidade.

Tendo em conta que o objetivo do presente estudo é compreender como é que 0 uso do
GeoGebra, em sala de aula, pode contribuir para promover o desenvolvimento da
capacidade de resolucdo de problemas em alunos do 8.° ano do Ensino Basico, optei
pela modalidade de estudo de caso para concretizar o0 meu estudo pois pretendo obter
uma descrigdo rica e pormenorizada de como a turma se revela nesta intervengdo
didatica.

Para Ponte (2006), um estudo de caso é uma investigacdo acerca de uma entidade bem
definida, na qual se pretende conhecer em profundidade essa entidade, realcando as suas
proprias caracteristicas e identidade. O investigador ndo pretende alterar uma
determinada situacdo mas sim compreendé-la — por isso, o estudo de caso ndo €
experimental. Como o estudo tem por base o trabalho de campo realizado e a analise
documental, trata-se de uma investigacdo de natureza empirica. Num estudo de caso é
elaborada uma descri¢cdo pormenorizada, factual, literal e 0 mais completa possivel do
objeto de estudo de modo a compreender a entidade definida inicialmente.

Ponte (1994) considera que:

(...) os estudos de caso nao se usam quando se quer conhecer propriedades
gerais de toda uma populacéo. Pelo contrério, usam-se para compreender a
especificidade de uma dada situacdo ou fendmeno, para estudar 0s processos
e as dindmicas da préatica, com vista a sua melhoria, ou para ajudar um dado
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organismo ou decisor a definir novas politicas, ou ainda para formular novas
teorias (p. 17).

Ponte (2006) classifica os estudos de caso, de acordo com o propdsito a que se
destinam, como exploratdrios, descritivos ou analiticos. Os estudos exploratorios tém
como objetivo obter informacgdo prévia acerca do respetivo objeto de interesse. Os
estudos descritivos tém como finalidade descrever o estudo de caso. Por fim, os estudos
analiticos, pretendem problematizar o objeto do estudo, desenvolver ou construir nova
teoria ou entdo, confronté-la com teoria que j& existe. Assim, 0 presente estudo € um

estudo de caso de natureza descritiva com caracteristicas analiticas.

E de salientar que as investigacdes desta natureza devem ter em conta questdes de
ordem ética, nomeadamente no que se refere ao anonimato dos participantes e ao
consentimento informado dos participantes do estudo. Assim, antes da realizacdo deste
estudo solicitei, por escrito, autorizacdo ao Diretor do Agrupamento de Escolas onde foi
realizada a investigacdo, informando-o sobre a finalidade da mesma, os objetivos, o tipo
de dados a recolher e a forma como se iria proceder a essa recolha. Posteriormente
solicitei, por escrito, autorizacdo aos pais e encarregados de educacdo dos alunos da
turma que participou na investigagdo, tendo sido facultada toda a informagéo
anteriormente descrita. Quanto ao anonimato da escola e dos alunos envolvidos no

estudo, este foi mantido durante todo o processo que envolveu a presente investigacao.

Contexto da investigacdo

De seguida faz-se uma apresentagédo da escola, onde decorreu a investigacdo, da sala de
aula e da turma participante.

A escola

A escola onde se realizou a investigagdo é a sede de um Agrupamento de Escolas,
situado no distrito de Setlbal. Esta escola faz parte de um concelho, que segundo o0s
Censos 2001, tinha 14 287 habitantes, dos quais 12,9% eram jovens, com menos de
quinze anos. Grande parte da populacdo dedica-se ao sector primario, ou seja, a

agricultura e pecuéria. No ano em que se realizou a investigacdo, a escola sede incluia
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turmas do Pré-escolar ao 3.° ciclo de escolaridade. E de salientar o facto de haver dez
turmas do 3.° ciclo, onde estéo incluidas duas turmas do Curso de Educacéo e Formacao
de Jovens e uma turma de Programa Individual de Educagéo e Formagdo. A escola
apresenta no seu Projeto Educativo, 0 insucesso escolar, o absentismo/ assiduidade e o
abandono escolar e a indisciplina, como sendo os principais problemas dos alunos.

A escola encontra-se relativamente equipada de infraestruturas e materiais didaticos,
sendo que a maioria das salas apresenta-se equipada com um computador e um projetor

de video e algumas delas possuem também quadro interativo.

A sala de aula

A sala onde decorreu a intervencdo didatica € uma sala de informatica, equipada com
computadores, videoprojector, uma tela de projecdo e varias mesas e cadeiras. A sala
encontrava-se relativamente cuidada, estando dois computadores avariados. A maioria
dos computadores tinha instalado 0 Ambiente de Geometria Dinamico GeoGebra.

Esta sala esta disponivel para ser utilizada, mediante a realizacdo de uma requisicao
feita antecipadamente, pelo que foi facil conseguir as condi¢des logisticas para esta
intervencdo. Cada um dos seis grupos de alunos em que a turma foi dividida tinha um
computador com o software GeoGebra instalado, a sua disposicdo, e ao longo da

intervencdo didatica ocuparam sempre 0 mesmo computador, salvo em raras excecoes.

A turma

A turma participante no estudo é de 8.° ano de escolaridade, constituida por dezoito
alunos, dez do sexo masculino e oito do sexo feminino. A maioria dos alunos reside na
localidade onde estd inserida a escola sede do Agrupamento e tém idades
compreendidas entre os treze e os dezassete anos, ndo havendo alunos repetentes. A
turma tem dois alunos com Necessidades Educativas Especiais, um deles com um
Curriculo Especifico Individual e outro com adequagfes curriculares individuais e
adequacdes no processo de avaliacdo. O primeiro aluno ndo participou no estudo, dadas

as suas caracteristicas, mas o segundo participou.

A investigadora ja conhecia a turma, uma vez que foi sua professora também no ano

letivo anterior a recolha dos dados. No ano letivo anterior o comportamento e
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aproveitamento da turma tinham sido considerados, pelo conselho de turma, como
bastante satisfatorios mas, no final do primeiro periodo, do presente ano letivo,
2011/2012, o comportamento foi considerado como satisfatorio e o aproveitamento
pouco satisfatorio, dado o nimero de alunos com trés ou mais niveis inferiores a trés. E
de referir que no final do primeiro periodo, foram atribuidos, a disciplina de
Matemaética, sete niveis inferiores a trés, dois niveis trés e oito niveis quatro. Grande
parte dos alunos da turma refere que a sua disciplina preferida é a Matemaética,
verificando-se isso na forma como se empenham na realizacdo das tarefas propostas e

no gosto de querer saber mais.

De forma a realizar a presente investigacdo, a turma foi dividida em seis pequenos
grupos. Os grupos foram formados pela docente da turma que, como ja foi referido,
também ¢é a investigadora. Ao constituir os grupos houve o cuidado de ter em atencéo a
afinidade dos elementos que iriam constituir o grupo, para além do seu comportamento
e empenho em sala de aula. Um grupo era constituido por dois elementos e todos os

outros tinham trés elementos.

Grupo 1: Este grupo era 0 mais pequeno, sendo composto por duas alunas, ambas com
um comportamento exemplar. Uma das alunas apresentava algumas dificuldades na
disciplina de Matematica, era pouco auténoma e pouco participativa mas era
empenhada. A outra aluna era muito esforcada, empenhada, autbnoma e muito
participativa. Apresentava um nivel de conhecimentos matematicos bastante satisfatorio
e alguma facilidade ao nivel da comunicacdo matematica. Estavam muito habituadas a
trabalhar juntas, em contexto de sala de aula. A primeira aluna apresentava bastantes
dificuldades na resolucdo de problemas, desistindo a primeira dificuldade, enquanto que

a segunda era muito mais persistente na resolucéo de problemas.

Grupo 2: O grupo era constituido por trés elementos, duas raparigas e um rapaz, tendo
todos os alunos um comportamento satisfatorio, em sala de aula. Uma das alunas era
muito participativa, empenhada e autdbnoma, apesar de ser um pouco distraida. Era uma
aluna que expressava a sua opinido sem problemas e tinha vontade de aprender e querer
saber mais. Tinha um bom nivel de conhecimentos matematicos e conseguia-os aplicar
sem grandes dificuldades. Gostava de resolver problemas matematicos, apesar de ter
alguma tendéncia para desistir quando ndo os conseguia resolver logo a primeira

tentativa. Os outros dois alunos ndo eram tdo autonomos, mas participavam ativamente
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nas tarefas propostas. Eram alunos muito inconstantes em termos de aproveitamento,
principalmente devido & falta de métodos de estudo. Em relacdo a resolucdo de
problemas, apresentavam algumas dificuldades, principalmente devido a dificuldade de

interpretacdo do problema.

Grupo 3: Este grupo, tal como o anterior, era formado por duas raparigas e um rapaz. As
duas alunas eram muito empenhadas e trabalhadoras, apresentando um aproveitamento
entre 0 bom e o muito bom a disciplina de Matematica. Uma das alunas tinha muita
facilidade em termos de comunicacdo matematica, era muito participativa e raramente
ficava satisfeita com a sua prestacdo em sala de aula, pois queria sempre fazer e saber
mais. As duas alunas gostavam de resolver problemas, apesar de nem sempre
conseguirem chegar a sua solucdo, pois nem sempre definiam a estratégia mais
adequada. O aluno era pouco empenhado na realizacdo das tarefas propostas e
apresentava um aproveitamento bastante insatisfatorio. Raramente cumpria as tarefas
dentro do prazo, mesmo com a ajuda de colegas ou da docente. Era muito pouco
participativo e distraia-se com bastante facilidade. Apresentava grandes dificuldades na

resolucdo de problemas.

Grupo 4: O grupo era constituido por uma rapariga e dois rapazes. A aluna, no ano
letivo anterior era muito trabalhadora e empenhada, mas no presente ano letivo
demonstrou-se menos participativa € menos concentrada. Apesar de ter capacidades,
distraia-se com muita facilidade e na maioria das vezes ndo terminava as tarefas
propostas dentro do prazo estabelecido. Relativamente aos rapazes, um deles era muito
trabalhador e empenhado, apesar de ser pouco participativo. O outro aluno era muito
conflituoso em sala de aula, nem sempre realizava as tarefas propostas e varias vezes
fazia comentéarios despropositados. Nenhum dos colegas da turma gostava de trabalhar
com este aluno em sala de aula, uma vez que ele ficava a espera que os colegas
realizassem as atividades por ele e quando era chamado a atencéo referia que eram 0s
colegas que ndo o deixavam trabalhar. Os trés alunos sentiam alguma dificuldade na
resolucdo de problemas, sendo que a sua maior dificuldade era na definicdo da

estratégia a usar.

Grupo 5: Este grupo era constituido por dois alunos e uma aluna. Um dos alunos era
hiperativo e tomava medicagédo para a hiperatividade. Apresentava um comportamento

pouco adequado, essencialmente devido a sua patologia. Distraia-se com bastante
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facilidade e tinha muita dificuldade em se concentrar nas tarefas propostas quando
trabalhava individualmente. Quando trabalhava em grupo a sua postura melhorava um
pouco, devido ao incentivo e apoio dado pelos colegas do grupo. Apresentava algumas
dificuldades ao nivel dos conhecimentos matematicos essencialmente devido a falta de
habitos de estudo e métodos de trabalho e a falta de atencdo e concentracdo em sala de
aula. Os outros dois alunos apresentavam um aproveitamento entre 0 bom e o muito
bom, eram muito empenhados e muito trabalhadores. Eram alunos autonomos e
apresentavam um bom raciocinio matematico. Estes dois alunos gostavam de resolver

problemas e consideravam-nos como um desafio.

Grupo 6: Este grupo era constituido por trés alunos. Um dos alunos tinha necessidades
educativas especiais, com adaptagdes curriculares e condi¢des especiais de avaliacao.
Era um aluno com um comportamento instavel e com poucos héabitos de estudo. Os
outros dois alunos apresentavam um aproveitamento muito bom, eram muito
empenhados e tinham vontade de saber mais. Eram alunos muito auténomos e
geralmente terminavam as tarefas dentro dos prazos previstos, no entanto, distraiam-se
com alguma facilidade. Eram alunos que tinham um bom nivel de raciocinio
matematico e tinham alguma facilidade em aplicar e relacionar conhecimentos
matematicos. Consideravam a resolucdo de problemas como um desafio, pelo que se

empenhavam bastante na sua resolugéo.

As caracteristicas comuns a todos os grupos eram o empenho na realizacdo das tarefas
propostas e 0 gosto pela resolucdo de problemas. Todos os alunos ja tinham trabalhado
com o software GeoGebra nas aulas de Matematica, no presente ano letivo e no ano

letivo anterior.

A intervencao didatica
De seguida sera apresentado o tema explorado na intervengdo didatica, tendo por base o

Programa de Matematica do Ensino Basico (Ponte et al., 2007). Apresenta-se ainda, as

tarefas exploradas e a forma como foi organizada a intervencao didatica.
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O tema

O presente estudo pretende perceber como se caracterizam as resolucdes dos problemas
apresentadas pelos alunos, que tipo de estratégias de resolucdo de problemas estes
utilizam, e que formulagéo de novos problemas surge a partir dos problemas resolvidos.
Assim, o objetivo do presente estudo é perceber de que forma o GeoGebra pode
contribuir para desenvolver a capacidade de resolucdo de problemas nos alunos, uma
das capacidades transversais a toda a aprendizagem da Matematica valorizada nas

orientac@es curriculares do ensino bésico.

Assim, com esta intervencdo pretende-se desenvolver os seguintes objetivos gerais e
especificos, explicitados no Programa de Matematica do Ensino Béasico (Ponte et al.,
2007)

Objetivos gerais:

OG1 - Interpretar enunciados matematicos formulados;

OG 2 - Usar a linguagem matematica para expressar as ideias matematicas
com precisao;

OG3 - Descrever e explicitar, oralmente e por escrito, as estratégias e
procedimentos matematicos que utilizam e os resultados a que chegam;

OG4 - Argumentar e discutir as argumentagdes dos outros;

OG5 - Compreender problemas em contextos matematicos e nao
matematicos e de os resolver utilizando estratégias apropriadas;

OG6 - Apreciar a plausibilidade dos resultados obtidos e a adequacdo ao
contexto das solugdes a que chegam;

OG7 - Monitorizar o seu trabalho e refletir sobre a adequacdo das suas
estratégias, reconhecendo situacdes em que podem ser utilizadas estratégias
diferentes (p. 5).

Obijetivos especificos:

OE1 - Identificar os dados, as condigdes e o objetivo do problema;

OE2 - Conceber e pdr em pratica estratégias de resolucdo de problemas,
verificando a adequacdo dos resultados obtidos e dos processos utilizados;
OE3 - Averiguar a possibilidade de abordagens diversificadas para a
resolucdo de um problema;

OE4 - Formular problemas a partir de situacbes matematicas e nao
matematicas (p. 63-64).

Optou-se por escolher problemas geométricos, um dominio tematico que em geral

oferece dificuldades aos alunos, por um lado atendendo as possibilidades que o
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GeoGebra oferece neste dominio, por outro lado pela maior facilidade de integracdo

curricular que oferecia em termos da concretizacdo do programa nesta turma de 8.° ano.

Organizacao do trabalho

Tal como foi anteriormente referido, a intervencdo didatica foi realizada numa sala de
informéatica devidamente apetrechada. Ao longo da intervencdo didatica foram
realizadas sete tarefas, em sete aulas de 90 minutos de Matematica, de acordo com

calendarizagéo seguinte:

Data Tarefa Duracéo
31/10/2011 Tarefa 1: Os trés amigos 90 minutos
07/11/2011 Tarefa 2: As jogadoras de basquete 90 minutos
14/11/2011 Tarefa 3: O logotipo 90 minutos
21/11/2011 Tarefa 4: A estrada circular 90 minutos
28/11/2011 Tarefa 5: Os naufragos 90 minutos
9/12/2011 Tarefa 6: Um quadrado inscrito num triangulo 90 minutos
06/01/2012 Tarefa 7: O moinho de vento 90 minutos

Tabela 2: Calendarizagdo das tarefas

Como se pode observar, as primeiras cinco tarefas foram realizadas com uma semana de
intervalo entre elas e as duas Ultimas foram aplicadas com um intervalo de tempo
superior, devido a existéncia de outras atividades programadas no Plano Anual de

Atividades da escola e inseridas no Projeto Curricular da Turma.

As aulas foram estruturadas tendo em conta trés fases. Na primeira fase da aula era
apresentada aos alunos a tarefa a resolver e em seguida distribuia-se a cada aluno uma
fotocopia com o enunciado da mesma. Esta primeira fase demorava cerca de cinco
minutos. Numa segunda fase, que correspondia a cerca de 50 minutos, os alunos
resolviam o problema, com o auxilio do GeoGebra, registavam as suas conclusfes e
formulavam um novo problema inspirados no que tinha sido acabado de resolver. A

ultima fase, correspondente a cerca de 30 minutos, era dedicada a exploracdo e
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discussao das varias resolucdes elaboradas pelos diferentes grupos e a apresentacdo dos

problemas formulados.

No final de cada aula, a docente/investigadora recolhia a resolucdo dos alunos através
dos ficheiros do GeoGebra, guardados em cada computador e recolhia também os

registos escritos feitos pelos grupos na fotocépia inicialmente fornecida.

As tarefas

No decorrer da intervencdo didatica foram propostas sete tarefas, as quais sdo
consideradas como problemas para estes alunos, uma vez que em todas as tarefas
propostas os alunos ndo conhecem um método que indique completamente o método de
resolucdo (Lester, 1983), ou ndo sabem imediatamente como chegar até a solucao (Vale
& Pimentel, 2004).

As sete tarefas propostas tinham uma estrutura idéntica, a qual foi adotada com o
propdsito de permitir desenvolver os diversos objetivos associados a resolucdo de
problemas, incluindo a formulacdo de problemas. Iniciava-se a tarefa com o enunciado
do problema. Depois, era pedido na alinea a), que o grupo resolvesse o problema usando
0 GeoGebra e que gravasse no final o ficheiro com essa resolucdo. Na alinea b) era
perguntado ao grupo qual era a solucdo do problema apresentado e como a tinham
descoberto, explicando a estratégia utilizada. Por fim, na alinea c), era pedido ao grupo
que formulassem um outro problema, inspirado no problema que tinham terminado de
resolver. E de salientar ainda que todas as tarefas propostas podiam ser resolvidas com

recurso a diferentes estratégias.

A tarefa 1 (ANEXO ), “Os trés amigos”, era um problema em que eram dadas algumas
informacdes acerca de trés amigos que estavam a brincar as escondidas no patio da
escola e pedia-se aos alunos que, com base nos dados, descobrissem onde estava um dos

amigos.

Na tarefa 2 (ANEXO I1), “As jogadoras de basquete”, os alunos tinham de descobrir a
que distancia estavam trés jogadoras de basquetebol, sabendo que estavam todas a
mesma distancia umas das outras e a uma determinada distancia do centro do campo. A

resolucdo deste problema era facilitada se os alunos fizessem a conex&o entre varios
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conceitos matematicos, nomeadamente se utilizassem os conhecimentos acerca das

propriedades dos tridngulos equilateros.

A tarefa 3 (ANEXO I1I), “O logétipo”, para além de ser um problema geométrico
incentivava a criatividade dos alunos. Era apresentado um concurso para um logétipo do

Clube da Matematica de uma determinada escola, que tinha de obedecer a duas regras:
. 2 , .
ser um poligono regular e ter 3 da area total pintada. Perguntava-se aos alunos qual

poderia ser o logotipo, ou seja, os alunos teriam de construir um log6tipo que
satisfizesse as regras inicialmente estabelecidas.

Na tarefa 4 (ANEXO V), “A estrada circular”, os alunos tinham de descobrir onde
deveria passar uma estrada circular, sabendo que estava a igual distancia de quatro
castelos. Os alunos teriam de colocar os castelos aleatoriamente e depois descobrir onde
deveria ficar a estrada e concluir que havia apenas uma Unica solucdo para cada quatro
castelos. E de salientar que apenas haveria uma infinidade de solucdes para o caso

particular, em que os quatro castelos estdo sobre os vértices de um quadrado.

Na tarefa 5 (ANEXO V), “Os naufragos”, os alunos tinham de descobrir onde deveriam
ser construidas as casas de dois naufragos, sabendo que a ilha tinha a forma de um
triangulo equilatero, e que um deles queria ir todos os dias a praia e que havia trés praias
na ilha, que correspondiam a cada um dos lados do triangulo e que o outro queria ir
todos os dias a cada vértice da ilha. Os alunos poderiam optar por vérias estratégias para

resolver este problema.

A tarefa 6 (ANEXO VI), “ Um quadrado num tridngulo”, questionava os alunos sobre
se era sempre possivel inscrever um quadrado num tridngulo. Os alunos teriam de
verificar para cada tipo de triangulo, se conseguiam ou ndo inscrever um quadrado e
depois generalizar. Os alunos deveriam encontrar a estratégia mais adequada para

conseguirem concluir que é sempre possivel inscrever um quadrado num triangulo.

Na tarefa 7 (ANEXO VII), “O moinho de vento”, era apresentado um moinho de vento
formado por seis tridngulos geometricamente iguais, igualmente espacados e
perguntava-se aos alunos como se poderia construir o0 moinho de vento e se haveria
apenas uma forma de o construir. Neste problema os alunos poderiam utilizar os
conhecimentos acerca das isometrias, cujo conteudo ja tinha sido lecionado, mas que

ainda ndo estava consolidado.
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Recolha de dados

A recolha de dados foi realizada integralmente por mim. Tendo em conta o que é
recomendado por Yin (2003), procurei recolher os dados através de diferentes fontes,
nomeadamente através da observacdo acompanhada de gravacdo video das aulas, da
analise documental dos documentos escritos pelos alunos, dos ficheiros do GeoGebra

gravados pelos alunos e dos registos livres elaborados por mim enquanto investigadora.

No inicio da investigacdo, foi solicitada autorizagdo ao Diretor do Agrupamento de
Escolas (ANEXO VIII) e aos pais e encarregados de educacdo (ANEXO [IX), para que

as aulas pudessem ser filmadas.

De acordo com Stake (2009), o investigador do estudo de caso de natureza qualitativa
deve manter, durante a observacdo, um bom registo dos acontecimentos de forma a
garantir uma descricédo fidedigna para analisar posteriormente e para elaborar o relatério
final. Assim, nesta investigacdo, as observacfes ocorreram durante toda a intervencéo
didatica, tendo sido filmadas todas estas aulas. A cdmara de video foi colocada num
canto da sala, em cima de uma estante de forma a captar todas as intervencdes dos
alunos da turma alvo do estudo de caso e estava ligada durante os noventa minutos de
duracdo da aula. A principal funcdo da camara de video era captar as questdes colocadas
pelos alunos, as afirmacdes proferidas e a exploracdo e discussao das conclusdes entre

os varios alunos da turma.

A andlise documental foi outra das técnicas de recolha de dados utilizada. Assim, a
analise documental teve em conta as resolucdes dos diferentes grupos, em papel e no
GeoGebra, dos problemas propostos e os registos livres dos acontecimentos efetuados
por mim, enquanto investigadora. E de salientar que as resolugbes dos grupos em
suporte papel foram posteriormente guardadas e organizadas em suporte digital, tal

como aconteceu com os ficheiros do Geogebra produzidos pelos alunos.
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Analise de dados

A andlise de dados estd diretamente ligada a recolha de dados, sendo um processo
principalmente descritivo e interpretativo e teve por base o problema, as questdes de
investigacdo, a revisao da literatura e os dados recolhidos. Assim, a analise de dados foi
realizada em duas fases, durante a presente investigacdo. Numa primeira fase, e apos a
realizacdo de cada tarefa, analisei os dados obtidos a partir da gravacdo video, dos
registos efetuados, e das resolucbes dos alunos em suporte papel e no GeoGebra. De
forma a melhor evidenciar o trabalho desenvolvido por cada um dos grupos, em cada
uma das tarefas, optei por iniciar a sua analise apresentando alguns comentarios
proferidos pelos alunos durante a resolucdo da mesma. Depois apresento a resolucéo
descrita pelo grupo, seguida da sua resolugcdo no GeoGebra, optando, na maioria dos
casos por seguir a ordem dos grupos, isto €, apresentando a resolucdo do grupo 1 e
terminando na resolucdo do grupo 6. Posteriormente é apresentado o problema
formulado por cada um dos grupos, seguindo novamente a ordem dos grupos. Esta
primeira analise permitiu-me consolidar ideias sobre a investigacdo que estava a realizar

bem como avaliar expectativas e validar interpretacdes.

A segunda fase decorreu apds a recolha de todos os dados. Tendo em conta a revisdo da
literatura e a primeira andlise efetuada, defini as categorias de analise (ANEXO X),
tendo considerado trés dominios: caracterizacdo das resolucles; estratégias de
resolucdo; formulacdo de problemas. Relativamente ao primeiro dominio,
caracterizacdo das resolucdes, considerei trés categorias: a) Adequacdo; b) Rigor; c)
Robustez. Para o segundo dominio, estratégias de resolucdo, considerei oito categorias:
a) Descobrir um padrdo/descobrir uma regra ou lei de formacdo; b) Fazer tentativas/
Fazer conjeturas; ¢) Trabalhar do fim para o principio; d) Usar deducdo légica/fazer
eliminacdo; e) Reduzir a um problema mais simples; f) Fazer uma simula¢do ou uma
experimentacdo; g) Fazer um diagrama ou esquema; h) Fazer uma lista organizada ou
uma tabela. No que concerne ao ultimo dominio, formulacédo de problemas, defini duas
categorias: a) Variacdo do problema dado, onde se incluiu trés subcategorias: i) variar

o0s dados; ii) variar as condigdes; iii) variar o contexto; b) Problema novo.
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Com base nas categorias atras referidas, analisei todos os dados recolhidos de cada
grupo relativamente a cada tarefa e posteriormente realizei uma andlise cruzada, tendo
em conta as questdes do estudo, de modo a encontrar analogias e divergéncias,
formulando entdo as conclusdes. E de salientar que, em relacdo as estratégias de
resolucdo dos problemas, os dados recolhidos revelaram a irrelevancia de algumas das
categorias inicialmente definidas, uma vez que ndo foram utilizadas por nenhum dos
grupos, por este motivo, na apresentagdo das conclusbes deste estudo, apenas sé&o

referidas as estratégias pertinentes.
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Capitulo V

A turma e a resolucéo de problemas com o0 GeoGebra

No presente capitulo irei apresentar o estudo de caso da turma participante na
intervencdo didatica. Os resultados serdo apresentados por tarefa de modo a permitir
uma descricdo e analise mais aprofundada acerca do desempenho de cada grupo

participante.

Tarefa 1: Os trés amigos

Na tarefa 1 (ANEXO 1) os alunos tinham de descobrir onde estava um dos amigos, o
Luis, tendo em conta os dados do problema. Durante a realizagdo deste problema, tive a
necessidade de explicar aos alunos como podiam dar um novo nome aos pontos que
tinham marcado, para tornar mais percetivel a sua resolucdo, uma vez que eles ainda
ndo tinham utilizado esta funcdo do GeoGebra. Foi ainda necessario explicar, que
podiam recuperar 0s passos utilizados na sua resolucdo, utilizando o protocolo de
construcdo, uma vez que, quando era pedido para explicar como tinha sido resolvido o
problema, os alunos sentiam alguma dificuldade em recordar todos os passos seguidos.
Enquanto os alunos resolviam o problema, ouviam-se 0s comentarios:

Margarida (grupo 5): Isto ndo se endireita!

Anaisa (grupo 2): Ha sempre um que néo da!

Andreia (grupo 1): Este ponto ndo mexe!

No decorrer da resolugdo do problema os alunos foram fazendo vérias tentativas,
tentando mover alguns dos pontos, que representavam cada um dos amigos, de forma a

verificarem as condi¢des do problema.
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O grupo 1, depois de varias tentativas descreve de seguida a sua resolucao do problema
apresentado.
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Figura 3: Resolugéo descrita pelo grupo 1

Apesar de o grupo ndo ter referido quando relatou a sua resolugéo, pode-se verificar,
através do protocolo de construcdo que a seguir se apresenta, que os alunos
determinaram a distancia entre o Rui e o Daniel, entre o Daniel e o Luis e entre o Rui e
0 Luis, e depois moveram os varios pontos, até que as distancias verificassem as

condigdes do problema.

{} GeoGebra - G1_tarefal.ggb

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
D ° - Mover
Arraste um objecto seleccionado (Esc)
) FQ Protocolo de construgdo |il
Rl Ficheiro Exibir Ajuda
N [Nome [Definigdn
1 Paonto Rui
2 Ponto Daniel
RuiDaniel = 6.99 3 Segmentoa Segmento [Rui Daniel]
RuiLuis = 4 4 Numero distanciaRuiA Distancia de Rui a Daniel
5 Texto TextoRuiA "averline{" + (Nome[Rui]) + (Nome[Daniel])
Daniel 6 Ponto Luis
* 7 Mdmero distanciaLuisDaniel |Distancia de Luis a Daniel
LuisDaniel=§ 8 Texto TextoLuisDaniel "overline" + (Mome[Luis]) +
9 Ndmero distanciaRuiluis Distancia de Rui a Luis
10 Texto TextoRuilLuis "overline{" + (Nome[Ruil) + (Nome[Luis]) +
11 Segmenio b Segmento [Rui Luis]
12 Segmento ¢ Segmento [Luis Daniell

Figura 4: Resolucéo do grupo 1 no GeoGebra

Este grupo apenas conseguiu encontrar uma solucdo para o problema.

O grupo 2 comegou por construir uma circunferéncia com centro no Rui e raio sete
unidades, de seguida marcaram um ponto Daniel, que pertencia a circunferéncia e
posteriormente tracaram o segmento de reta [RuiDaniel]. Depois tragaram um segmento
de reta com origem no ponto Rui e com quatro unidades de comprimento e um
segmento com origem no ponto Daniel e com cinco unidades de comprimento, obtendo
assim dois novos pontos, o ponto C e o ponto que definiram como sendo o Luis. Depois
moveram 0s pontos C e Luis, até encontrar a intersec¢do desses dois pontos o qual

correspondia ao local onde estaria o Luis. O grupo teve alguma dificuldade em explicar
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a forma como chegaram a solucdo do problema, como se pode verificar na figura

abaixo.
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Figura 5: Resolucéo descrita pelo grupo 2

Mas com o auxilio do protocolo de construcdo do GeoGebra, a resolucdo esta bem

evidente, como se pode verificar na figura seguinte.

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

‘i_. Recta definida por dois pontos
5 Seleccione dois pontos

f €2 Protocolo de construgdo @
Ficheiro Exibir Ajuda
Ne ]Nome ] IOeﬁnigéo
1 Ponto rui
2 (Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro rui e raio 7
3 |Ponto Daniel Ponto em Circunferénciarui, 7]
4 Segmento a Segmento [rui Daniel]
5 |PontoC Ponto em Circunferéncialrui, 4]
6 Segmentob Segmento [rui C]
7 |Ponto Luis Ponto em Circunferéncia[Daniel, 5]
8 Segmentod Segmento [Daniel Luis]
[oisDanieia 5 9 Nimero distanciaCA Distancia de C a rui
10 Texto TextoCA "overline{” + (Nome[C]) + (Nomefrui]) +"}\,
Panial 11 Namero distanciaAB Distancia de rui a Daniel
wiDanial=7 12 Texto TextoAB "overline(" + (Nomelruil) + (Nome[Daniel])
13 |NOmero distanciaDB Distancia de Luis a Daniel
14 Texto TextoDB "\overline{" + (Nome[Luis]) +

Figura 6: Resolucéo do grupo 2 no GeoGebra

Este grupo apenas encontrou uma solucdo para o problema.

O grupo 3 também utilizou, no decorrer da resolucdo do problema, a construgdo de uma

circunferéncia, tal como ¢é referido na figura seguinte.
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Figura 7: Resolugdo descrita pelo grupo 3

Este grupo apenas encontrou uma solucdo para o problema e a resolucdo realizada no

GeoGebra pode ser observada na figura abaixo.

Ficheiro Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janeld €2 Protocolo de construgio

A
[ ]
3]

AAd=]e)d

av) av) and
Rui

‘ RuiLuis = 4

Ficheiro Exibir Ajuda

N® |N0me

[Definicao

1 |Ponto Rui

2 |Ponto Daniel

3 |Segmento a

4 |Mdmero distinciaRuiDanisl
5 |Circunfarénciac

6 |Ponto Luis

7 |Segmentob

8  |Mdmero distinciaDaniglRui
9 Texo TextoDanielRui

10 |Ndmero distdnciaDanielA
11 [Texto TextoDanielA

12 |Ndmero distdnciaRuiluis
13 Texto TextoRuiLuis

14 Segmento d

Ponto em CircunfaréncialRui, 7]
Segmento [Rui Daniel]

Distancia de Rui a Daniel

Circunferéncia de centro Daniel e raio &
Ponto em Circunfaréncia[Rui, 4]
Segmento [Rui Luis]

Distancia de Daniel 3 Rui

"overline{" + (Nome[Daniel]) + (Mome[Rui])
Distancia de Daniel 3 Luis

"woverline{" + (Nome[Daniel]) +

Distancia de Rui a Luis

"overline" + (Nome[Rui]) + (Nome[Luis]) +
Segmento [Daniel Luis]

IEERERREOERER

Figura 8: Resolucéo do grupo 3 no GeoGebra

O grupo 4 ndo conseguiu resolver o problema. Os elementos do grupo iniciaram uma

resolucdo, baseada na construcdo de varios segmentos de reta com um comprimento
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fixo, mas depois abandonaram essa resolugdo, por ndo conseguirem mover 0s pontos e
encontrar uma solucéo que satisfizesse os dados do problema. Em seguida apresenta-se
a resolucéo apresentada pelo grupo, no GeoGebra:

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuf ¢ Protocolo de construgio

% .A / J( b‘ @ @ Ficheiro Exibir Ajuda _
| | | | | | o N |Nome \Deﬂnl;ao
1 1 |Ponto Rui
2 |PontoB
3 |Circunferénciac Circunferéncia de centro Rui passando por
4 |Paonto Daniel Ponto em CircunferéncialRui, 7]
5 |Segmento a Segmento [Rui Daniel]
6 |Ponto Luis Ponto em Circunferéncia[Rui, 4]
) 7 |Segmentob Segmento [Rui Luis]
Baniel 8 Segmentod Segmento [Luis Daniel]
e )< Jors[ion J(m ]
o —

Figura 9: Resolugdo apresentada pelo grupo 4 no GeoGebra
E de salientar que se o grupo tivesse determinado a distancia entre os varios amigos,
verificavam que movendo apenas o Daniel, conseguiriam chegar rapidamente a solucao
do problema. Este grupo demonstrou durante toda a realizacdo da tarefa, grandes

dificuldades em trabalhar colaborativamente.

Resolucdo idéntica a do grupo 1 foi apresentada pelo grupo 5, como se pode constatar

pela descricéo feita pelo grupo, na figura abaixo.
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Figura 10: Resolugdo descrita pelo grupo 5
Salienta-se o facto de os alunos terem confundido reta com segmento de reta, apesar de
isso ndo ter influenciado a sua resolucéao final. Mais uma vez os alunos nao referem que

tiveram de mover os pontos para que as distancias entre os varios amigos satisfizessem
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as condicdes do problema. Verifica-se também que os alunos primeiro marcaram 0s
pontos que correspondiam ao Daniel e ao Luis, de seguida tracaram os varios segmentos
de reta e calcularam os seus comprimentos. Depois de terem chegado a esta solucéo, 0s
alunos ainda tentaram resolver o problema de outra forma, mas nédo tiveram tempo de
concluir. A segunda resolucao consistia na construcdo de circunferéncias dado um ponto

e 0 raio, como se pode verificar na figura seguinte.

Gebra - G:
Ficheiro Editar Exibir Opgdes F entas Janela Ajuda
. . l_] Mover afolha de desenho
‘ — > Arraste a folha de desenho ou um eixo (Shift+ Arrastar)
Rui Daniel ¢ Protocolo de construgio Q
Ficheiro Exibir Ajuda
| N° [Nome | Definigdo
o 5 1 PontoRui

2 |Ponto Daniel

| Luls 3 Segmentoa Segmento [Rui Daniel]
4 Ponto Luis

! 5 Numero distanciaRuia Distanciade Ruiaa
6 Numero distanciaDanielA Distancia de Daniel a Luis

I 7 Segmentoc Segmento [Rui Luis]
8 Numero distanciaAc Distancia de Luis a ¢
9 Numerob Distancia de Daniel a Luis
10 |Ponto luis onto em Circunferéncia[Daniel, 5]
11 Segmento d Segmento [Daniel luis]

B 12 [Ponto A

13 (Ci énciae C de centro Ae raio 7
14 |Ponto B Ponto em e
15 C 9 cf de centro A raio 5
16 Ponto C

I 17 Segmentof Segmento (B Al

|

\

Figura 11: Resolugdo do grupo 5 no GeoGebra

Este grupo também encontrou apenas uma solucdo para o problema dado.

O grupo 6 fez também uma resolucdo semelhante. A qual é explicada pelos alunos na

figura seguinte.

Qesducdo

Degbumos ¢ Roto Rey e o g t
) 5 on Fo
+Q& wel coom ,de X
s, De 7 Ceahine
- ~ " < 2/ ~ ‘ =2
Meato do ‘Skjv da Fi2eos o Segue
Oom ( , (e ta \i@ ® 3
eak.- o [ § ]9,¢
L;’n{”ﬂt bas ¢ u‘: @ G
> 'Otto
‘r\tu (( Om % ,‘(‘ <
PCLafime “\;‘)

g Qo oo i

|
Kars
§\.

e

Figura 12: Resolugdo descrita pelo grupo 6
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Mais uma vez a resolucdo descrita pelos alunos nao refere o facto de estes terem de
mover os pontos de forma a verificarem as condi¢Ges do problema. Quando questionei
0S mesmos sobre qual o motivo que os tinha levado a fazer duas resolugdes, os alunos
explicaram que ndo eram duas resolucdes diferentes, mas sim duas solucdes diferentes,
uma vez que o Luis poderia estar em dois locais distintos. Este foi o Gnico grupo que
conseguiu chegar a esta concluséo. Salienta-se ainda o facto de os alunos terem gravado
as duas solugdes em ficheiros do GeoGebra separados. As duas resolucdes efetuadas no

GeoGebra podem-se observar nas figuras abaixo.

T T —

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. - Mover
Arraste um objecto seleccionado (Esc)
£F Protocolo de construgio =50
Ficheiro Exibir Ajuda
N [Mome | Definigan
1 |Ponto Rui
2 |Ponto Daniel Ponto em CircunferéncialRui, 71
3 Segmento a Segmento [Rui Daniel]
4 |Ponto Luis Ponto em Circunferéncia[Daniel, 5]
5 |Segmento b Segmento [Daniel Luis]
6 |Numero distdnciaRuiDaniel  Distancia de Rui a Daniel
_ 7 | Texto TextoRuiDaniel “loverline{" + (Nome[Rui]) + (Nome[Daniel])
~ 8 |Mumero distanciaDanielLuis | Distdncia de Daniel a Luis
9 Texto TextoDanielLuis "\overline" + (Nome[Daniel]) +
10 |Mdmero distinciaRuiLuis Distdncia de Ruia Luis
e 11 | Texto TextoRuiLuis "\overline" + (Nome[Rui]) + (Nome[Luis]) +
12 Segmento ¢ Segmento [Luis Rui]
Daniel
RuiDaniel=7

Figura 13: Resolugdo 1 do grupo 6 no GeoGebra
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Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

LA o)) <l

Mover a folha de desenho
A Arraste a folha de desenho ou um eixo (Shift + Arrastar)

€7 Protocolo de construgio = )
Ficheiro Exibir Ajuda
N* \ Nome \ Definigdo
Rui Danigl 1 Ponto Rui
RuiDaniel=7 2 _|Ponto Daniel Ponto em CircunferéncialRu

3 Segmentoa Segmento [Rui Daniel]
4 |Ponto Luis Ponto em Circunferéncia[Daniel, 5

DanielLuis =5 5 Segmento b Segmento [Daniel Luis]
6 Namero distanciaRuiDaniel  Distancia de Rui a Daniel
7 Texto TextoRuiDaniel Moverline(” + (Nome[Rui]) + (Nome[Daniell)
8 NOmero distanciaDanielLuis  Distancia de Daniel a Luis
9 Texo TextoDanielLuis "overline{” + (Nome[Daniel]) +
10 Numero distanciaRuiluis Disténcia de Rui a Luis
11 Texto TextoRuiLuis "overline{” + (Nome[Rui]) + (Nome|[Luis]) +
12 Segmento ¢ Segmento [Rui Luis]

Figura 14: Resolugdo 2 do grupo 6 no GeoGebra
Depois de os alunos terem terminado de resolver o problema, passou-se ao momento da
discussdo da resolu¢do do mesmo. Durante a discussdo solicitei aos varios grupos que

apresentassem as suas resolucdes aos colegas e explicassem como o fizeram, deixando
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para ultimo a apresentacdo da resolucédo do grupo 6, uma vez que foi o Unico grupo que
conseguiu descobrir os dois locais onde poderia estar o Luis. Durante a apresentacdo do
grupo 3 questionei a turma sobre se 0 Luis apenas podia estar num Unico local. A
Barbara (grupo 3) referiu que, olhando para a resolu¢do do grupo dela, o Luis poderia
estar em dois locais diferentes, mas ambos sobre a circunferéncia construida pelo grupo
e mostrou, usando o GeoGebra, 0 outro local onde ela achava que o Luis também se
poderia encontrar. A Ana (grupo 4) referiu que o Luis poderia estar sobre qualquer
ponto daquela circunferéncia. Nessa altura a Barbara (grupo 3) respondeu que isso ndo
estava correto, porque assim, o Rui ja ndo iria ficar a quatro metros do Luis. Toda a
turma concordou com a sua resposta. E de salientar que até a0 momento da discuss3o,

apenas o grupo 6 tinha concluido que o problema tinha duas solugdes.

Apds a apresentacdo dos diferentes grupos, apresentei mais duas possiveis resolucées do
problema. Uma das resolugdes consistia em marcar inicialmente o ponto correspondente
ao Rui e de seguida tracar uma circunferéncia de centro Rui e raio sete unidades.
Depois, marcou-se um ponto sobre essa circunferéncia a que se chamou Daniel e
posteriormente tracou-se uma circunferéncia com centro em Rui e raio quatro unidades
e outra de centro em Daniel e raio cinco unidades. Os locais onde poderia estar o Luis
correspondem aos pontos de interseccdo destas duas circunferéncias, tal como se mostra

na figura seguinte.

€7 Protocolo de construgio ﬁ i

Ficheiro Exibir Ajuda
N [Mome | Definigdo [valor
— 1 |Ponto A A=(1.82,214)

/- \ 2 Texto textol textol = "Rui"

\ 4 |PontoB Ponto em ¢ B=(7.27,653

Texto texto2 texto2 = "Daniel’
{y-214°=16

(y-6.53)%=25

& |Circunferéncia... Circunferéncia de centro Ae |d: (x- 1.82

7 |Circunferéncia... Circunferéncia de centro B e |
Ponto C Ponto de intersecgdodede [C=(2.29,6.11)
Ponto D Ponto de intersecgdo de de D= (5.8, 1.75)
Texto texto3 textod = "Luis"
Texto textod textod = "Luis"

z |£
_.j‘
IR

Figura 15: Resolu¢édo 1 com o GeoGebra

Na outra resolucdo, também é marcado inicialmente o ponto correspondente ao Rui e de
seguida marcou-se o ponto Daniel, que estava a uma distancia de sete unidades do Rui.
Posteriormente tracaram-se uma circunferéncia com centro em Rui e raio quatro

unidades e outra de centro em Daniel e raio cinco unidades. Os locais onde poderia estar
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o0 Luis correspondem aos pontos de interseccdo destas duas circunferéncias, tal como se

mostra na figura seguinte.

%7 Protocolo de construgio @

Ficheiro Exibir Ajuda
N° [Nome Definigio
Ponto Rui

Ponto Danigl

Numero distanciaRuiDaniel Distancia de Rui a Daniel

Texto TextoRuiDaniel Tloverline{” + (Nome[Rui]) + (Nome[Daniel]) + "}
Circunferéncia d Circunferéncia de centro Daniel e raio §
Circunferéncia c Circunferéncia de centro Rui e raio 4

Ponto Luis | Ponto de intersec¢dodede ¢

@ oo e w -

Ponto Luis Ponto de intersec¢dode de c

Figura 16: Resolugéo 2 com o0 GeoGebra

Depois de terem sido apresentadas as resolugdes dos Varios grupos, onde estavam
implicitas as varias estratégias, os alunos consideraram que a mais facil e eficaz seria a

resolucdo 1 por mim apresentada, uma vez que ndo teriam de ir por tentativa.

Questionei ainda os alunos sobre se seria possivel alterar as condi¢cdes do problema,
para que o Luis pudesse estar apenas num unico local, ou seja, que o problema tivesse
apenas uma Unica solucdo. Os alunos responderam que se teria de aumentar a distancia
entre 0 Rui e o Daniel para que o problema tivesse apenas uma solucdo. A Anaisa
(grupo 2) acrescentou que teriam de estar a uma distancia de nove metros um do outro.
Perguntei entdo se ndo haveria outra forma de alterar as condi¢fes do problema inicial
para que se obtivesse apenas uma solucdo. Apos alguns momentos de siléncio, perguntei
0 que aconteceria se a distancia entre 0 Rui e o Daniel diminuisse. Metade dos alunos
responderam que tinham mais solucdes e a outra metade afirmou que continuavam a ter
duas solugdes, ndo tendo nenhum aluno conseguido chegar a conclusdo que com uma
distancia de um metro entre os dois amigos, o problema apenas teria uma solugédo. Com
0 auxilio do GeoGebra movi um dos pontos de forma a que a distancia entre o Rui e 0
Daniel fosse de uma unidade e s6 assim os alunos responderam que o Luis s6 poderia
estar num local. De seguida questionei a turma sobre se, alterando os dados, o problema
seria sempre possivel, tendo os alunos respondido que néo, bastava aumentar a distancia
entre o Rui e o Daniel, para um valor superior a nove metros, mantendo os restantes

dados, para que o problema néo tivesse nenhuma solucéo.

De seguida apresenta-se a andlise da caracterizacdo das resolugdes efetuadas pelos
alunos e das estratégias de resolucdo utilizadas pelos mesmos, para resolver o problema

proposto na presente tarefa.

69



Gl G2 G3 G4 G5 G6
Sim X X X NC X X
@ Adequacéo _
kel Nao
QB .
S g ] Sim X X X X
N S Rigor P
E =) Nao X X
(b}
§ = Sim
S Robustez _
Né&o X X X X X X

Observando a tabela 3, pode-se verificar que apenas o grupo 4 ndo conseguiu concluir o
problema, pelo que é o Unico grupo cuja sua resolucdo ndo é adequada, ou seja, ndo
exprime corretamente o problema. Analisando agora a linha relativamente ao rigor,
verifica-se que as resolucdes apresentadas pelos grupos 1 e 2 ndo permitem uma
resposta rigorosa, ao contrario dos restantes grupos. E de salientar o facto de que, apesar
do grupo 4 ndo ter concluido a sua resolucéo, a mesma permitia uma resposta rigorosa.
Por fim, relativamente a robustez, nenhum dos grupos conseguiu fazer uma construcao

robusta, uma vez que manipulando qualquer um dos objetos livres, a construcdo nédo

Tabela 3: Caracterizagdo das resolucdes relativas a tarefa 1

mantém as suas propriedades.

Na tabela seguinte, pode-se observar as estratégias de resolucdo utilizadas pelos

diferentes grupos.

Gl

G2

G3

G4

G5

G6

Estratégias de resolucéo

Descobrir um padrdo, uma regra ou lei
de formacao

Fazer tentativas/ Fazer conjeturas

Trabalhar do fim para o principio

Usar deducdo logica ou fazer
eliminacéo

Reduzir a um problema mais simples

Fazer uma simulagdo ou uma
experimentacao

Fazer um diagrama ou esquema

Fazer uma lista organizada ou uma
tabela

Tabela 4: Estratégias de resolucdo utilizadas na tarefa 1
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Analisando a tabela 4, relativa as estratégias de resolucdo utilizadas pelos diferentes
grupos na resolucdo do problema da tarefa 1, pode-se observar que todos 0s grupos
optaram por Fazer um diagrama ou esquema e ao mesmo tempo Fazer tentativas/Fazer

conjeturas.

Os alunos para alem de resolverem o problema e explicar a sua estratégia tinham ainda
de formular um outro problema inspirado no que tinham terminado de resolver. Os
grupos 1 e 2 pegaram no problema inicial e limitaram-se a alterar as distancias entre os
trés amigos. O grupo 3, em vez de referir os trés amigos, usou trés elefantes e alterou as
distancias relativamente ao problema inicialmente dado. Os grupos 4 e 5 optaram por
formular um problema com um unico animal, preso a um ponto fixo com uma trela, que
quer apanhar um objeto que esta a uma determinada distancia. O grupo 6 formulou um
problema bastante diferente do inicialmente proposto, que pode ser resolvido sem o
auxilio do GeoGebra. Em seguida apresentam-se os problemas formulados por cada um
dos grupos.
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Figura 17: Problema formulado pelo grupo 1
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Figura 18: Problemas formulado pelo grupo 2
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Figura 19: Problema formulado pelo grupo 3
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Figura 20: Problema formulado pelo grupo 4
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Figura 21: Problema formulado pelo grupo 5
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Figura 22: Problema formulado pelo grupo 6

Na tabela seguinte apresenta-se a andlise referente aos problemas formulados pelos
alunos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | G6
Variar os dados X X X X

Variagédo do

problema dado

Variar as condicoes X

Variar o contexto X X X

Formulacdo
de problemas

Problema Novo X

Tabela 5: Formulacéo de problemas (Tarefa 1)

Ao analisar a tabela 5 referente a formulacdo de problemas efetuada pelos alunos, pode-

-se verificar que os grupos 1 e 2 optaram por alterar os dados do problema inicial. Os

72



grupos 3 e 5 optaram por alterar o contexto e os dados do problema inicial. O grupo 4
fez variar o contexto e as condi¢Ges do problema inicial. Apenas o grupo 6, formulou
um problema que nada tinha a ver com o problema inicialmente proposto, tendo

apresentado criatividade no mesmo.

E de salientar que a turma se mostrou empenhada durante a aula, mas muito nervosos
por quererem resolver de forma correta e 0 mais rapido possivel o problema proposto.
Notou-se durante o decorrer da aula a tensdo existente entre alguns grupos, por nao
estarem a conseguir chegar a solucdo do problema. Nessa altura a professora tentou
acalmar os grupos explicando que guanto mais nervosos estivessem maior dificuldade
teriam em se concentrar e aplicar a estratégia definida pelo grupo para chegar a solucao
do problema.

Tarefa 2: As jogadoras de basquete

Na segunda tarefa (ANEXO I1) os alunos tinham de descobrir a que distancia estavam
trés jogadoras de basquete, sabendo que estavam todas a mesma distancia umas das
outras e que respeitavam os dados do enunciado.

Durante a resolucdo do problema, o grupo 4, chamou-me para perguntar se podiam
marcar 0s pontos correspondentes as trés amigas em qualquer local e depois mové-los.
Respondi que eles podiam resolver o problema da forma que considerassem mais facil.
Pouco tempo depois, 0 mesmo grupo perguntou se as atletas tinham de estar todas a
mesma distancia do centro, evidenciando que ndo tinham feito uma correta interpretacao
dos dados do problema. Foi-lhes entdo solicitado que lessem novamente o problema.
Depois de nova leitura responderam: “Ah! Tém ¢ de estar a mesma distdncia umas das

outras!”.

Cerca de oito minutos depois de os alunos terem iniciado a resolucdo do problema, o

grupo 6, chamou-me para dizer que ja tinha terminado.

Grupo 6: Conseguimos! Professora venha ca ver!

Professora: Sim, a vossa resolucdo respeita os dados do problema, mas eu
quero que me expliqguem como chegaram a esta solucéo.

Grupo 6: Podemos tentar resolver o problema de outra forma e depois
explicamos na folha de resposta a estratégia utilizada?
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Professora: Claro que sim! Mas quero que me gravem todas as vossas
resolucdes.

O grupo 2 também me chamou logo de seguida, para dizer que ja tinha conseguido
resolver o problema, mas quando fui analisar a resolucéo dos alunos, verifiquei que uma
das atletas ndo satisfazia os dados do problema. O grupo 3 também ia afirmando que

apenas conseguia colocar duas das atletas a mesma distancia.

O grupo 6 voltou a fazer uma outra resolucéo, apenas colocando as jogadoras em locais
diferentes. Pedi-lhes entdo que resolvessem o problema mas utilizando uma estratégia
diferente. No final este grupo conseguiu apresentar trés resolucdes para este problema,

mas apenas escreveu uma das resolugdes na folha de resposta.

Apresenta-se de seguida as resolucdes apresentadas pelos diferentes grupos. E de

salientar que apenas o grupo 4 ndo conseguiu chegar a solugdo do problema.

O grupo 1 comegou por marcar um ponto correspondente ao centro do campo e de
seguida construiram trés circunferéncias com centro no ponto inicialmente definido e
raio com trés, cinco e oito unidades de comprimento, respetivamente. Posteriormente
marcaram um ponto sobre cada uma das circunferéncias definidas, que correspondia a
cada uma das jogadoras e foram determinar a distancia entre cada uma delas, tal como é

descrito por este grupo na figura abaixo.
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Figura 23: Resolucéo apresentada pelo grupo 1
Este grupo ndo escreveu qual era a distancia entre as trés jogadoras, mas através do
ficheiro do GeoGebra gravado pelo grupo, verifica-se que conseguiram concluir que as
trés tinham de estar a sete metros de distancia umas das outras, tal como se pode

comprovar pela imagem a seguir apresentada.
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Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

£ Protocolo de construglio

<]

A .

Ficheiro Exibir Ajuda

N

|Nome

| Definigdo

1 |Ponto centro

2 |Circunferéncia e Circunferéncia de centro centro e raio §
Dulce 3 |Circunferénciat Circunferéncia de centro centro e raio 8

4 |Ponto Paula Ponto em Circunferénciafcentro, 3]

5 |Segmentoa Segmento [centro Paula)

& |Ponto Cristina Ponto eme

7 |Segmentob Segmento [centro Cristina]

8 |NUmero distanciacentroA  Distancia de centro a Cristina

9 |Ponto Dulce Ponto emf

10 |Segmento g Segmento [centro Dulce]

11 |Nimero h Distancia de centro a Dulee

12 |NGmero distanciaCristinaP... Distancia de Cristina a Paula

PaulaCristing'= 7 13

Namero distinciaPaulaDul...

Distancia de Paula a Dulce

14 |NGmero distanciaCristinaD... Distancia de Cristina a Dulce

15 |NUmero distinciaDuleecen.,. Distancia de Dulce a centro =
16 |NUmero distdnciaPaulaCri.. Distancia de Paula a Cristina

17 |Nmero distinciaDulcePau.. Distincia de Dulce a Paula

18 |NGmero distdnciaDulceCri.. Distancia de Dulce a Cristina

19 |Ndmeroi Distancia de Cristina a Paula

20 [Nameroj Distancia de Cristina a Dulce

21 |NUmero distanciacentroPa.. Distdncia de centro a Paula

22 |NGmero distnciacentroCri... Distancia de centro a Cristina

23 |Ndmero d Distancia de Paula a Cristina

24 Texto TextoPaulaCristina  “overline{* + (Nome[Paula]) +

25 |NUmerok Distancia de Cristina a Dulce

26 Texto TextoCristinaDulee  “overline{* + (Nome|[Cristina]) +

27 |NUmero | Distancia de Dulce a Paula

28 |Circunferéncia p Circunferéncia de centro centro & ralo 3

29 |NGmero m Disténcia de Dulce a Paula L
30 Texto TextoDulcePaula “loverling{" + (Nome[Dulce]) +

@ Entrada: 1 .
Figura 24: Resolucgéo do grupo 1 com o GeoGebra

O grupo 2, tal como tinha acontecido com o grupo 1, comecgou por definir o centro do
campo e de seguida construiu as trés circunferéncias, com trés, cinco e oito unidades de
raio, respetivamente. Este grupo, a meio da sua resolucdo, achou que ndo estava a
utilizar uma estratégia adequada e decidiram fazer um esboco na sua folha e s6 depois
continuaram a estratégia inicialmente delineada. Assim, depois de terem construido as
trés circunferéncias, e como as trés jogadoras tinham de estar a mesma distancia,
construiram um triangulo equilatero tendo como medida dos lados, a distancia entre a

Dulce e a Paula, tal como se pode verificar na figura seguinte.

%xmeiﬂo (;."u?mo;\_ 2 Qcﬁ\o.,n(—er\-erm.cgg | Urne clo E:,r.nfwg e =

de 3. Depois corro Sabiorn o AW Llas Hakam de fun
O meseeo olislangion fremoss L T"Earﬂu\@ U léveng
£ A er0s Moy g)OC\\f@‘b Ao D u\oe e o oo - Sler
fFiecamern  Yodos "G oS eon

Aol s
Figura 25:Resolucéo apresentada pelo grupo 2
Apesar de este grupo néo ter referido na sua resolucéo, qual a distancia a que estavam as
trés jogadoras pode-se verificar, através do ficheiro do GeoGebra gravado por este

grupo, que elas estariam a sete metros de distancia.
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Ficheiro Editar Exibir C)p des Ferramentas Janela I-]uJa

"I" Maover
L Arraste um objecto seleccionado (Esc)

0 Protocolo de construgio @
Ficheiro Exibir Ajuda

Ne [Nome | Definigio

1 Ponto centro

2 Circunferéncia c Circunferéncia de centro centro e raio 8

3 Circunferéncia d Circunferéncia de centro centro e raio §

4

Circunferéncia e Circunferéncia de centro centro e raio 3

5 |Ponto Paula Pon
to Dulce C

Dulce 7 |Tridngulo poligono1 Poligono[Paula, Dulce, 3]
7 |Ponto Cristina Poligono[Paula, Dulce, 3)
7 |Segmento a Segmento [Paula Dulce] de Tridngulo
7 |Segmento b Segmento [Dulce Cristina) de Tringulo
7 |Segmento < Sel gm ntn [Cristina Paula] de Tridngulo
8 Nimerof Dlsianma deaab

Figura 26: Resolugdo do grupo 2 no GeoGebra

O grupo 3 conseguiu resolver o problema, mas ndo foi capaz de explicar toda a sua
resolucdo, uma vez que, observando o que foi descrito por ele, fica-se com a ideia de
que a resolucdo partiu da marcagdo de um ponto correspondente ao centro do campo,
tendo-se de seguida marcado os pontos correspondentes a cada uma das jogadoras e foi-
-se movendo esses pontos até estarem de acordo com as condi¢des do problema. Depois
verifica-se que o grupo construiu duas circunferéncias, mas nao explicou porque as teve
de construir nem qual o centro de cada uma delas. Apresenta-se de seguida a resolucédo

descrita pelo grupo.
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Figura 27: Resolugdo apresentada pelo grupo 3
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Apobs a visualizacdo do ficheiro do GeoGebra, onde foi gravada a resolucéo deste grupo,
verifica-se que o grupo inicialmente marcou o ponto correspondente & localizagdo da
Paula. De seguida construiu uma circunferéncia com centro no ponto Paula e raio com
trés unidades de comprimento, de forma a encontrar um ponto correspondente ao centro
do campo. Depois de marcarem o centro do campo, construiram um segmento de reta
definido por um ponto (centro) e com cinco unidades de comprimento, de forma a
encontrar o local onde poderia estar a Cristina. De seguida, apagaram o segmento de
reta, deixando apenas visivel os dois extremos desse segmento de reta (ponto centro e
ponto Cristina), tendo posteriormente construido a circunferéncia de centro no ponto
Cristina e com cinco unidades de raio. Seguidamente, os alunos foram encontrar o local
onde estaria a Dulce, utilizando 0 mesmo processo descrito anteriormente. Depois de
marcados 0s pontos correspondentes as trés atletas, foram determinar a distancia entre
cada uma delas, e definir os segmentos de reta [DulceCristina], [PaulaCristina] e
[CristinaPaula]. De seguida construiram um triangulo equilatero, tomando para medida
do comprimento dos lados do triangulo, a distancia entre a Cristina e a Paula, tendo
renomeado cada segmento de reta correspondente a cada um dos lados do triangulo.
Através do protocolo de construcdo que a seguir se apresenta, ndo se percebe o motivo
que levou este grupo a construir o triangulo equilatero.

ettt R . "~ —
Ficheiro Exibir Ajuda
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda N°_ [Nome [Definigdo

£y GeoGebra - G3_tar

D[EE R DO N e se—
i o i i /\’7 i) i) ] {l—=| 2 [(Circunferénciac Circunferéncia de centro Paula e raio 3
3 |Ponto centro Fonto em ¢
4 |Ponto Cristina Paonta em Circunferéncialcentro, 5]
§ |Circunferéncia d Circunferéncia de centro Cristina e raio §
i 6 |Ponto Dulce Ponto em Circunferéncialcentra, 8]
7 |Circunferéncia e Circunferéncia de centro Dulce e raio 8
8 |NUmero distanciaPaulaCristi... Distdncia de Paula a Cristina
9 Texto TextoPaulaCristina "overline!" + (Wome[Paula]) +
Elisﬁﬂﬂ 10 |Mdmero distanciaDulcePaula |Distancia de Dulce a Paula
11 |Texto TextoDulcePaula "overline{" + (Nome[Dulce]) +
12 |NUmero distanciaDulceCristi... Distancia de Dulce a Cristina
13 |Texto TextoDulceCristina "overline{" + (Nome[Dulce]) +
oCristina=5 14 Segmento f Segmento [Dulce Cristina]
15 Segmento g Segmento [Paula Dulce]
16 |Segmento h Segmento [Cristina Paula]
17 NOmero distanciacentroDulce |Distancia de centro a Dulce
18 Texto TextocentroDulce "overline{" + (Nome[centro]) +

19 |NOmero distdnciaPaulacentro |Distancia de Paula a centro
20 Texio TextoPaulaceniro "overline{" + (Wome[Faula]) +
21 |Ndmero distdnciacentroCristi...| Distancia de centro a Cristina

22 |Texto TextocentroCristina "overline{" + (Nome[centro]) +

23 |Ponto A Ponto em e

24 [Tridngulo poligonot Poligono[Paula, Cristina, 3]

24 Ponto B Poligono[Paula, Cristina, 3]

24 Segmento a Segmento [Paula Cristina] de Triangulo

24 Segmento paula Segmento [Cristina B] de Tridngulo

24 |Segmento cristina Segmento [B Paula] de Triangulo poligonot
ERNEREAERIER

Figura 28: Resolugdo do grupo 3 no GeoGebra
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Durante a apresentacdo a turma da resolucao feita por este grupo, eles explicaram que
tiveram de construir o tridngulo equilatero porque movendo os pontos correspondentes a
Cristina, Dulce e Paula, ndo estavam a conseguir coloca-las todas a mesma distancia.
Dai terem posteriormente construido o triangulo para facilitar a resolugcdo do problema.
O grupo conseguiu concluir que as trés jogadoras estavam a sete metros de distancia

umas das outras.

O Grupo 4 comegou por marcar um ponto correspondente ao centro do campo (ponto A)
e de seguida construiu trés circunferéncias, todas com centro no ponto A e raio com
trés, cinco e oito unidades de comprimento respetivamente. Depois foram marcar, em
cada uma das circunferéncias, um ponto correspondente a cada uma das jogadoras, ndo
tendo, ao contrario dos restantes grupos, renomeado esses pontos. De seguida construiu
um poligono definido por esses trés pontos e foi movendo o0s pontos até conseguirem
colocar os trés pontos a mesma distancia. Apesar de o grupo ter iniciado a resolucdo do

problema, ndo a conseguiram concluir, tal como se pode verificar na figura seguinte.
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Figura 29: Resolucéo apresentada pelo grupo 4
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De seguida apresenta-se o protocolo de construcdo utilizado no GeoGebra por este

grupo.

@%l
¥ Ficheiro Exibir Ajuda
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela le N \Nnme |Deﬂnigéo )
A » 1 Ponto A
"/: 2 Circunferéncia c Circunferéncia de centro A & raio 3
3 Circunferéncia d Circunferéncia de centro A g raio 5
4 Circunferéncia e Circunferéncia de centro A & raio 8
5 |Ponto B Fonto em ¢
6 |Ponto C Ponto em d
7 |Ponto D Fonto eme
I & Triangulo poligonol Poligono B,C, D
8 Segmentod, Segmento [B C] de Tridngulo poligonot
8 Segmentob Segmento [C D] de Tridngulo poligono1
8 Segmentoc, Segmento [D B] de Tridngulo poligonod

Figura 30: Resolugdo do grupo 4 no GeoGebra
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E de salientar que o grupo 4 foi um dos grupos que apresentou, tanto na resolugéo da
primeira tarefa como na resolugéo da segunda tarefa, maior dificuldade em trabalhar em

grupo e em resolver os problemas propostos.

O grupo 5 conseguiu descrever corretamente a sua resolucéo, faltando apenas referir
que teve de mover os pontos correspondentes a Paula, Cristina e Dulce, de forma a
ficarem todas & mesma distancia. A seguir pode-se observar a resolucdo descrita por

este grupo e a sua resolucdo utilizando o GeoGebra.

A nassa resclucdo comecon por warcdmos  © ponto @nbre | e fivoe
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Figura 31: Resoluééb Ep;fésréntada pelo grupo 5

GeoGebra - G3_T/
Ficheiro Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
. Mover
Eé Arraste um objecto seleccionado (Esc)
[ et s =]
Ficheiro Exibir Ajuda
N° [Nome | Definigaa
1 |Ponto Centro
2 |Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro Centro e raio 3
SEuraDulce = 7.03 3 [Circunferéncia d Circunfergncia de centro Centro e raio 5
i Paula 4 [Circunferéncia e Circunfergncia de centro Centro e raio &
§ |Ponto Cristina Fonto em d
6 |Ponto Paula Fonto em ¢
7 |Ponto Dulce Fonto em e
8 |Mumero distanciaDulceCristi... Distancia de Dulce a Cristina
9 Texto TextoDulceCristina "overline(" + (Nome[Dulce]) +
10 |Namero distinciaCristinaPa. . |Distancia de Cristina a Paula
11 Texto TextoCristinaPaula "overline{" + (Nome[Cristina]) +
12 Ndmero distanciaPaulaDulce |Distancia de Paula a Dulce
13 Texto TextoPaulaDulce "overline{" + (Nome[Paula]) +
14 Trigngulo poligonol Poligono Cristina, Paula, Dulce
14 Segmento dulce Segmento [Cristina Paula] de Tridngulo
14 Segmento cristina Segmento [Paula Dulce] de Tridngulo
14 Segmento paula Segmento [Dulce Cristina] de Tridngulo
15 [Namero a Distancia de Dulce a Cristina
16 Texto textol "overline(" + (Nome[Dulce]) +

Figura 32: Resolugdo do grupo 5 no GeoGebra
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Tal como tinha sido referido anteriormente, o grupo 6 apresentou trés resolucdes
diferentes, sendo que duas delas sdo muito semelhantes. Assim, nas duas primeiras
resolucdes, os alunos comecaram por definir o ponto onde estaria o centro do campo, de
seguida tracaram a circunferéncia de centro no ponto correspondente ao centro do
campo e com oito unidades de raio e marcaram um ponto sobre essa circunferéncia a
que deram o nome de Dulce. Depois tracaram um segmento de reta definido pelos
pontos Centro e Dulce e determinaram o comprimento desse segmento de reta. De
seguida foram construir dois segmentos de reta, ambos com inicio no ponto Centro e um
com trés unidades de comprimento e outro com cinco unidades, respetivamente, tendo
assim obtido a localizacdo da Paula e da Cristina. Depois foram unir os pontos Paula e
Cristina, Cristina e Dulce e por fim Paula e Dulce e calcular os comprimentos de cada
um dos segmentos de reta definidos. Por fim, moveram alguns dos pontos definidos, até
encontrar a solucdo do problema. As duas primeiras resolucdes sdo apresentadas nas

figuras seguintes.

Frotocolo de Construgao

#'F GeoGebra - G6 i

Ficheiro Editar Exibir Opgéies Ferramentas Janela Ajuda

Ficheiro Exibir Ajuda
N [Nome [Definicso

D5 % = FE BN o ——
) ) ) 1 7| ) 7| 7| 2 |Circunferénciac Circunferéncia de centro Centro e raio 8
3 |Ponto Dulce Fonto em ¢
4 |Segmento a Segmento [Centro Dulce]
5 |NUmero distanciaADulce Distancia de Centro a Dulce
6 | Texto TextoADulce "overline{” + (Nome[Centro]) +
7 |Ponto Paula Ponto em CircunferéncialCentro, 3]
8 |Segmento b Segmento [Centro Paula]
9 |Ponto Cristina Ponta em Circunferéncia[Centro, 5]
10 |Segmento d Segmento [Centro Cristina]
11 |NUmero distdnciaPaulaCentro Distincia de Paula a Centro
12 |Texto TextoPaulaCentro "overlinef" + (Nome[Paula]) +

13 |MOmero distinciaCristianaC... |Distancia de Cristina a Centro
14 |Texto TextoCristianaCentra "overline" + (Nome[Cristina]) +

15 |Segmento e Segmento [Paula Cristina]
CristinaCentro =5 16 |Segmentof Segmento [Cristing Dulce]

17 |Nimero distanciaCristianaD... |Distancia de Cristina a Dulce

18 |Texto TextoCristianaDulce "overline" + (Nome[Cristina]) +

18 |MOmero distinciaPaulaCristi .. |Distincia de Paula a Cristina

20 |Texto TextoPaulaCristiana "overline{" + (Nome[Paula]) +

21 |Segmento g Segmento [Paula Dulce]

22 |NUmero distanciaPaulaDulce Distancia de Paula a Dulce

23 Texto TextoPaulaDulce "overline" + (Nome[Paula]) +

EEREREEIER R

Figura 33: Resolugdo 1 do grupo 6 no GeoGebra
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Ficheiro Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

Mover a folha de desenho
Arraste a folha de desenho ou um eixo (Shift + Arrastar]

| ©F Protocolo de construgdo
Ficheiro Exibir Ajuda
Ne [Nome [Definigio

1 Ponto Centro
2 Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro Centro & raio &
3 |Ponto Dulce Ponto em ¢
4 Segmento a Segmento [Centro Dulce]
5 |Ponto Cristina Ponto em CircunferéncialCentro, 9]
6 Segmento b Segmento [Centra Cristinal
7 |Ponto Paula Ponto em CircunferéncialCentro, 3]
8 Segmento d Segmento [Centro Paula)
9 Segmentoe Segmento [Cristina Dulce]
10 |Segmentof Segmento [Dulce Paula]

Centro 11 Segmentog Segmento [Cristina Paula]
12 |Mdmero distinciaCristinaDul... Distancia de Cristina a Dulce

-3 13 Texto TextoCristinaDulce "overline{" + (Mome|[Cristina]) +

CentroCristi 14 Mumero distdnciaCentroDulce Distancia de Centro a Dulce

CristinaPania = 6 41 15 [Texto TextoCentroDulce "overlined” + (Mome[Centra]) +
16 |Mdmero distinciaDulcePaula Distdncia de Dulce a Paula
17 |Texto TextoDulcePaula "overline{” + (Mome[Dulce]) +
18 Mumero distinciaCristinaPa... |Distancia de Cristina a Paula
CenteDaleesls 19 Texto TextoCristinaPaula “overline{" + (Mome|[Cristina]) +
DulcePaula = 6.91 20 |Mumero distinciaCentroPaula [Distancia de Centro a Paula

21 |Texto TextoCentroPaula "overline” + (Mome[Centra]) +
22 |Ndmero distinciaCentroCrist... Distdncia de Centro a Cristina
i 23 Texto TextoCentroCristina "woverline{" + (Mome[Centro]) +

o] (] 22123 ] (e

————————————————
Figura 34:Resolugédo 2 do grupo 6 no GeoGebra

A terceira resolucdo apresentada por este grupo encontra-se descrita nas figuras

seguintes.
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Figura 35: Resolugéo apresentada pelo grupo 6
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'€ GeoGebra - G6_tar

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

e ] e st
) o) ) 9| ) = 9 - €7 Protocolo de construgao

Ficheiro Exibir Ajuda
N° [Nome | Definigdo
1 Ponto Centro
2 Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro Centro e raio 8
Ponto Dulce Ponto er
4 Circunferéncia d Circunferéncia de centro Centro e raio 5
Ponto Cristing Ponto em d
6 Circunferéncia e Circunferéncia de centro Centro e raio 3
7 |Ponto Paula Ponto em &
8 Segmentoa Segmento [Centro Paula]
9 Segmentob Segmento [Paula Cristina)
10 Segmentof Segmento [Cristina Dulce]
11 Segmento g Segmento [Dulce Centro]
12 'Segmento h Segmento [Centro Cristina]
13 Numero distanciaCentroPaula Distancia de Centro a Paula

14 Texto TextoCentroPaula "loverline{” + (Nome[Centro]) +
15 Ndmero distanciaCristinaCe... Distancia de Cristina a Centro
16 Texto TextoCristinaCentro “\overline{” + (Nome(Cristina]) +
17 NGmero distanciaDulceCentro Distancia de Dulce a Centro
18 Texto TextoDulceCentro “loverline{” + (Nome[Dulce]) +
19 Numero distanciaCristinaDul... Distancia de Cristina a Dulce
20 Texto TextoCristinaDulce "overline{” + (Nome|[Cristina]) +
21 Numero distanciaCristinaPa... Distancia de Cristina a Paula
22 Texto TextoCristinaPaula "\overline{” + (Nome[Cristina]) +
23 Segmentoi Segmento [Paula Dulce]

24 NGmero distanciaPaulaDulce Distancia de Paula a Dulce

25 Texto TextoPaulaDulce “\overline(” + (Nome[Paula]) +

Figura 36: Resolugdo 3 do grupo 6 no GeoGebra

<

DulceCentfo=8
Dukg/ = 6.91

PaulaDulce = 6.91

Depois de todos os grupos terem apresentado a sua resolucdo, a maioria dos alunos da
turma consideraram que a resolucdo mais eficiente e rapida de chegar a solugdo do
problema era a resolucdo apresentada pelo grupo 2, que utilizou o tridngulo equilatero

para descobrir onde estavam as trés amigas.

De seguida apresenta-se a andlise da caracterizacdo das resolucdes efetuadas pelos
alunos e das estratégias utilizadas pelos mesmos, para resolver o problema proposto na
presente tarefa.

Gl G2 G3 G4 G5 G6

Adequacéo

Rigor

Robustez

Caracterizacao das
resolucgdes

Né&o X X X X X

Tabela 6: Caracterizagdo das resolucdes relativas a tarefa 2

Observando a tabela 6, pode-se verificar que o grupo 4 ndo conseguiu concluir o
problema, pelo que € o Unico grupo cuja sua resolucdo nao é adequada, tal como ja tinha
acontecido no problema da tarefa 1. Analisando agora as resolugdes quanto ao rigor,
verifica-se que todas as resolugOes apresentadas pelos grupos diferentes grupos

permitem uma resposta rigorosa. Mais uma vez se salienta o facto de que, apesar do
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grupo 4 ndo ter concluido a sua resolucdo, a mesma permitia uma resposta rigorosa. Por
fim, relativamente a robustez, apenas o grupo 2 conseguiu uma construcao robusta, pois
manipulando um dos objetos livres, a constru¢cdo mantém as suas propriedades, o que

ndo acontece nos restantes grupos.

Na tabela seguinte, pode-se observar as estratégias de resolucdo utilizadas pelos
diferentes grupos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | Gb6

Descobrir um padréo, uma regra ou lei
de formacao

Fazer tentativas/ Fazer conjeturas X X X X

Trabalhar do fim para o principio
Usar deducdo légica ou fazer
eliminacéo

Reduzir a um problema mais simples

Fazer uma simulagdo ou uma
experimentacao

Fazer um diagrama ou esquema X | X | X | X | X | X

Estratégias de resolucao

Fazer uma lista organizada ou uma
tabela

Tabela 7: Estratégias de resolucdo utilizadas na tarefa 2
Analisando a tabela 7, relativa as estratégias de resolucdo utilizadas pelos diferentes
grupos na resolucéo do problema da tarefa 2, pode-se observar que a maioria dos grupos
optou por Fazer um diagrama ou esquema e a0 mesmo tempo Fazer tentativas/Fazer
conjeturas. Em relacdo ao grupo 2 e 3, pode-se verificar que as estratégias utilizadas

foram Fazer uma simulacédo ou uma experimentacdo e Fazer um diagrama ou esquema.

Em relacdo a formulacdo de novos problemas, todos 0s grupos pegaram no problema
inicial e fizeram-lhe pequenas alteragbes como se pode constatar nas imagens a seguir
apresentadas.
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Figura 37: Problema formulado pelo grupo 1

T .

ES *QCSCC%T"O& eslce  numm cormpes ok

)p QPN }
k SQoele. A \/C\hcr\cy ST o 6 oo
do kf’rﬁﬂg <o QQmPQ), O L:l\'qm o 3 Q
@ | \ - )
e 5 0 4 Aesfeino o onfe  elgy

e \
555 106k
3 > . g

Figura 38: Problema formulado pelo grupo 2
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Figura 39: Problema formulado pelo grupo 3
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Figura 40: Problema formulado pelo grupo 4
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Figura 41: Problema formulado pelo grupo 5
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Figura 42: Problema formulado pelo grupo 6

O grupo 1, depois de ter formulado o problema tentou resolvé-lo, mas sem éxito
concluindo que o problema era impossivel. Aguando da apresentacdo dos Varios
problemas formulados pelos grupos, perguntei a restante turma se o problema do grupo
1 seria impossivel. Os alunos ficaram um pouco a pensar e depois responderam que
deveria ser possivel, bastando para isso aplicar a estratégia utilizada pelo grupo 2, o que
se veio a verificar depois. A Margarida (grupo 5) afirmou que, independentemente da
distancia das trés amigas ao centro, seria sempre possivel encontrar um local em que

todas estivessem & mesma distancia, utilizando para isso o tridngulo equilatero.

Na tabela seguinte apresenta-se a andlise referente aos problemas formulados pelos
alunos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | G6
Variar os dados X X X X

Variagéo do

Variar as condigoes X
problema dado

Variar o contexto X X X X

Formulagéo
de problemas

Problema Novo X

Tabela 8: Formulagao de problemas (Tarefa 2)
Analisando a tabela 8 referente a formulacéo de problemas efetuada pelos alunos, pode-
-se verificar que os grupos 4 e 5 alteraram o contexto e os dados do problema inicial. Os

grupos 1 e 2 optaram por alterar apenas dados do problema inicial, modificando apenas
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as distancias a que estavam as varias jogadoras. O grupo 3 fez variar as condi¢bes do
problema inicial e o seu contexto. O grupo 6 voltou a formular um problema novo, que

nada tinha a ver com o inicialmente proposto.

E de referir que nesta aula os alunos estavam mais calmos e menos ansiosos e que

consideraram este problema mais acessivel do que o realizado na aula anterior.

Tarefa 3: O logotipo

A tarefa 3 (ANEXO III) consistia na construcdo de um log6tipo que correspondesse a
duas regras inicialmente definidas. Este problema tinha varias solucdes e apelava a
criatividade dos alunos. Depois de ter lido o problema, o Francisco (grupo 5) perguntou-
-me se podia ser um quadrado ao qual respondi que podia ser qualquer poligono regular.
No decorrer da aula foi necessario explicar aos alunos como se poderia calcular a &rea

de um poligono usando o GeoGebra, uma vez que havia varios grupos com essa davida.

Enquanto os alunos iam tentando resolver o problema, ia-se ouvindo alguns
comentarios:

Barbara (Grupo 3): Este problema é muito dificil!

Anaisa (Grupo 2): Isto ndo da!

Carolina (grupo 2): Estamos a complicar!
Alguns dos grupos iam-me chamando e afirmavam que ja tinham terminado, mas
qguando eram questionados sobre se o logotipo deles satisfazia as regras inicialmente
definidas, verificavam que se tinham esquecido de um dos dados. Apenas 0 Grupo 3 néo
conseguiu chegar a uma solucdo do problema porque quiseram ser muito originais e,
depois, ndo conseguiram aplicar todas as potencialidades do GeoGebra, como se vera

mais a frente.

O grupo 1 utilizou um quadrado para a partir dele construir o seu logotipo. A seguir
apresenta-se a resolucao descrita por este grupo.
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Figura 43: Resolugdo descrita pelo grupo 1
Lendo apenas 0 que 0 grupo escreveu, ha passos da construcdo que ndo foram descritos

e que sdo visiveis quando se analisa o ficheiro do GeoGebra gravado por este grupo, tal

como se pode observar na figura seguinte.

2.9gb
Ficheiro Editar Exibir des Ferramentas Janela Ajuda ¥ Protocolo de construio
A @ of|l onz Ficheiro Exibir Ajuda
LA Eelo) [ e ‘
D c 5 Texto TextoAB "overline{" + (Nome[&]) + (Nome[B]) +"}\, | =
= | . 6 |Ponto E Ponto em GircunferéncialD, 3]
oe=3 Area = 81 7 |Segmentoe Segmento D E]
% |PontoF Ponta em GircunferéncialA, 3]
9 |Segmentof Segmenta [A F]
10 |Segmento g Segmento [E F]
11 |Ponto G Ponta em CircunferéncialE, 3]
12 |Segmento h Segmento [E G] M
13 |Ponto H Ponto em CircunferéncialF, 3]
14 |Segmento i Segmento [F H]
! b 15 |Segmentoj Segmento [G H
16 |NUmero distanciaFA Distanciade F a A
17 [Texto TextoFA "averline{” + (Nome[F]) + (NomefA]) + "},
18 |NGmero distinciaFH Distancia de F a H
19 |Texto TextoFH "overline(” + (NomaF]) + (Nome[H]) + "}, | _
20 |MUmero distinciaHB Distanciade Ha B 1
21 |Texto TextoHB "overline{" + (Nome[H]) + (Nome[B]) +"}\,
22 |Nimero distinciaGC Distdnciade Ga C
o FE=13 5 23 |Texto TextoGC "overling{" + (Nome[G]) + (Nome[C]) + "},
> 24 |NUmero distinciaEG Distdnciade Ea G
i = 25 |Texto TextoEG Moverline{" + (Nome[E]) + (Nome[G]) +"}\,
AB=9 26 |NUmero distdnciaDE Distanciade Da E
27 |Texto TextoDE "overline{" + (Nome[D]) + (Mome[E] +"}\, || |
28 |Quadrilatero poligona2 Foligono D, G, H, A
28 |Segmento -J‘ Segmento [D G] de Quadrilatero
28 |Segmanto g, Se‘;menl“J [G H] de Quadrilatero

Figura 44: Resolugdo 1 do grupo 1 no GeoGebra

Assim, este grupo comegou a sua constru¢do marcando dois pontos A e B. De seguida
construiu um poligono regular com quatro lados (quadrado), cujas medidas dos
comprimentos dos lados sdo iguais a distancia entre o ponto A e o ponto B.
Posteriormente foram determinar a distancia entre o ponto A e o ponto B e moveram
esses dois pontos até a distancia ser igual a nove unidades, de forma a ficarem com um
maltiplo de trés, tornando a sua resolu¢do mais facil. Depois, construiram um segmento

de reta definido pelo ponto D e com trés unidades de comprimento, tendo marcado de
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seguida o ponto E, que correspondia a extremidade desse segmento de reta e utilizaram
0 Mesmo processo para marcar o ponto F, o ponto G e o ponto H. Posteriormente
construiram o poligono [DGHA] e selecionaram uma cor para esse poligono. Por fim,
foram determinar a area dos varios poligonos construidos para provar que estavam de
acordo com o que era pedido no enunciado do problema. Na resolucéo deste grupo, se
se aumentar a medida do comprimento dos lados do quadrado, o log6tipo ja nao verifica
as condi¢Oes iniciais do problema, uma vez que a construcao do poligono [DGHA], ndo

depende da medida do lado do quadrado.

Tendo em conta que este grupo terminou relativamente cedo a resolucdo do problema
proposto, cerca de quinze minutos ap6s o inicio da aula, pedi aos elementos do grupo
que construissem um outro logétipo usando agora outro poligono regular. A segunda

resolucdo é apresentada na figura seguinte.

20Gebra - GL
Ficheiro Editar Exibir Opgées Feramentas Janela Ajuda 2 Pratocola de construgio
Ficheiro Exibir Ajuda
e e |
. =S s = A pontan -
g 2 PontoB
3 |Hexdgono poligonol Poligonals, B, 6]
3 PontoC Poligonols, B, 6]
3 Ponto D PoligonalA, B, 6]
3 PontoE PaoligonolA, B, 6]
3 PontoF PaligonolA, B, 6]
3 |Segmentoa Segmento [A B] de Hexagono poligonot
3 |Segmento b Segmento (B C] de Hexdgono poligonat |2
3 |Segmentoc Segmento [C D] de Hexdgono poligonot
3 |Segmentod Segmento [D E] de Hexdgono poligonol
3 |Segmentoe Segmento [E F] de Hexagono poligonot
3 |Segmentof Segmento [F A] de Hexdgono poligonot
4 Ndimero distinciaAF Distanciade AaF
5 Texto TextoAF "averlinef" + (Mome[A]) + (NomelF]) + "1\,
6 Ndmero distanciaFE Distinciade F aE
7 Texto TextoFE “overling(" + (Mome[F]) + (Mome[E]) +"}Y, | |
8 Nimero distanciaED Distdnciade Ea D
9 Texto TextoED "overline{" + (Nome[E]) + (Nome[D]) +"}\,
10 |Nimero distdnciaDC Distdnciade DaC
11 [Texto TextoDC "averline” + (Mome[D]) + (Nome[C]) + "1,
12 |MUmera distanciaCB Distinciade CaB
13 Texto TextoCB "overline(" + (Nome[C]) + (Nome[B]) +"}\,
14 |NUmero distinciaBA DistinciadeBa A
Area=165.9 15 Texto TextoBA "overline{” + (Nome[B]) + (Nome[A]) + "},

Area FGBA= 553 16 Segmentog Segmento [A D]
17 Segmentoh Segmento [F C]
18 Segmentoi Segmento [E B]
19 |Ponto G Pontoem g
20 |Quadrildtero poligono2 Poligono F, G, B, A

@ Entrada: |

Figura 45: Resolugdo 2 do grupo 1 no Geogebra

Nesta resolucdo os alunos construiram um hexagono regular e determinaram o
comprimento dos seus lados. Depois foram unindo os vértices opostos do hexagono,
construindo assim seis triangulos equilateros. Por fim, foram construir os poligonos
[FGBA] e [EGCD] e pintaram-nos da mesma cor, de forma a satisfazer as condi¢6es do
logotipo. Aqui, se aumentarmos as medidas do lado do hexagono, a figura continua a

satisfazer as condic¢des do problema.
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O grupo 2 fez uma resolucdo muito semelhante a realizada pelo grupo 1 na sua primeira
resolucdo, salientando-se apenas que este grupo ndo moveu os pontos do quadrado para
que a medida do comprimento dos seus lados fosse um multiplo de trés. Utilizaram sim,
as potencialidades do GeoGebra para determinar a terca parte da medida do
comprimento dos lados do quadrado, tal como se pode verificar nas duas figuras

seguintes.

1 pordo: Flaemes um oligro rejoln de G Nades

2 fonte @ Divickimos, o rede AD em 3 T'kmm' Cade, Urna, Jercle "’830“",
saloede Qe o vede. AP Hrhe, B, 98 am. Repefindo o mmero nou teede, BC-
Ercontrarde o pontes €, F .6, H.

3% nto Unimos ©pote € @ © & € o F om o H, ogera Ay
wom \1{&‘:}.8@;;5/ codlg, um  comm Qe de W, g9

L(P\x;n{t,\_ Fornee  €ncontmon an dfea do Quadnado (b BQ‘Q)O\\_E - 3,@?6 o

°
5~ fonto ! Nay cadededore. civid

dordo A2 ) =
v L!ﬂ, ay S\{/?.C\/ on CAlTECH (bs e

fney G anen do Quediedd e
A
(e

Wg'ukctsa

Figura 46: Resolugdo descrita pelo grupo 2

9] G‘egeebm -G2

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela

¥ Protocolo de construgio

* Ficheiro Exibir Ajuda
A b @ @ W |MNome Definigdo
: | o .
A E F D | 2 Ppontam
3 |Quadrilatero poligono? Poligonals, B, 4]
3 |Ponto C PaligonalA, B, 4]
3 |Ponto D Paligona[A, B, 4]
3 |Segmento a Segmento [A B] de Guadrilatero poligonol
3 |Segmento b Segmento [B C] de Quadrilatero
3 |Segmento ¢ Segmento [C D] de Quadrilatero
3 |Segmentod Segmento [D A de Quadrilatero poligonol
4 Ndmero e dl3
5 |[Ponto E Ponto em CircunferéncialA, &] 3
6 Segmentof Segmento [AE]
7 |PontoF Ponto em CircunferéncialD, €]
8 |Segmentog Segmenta D F]
c 9 |Ponto G FPonto em CircunferéncialB, g]
10 |Segmento h Segmento [B G]
Area EABG =114 11 |Ponto H FPonto em CircunferéncialC, ]
Area=35.8 12 |Segmentoi Seamenta [C H]
Area EFHG =119 13 |Segmento j Seagmento [E G
AreaFDCH=11.9 14 |Segmento k Segmento [F H] b
15 |Quadrilatero poligono2 Paligono F, D, C, H
15 Segmentof, Segmento [F D] de Quadrilatera poligono?
15 Segmento |:I,I Segmento [D C] de Quadrildtera
15 |Segmentoc, Selgmentﬁo [C H] d& Quadrilatero
15 |Segmento h, Selgmentﬁo [H F] de Quadrilatero poligono2
16 |Quadrilatero poligono3 Paoligono E. A B, G
16 |Segmento e, Seamento [E A] de Quadrilatero poligono3
16 _Senmentn a A A B da Owadrildtarn nalinanaal ©
[ [ o Jarea [ > ][ 21 |

Figura 47: Resolugédo do grupo 2 no GeoGebra

E de salientar que nesta construcao, se aumentarmos ou diminuirmos o comprimento do
lado do quadrado inicial, a medida do comprimento dos lados dos retangulos [EABG] e

[FDCH], também aumenta na mesma propor¢ao, apesar de a figura se “desmontar”.
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Apesar do grupo 3 nao ter conseguido chegar a solugdo do problema, apresentaram duas
resolucOes diferentes. Na primeira resolucdo, os alunos construiram um quadrado e de
seguida foram encontrar o ponto médio de um dos lados do quadrado. Posteriormente
construiram dois triangulos isosceles, unindo dois veértices do quadrado e o ponto médio
do lado oposto. Depois calcularam a area de cada um dos poligonos e tentaram mover
um dos Vvértices do tridngulo de forma a que a &rea dos dois tridngulos satisfizessem as
condigdes do problema. De seguida, foram tragar as diagonais do quadrado e acabaram

por abandonar esta resolucéo, tal como se pode verificar na figura seguinte.

3 GeoGebra - g3 3 aggh ¥ Protocolo de construgdo T @
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela_ Ficheira Exibir Ajuda
» 3 [N° |Nome Definigdo
(ol g - -
2 PontoB
3 Quadrilatero poligonal Poligonols, B, 4]
3 Ponto C Poligonofa, B, 4]
3 PontoD PaoligonolA, B, 4]
3 Segmentoa Segmento [A B] de Quadrilatero poligonot
3 Segmentob Segmento [B C] de Quadrilatero
3 |Segmenioc Segmento [C D] de Quadrilatero
3 Segmentod Segmento [D A] de Quadrilatera poligonol
4 Mdmero distnciaAD Distanciade AaD
5 Texto TexioAD "overline" + (Nome[A]) + (Mome[D]) + "1\,
6 |Ponto E Ponta em CircunferéncialA, 2.63] 5
7 Segmentoe Segmento [A E]
2 [Tridngulo poligono2 Poligono E, A, B
g Segmento 01 Segmento [E A] de Tridngulo paligano2
8 Segmento e, Segmento [A B] de Tridngulo poligono2
g Segmento a, Segmento [B E] de Tridngulo poligono2
Area ECD = 6.93 9 [Tridngulo paligono3 Poligono E, C, D
) 9 Segmento dl1 Segmenta [E C] de Tridngulo poligono3
,j\rea EAB=6.92 9 Segmentoe, Segmento [C D] de Triangulo poligono3
AreaBEC =131 - - |
9 Segmentoc, Segmento [D E] de Tridngulo poligono3
10 [Tridngulo poligonod Poligono B, E, ©
10 Segmento c, Segmento [B E] de Tridngulo poligonod
10 Segmento b, Segmento [E C] de Tridngulo poligono4
10 Segmento g, Segmento [C B] de Tridngulo poligono4
11 Texto Textopoligono2 "Area” + (Mome[E]) + (Nome[A]) +
12 Texto Textopoligonod "Area” + (MomelBI) + (NamelED + i
ERERREUENIER

Figura 48: Resolucéo 1 apresentada pelo grupo 3 no GeoGebra

De seguida foram tentar outra resolucdo, a qual foi descrita pelo grupo da seguinte

forma:
b) Qua] a SOluan QO proviciua apredviasy ““!’"‘1‘:" gl . o as 0
_ OS2 SeieO ! YQ&&W&
- 5O Ereon\eS ) res oFER
L s FerNOMYAS | enEaNRa ™
\ e ée IO Z L‘Q(L\':'/-&’\'o‘ 5

5 <) )
s aX T2 o\\x:m e C%C@méo} 2 Qzem&
Ro(ﬁ%% go:zn—-ﬂﬁ QD Sas 3«3«% o

Uos w o O
as C)k\ﬂ%g es XORCESIORATS encony o ) conTeap TS
— e & el cnosaE R e%
PUNC 4
de @eckon form
e QQ‘P:\Q'G*Q/ 5

Figura 49:Resolucgéo descrita pelo grupo 3

Apresenta-se de seguida a resolucéo apresentada por este grupo no Geogebra.
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7 GeoGebra-g3 31 (B Protacolo de construgao | s |

Ficheiro litar Exibir rramentas Janela Ajuda A [Ficheira Exivir Ajuda
0 . N° |Name \Deﬁni;éa |
2 PontoB
J 35 L 3 |Quadrildtero poligonod Poligono[A, B, 4]
e RGLE - By 3 PortoC PaligonolA, B, 4]
! H, 3 |PontoD PaligonalA, B, 4] E
3 |Segmentoa Segmento [4 B] de Quadrilatero paligonad
a 3 |Segmentob Segmento [B C] de Quadrilatero
3 |Segmentoc Segmento [C D] de Quadrilatera L
3 |Segmentod Segmento [D A] de Quadrilatera poligono
4 |Ponto E Ponto médio de [AD]
5 |PontoF Ponto médio de [DC]
6 |Ponto G Ponto médio de [CB]
7 |PontoH Panto médio de [BA]
8 |Pontol Ponto médio de [AE]
g |PontoJ Ponto médio de [ED]
10 |Ponto K Ponto médio de [DF]
11 |Ponto L Ponto médio de [FC)
12 |Ponto M Ponto médio de [CG]
1 13 |Ponto N Ponto médio de [GB]
14 Ponto O Ponto médio de [BH]
U e 15 |Ponta P Panto médio de [HA]
16 |Ponto Q Ponto médio de [IE]
17 Ponto R Ponto médio de [JE]
18 |Ponto 8 Ponto médio de [DJ]
by b3, Area M,0,P N, = 26.53 19 Ponto T Ponto médm de [IA]
Area M, ABN, = 28.18 20 |Ponto U Paonto medio de [AP]
. 21 |PontoV Ponto médio de [PH]
Areal, OERK,L,C,08,J, = 31 83 Area 1, JSDH, G, FFLE, CD, ML, = 26.8 22 |Pontow Ponto médio ds [HO]
Area 1 ITAUPYVHWOZBA, N, = 26.53 23 |Ponto Z Ponto médio de [OB]
Area 0,0CP,=2018 24 |Ponto A, Panta médio da [BN]
25 Pontn B Pantn médin ds (K] s
-
® Envaaa 52153

Figura 50: Resolucéo 2 apresentada pelo grupo 3 no GeoGebra
Observando o ficheiro do GeoGebra construido pelo grupo 3, verifica-se que os alunos
foram encontrar o ponto médio de cada segmento de reta definido, ndo se preocupando
com o facto de que o logétipo deveria ter dois tercos da area total pintada, dai ndo terem

conseguido chegar a solucdo do problema.

O Grupo 4 apresentou a sua resolucdo de uma forma muito resumida, ndo explicando

todos 0s passos que teve de realizar, como se pode verificar de seguida.

G Cauce
oo g o,

12 fores ConSTOY Lim %y
7.4
x

AlCe TR e A..

;(I,‘n‘(‘;') div‘ch{f o ; r ] (C((Qé‘
\c;\\‘f}?ﬂa Cnn3 %ﬂ( s \(SLQ;')S/ C/UZC:('(\’-L" "

Figura 51: Resolugdo descrita pelo grupo 4

Ao analisar o ficheiro do GeoGebra gravado por este grupo, percebe-se que os alunos
comegaram por construir um dodec&gono regular. De seguida, usando os vertices do

dodecagono, construiram dois hexagonos e um retangulo. Posteriormente foram
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determinar a area de cada poligono definido e concluiram, com a ajuda da calculadora,
que a soma das areas dos dois hexagonos era igual a dois tercos da area total do
dodecéagono, tal como se pode verificar pela figura seguinte.

G?Gebm - G4 Protocolo de constru:

Ficheiro Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Ficheiro Exibir Ajuda
) A ) A &) A
H b G
4 Hexagono poligono2 Poligono J, K, LA H, |
4 |Segmentoj, Segmento [J K] de Hexagono paligono?
4 |Segmentok, Segmento [K L] de Hexdgono poligono2
4 Segmento Segmento [L A] de Hexagono poligono2
4 Segmento a, Segmento [A H] de Hexdgona poligono2
4 Segmento h, Segmento [H 1] de Hexdgono poligono2
4 Segmentoi, Segmento [| J] de Hexdgono poligono2 F
5 Hexagono poligono3 Poligono B, G,F,E, D, C
5 Segmentob, Segmento [B G] de Hexagono poligono3
5 Segmento g, Segmento [G F] de Hexdgono poligonod
5 Segmentof, Segmento [F E] de Hexdgono poligona3
5 Segmentoe, Segmento [E D] de Hexagona poligono3
5 Segmentod, Segmento [D C] de Hexagono poligono3
5 Segmento c, Segmento [C B] de Hexagona poligono3 L
6 Texto Textopoligono2 "Area" + (Mome[J]) + (Nome[K]) + 1
7 Texto Textopoligonol "Area ="+ poligonol
Area= 698.77 8 | Quadrilatero poligonod Poligono G, H, A B
Area JKLAHI = 232.82 8 Segmento g, Segmento [G H] de Quadrilatero
AR = SER 8 Segmentoh, Seémem‘o [H A] de Quadrilatero poligonod

) 8 Segmentoa, Segmento [A B] de Quadrilatsro poligonod

Ales[HOREREL232:02 8 |Segmentob, Segmento [B 6] de Quadrilatern
9 Texto Textopoligonod "Ar'éa "+ (‘Nome[G]) + (Nome[H]) +
10 Texto Textopoligono3 "Area” + (Nome[B]) + (Nome[G]) + =

® Entrada: . EREREERIER

Figura 52: Resolugdo do grupo 4 no GeoGebra

Se aumentarmos a medida do comprimento dos lados do dodecagono, o logétipo

aumenta na mesma porcao, nao se “desmanchando”.

O grupo 5 apresentou duas resolugdes diferentes. Na primeira construiu um eneagono
regular e foi determinar a sua area, com o auxilio do GeoGebra. De seguida foi
determinar quanto eram dois ter¢os dessa area, construiram um novo enedgono regular,
no interior do primeiro e foram movendo os pontos até que a area fosse igual a dois
tercos da area do poligono inicial. Essa resolucdo pode-se verificar nas duas figuras

seguintes.

A resducto 4o o550 p obleryQ foi

Momé—mo& um Pc\f%or\o ,Qqu\Cw e deﬁ Coorimnos oy Sua C/‘rﬁc\,
e mre, 16,1 Em 5€8<)dcia frzemes o Seguindc. conte
16,12 xa vy g# nes Ay a arec do 2° fi\l'éa/b

{e({)u\c(f, fof GFime moccer-mes © 2> Foh@ono (C()’l_ol\/fcﬂ
40, 8.

Figura 53: Resolugdo 1 descrita pelo grupo 5
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Ficheiro Exibir Ajuda
1w [Nome | Definigdo |
w E I Fonto H Poligona[A, B, 9] .
v 3 Pontol Poligono[A, B, 9]
f ) 3 |Segmentoa Segmento [A B] de Poligono poligonol
g F 3 [Segmento b Segmento [B C] de Poligono poligonod
3 [Segmentoc Segmento [C D] de Poligono poligono
3 |Segmento d Segmento [D E] de Poligono poligonod
3 [Segmento e Segmento [E F] de Poligono poligonol
3 |Segmentof Segmento [F G] de Poligono poligonot —
3 [Segmento g Segmento [G H] de Poligono poligono
3 |Segmento h Segmento [H ] de Poligono poligono
3 |Segmentoi Segmento [| A] de Poligono poligonod
4 PontoJ
5 |Ponto K
6 |Poligono poligono2 PoligonofJ, K, 9]
6 |Ponto L PoligonoJ, K, 9]
6 |Ponto M Poligonod, K, 9]
6 |Ponto N PoligonoJ, K, 9]
6 |Ponto O Poligonofd, K, 9]
6 |Ponto P PoligonolJ, K, 9]
6 |PontoQ PoligonolJ, K, 9] 3
6 Ponto R PoligonoJ, K, 9]
6 Segmento j Segmento |J K] de Poligono poligona2
P 6 Segmento k Segmento [K L] de Poligono poligono2
6 |[Segmento | Segmento [L M] de Poligono poligono2
Area=108 6 Segmentom Segmento [M N] de Poligono poligono2
6 Segmenton Segmento [N O] de Poligono poligono2
6 Segmentop Segmento [0 P] de Poligono poligono2
6 Segmento g Segmento [P Q] de Poligono poligono2
6 Segmentor Segmento [Q R] de Poligono poligono2
6 Segmentos Segmento [R J] de Poligono poligono2
7 Texto Textopoligonol "Area ="+ poligono1
|| 8 Texto Textopoligono2 “Area ="+ poligono2 I
© e

Figura 54: Resolugdo 1 do grupo 5 no GeoGebra

A segunda resolucdo foi semelhante, mas nesta o grupo partiu de um quadrado, tal como
se pode observar nas figuras seguintes.

area, G Rfa 9H%,62. Em 5Q8V4\da firames o se e
coNte ?’3'6&\(9%3%*4”03&1 , 4
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Figura 55: Resolucéo 2 descrita pelo grupo 5

GeoGebra - G5_T/
-

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

‘{_’ Mover
Arraste um objecto seleccionado (Esc;

€7 Protocolo de construgio L=

Ficheiro Exibir Ajuda

N |Nnma \Daﬂmgin
1 |Ponto A
2 |Ponto B
3 |Quadriltero poligonot PoligonalA, B, 4]
3 |PontoC PoligonolA, B, 4]
3 PontoD PoligonalA, B, 4]
3 |Segmento a Segmento [A B] de Quadrilatero poligonol
3 |Seagmento b Segmento [B C] de Quadrildtero poligonot

| 3 |Seamento ¢ Segmento [C D] de Quadrilatero poligonol
3 |Seamento d Segmento [D A] de Quadrilatero poligonol
4 Texto Textopoligonol “"Area ="+ poligonol
5 |Ponto E
7 |Mdmero dreae Areafel
8 Texto Textoe "Area="+ dreae
Area=33.62
Area=22.4

Figura 56: Resolugdo 2 dLo grupo 5 no GeoGebra
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E de salientar que nesta construcio, se aumentarmos ou diminuirmos o comprimento do
lado do quadrado inicial, a area do quadrado aumenta, mas a do circulo mantém-se, ou
seja, este grupo ndo usou todas as potencialidades do GeoGebra para fazer o seu
logotipo.

O grupo 6 também apresentou duas solucdes. Na primeira resolucdo, comecou por
desenhar um quadrado, tendo depois movido um dos lados do quadrado, de forma a que
a medida do comprimento dos lados fosse de seis unidades. Depois construiram dois
segmentos de reta com duas unidades de comprimento, uma vez que esse valor
correspondia a um terco de seis unidades, partindo de dois dos veértices do quadrado. De
seguida, partindo dos extremos desses segmentos de reta, construiram mais dois
segmentos de reta, de forma a conseguirem construir o poligono [DJKA], cuja sua area
correspondia a dois tercos da area total do quadrado, tal como se pode verificar na

figura seguinte.

7% Protocolo de construcao  —

Ficheiro Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela
Ficheiro Exibir Ajuda
.A / A, ’ b- @ E N°  [Nome | Definicdo |
2 2 v Z PL—=| 3 segmentoc Segmento [C D] de Quadriltero -
c 3 Segmento d /Segmento [D A] de Quadrilatero poligono1
4 4 Nimero e Distanciadecab
5 Numerof Distanciadeaad
6 PontoE |Pontoem d
7 PontoF Ponto em CircunferéncialE, 2] Al
8 'Segmento g 'Segmento [EF]
9 |Ponto G Ponto em CircunferéncialA, 2)
6 10 [Segmento h |Segmento [A G]
11 |Ponto H Ponto em CircunferéncialD, 2]
12 |Segmento i |segmento [D H]
13 Segmento Segmento [H G]
14 |Ponto | Ponto em CircunferéncialF, 2]
15 Segmento k Segmento [F 1]
16 |PontoJ Ponto em CircunferénciafH, 2]
17 Segmento | Segmento [HJ] 3
Area= 36 18 |Ponto K Ponto em Circunferéncia(G, 2] F
19 ‘Segmento m Segmento [G K]
20 Segmenton Segmento J 1]
21 |Segmento p Segmento [| K]
22 ‘Quadrilétero poligono2 Poligono D, J, K, A
22 |Segmento d, Segmento [D J] de Quadrilatero poligono2
2 SegmentOJ1 Segmento [J K] de Quadrilatero poligono2
22 [Segmento k, Segmento [K A] de Quadrilatero poligono2
22 |Segmento a, Segmento [A D] de Quadrilatero poligono2
23 Texto Textopoligono1 “Area=" + poligono1 =
(k][ 2323 > ][ B2 ]

Figura 57: Resolugédo 1 do grupo 6 no GeoGebra

Na segunda resolucéo este grupo partiu de um triangulo equilatero com quinze unidades

de area, tal como é explicado pelo grupo na figura seguinte.
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Figura 58: Resolugéo apresentada pelo grupo 6

A resolucdo descrita pelos alunos anteriormente pode ser confirmada, atraves da figura

seguinte.

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AreaBCA=10

Area=15

5 Protocolo de construgao ™

Ficheiro Exibir Ajuda

3

3 Segmentoa
3 |Segmentod
3 Segmenma1
4
5

Texto Textopoligono1

7

8

9

9 Segmento a,
9 Segmento b,
9

Segmento ¢,

10 Texto Textopoligono2

A A/ @ N° [Nome | Definigdo
et ) )/(v ) >v ®v A .d 1 PontoD
2 PontoA
| Ponto B Poligono[D, A, 3]

Segmento [D A] de Tridngulo poligono1
Segmento [A B] de Tridngulo poligono1
Segmento [B D] de Tridngulo poligono1
"Area="+ poligono1

Nimero b Distanciadeaad
6 |PontoC Ponto em Circunferéncia[D, 1.96]
Segmento ¢ Segmento [D C]
Segmento Segmento [C B]
Tridngulo poligono2 Poligono B, C, A

Segmento [B C] de Tridngulo poligono2
Segmento [C A] de Tridngulo poligono2
Segmento [A B] de Tridngulo poligono2
"Area” + (Nome[B]) + (Nome[C]) +

EEBIEREEOENIEER

Figura 59: Resolugdo 2 do grupo 6 no GeoGebra
Tal como acontecia na maioria dos logétipos anteriormente apresentados, se
aumentarmos a area do triangulo inicial, a area pintada ndo aumenta na mesma
proporcado. Isto deve-se ao facto de, mais uma vez, os alunos ndo terem utilizado todas

as potencialidades do GeoGebra.

Durante a apresentacdo do logétipo dos varios grupos a restante turma, questionei apos
cada apresentacdo, 0 que aconteceria se a medida do comprimento dos lados do
poligono inicial aumentasse. Os alunos conseguiram perceber que na maioria dos

logotipos, ao aumentar a medida do comprimento dos lados, a parte pintada néo
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aumentava na mesma proporcdo e que isso se devia a forma como fizeram toda a

construcgéo.

Na tabela seguinte apresenta-se a analise da caracterizacdo das resolucbes efetuadas

pelos alunos.
Gl G2 G3 G4 G5 G6
R1 | R2
Ad 3 Sim X | X X X X X
2] equacao
S auac Nao X
3 D .
> Qg _ Sim X | X X NC X X X
N 5 Rigor
S 9 Néao NC
S o :
o Sim X X NC X
8 Robustez
Néao X NC X X

Tabela 9: Caracterizacdo das resolugdes relativas a tarefa 3

Ao fazer a caracterizacdo das varias resolucdes dos alunos, houve a necessidade de
caracterizar as duas resolucdes do grupo 1 separadamente, uma vez que, apesar das duas
serem adequadas, isto &, exprimirem os dados e a0 mesmo tempo a construcdo permite
uma resposta rigorosa, a segunda resolucdo é robusta, 0 que ndo acontece com a
primeira. Salienta-se o facto de que apenas o grupo 3 ndo conseguiu concluir o
problema, pelo que é o Unico grupo cuja sua resolucdo ndo € adequada, apesar de ter
entregue vérios ficheiros do GeoGebra, com as diferentes tentativas de resolucéo.
Analisando agora a linha relativamente ao rigor, verifica-se que todas as resolucGes
apresentadas, a excecao das do grupo 3, permitem uma resposta rigorosa. Em relacédo a
robustez, os grupos 1, 2 e 4 conseguiram fazer uma construcdo robusta, uma vez que
manipulando qualquer um dos objetos livres, a construgdo mantém as suas

propriedades.

Na tabela seguinte, pode-se observar as estratégias de resolucdo utilizadas pelos

diferentes grupos.
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Gl
RI[R2

G2 | G3 | G4 | G5 | G6

Descobrir um padrédo, uma regra ou lei
de formacéo

Fazer tentativas/ Fazer conjeturas X X

Trabalhar do fim para o principio
Usar deducdo légica ou fazer
eliminacao

Reduzir a um problema mais simples X X

Fazer uma simulacdo ou uma
experimentacao

Fazer um diagrama ou esquema XIX| X | X | X | X | X

Fazer uma lista organizada ou uma
tabela

Estratégias de resolugéo

Tabela 10: Estratégias de resolucdo utilizadas na tarefa 3

Ao fazer a caracterizacdo das estratégias de resolucdo utilizadas pelos alunos, na
resolucdo do presente problema, houve novamente a necessidade de caracterizar as duas
resolucdes do grupo 1 separadamente, uma vez que, utilizaram estratégias diferentes.
Assim, observando a tabela anterior, verifica-se que todos os grupos utilizaram a
estratégia Fazer um diagrama ou esquema e 0s grupos 3 e 5 optaram ainda por Fazer
tentativas/Fazer conjeturas. O grupo 6 e o0 grupo 1, na sua primeira resolucdo,
utilizaram, ainda, como estratégia Reduzir a um problema mais simples e 0 grupo 2 e 0
grupo 1, na sua segunda resolucdo, utilizaram ainda a estratégia Fazer uma simulacgéo

OU uma experimentagao.

Em relacdo a formulacdo de novos problemas, a maioria dos grupos pegaram no
problema inicial e fizeram-lhe pequenas alteracfes como se pode constatar nas imagens

a seguir apresentadas.

o escolan do .\\\\r!\;\.j\n(‘ ({'.\ \

\aradc Ym  (ONCce 2so PO 0
Gocbos ds Elhalis Yoo Wadoe. tiea oo, v
2 Hpo do dube do Madecndhica . Toea copxe eeR , (o-dca
ol aw & @ AP SeOTaR M YA que 02do o<e
LS &¢ qu N QeGea
2 { s - \0 @i As 0@ ; L o \ ¥
1. O \ogohpo e QAR "L A [0ana QW v O Wgone
Ce (O
i 1 { ; \ b R T
e Deveea e £ ao. oo TOT&| =Jianiatale B
({&]
/\\ W llona A g \ o (PO ( \ i |
JUL QG dry \k&\g n A WL OCL) < “.\,(,L\ oee O loas ; FP\,
A ? J
QA yuaonal!

Figura 60: Problema formulado pelo grupo 1
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N escolu do Tindim s le;w Um  CNUUNSY  poax ¢
lQ\CJSh‘\OQ do C,\r\a\b-Q da ‘\(Q"l‘em(?—h'(b ) ?QWQA (%RRQ N . ¢ qu

Alune deverde o Pres g
Preseaan LM (MaGem QYR abede e

s SRguistes reeqros =

b+ 0 ogoh -
necy\g:wﬂm FRUW de tew o Forae. o o pofi
. (P

92 : (O 7 ;
evead  Hew ESPN| : :
. & Cinec, Yol /Zr)/—qdq
C T(f‘“’( m
‘ cle OLCQ(‘U AR
- B FPondieg N, Qg podlesnr
FWo o ] (\‘MFH(Y\ ~ € o

Figura 61: Problema formulado pelo grupo 2

-

e ¢ ,3~ tecn S\ ZsXowl coro .Q'O}(Y\\O‘Q‘C e Q
QeS\O oM  choyelco .
Corre Gicooa” Qi z 2o -

A ﬂoﬁ.\'& q\—)e(\. E'G?e\"._ O MMy ?x'{.ZC( CO ;O\'S SQECLY §

Figura 62: Problema formulado pelo grupo 3

)\}o CNJG\ C\e <V~ la} , o Cen1fo

Comerc ia\ : eV Uy \(“3
WQ*Z()W Orne |

)
%f(ﬁ’ﬁ“@q@ V'g/“-‘* e e 3
L))USCQ\

oves e €t
) S C¥wewy, o Cuere y
N oot :
9o Tifo  que dama -5 «
C L‘TCQQ Co Mee> '—T} N \\C Vol e ¢

C/

- \W)Q— ’)
f&c}a( de Ter & %(mc o e %

R e\ |

JCDC\

1

Figura 63: Problema formulado pelo grupo 4
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New fabrice de tretores do Manel For (ancades Y

concurso pasa o logdtipe da @mpmsa dos + roe tores

Valdco . Paro coms
: oncoerl y ’
APERNYar uma (‘lf)r\q / Cc'd(’( J‘dmi‘;‘\ww U(Qv@r»c\
€gros : G P eoruma~SE e S s
1 & Ioacﬁﬁpo tew clo tec Forma e um Fc}lf@om
AV
PO ¢ ,
0E& der ,54 . xeen Yore) pintede.
G Mang)

E doci diy pactidpar . Qual podedy g
0 [O(ij)g%?()o a\o MQM(

?

Figura 64: Problema formulado pelo grupo 5

0 Reco, Min, wellils 3 einVioma Qyotam o poiion
'H{b'i,www Mt o S Vi Jow -
0 epudnan~ . ,2_— J Prec
Figura 65: Problema formulado pelo grupo 6
Na tabela seguinte apresenta-se a andlise referente aos problemas formulados pelos
alunos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | G6
® Variar os dados X X X X
© -~
o & | Variagdodo |variar as condigBes
S €
& @ | problema dado ] X
38 Variar o contexto X X X
e 2 (NC)
=g
L Problema Novo

Tabela 11: Formulagéo de problemas (Tarefa 3)

Ao analisar a tabela 11 referente a formulagdo de problemas efetuada pelos alunos,
pode-se verificar que os dois primeiros grupos optaram por apenas variar os dados do
problema inicial. Os grupos 3 e 4 variaram os dados e o contexto do problema inicial. O
grupo 5 apenas alterou o contexto do problema inicial, mantendo as condigdes e 0s

dados. Em relagdo ao grupo 6, apesar de ter iniciado a formulagéo do problema, este
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estd incompleto, uma vez que nao faz qualquer questdo, ndo se sabendo assim o que €

pedido.

Tarefa 4: A estrada circular

Na tarefa 4 (ANEXO 1V) era pedido aos alunos que descobrissem onde deveria ser
construida uma estrada circular, sabendo que estava a igual distancia de quatro castelos.
A maioria dos grupos comegou por construir primeiro a estrada circular e depois
colocaram os castelos sobre essa estrada. Depois de chamar a atengdo de que 0s quatro
castelos teriam de ser marcados inicialmente e s depois € que iriam construir a estrada
circular, todos os alunos foram construir um quadrado e sobre o0s seus Vértices
marcaram 0S pontos correspondentes aos quatros castelos, depois desenharam a
circunferéncia correspondente ao local onde estaria a estrada, a qual passava pelos

veértices do quadrado.

Depois de alguns grupos terem conseguido construir a estrada circular para o caso
particular do quadrado, pedi-lhes que colocassem 0s quatro pontos, correspondentes a
cada castelo, em qualquer local e sO depois tentassem construir a circunferéncia
correspondente a estrada circular. Mais uma vez se verificou que alguns alunos
marcaram 0s quatro pontos, tracaram uma circunferéncia e depois moveram 0s pontos
de forma a coloca-los de acordo com o que era pedido no problema. Houve entdo a
necessidade de explicar que depois de marcar 0os pontos correspondentes aos castelos,

ndo se poderia mover mais esses pontos.
Durante a resolu¢do, ouviam-se alguns comentarios:

Anaisa (grupo 2): Professora, os castelos podem estar aqui?

Professora: Sim, os castelos podem estar em qualquer local, mas depois de
marcarem 0s pontos correspondentes a eles ndo os podem mover.

Daniela (grupo 3): Professora, nds marcamos os castelos, depois
construimos a estrada e agora verificAmos que os castelos tém de estar aqui!
Professora: Isso significa que vao ter de mover os castelos?

Daniela (grupo 3): Sim!

Professora: Vocés ndo conseguem mudar os castelos de sitio, porque séo
muito pesados! Os castelos tém de ficar fixos!

Béarbara (grupo 3): Este problema é muito dificil professoral!

Paulo (grupo 6): Este problema é impossivel!

Pedro (grupo 6): Professora, nds conseguimos!
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Professora: E ndo moveram os castelos?
Pedro (grupo 6): S6 os mexemos um pouco! Nao faz mal, pois ndo?
Professora: Nado podem mover os castelos!

Os alunos tiveram ainda dificuldade em descobrir o centro da circunferéncia que passa
por trés pontos, pois perceberam que para construir a estrada circular teriam primeiro de
construir essa circunferéncia. Decidi entdo explicar para toda a turma, como poderiam

descobrir o centro dessa circunferéncia.

Tal como ja foi referido, a grande maioria dos alunos teve muita dificuldade em resolver
o0 problema quando os quatro pontos ndo estavam sobre um quadrado, sendo poucos 0s

alunos que conseguiram concluir a tarefa para este caso geral.

O grupo 1 apenas gravou o ficheiro referente ao caso geral, apesar de ndo ter
conseguido concluir a resolucdo do problema, tal como é explicado por este grupo de

seguida.

j » L
§ 5 o 1ot LDUGOEEs
ey adees= YD

o = ; ) 2y

((’j\(‘;(()\ oS O /Q ’\)(’)\T&‘ O B
‘Q’}L"-.\/C) & &VC ((}\(X\C."(J OACR C:\V(LL\7(<(86-'1[7(‘;. Cx :‘U’Q Tt(\i—ﬁ’;ffé;ﬁ‘;f« : 1)(‘\4
= PC DS e

A wequie *Q(igc{meir) outea Q\qmo.&@g@q Qe -?Ck&_gﬂg,@ 3
o quacto pooto.

(ﬂCR} QOﬂ‘oC’S@l\\O (S} (L,Q&\i‘x\?)
Figura 66: Resolucdo apresentada pelo grupo 1

Este grupo iniciou a resolugdo marcando inicialmente os quatro pontos correspondentes
aos castelos. Em seguida construiram a circunferéncia que passava por trés desses
castelos e determinaram o0 seu centro. Depois foram determinar o raio dessa
circunferéncia e construiram uma nova circunferéncia com o mesmo centro da anterior e
que passava pelo quarto castelo, tendo também calculado o raio desta circunferéncia. A

partir daqui ndo conseguiram continuar, tal como se pode verificar pela figura seguinte.
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heiro Editar mentas Janela Ajuda

LY 1532 ¥ 13 o] [ [ DN [P e e — =

Ficheiro Exibir Ajuda —
N [Nome |Definigao

1 PontoA

2 PontoB

3 PontoC

4 PontoD

5§ Circunferéncia ¢ Circunferéncia passando porA, B, C

6 Ponto G Centro de ¢

7 Namero distdnciaGD Distdnciade GaD

8 Texto TextoGD Moverline{” + (Nome[G]) + (Nome[D]) + "}\,=\," + distanciaGD

9 Numero distanciaAG Distinciade AaG

10 Texto TextoAG Moverline(” + (Nome[A]) + (Nome[G]) + “}\ =\ " + distinciaAG

11 Ndmero distanciaBG Distdnciade 8a G

12 Texto TextoBG Movertine” + (Nome([B]) + (Nome[G]) + "} =\," + dist3nciaBG

13 Namero a DistinciadeBaG

14 Numero distanciaCe Distanciade Ca G

15 Texto TetoCG Moverline{” + (Nome[C]) + (Nome[G]) + "}, =\," + distdnciaCG

16 Circunferéncia d Circunferéncia de centro G passando por D

17 Namero e Perimetro(c]

K1 17017 (o) (L)

Figura 67: Resolugdo do grupo 1 no GeoGebra

O grupo 2 comecou a sua resolucdo pelo caso particular, em que os castelos estdo sobre

o0s Vvértices de um quadrado, tal como se pode verificar na figura seguinte.

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
'%' Mover afolha de desenho
}| Arraste afolha de desenho ou um eixo (Shift + Arastar)

A I i g ol o=

©'F Protocolo de construgdo |A|
¢ Ficheiro Exibir Ajuda
L] ¢ Mo [Nome | Definigio
1 Ponto A
2 PontoB
3 |Quadrilatero poligonol PoligonalA, B, 4]
3 |Ponto C PoligonalA, B, 4]
N 3 |PontoD PoligonalA, B, 4]
3 Segmento a Segmento [A B] de Quadrilatero poligonol
3 Begmento b Segmenta [B G] de Quadrilatero poligono?
3 Begmentoc Segmenta [C D] de Quadrildtera poligonod
3 Begmentod Segmenta [D Al de Quadrildtera paligonol
A 4 Circunferéncia e Circunferéncia passando por D, G, B
a

Figura 68: Resolut;éo 1 do grupo 2 no GeoGebra
Como se pode verificar, este grupo comecou por definir dois pontos. De seguida
construiu um quadrado, cuja medida do comprimento dos lados € igual a distancia do
ponto A ao ponto B e tracou a circunferéncia que passava por trés desses pontos. Assim,
a estrada iria passar pelos quatro castelos que correspondiam aos vértices do quadrado.
Quando questionei se a estrada apenas poderia passar pelos vértices do quadrado, 0s
alunos pensaram um pouco e depois responderam que ndo, bastava encontrar o centro
desta circunferéncia e depois aumentar ou reduzir o tamanho do raio da circunferéncia

inicialmente construida.

Pedi posteriormente para que fizessem uma nova resolucdo mas sem colocar os castelos
sobre um quadrado. Apesar de os alunos ndo terem escrito como resolveram o
problema, verifica-se através do ficheiro do GeoGebra, que a resolugdo é adequada,

uma vez que conseguiram concluir o problema. Assim, este grupo comecou por definir
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0S quatro pontos correspondentes aos quatro castelos. Depois, tal como aconteceu com
0S outros grupos, construiu a circunferéncia que passava por trés desses pontos, neste
caso, pelos pontos A, D e C. Depois foram descobrir o centro da circunferéncia e
determinar a distancia do ponto E ao ponto C e do Ponto E ao ponto B. Apesar de néo se
verificar através do ficheiro, os alunos fizeram vérias tentativas para perceber o que
deveriam fazer de seguida, tendo-me chamado vérias vezes, para perguntar como
podiam usar o GeoGebra como calculadora. Ao fim de vérias tentativas, perceberam
que a estrada teria de estar a meio da distancia entre a circunferéncia e o ponto B e
foram determinar qual seria essa distancia. Depois tracaram uma nova circunferéncia
com centro igual ao centro da primeira circunferéncia e raio igual a distancia

anteriormente determinada, tal como se pode verificar na figura seguinte.

icheiro_Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. ‘ Anas(e um objecto seleccionado (Esc)
€2 Protocolo de construgio
Pailmeto = 43.21 Ficheiro Exibir Ajuda
N° [Nome | Definigdo

1 Ponto A
2 PontoB
3 PontoC

| 4 PontoD

B 5 Circunferéncia ¢ Circunferéncia passando porA D, C
L 6 PontoE Centro de ¢

7 Numero distanciaCE Distanciade CaE
8 Texto TextoCE "overline{” + (Nome[C]) + (Nome[E]) + "}, =\," +
9 Ndmero distanciaED Distinciade EaD
10 NGmero distanciaEB Distanciade EaB
11 Texto TextoEB “loverline{" + (Nome([E]) + (Nome[B]) + “}\ =\ "+
12 Ndmero a distanciaCE + (distanciaEB - distanciaCE) / 2
13 Circunferéncia d Circunferéncia de centro E e raio a
14 NGmero perimetrod Perimetro[d]
15 Texto Textod “Perimetro = * + perimetrod
16 NGmero distanciaAB Distanciade AaB
17 Texto TextoAB “loverline{” + (Nome[A]) + (Nome[B]) +"}\,=\"+
18 Namero b Perimetro[d]
19 Texto texto1 "Perimetro="+b
20 Nimero e Perimetrofd]
21 Texto texto2 “Perimetro="+¢
22 Numero perimetroc Perimetrofc]

|

Figura 69: Resolugdo 2 do grupo 2 no GeoGebra

O grupo 3 também ndo conseguiu concluir a resolucdo para o caso geral. O grupo

descreve a sua resolugéo da seguinte forma:

oy OOy s haan -
B ﬁ r - O5 (.’(h{*‘{_.k (65 ‘)(l\"é_(— ,.50 Jue e ) TS Oé
NG © . T omhe © ) o : €4
Q5 CAOr e c\mfoq A ZE MDY U G ) e P o
, K M Ca Clan O (‘{,(ZQL’) Coa [}

‘)&I\DG cas Yel\os Passoa

C)(‘f e el e (Ck\\"l\[f\ ")’ZTJ_Q..
0 Pl e "»\’y:.

€ Vimos

florem  todes  con o

(=¥
RS ANVE R
C-OCQ{ZQ\J;(‘V\‘OS .

S MG G55

Figura 70: Resolucgdo apresentada pelo grupo 3
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Este grupo apresentou trés ficheiros diferentes com as varias tentativas de resolucdo. Na
primeira resolu¢do, os alunos comecaram por marcar dois pontos, construiram a
circunferéncia que passava por esses dois pontos e descobriram o seu centro. Por fim
construiram varios segmentos de reta com quatro unidades de comprimento, onde foram
colocar os varios castelos. Nesta resolucdo, primeiro era construida a estrada e s6 depois
se colocariam 14 os castelos, apesar de ao analisar o ficheiro do GeoGebra se verificar
que os castelos ndo estavam a mesma distancia da estrada circular. Na segunda
resolucdo os alunos foram marcar os quatro pontos, correspondentes aos quatro castelos,
de seguida construiram a circunferéncia que passava por trés desses pontos e
determinaram o seu centro. Depois construiram uma nova circunferéncia com centro no
ponto E e que passava pelo quarto ponto. De seguida, como ndo conseguiam determinar
a distancia entre as duas circunferéncias, foram marcar dois novos pontos sobre a Ultima
circunferéncia e determinaram a distancia entre o Ponto B, da primeira circunferéncia, e
0 ponto F, da segunda circunferéncia. N&o tendo prosseguido com esta resolucdo. Na
ultima resolucdo os alunos marcaram 0s quatro pontos correspondentes aos quatro
castelos. Depois foram tracar segmentos de reta que passavam por cada um dos pontos
inicialmente definidos e com trés unidades de comprimento. Posteriormente foram
construir as circunferéncias com centro nos pontos inicialmente definidos e com trés
unidades de raio, tendo abandonado de seguida esta resolugdo. As varias resolugdes

anteriormente relatadas podem ser analisadas nas figuras seguintes:

(O GeoGebra - g3_ta

s Ferramentas Janela Ajuda

1S o)(s)

Ficheiro Editar Exibir Opgd

A .
D&

EINE

|ﬂ i Mover afolha de desenho

™ {7 Protocolo de construgio g

Ficheiro Exibir Ajuda

N [Mome | Definigdo
1 Ponto A

2 Ponto B
3 Circunferénciac C éncia de centro A porB

nto D Ponto em CircunferénciafC, 4
6 Segmentoa Segmento [C D]

8 Segmentob Segmento [E F]

-]

12 |Segmento d Segmento (G H]

| . Se;i.-l;;nioe Segrnemo |’|J|ﬂl -
| kX <Kl | 15115 | B> ze)
Figura 71:Resolucédo 1 do grupo 3 no GeoGebra
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s e e |

Ficheiro Editar Exibir Opcdes Ferramentas Jansla Ajuda
Mover
1 Arraste um objecto seleccionado (Esc)

¥ Protocolo de construgdo =5

Ficheiro Exibir Ajuda

we [Mome [Definigao
1 |Ponto A
2 |Ponto B
3 |Ponto C
4 |Ponto D
5 |Circunfergncia ¢ Circunferéncia passando porA, C, B
6 |Ponto E Centro de ¢
7 |Numero distinciaEB Distanciade EaB
8 |Texto TextoEB Moverline{" + (Mome[E]) + (Nome[B]) + "}\, =
9 |Numero distinciaED Distanciade EaD
10 Texto TextoED "overline{" + (Nome[E]) + (Nome[D]) + "},
11 |Ndmero a
2 |Ponto F Ponto em CircunfaréncialB, 0.33]
13 Segmento b Segmento [B F]
14 |Circunferéncia d Circunferéncia de centro E passando por F
15 |Ponto G Paonto em d
16 |Ndmero distanciaBF Distanciade BaF
17 Texto TextoBF "overline{" + (Nome[B]) + (Nome[F]) +"}\, =
18 |Ndmero distanciaAG Distanciade Aa G
19 Texto TextoAG Moverline{" + (Mome[A]) + (Nome[G]) + "1\, =

Figura 72: Resolugdo 2 do grupo 3 no GeoGebra

Mover afolha de desenho
1 Arraste a folha de desenho ou um eixo (Shift + Arrastar)
¥ Protocolo de construgio @.
Ficheiro Exibir Ajuda
Ne [Nome [ Definigdo
1 Ponto A
2 PontoB
3 Ponto C
4 Ponta D
5 |Ponto E Paonto em CircunferéncialD, 3]
6 Segmentoa Segmento [D E]
7 |Ponto F Ponto em CircunferéncialA, 3]
8 Segmenta b Segmento [AF]
9 |Ponto G Ponto em CircunferéncialB, 3]
10 'Segmento ¢ Segmento [B G]
11 |Ponto H Ponta em CircunfaréncialC, 3]
12 Segmento d Segmento [C H]
13 Circunferéncia e Circunferéncia de centra D passanda por E
14 Circunferéncia f Circunferéncia de centro B passando por G
15 Circunferéncia g Circunferéncia de centro C passando por H
16 Circunferéncia h Circunferéncia de centro A passando por F
16118

Figura 73: Resolugdo 3 do grupo 3 no GeoGebra

O grupo 4 também ndo conseguiu concluir a sua resolucdo. Na imagem seguinte pode-

-se verificar a resolugdo descrita por este grupo.
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Figura 74: Resolugéo apresentada pelo grupo 4
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Analisando o ficheiro do GeoGebra gravado pelos alunos, verifica-se que depois de
determinarem a distancia do centro ao ponto A, foram ainda determinar a distancia do
centro ao ponto D, que era um ponto exterior a circunferéncia e que correspondia ao
quarto castelo. Depois marcaram um novo ponto, o ponto F e foram entdo construir uma
nova circunferéncia que passa pelo centro da primeira circunferéncia e pelos pontos D e

F, ndo tendo continuado esta resolucdo, como se pode verificar através da figura

seguinte.
GwGebra - G4
Ficheiro Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda
A } L\ @ 2 ol o2 . Mover afolha de desenho
. _'_v é’ Arraste afolha de desenho ou um eixo (Shift + Arrastar)

7 Protocolo de construgio E

Ficheiro Exibir Ajuda

N [Nome [Definigdo
1 Ponto A
2 Ponto B
3 Ponto C
4 Ponto D
5 |Gircunferéncia c Gircunferéncia passando por B, G, A
6 Ponto E Centro de ¢
7 Mdmero distanciaEA Distanciade EaA
8 Texto TextoEA "overlinef” + (Nome[E]) + (Nome[A]) + "1\, =
9 Ndmero distdnciaED Distanciade EaD
10 Texto TextoED "\overline{" + (Mome[E]) + (Mome[D]) + "},
11 |Ponto F
12 Circunferéncia d Circunferéncia passando por E,D, F

* L] L] 122 ) LR

Figura 75: Resolugdo do grupo 4 no GeoGebra

Este grupo teve alguma dificuldade em trabalhar em conjunto e em respeitar as ideias

uns dos outros.

O grupo 5 iniciou as suas primeiras resolugdes, marcando um ponto e construindo a
circunferéncia com centro nesse ponto e com um raio de comprimento fixo. SO depois

foi identificar os quatro castelos. Como se pode verificar pelas figuras seguintes.

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
L ® A Mover afolha de desenho
Arraste a folha de desenho ou um eixo (Shift + Arrast
B D € Protocolo de construgio ==
Ficheiro Exibir Ajuda
HDE 5.01 e MNome | Definigso |

1 Ponto A
2 |Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro A & raio 9
3 PonloB

| 4 PontoC
§ PontoD
6 PontoE
7 Segmento a Segmento [B C]

< 8 Segmentob Segmento [D E]
S501 10 5:01 9 Naimero distinciaBC Distinciade BaC

10 Texto TextoBC Moverling(” + (Nome[B]) + (Nome[C]) + "} \,
11 Namero distinciaDE Distinciade D3 E 3
12 Texto TextoDE Moverline(” + (Nome[D]) + (Nome[E]) + "}\,
13 Ponto F Ponto de interseccio deceb

| 14 Ponto G Ponto de intersecgdodecea
15 PontoH Ponto de intersecgdodeceb
16 Pontol Ponto de intersecgdodecea
17 Namero distanciaFE Distinciade F aE

Figura 76: Resolugdo 1 do grupo 5 no GeoGebra
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Ficheiro Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

0 Protocolo de ccnstmgao Q
Ficheiro Exibir Ajuda

Ne [Mome | Definigo
1 |Ponto A
2 |Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro A e raio 2
3 |Circunferéncia d Circunferéncia de centro A e raio 4
4 |Ponto B Ponto em d
5 |Ponto C Paonto em d
6 |Ponto D Paonto em d
7 |Ponto E Paonto em d
8 |Nimero distinciaAB Distancia de Aa B
9 Texto TextoAB "averlinef" + (Nome[A]) + (Mome[B]) +"}\, =
10 Quadrildtero poligonol Paligono E, B, D, ©
10 Segmento e Segmento [E B] de Quadrilatera poligono
10 Segmento b Segmento [B D] de Quadrildtera poligonot
10 |Segmento d, Seamento [D €] de Quadrilatero poligonol
10 Segmento <, Segmento [C E] de Quadrilatero poligonot

Figura 77: Resolugdo 2 do grupo 5 no GeoGebra

Como eu lhes disse que ndo podiam construir a estrada antes de os castelos estarem
definidos, foram entdo marcar os quatro pontos e depois construiram a circunferéncia
que passava por trés desses pontos, ou seja, pelos pontos A, B e C. De seguida
encontraram o centro dessa circunferéncia, determinaram a distancia entre o centro E e
0 ponto B e entre o centro E e o ponto D, tendo posteriormente somado essas distancias.
Depois, foram construir uma nova circunferéncia, com centro em E e com raio igual a
soma das duas distancias. Por fim, marcaram novos pontos sobre essa circunferéncia e
determinaram as distancias desses pontos aos pontos inicialmente definidos, ndo tendo
continuado a sua resolucdo. Esta resolucdo pode ser observada nas duas figuras

seguintes.

NSS Comegce-mes FoF foccal o /omo AL em S€gusdes o fondy /5
OO(QV\*Q C e D € Marc mos NMA ¢ feunferen cic, m

S por A o
B L € enconta—mos o ponfe conlre

mucamm OVIRC c@cvf\;%&@mta o viees ke 1%, 99, }

Figura 78: Resolucdo apresentada pelo grupo 5
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Ficheiro Edltav Exlblr Op;aes Ferramentas Janela Ajuda
ol — =
Ficheiro Exibir Ajuda
N°  |Nome | Definigdo |
5 |Circunferéncia ¢ Circunferéncia passando porA B, C -
6 PontoE Centro de ¢
7 Namero distanciaEB Distanciade EaB
8 Texto TextoEB "overline(" + (Nome[E]) + (Nome([B]) +"}\,
9 Numero distanciaED Distanciade EaD I
10 Texto TextoED “loverline(" + (Nome[E]) + (Nome[D]) + "},
11 [Circunferéncia d Circunferéncia de centro E e raio 13.99
12 Cénicae Circunferéncia de centro E e raio-13.99
13 |Ponto F
14 |Ponto G
15 |Ponto H C
16 |Ponto ! Ponto em d =
17 Numero distanciaGD Distdnciade GaD
18 Texto TextoGD “loverline{" + (Nome[G]) + (Nome[D]) +"}\,
19 Numero distanciaHC Distanciade Ha C
20 Texto TextoHC “overline(" + (Nome[H]) + (Nome[C]) +"}\,
21 Numero distanciaBl DistdnciadeBal
22 Texto TextoB! “overline{" + (Nome[B]) + (Nome[l]) +"}\,
23 Numero distanciaAF Distdnciade AaF
24 Texto TextoAF “loverline{* + (Nome[A)) + (Nomel[F]) +"}\, ~

Figura 79: Resolucéo 3 apresentada pelo grupo 5 no GeoGebra

O grupo 6, tal como tinha acontecido com os grupos 2 e 3, comecou por marcar dois
pontos e depois construiu um quadrado com medida do comprimento do lado igual a
distancia entre os dois pontos inicialmente marcados. Depois determinou a distancia
entre os vértices opostos do quadrado, tracou 0s segmentos de reta correspondentes e
encontrou o ponto de interseccdo entre eles, ponto E. Posteriormente marcou um novo
ponto, exterior ao quadrado e tracou a circunferéncia de centro em E e que passava por
esse ponto. De seguida, os alunos marcaram novos pontos sobre essa circunferéncia e
foram determinar a distancia de cada um dos pontos aos vértices do quadrado
inicialmente definido, para provarem que a estrada podia ser construida naquele local.

Esta resolucéo ¢ apresentada na figura seguinte.

€2 Geodetrs - G6 et I ©2 Proccolodecorsincie N ==
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas J, Ficheiro Exibir Ajuda
N [Mome | Definigdo
Aol =
_ _ Z=—"01 2 |pontoB

3 |Quadrildtero poligonol Poligono[A, B, 4]
3 PontoC PoligonofA, B, 4]
3 |PontoD Poligono[A, B, 4]
3 |Segmento a Segmento [A B] de Quadrilatero poligono1
3 |Segmento b Sagmemn [B C] de Quadrilatero pollgonm
3 |Segmentoc S ito [C D) de Q
3 |Segmento d Segmento [D A) de Quadrilatero pollgnnm
4 Ndmero distanciaAC Distincia de AaC
5 Texto TextoAC “overline{” + (Nome[A]) + (Nome(C]) +“}\, =
6 Ndmero distinciaBD Distancia de Ba D
7 Texto TextoBD "overline{” + (Nome[B]) + (Nome[D]) +"}\,
8 Segmentoe Segmento [A C]
9 Segmento Segmento [B D]
10 |PontoE Ponto de intersecgdo de e ef
11 [Ponto F
12 |Circunferéncia g Cl ia de centro E porF
13 |Ponto G Ponto em g
14 Segmento h Segmento [D G]
15 |Ponto H Ponto em g
16 |Segmentoi Segmento [AH]

Figura 80:Resolugéo 1 apresentada pelo grupo 6 no GeoGebra
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Na segunda resolucdo apresentada por este grupo, limitaram-se a construir a
circunferéncia no interior do quadrado inicialmente construido, tal como se pode

verificar de seguida.

G?Gebra - Gb_
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
° & Mover afolha de desenho
M Arraste afolha de desenho ou um eixo (Shift
2 Protocolo de construgio E
A ’ = Ficheiro Exibir Ajuda
/ N [Mome | Definigio I
1 Fonto A |~
2 |Ponto B
3 |Quadrilatero poligonol Poligono[A, B, 4]
3 |Ponto C Poligonols, B, 4]
3 |Ponto D Poligono[a, B, 4]
78 3 |Segmentoa Segmento [A B] de Quadrilatero poligonot
c 3 |Segmento b Segmento [B C] de Quadrilatero
3 |Segmentoc Segmento [C D] de Quadrilatero =
3 |Segmentod Segmento [D A] de Quadrilatero poligonal
4 Numero distanciaAG Distanciade Aa G
5 | Texto TextoAC "overlinel" + (Nome[A]) + (Nome[C]) + "},
6 Numero distanciaBD Distanciade BaD
7 |Texto TextoBD "overlinel" + (Nome[B]) + (Nome[D]) + "1\,
| 8 |Segmentoe Segmento [A C] L
9 |Segmentof Segmento [B D]
10 Ponto E Ponto de intersecgdo de g e f
11 Ponto F
12 |Circunferéncia g Circunferéncia de centro E passando por
13 |Ponto G Pontoemg
14 |Segmento h Segmento [D G =
[k [ Jozema[ o [ 110 ]

Figura 81: Resolugdo 2 do grupo 6 no GeoGebra

Na Ultima resolucdo apresentada por este grupo, os alunos marcaram inicialmente os
quatro pontos, correspondentes aos quatro castelos. De seguida tracaram a
circunferéncia passando por trés desses pontos e foram determinar o seu centro (ponto
E) e o seu raio. Depois determinaram a distancia do ponto E ao ponto B e tracaram a
circunferéncia de centro E e que passa pelo ponto B. Posteriormente definiram novos
pontos sobre as circunferéncias anteriormente construidas, foram determinar as
distancias entre esses dois pontos e construiram os respetivos segmentos de reta. Como
a estrada deveria estar a igual distancia entre os quatro castelos, foram encontrar o ponto
médio entre os extremos de um dos segmentos de reta definidos anteriormente e
construir uma nova circunferéncia com centro em E e que passava por esse novo ponto,
tendo assim descoberto o local onde deveria estar a estrada. A resolucdo descrita por

este grupo pode ser verificada nas duas figuras seguintes.
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Durante a discussao todos os grupos foram apresentar as suas resolucoes e explicar a

forma como resolveram ou tentaram resolver o problema. Todos os alunos elegeram a
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Figura 82: Resolugéo apresentada pelo grupo 6

(€2 GeoGebra - G6 _taref
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda || €2 Protocolo de construgso

.

'd | Ficheiro Exibir Ajuda
Aq‘v * \ [N [Nome

| Definigdo

Ponto A

Ponto B

Ponto C

Ponto D
Circunferéncia ¢
Ponto E

Nimero distanciaEC
Texto TestoEC
Namero distanciaEB
Texto TextoEB
Circunferéncia d

© o~ e e W =

gy

15 Segmento a
16 NOmero b

17 Pontol
1 ircunferéncia e

Circunferéncia passando por A, D, C

Centrode ¢

Distanciade EaC

"overline(" + (Nome[E]) + (Nome[C]) + "}\, =\ "+

Distanciade EaB

"overline{" + (Nome[€E]) + (Nome([B]) +"}\,=\," +

Circunferéncia de centro E e raio Segmento[E, B]

Segmento [G H
Ponto médio de [GH]

ircunferéncia de centro E passando por

Figura 83: Resolucéo 3 apresentada pelo grupo 6 no GeoGebra

segunda resolucdo do grupo 2 como sendo a mais rapida e a mais eficaz. Conseguiram

também perceber que para cada quatro castelos havia apenas uma solucdo para este

problema.

Na tabela seguinte apresenta-se a analise da caracterizacdo das resolucbes efetuadas

pelos alunos.

G1 G2 G3 G4 G5 G6
R1 | R2 R1|R2 |R3|R1,2| R3
Sim X | X X X X | X
o Adequacéo
yol Nao X X X X
S un
] _ Sim | NC |X|X| NC | NC | X Xnc| X |X
N 35 Rigor
s § Nao NC NC NC NC
LSRR
s = Sim NC | X|X]| NC | NC Xine| X | X
S Robustez _
Néao NC NC NC | X |nc

Tabela 12: Caracterizacdo das resolucdes relativas a tarefa 4
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Observando a tabela 12, pode-se verificar que os grupos 1, 3 e 4 ndo concluiram as suas
resolucgdes, pelo que as suas construgdes ndo exprimem os dados do problema. Em
relacdo aos restantes grupos, dado o nimero de resolugcdes que os alunos apresentaram
houve a necessidade de as caracterizar separadamente. Assim, em relacdo a adequacao,
apenas a resolucdo nimero trés apresentada pelo grupo 5 ndo é adequada, ou seja, ndo
expressa o0 problema, 0 mesmo se verificando em rela¢do ao rigor. Quanto ao rigor e a
robustez verifica-se que as resolucGes apresentadas pelos grupos 2 e 6 e na segunda
resolucdo do grupo 5, permitem uma resposta rigorosa e mantém as suas propriedades

quando se manipula qualquer objeto livre.

Na tabela seguinte, pode-se observar as estratégias de resolucdo utilizadas pelos

diferentes grupos.

G1| % |G3|cGa| & |©®

R1 |R2 R1|R2 |R3|R1.2 R3

Descobrir um padréo, uma regra ou lei
de formacao

Fazer tentativas/ Fazer conjeturas X

Trabalhar do fim para o principio XX
Usar deducdo logica ou fazer
eliminacéo

Reduzir a um problema mais simples X X

Fazer uma simulagdo ou uma
experimentacao

Fazer um diagrama ou esquema XXX X | X |[xx|xX X

Estratégias de resolucao

Fazer uma lista organizada ou uma
tabela

Tabela 13: Estratégias de resolucdo utilizadas na tarefa 4

Tal como ja foi referido anteriormente, os grupos 2, 5 e 6 apresentaram Varias
resolucdes, pelo que houve necessidade de as analisar separadamente. Por outro lado, 0s
grupos 1, 3 e 4 ndo conseguiram concluir o problema, mas apresenta-se aqui as
estratégias utilizadas. Assim, analisando a tabela 13, verifica-se que todos os grupos
optaram pela estratégia Fazer um diagrama ou esquema. O grupo 2 e 6, nas suas
primeiras resolugdes utilizaram ainda como estratégia Reduzir a um problema mais
simples. Os mesmos grupos, nas ultimas resolugdes apresentadas utilizaram ainda como
estratégia Fazer uma simulacdo ou uma experimentacdo. O grupo 5 nas duas primeiras

resolucbes optaram por utilizar ainda, como estratégia, Trabalhar do fim para o
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principio e o grupo 3 foi 0 Unico que para além da estratégia de Fazer um diagrama ou

esquema, utilizou a0 mesmo tempo Fazer tentativas/Fazer conjeturas.

Em relacdo a formulacdo de novos problemas, os grupos 1 e 4 ndo conseguiram
formular um novo problema, por ndo terem tempo, uma vez que demoraram muito na
resolucdo do problema inicialmente dado. Os restantes grupos pegaram no problema
inicial e fizeram-lhe pequenas alteracdes como se pode constatar nas figuras a seguir

apresentadas.

Figura 84: Problema formulado pelo grupo 2
QUANO  cd A e ~
\«)\ \}\ \J (R ( J (8% ()‘»«S eg-‘r() @) L').\LaX_QO\\ CA(YWQ{\\JVQ ;)_ S BYO\
e. o Raadla V‘Qf:\refbﬁ descoBLIRL oG
Posso arculoaoenle pelas .
o PECObaip <o
FE A P e\
_/. D LA ,,Q:‘*‘ CB()

tNes o O p)& S l% ~

L N N ( Q|
O_S\ QC ,\(‘50\ Qv e
A\ 290 -a

&=
Ve Al qul
+@ a - q Q \*\ﬂ.&k_

CeEate) o (of cidodes ale” o

Figura 85: Problema formulado pelo grupo 3
A j‘JnE o O freau%;c\ ae 3 (jes ('\,\E,r cens fruirr
U e f‘or\‘te_ G redar qx,ui poose G E%uu\ C»\:%‘\(::\m“c\
dos sevs set (o5, Onde deverd possar o ponte 7

Quontas hipoteses existem ?

Figura 86: Problema formulado pelo grupo 5

Havi'a VoG @M@Z\ C!UAQ SO h_/ﬂ’)cx RaSGS N (f)()‘)&l\’a &
feweno que ea ik

G)Q( ‘an ; o
QU CGQS wr Vv S A

A b SOP € m ey {C}S e Sshvess ¢ in
(&S m C-YO?Q )7 ?C( Y CA( ('(UQ j

: Ll o : Y.
Gsas " cstin ca da cammawe N&W@PQ ?ed(% 7
t g Governo - S eso’ ?uﬁ (’oﬂS@gu €5 resolue,)

Figura 87: Problema formulado pelo grupo 6
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Na tabela seguinte apresenta-se a andlise referente aos problemas formulados pelos
alunos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | G6
Variar os dados X X X

Variagédo do

Variar as condigoes
problema dado

Variar o contexto X X X

Formulagéo
de problemas

Problema Novo

Tabela 14: Formulagao de problemas (Tarefa 4)

Ao analisar a tabela 14, pode-se verificar que os grupos 1 e 4 ndo formularam nenhum
problema. O grupo 2 apenas fez uma variagdo do problema proposto, alterando os
dados. O grupo 3 manteve os dados, tendo apenas modificado o contexto do problema
inicial. Os grupos 5 e 6 optaram por modificar o contexto do problema proposto e ao
mesmo tempo alterar os dados do problema inicial.

No final da aula perguntei aos alunos qual a sua opinido relativamente a este problema.
A maioria dos alunos respondeu que este tinha sido o problema mais dificil até ao
momento. Todos consideraram que para o0 caso particular do quadrado era facil e que
havia uma infinidade de solucdes, mas que para 0 caso geral em que os castelos ndo

estavam sobre 0s vértices de um quadrado era muito mais dificil.

Tarefa 5: Os naufragos

Na tarefa 5 (ANEXO V) os alunos tinham de descobrir onde deveria ser construida a
casa de dois naufragos, tendo em conta os dados do problema. Enquanto iam resolvendo

0 problema, ouviam-se 0s comentarios:

Anaisa (grupo 2): Professora, ele (Rui) s6 pode ter uma casa?

Professora: O que vocés querem descobrir € onde pode ser construida a casa dele.
Anaisa (grupo 2): Professora, estamos a fazer corretamente a soma? A soma é
este valor?

Professora: Sim, mas podem renomear, para saberem o que estdo a calcular.
Daniela (grupo 3): Temos de somar as distancias, ndo €?

Professora: Sim, e depois vejam o que tém de fazer a sequir.

Daniela (grupo 3): Temos de pensar....

Grupo 6: Professora, a soma das distancias da zero!

Professora: Sera que isso é possivel?

Grupo 6: Sim! E o que esta a dar!
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Professora: Mas isso seré possivel?

Pedro (grupo 6): Ndo! Estamos a fazer aqui qualquer coisa mal!

Anaisa (grupo 2): Professora a soma da sempre igual!

Daniela (grupo 3): Da sempre igual!

Grupo 1: Este problema é facil!
Durante a resolucgdo o grupo 2 perguntou se podia, para ndo ficar muito confuso, mover
o triangulo inicial por translagdo e encontrar a casa do Tiago nesse triangulo. E de
referir que nesta altura, os alunos estavam a aprender as isometrias e as suas
propriedades. Achei curioso o facto de este grupo querer utilizar esses conhecimentos e

respondi-lhes que sim, que podiam fazer a segunda resolucdo nesse triangulo.

O grupo 1 conseguiu descrever corretamente a sua resolucao e a solu¢do do problema,

como se pode verificar a seguir.
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Figura 88: Resolucéo apresentada pelo grupo 1
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Figura 89: Resolugdo do grupo 1 no GeoGebra

%7 GeoGebra - G1 tarefa5 : . n;cnenu Exibir Ajuda
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda | [~ [Nome | Definigdo [valor
1 Ponto A A=(112,-094 -
& Vel - Ol < el 2 Ponto8 s—(m‘ i i
J s J /\’v g 5 g -_— M| Arraste afolha de desenhoouur | < Fonto =(104,-6.82)
o 7 7] 3 [Tridngulo pol... PoligonofA, B, 3] poligonot = 52.26
4. Objectos lvres = =
9 A=(1.12,-0.94) i 3 Pomof: PoligonofA, B, 3] - C=(10.85,4.16)
2 B=(10.4,-6.82) C 3 |Segmentoa Segmento [AB] de 3=10.99
9 Rui = (5.99, -2.66) 3 Segmentoa, Segmento B C]de 3, =1099
9 Tiago1=(7.13,0.31) Fym < 3 =
J Objectos dependentes 3 Segmentob Segmento [C A] de b=10.99
h 2 Tiago = (7.46,-1.2) 4 Ponto Rui Rui = (5.99,-2.66)
2 a=1099 5 NOmero dist.. Distanciade Ruiaa distanciaDa=1.15
2 a,=10.99 6 Texto TextoDa overline{” + (Nome[Rui]) + TextoDa = "overline{Ruia}... |
@ b=10.99 TiagoC=6.54 7 NOmero dist.. Distanciade Ruiab distanciaDb = 3.79
O c=379 el ; 2Dl =
8 NOmero dist.. DistanciadeRuiaa, distdnciaDat = 4.58
9 d&:-9.73x - 5.1y = -66.4€ Tiago1
O distanciaAB = 10.99 ° 9 Texto TextoD... Moverline{” + (Nome[Rui]) + TextoDa1 ="\overline{Rui.
o :ﬁg " f:’: Ruib=379 10 Ndmero soma distanciaDa + soma=9.51 | 4
o] =1. — ~ E
O distanciaDa1 = 4.58 Tiago1A=6.14 11 NGmero dist.. DistdnciadeAaB distdnciaAB=10.99
© distanciaDb = 3.79 TiagoA= 6.34 12 Ndmero ¢ Distanciade Ruiab =379
O distanciakEA = 6.14 13 Texotexto!  “overline{” + [Rul]) + textol = I ..
2 xmﬁ';ﬁ 14 |Ponto Tiago1 Tiago1 = (7.13,0.31)
O distanciaFA = 6.34 15 Numero dist.. Distancia de Tiago1 aC distanciaEC = 5.36
O distanciafB = 6.34 16 Texto TextoEC overline(” + TextoEC ="loverline(Tiago...
© distanciaFC = 6.34 17 Numero dist.. Distdnciade Tiago1aB  distinciaEB=17.84
: « '9"5"1' 105’302’6' 9.8 — 18 Texto TextoEB “loverline(” + TextoEB = "loverline({Tiago.
o w'““:ogﬂ B RoaLY5 19 NUmero dist.. Distdncia de Tiago1 aA distanciaEA=6.14 |
O vert = 19.03 20 Texto TextoEA “overline{” + TextoEA = "\overline{Tiago...
O vertices = 19.34 21 NOmero verti... distanciaEA + distdnciaEB vertices = 19.34
22 Rectad Mediatriz de [AC] d:-9.73x- 5.1y=-66.46
23 Rectae Mediatriz de [BC] @ -0.45x-10.98y=9.81
24 Ponto Tiago  Ponto de intersecgdo de d  Tiago = (7.46,-1.2) —
25 Ndmero dist.. Distancia de RuiaB distanciaDB = 6.06
26 NOmero dist.. Distancia de Tiagoa A distinciaFA=6.34
27 Texo TextoFA Moverline{” + (Nome(Tiago]) TextoFA="\overling{Tiago...
<! — » 28 Namero dist.. Distancia de Tiagoa C =634 -
| @ Eentrada: : l[Il—_~_1
| @ @ S2ls2 GeoGebra - G1 tarefaSa.nab

O grupo 2 fez uma resolucdo semelhante a do grupo 1, a Unica diferenca foi o facto de

ter optado por fazer as resoluces em dois triangulos geometricamente iguais, utilizando

a translacdo para construir o segundo tridngulo. Este grupo ndo descreveu a sua

resolucéo, apenas apresentou a solucéo, tal como se pode verificar na figura seguinte,

apesar de a resolugéo ser visivel no ficheiro do GeoGebra, criado por este grupo.
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O Bw o} A Cenen endo '
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M(?‘A—Qf\ m&\ @A /W:/t"(oﬂjwvwcq/(’\o\l%‘)//y WCM -

&, s A e
ooy M has ,Qvtgu/\ PN CL{M{ a8 I A, 0 D, .
o1 ..

Figura 90: Solugéo descrita pelo grupo 2
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J. Objectos dependentss
9 A =(73,-29
J B'=(5.74,.8.12)

[Ficheiro Exbir Ajua:

2
3

3

3

3

3

4 Ponto Rui
5 Numero dist
6

7
8
9

DistinciadeRuiaa,

= Eeniss ORIt An Inome | Definigio |valor
-‘ /} [ ” J‘ 1 PontoA A=(286,182)
R | == Amsle um objecto seleccionado (Esc) 2 PontoB B=(13.-34)

3 Objectos Ihres Tridngulo pol... PoligonolA, B, 3] poligono? = 12.85

3 A=(2.6,182) Ponto C PoligonoA, B, 3) C=(66.-214)

2 B=(13,-34) Segmentoa  Segmento (AB) de a=545

9 E=(7.3,-29) A Segmento 3, s gme: no[E Clde 3,=545

< Rui = (3.45, 1.08) -

 Tiago = (8.02, -5.97) Segmentob Ssgmento [C Al de b=545

Rui= (3.45,-1.08)
distanciaDal =1.76

) Soma~9.44 Texto TextoD. ’\ovemne(‘ (Nome[Rm]) + TextoDat ="\overline(Rui..
D Soma, =946 Nimero dist.. Distancia de Ruiab distanciaDb = 1.56
I| - @ Tiago, =(8.03,.5.96) Texto TextoDb “loverline{” + (Nome[Rui]) + TextoDb = "overline(Ruib).. |=
9 a=545 Nimero dist.. Distincia de Ruiaa distinciaDa =139
@ :‘ '_55“55 Rula=139 10 Texto TextoDa overline{” + (Nome[Rul]) + TextoDa = "Woverline{Ruia)
i 11 NUmero soma distanciaDa + soma=4.72
i 12 PontoE E=(73.-29)
3 ¢:3.74x - 3.96y = 5366 13 Vectoru VectorfA €] u=(4.44,-472)
9 c'=545 14 Ponto A’ Imagem de Ana A=(73,-29)
9 d:-1.56x-5.22y = 1859 15 Ponto &' Imagem de B na 8'=(5.74,-812)
‘ ::::;;_‘25 16 Ponto C Imagem de C na C'= (11.05,-6.86)
) distanciaDb = 1.56 17 Triangulo pol.. Poligono A, B', C' poligono?'=12.85
O distanciafB’ = 3.15 17 Segmentoc’ |Segmento |A'B] de =545
2 distanciafC’ = 3.15 17 Segmentoa' (Segmento [B'C]de 2'=545 H
:x:;'_l;f] 17 Segmentob’ Segmento (C'A] de v'=545
O distAnciaGC’ = 316 18 Rectac Mediatriz de [CE] ¢ 3.78x- 3.96y= 53.66
O distanciaGE = 3.15 19 Rectad Mediatriz de (BE] d:-1.56x-5.22y=18.59

 poligono1 = 12.85
@ poligonot’ = 12.85
) soma=4.72

9 u=(4.44,-4.72)

20 PontoTiago, [Ponto de intersecgdo dec |Tiago, = (8.03,-5.96)
21 Nomerodist. DistanciadeTiago, 3E distanciaFE =315
22 Texto TextoFE “overfine{” + TextoF E = "\overfine{Tiago.

23 Nimero dist. Distincia de Tisgo, 36" distdnciaFB'= 315

24_Texto Textof8' “overfine{” + TextoF8'= "overline(Tiaqo.. ~

k) L] 35035 [0

® Entrada

Figura 91: Resolugdo do grupo 2 no GeoGebra

O grupo 3 apresentou as duas resolugcdes em ficheiros separados. Na primeira resolucéo,
para o Rui, construiram um triangulo equilatero, depois foram determinar os pontos
médios dos lados do tridngulo, uniram esses pontos com 0s Vértices opostos do
triangulo e construiram dois novos tridngulos. De seguida marcaram um ponto sobre 0
lado comum aos dois tridngulos anteriormente marcados e foram determinar a distancia
desse ponto a cada um dos vértices do triangulo, tendo determinado a soma dessas
distancias. Como, na altura em que estavam a resolver o problema, lhes perguntei se o
Rui sé poderia estar sobre aquele segmento de reta, os alunos decidiram marcar um
novo ponto e determinaram as distancias desse ponto aos veértices. Depois moveram o

ponto e chegaram a conclusdo seguinte:

R.: 0 Ru\' ‘)oég C(P‘;\(‘MQ, o - Cas'G

eadll ASST ?Q“qdﬁ Come es\G
W e e~ urn
C'\J(,\(C\\Jﬁn Qm&o xﬁk’e_ﬂ,ﬂo 60 \\\"C\
ficen % | Mesrma C)\S\—o.cc\o 0(5

= N oS .

Ya aagre (o eopu N &'?m)

Figura 92: Solucéo 1 descrita pelo grupo 3
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Ficheiro Emlar E:xnbu On‘;wes Ferramentas Janela Nuda Ficheiro Exibir Ajuda
N° [Nome | Definigdo |
. . Anasle um object 6 |Segmento LH Segmento [A D] de Tridngulo poligono2 -
6 [Segmento 3, Segmento [D C] de Tridngulo poligono2
4. Objectos livies — -
@ A=(0,4.08) 6 |Segmento d Segmento [C A] de Tridngulo poligono2
2 B=(0.38,-0.02) 7 |Tridngulo poligono3 Poligono A B, D
2 Rui = (0.5,2.81) 7 Segmentod, Segmento [A B] de Triangulo poligono3
Ju Objectos dependentes
@ D=(2.06,1.17) 7 |Segmentoa, Segmento [B D] de Tridngulo poligono3
@ E=(1.03,2.62) 7 Segmento b, Segmento [D A] de Tridngulo poligono3 |
9 F=(1.87,3.22)
@ G=(0.19,2.03) 8 [PontoE Ponto médio de ¢
@ H=(1.37,2.15) 9 |PontoF Ponto médio de b
O SomaR =357 10 |Ponto G Ponto médio de d,
@ a=412
@ a,=4.12 11 Segmento & Segmento [G C]
2 3,=206 1? Segmento ?egmemo [F B]
9 a,=206 L 13 |Ponto H Ponto em ¢, ]
@ b=4.12 14 Namero distanciaHF Distanciade HaF 1
@ b, =357 15 NUmero distanciaHG Distdnciade Ha G
P c=357 16 Namero distanciaHD Distanciade HaD
@ ¢, =357 17 Namero distanciaHat Distdnciade Haa,
@ d=412 18 Texo TextoHat “overline{” + (Nome[H]) + (Nomefa,]) +°}
o s 19 Nimerog Perimetrofpoligono2] |
,j ::m:::fg 20 Numero distanciaHb DistdnciadeHab
O distanciaHG = 1.19 21 Texto TextoHb Moverline{” + (Nome[H]) + (Nomef[b]) + )\ -
O distanciaHa = 1.19 22 NGmero h Perimetrofpoligono2]
O diatdnciatia1 = 1 ||y 23 Numero distanciaHa Distanciade Haa
u) ::w-’o;s 24 Texto TextoHa Moverline{” + (Nome[H]) + (Nome[a]) + "}\,
O distancialat = 2.24 25 Nimeroi Perimetro[poligono3]
O distancialb = 0.94 26 Numero somaH i iaHa + dista a1 + distanciaHb
9 e=357 27 Ponto Rul L
2 1=357
O g=974
S - R - [ETN
3! ) ¢ ———m—mmmmmmm m—— oo/

Figura 93: Resolugdo 1 do grupo 3 no GeoGebra

Na segunda resolucdo, para o Tiago, os alunos construiram o triangulo equilatero e
foram determinar os pontos médios dos lados do triangulo. De seguida uniram esses
pontos com os Vértices opostos do triangulo e no ponto de intersec¢do desses segmentos
de reta marcaram o ponto correspondente ao Tiago. De seguida foram determinar a
distancia desse ponto a cada um dos lados do tridngulo e determinaram a soma dessas
distdncias. Depois, foram marcar um outro ponto, no interior do triangulo e
determinaram a soma das distancias desse ponto a cada um dos lados do triangulo,
tendo movido esse ponto de seguida. Assim, chegaram a seguinte concluséo:

8 (& '.—\ L?O dede C'mi\\”daif{ @
v casa neste PO (So(‘oaéa)
poac qoue (orL(LnS?o"do oD
Sew Fec\

ox 5

Figura 94: Solucéo 2 apresentada pelo grupo 3

A resolucéo no GeoGebra pode ser verificada através da figura seguinte.
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€3 GeoGebra- g3z

) Objectos livres

@ A=(6.92,.2.88)

9 B=(572,-8.18)

9 G=(7.08,-6)
Objectos dependentes
9 D~(8.91,-4.72)

9 E=(6.32,-553)

9 F=(831,.7.37)

@ Tiago = (7.84,-5.87)
P a=543
22,=543

D b=543

© distancialiagoA = 3.13
© distanciaTiagoB = 3.13
O distanciaTiagoC = 3.15
Je=4M

O f=312

O g=257

O h=388

@ poligonot = 12.79

© soma =941

© soma2 = 9.57

© Entrada:

A

GC=388

mm_
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
——— ey e e = o [ [Nome | Definigdo |
A % ollll anz . Mover afolha de desenho Ponto A -
° / 1 ” b’v ®v @ Iév] x,ﬂ—-v 'i’ Arraste afolha de desenho ou um eixo (Shift + Arrastal Ponto B
X Tridngulo poligono1 PoligonofA B, 3]

Ponto C
Segmento a
Segmento a,

1

2

3

3

3

3

3 Segmentob
4 PontoD
5 [PontoE

6 PontoF

7 Segmentoc
8 Segmentod
9 Segmentoe
0 |Ponto Tiago
11 Ponto G

12 Namerof

13 Texto textol

14 Nomerog

15 Nomeroh

16 Numero distanciaTiagoC
17 Texto TextoTiagoC

18 Nimero distdnciaTiagoB
19 Texto TextoTiagoB

20 Nomero distanciaTiagoA
21 Texto TextoTiagoA

22 Numero distanciaGB
23 Texto TextoGB

24 Nimero distdnciaGA
25 Nimero distdnciaGC
26 Texo TextoGC

27 Nomero soma

PoligonofA, B, 3]

Segmento [A B] de Tridngulo poligonot
Segmento [B C) de Tridngulo poligono1
Segmento [C A] de Tridngulo poligonot
Ponto médio de b

Ponto médio dé a

Ponto médio de a,

Segmento [E C]

Segmento [0 B]

Segmento [F Al

Ponto err

n

Distinclade GaA

Movertine(” « (Nome[G]) + (NomefAD + )\,
Distanciade GaB

Distdnciade GaC

Distancia de Tiago aC

“overtine(” + (Nome[Tiago]) + (Nome[C])
Distancia de Tiago a8

“overtine(” + (Nome[Tiago]) + (Nome(B])
Distancia de Tiago aA

“overtine(” + (Nome[Tiago]) + (Nome[A])
Distinciade 6aB

“overline” + (Nome[G]) + (Nome[B]) + "},
Distinciade GaA

Distinciade GaC

“overtine(” « (Nome[G]) + (Nome(C]) + “}\, "
distanciaTiagoA + distanciaTiagoB +

Figura 95: Resolugdo 2 do grupo 3 no GeoGebra

I EEwEml |

O grupo 4 ndo conseguiu concluir a sua resolucdo. Os alunos comegaram por construir

um triangulo equilatero. Depois marcaram novos pontos sobre os lados do triangulo e

uniram um dos pontos com o Vvértice oposto. Sobre esse segmento de reta marcaram 0s

pontos correspondentes ao Tiago e ao Rui. De seguida foram unir o ponto

correspondente ao Tiago com dois dos vértices do triangulo, determinaram as distancias

do Tiago a cada um dos veértices e fizeram a soma desses valores. De seguida

determinaram a distancia do Rui a cada um dos lados do tridngulo e somaram esses

valores, ndo tendo apresentado nenhuma conclusdo de seguida. Na figura seguinte

apresenta-se a resolucdo deste grupo no GeoGebra.

B ot
|Ficheiro Editar Exibir Opgdes

Janela Ajuda

Ficheiro Exibir Ajuda

4 Objectos livres
2 A=(2.16,.3.06)
9 B=(6.73,-3.01)
O d=884
J. Objectos dependentes
@ D=(4.42,.3.00)
@ E=(3.06,.147)
@ G=(2.48,.0.99)
@ a=457
@ a, =457
D b=4a57
9 c=396
@r-217
@g-275
© perimetropoligono1 = 13.72
@ poligono1 = 9.06
@ rui = (4.41,-1.06)
@ tiago = (4.42,-1.49)

® envada

D EE OB END

Perimetro = 1312
v f)

Mover
Arraste um objecto seleccionado (Esc)

C

L

N [%loms

NUmero perimetrop.

~

to em &
Perimatrofpoligono1]

perimetropoligonot = 13.72

8 Texo
9 |Ponto tiago Ponto em

10 |Segmento f
11 Segmento 9
12 Nomero d

distinci

Segmento [B tiago) 1=277
Segmento (A tiago] 9

="Parimstro
11390 = (4.42,-1.49)

d=884
Ul = (4.41,-1.06
G=(248,-089)
H 1.49)

Figura 96: Resolucéo do grupo4 no GeoGebra
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O grupo 5, tal como tinha acontecido com outros grupos, optaram por fazer a sua
resolucdo em separado. Assim, a primeira resolucdo apresentada era a referente a casa
do Rui. Comegaram por construir um tridngulo equilatero, definiram um ponto, ponto
D, pertencente a um dos lados do triangulo e uniram esse ponto com o vértice oposto do
triangulo. Depois sobre esse segmento de reta marcaram um ponto que chamaram casa,
uniram esse ponto com os vertices do tridngulo e calcularam a soma das distancias da
casa a cada uma das praias. Como eu perguntei se a casa s6 poderia ficar sobre aquele
segmento de reta, os alunos decidiram marcar um outro ponto, calcular a soma das
distancias desse ponto a cada uma das praias e mover 0 ponto para ver o que acontecia.
Chegaram entédo a conclusao que poderia ser construida em qualquer ponto do triangulo.
Nas duas figuras seguintes apresentam-se a resolucéo descrita pelos alunos e a resolucao

no GeoGebra.

escobriram. ‘
vida fFomos scber as

Yexic Mo camos oLt

b) Qual a solugéo do problema apresentagio‘.? Expliquerp como a d
lemecumos per pazecr um -h;clncdo\o equi l('.\—R,'(o, em seg
disténcias ; depeis may camos um ponto € kagamos vmae rec i
PONTO que RNOMRGME S de casa , marciémos 2 rectas ; Fomos saber oS distan
-GS da usa OS eraaas e c,Uz()ois FOMOs Fazer o oma. Em 3¢ vicle 00Gf-
cdmos © penyo B/ @ desse ponto as praias Scuhencs s disFanaus, €
Pec Fim Fizemes a soma. (oncluimos que a sema das disyancas
Vou 5€7° 5€mpre 15U°\\ forgque o h:&n%u\o equilatero +em semypre os lados
+odes Tquads .

Figura 97: Resolucdo apresentada pelo grupo 5

T I > =
Ficheiro Editar Exbir Opgdes Feramentas Janela Ajuda Elche b Exiblp A -
- —_— N [Nome | Definigso valar
I A . 4, ‘ et Mover 1 PontoA A=(821,-1.15)
L A/(v‘ ) b‘v @_" I @w‘ | il — &._J Arraste um objecto seleccionado (Esc) 2 lPonte8 B=(1161,-1.17)
|, Objectos Ivres x 3 Trisnguio poli.. [Poligonojs, B, 3] poligonot = 5.01
@ A=(8:21,.1.15) 3 PontoC Poligonal#, B, 3] C=(2.93,1.79)
@ :':;;‘5‘6:;2:71 3 |Segmento Praia Segmento [A B] de Tridngule Prala= 3.4
@ E=(9.71, = -
L Objectos dependentes 3 §_e_qr_nenrn §e_gmenle B de. Praia, =34
@ casa=(9.91,0.13) 3 [Segments  |Segmenta [CAlde Praia, = 3.4
@ D =(9.99,-1.16) -k Sttt
@ Praia=3.4 o= = LD -, (43 B il
 Praia, = 3.4 AL 5 Segmentoa  Segmento GOl az204
& Praia,= 3.4 6 [PomtaCasa  [Pontoema Casa= {991,013
O Soma=2.94 7 Segmentob  Segmento [A Casal b=213
O Soma2 =294 8 Segmentoc Segmenta [B Casa) c=214
@ :-;.!1;; Gasapraia, =0 9 Mimero distd.. Distincla de CasaaPrala, aistinclaCasaPrala2 =082
@ b=2r -
@ c=314 Praia, = 3.4 10 Tedo TestoCa.. “overline[ + (Nome[Casa]) TextoCasaPraia2 = loverl
) distanciaCasaPraia = 1.29 11 NGmero dist3.. Distincia dé CasaaFraia dist3nciaCasaPraia=1.20
o ::*“gm:; = m CasaPraia, = 0.82 12 Tauo TaxtoGa overiinaf” + (Noms[Casa) TaxtoGasaPraia = “avsrin
) distinciaCasaPraia2 = - =
O distinciaEPraia = 2.08 13 Nomero dists... Distincia de Casa aPrala, distdnciaCasaPraial = 0.84
) distanciaEPraial = 0,62 14 Tero TedoCa.. Moverlinel” + (Nome[Casal) TexoCasaPraial = overli..
; :“ium:ffr;:‘z =025 15 MNomero Soma distinciaCasaPraia + Soma=294
P 200 16 PontoE E=(9.711,082)
e s 17 |Mimero distd... Disténciade E aPrala,  distanciaEPraial = 062
18 Texo TeoEP... overline + (Mome[ED +  TertoEPraial = Toverline(E...
CTTLATE ik 19 MGmero distd... Distancia de E a Praia distanciaEPraia = 2.08
20 Tedo TeoEP.. overinel” + (Mome[El »  TeoEPraia = "overling(EP.
Pralas 3.4 21 Mamero distd... | Distdncia de E a Praia, distanciaEPraial = 0.25
22 Texto TetoEP.. “overline” + (Nome[ED) »+  TextoEPraia2 = “owerling{E
23 Namero Soma2 distinciaEPraia + Soma2=294
B[] 23023 2

Figura 98: Resolugdo 1 do grupo 5 no GeoGebra

Para encontrar o local onde o Tiago deveria construir a sua casa, os alunos utilizaram

uma resolucédo idéntica, mas no final determinaram a soma das distancias do ponto aos
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vertices do triangulo. Este grupo ndo conseguiu concluir esta resolugdo, como se pode

verificar pela imagem seguinte:

e o =
(41 crecems s e b e S RS A— ]

Ficheiro Editar Exbir Opgles Fermamentas Janela Ajuda P Thome TDefinicso [Valor T 3

& [l A P L\‘YJ‘ | [ (Léj} \\-}J[ ,.2H Mover a folha de desenho 1 Ponto Vertice, Vertics, = 0.48.-4370) | (&)
° i y) { 223
[_3 LJJ\_Y i< \ b’} G‘k__j b V) (A m—|| A Arraste afolha de desenho ou um eixo (Shift + Arrastar) 2 |Ponto Vertice Vertice = (1118, -4.194) I ~
4. Objectos livres X e 3 [Tridngulo pol.. Poligono[Vertice,, Vertice, |poligonot =19.452
9 C=(7.845,.2417) P Vertice, Poll artice,, Vertice, Vertice, = (7.674,1.51
@ Vertice = (11,18, 4.194) 3 Ponto Vertice, PoligonolVertice,,, Vartice, Vartice, = (7.674,1.519)
? vamce2 = (4.48,.4.3749) 3 Segmentoa Segmento Vertice, Vertice] a= 6702
Ji Objectos dependantas 3 Segmentoa, Segmento [Vertice Vertice,] (3, = 6.702
@ A= (7.904, 4.282) - & e Rt T
@ B~ (7.821,.2.198) 3 Segmentob  Segmento Martice, b=6702
) Soma = 11.614 s [PontoA Ponto em 3 A= (7.908
2 Sum % 31091 5 Segmentoc Segmento[AVeice]  c= 5805
9 a=6.702 -
2 a,=6.702 6 |F Ponto & 8 2
@ b=6.702 7 Segmentod Segmento [B Vertice,] d=3987
o o :g 8 Segmentoe  Segmento Vertice B) &=3907
e :
O aatiaet e 9 _Namerof Distanciade e ad =0
O distanciaBVertice1 = 3.719 10 Ndmero dist. Distincia de 8 aVertice,  distanciaBVertice1 =3.719 |
O distanciaBVertice2 = 3.987 11 Texto TextoB... "overlinel” + (Nome[B]) TextoBVerticet = "loverfine.
O distanciaCVertice = 3.778 - B T
5 distdnciaCVerticet = 3.94 12 NGmerodist. Distdnciade BaVertice distdnciaBVertice = 3.907
D distanciaCVertice2 = 3.893 BVerice, = 3987 13 TexoTextoB.. "overline[" + (Nome[B]) +  TextoBVertice = "\overfine(.
9 e=3.907 14 Nomero dist. Distdncia de B aVertice,  distinciaBVertice2 = 3.987
Jf=0
5 perimetropoligonot - 20.107 15 Terto TextoB.. "overlinel + (Nome[B]) «  TextoBVertice2 = avertine
9 poligonot = 19452 16 Namero Soma distdnciaBVertice + Soma= 11614
B €Y = ; - = p=
CVertics, = 3.893 SVarice = 3.907 17 Ndmero peri =20
18 Texto Textop.. “Perimetro="+ Textopoligonot = "Perimet.
19 Ponto C C=(7.845,-2417)
20 NGmero dist. Distdncia de C aVertice  distdnciaCVertice = 3.778
2 Veric | 21 Texto TextoC... overlinel” + (Nome[C]) +  TextoCVertice = Voverline{.
22 Nimero dist. Distincia de CaVertice,  distinciaCVertice1 = 3.94
23 Texto TextoC... "overlinel” + (Nome[C]) +  TextoCVartice1 = "overlin
26 Nimero dist. Distinciade C aVertice,  distdnciaCvertce2 = 3893
| 25 Texo TextoC... Noverline[” + (Nome[C]) + _ TextoCVertice2 = overlin.. _~ |

Figura 99: Resolugdo 2 do grupo 5 no GeoGebra

® envada

O grupo 6 também apresentou a sua resolucdo em dois ficheiros diferentes. Para
determinar o local onde deveria ficar a casa do Rui, comecaram por construir um
triangulo equilatero. Depois marcaram um ponto correspondente a casa do Rui,
determinaram as distancias desse ponto a cada um dos lados do tridngulo e somaram
essas distancias. Ao moverem o ponto verificaram que a casa poderia ser construida em
qualquer local. Apesar de o grupo nao ter explicado onde deveria ficar a casa, ao
descrever a sua resolucdo, quando lhes perguntei se sé podia ficar num sitio eles
referiram que podia ser construida em qualquer local do triangulo. A resolucdo e o

ficheiro do GeoGebra séo apresentados nas figuras abaixo.
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Figura 100: Resolugéo 1 apresentada pelo grupo 6
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(€ GeoGebra - G6 T
Ficheiro Editar Exibir 095605 Ferramentas Janela Ajuda € Protocolo de construgio =
' . Ficheiro Exibir Ajuda
o Arraste um objecto seleccionado (Esc) N°__|Nome | Definigdo
J. Objectos Ivres 1. IPontoA
@ A=(175,-261) 2 [PontoB
9 B=(9.77,-245) 3 Tridngulo poligonot PoligonofA B, 3]
" on z':o's(::::- :;i::u 3 PontoC PoligonofA 8, 3]
R o ‘S & :.” 3 Segmento a Segmento [A B] de Tridngulo poligonot
2 a=8.02 3 Segmentoa, Segmento (B C) de Tridngulo poligonot
@ 2,=802 3 [Segmentob Segmento [C A] de Triangulo poligono
J :’8 .02 S =402 3,=802 4 PontoRui
) distanciaDa = Ruia =261 G
Sat 1=261 quﬂ 1 5 Namero distanciaDb Distdncia de Ruiab =
* distanciaDb = 1.27 6 Texo TextoDb Movertine(” + (Nome[Rui]) + (Nome(b]) +7}\
" poligono1 = 27.86 7 Numero distanciaDal Distancia de Ruiaa,
Rula=3.07 8 Texo TextoDat “overtine(" + (Nome[Ruil) + (Nomea,]) +"}
9 Numero distdnciaDa Distancia de Ruiaa
10 Texo TextoDa “overtine(" + (Nome[Rul]) + (Nomefa]) + "},
11 NGmero Soma distanciaDa + distdnciaDb + distdnciaDal
a=80

Figura 101: Resolugdo 1 do grupo 6 no GeoGebra

Para resolver o problema referente ao Tiago, os alunos procederam de forma
semelhante, mas ndo conseguiram determinar o local exato onde deveria ficar a casa do
Tiago, uma vez que se consegue encontrar um local onde a distancia € menor.

Apresenta-se de seguida a resolucgéo descrita pelos alunos e a resolucéo no GeoGebra.
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Figura 102: Resolugéo 2 apresentada pelo grupo 6

Ficheiro Editar Exbir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

II\III

Ju Objectos livres
@ A=(1.36,-3.6)
@ B=(8,-3.46)
9 Tiago = (4.6, -1.54)
. Objectos dependentes
O Soma=115
@ a=6.64
2 a,=664
@ b=664
© distanciaDA = 3.84
O distanciaDB = 3.9
O distanciaDC = 3.76
@ poligono1 = 19.1

=

TiagoA=3.84

a

| € Protocolo de construgio

Ficheiro Exibir Ajuda

Ne Nome

| Definigdo

Ponto A

Ponto B

Triangulo poligono1
Ponto C

Segmento 3
Segmento 3,

Ponto Tiago
Numero distanciaDC
Texto TextoDC
Nimero distanciaDA
Texto TextoDA
Numero distanciaDB

10 Texto TextoDB

11 Ndmero Soma

1
2
3
3
3
3
3 [Segmento b
4
5
6
7
8
9

PoligonofA, B, 3]
PoligonofA, B, 3]
Segmento [A B] de Tridngulo poligono1
Segmento [B C] de Tridngulo poligonot
Segmento [C A] de Tridngulo poligonot

Distancia de Tiago a C

"overline{” + (Nome(Tiago]) + (Nome[C]) +

Distancia de Tiago 3 A

"loverline{" + (Nome([Tiago]) + (Nome[A]) +

Distancia de Tiagoa B

“overline(” + (Nome([Tiago]) + (Nome[B]) +
i iaDC + di iaDA + distanciaDB

Figura 103: Resolu¢do 2 do grupo 6 no GeoGebra

Durante a apresentacdo das resolucdes dos diferentes grupos, perguntei o que é a
mediatriz, uma vez que estes alunos ainda ndo aprenderam o que sdo lugares
geométricos. A Anaisa, do grupo 2, respondeu que era uma reta que divide um
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segmento de reta ao meio. Eu acrescentei que a mediatriz de um segmento de reta é de
facto uma reta em que todos os pontos estdo a igual distancia dos extremos do segmento
de reta.

Questionei ainda os alunos se, para o caso do Rui, a casa poderia ser construida no
exterior do triangulo. Os alunos riram-se e responderam gue ndo, porque a casa iria ser
construida dentro de agua e para além disso a soma das distancias ia ser superior a
pretendida.

Na tabela seguinte apresenta-se uma analise da caracterizacdo das resolucdes efetuadas

pelos alunos.
Gl G2 G3 G4 e e
Rui Tiago| Rui [Tiago
A deuacs Sim X X X X X

@ equacao
S auas N&o X X X
@ P .
S g _ Sim X X X NC | X INC| X INC
N 5 Rigor
5 9 Nao NC NC NC
ISR
s = Sim X X X NC | X [NC[ X [NC
8 Robustez

Nao NC NC NC

Tabela 15: Caracterizacdo das resolucdes relativas a tarefa 5

Observando a tabela 15, pode-se verificar que apenas o grupo 4 ndo concluiu a sua
resolucdo, pelo que as suas construcdes ndo exprimem os dados do problema. Em
relacdo aos restantes grupos, uma vez que os grupos 5 e 6 apresentaram dois ficheiros
diferentes para a resolucdo referente ao Rui e o Tiago, houve a necessidade de as
analisar separadamente. Assim, em relacdo a adequacdo, apenas as resolucdes dos
grupos 5 e 6 relativas ao Tiago e a resolucdo do grupo 4 ndo sdo adequadas, nédo
exprimindo o problema dado, isto porque estes alunos ndo completaram as suas
resolucbes. Quanto a robustez e ao rigor, verifica-se que as resolu¢fes apresentadas
pelos grupos 1, 2 e 3 e as dos grupos 5 e 6 relativas ao Rui, mantém as suas
propriedades quando se manipula qualquer objeto livre e permitem uma resposta

rigorosa.

Na tabela seguinte, pode-se observar as estratégias de resolucdo utilizadas pelos

diferentes grupos.
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Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | Gb6

Descobrir um padrdo, uma regra ou lei
de formacao

Fazer tentativas/ Fazer conjeturas

Trabalhar do fim para o principio
Usar deducdo logica ou fazer
eliminacédo

Reduzir a um problema mais simples

Fazer uma simulacgdo ou uma
experimentacao

Fazer um diagrama ou esquema X | X | X X

Fazer uma lista organizada ou uma
tabela

Estratégias de resolucéo

Tabela 16: Estratégias de resolucdo utilizadas na tarefa 5
Analisando a tabela 16 pode-se observar que 0 grupo 4 apenas utilizou a estratégia de
Fazer um diagrama ou esquema, enquanto que 0s outros grupos optaram por utilizar ao

mesmo tempo Fazer uma simula¢do ou uma experimentacao.

Em relacdo a formulag&o de novos problemas, mais uma vez se verificou que a maioria
dos alunos pegou no problema inicial e fez-lhe pequenas alteracdes como se pode

constatar nas figuras a seguir apresentadas.

Pruvivise. \e o PRI ,\\,:‘,C.\ UeA  FOCL i(’f\
2\ Cx G Y\ unN e MO, nd @y ;
Nuomad (»j-,f\,)t"( e A &2 Aead o |, exEs Y |
< 1 : b : \ B - L 5
LA estacae A (Cconbli0s ¢ v TEAQZC S
€en @aqy \GA@ ¢ ' - (
- < g X e Q (}:._j\" R o NGt S
A (e Cttws fozee v € S ecda C\Lu_ N »)(\ ¢
(.l WL ge Galesectassene e e ada ozamentt e jn v
POAZquUL .
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Es\ogao

de combeics

Figura 104: Problema formulado pelo grupo 1
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Figura 105: Problema formulado pelo grupo 2

¢) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro

problema.  Urmao  NOSCe rs5da paesq o ‘Uema %eo\G

e aen V3G~ G Agaite que estar
o Yes  maQoes. (loms o el o Qe=c M\'\'oj
G MosCa ILMNBAAX OB 5 Fwgfe cada Jer Lok

@S as GaSs .,

Qanto Aehm()o e’ QO Vo C{eN\OQco a0 -LOO(O?

Figura 106: Problema formulado pelo grupo 3

¢) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro

problema.  Hor Duas menwnas ; Anabela e Rita i Foram il
99—-%[:03* AC e um deserdo em For\\’y\o\ o\ H?C\ntou'\o ec‘q-.‘\ér\-ero <A A“C\belc\
AVd3TOA VG muy : € ) X
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Figura 107: Problema formulado pelo grupo 5
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Figura 108: Problema formulado pelo grupo 6

E de salientar que o grupo 4 ndo formulou nenhum problema, mais uma vez devido a
falta de tempo e a dificuldade em respeitar as opinides dos colegas. Analisando 0s

problemas formulados pelos grupos 3 e 6, parece que faltam dados para que seja
possivel resolver esses problemas.

Na tabela seguinte apresenta-se a andlise referente aos problemas formulados pelos
alunos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | Gb
Variar os dados X X(No)

Variagédo do

Variar as condicdes
problema dado

Variar o contexto X X | XNoy

Formulagdo
de problemas

Problema Novo X X(NC)

Tabela 17: Formulagéo de problemas (Tarefa 5)
Apbs a analise da tabela 17 verifica-se que os problemas formulados pelos grupos 3 e 6
ndo estdo muito percetiveis, aparentando faltar dados. O grupo 2 optou por modificar o
contexto do problema proposto e a0 mesmo tempo alterar os dados. O grupo 5 alterou
apenas 0 contexto do problema inicialmente proposto. O grupo 1 formulou um

problema que nada tinha a ver com o problema inicial, tendo apresentado criatividade
no mesmo.

No final da aula os alunos referiram que este problema tinha sido facil, ao contrario do
que tinha acontecido com o problema anterior.

Tarefa 6: Um quadrado inscrito num triangulo
Nesta tarefa os alunos tinham de descobrir se é sempre possivel, ou ndo, inscrever um

quadrado num triangulo. Inicialmente alguns alunos comecgaram por construir um

quadrado e depois o tridangulo e moviam um e outro até conseguirem inscrever o
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quadrado no triangulo. Tive de chamar a atencdo para que construissem primeiro um
triangulo e sé depois tentassem inscrever um quadrado sem mexer mais no triangulo. A
maioria dos grupos fez apenas para um caso especifico e chamaram-me para dizer que
ja tinham terminado. Quando lhes perguntei se era sempre possivel inscrever um
quadrado num triangulo, os alunos perceberam que tinham de verificar para diferentes
casos e continuaram a fazer construgdes. Durante a resolucdo deste problema foram-se
ouvindo varios comentérios e feitas varias questdes, como por exemplo:

Anténio (grupo 4): Pode ser um triangulo qualquer ou tem de ser

equilatero?

Professora: A pergunta é se serd sempre possivel inscrever um quadrado

num triangulo, por isso vejam o que tém de fazer.

Margarida (grupo 5): Ja fizemos trés triangulos! E preciso fazer mais?

Grupo 2: Isto € muito facil!

Grupo 1: Ja fizemos para o triangulo equilatero e para o isosceles, falta para

0 escaleno! Mas vai dar de certeza!

Micaela (grupo 1): Professora, deu certo!
Todos os grupos concluiram que era sempre possivel inscrever um quadrado num

triangulo e apresentaram varios exemplos para justificar esta afirmacéo.

O grupo 1 comecou a sua resolucdo por construir um tridngulo equilatero. De seguida
marcaram dois pontos sobre dois lados do triangulo e foram construir um quadrado cuja
medida do comprimento dos lados € igual a distancia de A a B. Depois moveram 0s
lados do quadrado de forma a que os lados deste ficassem sobre os lados do triangulo.

Os alunos descrevem de seguida a sua resolucdo para cada tipo de triangulo.
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Figura 109: Resolucdo apresentada pelo grupo 1
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Ao observar a resolucéo realizada no GeoGebra, verifica-se que ao mover um dos lados
do tridngulo, o quadrado ndo se move também, ou seja, a constru¢do “desmancha-se”.
Isto deve-se ao facto de os alunos ndo terem construido o quadrado a partir dos lados do

triangulo. A resolucéo dos alunos no GeoGebra pode ser verificada de seguida.

& Seoene ol st T
Ficheiro Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda N |[Nome I'Daﬁmgéo
I il Ponto A
A |l 9 d X | as2 Mover
EEQ ‘/\.u‘ ®v c)v 4) S NS\ ‘iov Arraste um objecto seleccionado (Esc) Ponto B

Trisngulo poligonot
Ponto C

Segmento a
Segmento a,

escaleno
3

Segmento b Segmento C Al de Tridngulo poligono1
Ponto F

Ponto G

Quadrilitero poligono2 PoligonofF, G, 4)

Ponto H PoligonofF, G, 4]

Ponto | PoligonofF, G, 4]

Segmento Segmento [F G] de Quadrilate
6 Segmentog Segmento (G H] de Quadi
6 Segmentoc Segmento [H 1] de Quadr 2
6 Segmentod Segmento (I F) de Quadrilatero poligono2
7 Ponto equilatero

8 PonoE

9 PontoJ

olelw wwwwn -

isosceles
o8

Paligono E. J, K
Segmento [E J] de Tridngulo poligono3
Segmento W K] de Trigngulo poligono3
Segmento [K E] de Triangulo poligono3

14 Quadrilitero poligonod PoligonofL. M, 4]
14 [PontoN PoligonofL. M, 4]
14 [Ponto O PoligonofL, M, 4]
14 |Segmento | Segmento [L M) de Quadrilatero poligonod

14 [Segmentom Segmento (M N] de Quad:

14 [Segmento h Sé;m-’m\v){NO]O-;-Ou.!'J!ﬂafex;
s ‘ T Lo s o]
Figura 110: Resolugdo do grupo 1 no GeoGebra

O grupo 2 tentou fazer vérias resolucdes. Numa delas os alunos perguntaram-me se ndo
haveria outra forma de construir o quadrado sem ser através do poligono regular, pois ja
tinham procedido dessa forma para inscrever o quadrado no triangulo equilatero e no
triangulo isosceles. Perguntei-lhes entdo, o que é que caracteriza um quadrado. Os
alunos responderam que os lados tém de ser todos iguais e paralelos dois a dois e cada
angulo interno do quadrado tem de amplitude 90°. Entdo disse-lhes para usarem esse
conhecimento. Depois de varias tentativas os alunos construiram o triangulo. De
seguida marcaram um ponto, ponto R, sobre um dos lados do triangulo e construiram
uma reta paralela a um dos outros dois lados do triangulo e que passava por esse ponto.
Posteriormente construiram a reta perpendicular a reta anteriormente tracada e que
passava pelo ponto R e foram descobrir o ponto de interseccéo dessa reta com o lado do
triangulo (ponto S). Depois foram construir o quadrado cuja medida do comprimento
dos lados ¢é igual a distancia do ponto R ao ponto S e moveram esse quadrado até que
ele ficasse inscrito no triangulo. A resolucdo descrita pelo grupo e no GeoGebra

apresenta-se nas figuras seguintes.
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b) Qual a solugdo do problema apresentado? Expliquem como a dcsco%@t
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Figura 111: Resolucdo apresentada pelo grupo 2

\(Agan MG2

s Ficheiro Exibir Ajuda |
Ficheiro Ema El sbir Oo;nes Femamentas Janela Iquca AN Inome | Definigso |
1 @ & @ Tna i
Recta paralela 1 Segmentoh Segmento 1 J] de Triangulo po qono]
.‘ Seleccione um ponto & uma recta (semirecta, segmento, vél | 11 Segmento Segmento [J H] de Tridngulo poligono3
3 12 Ponto K
13 PontoL
14 Quadrildtero poligono4 PoligonofK, L. 4]
14 Ponto M PoligonofK, L, 4]
14 Ponto N PoligonofK, L, 4]
14 Saegmento k Segmento [K L} de Quadritdtero poligonod
14 Segmentol Segmento [L M] de Quadrilétsro poligonod.
14 Ssgmentom Segmento M N} de Quadrildtero
14 Segmenton Segmento [N K] de Quadrildtero
15 Ponto O
16 Ponto P
17 Ponto Q@
18 Tringulo poligonos Poligono 0, P, @
18 Segmentoq Segmento [0 P) de Tridngulo poligonos
18 Sagmento o Segmanto [P Q] de Tridngulo poligonos
18 Segmentop Segmento [Q 0] de Tridngulo poligono$
19 |Ponto R nlo em poligonos
20 Rectar Recta paralela a p passando por R
21 Rectaa, Recta perpendicular a r passando por R
22 PontoS Ponto de intersecg3o de a, 8 p E
23 Quadrititero poligonot PoligonofS, R, 4]
23 PontoT PoligonofS, R, 4]
23 Ponto U PoligonofS, R, 4]
23 |Segmentos, Segments [S R] de Quadridtero
23 Segmentor, Segmel mo [R T] de Quadrilitero poligono6
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Figura 112: Resolugdo do grupo 2 no GeoGebra
O grupo 3 também construiu varios triangulos e depois foi tentar inscrever, em cada um
deles, um quadrado. Para os triangulos escaleno e isosceles, os alunos construiram o
tridangulo, marcaram dois pontos sobre um dos lados do tridangulo, e construiram o
quadrado correspondente, que tinha como medida do comprimento dos lados a distancia
entre esses dois pontos. Por fim, tiveram de mover o quadrado até conseguirem
inscrevé-lo no tridngulo. Esta resolucdo pode ser visualizada na figura seguinte.
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Figura 113: Resolu¢do 1 do grupo 3 no GeoGebra

Para o0 caso do triangulo retangulo, este grupo optou por construir 0 segmento de reta
definido por dois pontos. De seguida os alunos tracaram a reta perpendicular a esse
segmento de reta que passa por um dos seus extremos. Sobre essa reta marcaram um
ponto (ponto D) e construiram o tridngulo retangulo. Depois, marcaram um ponto sobre
um dos lados do triangulo e construiram o quadrado cuja medida do comprimento dos
seus lados é igual a distancia desse ponto a um dos vértices do tridngulo. Por fim
moveram o quadrado até que ele ficasse inscrito no triangulo. A seguir apresenta-se as

conclusdes a que o grupo chegou e a resolucdo anteriormente descrita no GeoGebra.
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Figura 114: Concluses apresentadas pelo grupo 3
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Figura 115: Resolu¢do 2 do grupo 3 no GeoGebra
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O grupo 4 optou, tal como tinha acontecido com outros grupos, por construir um
tridngulo qualquer, depois marcou dois pontos sobre um dos lados do triangulo e
construiu o quadrado cuja medida do comprimento dos lados do quadrado era igual a
distancia entre esses dois pontos. Por fim moveram o quadrado de forma a inscreve-lo
no triangulo. Nas figuras seguintes pode-se observar a resolucdo e as conclusdes

descrita por este grupo bem como a resolucéo efetuada no GeoGebra.
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Figura 116: Resolucdo apresentada pelo grupo 4
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Figura 117: Resolug&o do grupo 4 no GeoGebra
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A resolucdo adotada pelo grupo 5 foi idéntica a utilizada pelo grupo 4. O grupo

descreve de seguida a sua resolugéo e as conclusdes a que chegaram.
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Figura 118: Resolucédo apresentada pelo grupo 5
De seguida apresentam-se as resolucOes deste grupo utilizando o GeoGebra, para 0s

varios triangulos que construiram.
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Figura 119: Resolugdo do grupo 5 no GeoGebra

Também o grupo 6 adotou 0 mesmo tipo de resolugdo apresentada pelos dois grupos

anteriores. Como se pode verificar nas duas figuras a seguir apresentadas.
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Figura 120: Resolucdo apresentada pelo grupo 6
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Figura 121: Resolu¢do do grupo 6 no GeoGebra

Durante a apresentacdo das varias resolugdes, os alunos foram-se apercebendo que
qguando se movia o triangulo, na maioria das construcGes efetuadas, o quadrado
mantinha-se fixo, ou seja, a construcdo efetuada “desmanchava-se”. Assim, depois de
todos 0s grupos apresentarem as suas resolucées, a turma elegeu a resolucdo do grupo 2

como a mais eficaz e mais rapida.

Na tabela seguinte apresenta-se uma analise da caracterizacdo das resolucdes efetuadas

pelos alunos.

Gl G2 - G4 G5 G6
T qq T rect
Sim X X X | X X X X
% Adequacéo _
° Nao
3 D .
S g _ Sim X X X | X X X X
N S Rigor _
5 9 Nao
o o -
= Sim X
S Robustez _
Nao X X X X X X

Tabela 18: Caracterizacdo das resolucdes relativas a tarefa 6
Analisando a tabela 18, pode-se verificar que todas as resolucbes apresentadas séo
adequadas e permitem uma resposta rigorosa. Em relacao a robustez, apenas o grupo 3,
na resolucdo referente ao tridngulo retdngulo, conseguiu fazer uma construcdo robusta,
uma vez que, na construgéo dos restantes grupos, manipulando um dos objetos livres, a

construcdo ndo mantém as suas propriedades.
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Na tabela seguinte, pode-se observar as estratégias de resolucdo utilizadas pelos
diferentes grupos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | G6

Descobrir um padréo, uma regra ou lei
de formacao

Fazer tentativas/ Fazer conjeturas X X X X X X

Trabalhar do fim para o principio

Usar deducdo légica ou fazer
eliminacéo

Reduzir a um problema mais simples

Fazer uma simulagdo ou uma
experimentacdo ou uma dramatizacao

Fazer um diagrama ou esquema X | X | X | X | X | X

Fazer uma lista organizada ou uma
tabela

Estratégias de resolucao

Tabela 19: Estratégias de resolucdo utilizadas na tarefa 6

Analisando a tabela 19, relativa as estratégias de resolucdo utilizadas pelos diferentes
grupos na resolucdo do problema da tarefa 6, pode-se observar que todos 0s grupos

optaram por Fazer um diagrama ou esquema e a0 mesmo tempo Fazer tentativas/ Fazer
conjeturas.

Em relacéo a formulagdo de novos problemas, os alunos voltaram a ser pouco criativos,
limitando-se, na sua maioria, a fazer pequenas alteragcdes ao problema inicial, como se
pode verificar nas imagens a seguir apresentadas.
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Figura 122: Problema formulado pelo grupo 1
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Figura 123: Problema formulado pelo grupo 2
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Figura 124: Problema formulado pelo grupo 3
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Figura 125: Problema formulado pelo grupo 4
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Figura 126: Problema formulado pelo grupo 5
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Figura 127: Problema formulado pelo grupo 6

Na tabela seguinte apresenta-se a andlise referente aos problemas formulados pelos
alunos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | Gb6

o Variar os dados
Variagédo do

Variar as condigdes | X X X X X X
problema dado

Variar o contexto X

Formulacéo
de problemas

Problema Novo

Tabela 20: Formulacéo de problemas (Tarefa 6)

Observando a tabela 20 relativa a formulagdo de problemas efetuada pelos alunos,
verifica-se que a maioria dos grupos optaram por variar as condi¢cdes relativamente ao

problema inicial, o grupo 3 optou ainda por fazer variar o contexto do problema inicial.

Nesta aula, notou-se que os alunos estavam um pouco mais agitados que o normal, mas
estavam empenhados na resolucdo do problema. A maioria dos alunos da turma

considerou o problema facil e ndo teve grandes dificuldades na sua resolucéo.
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Tarefa 7: O moinho de vento

Nesta tarefa os alunos tinham de construir um moinho de vento e descobrir se haveria
apenas uma Unica forma de fazer essa constru¢do. Uma das questdes que os alunos me
fizeram logo no inicio foi se os espacos entre cada triangulo tinham de ser sempre
iguais, a qual eu respondi afirmativamente. A grande dificuldade dos alunos foi manter
fixa a distancia entre os varios tridngulos que formam o moinho de vento. Apesar dessa

dificuldade todos os alunos conseguiram apresentar uma solugéo para o problema.

Alguns grupos concluiram que havia apenas uma unica forma de construir o moinho de
vento, outros disseram que havia outras formas, apesar de ndo terem explicado quais

eram essas formas.

O grupo 1, comegou por construir uma circunferéncia dados o centro e um ponto e
depois construiu um triangulo, mas como ndo conseguiam copiar o triangulo para
construir o0 moinho, abandonaram essa resolucdo. Depois acabaram por construir um
dodecéagono regular no interior da circunferéncia e foram unindo dois dos vértices desse

poligono com o centro da circunferéncia, tal como é relatado por este grupo de seguida.
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Figura 128: Resolugdo apresentada pelo grupo 1
Como se pode verificar este grupo afirmou que existem outras formas de construir o
moinho de vento, apesar de ndo explicado ou ter apresentado outra resolucdo. De

seguida apresenta-se a resolucdo deste grupo no GeoGebra.

135



Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Ficheiro Exibir Ajuda

N [Noma [ Definigio
Ponto A

DEE RO g

1
2
P ————— 3 |Circunferéncia c Gircunferéncia de centro A passando por
4
5

a

| »

Ponto ©
Ponto D
6 |Paligono poliganol Paligono[G, D, 12]

Segmento L Segmenta [C D] de Poligono poliganat

ento [D E] de Paligono paligonot
ono poligonol
gono poligonol

oligona paligonot
ligono poliganat

ento [| J] de Poligono poligonad

enta [J K] de Poligona poliganot
enta [K L] de Poligono poligonat
ento [L M] de Poligono poligono1
e < enta [M ] de Poligona poliganal
Segmento | Segmento [M C] de Poligono poligonod =

Ponto E Poligono[C, D, 121
Ponto F Poligona[C, D, 12]
Ponto G Poligono[C, D, 12]
Ponto H Paligono[C, D, 12]
Ponta | Poligona[C, D, 12]
Ponto J Poligono[C, D, 12]
Ponto K Poligono[C, D, 12]
Ponta L Poligona[C, D, 12]
Ponto M Poligono[C, D, 12]
Ponta N Paoligono[C, D, 12]
Triangulo poligono2 Poligono | A H

~oo|lo|o|o|o|aelo|lo|lo|la|o|a|a|o|la|lo|s|a|a|a| o

4] de Triangulo |

7 |Segmentoi

"4
L] e o ] L)

F_igu_ra iZE:FR_esaugéo do grupo 1 no GeoGebra

Segmento [A H] de Tridngulo pol

@ Entrada: |

O grupo 2 comegou por construir uma circunferéncia e dentro dessa circunferéncia
construiu um triangulo is6sceles. De seguida, os alunos foram fazer a rotacdo desse
triangulo em torno de um ponto fixo (centro da circunferéncia). Tal como referem na
descricdo da sua resolucdo, a seguir apresentada, tentaram utilizar varias amplitudes,
mas apenas conseguiram construir o moinho de vento fazendo uma rotagdo com uma

amplitude de 60°.
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Figura 130: Resolugdo apresentada pelo grupo 2
E de salientar que durante a resoluco questionei os alunos sobre qual seria 0 motivo
pelo qual apenas dava com uma amplitude de 60° dai eles explicarem como
descobriram essa amplitude. De seguida apresenta-se a resolucdo deste grupo no
GeoGebra.
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Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela AU (oo Exinir Ajuda
Ne ‘Nume ‘Deﬁm;én |
III e .
2 |Pontod
| 3 Circunferéneia d Circunferéneia de centro | passanda porJ
4 |Ponto K Panto em d
§ |TriAingulo poligono3 Poligona 1, J, K
5 |Segmentok Segmento [I.J] de Tridngulo poligono3
f 5 |Segmentoi Segmento [J K] de Triangulo poligono3
| 5 |Segmento ] Segmento [K I] de Tridngulo paligono3
' 6 |[Pontol' Imagem de | na rotagdo de dngulo 60°
7 PontoJ' Imagem de J na rotagdo de dngulo 60°
8 |Ponto K' Imagem de K na rotagdo de Angulo 60° | =
I 9 |Triangulo poligono3’ Poligona I', J, K'
9 |Segmento k' Segmento [I'J] de Trigngulo poligono3'
9 |Segmento i’ Segmento [J' K] de TriAngulo poligona3'
9 |Segmento ]’ Segmento [K'1] de Tridngulo poligono3’
10 Ponto " Imagem de |'na rotagdo de angulo 60°
11 |PontoJ" Imagerm de J' na rotagdo de dngulo 60°
12 |Ponto K" Imagem de K'na rotagdo de dngulo 60°
13 |Triangulo poligono3” Poligona I", J", K"
13 |Segmento K" Segmento [I"J'] de Tridngulo poligono3”
13 |Segmento " Segmento [J"K'] de Tridngulo poligono3” |—
13 |Segmento " Segmento [K" 1" de Tridngulo paligono3”
14 |Ponto ™ Imagermn de |" na rotagdo de Angulo 60°
15 PontoJ™ Imagem de J" na rotagdo de Angulo 60°
16 |Ponto K" Imagem de K" na rotagdo de angulo 60°
17 [Tridngulo poligona3™ Poligona 1", J", K"
17 |Segmento k" Segmento [IJ"] de Tridngulo poligono3™

Figura 131: Resolugdo do grupo 2 no GeoGebra

O grupo 3 teve alguma dificuldade em delinear uma estratégia para a resolugdo deste
problema. O grupo refere, que tentou construir o moinho de vento por varios processos,
mas acabavam por desistir a meio. Depois optaram por construir a circunferéncia dado o
centro e um ponto e de seguida marcar mais trés pontos, dois sobre a circunferéncia e
outro a coincidir com o centro da circunferéncia. Com esses trés pontos construiram um
triangulo. De seguida, foram descobrir a imagem de cada ponto anteriormente definido
através da rotagdo de centro no centro da circunferéncia e com uma amplitude de 60°.
Depois uniram esses pontos e repetiram 0 processo anterior até terem os seis triangulos
construidos. Nas duas figuras seguintes pode-se observar a resolucdo descrita pelos

alunos e a sua resolucdo no GeoGebra.
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3 Pl coms
= wlacas,
ar o NeD 0
: \(u L \ \0( \ xQ
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QUGS
395, bosa ypearem oo
059> e —'fr';'f.’)‘, A2 UW\Voe
CVL/V ‘ U5 de oklae,
Lividin 3040 peles ©
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Q\"‘v\‘\";\

> Q0 ohlerna

Figura 132: Resolucdo apresentada pelo grupo 3
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Ficheiro Editar Exibir Opgées Femamentas Janela Ajuda Ficheiro Exibir Ajuda
Ne [ Nome Definigio
| -A / /\( | b' @ 1 ‘PunloA ‘ ‘ ‘:
£ 2 pontoB
3 Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro A passando por
4 PontoC
I 5 |PonloD
6 PontoE
7 Tridngulo poligono1 Poligono C, D, E L
7 Segmentoe Segmento [C D) de Tridngulo poligonol |
7 |Segmentoc, Segmento [D E] de Triangulo poligonot
7 |Segmentod Segmento [E C] de Tridngulo poligonoi
83 PonteC' Imagem de C na rotagdo de dngulo 60°
9 PontoD' Imagem de D na rotagdo de dngulo 60°
10 PontoE' Imagem de E na rotagdo de angulo 60° |
11 |Tridngulo poligono1* Poligono . D' E'
11 |Segmento e’ Segmento [C’ D] de Triangulo poligono1”
11 |Segmento ¢’ Segmento [D'E] de Tridngulo poligonol®
11 Segmento d’ Segmento [E’ C] de Tridngulo poligonot®
12 |Ponto C* Imagem de C' na rotagdo de angulo 60°
13 Ponto D" Imagem de D' na rotago de dngulo 60°
14 PontoE" Imagem de E' na rotagdo de ngulo 60°
15 [Trigngulo poligono1™ Poligono C*, D", E™
15 |Segmento ™ Segmento [C" D] de Tridngulo poligono1”
15 Segmentoc” Segmento [D” £'] de Tringulo poligonot”
15 Segmentod” Segmento [E” C'] de Tridngulo poligonot”
16 PontoC™ Imagem de C" na rotagdo de angulo 60°
17 Ponto D™ Imagem de D" na rotagdo de angulo 60"
18 PontoE™ Imagem de E" na rotagdo de Sngulo 60°
19 Trisngulo poligonol™ Poligono €~ D", E*
19 Segmentoe™ Segmento [C™ D] de Tridngulo
19 foc” 0" "1 de Trisnaulo =
LI

Figura 133: Resolugdo do gfupo 3 no GeoGebra

O grupo 4 adotou uma resolucéo idéntica a do grupo 3, mas concluiu que apenas havia
uma forma de construir o moinho de vento, tal como se pode observar nas figuras

seguintes.

Sm , horque @ mowsira  como o3 Trigngelos
A5T8 NECPS | 80” es® poneive €7 hodsive

_ ConsTruimos Uma Circon (ré'nC;Q‘. -

obo_ GonsTiofmo> UM ’ﬁi&nﬁul@ sem wd.das [SICY
® _ OTi zelros v (GB 6@ em Torno de um Yoo @m
600 JQ Qm}n '\TUc\G , £ assSim GnsTomnos 67(.‘&'(\3\;\0‘5 .

Figura 134: Resolucdo apresentada pelo grupo 4

Ficheiro Exibir Ajuda

N [Nome | Definigaa |
1 |Ponta A 2
2 Ponto B
3 Circunferéncia ¢ Circunferéncia de centro A passando por
| 4 |Ponto C Fonto em ¢
5 |Ponto D Fonto em ¢

m

7 |Ponto A’ Imagem de A na rotagdo de dngulo 40°

4
8 |Ponto A", Imagem de A') na rotagdo de ngulo 40°

¢ |Ponto A", Imagem de A", na rotagdo de dngulo 40°

10 Ponto G Imagem de A", na rotagdo de dngulo 40°

11 |Ponto G' Imagem de G na rotagdo de angulo 40 L
12 PontoH

13 |Pontol

14 PuntoA‘z Imagem de Ana rotagdo de angulo 50°

15 |Ponto A", Imagem de A, na rotagdo de dngulo 50°

16 |Ponto A“‘z Imagem de .ﬂ\"2 na rotagdo de dngulo 50°

17 |Ponta C' Imagem de C na rotagdo de dngulo 60"

18 |Ponto D' Imagem de D na rotagdo de dngulo 60"

18 |Ponta A' Imagem de A na rotagdo de &ngulo 60"

Figura 135: Resolugédo do grupo 4 no GeoGebra
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O grupo 5, também utilizou a rotacdo para construir o moinho de vento, mas foi tentar
descobrir qual seria a amplitude de rotacdo, em vez de ir por tentativa e erro. O grupo

descreve de seguida a sua resolugéo.
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S T A ollidinde &5 Sompde B fe ) o o
1 s 290 Mgy 2 ) i Yo oasad ard iﬂm&\g\ 6 'L—;olvx'yw\\?),
u,ﬂp,}'m& oo ’\; 2% "/\;WM MV‘\T o q/wk;‘ \' ) k'
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Figura 136: Resolucdo apresentada pelo grupo 5

Este grupo, depois de ter descoberto a amplitude de rotacéo, resolveu o problema de

forma idéntica aos grupos anteriores, tal como se pode verificar na figura seguinte.

GeoGebra - G5_tart \
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Ficheiro Exibir Ajuda
FNE 3= — A
= = = = = = = 2 |PontoB
3 |Circunferéncia c Circunferéncia de centro A passando por
4 |Ponta C Ponto em ¢
5 |Tridngulo poligonot Poligono B, A, C
5 |Segmenioc, Segmento [B A] de Tridngulo poligonot
5 |Segmentob Segmento [A C] de Tridngulo poligono
| 5 |Segmento a Segmento [C B] de Tridngulo paligonot
6 |Anguloa Angulo B AC
7 |Angulo B L
8 |Anguloy 360°- B B
9 |Angulo &
10 [Ndmero d
11 |Ponto A"} Imagem de A na rotagdo de dngulo 60°
12 |Ponto A, Imagem de A na rotagdo de dngulo 60°
13 [Tridngulo poligona2 Paligono A, ALA,
13 |Seamento a' Segmento [A A" ] ds Triangulo poligono?
13 |Segmento a, Segmento [A'|A'2]ne Triangulo poligono?
13 |Segmento ' Segmento [, A] de Trigngulo poligono? L
14 F'Dntoi\‘3 Imagem de A na rotagdo de angulo 60°
15 F'Dntoi\‘4 Imagem de A na rotagdo de angulo 60°
16 [Trigngulo poligono3 Paligono A, A'S,A‘4
16 |Seamento a'z Segmento [AA'S]de Trigngulo poligono3
16 |Seamento a, Segmento [A'3 A'4]de Trigngulo poligona3
16 |Seamento ei'3 Segmento [A;A]de Trigngulo poligono3
17 PDntoA‘s Imagem de A na rotagdo de angulo 60°
18 F'Dntoi\‘6 Imagem de A na rotagdo de angulo 60°
19 [Trigngulo poligonod Paligono A, A'ﬁ,A‘6 il
@ Entrada: | L

Figura 137: Resolugdo do grupo 5 no GeoGebra
O grupo 6, apesar de ter descrito na resolucdo que tinha utilizado apenas a rotagdo para
construir o moinho de vento, verifica-se, ao analisar o ficheiro do GeoGebra gravado,
que os alunos depois de terem construido o primeiro triangulo, foram utilizar a reflexdo
num ponto, para construir um segundo triangulo. De seguida, foram determinar a
amplitude que teriam de utilizar para fazer uma rotacdo do primeiro tridangulo em torno

do centro da circunferéncia, tendo concluido que teria de ser 60°. Depois foram
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descobrir a imagem de cada um dos pontos do primeiro triangulo construido atraves da
rotacdo de centro, no centro da circunferéncia e amplitude de 60°. Posteriormente
uniram esses pontos para construir o triangulo e repetiram a resolugdo anteriormente
descrita para construir um novo triangulo. Por fim, fizeram a reflexdo dos dois
triangulos anteriormente construidos. Este grupo concluiu que havia apenas uma forma
de construir o moinho de vento. De seguida apresenta-se a resolucéo descrita pelo grupo
e a sua resolucdo no GeoGebra.
W ecerms, oo quiy mio- b Main Jsaron da ounicad
a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro ¢

com a resolugéio do problema usando o nimero do grupo, seguido do niimero da
tarefa, por exemplo, G1_tarefa6.

b) Qual a solugdo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.

Ny X roisndie ola oo G o
G 0\ Copinakamgh Munn Taia, o O ‘(‘“'P‘t’
M,L%m%?;@ &OW};?QWMO,@B%O@"’ Q,ﬁnaom\t&;

m’“‘g}"&@o’w L @ }A’r;;ﬂmom\b—imhol.t &3

Figura 138: Resolucdo apresentada pelo grupo 6

GeoGebra - G6_Tal

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

Ficheiro Exibir Ajuda

N [Mome

[Definigo

EEEECw

\ L

4N

1 |Ponto A

2 |Ponto B

3 |Circunferéncia c
4 |Ponto

5 |PontoD

6 |[Tridngulo poligonot
6 |Segmentod

£ |Segmenio c,

6 |Segmentoa

7 |Ponto €',

8 |Ponto A7)

9 |[Ponto D',

10 |[Tridngulo poligonot %
10 |Segmento d'

10 |Segmenta ¢

10 |Segmento a'

11 |Angulo a

12 |Angulo B

13 |Anguloy

14 |Ponto '

15 |Ponto A'

16 |Ponto D'

17 |Tri&ngulo poligono1’
17 |Seamento d’

17 [Segmento c"

17 |Segmento 3,

18 |Ponto C"

19 |Ponto A"

20 |Ponto D"

21 |Trifngulo poligonot”

.

Circunferéncia de centro A passando por
Ponto em ¢

Ponto em ¢

Poligono C,A, D

Seamenta [C A] de Tridngulo poligonol
Segmento [A D] de Tridngulo poligonol
Segmento [D C] de Triangulo poligonod
Simétrico (ou inverso) de C relativaments
Simétrico (ou inverso) de A relativamente
-3i|‘ﬂet|i-:g {ouinverso) de D relativamente
Poligono ¢, &', D',

Segmento [C‘1 A'1] de Tridngulo
Segmento [A‘1 D'1] de Triangulo
Segmenta [D‘,I C‘1] de Tridngulo

Angulo G AD

(360°-6a)/6

a+p

Imagem de C na rotagdo de angulo 60°
Imagem de Ana rotago de Angulo 60°
Imagem de D na rotagdo de dngulo 60"
Poligono G' A", D'

Segmento [C'A] de Tridngulo poligono1’
Segmento [A' D] de Tridngulo poligono1’
Segmento [D' C] de Tridngulo poligonol®
Imagem de C'na rotagdo de dngulo 60°
Imagem de A’ na rotagdo de angulo 60°
Imagem de D' na rotagdo de dngulo 60°
Poligona C*, A", D"

@ Entrada:

Figura 139: Résold(;éo do grupo 6 no GeoGebra

140




Durante a apresentacdo das varias resoluc@es todos os alunos perceberam que nao havia
apenas uma Unica forma de construir o moinho de vento. Os alunos ndo apresentaram

grande dificuldade na resolucdo deste problema.

Na tabela seguinte apresenta-se uma analise da caracterizacdo das resolucdes efetuadas

pelos alunos.
Gl G2 G3 G4 G5 G6
Sim X X X X X X
@ Adequacéo _
gel Nao
S
> S _ Sim X X X X X X
N S Rigor
s 9 N&o
o 2
S Sim X X X X
S Robustez _
Nao X X

Tabela 21: Caracterizacgéo das resolucdes relativas a tarefa 7

Observando a tabela anterior, pode-se verificar que as resolucdes apresentadas pelos
diferentes grupos sdo adequadas e permitem uma resposta rigorosa. Em relacdo a
robustez, apenas 0s grupos 1 e 3 apresentaram constru¢des que ndo eram robustas, uma
vez que manipulando um dos objetos livres, as constru¢cbes ndo mantém as suas

propriedades.

Na tabela seguinte, pode-se observar as estratégias de resolucdo utilizadas pelos

diferentes grupos.

Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | G6

Descobrir um padrdo, uma regra ou lei
de formacao

Fazer tentativas/ Fazer conjeturas X

Trabalhar do fim para o principio
Usar deducdo légica ou fazer
eliminacéo

Reduzir a um problema mais simples

Fazer uma simulagdo ou uma
experimentacao

Fazer um diagrama ou esquema X | X | X X X X

Fazer uma lista organizada ou uma
tabela

Estratégias de resolucéo

Tabela 22: Estratégias de resolucdo utilizadas na tarefa 7
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Analisando a tabela 22, pode-se observar que todos 0s grupos optaram por Fazer um
diagrama ou esquema e ao mesmo tempo Fazer uma simulagdo ou uma
experimentacdo. O grupo 4 utilizou ainda como estratégia Fazer tentativas/ Fazer
conjeturas.

Em relacdo a formulacdo de novos problemas, mais uma vez os alunos foram pouco

criativos, tal como se pode verificar através das figuras seguintes.

QO SeManuel e 6 es, o 8 pm  TREwWNO
quadeagolae, mas quiees po-losatedos O meswa
dstdada Ons des  outees.

Seaea ((\&S) e ?O&;Q:\\IQ\ 7
Figura 140: Problema formulado pelo grupo 1

_xl $Bo quer constauiR um moinhe de wenk lgvc\,( a0 da
§9uRa, pogtinde o om tadogolo.

(oo godaqd ee construim o moipho d2 vente? Havege afenas
LMo gormo. de coostauc o oo de vende?

Figura 141: Problema formulado pelo grupo 2

O Joo Quee  Esehar o emdemen Qo duloe Aele,
Pe o UM ALK & YUGnguEies, infeeados. . 44
& '—‘\“’QC‘“‘}\A@ e o€ estoa da@dor 3. preseren ™ A

C < ce 'l
JONA S . P

\

Figura 142: Problema formulado pelo grupo 3

‘%A PﬂOFQSSo*?o\ do Bedo Gj;& pesten 2de et ARag
s elion L ren2ic e )fﬂmpom:e, omde as rodas 4.

naceen te jm@*ﬂ,'amﬂﬂoj INSETIFBS nun eine oo
Cormo podena 2% Comsrnoin |

Figura 143: Problema formulado pelo grupo 4
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T M sprodoba 9 Ondada on g fodey ¢ dedoy 0,30 widie,

T
Mkawh &Wuy&v mw «Wwww en e
q,‘,j» WWC\»M S»Qw&\

Mouing olbadd Mre Ao 4 Apbuas sifc Aundlinn, 9

Figura 144: Problema formulado pelo grupo 5

I\ (@

6 Fd&r Wuj FU AN MM fq}‘)%yﬁv GAM N k’\L;m
(odos g Mmmm :

(1 q
2O Jd»
d

Figura 145: Problema formulado pelo grupo 6

Na tabela seguinte apresenta-se a andlise referente aos problemas formulados pelos
alunos.

Gl | G2 | G3 |G4 | G5 | Gb6
@ o Variar os dados X | X | X X
o9 Variacao do i _
S e Variar as condi¢des
& @ | problema dado i
g = Variar o contexto X X X
,}'__’ = Problema Novo X

Tabela 23: Formulacéo de problemas (Tarefa 7)
Apo0s a andlise da tabela anterior verifica-se que os grupos 1 e 3 optaram por modificar
0 contexto do problema proposto e ao mesmo tempo fazer uma variagdo do mesmo,
alterando os dados. O grupo 2 optou por fazer uma varia¢do do problema inicialmente
proposto, alterando os dados e o grupo 4 fez variar o contexto do problema inicialmente

proposto. O grupo 5 formulou um novo problema que nada tinha a ver com o problema
inicial, tendo apresentado criatividade no mesmo.
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Capitulo VI

Conclusao

O presente capitulo inicia-se com a apresentacdo de uma sintese do estudo, de seguida
sdo apresentadas as principais conclusbes como resposta as questdes inicialmente
formuladas, sintetizando os resultados obtidos pelos diferentes grupos da turma que
constitui o estudo de caso. Ndo se pretende efetuar generalizacbes dos resultados, mas
sim compreender o caso em estudo (a turma) identificando pontos fundamentais e
refletindo sobre eles. Por fim, serdo apresentadas algumas consideracdes finais
relacionadas com o ensino da Matematica e com o contributo do GeoGebra, para

promover o desenvolvimento da capacidade de resolucdo de problemas nos alunos.

Recordando o objetivo do estudo

Este estudo procurou compreender como pode, um contexto de sala de aula apoiado
pelo GeoGebra, contribuir para promover o desenvolvimento da capacidade de

resolucéo de problemas em alunos do 8.° ano do Ensino Basico.
Assim, este estudo procurara responder as seguintes questdes:
a) Como se caracterizam as resolucgdes apresentadas pelos alunos?

b) Que estratégias de resolugdo de problemas usam os alunos para resolver os

problemas?

¢) Que formulacédo de novos problemas surge a partir dos problemas resolvidos?
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A fundamentacéo tedrica procurou ir ao encontro do problema formulado e centrou-se
em dois temas, que constituem um capitulo cada: As tecnologias no ensino da
Matematica e a resolucdo de problemas. No primeiro capitulo fez-se uma abordagem a
evolucéo do ensino da Matematica com o uso das tecnologias, seguida da apresentagédo
de varios Ambientes de Geometria Dinamica, em geral e do GeoGebra, em particular,
onde se apresentou as suas caracteristicas. Neste capitulo foram ainda apresentadas
algumas investigagOes realizadas em Portugal e no Estrangeiro, com a finalidade de
perceber as potencialidades e as vantagens de utilizacdo dos Ambientes de Geometria
Dinamica e por fim, apresentaram-se as orientacdes internacionais, seguidas das
nacionais sobre a utilizacdo das tecnologias no ensino da Matemética. No segundo
capitulo explicitou-se a distin¢cdo entre exercicio e problema e de seguida foram
apresentadas categorizacOGes diferentes para os problemas, a forma como se pode
perspetivar a formulacdo de problemas e o processo de resolucdo dos mesmos, baseados
em diferentes autores. Foram ainda apresentados os varios modelos e estratégias de
resolucdo de problemas, bem como as dificuldades que os alunos apresentam na sua
resolucdo. Por fim, apresentaram-se as orientacGes curriculares, nacionais e

internacionais, sobre resolucdo de problemas.

O estudo apresentado enquadra-se numa investigacdo de natureza qualitativa. Bogdan e
Biklen (1994) referem que neste tipo de investigacdo, o investigador é o instrumento
principal de recolha de dados, e o ambiente natural constitui a fonte direta de dados
Assim, tendo em conta que a professora da turma é simultaneamente a investigadora, o
presente estudo é também uma investigacdo sobre a sua pratica pedagdgica. Optou-se
pela modalidade de estudo de caso para concretizar o estudo, tendo em conta o objetivo

da presente investigacéao.

A recolha de dados envolveu diferentes fontes, nomeadamente observacdo
acompanhada de gravacédo video das aulas, anélise documental dos documentos escritos
pelos alunos, dos ficheiros do GeoGebra gravados pelos mesmos e dos registos livres
elaborados pela investigadora. A analise de dados realizou-se em duas fases. Numa
primeira fase foram analisados os dados recolhidos através das varias fontes e numa
segunda fase, foram definidas as categorias de andlise, tendo em conta a revisdo da
literatura e as questdes do estudo e foi feita a analise de dados de acordo com essas

categorias.
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Conclusoes

Como se caracterizam as resolucdes apresentadas pelos alunos?

E importante recordar que, em todos os problemas propostos, era solicitado aos grupos

que fizessem a sua resolucdo usando o GeoGebra. Assim, ao longo das varias aulas em

que decorreu a intervencdo didatica, foram gravados os ficheiros referentes as

resolucGes dos varios grupos.

De modo a fazer uma analise consistente da forma como se caracterizam as resolucoes

apresentadas pelos diferentes grupos, comecei por sistematizar a informacao recolhida

ao longo da resolucdo das varias tarefas, como se pode observar na tabela seguinte.

Gl G2 G3 G4 G5 G6
Tarefa 1 Sim Sim Sim NC Sim Sim
Tarefa 2 Sim Sim Sim NC Sim Sim
o | Tarefad | RL | R2 Sim Ndo | Sim Sim Sim
'g Sim | Sim
S | Tarefad Né&o RL | R2Z | Nio | N&o [RL|R2 \R3 | RL2| RS
% Sim | Sim Sim_Sim .Néo Sim S_im
S | Tarefab Sim Sim Sim | N&o [ Rui | Tiago | Rui [ Tiago
< Sim | Ndo | Sim | N&o
Tarefa 6 Sim Sim Too [ Treet | Sjm Sim Sim
Sim| Sim
. Tarefa 7 Sim Sim Sim Sim Sim Sim
(«B)
’§~ Tarefa 1 N3o Nao Sim | Sim Sim Sim
S Tarefa 2 Sim Sim Sim Sim Sim Sim
e Tarefa3 | RL] R2 Sim Ne | Sim Sim Sim
2 Sim | Sim
S |5 Tarefa 4 NC R1 | R2 NC nc |RL|R2 |R3 | RL2| R3
2 E Sim | Sim SimSim | NC | Sim | Sim
e Tarefa 5 Sim Sim Sim NC Rui | Tiago | Rui | Tiago
N Sim | NC | Sim | NC
> Tarefa 6 Sim Sim  Ja[Tea | Sjm Sim Sim
o Sim| Sim
g Tarefa7 Sim Sim Sim | Sim Sim Sim
O Tarefa 1 N&o N&o Ndo | Nio N&o N&o
Tarefa 2 Nao Sim Néao Nao Néao Néao
Tarefa3 [ RL | R2 Sim NC Sim Né&o Né&o
P Né&o | Sim
® | Tarefas NC RL [ R2 NC NC |RL|R2 [R3[RL,2| R3
3 Sim | Sim N&o [Sim | NC | Sim | Sim
¢ | Tarefas Sim Sim Sim | n~c [ Rul | Tiago] Rui |Tiago
Sim NC | Sim | NC
Tarefa 6 Nao Ndo | TwlTeal Nao Né&o Né&o
Nao | Sim
Tarefa7 Nao Sim Nao Sim Sim Sim

Tabela 24: Caracterizacgéo das resolugdes apresentadas pelos seis grupos
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Para fazer a andlise da caracterizacdo das resolucdes dos alunos, considerei trés
categorias de analise. A primeira, adequacdo, refere-se ao facto de a resolucéo ser ou
ndo adequada aos dados do problema, ou seja, se a resolugédo expressa ou nao os dados.
A segunda, rigor, refere-se ao facto de a resolucdo permitir, ou ndo, uma resposta
rigorosa ao problema. Por fim, a Ultima categoria, robustez, reporta-se ao facto de as
construcdes permitirem que se mova 0s objetivos livres sem que as propriedades da
construcado se alterem.

Fazendo entdo uma analise vertical a tabela anterior, pode-se constatar a forma como se
caracterizam as resoluc@es dos problemas apresentadas, por grupo.

Assim, em relacdo ao grupo 1, pode-se verificar que apenas a resolucéo da tarefa quatro
ndo foi adequada, uma vez que ndo expressa 0s dados do problema proposto. No que
concerne ao rigor, verificou-se que somente a resolucdo da tarefa um, executada por
este grupo, ndo permite uma resposta rigorosa. Constata-se ainda que, a maioria das
resolucdes elaboradas por este grupo ndo sdo robustas, ou seja, ndo mantém as
propriedades quando se move um objeto livre. Em relacdo a tarefa quatro, como a
resolucdo efetuada ndo era adequada, entdo ndo se pode inferir quanto ao rigor e a
robustez.

O grupo 2 foi o Unico cujas resolucBes apresentadas para as sete tarefas exprimiam os
dados. Em relacgdo ao rigor, este grupo apenas ndo conseguiu fazer uma construgéo que
permitisse uma resposta rigorosa para a tarefa um. Verifica-se ainda, que o grupo 2 foi o
que obteve um maior numero de construgcdes robustas, ndo o conseguindo apenas nas
tarefas um e seis. Este grupo aparenta ser o que fez uma melhor utilizacdo do
GeoGebra, na resolucdo das varias tarefas propostas, utilizando a maioria das suas
potencialidades

O grupo 3 ndo apresentou uma resolucdo adequada para as tarefas trés e quatro, pelo
que estas resolucdes ndo se podem caracterizar quanto ao rigor e a robustez, mas as
restantes resolucdes apresentadas permitem uma resposta rigorosa, embora a maioria
das resolucdes ndo sejam robustas.

O grupo 4 apenas conseguiu apresentar uma resolucdo adequada para trés dos sete
problemas, uma vez que estas eram as Unicas que exprimiam 0s dados, no entanto,
verifica-se que apenas as resolucOes das tarefas quatro e cinco, ndo se podem

caracterizar quanto ao rigor, uma vez que nos restantes casos, a resolucdo iria permitir
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uma resposta rigorosa. Relativamente a robustez, constata-se que, a maioria das
resolucdes efetuadas pelo grupo, ndo séo robustas.

Os grupos 5 e 6 conseguiram que a maioria das suas resolucdes exprimisse os dados do
problema, pelo que a maioria sdo adequadas. Em relacdo ao rigor e a robustez, estes
dois grupos também tiveram um desempenho semelhante, verificando-se que a grande
parte das suas resolugfes permitem uma resposta rigorosa mas ndo sao robustas.

E de salientar que quando os grupos nio apresentavam uma resolugio adequada, ndo se
podia concluir quanto ao rigor e a robustez.

Verifica-se ainda que, todos 0s grupos, a exce¢do do grupo 4, apresentaram durante a
intervencdo didatica, mais do que uma resolucdo em pelo menos uma tarefa proposta.
Isto deveu-se ao facto de os grupos terminarem de forma rapida a resolucdo da respetiva
tarefa e eu lhes ter solicitado que tentassem resolver o problema de outra forma.
Fazendo agora uma andlise horizontal da tabela, verifica-se que em relacdo a adequacéo,
a tarefa que originou maior nimero de resolugdes inadequadas, ou seja, que ndo
expressavam os dados foi a tarefa quatro, seguida da tarefa cinco. Nas tarefas seis e sete
todos 0s grupos apresentaram uma resolucdo adequada ao problema proposto.

No que concerne ao rigor das resolucdes dos problemas apresentados, a tarefa um foi a
que originou um maior nimero de resolucbes que ndo permitiam obter uma resposta
rigorosa. No entanto, é importante referir que a maioria das resolucdes apresentadas
para a tarefa quatro e algumas das resolucdes relativas a tarefa cinco ndo puderam ser
analisadas quanto ao rigor, uma vez gque as mesmas ndo eram adequadas ao problema
proposto.

Em relacdo a robustez, pode-se verificar que a grande maioria das resolugdes efetuadas
pelos alunos ndo eram robustas, verificando-se que a tarefa cinco foi a que originou um
maior nimero de resolugdes que mantinham as propriedades quando se movia um
objeto livre, sequida da tarefa sete. E importante referir que, apesar de a maioria das
resolugdes ndo serem robustas, isso ndo influenciou ou ndo serviu de constrangimento a
resolucéo dos problemas dados.

Em suma, pode-se dizer que as resolugdes, dos grupos participantes na intervencao
didatica, referentes aos sete problemas propostos sao na maioria adequadas e rigorosas

mas ndo apresentam robustez.
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Que estratégias de resolucdo de problemas usam os alunos para resolver 0s

problemas?

Irei agora fazer uma analise das estratégias usadas pelos alunos no decorrer da resolucéo

dos problemas propostos. Para facilitar a referida andlise irei sintetizar a informacéo

recolhida na tabela seguinte.

Gl

@®
~

G5

Estratégias de resolucéo

Fazer um diagrama ou

esquema

Tarefa 1

Tarefa 2

Tarefa 3

X (Ri2)

Tarefa 4

X (R1,2,3)

Tarefa 5

Tarefa 6

Tarefa 7

Fazer tentativas/ Fazer

conjeturas

Tarefa 1

X[ x| x| x| x| x| x|x|Q

X[ x| x| x| x| x| x|x| &)

Tarefa 2

XX X[ X[ X] X

XX XXX XXX X

x| x| x| x| x| x| x| x| x| D

Tarefa 3

X[ X X X[ X]| X

Tarefa 4

XX

Tarefa 5

Tarefa 6

Tarefa 7

XX

Fazer uma simulacéo
ou uma

experimentacao

Tarefa 1

Tarefa 2

Tarefa 3

X(R2)

Tarefa 4

X (R3)

Tarefa 5

Tarefa 6

Tarefa 7

Reduzir a um
problema mais

simples

Tarefa 1

Tarefa 2

Tarefa 3

X (Ry)

Tarefa 4

X (Ry)

X(R12)

Tarefa 5

Tarefa 6

Tarefa 7

Trabalhar do fim para

0 principio

Tarefa 1

Tarefa 2

Tarefa 3

Tarefa 4

X (R1,2)

Tarefa 5

Tarefa 6

Tarefa 7

Tabela 25: Estratégias de resolucdo de problemas utilizadas pelos seis grupos

149




Das oito categorias inicialmente consideradas para a analise das estratégias de resolucéo
de problemas utilizadas pelos alunos, no &mbito do presente estudo, apenas constam na
tabela anterior cinco, pois foram as que se revelaram no decurso da presente
investigacao.

Fazendo uma analise vertical da tabela anterior, verifica-se que a estratégia mais
utilizada pelo grupo 1 foi Fazer um diagrama ou esquema, seguida de Fazer
tentativas/Fazer conjeturas e de Fazer uma simulagdo ou uma experimentagdo. Este
grupo apenas utilizou a estratégia de Reduzir a um problema mais simples na sua
primeira resolucdo da tarefa trés. O facto de o0 GeoGebra dar um feedback constante aos
alunos e permitir que eles movam pontos, ou objetos livres, fez com este grupo utiliza-
-se preferencialmente as estratégias anteriormente referidas.

O grupo 2 usou preferencialmente como estratégia de resolucdo dos problemas dados,
Fazer um diagrama ou esquema, seguida de Fazer uma simulacdo ou uma
experimentacdo. Este grupo apenas utilizou a estratégia Fazer tentativas/Fazer
conjeturas na resolucdo das tarefas um e seis. Na primeira resolucédo da tarefa quatro
optou ainda pela estratégia Reduzir a um problema mais simples. E de salientar que foi
0 grupo que utilizou um menor numero de vezes a estratégia de Fazer tentativas/Fazer
conjeturas e recorde-se, que foi 0 Unico grupo que conseguiu apresentar uma resolucéo
adequada para todos os problemas propostos e a0 mesmo tempo obteve um maior
namero de construgdes robustas, tal como se tinha verificado através da analise da
tabela 24.

O grupo 3 optou por utilizar preferencialmente, como estratégia de resolugdo de
problemas, por Fazer um diagrama ou esquema, seguida de Fazer tentativas/Fazer
conjeturas. Nas tarefas dois, cinco e sete, este grupo optou por utilizar como estratégia
Fazer uma simulagdo ou uma experimentagdo. Assim, pode-se verificar que este grupo
apenas utilizou trés das oito categorias inicialmente consideradas para as estratégias de
resolucéo de problemas.

O grupo 4, tal como tinha acontecido com o grupo 3, optou por utilizar
preferencialmente, como estratégia de resolugdo de problemas, por Fazer um diagrama
ou esquema, seguida de Fazer tentativas/Fazer conjeturas. Na tarefa sete, este grupo
optou por utilizar como estrategia Fazer uma simulacdo ou uma experimentacao.

Recorde-se que este grupo apresentou, ao longo de toda a intervencéo didatica, grandes
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problemas em trabalhar colaborativamente em grupo, tendo apenas concluido
adequadamente as tarefas trés, seis e sete.

No grupo 5 também se verifica que a estratégia preferencial é Fazer um diagrama ou
esquema, seguida da estratégia Fazer tentativas/Fazer conjeturas. As estratégias
caracterizadas por Trabalhar do fim para o principio e Reduzir a um problema mais
simples, foram as menos utilizadas, por este grupo, na resolu¢cdo dos problemas
Propostos.

Em relacdo ao grupo 6, mais uma vez se observa que a estratégia mais utilizada foi
Fazer um diagrama ou esquema. Este grupo utilizou as estratégias Fazer
tentativas/Fazer conjeturas, na resolucdo de trés tarefas diferentes e Fazer uma
simulacdo ou uma experimentacdo na resolucdo de outras trés tarefas. Este grupo foi o
que utilizou um maior nimero de vezes a estratégia de resolucdo de problemas
caracterizar por Reduzir a um problema mais simples.

E importante referir que os diferentes grupos optaram por utilizar mais do que uma
estratégia de resolucdo de problemas na maioria das tarefas propostas.

Fazendo agora uma analise horizontal, verifica-se que todos os grupos utilizaram a
estratégia de resolucdo de problemas caracterizada como Fazer um diagrama ou
esquema. Isto deve-se ao facto de, no inicio da resolugdo de cada tarefa, ser solicitado
que os alunos fizessem a resolucdo do problema usando o GeoGebra, obrigando a que
tivessem de Fazer um diagrama ou esquema. Assim, esta estratégia pode considerar-se
uma estratégia de base mas € interessante notar que ela servia a propositos diferenciados
consoante o uso que os alunos davam ao diagrama ou esquema, 0 que se percebe a partir
da conciliagdo com outras estratégias.

Assim, a segunda estratégia mais utilizada, pelos diferentes grupos, na resolucdo dos
problemas propostos foi Fazer tentativas/Fazer conjeturas, seguida de Fazer uma
simulacdo ou uma experimentacdo. O facto de o GeoGebra permitir mover oS Varios
objetos de uma forma facil e ao mesmo tempo devolver um feedback constante aos
alunos, fez com que estas fossem estratégias muito utilizadas pelos diferentes grupos. A
estratégia caracterizada por Reduzir a um problema mais simples, apenas foi utilizada
por dois grupos na resolugdo das tarefas trés e quatro. Apenas o grupo 5, em duas das
resolucdes apresentadas para a tarefa quatro, optou por utilizar a estratégia Trabalhar do

fim para o principio.
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Um outro dado curioso é o facto de se verificar que, quando o grupo utilizou como
estratégia Fazer tentativas/Fazer conjeturas, apenas conseguiu apresentar uma
resolucéo para o problema proposto, mas quando utilizavam como estratégia Reduzir a
um problema mais simples ou Fazer uma simula¢do ou uma experimentacao, os alunos
tinham tempo de realizar mais do que uma resolucao para 0 mesmo problema, uma vez
que a resolucdo do problema se tornava mais rapida com a utilizacéo desta estratégia.

Fazendo uma andlise cruzada da tabela 24 com a tabela 25, verifica-se que 0s grupos
que utilizaram preferencialmente a estratégia Fazer tentativas/Fazer conjeturas, sao
aqueles que apresentaram um maior nimero de resolucdes que ndo eram adequadas aos
dados do problema inicialmente proposto. Isto deve-se ao facto de, apesar de ser uma
estratégia que permite resolver todos os problemas dados, os alunos perderam muito
tempo na sua resolucdo, uma vez que tinham de ir movendo os Varios pontos até
conseguirem obter a solucdo correta. Em relacdo a tarefa cinco, recorde-se que foi
aquela que originou um maior nimero de resolucdes robustas, verifica-se que foi
também aquela em que a estratégia mais utilizada foi Fazer uma simulagdo ou uma
experimentacdo. Isto podera indiciar que quando os alunos utilizam esta estratégia de
resolucdo de problemas, produzem, na maioria das vezes, uma resolucdo robusta, na

qual se pode mover os objetos livres sem que as propriedades da resolucéo se alterem.

Que formulacgéo de novos problemas surge a partir dos problemas resolvidos?

A Ultima questdo refere-se aos problemas que os varios grupos formularam apds a
resolucdo dos varios problemas por mim propostos. De forma a facilitar a analise desta
questdo foi elaborada a tabela seguinte, com a caracterizagdo dos problemas formulados

por cada grupo de alunos.
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G3 G4 | G5 G6

Tarefa 1

Tarefa 2

x| x| x| @

Tarefa 3

Variar 0s dados [ Tarefa 4

x| x| x| x|x|@
<
=

Tarefa 5 X(NC)

Tarefa 6

Tarefa 7 X

X
X
X

Tarefa 1 X

Tarefa 2 X

Variar as Tarefa 3

Tarefa 4

condigoes Tarefa’s

Tarefa 6 X X

X
X
X
X

Tarefa 7

Tarefa 1

Tarefa 2

Variagdo do problema dado

X[X|X

Tarefa 3 X (NC)

XXX X

Variar o contexto | Tarefa 4

XXX X[ X

Tarefa 5 X X(NC)

Formulacéo de problemas

Tarefa 6

X[ X

Tarefa 7 X

Tarefa 1 X

Tarefa 2 X

Tarefa 3

Tarefa 5 X X (NC)

Tarefa 6

Tarefa 7 X

Tabela 26: Formulagdo de problemas efetuada pelos seis grupos

Fazendo uma analise vertical da tabela anterior, verifica-se que o grupo 1 optou, para
formular a maioria dos problemas, por fazer uma variacdo do problema inicialmente
proposto, variando os dados. No caso dos problemas formulados apés a resolucéo das
tarefas seis e sete, verifica-se que no primeiro os alunos variaram as condi¢fes do
problema inicialmente proposto e no segundo apenas variaram o contexto em rela¢éo ao
inicial. Este grupo formulou um novo problema, que ndo estava relacionado com o
problema inicial, apds a resolucdo da tarefa cinco, tendo assim demonstrado
criatividade. Este grupo ndo teve tempo para formular o problema relativo a tarefa
quatro.

Em relacdo ao grupo 2, pode-se verificar que na maioria dos problemas formulados, os
alunos optaram por fazer variar os dados relativamente aos fornecidos inicialmente. No
caso do problema formulado apds a tarefa cinco, verifica-se que este grupo variou

apenas o contexto em relagdo ao problema inicial e no problema formulado apds a tarefa
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seis, 0s alunos variam as condic@es relativamente ao inicialmente proposto. Este grupo
conseguiu formular todos os problemas solicitados.

O grupo 3 optou, na maioria dos casos, por variar o contexto em relagédo ao problema
inicial e posteriormente variar, ou 0s dados ou as condi¢cfes, dependendo das tarefas.
Apenas ndo conseguiu completar a formulacdo do problema relativo a tarefa cinco,
apesar de ter tentado formular um problema novo.

O grupo 4 ndo conseguiu formular dois problemas, os referentes as tarefas quatro e
cinco. Em relacéo aos problemas formulados, verifica-se que este grupo na maioria dos
casos alterou o contexto do problema inicial e posteriormente fez variar os dados ou as
condigdes do mesmo.

Relativamente ao grupo 5, pode-se observar que na formulacdo dos problemas
referentes as cinco primeiras tarefas, os alunos optaram por variar o contexto do
problema inicial e, nas tarefas um, dois e quatro fizeram ainda variar os dados. Na tarefa
seis fizeram variar as condic6es. Este grupo optou por formular um novo problema ap6s
a resolucéo da tarefa sete.

Em relacdo ao grupo 6, pode-se constatar que, por um lado foi o grupo que formulou o
maior nimero de novos problemas, mas por outro lado, formulou dois problemas
incompletos, os referentes as tarefas trés e cinco. Apenas no caso da formulacdo do
problema relativo a tarefa seis, os alunos optaram por fazer variar as condi¢des. Em
relacdo ao problema referente a tarefa quatro fizeram variar os dados e o contexto do
problema inicial, tendo optado por apenas variar os dados no problema referente a tarefa
sete e apenas variar o contexto no problema referente a tarefa dois.

Fazendo agora uma analise horizontal da tabela 26, pode-se verificar que a maioria dos
alunos optou por fazer uma variacdo do problema inicialmente dado, fazendo variar o
contexto ou os dados do mesmo. Apenas na tarefa seis se verifica que todos 0s grupos
optaram por variar as condi¢es do problema inicial. Em relacdo as tarefas um, dois,
cinco e sete, verifica-se que, pelo menos um grupo, em cada uma delas, formulou um
novo problema distinto do inicial.

Fazendo uma andlise cruzada das tabelas 24, 25 e 26, verifica-se que na maioria dos
casos em que 0s grupos nao conseguiram formular um problema, também ndo tinham
conseguido concluir a resolucao do problema inicial ou a sua resolucdo ndo exprimia 0s

dados do mesmo. Isto talvez se deva ao facto de os alunos terem perdido muito tempo
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na resolucdo de algumas tarefas, devido ao tipo de estratégia utilizada, nomeadamente

Fazer tentativas/Fazer conjeturas.

Consideracoes finais

As consideracdes finais aqui apresentadas referem-se ao contributo do GeoGebra para
desenvolver a capacidade de resolucdo de problemas nos alunos e enquadram-se no
ambito do ensino da Matematica.

Antes de mais, € importante salientar que os problemas propostos ndo incidiam
concretamente num topico especifico do programa de Matematica do 8.° ano, uma vez
que o programa refere que esta deve ser uma capacidade transversal a ser desenvolvida
ao longo dos varios ciclos de ensino.

Através do trabalho desenvolvido no decorrer da presente investigacdo, pode-se
concluir que o GeoGebra desempenhou um papel fundamental durante a realizacdo de
todas as tarefas propostas. O facto de os alunos poderem usar de forma autbnoma o
GeoGebra, manipulando objetos, estabelecendo relagfes entre eles e relagbes com
varios conhecimentos, fez com que, no geral, todos 0s grupos conseguissem resolver de
forma eficaz a maioria dos problemas propostos.

O GeoGebra permitiu a construcdo de desenhos ou esquemas que serviam de base para
a resolucdo do problema proposto, de uma forma rapida, contrastando com a resolucédo
utilizando apenas papel e lapis que seria mais morosa. Com a utilizagdo do GeoGebra 0s
alunos tém a possibilidade de ir avaliando as solugdes obtidas e reformulando as
mesmas sempre que necessario.

E importante referir que construir figuras de forma robusta demora algum tempo, pois
os alunos nédo estdo habituados a pensar em termos de constru¢cdo mas sim de figura
desenhada, mas ficou explicito que, mesmo quando ainda ndo conseguem realizar
construcdes robustas, 0 GeoGebra ajuda-os na resolugéo do problema.

O facto de se ter verificado que a maioria dos grupos conseguiu apresentar mais do que
uma resolucdo para o problema proposto em pelo menos uma tarefa, indicia uma
vantagem clara da utilizacdo do GeoGebra na resolucdo de problemas, ou seja, permitir

resolver problemas num curto espaco de tempo. Por outro lado, o GeoGebra aparenta
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potenciar a capacidade de os alunos resolverem os problemas propostos por processos
diversos.

No final da resolucdo de cada tarefa, os varios grupos apresentavam a turma a sua
resolucdo e as conclusbes a que tinham chegado, de forma a trabalhar também a
comunicacdo matematica. Verificou-se que os alunos, nessas apresentagdes, recorriam
ao protocolo de construgdo, pois assim tinham acesso a todos os procedimentos
utilizados na resolucdo dos varios problemas. Uma vez que o GeoGebra permite a
recuperacdo dos passos de construcdo utilizados para resolver um determinado
problema, através do protocolo de construcdo, este aparece aqui como mais uma
vantagem, uma vez que assim, os alunos tém hipdtese de refletir sobre os procedimentos
utilizados ao longo da resolugéo e reformular os mesmos sempre que considerem
necessario.

Como os varios grupos podiam utilizar a estratégia que preferissem para resolver os
varios problemas apresentados, no final de cada aula e apds as apresentacdes dos varios
grupos, era eleita a resolugcdo mais eficaz, ou seja, aquela que permitia uma resposta
correta de forma mais rapida. Isto fez com que os alunos, ao verem outras resolucdes,
refletissem sobre os procedimentos adotados por eles e os colegas e a0 mesmo tempo
alargassem os seus conhecimentos.

Uma outra vantagem que ficou patente acerca da utilizacdo do GeoGebra para
desenvolver a capacidade de resolucdo de problemas nos alunos, prende-se com o facto
de no momento da discussdo se poder fazer generalizacbes do problema inicial,
alterando algumas das condiges inicialmente dadas.

Em relacdo a formulacdo de problemas, verificou-se que todos 0s grupos conseguiram
formular a maioria dos problemas solicitados, na maioria dos casos fazendo variar o
contexto e/ou os dados do problema inicial. E de salientar que alguns grupos tentaram,
no decorrer da aula, e utilizando o GeoGebra, resolver o problema que tinham
formulado.

Os resultados da presente investigacdo indiciam que o GeoGebra potencia a capacidade
de resolucdo de problemas nos alunos, permitindo que estes utilizem estratégias
diversificadas, tornando-os mais flexiveis e poderosos em resolucéo de problemas.
Considero que seria interessante continuar a investigacdo neste tema de forma a
compreender como evoluem os alunos quando ja conseguem realizar construcoes

robustas.
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ANEXO |

Tarefa 1: Os trés amigos

Trés amigos estdo a brincar as escondidas no patio da escola. O ?
Rui tem de descobrir o Luis. Sabe que o Daniel estd a 7 metros de ~

si. O Luis esta a 5 metros do Daniel e a 4 metros de si. Onde esta J

0 Luis? ‘r‘i

a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro
com a resolucdo com o nimero do grupo seguido do nimero da tarefa, por

exemplo, G1_tarefal.

b) Qual a solucéo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.

c) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro

problema.
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ANEXO II

Tarefa 2: As jogadoras de basquete

Trés jogadoras estdo num campo de basquete. A Paula esta a p
. - o @]
trés metros do centro do campo, a Cristina esta a cinco e a
Dulce esta a oito. As distancias entre elas sdo absolutamente ﬁé\
N

iguais. Qual é essa distancia? .i
IR

a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro
com a resolucédo do problema usando o nimero do grupo, seguido do nimero da
tarefa, por exemplo, G1_tarefa2.

b) Qual a solucéo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.

c) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro
problema.
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ANEXO 111

Tarefa 3: O logotipo

do Clube da Matematica. Para concorrer, cada aluno deveria

Na escola do Gongalo foi langado um concurso para o logétipo p
Q@
apresentar uma imagem que obedecesse as seguintes regras:
N

g

1. O logédtipo tera de ter a forma de um poligono regular.
2. Deveré ter % da area total pintada.

O Gongalo decidiu participar. Qual podera ser o logétipo do Gongalo?

a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro
com a resolucédo do problema usando o numero do grupo, seguido do nimero da

tarefa, por exemplo, G1_tarefa3.
b) Qual a solucéo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.

c) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro

problema.
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ANEXO IV

Tarefa 4: A estrada circular

A junta de freguesia de Quatro Castelos quer construir uma p
estrada turistica circular que passe a igual distancia dos seus ~
quatro castelos. Onde deverda passar a estrada? Quantas 8
hipdteses existem? i )

5.

a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro
com a resolucédo do problema usando o nimero do grupo, seguido do nimero da

tarefa, por exemplo, G1_tarefa4.
b) Qual a solucéo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.

c) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro
problema.
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ANEXO V

Tarefa 5: Os naufragos

Dois naufragos, Rui e Tiago, foram parar a uma ilha deserta em
forma de tridngulo equilatero. O Rui gostava muito de praia e
resolveu passar uns anos na ilha. O Tiago s6 pensava em ir-se

embora, pelo que estava sempre a ver se via algum barco passar

ao largo da ilha.

Resolveram construir cada um a sua casa e comegaram a pensar qual
seria o melhor local. Como a ilha estava coberta de uma vegetacdo
muito densa, tinham ndo s6 que construir as casas mas também abrir

caminhos para se deslocarem na ilha.

O Rui queria ir todos os dias a praia. Havia trés praias na ilha,
correspondendo cada uma a um dos lados do triangulo. Para ter o
menor trabalho possivel a abrir caminhos, o Rui decidiu construir a sua
casa num ponto da ilha tal que a soma das distancias da casa as trés

praias fosse a menor possivel.

O Tiago queria ir todos os dias a cada vértice da ilha para ver se
passava algum barco. Queria por isso construir a casa num local tal que

a soma das distancias aos vértices fosse a menor possivel.
Em que local deveria o Rui construir a casa? E o Tiago?

a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro
com a resolucdo do problema usando o nimero do grupo, seguido do nimero da

tarefa, por exemplo, G1_tarefa5.

b) Qual a solucdo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.
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c) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro

problema.
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ANEXO VI

Tarefa 6: Um quadrado num triangulo

Sera que é sempre possivel inscrever um quadrado num triangulo? .p

Em que condigfes? 9

a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro
com a resolucdo do problema usando o nimero do grupo, seguido do nimero da

tarefa, por exemplo, G1_tarefa6.

b) Qual a solucéo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.

c) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro

problema.
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ANEXO VII

Tarefa 7: O moinho de vento

A Madalena quer construir um moinho de vento igual ao da figura,

partindo de um triangulo.

Como podera ela construir o moinho de vento? Havera apenas uma forma de

construir o moinho de vento?

a) Resolvam o problema anterior usando o Geogebra. No final, gravem o ficheiro
com a resolucdo do problema usando o numero do grupo, seguido do nimero da

tarefa, por exemplo, G1_tarefa?.

b) Qual a solucéo do problema apresentado? Expliquem como a descobriram.

c) Inspirados no problema que acabaram de resolver, formulem um outro

problema.
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ANEXO VIII

Pedido de autorizacéo ao Diretor do Agrupamento de Escolas

Ex. mo Sr. Diretor

Durante 0 1.° e 2.° periodo do presente ano letivo ir-se-a realizar uma investigacéo
subordinada ao tema “O contributo do Geogebra no desenvolvimento da capacidade de
resolucéo de problemas de alunos do 8.° ano de escolaridade”, em algumas aulas da
disciplina de Matematica, da turma X do 8.° ano. Tal investigacdo encontra-se integrada
no desenvolvimento do mestrado de Supervisdo Pedagdgica da Universidade de Evora.
Para a recolha de dados é necessario gravar algumas aulas em video, as quais ndo serdo
divulgadas. Destinando-se apenas ao fim acima mencionado, serdo um suporte para a
investigadora realizar a sua tese. Assim, solicito que me seja permitido pedir
autorizacgdo aos encarregados de educacao para que as referidas aulas sejam filmadas.
Pede deferimento

A docente

(Anabela Lavado)
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ANEXO IX

Pedido de autorizacéo aos pais e encarregados de educacao

Informacao/Autorizacao

Durante 0 1.° e 2.° periodo do presente ano letivo ir4 realizar-se uma investigacdo
subordinada ao tema “O contributo do Geogebra no desenvolvimento da capacidade de
resolucéo de problemas de alunos do 8.° ano de escolaridade”, em algumas aulas da
disciplina de Matemaética do seu educando. Tal investigacdo encontra-se integrada no
desenvolvimento do mestrado de Supervisdo Pedagdgica da Universidade de Evora.
Para a recolha de dados é necessario gravar algumas aulas em video, as quais ndo serdo
divulgadas. Destinando-se apenas ao fim acima mencionado, serdo um suporte para a
investigadora realizar a sua tese.

Para se poder gravar as aulas é necessaria a autorizacdo de todos os encarregados de

educacdo dos alunos da turma, pelo que se pede que devolva a parte destacavel desta

informacao.
A professora/investigadora
Obrigada.
Eu, , Encarregado de
Educacao do aluno , declaro que tomei

conhecimento e autorizo que se gravem as aulas necessarias a concretizacdo da
investigagdo subordinada ao tema “O contributo do Geogebra no desenvolvimento da
capacidade de resolugdo de problemas de alunos do 8.° ano de escolaridade”.

Assinatura do Encarregado de Educacdo:

Data: / /2011
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ANEXO X

Categorias de analise

Dominios

Categorias

Subcategoria

Caracterizacédo
das resolucbes

a) Adequacao

b) Rigor

¢) Robustez

Estratégias de
resolucéo

a) Descobrir um padrdo/descobrir uma

regra ou lei de formacao

b) Fazer tentativas/Fazer conjeturas

c) Trabalhar do fim para o principio

d) Usar deducéo logica/fazer eliminacao

e) Reduzir a um problema mais simples

f) Fazer uma simulacéo ou uma

experimentacao

g) Fazer um diagrama ou esquema

h) Fazer uma lista organizada ou uma

tabela.

Formulacéo de
problemas

a) Variacdo do problema dado

i) Variar os dados

i) Variar as condigoes

iii) Variar o contexto

b) Problema novo
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