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1.1 INTRODUCAO

E 6bvio o interesse da deteccio de 7outliers” em amostras, uma vez que estas podem ser
contaminadas por essa observacdes "surpreendentes”, isto &, a informagio dada pelas amostras
poder4 ser distorcida.

Torna-se portanto fundamental procurar meios de interpretar ou reconhecer ”outliers”. No
entanto, até agora, a deteccio de "outliers” ndo tem sido feita por métodos rigorosos e
objectivos, uma vez que na selec¢do das observagdes a testar se tém utilizado apenas processos
intuitivos ( os candidatos a ”outliers” sio escolhidos empiricamente, a priori ).

Com o método GAN (generativo de alternativa natural), Rosado, na sua tese de
doutoramento (1984), trata o problema de uma forma objectiva, sendo a observagdo rejeitada
como "outlier” escolhida a posteriori, uma vez rejeitada a homogeneidade nas observacdes.

A detecgdio e tratamento de "outliers” tém importdncia em todas as 4reas cientificas e
aplicagdes que recorrem a estudos estatisticos. As técnicas de deteccdo e identificacdo de
"outliers” sio também importantes para a eliminacdo de elementos estranhos em amostras de
populagdes e para o ajustamento de modelos regressionais ou outros (através do estudo de
existéncia de "outliers” nos residuos).

A distribuicdo exponencial tem um papel relevante em muitas aplicagdes, principalmente
quando se pretende estudar tempos de vida de sistemas (mecénicos, electronicos, biologicos ou
outros) ou suas componentes.

A 7performance” dos testes desenvolvidos para detecgdo e identificagdo de ”outliers” em
populagdes exponenciais, quer os cléssicos quer os novos testes obtidos por Rosado, ndo era
conhecida, ndo obstante a existéncia de critérios de medigio de ”performance” para testes desta
natureza propostos na literatura e aceites como relevantes.

Um dos objectivos deste trabalho é a obtengio de novas estatisticas de teste obtidas pelo
método GAN, de forma a cobrir todas as hipbteses possiveis (para um ”outlier”) no que
respeita a distribuigio exponencial. Um outro objectivo é a elaboracio de tabelas de valores
criticos e, por fim, a determinagio das medidas de ”performance” dos testes j& existentes e dos
novos obtidos neste trabalho. Sera feito um estudo comparativo da ”performance” dos vérios
testes, estudo esse que trar4 consequéncias sobre a sua aplicacdo pratica.

Posto isto, vejamos sucintamente no que consta o trabalho.

No capitulo I comegaremos por ver o que & um ”outlier”, como aparece, como o detectar e




por fim como o tratar (o que fazer com ele). Nesta parte do trabalho seguiremos de perto
Braumann (1989). A seguir vamos ver o que sio testes de discordincia para ”outliers”; serdo
apresentados os testes tradicionais e abordado um novo teste de Rosado (1984). No ponto 1.5
abordaremos as medidas de ”performance” dos testes.

J4 no capitulo II ser4 desenvolvido o novo método de Rosado (1984), o método generativo
de alternativa natural (método GAN) e com base nele obteremos novas estatisticas de teste
para o caso da distribui¢io exponencial. Para além da obtencio destas novas estatisticas serdo
também apresentadas as estatisticas j4 anteriormente obtidas por Rosado, algumas das quais
coincidem com as estatisticas classicas. Para todas estas estatiticas serdo determinadas as
respectivas fun¢Bes de distribui¢do, para os dois casos possiveis: existéncia de “outlier” na
amostra e ndo existéncia de "outlier” na amostra.

No capitulo III e relativamente a todas as estatisticas, serdo determinadas expressdes
analiticas para o calculo dos valores criticos e para as medidas de ”performance”. Apresentar-
se-d0 também formas de proceder ao célculo numérico das mesmas, deduzindo-se por vezes
formulas alternativas que visam facultar e apressar o célculo, o qual, de outra forma, se
tornaria praticamente impossivel.

No capitulo IV apresentar-se-do tabelas de valores criticos e tabelas das medidas de
”performance”. Serd ainda feita uma analise destes valores, nomeadamente comparando a
”performance” dos novos testes obtidos pelo método GAN com a ”"performance” de testes

tradicionais.

1.2 O QUE SAO "OUTLIERS” E COMO APARECEM?

A percep¢io da existéncia de valores duvidosos ou anémalos num conjunto de dados ja
nao é recente ¢ data certamente desde meados do século XVIII. No entanto, isto ndo obsta a
que dois séculos depois ainda ndo exista uma definicio objectiva de ”outlier” aceite
universalmente. De facto, em praticamente toda a literatura sobre o assunto, a nogdo de
?outlier” & um tanto vaga. Sendo vejamos algumas defini¢des:

Grubbs (1969) definiu “outlier” como uma observacio que parece desviar-se
marcadamente dos outros membros da amostra a que pertence.

Em Hawkins (1980) "outlier” & definido como uma observacio que se desvia tanto das



outras observagdes que se torna suspeito que tenha sido gerada por um mecanismo diferente.

Barnett e Lewis (1984) definem ”outlier”, num conjunto de dados, como uma observagido
(ou subconjunto de observagdes) que parece ser inconsistente com as restantes observacdes desse
conjunto de dados.

Como se vé, nas trés defini¢des o ponto crucial do problema est4 sujeito a um julgamento
subjectivo por parte do observador. A propésito dessa subjectividade pode-se ler em Beckman e
Cook (1983) pg. 120: Although much has been writien, the notion of an outlier seems as vague
today as it was 200 years ago. Mas para clarificar um pouco as ideias, vamos ver um caso
relatado por Barnett e Lewis (1984), o qual, na nossa opinido, se torna bastante elucidativo:

Em 1949 foi apresentado a tribunal, em Inglaterra, um pedido de divércio por parte do
marido, baseando-se no facto de a mulher ter dado a luz 349 dias depois dele se ter ausentado
do pais. Para o marido, este nimero desviava-se "marcadamente” dos restantes periodos de
gestagio (em meédia de 280 dias). Assim, considerou-o um ”outlier”. No entanto, nio foi bem
sucedido no seu pedido, pois o tribunal considerou que, embora pouco provével, o periodo de
349 dias ndo era impossivel de acontecer. Assim, embora considerando que se tratava de uma
observacdo surpreendentemente extrema, incluiu-a na distribuicio de todas as gestagdes
comegadas 349 dias antes de ela ter dado a luz. No entanto, o marido podia ter razio e essa
observagio pertencer a uma outra distribuigio (de todas as gestagdes com origem nalgum dia
mais tardio).

Além disso, suponhamos que ela tivesse dado a luz 280 dias depois de o marido se
ausentar, tendo tido na realidade uma gestacio de apenas 260 dias. A observagio 280 dias nao
estava "marcadamente” desviada nem era “inconsistente” com as restantes observagdes (ateé
coincidia com a média) e, no entanto, tratava-se de uma observagio de uma outra populagio.

A observacdes deste tipo, isto &, observagdes de uma outra distribuicdo, chamam Barnett
e Lewis contaminantes. Assim, segundo eles, contaminantes podem ser "outliers” (o caso de
349 dias tendo o marido razio - ver fig.1) ou ndo ser "outlier” (o Gltimo exemplo que vimos de
280 dias - ver fig.2). Também os "outliers” podem ser contaminantes ou ndo. Pode tratar-se de
uma observagdo de uma outra distribuicdo e que & “marcadamente” extremo (portanto
”outlier”-contaminante - ver fig.1), mas também se pode tratar de um valor "marcadamente”
extremo que pertence a mesma distribui¢io (caso dos 349 dias tendo a mulher razio) ou que
apareceu devido a um erro de medigdo, a um erro de dactilografia, etc. (ver fig.3). Vejamos

graficamente, considerando F, G e H as funcdes de distribuicio dos tempos de gestagio de




todas as gestagdes com inicio, respectivamente, nos dias 0, 60 e -20.

1 3
0 280 349

v

Fig.1: 349 & uma obs. da dist. G

A A

1 F F

I I

} l

i l

| l

|

1 |

| : : '
0 260 280 0 280 349

Fig.2: 280 é uma obs. da dist. H Fig.3: 349 € uma obs. da dist. F

Como é impossivel saber se um ”outlier” é uma observagio de uma outra distribuigdo ou

se € uma observag¢do errada ou extrema da distribui¢do com que se est4 a trabalhar, em todos
0s casos o “outlier” é tratado de igual modo, isto é, como contaminante. Quanto aos
contaminantes que ndo sejam ”outliers”, Barnett e Lewis reconhecem a sua incapacidade em os
detectar, conforme se pode ler em ”Outliers in Statistical Data” (1984) pag.6: Of course, we

have no way of knowing whether or not any observation is a contaminant. All we can do is



concenirate atieniion on outliers as the possible manifestation of contamination and we shall
see how statistical methods for ezamining outliers aim specifically at this prospect.

Podemos dizer que para Barnett e Lewis valores extremos podem ser ou ndo ”outliers”
mas ”outliers” sio sempre valores extremos. E este conceito de ”outlier” tem sido o conceito
classico, o qual prevaleceu até aos nossos dias. Assim, tem-se vindo a considerar candidatos a
"outliers” (sujeitos a posterior confirmagio) apenas valores extremos, deixando de lado os
contaminantes que ndo sdo valores extremos. Isto porque a abordagem ao problema tem sido
feita a priori, isto é, primeiro desconfia-se de que uma observacio é um ”outlier” e so depois se
vai decidir se se tinha ou ndo razio em desconfiar. Ora, empiricamente s6 se detectam valores
surpreendentes extremos.

No entanto, Rosado (1984) na sua tese de doutoramento, definiu um método, o qual gera
a observagdo ”outlier”, no caso de existir. Trata-se portanto de um método objectivo. Adiante
veremos no que consiste este método e como, com base nele, se pode apresentar uma definigdo
objectiva de ”outlier”, a qual englobar4 ndo apenas valores extremos mas qualquer
contaminante, mesmo que nio seja extremo. Em certas populagdes normais foram j4, por este

meétodo, encontrados "outliers” que nio sio valores extremos.

1.3 COMO DETECTAR E TRATAR OS "OUTLIERS”?

O problema da detec¢do e tratamento das "observacdes aberrantes”, ”surpreendentes” ou
”nao representativas” surgiu no momento em que o homem se comegou a preocupar com a
anédlise dos dados. Desde logo se apercebeu que as informagdes contidas nesses dados poderiam
ser distorcidas ou até mesmo alteradas profundamente devido i existéncia dos chamados
"outliers”. Foi portanto do consenso geral o facto de existirem ”outliers”, mas (e de acordo
com o que verificimos ao tentar dar uma defini¢do de "outlier”) a sua detecgdo, hem como a
forma de os tratar, tem sido polémica e sujeita a muitas divergéncias. Por exemplo, Boscovich
em 1755, ao tentar determinar a elipsidade da terra fez dez medigdes do excesso do grau polar
sobre o equatorial, vindo a determinar a média apenas com uma amostra de oito pois decidiu
desfazer-se dos dois valores extremos; e tal como ele muitos outros autores apareceram também

abertos a ideia de rejeitar qualquer "outlier”. Legendre em 1805 recomendava a rejeigdo de




desvios que se julgassem grandes demais para serem admissiveis. Por outro lado, outros autores
mostravam-se bastante renitentes em rejeitar qualquer observagio. Vejamos, por exemplo, o
caso de Daniel Brenoulli, o qual, em 1977, referindo-se a observacdes de astronomia, defendeu
que ndo haveria necessidade de desenhar uma linha diviséria entre as observacdes que deveriam
ser rejeitadas e as que deveriam ser conservadas, podendo mesmo acontecer que as rejeitadas
fossem as que melhor informagio dessem ou melhor servissem para corrigir as outras. No
entanto, achava que uma ou outra observagdo pudesse eventualmente ser rejeitada mas apenas
no caso do observador ndo estar completamente seguro de que ndo houve nenhum erro de
observagdo. Defendendo este mesmo ponto de vista, Bessel ¢ Baener escreveram em 1838, que
nunca rejeitaram uma observacdo meramente porque tinha um grande desvio e que todas as
observagGes deviam poder contribuir com igual peso para o resultado. E desde este periodo ateé
meados do século XIX o principal ponto de discussdo na literatura sobre o assunto foi o facto
de se poder justificar ou nao a rejeicio de um ”outlier”.

No entanto comegaram a aparecer posi¢des mais conciliadoras do que as que vimos
inicialmente, isto &, de um lado os que rejeitavam de animo leve qualquer observagio extrema
e do outro os que pretendiam conservar todas dando-lhes igual peso. Surgiram ent3o critérios
para a deteccio de "outliers”, podendo referirmo-nos aqui aos testes de Pierce em 1852, de
Chauvenet em 1863 e de Stone em 1868.

Quanto a forma de tratar os “outliers” (depois de detectados) podemos dizer que
apareceram escritores menos drasticos do que os primeiros apresentados, os quais tentaram
encontrar um ponto de equilibrio. Assim, aparecen em 1872-73, com Glaisher, o primeiro
processo de pesagem (ou ponderagdo), processo esse que permite acomodar os “outliers”, isto é,
minimizar a sua influéncia. E muitos outros processos de pesagem se seguiram (Stone em 1973,
Newcomb em 1886, Mendele em 1895, etc.). Um estudo histérico completo, incluindo
referéncias aos trabalhos indicados, poderé ser feito em ”An Encyclopaedic Survey” de Harter
(1974-76).

Por uma questdo de curiosidade podemos lembrar os concursos de patinagem artistica, j&
nos nossos dias, que, até recentemente, rejeitavam a pontuac¢io mais elevada e a mais baixa.
Hoje j& ndo o fazem, dando igual peso a todas as pontuagdes.

Vamos ver a seguir métodos estatisticos para o estudo de ”outliers”, embora, na nossa
opinido, antes de qualquer método estatistico, o primeiro passo, na presenca de uma observagio

surpreendente, devera ser tentar descobrir porqué relativamente a experiéncia. Tentar ver se foi




um erro de medigdo ou muito simplesmente um erro ao passar os resultados. Vejamos um

exemplo. Suponhamos que ao langar um dado 6 vezes se obteve:
1, 2, 6, 45, 3.

E ébvio que ndo iremos testar o nimero 45 como ”outlier”. O que falta aqui é uma

virgula e deveria ser:

1, 2,6, 4,5, 3.

1.4 TESTES DE DISCORDANCIA PARA "OUTLIERS”

Estes testes também aparecem na literatura, por vezes, com a designagdo de testes de
rejei¢do de "outliers”. N&o nos parece, no entanto, um termo correcto, uma vez que a rejeicio
ndo € a dnica hipétese possivel para tratar os outliers” (como vimos em 1.3).

Vejamos entio no que consiste um teste de discordancia para "outliers” que, como
qualquer outro teste de hipdteses, ter4 uma hipotese nula e uma hipétese alternativa. Num
teste de discordincia de “outliers”, a hipdtese nula dever4 expressar algum modelo
probabilistico basico para a geragio de toda a amostra sem contemplagdo de “outliers”; a
hipétese alternativa expressa uma forma em que o modelo poderd ser modificado para
incorporar ou explicar os "outliers”.

Como ¢ 6bvio, para cada situagdo particular, dever-se-a escolher um teste especifico. No
entanto, esta escolha ndo devers ser feita depois de inspeccionados os dados, o que seria
incorrecto.

A escolha do modelo probabilistico basico para a hipétese nula é importantissimo. De
salientar que que uma observagdo poder4 ser considerada "outlier” para uma distribuicio e ndo
o ser para outra. Também a escolha da hipétese alternativa se reveste de primordial
importdncia e existem varios tipos de hipéteses alternativas para optar. No entanto, neste
trabalho apenas utilizaremos a alternativa por deslizamento e para nio nos alongarmos muito
falaremos aqui apenas nela (as restantes poderdo ser encontradas em Barnett e Lewis (1984)).

Vejamos entdo no que consiste a alternativa por deslizamento: suponhamos que estamos a



testar um "outlier” superior X(n) numa amostra univariada X;,...,X, . A hipotese nula é:
Hy:X; ~ F (i=1,...,n),

ou seja, todas as observagdes vém da distribui¢do F a qual podera ser, por exemplo, N (,u,az)
com u e o desconhecidos. Consideremos uma alternativa por deslizamento H, que diz que n-1
das observagdes pertencem a F e que a observagio n, X, pertence a uma distribuicio diferente
de F, que poder4 ser N(u+a,0?) (deslizamento em localizagio) ou N(u,c2exp a) (deslizamento

em dispersdo). Temos entdo as hipéteses formuladas da seguinte forma:
Ho H a=0
H,:a>0 e vamos testar X(n) como ”outlier”.

Por vezes a escolha da hipétese alternativa nio é facil, conforme se pode ver em Barnett e
Lewis (1984): The historical development of tests of outliers mirrors such a progression in
statistical sophistication. Whilst the declaration of the alternative hypothesis in the cruz of the
problem of defining just what we mean by outliers, it still has not been very widely discussed.
Perhaps this is inevilable: outliers are not easily defined, or incorporated in a generally
acceptable form of model, and a degree of controversy still surrounds their study.

Quanto as estatisticas de teste empregues, elas dependem em primeiro lugar da hipétese
alternativa empregue. Para a construgio destas estatisticas existem processos intuitivos, bem
como dois meétodos estatisticos dos quais apenas iremos falar do principio de maxima
verosimilhanga. Virias estatisticas de teste sio propostas em Barnett e Lewis (1984),
nomeadamente as estatisticas de tipo Dixon bem como algumas de que iremos tratar neste
trabalho, como sejam as estatisticas X(l)’ X(n)’ X(l)/):l X;e X(n)/E X;.

Além da escolha das hipéteses nula e alternativa e da estatistica, falta ainda pre-definir o
nivel de significincia com que se pretende elaborar o teste de discordincia. E de notar que a
nogdo de nivel de significincia se torna irrelevante pelos métodos tradicionais, uma vez que sé
se fazem testes quando se desconfia , a priori, das amostras que podem ter ”outliers”.

Os métodos tradicionais (ver Barnett e Lewis (1984)), apresentam trés fases distintas para

o estudo de "outliers”:



12 Deteccdo (subjectiva) das observagdes surpreendentes,

22 Teste de discordancia para essas observacdes, o qual permite confirmar ou rejeitar tais
valores como ”outliers”,

32 Acomodagio dos dados.

Quanto a primeira fase, escolhem apenas valores extremos (os quais ocorrem em qualquer
conjunto de dados). Na segunda fase vdo ver se esses valores extremos podem ser considerados
pertencentes a uma distribuicdo assumida para a populagdo (modelo previamente adoptado),
ou se pertencem a uma distribuigdo alternativa. De notar que cada hipdtese alternativa sb serve
para aquela observagio que se seleccionou a priori. Como é 6bvio, a formulagio do modelo de
discordancia é determinante para a aceitacio ou rejeicio de uma observagio extrema como
”outlier”. E até condicionante da propria nogio de "outlier”. De facto, uma observagio pode
ser ”outlier” para um modelo de discordancia e nio o ser para outro.

A terceira fase j& foi abordada no ponto 1.3. Processos de acomodagdo sio definidos por
Barnett e Lewis como métodos estatisticos que permitem inferéncias nio distorcidas pela
presenca de "outliers”.

No capitulo II apresentaremos um outro tipo de teste de discordancia chamado método
generativo de alternativa natural (método GAN) que se deve a Rosado (1984), baseado no
principio da razdo de verosimilhanga. Este teste apresenta a seguinte distingdo (crucial)
relativamente aos métodos tradicionais: a ordem da primeira e segunda fases é invertida, isto é,
primeiro formula-se 0 modelo de discordancia com base no qual se testa a homogeneidade nas
observagdes. Se no teste de homogeneidade nos decidirmos pela sua aceitagdo (isto &, aceitamos
que a amostra é homogénea), entdo concluimos que ndo existem ”outliers”. Se, no entanto, a
homogeneidade for rejeitada, passa-se a fase seguinte na qual é seleccionada a observagdo
"outlier”. Trata-se portanto de uma selecgdo objectiva, feita a posteriors.

Ao contréario dos métodos tradicionais que apenas detectam valores extremos (méaximos e
minimos) como ”outliers”, com o método GAN ¢é possivel encontrar candidatos a ”outliers” que
ndo sejam valores extremos. De facto, para o caso da distribuicio normal foi detectada a
possibilidade de o elemento mais préximo da média ser um ”outlier” (ver Rosado (1984a)) ou,
no caso de dois ”outliers”, o par constituido pelos dois elementos mais préximos da média ou

os pares constituidos pelo elemento mais préximo da média e por um extremo, serem
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candidatos a "outliers” (ver Braumann (1989)). Intuitivamente este facto ndo é de estranhar,
uma vez que obter uma observacdo muito préxima da média pode ser suspeito. Por exemplo,
desconfia-se hoje que Mendell falsificou os dados relativos s suas experiéncias com ervilhas,
para provar o seu ponto de vista, e esta desconflanca deve-se ao facto de os resultados serem
muito proximos dos valores médios esperados; ters utilizado uma distribuicio (pessoal) com

variancia muito inferior a real.

1.5 MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DOS TESTES

Seja o o nivel de significincia do teste. Consideremos uma amostra de n elementos, tal

que

XppeXyy ~ Exp(1) e X, ~ Exp(§) (contaminante).

n

Formulando as hipoteses:
Hy : §' tem o valor 1
H, : 6’ tem um valor diferente de 1.
Em David (1981), para as estatisticas do tipo W = 1n_<1_i?§ nWj (ou W= lmSa?i(S nWj)

é definida a regido de rejeicdo, %, como sendo da forma W < ¢ (ou W > c), onde ¢ é o valor
critico - critério de discordancia. Em caso de se concluir pela contaminacio, a observagdo
responsavel € o W; que minimiza (ou maximiza).

Posto isto, sdo definidas as seguintes medidas de ”performance”:

P, = Poténcia = P(W € R | H,) = probabilidade de concluir pela existéncia de contaminagao,

admitindo que ela existe.

P, = P(W,€%|H,) = probabilidade de que o contaminante satisfaca o critério de
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discordéncia, admitindo que h4 contaminante.

P; = P(W €% e W = W_ |H,;) = probabilidade de concluir pela existéncia de contaminagio

e responsabilizar a observagdo contaminante, admitindo que h4 contaminag3o.

P, = P(W €, W=W, e W,,., W, ; ¢R|H,) = probabilidade de concluir pela
existéncia de contaminagio e a inica observa¢io que satisfaz o critério de discordancia ser a

observagio contaminante, admitindo que h4 contaminagio.

P; = P(W, €R|W = W, H,) = probabilidade de a observagio contaminante satisfazer o
critério de discordancia caso tenha sido considerada (potencialmente) responsavel e caso haja

contaminagio = P3 / P,

onde P = P(W = W, |H,) = probabilidade de considerar (potencialmente) responsavel a

observagdo contaminante, caso haja contaminacio.

NOTA: Esta dltima probabilidade foi denominada por nés P4 por uma questio de comodidade.

Vé-se que P, > P, > P, >P,.

Hawkins (1980a) usa a notacdo By, By B3, By e Bs para Pg, Py, Py, Py e P,
respectivamente, e recomenda o uso de By e B,

Barnett e Lewis (1984) afirmam que P;, P; e P5 sdo medidas bastante iteis, podendo as
trés ser consideradas como contendo entre elas toda a informagdo relevante sobre a
?performance” de um teste de discordancia, contra uma alternativa de deslizamento. Pouca
importancia dio a P, e P,. Além disso, introduzem duas novas medidas baseadas em P, P3 e
Psequesdoelas P; / P; e P, - P, por nos designadas por Pg e Py, respectivamente.

O seu significado é o seguinte:

P, - . " At lian?
Pg = P, = P(W = W_ | H,) = probabilidade de que o contaminante aparega como ”outlier”.
P, = P, - P; = probabilidade de que o teste conclua pela existéncia de contaminante, mas

erradamente identifique uma boa observac¢io como contaminante.
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E ébvio que se desejara P, o mais pequeno possivel, enquanto que P;, P3, Ps e Pg tao
grandes quanto possivel, embora as duas dltimas medidas parecam estar em conflito. Barnett e
Lewis(1984) apresentam contudo um exemplo hipotético que poders responder a esta divida.

Consideremos dois testes com as seguintes medidas de ”performance”:

Teste A Teste B
P; 3 3
P; 1 :
Py 3 1

Barnett e Lewis concluem que o teste A é preferivel ao teste B pois é preferivel um alto
valor de Pg a um alto valor de Pg. Justificam da seguinte forma: no teste A o contaminante
tem apenas 50% de hipotese de se mostrar como valor extremo, indicando que o grau de
contaminagdo ndo é severo em meédia (o valor de a em H, nédo é grande); contudo, quando o
contaminante aparece como o “outlier” é certo ser detectado. No teste B, por outro lado,
contaminagdo é mais severa e o contaminante é sempre o valor extremo. Mas é s6 detectado
como discordante 50% das vezes e o que se pretende de um teste é que ele identifique

contaminagdo quando ela é suficientemente manifesta.
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Capitulo I

Estatisticas de Teste Obtidas pelo Método
GAN e suas Fungdes de Distribuicdo



2.1 METODO GENERATIVO DE ALTERNATIVA NATURAL (METODO GAN)

Seguindo Rosado (1984), apresentamos em seguida a formulacdo do modelo de
discorddncia com alternativa natural. Para melhor facilidade de exposicio e melhor
compreensdo, consideraremos apenas o caso de a f.d.p. da populacio depender de um inico

parametro §. A generalizacio do método para mais de um pardmetro é imediata.

A. Formulacio do modelo de discordancia

Seja Hy a hiptese de homogeneidade, a qual considera que todas as observacgdes
(independentes) da amostra Xy Xgpee Xy, tém f.d.p. f(x;6) e seja H a hipétese alternativa
natural, na qual se considera que existe um ”outlier” na amostra, podendo ser qualquer dos n
elementos. Seja X; tal elemento. Entdo, a sub-hipétese H; admite que X; tem f.d.p. f(x;6), com

n

, = -
6 #46'. Tem-se H —jyl H;.

A fungdo de verosimilhanca da amostra &, na hipétese H,,

n
Lo(X1, XgyeeeXy; 6) =1 f(x;; 6)

e, na hipdtese ﬁj,
L;(xy, XgpeeXy; 6, 6') = f(x;; & i.—f.lll f(x;; 8)
i#j
Sejam 3j o estimador de méxima verosimilhanca de § na hipotese ﬁj, & ;0 estimador de
méxima verosimilhanga de 6’ na hipétese I_E[j e & o estimador de méxima verosimilhanca de §
na hipotese Hy. Teremos entio como méximos das fun¢Ses de verosimilhanca sob Hy e P—Ij,

respectivamente

ﬁo = Lo(Xy XgpeensXy; 3) e I:j = Lj(xl, XgyeeesXps Sjv 3'j).

B. Teste de homogeneidade
Para a formulagdo dum teste de homogeneidade, comecemos por construir a razdo de

verosimilhangas
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— f‘O - 1
N max(Lg,, max f,j) " max(1, max f,j/I:o) )
i i

n

Daqui tira-se que 0 < ¢, < 1. Para grandes valores de ¢, (proximos de 1), estaremos na
regido de aceitagdo da hipdtese de homogeneidade formulada para as observagdes Xy Xppeen Xy
uma vez que, neste caso, o méaximo do denominador (na primeira expressio) serd
aproximadamente igual a f,O, permitindo concluir que todas as observacdes seguem uma
mesma distribui¢do com f.d.p. f(x; §).

Ent3o, baseando-nos em principios de maxima verosimilhanca, podemos formular a regra

de teste:

Rejeitar H se £ <c (c<1).

Se agora considerarmos a estatistica

S(xy, Xg5eesx,) = max ﬁj/ﬁo,

a regido de rejeicdo de Hj sers

< ¢ e, como ¢<l, teremos

1
max(l, S(Xl,xgv--v’%))

S(xq,XgeeesXy) > (onde ¢/ = 1/c >1).

Logo, dada uma amostra Xy X9, X, € determinada a estatistica S(xq, XgyeesXp), OU
uma equivalente, se se verificar a condi¢do anterior aceita-se a existéncia de um “outlier” e

passa-se a fase seguinte.

C. Seleccio do "outlier”

Caso se aceite a existéncia de um ”outlier”, o indice j onde a estatistica S(x;, X,...,x;)
atinge o maximo, define a observagio X; considerada responsével pela ndo homogeneidade na
amostra e que aceitaremos como “outlier”. Rosado (1984) d4 a seguinte defini¢io objectiva de
"outlier”: ”outlier” & aquela observagdo que, apés rejeiio da homogeneidade nas observagdes,

for responsavel por essa rejeicao.
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2.2 ESTATISTICAS DE TESTE OBTIDAS PELO METODO GAN E SUAS FUNCOES DE
DISTRIBUICAO

Consideremos uma amostra aleatdria Xy, X,...,X,, (independentes) de uma populagio
com densidade de probabilidade

r

% exp(— %) para x > A
f(x; A, 8)=

0 para x< A,

\
Trata-se portanto de uma populagio que segue uma distribuicio exponencial com

pardmctros dc cscala ou dispersdo § ¢ paramctro dc localizagio A.
Seguindo 2.1 podemos escrever:
Ho H Xl’ X2""7Xﬂ ~ EXp()\, 6)
- ,
H; : X; ~Exp(}, §') e restantes X; ~ Exp(}, §)
B (Lexol- MM = Loexpl- L B (x
Lo=1 (5 o %)) = frewa(- 3 > ()
h 1 XAy 4 xj'A /
L, = B (3 exp(— _6—)) i exp(- -6—,) =g,(8, A) . go(§', A), onde

6 ) = gy ea- }(E o) 20 ¢ g6, ) = & el- )20

2.2.1 Pardmetro de localizacio ()) conhecido

Como L; = g;(8,1).8,(6',A), a maximizacio de L; com respeito a § e a 6’ pode ser feita
separadamente, pois

1251,%;; L= (m%.x 51(5”\))'(1“63‘," g,(6", ).
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Tambeém se vé que Ly = g,(6,1).g5(6,)), pelo que

(a) ng,agg L > mg.x Lg

(b) n?.x L; > L,.

Com efeito, (b) resulta de n:s:ax 85(8',2) > g,(6,)) e (a) é consequéncia imediata de (b).

Temos entdo como estimadores de méaxima verosimilhanca e como maximos das fungdes

de verosimilhanca:

(4L, S

a3 =0= 60 = n’ .

, d’L

E de facto méxi is —2 P . S— P}
) 0 maximo pois 152 | 5=4, n © o)/ e

Logo:

1
Ly = ——L exp(-n).

L8 b = monme
.

d g,(6,)) . D)) . d®gi(5))

_5_6- =0= 6j = ——-—nTﬁ— . Facilmente se vé que d21(62 | =3, <0
$

Logo:

max g,(6,A) =
\

2 exp (-(n-1)).

1
((Z (V- N/ (D)™

-
d g, (&',2 -
d 880 =0=46, = x;-A. Facilmente se vé que

dé¢ J

d? g,(8",2)
d 612 lél___gl.’ < 0.

Logo:

') = L exo (-
km:;z.,x g,(6",2) = - exp (-1).
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Temos ent3o:

max L = max g,(6,\).max g,(§')) = 1 <. =L exp (-n)
A B ((Z (5 N)-(x-2))/(@-1)>1 " %5
€
max L; = 12 exp (-4 T (x-A)-(x:-A)). = exp (-1).
5 7 gl F3 i ] xj-A
XA

Seja Y; = s Vem
Hy : Yy, Yg,..., Y, ~ Exp(0,1)

= !
H;: Y; ~Exp(0,0) e restantes Y; ~ Exp(0,1) com a:%— .

Seja L = <min Y. eM = max Y. .

Y(l) =min (L,Y,) e Y(n) = max (M,Y) e Y, ¢ independente de (L,M), como & ébvio.

Vamos obter as distribui¢es de Y(l), de Y(n) e de (Y(l) , Y( n)) (que serdo necessérias a
seguir) quando Y ~ Exp(0,0) e Y,,Yy...,Y,; ~Exp(0,1), ou seja, no caso de X_ ser o
outlier” (escolhe-se X para facilitar a notagio e uma vez que podia ser qualquer elemento da
amostra).

Designaremos por H, a correspondente hipotese alternativa.

-(n-1)¢

Sabe-se que Fy(£) = 1-e para {>0 e Fy(m) = (1-e™)™! para m>0 (veja-se, por

exemplo, Tiago de Oliveira, 1990, vol. I, pg. 129).

Ent3o:

FY(l) (y) = P(Y(l) <y)= 1—P(Y(1)>y) = 1-P(min(L,Y,)>y) = 1-P(L>y).P(Y, >y) =
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= 1-(1—FL(y)).e'Y/ T 1@y gv/0 para y>0.
Fy () =P(Yy <y)=Pmax(M)Y,) <y)=P(M < NP(Y(y <y)=

(n)

= (l—e‘y)n’l.(l-e"'/o) para y>0.

Para {<m e u <v, tem-se:

-1
Pa(ém) =P(L 26 M<m)=PU<Y,, ... ¥, <m) = “111 PESY; <m)=

-1
=-nH1 (e-l -eT) = (e-l_ emyn-l para 0 < { <m.
J=
Py), vim) (WV) =P(Y((y 20, Yy Sv) = P(L 2w, Y, 2u, M<v, Y, Sv) =
= P(L 2w, M< V) ) P(ll < Yn < V) = PL,M(H,V) - (e'u/O' - e-v/O') =

= (eM- eV)™l. (e'“/ 7 e/ 7 para 0 < u<v.

Para {>m e u > v, tem-se:
Ppm(ém) = P(Yy,es, Y 1 €<m5 Yy,.,Y, 1 > € =P (@) =0 para £>m>0.
( )

Fp m(ém) = Fyg(m) - Pp, y(¢m) =

(1-e™)-1. (e-é - emn-l para 0<¢ < m

(1-e™)ym-1 para > m > 0.

(

Y (u v) =Py m(u,v)-P(Y, <v, Y, >u)=0. P(@)=0 parau>v>0.



F wVv)=F V) =
Y)Y )( v) Yo () (1),Y(n)(u v)

(1-eV)™l(1-e¥/%) - (eu- V)L (e - Y/ paral<u <v

(1 _ e-V)n-l (1 _ e-v/O’)

parau > v > 0.
.

2.2.1.1 Caso de § conhecido ¢ §’ conhecido (¢’ # §)

Neste caso tem-se I:o =L, e f,j = L.. Logo

1 1

n = max(d, max L/Lo) max<1 exp (mjax ((z -A) (6 6'))))

A regido de rejeicdo é da forma € < ¢’ com c¢'< 1, pelo que é equivalente a ser

g, exp (mjlx (( - ) (6 6’))) > ¢ desde que ¢’ > 1.

Xy - A
Logo, uma estatistica de teste equivalente é A = )

Xy-A

; caso 6’ < §,ou B = (nc)S
caso 8’ > 6. No caso da estatistica A a regido de rejeicdo € da forma A < ¢ e o candidato a
» 3 ” A

outlier” é a observacio X(l). No caso da estatistica B a regido de rejeigdo é da forma B > ¢ e
o candidato a outlier” é X( )

NOTA: Para usar A como estatistica de teste dever-

contrario nio podera ser usada.

(A}

1 , Ppois caso

NOTA: Para podermos usar B como estatistica de teste devera verificar-

{n o




Vejamos as fungdes de distribuigio das estatisticas A e B.
Temos A = Yo = min(L,Y,) e B= Ym)= max(M,Y,).
Logo (veja-se pags. 19 e 20):

Fly(a) =1- ™2 ga/o para a > 0

FOA(a) =1-¢em paraa >0

Flgb) = (1-e?™1.(1-€P%)  parab>0

FOB(b) =(1-eb)" para b > 0.

Neste caso tem-se:

a

Lo=1
I:j = m;,.x L > L, (Veja-se (b) pag. 18). Logo f,j / Ly >1, donde se conclui que

max (1, max f,j / Ly) = max (f,j / Lo)
i i

e, portanto

1 NP

e = ————— = min L,/ L..

? max(1, max L /Ly 3 o/ L
i

Assim (substituindo f-'o e ﬂj pelos seus valores):

(3]
(3]



¢ = min 1/6" exp (- %— (e - A))
Ty exp(- 4 (2 W) - (21 2))

=eD, onde

1 -1
a:j-/\e

. Ij - A zj - A , ’
D= mjm ( ; exp(- 3 )) e podera ser usada como estatistica de teste.

De notar que -2 5> 0. Vejamos agora o comportamento da fungdo ¥ (z) = ze™™.

Verifica-se que o minimo da fungdo é atingido nos pontos T(q) OU Ty Assim podemos

escrever.

D= min( X(_(ls)i exp (_ X(lé)' A ), X(nt)s - A exp (_ X(né)- ,\))



. e, o, Kay A Xy A .
A regido de rejeicdo serd D < c, isto &, F— < ¢ ou 7 > S O candidato a

X(1y-A XA XA X A
"outlier” serd X ;, se D =.%)__ exp(- (:S) )eseré, X se D= (f(;) exp(- (? )

Vejamos as fungGes de distribui¢io da estatistica D.
Temos D= m}n (Y; exp(-Y))) = min(Y(l) exp(-Y;), YY) exp(-Y(n)) =
= min(’/J(Ym)’ ¢(Y(n)))-
Logo (veja-se pag. 20):
Flp(d) = P(D<d|H,) = 1-P(D > d | H,) = 1- P(d;< Y()< dpy di< Yy < dp [ Hy) =

=1- Py (dy, dy) = 1- (e-dl - e-d2)n'1 (e-dl/a- e-d2/a) para 0 <d < 1/e.

1) Y (n)

FOD(d) ¢ o caso particular de F 1D(d) quando ¢ = 1.
Assim, podemos escrever
1 (e'dl- e'd2)n'1 (e-dl/a ) e-d2/0')

para 0 < d <1/e

Flo(d)= ¢ 1 parad > 1/e

0 parad <0
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( 1-(e-dl - e'd2)n para 0 <d <l/e
FOD(d)= { 1 parad > 1/e
L 0 parad <0

vem

vem:

com 0 < d;< 1 <d, tal que d,e®l =d,e®? = d.

2.2.1.3 Caso de § conhecido e §’desconhecido. com informacio suplementar §’'< §

Devemos usar max  L;/L,.

Y]
../ zj‘A . ’ x(l)_A
Ora § j<6 & -5 < 1. Caso ndo haja nenhum j nestas condigdes, isto &, caso ; > 1,
max ﬁj/ﬂo = 0 e max (1, max ﬁj/io) =1, donde ¢ =1.
jio';<b jb',<6
1y A o
Caso 5— <1, vem {;= mii\x Lo/L; (veja-se 2.2.1.2), donde, dada a forma de ¥,
.-
T Iy
J: 5 <1
XA
(1 se A= (;) >1 h
=/ y =ey(min(A, 1)).

L€ Aexp(-A) se A<l
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Uma estatistica equivalente é min(A,1), com regido de rejeicdo min(A,1) < ¢, sendo
obrigatoriamente ¢ <1 (se ¢>1, Hy seria sempre rejeitada, donde seria P(rejeitar Hy | Ho)= 1
em vez de igual a ). Neste caso ¢ < 1, a regido de rejei¢do € equivalente a A< c, podendo usar-
-se o valor critico ¢= - % ¢n(1-a) de A desde que <1, isto é, desde que o < 1-¢™, o que sucede
para os a's habituais. Logo:

XA
Uma estatistica equivalente € A= (?S) = Y(1) com regiio de rejeicio da forma A< ce

candidato a "outlier” X(l) , desde que a < 1-e™

Pode-se ver em 2.2.1.1 as funcdes de distribuigdo da estatistica A.

Fazendo um raciocinio idéntico ao feito em 2.2.1.3 com ¢’ j><5, daria

¢ = ey(max(B, 1)) onde B= 3
Logo:
X(n)-/\
Uma estatistica equivalente &é B= —5—= Y(n) com regido de rejeicio da forma B > ce

n

candidato a "outlier” X(n), desde que ¢ <1 - (1- %) .

Pode-se ver em 2.2.1.1 as fung¢des de distribuigio da estatistica B.
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Neste caso temos:
ﬂoz max L,
0
L= max L; > L, (veja-se (a) pag. 18). Logo f.j / Ly > 1, donde se conclui que

max(1, m?.x f,j / Lo)= m?.x f,j / Lo

e, portanto
Zj -A
1 . P T . (E(z-A)/n)?
= — L./L. = =
*" max (I, max L;/Lo) min Ly/L; = min /(@A) - (- 2) / (a1
. z; - A T - A -1 nt n . rj-}\ o f1nel
= rnjm E(zi-/\) .(1- E(z'i-/\) ) . (n-l)n'l = (n_Ii)n'l Injln 12 ( 2_(:8:—_X5) onde ga(a:)_z'(l :L') .

Veja-se o grafico da fungdo ¢p(x):

CRR ) S

p(x)=x(1-x)™!

!
!
[
|
|
[
|
|
!
[
|
1
n
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Logo:

X;-A

Uma estatistica equivalente ¢ Z= mm P com g(z) ==z 1-z)™ L.
E(X -A)

X. -\ X -/\ XA
—_— (1) (n) 30 d
Como =X varia entre 0 e 1, vem Z= m1u<¢(2 X, /\) Xx )‘))) . A regido de

XA
rejeicio ¢ da forma Z < ¢ e o candidato a "outlier” é X(l) ou X(n) conforme Z= W(f(%-_/\—))
1
ou Z= M respectivament
= AT ) espectiva e.

Para o calculo das funcdes de distribui¢io da estatistica Z, vamos supor (como jé fizemos

atras) que X, é o "outlier”.
Nofte-se que

Z = mjn %i)—min( (U), ¢(T)) onde U=~ e T =~
- j EYi - <P 7¢ —ZY- zYi.

Seja
v, XA Y, |
= TN AN VY, G=1, . 1)
.
X;-A Y. |
; = J paraj =1, .., n-1
KTt (KN Vet Y,
A=

(Xn-A)/o' Y /(T arai=n
KNt XA YyFod Y para ] = n.

28




Como Y, Yy .y Y 1y Y,/ sdo iid. Exp(l), A, é independente de A, ..., A ; (ver

Lewis e Fieller, 1979).

.
Aj Aj .
TToA- = 135 para j=1, ..., n-1
Y; "
Y +...+Y
Vj—l o -;n.l =< comS=o0 A,
T YAy
cA, s .
1+0'An—1—+—S' paraj =n
\.

max AJ-. Temos S independente de (R,H),

Seja R = min A e H=
1<j<n1 J 1<j<n1
como é obvio.
Vem:
- = ; = min (B L)
U= ) Sn’;m . V; = min ( meS o Vi Vn) = min (1+S’ 145

T= max Vj=m“(1%1?"‘< Vi’Vn)zmax('l%’T%)

< n-1

2=, g, PV = min(O), pm)=mineminlrls, 35)) o me(ris rig))

= min(ﬁ"(l-}:s)’ ‘”(155)’ ¢(14S-s))

NOTA: Verifica-se a tltima igualdade olhando para a curva ¢ (pag. 27) e comparando

. . R H S , . . . 1ot
todas as posiges relativas de 125 145 © T4S entre si e relativamente ao maximo de ; note-

estdo entre 0 e 1, ja que 0 < Aj<1 Vg aa™0Z R<1,

i R H S
¢ Qe 775 115 * 145
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Vejamos as fungdes de distribuicdo (quando X é o "outlier”) de S, de (R,H) e de (U,T),

necessarias para o calculo das fungGes de distribuicio de Z.

Funcdo de distribuicio de S

. _ Yn/o. = Yn/o- = Yn/o- =
Seja B = W . Vem A = Y+ A+Y, 1T Y+ +Y fo-Y Jo T
— 1 =1
Y+ Y0 T 1
Y, /o -1 B

Como Y;,...,.Y, ;, Y, /o ~ Exp(1) vem:

Y;+...+Y, ; ~ Gama reduzida com n-1 g.l. e Y_ /o ~ Gama reduzida com 1 grau de

liberdade. Logo:

Y, /o
Yo/o+H(Y+...+Y, )

= B ~ Beta (1, n-1).

B tem distribuicio com densidade

1-1 (q_ \(n-1)-1
fg(z) = z—Tg%j——— = (n-1) (1-z)? paral <z <1

e com fungdo de distribuicao

b
Fg(b)= [ fg(z) dz = 1-(1-b)™! para0 <b < 1.
0
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Logo, para s> 0:

n-1
Fs(s)= P(eA, <) = P(—l—l < %) = P(B Sﬁ:z) = FB(ﬁ) =t (1 ) 111?) B

=-l-(1+—13)n5' donde
c

o

fs(s) = (n-1) % para s > 0.

1+ %)n

Para o calculo das f.d. de (R,H) comecemos por ver o dominio em que a f.d.p. de (R,H) &

nao nula.

Eébvioque0§R< % <H<1

Tem-se:
.
-2 i Y. Y.
)R = (-2) pin Vit @ Y B e ,
- Y1+ vee +Yn-l -_— Y1+ e + Yn.l -
<
i Y; -2 Y.
Rt (a2)H = . Srr}m ap 7 (n-2) . Smja'g at 4 Y 4Y .
- Y1+ vee +Yn-1 = Y FaA,,
\

Como as igualdades ocorrem com probabilidade nula, podemos concluir que a f.d.p. de

(R,H) é nula fora do dominio
Dpy={(th) : (@2)r+h < 1, r+(@Dh 2 1,1 > 0}.

Estas desigualdades implicam 0 <r < ;1}_1 <h<1
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Veja-se a figura seguinte:

1 A

1/(n-2)

/14T 3 )

|.-
Yo
=\

i

[

|

|

|

I

|

!
A
n-1

7
U

Fazendo um raciocinio idéntico ao anterior mostra-se que a f.d.p. de (U,T) é nula fora do

dominio
Dn={(u,t) : (0-Dutt<l, ut(n-1)t > 1, uzO}.
Estas desigualdades implicam 0 < u < ‘IIT < t<1L
Vejamos a decomposigio do dominio da f.d.p.(U,T), D, devida a Rosado(1984).

Seja ry a recta que passa por (0, n_}_lz) e ('rli’ fll-) e tem equagdo U=by (T) = T )

equivalente a T= a) (U)= lr:i(TU A decomposicio serd a apresentada na figura seguinte.
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1/2

1/(n-k)

1/(n-1)
1/n

S e e e

1

n-1
Na proxima figura apresentamos o espago limitado pelas rectas U=0 e U=T dividido em

subespacos.

1/(n-1)

1/n

v
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Para t>u, vem, com k=INT (%%) :

k<0 (ut)eA™

k=0 (ut) €At

k=1, ..., n-2 &(u,t) € D; (u,t) entre as rectas ry_ e 1y 4, isto &, by(t) <u < by (t), on
seja, ay (u) <t < ayq(w)

k=n-1 & (u,t) € C,

k>n-1 ¢ (u,t) € B.

Para mostrar todas as equivaléncias, excepto a primeira e a dltima, basta ver que, para

k=0, 1, ...,n-2, n-1, se tem by (t) <u < by ((t) e a(u) <t <ay,(u) e vice-versa.
De facto:

IN gt%) =k equivaleak < %% < k + 1, e esta dupla desigualdade é equivalente a

I-ku < (n-k)t e (n-k-1)t < 1-(k+1)u a(u) <t e t<a (v)

I-(n-k)t <ku e (k+1)u <1 - (n-k-1)t by(t) <u e u<by(t).

Para mostrar a primeira equivaléncia:

INT(%%)<O@%—_§1—1-<0¢>t<%@(u,t)€A‘n.
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Para a ultima equivaléncia:

INI(E=D > nl el >n e >mueu> L o @)eb,,.

Fagamos uma decomposicio semelhante do dominio da f.d.p. de (R,H). Vem:

(n-1)h - 1)

Para h > r, com j= IN o:

i<0& (rh)eA
j=0& (rh) €At
j=1..n3& (rh)eD
j=n2& (rh)e C

j>n24(r,h)eB, ;.

Consideremos a seguinte hipétese de indugdo, #*:

’

> D) e + (a1i)h - 12 = 5
i=0 1

Ppu(nh) =P(R >r1, H<h) ={
*
n-2-j

iZ:O ('1)i< ngl) (1- (n-1-i)r - ih)n'2 =%,

\

com j = INT ((n-;_):l-l) =0,1, ..n-3, n-2 isto e, para 0 <r < ;l%—].-’ h > n+1 .
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E facil verificar que I, = %,.
Com efeito,

n-2-j . }
B 3 C0H (%) @ irin? =

n-1
10 d () (- (oe1-0)h)n2=
W, D (7)) (e t-om)

= 5 (-1)i(“;1) (ir +(0-1-)b-1)"-2,

i=j+1

donde

£-%, = l“:z: DY) G+ b1? = nzz D ™) Gra? 2 =0, com

i=

_ (n-1)h-1
~ rh ?

B =r-h

De facto,
l”g 1 (%) ey =
=2y 8 01 (20)+ (37) oy + (1o hayaa

ot 8 D) s s 8 (a2 (22 e

=- xfz (-1)2(“'2) (t+a+1)™2 + niiz(-l)i (“iz) (i+a)™2= -(-1)™%(n-2)! + (-1)™?%(n-2)!=0.
{=0 ¢ i=0 1

E ébvio que
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A 1
0 parar > --{ Ou para h < =

PR,H(r’h) = <
Pry (0,h) parar < 0.

Facamos a dedugio de PIU,T(u,t) = P(U > u, T < t|H,;) admitindo que a hipétese * é
verdadeira para 0 < u < %St <1l

Patut = (i 155) > o, el 155) < 1)

- p B_ S_ H S_ -
=P > g > w g <t iy <l =

=p(1‘_1_u <8 < 75 R>u(14S), H < t(1+4S) | Hl) =

t/(1-t)
= I/( ) fs(S) PR,H (u(l+5), t(1+5)) dS.
u/(1-u

Seja:

z = u(l+s)
y = t(l+s)

s>0

k = INT(2LL)

¢ = INT <(“ Dt )
t-u

j =IN (n'l)Y' )

Y-z
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- 1 .
YT (n-1-1)t

Tem-se que k s6 pode tomar valores 0, 1, ..., n-2, n-1, que j(s) varia com s e que ¢ < k.

Para provar esta ultima desigualdade basta ver que £ = INT (ﬁ'—l- - —t—> e como

t-u  t-u
ntf-l tt < x};—t;xl - 1, podemos escre\(er:

EgINT(Qtf;ul-l) IN nt‘) 1=k-1= £ < k.

Com base nisto vamos provar que, para 0 < u < % < t <1 setem:
(i) og>-1 parai < n-1

(ii) ap <0< @g.q

(i) o<aq +1 parai <n-2

(iv) Sej<n-2, vem o <s < oj45)>n-2 sseq; <s.

(v) oq < Tl-lﬁ <a < —l-t_—t para k=0, 1, ..., n-2, n-1 e

ltt<ak+1parak 0,1,...,n-2.

Demonstracio:

(i)  iut(n-1-)t > iu+(n-1-i)ju = (n-1)u > 0.

) e< D g >1

=

1 5> 1
(£4+1)u + ((n-1)-(€+1))t = flu+(n-1-0)t

= g, >0 >ay note-se que < k <n-1=>n-1-({+1) >0 en-1-£> 0.
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aoe P : < _2 . - H “d. 1 - 1 =
(i) Parai<n-2, vem o;>-1 e & >-1. Logo G+l o+l

— 9t - - (el = w 1 1 . .
(i+1u + (n-2-i)t - iu- (n-l-i}t =u-t < 0 = °‘i+1+1<°‘i+1 = o+l > o+l =

= ai+1>ai_

(iv) j< (n—yl_)g-l <j+l & j(t-u)(1+s) < (n-1)t(1+4s)-1 <(G+1)(t-u)(1+s)

Para j < n-2 a dupla desigualdade é equivalente a

1
jut(n-1-)t

1
< l4s< G+ Dt GED)t & o < s < apyy.

. -1)y-1
Paraj > n-2 vem (ny_)g' 20l & s >a ;.

ku+(n-1-k)t < 1-u < (k-1)u+(n-1-(k-1))t
(v) k< Tj—;ll <k+1l =
(k+1)u+(n-1-(k+1))t < 1-t < ku4(n-1-k)t

e 1

1 1
EDuF@IED) = Tu < k(o Rt

desde que k-1 <n-1 ek <n-1,

respectivamente

1 < 1< 1
ku+(n-1-k)t = 1-t = (k+1)u+(n-1-(k+1))t
. respectivamente

desde que k < n-1 e k+1 <n-1,

L 1 -t .
T-u T © Tt~ ! = 1.p Vem o pretendido.

39



Seja

wie)= (1) (aroyn & (0F () (i) + i)t (149) - 1772

(ut(n-1-)6) (1- 2 + & fiu(is) + (oorie (+s)- 1V /e
= (n-1) (1+s/a’)2 ( 14s/o ) 1) ( i ) %

1o _ d (fu(l+s) + (o-1-i)t (I4s)-1y1 ornel 1 '
" @iy (1 D)+ % 3 T+s/7 )" ) o
Tem-se:
n-1
_ —¢ ifp-1 iu(1+s)+(n-1-i)t (1+s)-1
Wi(s)—.rwi(ib')d:v-—(’l)( i ) (iu+(n—1-i)1t) (o-1)+1 ( 175/ ) .

Note-se que Wi(e;) = 0 e que W;(s) no esta definido para s= -o.

De (v) tira-se que

ay t/(1-t)
Plyr(u, t) = (f + )fs(S) Pp u(z, y)ds.
u/(1-u) ax
Oy
Procedamos ao calculo da primeira parcela, isto &, [ fs(s) PR’H(z,y)ds. D4 zero se
u/(1-u)

k=0, pois, neste intervalo de integracdo, vem s < ay =j+1 <0=j <0 = (z,y) €A ;=
= Pg ulzy) = 0.

Para k>0, admitindo verdadeira a hipStese * e tendo em conta (iv) e (v) (pelo que, neste

intervalo de integrag3o, se tem j=k-1), obtemos:
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ax k1 % n-2-(k-1) @y
) fs(s) PR’H(z,y)ds = Z J w,(s)ds = Z I - w, 1.i(s)ds.
u/(1-u) =0 u/(1-u) i=0 u/(1-u)

Como no intervalo de integragdo que estamos a considerar nunca se tem s= - ¢, pois

s> -1 >0, vem

1-u
u/(f_ ];) f5(s) Pry(=,y)ds = ikg (Wi(ak) - W;(lu—u)) = n-‘:’é:-l) (Wn-1-i(11_1—u) - Wn-l-;(ak))-

NOTA: Como I, = X, (veja-se pag. 36), vem,comr =z, h = y:

J n-2-j

Y. wi(s) = z%) - W 1.i(s)-

i=0 i=

n-1 n-1
Vamos provar, para uso posterior, que ), W(y) = > W;(z) para quaisquer z,y > -0.
i i=0

1=

Podemos supor y > z e integrarmos membro a membro de z a y; vird

i n-2-j n-
2 (W) - Wi(@) = & (Wai(e) - Waalv)) =2 (Wgle) - Wg)

Logo

2 (Wi(y ) - Wi(-'”)) = 0, donde o pretendido.
i=0

t/(1-t)
Procedamos ao cslculo de | f5(s) P ylz.y)ds.
ak !

D4 zero para k = n-1, pois neste intervalo da integragdo, vems > a, ; = j > n-2 =
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= (z,y)€B,; = Ppulzy) =0.

Para k < n-1, admitindo verdadeira a hipétese * e tendo em conta (iv) e (v) (pelo que,

neste intervalo de integrac3o, se tem j= k), obtemos:

t/(1-t) k. /() n-2k  t/(1-t)

J f5(s) Pru(zy)ds = > [ wis)ds= 3> - Wpo14(s)ds =
oy i=0 oy i=0 oy

n‘ﬁ)k (Wn-l-i(ak) - Whti (Tﬁ_t)) .

1=

-_—éo (Wx(ﬁ) - Wi(ak)) =

Assim, para k=1, ..., n-2, vem:

Ply(ut) = ki( Wiley) - W( ))+E( ( ) i(ak))z

i=0 i=0

= zle: 1 (Wn.1-i (ll-l_u) ) Wn.l-i(ak)) + niZz;)k (Wn () - Woop ‘(1 t)) -

= 5 (M) W) - )= T (s () W) W)

Para k=0, vem:

n-zzi (an 1- 1(a0) Wn 1- 1(1 t))

i=0

PIU,T(“vt) = ;Zo%, (Wl(.ltTt) - Wi(ao)) =
= WO(I—EE) = :_;22 Wn-l-i(ao) - :;Z-Z Wn-l-i('lt_;_t) =

= Z Wa1.i(eg) - Wolay) - RZ; Wa1- l(l t) + Wo(l t)
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n-1 n-1
= IR (< AN
= E Waudh) & Wars () + Wol):
NOTA: A expressio deduzida para k=1,...,n-2 também é, como se vé, vélida para k=0.

Para k=n-1, vem:

PIU,T(Uﬁ) = 3.% (Wi(a 1) - W(l u))

1=

=§)Wi(an-l) - Waaleny) - E W(l u) + Wha (1 u) = i=%0 ( n—l-x(l- ) Wn-l-i(an-l)) =

o)

NOTA: A expressido deduzida para k=1,...,n-2 também &, como se vé&, v4lida para k=n-1.

Conclusdo (se a hipotese * for verdadeira):
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r n-1
B u+(n-i)t-1
E%) (- 1)( i ) (iu+(n-1- st)(d-l)-i-l (( 1+(£-1) t) )

((1+1)u+(n-1-1)t- ) 1)
143 -1

() (onsterin )”
+(-1) (kut(n-1-k)t)(o-1)+1 1+(%-1>u

n-1
n-1-k ifn- 1-(n-i)u-it
= X0 ( ) (o 1- 1)u+11t)(¢7-1)+1 <(1+(;1,--1)1u) -

1_(n_1-i)u'(i+1jt . 1k( ) 1 <ku+(n-k)t-1)n-1
] 1+((l,-1)t +(-1) (ku+(o-1-k)t)(o-1)+1 1+(%_1)t

PIU’T(u,t) = <

*%

Caso 0 <u< % <t< 1 (k=INT (%—t_—;—ll) pode tomar os valores 0, 1, ...,n-1).
1 1

= Oparau>gouparat < g

PIU’T(O"',t) para u<90

PIUYT(u,l') para t > 1.

\

NOTA: Fazendo a mudanca de varigvel i = n-1-i, para 0 < u < % < t<1, obtemos na

segunda expressdo de *x

n-1
ifn- (i+1)u+(n-1-i)t-1
Ply p(ut) = Z (-1) ( ) (m+(n-1-3t)(a-1)+1 (( 1+<% -1)u ) .

_{iu+(n-i)t-1 ! +e )k(n 1) 1 ku+(n-k)t-1 !
1.,_(% 1)t (ku+(n-1-k)t)(o-1)+1 1_*_(311 _1) ¢
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Caso nt—E-lTl inteiro maior que zero, as expressdes anteriores também valem com k

substituido por k-1 (basta ver que a parcela correspondente a k é nula, pois vem ku+(n-k)t=1).
Portanto os erros de arredondamento que podem dar origem a um k errado tém influéncia
pequena.

Para a dedugdo de POU,T(u,t) = P(U > u, T < t|H,), admitindo a hipotese * verdadeira,

basta particularizar 6=1 em **. Assim, correspondente ao primeiro somatorio, tem-se:

PO p(ut) = ii:o (-1)i(“;1) ((ut(n-i)t - 1)) - ((+1)u+(n-1-i)t-1)*1) +

+ (D (‘;{'1) ((k+1)u+(n-1-k)t - 1)*1=

(DN ur@ier + 5 E0H (O (kL =
1=0 1

1=0 i

k irn-1\ ,. . e k n-1 .
i20(-1)1( . ) (iu-+(n-i)t-1)>? +ﬁ§1(-1)ﬂ( [3_1) (But(n-B)t-1)>1=

=(1° (™) (e + 5 (1 (" + (%) Gariery==

i=1

=(-1°( o) eyt 4 ié (D ( }) Gurien™i=

k i nY . . - -
= iz=:0 (-1)’( : ) (ju+(n-)t-11 | caso 0 < u < fll- <t<l,comk=IN %ul) =0,1,..n1

Correspondente ao segundo somatorio em **, com ¢ = 1:
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PUT(ut)_Z (1),(11 1) ((1-(n-i)u-it)®1 - (I-(n-1-i)u - (i+1)6)™Y) +

+ 0 (%) ot 1=
= (_1)0 (n(—)l) (l_nu)n-l +1i1-§1:;k (-1)i (n;l) (1- (n—i)u—it)“‘l +

S (1)*+1(n D (-(a-1yu - i+1) 1 - (1 ( nnkl)a ku-(n-k)t)erl=

i=0

= (") om0 (B (it + T (0 () (e

i=0

-Gy - () (kg =

= (0 (7)) arte T (M) (e + 3 z V() -y
- () (k) - @n =

= (1°( 5 ) (ot + >: CF (M) + () i =

= glo (b ("i‘ ) (it

caso0 <u<f < t<l comk=INT (%) =0, 1,01
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Para os outros casos vem:
- =0 1 1
= parau > f oupara t<jp

POU‘T(u,t).—_ { =P0U,T(0+’t) parau < 0

L = POU,T(u,l‘) para t > 1.

1

De notar que as duas primeiras expressdes de POU,T(u,t), também valem para 0 < u < 7,

t >1 (caso em que vem k=n-1). Com efeito, neste caso

n-1 .
Poyaut) = Pyt = X (D T) Gut(oi}1y=

= 2 (1) + 2 @™ - () (o)1)= 0- (1) audy =

= ig) ('l)i( Iil ) (i+ %)n_l(u-t)“'l-(-l)n (nu+(n-n)t -1)*1 =

! if oY, s n-1 . a = 0 45
> (- ( : )(1u+(n—1)t-1) » que & a 1¢ expressdo de P~y p(u,t), pag. 45.

i=0

Por outro lado, tem-se também:

[0] .
Poya(ut) = Pyt = X (D T) @-(abui)™ = (lon)™ = (lnu-0t)™=
1=
0 i/ n o einel . - 0
= 3 (-1)’( . ) (1-(n-i)u-it)*" , que & a 2¢ expressdo de P%; 1(u,t), pag. 46.
i=0 1 ’

As duas primeiras expressdes de POU,T(u,t) também valem para u=0, t > % (caso em que
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se tem k=INT(n— % )2 0). Com efeito, neste caso POU’T(u,t) = POU,T(O'*‘,t) = POU,T(O,t) dada
a continuidade para u=0 dessas expressées (veja-se nota da pag. 44, segunda parte, para o caso

mais complicado de n - %— ser inteiro).

Conclusdo (se a hipdtese * for verdadeira):

.
k . n-1-k .
=2 (0 (1) Gutiey= "% (0! (3) a-buige
i=0 1 1=0 1 -
caso 0 <u < % s tz%, com k=IN Iﬁ—;}): 0, 1, ...,n-1.
POy p(ust) = ¢
*kk =0 casou_>_11—10u t<%
= POU’T(O, t) casou<O0.
.

NOTA: Fazendo a mudanga de vari4vel i = n-i na segunda expressdo de #x*, obtemos

n .
Poyawt) =- ¥ (1) (7)Gut@itl! para0<u<h, t24
! i=k+1 1

Caso I{—‘:% inteiro maior que zero, as expressdes de *+* também valem com k substituido

por k-1.

Ponto da situacio : Partimos da hipbtese de indugdo * e provamos que se as expressdes
dessa hipdtese forem validas para n-1, entdo também sio validas para n. Com efeito, a partir
de * provamos #**, que é andloga a * com n-1 substituido por n; note-se que (U,T) é, para
H, verdadeira, isto é, para o = 1, o equivalente a (R, H) quando n-1 & substituido por n.

Logo, para provar *, +* e #x* para n > 3, basta provar que * vale para n=3.

Prova de que * vale para p=3

Para n=3 vem
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Y, Y )
Al— Y +Y ’ A2= Y1_|_2Y2 L R= min (A11 A2)’ H= ma-x(Al, A'Z)'

Como neste caso A,=1-A,, vem
R=min(A,, 1-A,) e H=1-R.

Seja 0 <r < }

L1
3 7h2§j"'2' Vem

Mlt—l

Pru(r, h) = P(R>r, H<h)=P(R>r, I-R <h) = P(R>r, R > 1-h)=
= P(R > max(r, 1-h)) = P(A, > max(r, 1-h), A, > max(r,1-h))=
= P(A; > max(r, 1-h), A; < 1-max(r,1-h)) = P(max(r, 1-h) < A; < 1-max(z,1-h)).

Como A, tem distribuicdo Beta (1,1), isto &, uniforme, temos

1-max(r,1-h)
Pru(th) = [ ldz= 1- max(r,1-h)-max(r,1-h)= 1-2max(r,1-h)=
max(r,1-h)

1-2r se r>1-h (r+h>1)

2h-1 se r< 1-h (r+h < 1).

Ora 0< (n';_)f"l =2l 2oy implica j=INT ((“—hl—)rl‘-l) igual a 0 ou 1.

Vem j=0 se e sése < (n—l)h 1

< 1, ou seja, 0 < r+h<1.

(n-1)h-

Vem j=1seesésel< T < 2, ou seja, 2r<1 < r+h.
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Logo, para 0 <r < % <h, vem

1-2r se r+h>1 (j=1)
PR,H(r’h)=

2h-1 se r+h <1 (j=0).
A expressio * d4, para j=0

Pg u(r,h) = ((n-1)h-1)>2 = 2h-1

e para j=1

Pg u(r,h)=((n-1)h-1)*2-(n-1)(r+(n-2)h-1)*2=(2h-1)-2(r+h-1)=1-2r.
Conclusdo: *, ** e *** valem para n > 3.

Determinemos agora as distribuices de R e de H, as quais irdo ser necessarias no

capitulo III

Parad <r < L temos
n-1

Fr(r)=P(R<r)=1-PR>1) = 1-P(R>r1, H< 1)= 1-Pg y(r,1).

Pela 22 expressio da pag. 35 vem

n-2-n+2

FrO) =1 ¥ (0} (%) @lrin=?= ™) (D) =11 (e ),

i=0

Logo:

50



~ 1-(1-(n-1)r)™? para 0 <r< -1

n-1

Fr(r)= 4 -1 parart > H}—l

L 0 parar < 0.
Para n}—l <h < 1, temos
Pela expressdo da pag. 35, temos

n2INT(U/R) INTQ/R) o
Pub)= T (D™ (@bt = (™ ime,

i=0 1 1=0 1

Logo

n-2INT(1/h) INT(1/h) .
e (-1)1(“;1) (-1-)h-1)P2= 3 (-1)1(";1) (1-ih)™? para -l- < h<1

i= i= n-1

- 1
Fagh)=¢ 0 para h < i

1 parah > 1.

Funcdes de distribuicio da estatistica Z
-1
Para ) < z <%(1-%) vem
F'y(2) = P(Z <z|Hy) = 1-P(Z > 2| H;) = 1-P(min(p(U), ¢(T)) > z | Hy)=

=1-P(p(U) >z, o(T) > 2| H;)= I-P(z;< U < 29, 2, < T < zo | Hy) - veja-se a figura seguinte:
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p(x)=x(1-x)"™!

-1
No apéndice A prova-se que (z1,29) €D, para0 <z < %(1 - %) e que, para esses z,

-1
k=IN 7:_271) s6 pode tomar valores k=INT(%), .-.s0-2. Veja-se figura seguinte:

T A
1 A
Dy
%9
A |
n-1
) 1 D S,
B I
i
]
!
2, i \
L\
! >
Zy 1 A%z 1 U
n n-1

Flz(Z)=1 - PIU,T(ZI’ Z2)
-1
Flz(z) =0 paraz<0 e Flz(z)zl para z > -113 (1 - l) .

il

Logo temos (veja-se ** na pg. 44):
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i=0

1'F1Z(Z)=ﬁ

\

n-1
_ n- 1 iz, +(n-1)z,-1 (i+1)z; +(n-1-i)z9-1
(- l)l( ) (iz,+(n-13)z5)(0-1)+1 ((H(% 1) 22) ( - (% - 1) 2 > )*

n-1
n-1 1 (k+1)z,+(n-1-k)zy-1
+ (-1)k( k ) (kz;+(n-1-k)z,)(o-1)+1 ( 1_:(% _1) 2 )

1
_n-l-k i n-1 1 1-(D-1)Z1-IZ-2 )
=2 ( 1)'( i ) ((n-1-1)z; +iz,)(o-1)+1 ((1 +(%_ _1) 21)

1=0

n-1
+(n-k)z,o- )

1-(n-1-i)z,-(i+1)z n-1 kz
( 1 2) )+( Uk( (kz1+(n-1 k)z2(a'-1)+l< 1( 1) %

1+(% '1) Z2
nzy-1 1 1\t 1
para k=INT ey caso0 <z <3 (1 ﬁ) ecom0 <z <F<zy<l
tal que ¢(z,)=yp(z,)=2.

=0 casoz?_%(l-%—)-l

=1 caso z < 0.

NOTA: A segunda férmula tem menos parcelas.

NOTA:

-1 . .
Para 0 < z < % (1 - %) ~, também vem (fazendo a mudanca de varidvel de i

para n-1-i no 22 somatdrio):

1-Fl5(z)=

_(i+1)z;+(n-

n-1
n-1 n- iz, +(n-i)z5-1
=- Zl:( 1( 1)‘( ) (izl+(n-1-i§zz)(a-1)+1 << 1:_(% _1) 2Z2> -

j=k-

(k+1)z;+(n-1-k)z4-

1+(§ ; 1) 2

. n-1 1
- 1) )'*‘ (- 1)k<n- ) (kzy+(n-1- lil)zz)(”'l)+1 ( 1+(%- -1) “ )

Anéslogamente, para H, verdadeira:
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7

l-FOZ(z) = W

NOTA:

segunda pela

NOTA:

> (-1 ‘i‘)(izl+(n-i)z2-1)n-1 = “é: (.1)i(’il Ya-(a-iyay-izg)™ 1=

=0

L ifny . . - zo-1
=- i=zk:+1 (-1)'(i )(1z1+(n-1)z2-1)111 com k=IN -2-2—_2-2?) caso

-1
0<z< 1—11-(1- %) e com 0 < z;< nl <z;<1 tal que (z;)=p(2,)=2.

=0 casoz> %(1-%)-1

_ =1 casoz<0.

A segunda férmula tem menos parcelas que a primeira e a terceira obtém-se da

mudanga de varisvel de i para n-i.

Em todas as expressdes anteriores (quer para FOZ como para FIZ ), quando k for

inteiro, ¢ indiferente usar k ou k-1, pelo que eventuais erros de arredondamento no calculo de

nz,-1

pr=rl n3o afectam substancialmente o resultado.

Caso de § desconhecido ¢ §’ desconhecido com informacio suplementar §'<§

e s 2

Devemos usar  max L: / Lo

Ora 3’j < Sj & zj-A <

/ c i)
i'(; . (;.
: J < J

B@a

Tz T-A
— ; <(1) )

1
A T VA

Z1)-A

Como hé pelo menos um j nestas condigdes, pois = ——— < fll- (veja-se que nx(l) <

E(zi-/\)

<z;+..+z,=Xr; salvo se z,=..=z, o que tem probabilidade nula de ocorrer), o raciocinio

da pag. 27 adaptado a este caso d4:
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¢ e T-A
€ = min Lo/f= —0° min i
2 < b o/ % (-1 2o\ (”i"\))
J J J j: J < l
2(3i-A) n

e, dada a forma da fungdo ¢

b= e PO

Logo:
Uma estatistica equivalente é U= X(l)-)‘ = min V., sendo a regido de rejeicio da
4 TR - 1 8% g j

forma U < ¢ e o candidato a "outlier” o elemento X(l).

NOTA: Podia pensar-se que o valor critico de U correspondente a «=0.025 fosse
aproximadamente o valor ¢; de Z correspondente a @=0.05, mas tal nio se verifica, como
demonstramos calculando os dois valores referidos (veja-se apéndice C); tal invalida a
possibilidade de usar como teste aproximado, quando nio h4 informagdo suplementar sobre §,
a "conjuncdo” dos dois testes correspondentes a haver informacdo suplementar §'<é (teste

sobre U) e a haver informacdo suplementar 6’ > § (teste sobre T -veja-se 2.2.1.7) com /2.

Vejamos as fungbes de distribui¢io da estatistica U.
Para 0 <u < % tem-se

Fly(w) = P(U < u|H)=1-P(U > u|H,)=1-P(U > u, T< 1| H,) = 1-Ply p(u,1).

Pela 2¢ formula de *+ pg. 44, vem

n-1-(n-1)

n-1
— ifn-1 1 {{ 1-(n-i)u-il i
Fly(w)=1- go -1) ( i ) ((n-1-))u+il) (o-1)+1 ((1 +(é _ l)u)
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1-(n-1 -1)u—(1+1)1 n-1 ( l)n’ n-1 (n-1)u+(n-n+1)1-1 n—l=
1+ _ _ 1 (n-l)u-l-(n—l n+1))1(0’-1)+1 1+(_g__ _1)1

_ L 1 ! (1e1)u VY 1y (n-1)u+1-1>“'1_
T 7 (n-Du(o-1)+1 (1 l)u 1+(___1 (n-l)u(O’-l)+1 1+(%__ _1)1 -

= 1- 1 ( 1-nu )n-lv
(n-1)u(o-1)+1 1+(% -l)u

Logo
-1
1- 1+(n—11)(0’-1)u <1+@nill)u> para 0 < u < ‘rli

Fly(u)= ¢ 0 parau<0

L 1 para u 2% .
Caso H, verdadeira, basta fazer o=1. Assim

( 1- (1-nu)™? paral < u< %
FOU(u)= { 0 parau <0

L 1 para u > fll- .

NOTA: Caso H, verdadeira nU ~ Beta (1, n-1). Assim:

E (nU|Hy) =1= E(UIHO)_—-
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Var(nU |Hp)= —2L _ o var(U |H )= —21 .
ar(nU | Hy) Ry var(U | Hy) (ot 1)a?

2:2.1.7 Caso de § desconhecido e §'desconhecido com informacio suplementar §'>8

e o e et e i e S i i

Devemos usar max f,j / Lg.
v
Ora §'. > 4. se e sb se % >1
J i E(a:i-/\) n*

l‘(n)'A

Como h4 pelo menos um j nestas condiges, pois Y ERY >% (veja-se que Nz >+ +
-

+z,= Xz salvo se z,=...=z, 0 que tem probabilidade nula de ocorrer), o raciocinio da pag. 27

adaptado a este caso da:

¢ in_ Lo/f;= D ; zj7A )
= min .= min T
TS o/ % @D x| T\E(erA)
J.E(zi-/\) >a8
e, dada a forma da fungdo ¢
n

{=-1 T).

n (n_l)n.l SD( )

Logo:

X(n)-A ,
Uma estatistica equivalente ¢ T= E(X,—-A) = lrgzi.xs . V;. A regido de rejeigdo ¢ da

forma T > ¢ é o candidato a outlier” é o elemento X

(n)
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NOTA: Podia pensar-se que o valor critico de T correspondente a «=0,025 fosse
aproximadamente o valor c, de z correspondente a a=0,05, mas tal nio se verifica. Veja-se a
observagdo da pag. 55.

Vejamos as fungdes de distribui¢io da estatistica T.

Para.fll- <t<«1

Flp(t) = P(T < t | H,)=P(U>0, T < t| H,)=Ply 1(0,t).

Pela 2¢ formula de *x pg. 44, vem

n-1-n+INT(1/t)+1

n-1
= if n-1 1 1-(n-1)0-it i
Fly(t)= Eo ) ( i ) ((0-1-1)0+it)(o-1)+1 ((1 +& _1)0)

n-1
[ 1-(n-1-0)0-(i+1)t _\n-INT(1/t)-1 n-1 )
( 1+(& 1)t ) )Hl) ( n-INT(l/t)-l)

! (n-INT(1/t)-1)0-+(n-n-+INT(1/t)+ 1)t-1\
(@ INT(I/A)-1)0+(a- 1-nFINT(1/t) + )Y (o-1)F 1 1+(2 1)t )

Logo
IO o (G0 Y
Pa= X 0 i)m(“'“) (I;(Tl;;) ¥
n-1
_\INT(1/t) n-1 1 I-(INT(1/t)+1)t sl .
+ (INT(l/t))1+(0"1)INT(1/t)t( 1+(L -1)t ) » paragSt<t
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Usando a primeira férmula de **, vem

n-1-INT(1/t) : o-1
1 /o i(n-1 1 (n-i)t-1 i 1y0-1
Fal)= X2 ' (%) ey ((1 ! -l)t) (-L-i)t-1) ) *

+ ()T ( IN;a/t)) 1+(0_1)11NT(1 7oye (HINT(L/eyty? paral <t<1.

NOTA: notas semelhantes s feitas a *«, pag. 44

FIT(t)=0 para t < 'IIT
Flo(t)=1 parat > 1.

Caso H, verdadeira, basta fazer o=1. Assim, para 1 oy <1

a1 s
wLINTA/Y el . L -1

Fr= T (D ( " )(@-e1) " (@101 + () NIz IN;(I/t)).
LINT(1/)t)™ 1=
— mTaz ifn-1 s4y0-1 : n-1 INT(1/t) n-1 n-1
= iz-_-:o ('1)( ; )((1-11‘-) -(1-(i+1)t) )+ -1) ( INT(1/t,)).(1_(INT(1/t)+1)t) ]

Fazendo j=i+1 nas parcelas subtractivas e j=i nas aditivas vem

o1-INT(1/t) i o
rerm (Y " o () (1))
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_ (_l)n-l-INT(l/t) ( n-1

n-1-n _1\n-1
n-l-INT(l/t))(( L-n+14+INT(1/t)t-1)>1 4

INT(1/t)

+1yNTary INfF‘a/t) ) G-INT(1 /)= ()Y 1)+ Z ey (“J1)+( ;’ll)) (1-t)L

n-1 n- n-1 n-
-(-1)INT(1/‘)(INT(1/t)) (1-(1+INT(1/t))t) 1+(-1)INT(1/‘)-( INT(l/t)) (1-(INT(1/t)+1)t)>L.

Logo, como ( n:l) + (n—l) = ( n ) , vem

i -1 i

( n-1-INT(1/t) INT(1/t)

= @ (D) @it B e () e

j=0 ] j=0 J
para % <t<1
FOT(t)-_- <

=1 parat >1

L =0 parat < fll--

NOTA: No célculo dos valores criticos é preferivel a segunda expressio por ter menos

parcelas.
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2:2.2 Pardmetro de localizacdo (1)) desconhecido

Como g,(6, A)>0 e gy(6’, \)>0 crescem com A para § e § fixos, vem que
Ly=g1(6,1) - 85(6; A) e L; = g,(6, ) -g,(§', A) crescem com A para § e &' fixos. Como X; >
para todo o i, implica A <min X;, pelo que o maior valor que ) pode tomar compativel com

1
a amostra é X(l); resulta que o valor de A que maximiza Ly e Lj para § e & fixos é X(l).

Logo:
A=Xqy

g,(6, N)= 5,}—_1 exp (— % (B(zp-z(y)) - (25 - "'(1))))

R T - 2
88, %) = e (- =51

max Lo(5, %) = £1(6, 1) 8,(6 ) = Lo(6, ) = rexp (- 1 5(z; -2)
max Li(6, &', ) = g,(6, \) - g,(6", }) = Li(6, &, }) =-l—exp(.l(2(z.-z ) - (z-z ))).
A NGy Oy 1.9, 210, 1O @y 6n.1 F3 (1) 3 (1)

T -z
1 E¢Y)
5 exp (- — )

Daqui resulta que a maximizacio de Ly e LJ- com respeito a § efou & se pode fazer
separadamente a maximizacio com respeito a ) e, por raciocinio idéntico ao da pag.17,
separadamente uma da outra.

Raciocinio idéntico ao da pag. 18, mostra que:

r aLO(‘sv :\) -

. . E(zi-z(qy)
%5 = (- 3+ & Sr2) Lo(6, =0 = 5y = —r O

{ Logo:
Ly(6, A) = —L ——_em.
~ rg’e:\x ol% ) (E(ziz(q))/n) ©
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= (02 + L (S(erag)-(25-2))) &6 =0 =

% 1
= 6j a1 (E(z -2(q) )-(z --1:(1))).
Logo:
max g,(é, \) = 1 — (1)
6 E(Zi-z(l))-(:cj-x(l)) o-1
n-1
9, ) 1 F3 ; ;
e =yt ) sl = b = a
Logo:
- max gy(6' ) = g e
Assim:
max  Li(6,6',A) = max g,(6,1) - max g,(¢, }) = zi— - 1 en
10,07 119 209, T 1 - :
6,6"A § & Y E(zy2(1))- (252 (1)) o
n-1
mex L85 =g,(6, §) - max g2(6' A)__éTexp( =2y - (72) 7ok o ¢
Claro que:

© T iz b

(d) xg}ax L. >m/e\a.x Lg-
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Neste caso tem-se f‘o'—'mf{x Ly (6, A) e f,j= m/a\.x L;(8,8",2).
Logo:

6= : '
max(1, max L/Lo) ma.x(l max g-eXP((é 5/)( '2(1))))

= 1 .
i oo 63 )

Caso §'<5, vem%- i <0, donde max ((6 6') (z; x(l))) (6 6,)(:1:(1) z(l)) =0, e,

portanto, ¢ = o3 ndo é possivel realizar um teste de razéo de verosimilhancas.

Caso §' > 6, a regido de rejeicdo é da forma £,< ¢’ com c¢’< 1 e, portanto, é equivalente

g, exp (ma.x (6 6’) € 1:(1))) ¢” com ¢ > 1, que, por sua vez, & equivalente a

T, \-T
(n)"™(1) lno
5 >c¢c com ¢ > —1_1/0_ .

@y Xq)
—5

Logo, caso §' > §, uma estatistica de teste é B’ = , com regido de rejei¢io da

forma B’ > ¢ e candidato a "outlier” o elemento X(n), na condigdo de ¢ > leri /a;- .

Caso esta condigdo n3o se verifique, ndo se pode usar B’ como estatistica de teste. Da

n o -0’/(0’-1)):1—1.

1-1/c

expressdo que se ver4 adiante de c, conclui-se que ¢ > equivalea a < 1 -(1-¢
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Para determinarmos as fungdes de distribuicio de B’, notemos que B’ =YYy Na

pag. 21 temos:
( (1- €)Y (1- eV/9) - (e - eV) ™7 . ¢¥/%) paral<u<v

F , V)=
Yy ¥l V=

(1- ey 1(1- e/ 7 parau > v > o,
donde
OFy vy, (wv)
_ (1)’ " (n) _
fY(l) ,Y(n)(u,v) - dudv -

=(n-1) (e'“—e"’)n's((n-2)e'“e'v(e'u/ 7oV 4 %(e’“— N eV + et e/ U)),
paral <u <v,
e fY(l) Yn) (u,v)=0 nos demais casos.

8(u,v) _ 1

=V- = = = b 0:
Pondo b=v-u, vem J 3(a,b) 1 ) 1, donde, parau >0, b >

Y (1) Yoy Yy (W) = (n-1)(e e e 3((n-2)e™ & & (/7. &7 /) 4
+ %__ (e e P ") (e-u/O' eb ot +et e-b/O' e—u/a') —

= (n-1)(1-e®)™3((n-2)eP(1-e>/7) 4+ é (1-e®P)(eP + eP/9)) e D)u gu/o
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Como j_+0<>e_(n-1)u YO qu = J:!'00 em1+1/ojuy, 1 ,
0 0 n—1+ T

vem para b > 0:

oo

+
Bi®) = [ (1) ¥y ¥ (wb) du=
= 2L (1e) Y (n2) €® (1- €217) + J(1-eP)(eP4e)),

Il-1+ T

eparab<0 vem le,(b)=0.

Logo, usando a mudanga de variavel z=1-¢'%, vem, para b > 0:

b l-e'b
1 = = -1 -3 1/o
Flg(b)= [ f'g(e) dz = ETT% I -0 +
+ % z(1-z)+ % z(l—z)l/"') ﬁ dz =
1 1P 3 1 V 2 3 1/o 9 1/0-1 1
— _n- n- . o o a7 _
"ol [ @2 o D) - (020 (10)7 - 22 (1-9)7 B =

z=1-e'b
—_n1 l:zn-2+ 1 7L zn-Z(I_Z)l/O']
n_1+ % U(n-l)

z=0

— _n-1 -byn-2 1 -byn-1 -byn-2 -b/c
= 1- ——(1- - (1- .
n-1+%-(( VA Sy (T - (e )
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Logo:

T T
FlB/(b)= 4
| 0 para b <0.

Fazendo o=1 obtemos, caso H, verdadeiro:

(1-eb)m-1 parab > 0
FOBI(b)=
0 para b <0.

FOB,(b) = Fyy(b) tem a mesma expressio que FOB(b) com n substituido por n-1.

2.2.2.2 Caso § conhecido e §’ desconhecido

Neste caso tem-se L= mix Lo(6,A) e I:j= I;lla;{( L;(6,6',2).

Logo:

¢ = | S
max(1, max L;/Lg)
i

Devido a (d) (pg. 62) vem max i'j/i'o >1, donde, max(1, max ﬁj/ﬁ0)= max ij/ﬂo e,
j i

como
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PO 1 - n
Li/lo = =3 eXP(' % Dlzrz(y) + % (175'”(1))) '1?-'}?(3 et 6 exP(% z:("’i""(l)))=

¢

1
=€- ?zj_T(l)eXp

(% (zj-z(l))) , vem

b= min § (z2(y) exp (- § (272))

:L‘j - z(l

)

) = 0, isto &,

Caso ndo haja informagio suplementar, o minimo é atingido para

quando Ti=T(1): € esse nimero & zero, pelo que ¢, =0 e ndo é possivel realizar um teste de

razao de verosimilhancas.

Caso a informacdo suplementar seja 6'< § vem
4]

= min % (zj-:v(l)) exp(— % (zj-x(l))) =0

n -
j:6,j= Ij-z(1)<6

e também nio é possivel realizar um teste de razio de verosimilhangas.

J4, porém, se a informagio suplementar for 6'>6, é possivel realizar um teste de razdo de

verosimilhancas, vindo
- ; e 1 _ [f@ T T@yT)
b= min 2 ool § (ra) = ) exe(- =)
Rt e (g
. X o ) *a)
no caso de haver pelo menos um j tal que 8 = zj-z(l)>6, isto e, no caso de——6——- >1.

Neste caso, a regido de rejei¢do é da forma £ < ¢/, com ¢’ < 1.

Logo:
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T, \-T
. . - i . 1
Caso haja informagdo suplementar 6'>6, uma estatistica de teste é B'= —E—)-é—ﬂ, com

regido de rejei¢do da forma B’> ¢ e candidato a "outlier” o elemento X(n), na condi¢io de ¢>1,
-1
Vé-se mais adiante que ¢ = - lln(l—(l-a)l/ (n'l)). Logo temos ¢ > 1 se a < 1-(1— %) y que varia

entre 0,36... para n=2 e 1 para n= +o00. Assim, para os a's habituais, pode fazer-se o teste.

As fungGes de distribuicdo de B’ j& foram obtidas em 2.2.2.1.

Neste caso tem-se f,0=r%ai( Lg(6,A) e I:.jz max Lj(6,6’,,\).

b4 WV

Devido a (c), vem I:j / Ly > 1, donde max(1, max I:J- / I:O) = max ij / f’o e, portanto
j j

n-1

-1
2(2;2(1)) - (zj-l‘(l))>n o =

r e 1
l = mjm Lo/ Lj= min e® ——>— (:z:j-x(l)) (
i

J (Z(Zi'z(l)

_ nn min (Ij‘x(l)) 1- (Ij-z(l)) n-1
C (el Ty D)\ Bezgy))

Caso ndo haja informagio suplementar, o minimo é atingido quando =2 (1)) vindo

¢, =0 e ndo é possivel realizar um teste de razio de verosimilhangas.

Caso a informacdo suplementar seja 6’<6, vem

68




1}
=)

g =_—10 min O
el @) o \HET)

¥ E(zi"’(l)) n

E(zi-Z(l)) - (:tj-.’z:(l))

E(Zi-z(l))
n-1

n-1

. , . n
(pms Zi&(1)< e equivalente a 1 (zj-x(l)) < € por sua vez

Zj-z(l)
Z(zi-a:(l))

verosimilhangas.

equivalente a < % ), e também ndo é possivel realizar um teste de razdo de

J4 porém, se a informagdo suplementar for §'>6, é possivel realizar um teste de razdo de

verosimilhangas, vindo

.- T, \-T
0 - oo . iT7(1) = n" (n)™(1)
T G “’(%i-xuﬂ @)t ATz

Zj-Z(l)

Twy Ty 1
E(:L'i-z(l))

no caso de haver pelo menos um j tal que > rll-, isto &, se > 5. Ora isto &
E(zi'x(l))
equivalente a Z(n)Z(1)> fll- ( a:i-z'(l)), por sua vez equivalente a nx(n)>2zi, o que se verifica

com probabilidade um. A regido de rejeicio é da forma ¢ <c’ com ¢’ <1. Logo:

Z(ny*(1)

Caso haja informacdo suplementar §'> §, uma estatistica de teste é T'=
R E(zi-x(l))

, com

regido de rejeigio da forma T’ > ¢ e candidato a "outlier” o elemento X(n).

Determinemos as fungdes de distribui¢do da estatistica T’.
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*w*@) _ TIy; - UZy; _ 1y

T'= = =
E()q-x(l)) Yy; - nUXy; ~ 1-nU

Vejamos o dominio em que a f.d.p. de T’ é ndo nula. Sabe-se que o dominio em que a

f.d.p. de (U, T) € ndo nula é&:
D= { (U/D):(a-Dutt<L, ut(-1)t 2 1, u 2 0,

Vejamos a figura seguinte:

o ’,_.
Eon
Z

l'-‘

7
[
L

Y-

v

=/ [ N

1-(n-k)T
k

A recta r passa por (0, L ) e (ﬁ’ %) e tem equagdo U= b (T) = ou

n-k

(U = 1KU oy olnU T-U _ 1
T=a) =T e TU=0% ® 10 “ak"
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Para k=1, 2, ..., n-2, vem (U, T)em D, e (U, T) entre r, e

N1 B(T) S U < by (T) & 2y (V) S T < a3 (U) & INT (B =k &

1-(k+1)U 14U
nk =< okl © n-k

5T—U<1:nU@E%E5T‘U< &

1
n-k-1 1-nU ~ p-k-1

& n-k-1 < % < n-k.

Vejamos a interpretagdo geométrica:

-

I

=
1
b

=i [

=] [ P
=2\

1 A
U n-1

t- fll- , e intersecta o

T-4
A recta que passa por (%, %) e (U, T) tem equagdo - 1( - fll-)

txo dos t(u=0 d -n('l_)"t'l isto &, quando t=1-1 -111—_-1- -111—

€1X0 dos (u_ )qua,n o T - T , q i DI,_l & nI -
IR n

—T-U _

_l_nU...l.
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Consequentemente, o dominio em que a f.d.p. de T/ é ndo nula é:

Veja-se a figura seguinte:

T=t'-(nt"-1)U ou T=U+t/(1-nU)

7 Ut(n-1)T=1

=

Claro que se tem :
1
FIT,(t') =0 parat’ < =

FIT,(t’) =1 para t' > 1.
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Vamos obter FlT,(t') para t’ € [n%—l.’ 1[:

L) = P(T'< /| Hy) = P(EY < ¢ H,)= P(T-U < t'nt'U| H;) =

= P(T+(nt-1)U < t' | H;) = P((U, T) € D (t') | H)).

Lembremos que de * pag. 35, se tem:

Ppu(nh) = PR >r, H<h) = ifzgo (1 “;1 ) (i+(a-1-i)h-172=

= iéj (—1)i< n;l ) (1-(n-1-i)r-ih)®2,  com j=INT ((n_;_):l-l

) = J(I’,h) =

=0,1,2,..n-2, para 0§r<-n—}-l-,h2n-—}I.

A regido onde valem estas formulas pode ser vista na figura seguinte:

/

|~

r+(n-2)h=l

7

3

e
=BV}
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D = { (r,h): (n-2)r + h<l, r+(n-2)h > 1,r > 0} é o suporte de (R,H). Fora de D__;vem

fR,H(r’h);-O'

Visto isto, passemos entdo a estatistica T'= l—rI_;—IIIJ-. Vamos considerar t’ e]nf—l ; 1[.

Vem:
P(T’< t') = P(T-U< t’—nt'U) =P(T +(nt'—1)U< t'):

= P(ma‘X(IE_S , 1_-?3) + (nt'—l)min(l—i%, 1—_§_§> < t)=

= P(max(H,S) + (nt'-1) min (R,S)< t/(1+5)

N’

= P(S <R < H, max (H, S)+(nt"-1) min (R,S) < ¥(1+S) 1 P(R< S <H, max(H,S)+
+(nt’-1) min(R,S)< t'(1+S)) + P(R < H < S, max(H,S)+(nt’-1) min(R,S)< t'(1+S)) =

+00
= g f5(s)Q(s) ds, com

Q(s)=Q1(s) + Qy(5)+Q;(s)-

Q:(s)=P(s <R < H, H+(nt"-1)s < t'(1+s)) = P(s <R < H, H< t'(1+s)-(nt’-1)s).
Fazendo y=y(s)=t'+s(1-(n-1)t')=t"-s((n-1)t"-1) = t'(1-s(n-1))+s, vem

Qi(s) = P(ss R < H, H<y(s), Hzﬁ, 0 <R< 51—1)

Q,(s) = P(R<s<H, H+(nt"-1)R<t'(1+s))=

=P(R<s<H H+(mt1) R < (1+s), B2 1, 0< R < L)
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t'(14s)-s )

Qs(s) = P(R < H <5, s+(nt’-1)R< t/(14s) = P(R <H<s, R< 3

t-s(1-t') _ t'(1-(n-1)s)
nt-1 = at’-1

Fazendo z=z(s) = + s, vem

: 1 1
Q3(s)=P(R_<_H_<_S,R<2(S),HZE_T, 05R<n—_i').

Seja a a recta de equagio H+(nt’-1)R = t/(14s). A ordenada da interseccio de a com a

recta R=s &y e a abcissa da interseccdo de o com a recta H = s é z.

Como ﬁ}—f <t'<1 vem1-t' >0, (n-1)t-1>0, nt™-1> (n-1)t"-1>0.

y decresce com s y(0) = />0 y(n_}l_) = ﬁ}_l

1 1 1 1
Para 0 <'s < =7 tem-se y(s) > --7- Paras> — vem y(s) < =T

- _1_( ; _1_)
>s paral <s< ~—7 \como se viu vem y> =5

- =1
y { =s paras=7y

<8 para s> ] como se viu vem y< i

\

decresce co

1}
=
Ka

=gy de)=a

1 1 1 1
Para0<s<mvemz(s)>ﬁ. Paras>;_—1-vemz(s)<n_l.
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( >s para 0 <s <L(comose viu vem z >—1—>
n-1 n-1
r { =s paras= 1
n-1
<s paras > L (como se viu vem z< L)
\ n-1 : n-1
Cz>0 <t
z ara s < =
P Y
t)=0 0 £
=0 = z= ara s = —
1-t/ 1 P 1-t’
0 ¢
L < paras > v
t/ ' . 1 ! . 1
Note-se que T—t—, cresce com t° e varia entre 3 e +00 para t’ a variar entre 1 el.
* + ¥ > s
1 s
0 n-1 -t/

Vejamos graficamente os trés casos possiveis:
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Caso 0l <s < a_
n-1

HA
: Regido correspondente a Q,(s)
i
_ |
t'(1+s) | ;
jm : H=R 333‘?’: Regido correspondente a Q,(s)
: !
1
t A regido correspondente a Q (s) & i
L 4 . 3(8) & vazia
1l 99,00 o°|
i RN S
1| 1 i
N
i b
[ I
ofmmmmee AunE
] 1
I by
A R
I Iy 1 «
| (I |
| I 1 ]
) | I 1 —_>
A1 t!
Caso .| S 8 £ —-?
HA
Regido correspondente a Qy(s)
t'(1+s)

H=R 77 Regia |
B 11180110y F— /////‘ cgido correspondente a Q,(s)

L .422%--_____ N S

A regido correspondente a Q(s) é vazia

n-1
yp——-- b o S S, EpEp
| | |
1 I
t b I
{ [ I o
1 I !
[ I
| (I ]
{ [ ]
| [ "
' b |
} (| | >
X 1+4s R
o
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b

Logo

P(T'<t’) = g

QT TT T

Caso 3 > WY
naA '
|
|
|
1
!
—_——— dmm e
i
}
’
t'(14s) :
]
1 l
o | ; ~
2 e i i b
|
|
|
|
|
|
i
!
I
|
————— ]

H=R

<V

As regiGes correspondentes a Q,(s), Q,(s) e Q4(s) sdo vazias

¢'/(1-t") 1/(n-1)

(6 Q) ds = [ f(6) Qo) ds + |

1

Caso 0 < s< ==  temos
n-1

Q) = Pru(ew) + [ (]

Seja g (r) =

t/(1+s)-r(nt’-1)

0 *1/(n-1)

t/(14s)-r(nt’-1)

I fR,H(r’h) dh.
1/(n-1)
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¢/(1-t")

1/(n-1)

f5(s) Q(s) ds.




A t
Caso ] <s < Ry temos

Q) = | &) dr.
0

Procedamos ao célculo de Py y(s,y) para 0 <s< L.

n-1
. n-1)y-1
Vem j(s,;y) = INT <( y_)s ) = INT (n-1- tl—,)
INT(-1-1/¢")
Pra(ey)= X D} %F) o+ (neteiyy-1) =
n-2-INT(1/t))
= ¥ (D) st a-1-i)y-1)2 =
1=0 1
n-2-INT(1/t") i
=¥ O ™) (s D)2 L) =
i=0 1
n-2-INT(o-1-1/t))
= O (M) ety s - R =
=0 1
INT(/e) INTQ/t)
= (Ml syt T (5 - sy,
i=0 1 i=0 1
Procedamos ao calculo de g (r) :
t/(14s)-r(nt’-1) t/(14s)-r(nt’-1)
a( 0 —
r) = f; r, h)dh = 2 (- & Pgylrh))dh=
g (r) fl/(n—l) R (1, b) fl Ja) ah( or ~RH )
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9 h=t/(14s)-r(nt’-1)
= [ : PRA(T h)] 1 =

“n-1

i(h)
[2 (1) (™ 11) (ir + (n-l—i)h-l)n‘s(n-2)i:] =

=0 h=t/(14s)-r(at’-1)

=1
h"n—l

n-2-j(r;h) .
= [ > ("hae (n—l—i)r—ih)“‘s(n-2)(n-1-i):|

i=0 1 ! ’
h=t"(1+s)-r(nt’-1)

B (1) Lo -1
Para h= - vem j(r, h)=INT| —=2=2 1.

j(r,h)

Z (-1)! (n 1) (ir+(n-1-i)h-1)23 (n-2)i = 0

n-2-j(r,h)

Y (“;1) (1- (n-1-D)r-ih)™3(n-2)(n-1-)=

i=0

frrd n-1

. . \Dn-3
= ¥ w (=) (n_2)(n_1_i)<(n-l)-(n-1—1)(n-1)1--1) 3

- &2 1\ n-1 n-2)(n- _ivn-2 -(n- n-3__
=- L () @2 e (e

= By 3y () et =

—n-2 (1-(n-1)r)3 nz-% (-1)j ( n—l) j*2 =0, pois o tiltimo somatério é nulo.
@™ j=0 i/
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4 p . _ (n-1)t'(14s)-(n-1)r(nt’-1)-1
Para h=t’ (1+s)-r (nt’-1) vem j(r, h) = INT ( V(o) r(at-1)r ):

=INT ((n—l)— E"lﬁ(‘}s%%)

. ok _ 1-(11-1)1‘ . —- ok
Seja j7(r,8) = INT(t, (o)) Logo j(r,h) = n-2-j*(r,s).
Entao

j(rh

)
> (") Gt 1)b- 1) (n-2)i =
i=0 1

n-2-j*(r,s)

= 3 (-1)! (nfl) (n-2) i ((n-1-i)t’(14s-rn)-(1-(n-1)r)*3=
i=0 1
n-2-j(r,h) .
= 2 (MY et a2) 1) =
1=0 1
'*(r,s) .
= Ty (™D @2) (o1 ((1-(-Dr)-it/(1+s-rm)™.
1=0 1
Logo
n-2-j*(r,s) . fn-1 ) . o3
Bo=- % 1) ( , ) (2-2) i (a1t (L+s-mm)-(1-(m-Lyr)™ 3=
'*(r,s) .
= _Jz; 1) (“jl) (0-2) (n-1-1) ((1-(n-1)r)- it/(1+s-rn))™3
i=0 1

. ) 1-(n-1)r
oo o-lr
Vejamos o comportamento de j*(r;s) = INT (t’ (1+s-rn))
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d I-(a-r _ 1-s(n-1)
dr t/(14s-rn) ~ t'(1+s-mn)? "’

. . .. 1-(n-1)r
Vejamos graficamente os dois casos possiveis: Gréfico de m
Caso 0 <8< L

i n-1

| 7 A .

+ O p—

0 fm e e e e —_——— e

1
v(+9)
T4t -
0 14s r
n
]
|
1
!
|
|
|
|
1
!
|
!
!
I
|
|
|

. o .
Para r a variar entre ) e s, j (r,8) cresce em sentido lato com r
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L S

L 4

e e
7.}

W e, —— e —— e —————y

b
—
(]

]

. R .
Para r a variar entre 0 e x(s), j (r,3) decresce em sentido lato com r

Seja

- ek _ 1
i*(s) =] (O’S)—INT<E’_(—1+_S))

k'=j*(s,5) = INT( %)

83




i*(a(s), s) = INT( lt,i' )=¥-1

_0'(14s)-1
rgls) = n(&t"-1)+1
r=rfs) & 1-(n-1)r

V(l+snr)

CasoO<s<—1—:
n-1

T*(s)+1 (s) ¥ T 41
- gs(r) dr,

| gy(r) dr =<I +
0 0 E=i"(s)+1  ryls)

Tem-se, respectivamente, para o primeiro, segundo e terceiro integrais, j*(r,s)=j*(s),
j*(rvs)=e € j*(r,s):k'.
Seja

J-(-ni( ") @i (@1 (Lsm) - (1-(a-D)Sde=

if n-1 NS n- i —
=) " ) (-1 (14s-mm) - (1-(n-1)r))™? EED =0 e

J(-1)i( “;1) (n-2) (n-1-i) ((1-(n-1)r)-it’(14+s-rn))™3dr =

=0 ") (@eDosm)? bl =g o
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Ent3o, vem

n-2-j*(s) k' n-2-{

[a@d= 2 (i) - 6.0)+ X "5 (Bulrger) - fuleg)-

i=0 e=j*(s)+1 i=0

n-2-k’

Y (6; () - 8.40))=

i=

i) k/ L
- i§) (9n.1-i, {0 - i (rj*(s)+l)) * VZ=Zj*(S)+1 iz=:o (gn'l'iv ) - bnis, s(’€+1)) )

kl

- % (Pt O o sy, ) =

1=

K’ n-2-j"(s) n-2-k’
= Z 0n—1~i, s (l‘l) - Z oi,s(o) + Z ai,s(s) =
i=j"(s)+1 i=0 i=0
K/ i*(s) K’
= DO SR YR D DR SRR () BRSSPI O}
i=j"(s)+1 i=0 i=0

n-2 .
: it'(1+s)-1 .7 -1 i
sit| 14sn BT = -(-1)i ol g
! (1+sn n(it’-1)+1 1) ( i ) it'n - (n-1) 0=0, vem

n-2-j*(s)

s n-2-k’ k' 3 (s
[egmdr= 3 6,6)- T 6,0=-X 6,16+ 6,140
0 i=0 0 i=0 i=0 :

1=
o que implica

n-2-k/

Q@) =3 (D ") (sa-D) Ao Lie-1y? +

i=0
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+ .Zk (-l)i( n;l) (l_s(n_l))n'z((n-l-i)t,-1)n.2 (n-l-i)tlil - (n_l) B

) if n-1 N/ n- i —
-2 e i)((“'l")t(1+s)'l) ’ (o-19)t'n - (o-1)

/

=y SV “;1) (1-s(n-1)y™2(1-it/)>2 -

i=0

K if n-1 n- <1 1\D- n-1-1
_E()(-n( , ) (1-s(o-1))P 21182 et

2O .
+ .JZ (-1)‘( ngl) (1-it'(14s))n2 D=l

i=0 (n—l)-it'n :

! .
Da figura da pag. 83 vem lt'—f <L Lo que implica k-1 < j*(s) <k’

t/(1+s) <Y

H4 duas possibilidades:
a)  }*(s) = k-1 o que implica que para 0 <t < z vem j*(r;s) = k-1
b) j*(s) = k' o que implica que para 0 < r < r*(s) vem j*(r,s)=k’ e para

1-k't/(1
r*(s) <r <z vem i*(r,8)=k’ -1, com r™*(s) = (1+s)

n-1-nk’t’ ~
Subcaso a)
T n-2-k'+1 k1
Q(S): tl)' gs(r)dr = ; (oi,s(x)'ei,s(o)) = i‘; (0n-1-i,s(0)_0n-l-i,s(z))'
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Subcaso b)

Qs)

()

0

k’

1=

=] +1)ama= T

r(s)

! n-2-k'+1
(6; 5(r*(s))-6; ,(0)) + ;g; (8; 5(2)-0; (r*(s)) =

1=

DEORROTRC O "g (011705 1.14(2)).

Como 0n—2-k'+ 1,s(lr"‘(s)) = gn-l-k’,s(r*(s))-_-

= (1|

kl

’

w1y ;%((1-@-“

n-2
7Y Y
Lkt(l+s) k't'(l+ on LEVUS) Kt (l+s))) =0, vem

n-1-nk’t’ n-1-nk’t’

k-1

A= T o0 "3 0,0 O NNURS NS

1=

i=

Assim, em qualquer dos dois subcasos:

Q)= X b= X
0 0

n-2-k'+1

1=

n-2-j*(s)

1=

Resumindo, temos:

Q(s)

n—2-j*(s)

X

i=0

-2-k’

="y (1

i=0

(™)

)i( D;I) (n-1-i)

(n-1-i)t

i

i*(s) K'-1
Gi,s([)):: i;) g -l-i,s(o) - i;) an-l-i, s(z) .

'(rrxl-t(,:i) ((n-1-)t™-1)™ 2 (1-s(n-1)y™ 2 -

((n-1-i)t'(14s)-1)>% =
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!

= 2 (™) 22 ey

= it'n-(n-1)

) lg (- )l( . ) _tn—(_iﬁ (1-it’(14s))*2, para 0 <s < ;ET

n-2-k'+1

Qs)= 2 (1)( ) ( i (1‘(n-i)t’)n-2 (1-(n-1)s)™2.

S0 n-1-i)t'n-(n-1) \ nt’-1

- @™ e (Y12 =

i*s) o
- o) ki e

_ % W) s (B (o, para Ly <a <L

Veja-se a figura seguinte, que representa o grafico da fungio oD (11+s):
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S -
t/(14s) A

k'+11

/¥

k/

1/t'-1
k’-l"

(=K F)=k-1

tmse
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Seja

[ f5(s) (l-s(a-1))™2 ds = | -‘l;—l(ﬁ) (L-s(n-1))™2 ds=

45

n-2 n-1
B Is(p-1))  -@1-1 B 1 Ls@ D) _,
= [(a-1) ( 1+% > (1+ §.)2 -(n-1)o-1 do= - 1+(n-1)o ( 1+ %) = AF)
Lit(14) )
s () (it ()2 ds == by ( S ) = By(s
./ N n-1
Ifs () ((o-1-0)¢'(1s)-1)™" ds = 1+(a-1)1(n-1-i)t' ((n-l-ll)i(-; ) 1) =G
Vé-se que:

n-1
A(rll) - A= mi_l)" ) A(#) = 1+(11-1)" (1+(1;1-t 1)“)

Logo:

1/(a-1) /(L)
P(T'<t'|H;) = [ f5(s) Q(s) ds + | fg(s) ds =
0 1/(a-1)

o ARy (elmts) g YO o
=% 1) : )(n—_lm((n-l-l)t-l) & fg(s) (1-s(n-1))*2ds+

n2k'41 : e\ )
+ 22 +1(_1)‘(n;1) 1 (1 ( )t> J~ fs(S) (l-s(n-l))n'zds _

i=0 (n—l—i)t'n—(n-l) nt’-1 1/(n-1)
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n -2-k’ n- 1/(k"t))-1
n-—o 1)‘( )m [ f5(s) ((n-1-i)t'(1+s)-1)*%ds -

i n2k+1 n-1 . t'/(l-t') N o
& VGamhtn Ly, SO @G

i(n 1/(n-1)
= 1)'( - 1) o "( 11) (1-it")n-2 g f5(s) (I-s(n-1))™? ds+

/(1)

. , n-2
+ S Trwray ((‘“)t l) [t (s )2 ds

= nt'-1 1/(w1)

1/(k’t")-1

e 1)( Do fg(s) (1-it/(1+s))™2 ds -

i=0 -nl) J.

. t'/(1-+")
e i i) peli g f5(s) (1-it(1+s))™2 ds

frr it'n-(n-1) 1/('t)1

P(T'< t'|H,) = ZO (1)(n I)%%Tt(—l)l)(( -1-i)t-1)2 ml—f);

KL ne i L(o-i)thyw2 4 e )
ZE) ¢ 1)1( )(n-l l)tl'n (n-1) ( nt’-1 ) 1+(n-1)o (H_(l% _t 1)t’> )

R ety 1 @i Y™
i;, ( l)l( i )(n-l-i)t’n-(n-l) 14+(o-1)(n-1-i)t’ (1_*_(%_ 1)(;/) *

n-2-k’

n-1 i
+ |§) (-1)( )(n- l-i)t'n-(n-1) 14(o- 1)(n 1-i)t’ (

(n-1-i)t"-1)71 =
E( )(nll) il(nt’-l) (L2 1

i=0 it'n-(n-1) 1+(n-1)o ~
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n-2 n-1
n-14  ((+DE-1 1 1-nt’
E% 1) ( i )1t ‘n~(n-1) ( nt’-1 ) 1+(n-1)o (14—(5,1-- l)t') ¥

) by (22

iso i /it'n-(n-1) 14+(o-1)it’ 1+(é-1)t'

- -1-1 1 s AD-
) EO( )'(n )ltln (n-1) 1+(o-1)it (L),

atendendo a que Coix (k’lt’ )— 0 e B (k’ 7 - 1) =0.

Assim, temos para ﬁ <t'<1 ecomk’ =INT($):

Fl, (t) = P(T' < ¢/|H;) =

_omE L 1 o vee (@lD@ESD) i@l )
= 3 i (h )(11_157711_1)((“ 1)e-1) 2( TFa1)o +1+(cr-1)(n—1-i)t’)

I (™ L (e Y[ i)
) 12% ¢ l)l( ' )(n-l-i)t’]lhl - (n-1) 1_,_(%-_ - 1) ¢! (l_*_(%l _t 1) t/) (- m +

(n-i)t’-1 _
t 1+(a’-1)(n—1-i)t’) -

noog i(nt’-1)  (n-1-i)(1-it")
—;23(1)( i )m(l it) 2(1+(n-1)a‘ 1+(a-1)it')'

n-2
Ko nli [ L)Y nt-1 (D)1
- L (™) it'n-}n—l) il : v (1 ! -1)') ( e 1+(a—1)it’>'
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Procedamos a simplificagdo destes resultados para fins computacionais.

K1
Fazendo j=i+1 no somatério y_ , ele vir4 igual a:
i=0

n-2
k| j(n-1\ j 1 n-j 1-jtf .
20 () 55 soe e 1+(%_J_ v (1 +(3-1) t,)

3

(_ nt’ - 1 + jt’ -1 ) =
\1+@le " 1+ (c-1)G- )t

R PP YE'S P 1 j G-Dt'n - (p-1) (t+o(1-t)) _
- El(l)]( j )(1 it" (1+(é ] 1) t,)n-l (-1) t'n - (n-1) (1+(n-1)o)(1+(c-1)(-1)t")
D ERTCS AW 1 J(t'+o(1-t))
= &, () (13- ] THEDACHEED
Quanto ao somatdrio % ele éigual a:
i=0

N2 . 1 (nt' - (n-1)) (I+o(n-1) - i(t'+o(1-t)) _
i2=:o 1) (ni )(I-It) ’ it'n - (n-1) (14+(n-1)o) (1+(c-1)it") -

& e oanz 10D + (nld)e
—igo( D ( i )(1'“) (1+(n-1)o) (1+(a-D)it)

_ L4 ifn-1 s /\D- (n‘l'i)o' —
- i2=:o 1) (ni )(Ht) ’ 1+(i—1)c (H' 1+(0'-1)it') -

el e (n-1-) &
= 1+;Z=:1 (-1) ( ni )(1-1t) 2 1+(;_1)0 (1+ 1+(a_1)it,>.
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n-2—k’+1
Fazendo j=i-1 no somatério >, e tendo em atencdo que a parcela correspondente
i=0

a i=0 & nula, vir4 esse somatorio igual a:

'nj%-:k (1) (n-l) IlelhJ (n-2-j)t il (n-1) (1+(1j+i)t )n 1 ((n-15)t"-1)™2

(a2t - (n-]) (E+o(1t) _
(1+(n-1)o) (1+(c-1) (n-2-j)t)

n-2:k’ n- n-i- 1 1\n-2 (, ‘7(1'1:'))
"m0 )(1+( - 13)t 7 M. (1+(n-1)crt (-l1-+(a'-1)(n-2-j)t') '

n-2-k’
Quanto ao somatério Y, ele é igual a:

i=0
-2 i (n- vo! y\ne 1 ((n-1-i)t'n - (n—1))(1+(n—1-1)t'(o‘-1)+01)
l‘_v" ( 1) ( )((n_l_l)t - (n-1-i)t'n - (n-1) (14+(n-1)o) (1+(o-1)(n-1-i)t")

n-2:k/ n- /_1\n-2 io
=X (™ D) @iy e ( T+ (o- 1)@ 1)

Logo:
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f
n-2-k’

ifn-1 \¢/_1\n- io
=2 (") (112 T ((” 1+(a’-1)(n—1-i)t')+

+ 1 (n-1-i)o ) _
(1 +(%_ ) 1)¢')n'2 1+(0-1) (n-2-i)t’

= 1-}-.{;“:1 (_1)i(n:1) (1-it")>-2 1 ((1 + (n-1-i)o )+

i 1+(n-1)o 1+(o-1)it’
1 6h = 1 ic 1 e
F*oAt) \ +(1 (1 l)tl)n_z 1+(a—1)(i-1)t') para == <t' <1 com

HF - k'=INT(1/t')

=1 parat/>1

- < 1,
=0 parat’ < ]

\

Verificagdo dos dois tltimos resultados:

Caso t'=1" vem k’=INT(1/t")=1 e tem-se

=1.

Prp =1 0 () e (1 225 [+ G- g

+
Caso tl:(n%l) vem k'=n-2 e tem-se

U = (00 (N (o) Lo 1 0
FT/(t)—(l) (0)(( 1-0) n-1 1) 1+(n—1)a’(1+1.4.(¢7--1)(n-1)n}—1 "

+ L n-2 (1) 1) =
()2 e e,
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Caso H, verdadeira, basta fazer o=1. Assim

Pr< 1) =3 (%) (et - 022 (14§ 2e) =

=8 @ () - = 1 E o () et (e 2+ )=

1=

=% @y (" a-wy2.

1=

Logo:

-
n-2-k’ .

=% (") (@ - 2=

i=0

k,
— i(n-1 NS 1 ’ '_ 1
= > (-1) ( . )(1-1t) , para =<t <1 com k _INT(t,)

i=0

FOTy(t’) - *

=1 para t'>1

_ re L.
=0 pz-n'a,tsn_l

NOTA: FOT,(t') = Fy(t’) coincide com a expressio de FOT(t') mas com n
substituido por n-1. Isto &, o valor critico de T/ para n=50, por exemplo, é o de T para

n=49.
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2.3 QUADRO RESUMO

Apresentamos a seguir o quadro resumo de todas as estatisticas deduzidas em 2.2. Como
se viu, todas elas foram obtidas utilizando o método GAN, embora as estatisticas A, B, U e
T j4 tenham vindo a ser propostas tradicionalmente. Estas quatro estatisticas, assim como a
estatistica Z, foram obtidas pelo método GAN por Rosado (1984). As restantes estatisticas,
isto é, D, B’ e T’, foram obtidas no presente trabalho. E interessante verificar que para &
conhecido se tém as mesmas estatisticas de teste quer §' seja conhecido ou desconhecido (desde
que se tenha a mesma informacgdo suplementar). Torna-se portanto, nesses casos, irrelevante

conhecer ou néo o valor de §' desde que se saiba se ele é maior ou menor que é.
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Quadro Resumo

A ) & Inf. sup. Estat. de teste Candidf;tc; Reg.ié.o_de
a "outlier rejeicao
Xy - A
conh.|conh.jconh.] §<$§ A= _____(135 X(l) A<c
X, 1 -A
? ? » >4 B = -(—I%—— X(n) B>c
bl g D = min(Aexp(-A), | X(1) se D=Aexp(-A)
» | conh.| desc. - D«
Bexp(_B)) X(n) se D=Bexp(-B) ¢
» » » <8 A X(1) A<c
L IR B §>6 B X(n) B>c
d i X(l) se Z=p(U)
» |desc.| desc. - Z = min(p(U),4(T)) Xy s€ Z=(T) Z<c
Xy - A _
&<b = O Xa U<e
i I U=$%-N @
Xy - A
» ” ? - __El)———- X T>C
» §>6 T= X - N (n)
desc. jconh.{conh. §<é Nio é possivel realizar um teste de razao de ver.
X, -X s
” " » §>6. B = j_)é__(l_) X(n) B’>c
, X ,-X
» lconh. | desc. &> B’ = __%—i)- X(n) B’>c
» » » §<é Nio & possivel realizar um teste de razdo de ver.
» » » - Nio é possivel realizar um teste de razdo de ver.
X, -X
» rh s )" ) X T'>c
desc.{ desc. §>8 T = (X, - X(x)) (n)
» ” ” §5'<6 N&o & possivel realizar um teste de razio de ver.
» » » - Ndo & possivel realizar um teste de razdo de ver.

NOTA: O caso de § desconhecido e §’ conhecido ndo tem interesse em termos praticos.
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Capitulo il

Valores Criticos e Medidas de " Performance”




3.1 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA A

Lembremos que A = i Y:=min (L, Y_).
q lénjmgn ;= min (L, Yp)

a = P(A<c|{Hy) = FOA (¢) = 1-e™¢. Logo ¢ = - 'xli In (1-a).

P;=P(A<c|Hy) = FIA(C) = l-elrle g¢/0 = 1-(1-c) ecl1-1/0)

P, = P(Y <c|H,) = 1-/7,

Py = P(A<c, A=Y_|H,)=P(Y, <c,L>Y_ |H) =
C +00 C
= (I a0a)y o= g (1-FL) fy_(v)ey =

gc exp(—y(n-1+%)) dy = m;—-—l)_o’ (1—e'n° ec(1-1/ ‘7)) =

Qs

— 1 c(1-
= e (- 7).

Py, = P(A<c, A=Y ; Y,,....Y 1 >c|Hy) =
= P(Y,<¢, L>Y_,L>c|H,) =P(Y,<c, L>c|Hy) =
= P(Y,<c|Hy)-P(L>c) = (1-/%) @1 =

= (1-%) e5(1-a) .
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Pe=P(A=Y, |H,)=P(L > Y, | H,)=

+00

|
0

( ] +OofL(l)dl) fy ()dy = £+°° (1FL)) ty_ )y =

| Fo ] I
7 g exp(-y(n-1+1/0)dy = m . ) X

Py = P,/Pg = 1-(1-a)ec1/9) |

P,=P,P, = (1- I-H—il)_;) (1_(1_a) ec(m/o—)) ,

NOTA: Caso H, verdadeira, vem 1l-exp(-nA) ~ Uniforme (0,1), podendo ser usada como

estatisticade teste com regido de rejeigdo l-exp(-nA) <a.

3.2 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA B

Lembremos que B = Y; = max(M,Y ).

max
1<j<a !

o = P(B>c| Hy) = 1-F%(c) = 1-(1-¢)" Logo ¢ = - In(1-(1-)"/")
P, = P(B>c| H,) = 1-Flg(c) = 1-(1-e°)"1(1-e/) = 1-(1-a)1"1/m (1-e‘°/ ").
P, = P(Y,>c|H,) = ",

P; = P(B>¢, B=Y,| H;) = P(B=Y,, Y, >c¢| H,) =
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+00
=PMLY, Yo>e|H) =] (
C

¥y
I fym)dm) £y (v)dy =

+00 M
=] (ML ¥y =
Cc

_1 ¥ynl k(7 xyylo g _
=7 lgo(k)(-l) I € dy =

c

_1 /e & (p1\ k1 -k
_O'e 2 (k)(l) k+l.e .

= 4

P, = P(B>c, B=Y,; Y}, Y < | H)) =

<
=PM <Y, Y, >c, M<c| H;) = P(M<c)-P(Y, >c|H,) =

= (1-eS)>! /0= (1-a)1‘1/ne'c/ o,

P6 = P(BzYnI Hl) = P(M S Yn I Hl) =

+00 , ¥ +00 el 1 y/o //
=£ (,(])' fM(m)dm) fyn(y)dy =£ (1-evyrlle o4y =

“HE, (Do

+z

Como férmula alternativa para o Py temos (fazendo a mudanga de varidvel x= I-eY):
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o) Ly e
Fredyeed) T G

Q=
l

(veja-se Patel, J., Kapadia, C. H. e Owen, D. B. (1976) pag.246 e Abramowitz, M. e Stegun, I.
A. (1972) pag.944).

P7 =P1-P3-

NOTA: Caso H, verdadeira, vem (1-exp(-B))* ~ Uniforme (0,1), podendo ser usada como

estatistica de teste com regido de rejei¢do (1-exp(-B))® >1-a.

3.3 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA D

Lembremos que D = m}n (Yj exp(-Yj)) = min(¢(Y(1)) , ¢(Y(n))).

a =P(D<c|Hy) = FOD(c) = 1-(e cl e 2)m,
NOTA: Obtém-se c resolvendo (& 1 -¢ “2)"= 1-a com 0<c,<1<c, tal que

-C =C . .
c;e 1 =cye 2=c. Veja-se figura seguinte:
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P,= P(D<c|H,) = Flp(c) = 1-(e‘°1..3"’2)“'1 (e'°1 / ”_e‘cz/") = 1-(1-a)1'1/“(e‘°1/ f’_e-°2/°) .
Py= P(Y(Y,)<c | Hy) = L-P($(Y,) > c|Hy) = 1-P(e; S Y, S oy | Hy) = 1-(e‘°1/ 7.27).
NOTA: Para o célculo de P note-se que D = min(tL(Y(l)), ¢(Y(n))) =

= min(lb(min(L, Yn)), 1,0(ma.x(M,Yn))) = min(tb(L), (M), z/)(Yn)) e veja-se o grafico de ¢

considerando-se todas as possiveis posi¢es relativas de L, M e Y, atendendo a que L <M,

tendo também em atengio a sua posi¢do relativamente a0 maximo de 9. Seja 8§ = ¥(Y,).
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P3= P(D<c, D=(Y,) | Hy) = P($(Y,)<c, $(L) 2 %(Yy), $(M) 2 %(Yy) [Hy) =

= P(¢(L) > 8, (M) > 4, 8<c| Hl) = 'K

=P(0; <L <0y 0, <M<LH,, O<c|H))=

¢ +o0 .
= f +J. PL,M(ep 32) fy (y)dy = o,
0 Cq n

T

<

32— §. No

6=14(y) e 8,, 6, sdo determinados de modo que 0<f;<1<f, e 8, o =0,e
primeiro integral vem #,=y e no segundo vem #,=y. Facamos no segundo integral a mudanga

de vari4vel de integracdo de y=0, para 6,. Vir4:
Py= £61(e-01-e'92)n- p(- )d01+j' ( le 2) %—.exp (—- 9 )d02 (-1)d8;.

Seja H (8;) = l-exp(-6,/0) e G (8,) = exp (-8,/0)-1.

£, = H(8,)+G(8,) = exp(-8,/0)-exp(-6,/c). Note-se L, G e H crescem com 4,

enquanto que , decresce com 6,.

T = Lewel- ),

dG(s,) dG(6;) do, 1 p( 02) dé,

W, =@, 8- 7N 7y

4 9 (1-8,)
NoTa; Y2 _ d0,/d0 _do/as, 18y 6TV 6, 1,
30, = 3,/d8 = T[d8, ~ By 4 % (e, 10 7

Logo:

Cl _ _ -1 - - -
Py= | (e f1¢ gz)n dL(d;) com 6,>1 tal que 6 e = bre -
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Para o calculo numérico decompée-se o intervalo [0, c,] em pontos 01,k=kc1 /e
~ '62 k '01 k
(com k=0, 1,..., £) e pde-se 0y >1 tal que By ye = =0 -

- -8, -g. o1
Dado que L cresce com 6, e (e le 2) decresce com 6§, vem:

~
P, Ski 1 (e-ﬂl,k.l_ e'92,k-1)n—1(f‘(01,k)'f:(gl’k_l))

4

LP3 Zké:l (e-01,k_ e-92,k)n-1(i(91 ,k)'f‘(gl,ka))

. -9 -0
com L(f; ) = 2’k/a--e 1,k/0'

-9 -0, /0
Para 0, 4=0 vem 0, y=+00, devendo usar-se e 20— ¢ 2,0/ =0.

P,= P(D<c, D=9%(Y,); ¥(Y)s.- (Y 1) =c|Hy).

Note-se que D<c & (Y, ). %(Yy.1) > ¢ implica que D = 9(Y,). Assim:

Py= P(D<e; $(Yp)rort(Ya) 2 €| Hy) = PH(Y,)<c; min((L), p(M)) > ¢ | Hy) =
= P(B(Y,)<c, #(L) 2 ¢, $(M) > | Hy) = POU(Y,)<c | By P(H(L) 2, $(M) > ) =
= (1-P(¢(Yn) >c|H;)) -P(c; <L < ¢y ¢y SM <) =

-1
= (1-P(c; Y, <cp | Hy)) Py (cpy ) = (1—(e'c1/a-e'°2/a))-(e'cl-e'cz)n :
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Pe= P(D=1(Y,) [ H;) = P(¥(L) 2 $(Y,), ¥(M) > ¢(Y,) | Hy) =
=P(p(L) 20,$(M) >0 |H,) =P(6; SL <0y, 0, <ML 8,1 Hy).
Fazendo um raciocinio idéntico ao feito em P (substituindo #<c por § < 1/e) temos:

1 -1
P6=(j)' (e'el-e°02)n -dL(4,)-

O calculo numérico é semelhante ao feito em P usando §; ;=k/¢ (com k=0,...,¢)
P,= P,/P,.

P7= Pl‘PS .

3.4 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA Z

Lembremos que Z = min X = min (cp(U) ga(T)) com p(x) = x(1-x)™"L.
i ) (%) ’

a = P(Z<c | Hy) = F(c) = 1- nl_z:%k (-1)i (‘l‘) (1-(n-i)ey-icy)™ L

comk = INT(F—CQ) .

€ Gy

, n.1-k . /n oot 1
Obtém-se c resolvendo 3., (-1)’ ( ) (1-(n-1)c1-1c2) = l-a com 0<c¢;< 5<c,<1, tal que
i=0 1
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- nc,-1 . . - .
w(e) = plcg) =c¢ ek = INT (-q_?c—l), o que pode ser feito por bissecgio, pois ¢ estd no

; 1(117H) inte:
intervalo | 0, & {1-5 ver figura seguinte:

v

P;= P(Z<c|H,) = Flz(c) =
- n-1 - n-1
_ o mEE g 1 . 1-(n-i)c1-ic2) _(1-(n-1-i)cl-(i+1)c2) )
L ( i ) (a1 ¢yicy) (o-1)+1 (( 1+@ -1)g 1+(% -1)e

() g (2
k ) (kep+(n-1-k)eg)(o-1)+1 \ 14(L-1)c,

Pa= P(p(V,)<c | Hy) = 1-P(p(V,) 2 ¢ | Hy) = 1-P(e; SV, S o | Hy) =

=1P(c; <S5 <y 1 Hy) = 1-P(ﬁ1- <S<pZ| Hy)=1- (Fs(lc—;) - Fs(lc_él)) =
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= 1- (( C L ! ) :
+_1 1 ( 2 11
1 1+1‘C2 o')n

i s 101 1)l At ) el <)
= Mdris) 2 drfs) Aris) 2 i) e AiSg)<e | 1)
Seja § = p(l-l-iS) . Logo:

P,= P( )20, w(%)zee9<clﬂl)=
R

1+5 2 "1'T4S T+5
=pR> 13—61)1 H< I?— 0,<c, | Hy) +P(R 2 10—12 H< 1—0-;; 0,56, | Hy) = I+,
onde
L= RH( 9, 92 )fe (6,) dé,
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Vejamos como proceder ao cdlculo numérico. Temos <p(-1—_?_-§)=9; em I, T%:OI e em I,
S —
T-l_-—s 02.
6,
6, ds dFS(l g )
Em I, temos 0, = s, pelo que fel(el) = f5(s) 3, = = T e, portanto,
£, (6,)d0,=dF (il—) —d1-—L ___)-dH@,)
6, VTN TSI T Ll 91)11-1 1)
( A=A
onde
1
H(gl)‘ ) le_l n-1"
7 T8
que cresce com , para 0<01<%.
Logo
¢y 9
Il:£ (15’10)‘”{(91)
g,
EmI, t 9 1 f (0) fs(s) ds —————dF (1 02) e, portanto
—=— = s, pelo que =f{q(s) 55 = ) ’
m I, temos 10, s, peio q §,\"2)='s dé, ds,
1
dale —1
8, 9, ( 775 -l>
(4, )df)z)d o dFS(l 92) d02 Iy dFS(1 : ) e Iz (1-92) a5, =
dG 6
S d0,= ac(oy)
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onde

G(0)=—L—7

g

Note-se que 6, ¢ tal que 0<8,< e o(60,)=p(8,).

Logo L= J‘ Py H(1 b )dG(Gl)

n-1
Do Apéndice A, sabe-se que, para 0<d< hl-(l-fll—) (o que é o caso excepto para §,=0),
'—INT(@) s6 pode tomar valores entre INT(-Q) e n-2
J— 02‘61 po 2 =
6 6
(n-l)ﬁ -1 (n—l)ﬁ -1
sl Y1 — st “Va .
Seja j —INT<——-—6_2 _61_ )—_] lej _INT<—__€2__ —0-1_):3
1-4, 1-4, 1-6, 1-9,
Vem0<INT( ) 1<j’<n3el< INT<2)<J”<n-2
9, 6, 6, ¢4
Logo (—9 —9) € A+n , UD,. (T_—;;, ﬁ) €D, ;U C,.;, e pode usar-se a

expressdo geral de Pp yem I, e L.

Vamos estudar a monotonia da funcio Pry-

dé, _ df/de, (1-n91)(1-0!)"'2_ 1-06; 6,(1-0)™" 0(1-6;) _  1-n6; 6,(1-6,)
dg, d9/d62 (ngz_l)(l_gz)"-z n921 8,(1-8,)1 61(1 01) “nf,1 6,(1-9,)

Em I, temos:
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2

% - ; )2 >0, pelo que 1?;1 é crescente, variando entre 0 e ﬁ}_l quando 8, varia
entre 0 e xlp e temos
‘111-902 _ d0,/d6,(1-6,)+8, 6
d01 2 (11 491)21 (1 ) )202(n02 ) (-(1-n6,)(1-05)+6, (nby-1))=
b ((n-1)8,+6,-1)<0, pelo que 1001 e decrescente, variando entre 1 e —11—

™ (1-60,)%6, (n0,1)

quando 6, varia entre 0 e % .

6, 6,
Assim, PR,H(?%" _é—) e decrescente com #, e varia entre Pru(0,1)=1 e

Pr H(ﬁ’ E}_l) = (0 quando 8, varia entre 0 e fll-

J4 vimos que

- _.,
Prakh )= & (U5 (- 1

- B (g

) 1-nd, 1-n6, I-nf, . . .
Note-se que J—INT(II - 0,9 1) (n-1)- INT( 7,0, )sa.lvo se 5,6, for inteiro, caso em que,

’ . - ~ - s . . ’
porém , ¢ indiferente ter ou ndo uma parcela a mais no somatério, pois tal parcela é nula. Logo

2 2o () NI 1IN ()
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Podemos entdo escrever:

-ngl)

8,-9 _
ol )= g (P

8,
NOTA: A expressio INT( 7 ) falha quando 8,= n’ mas nesse caso P H(l R )
0 1

1-6;

Em 1, temos:

8
dl‘—;2 _ (1-65)+0,d6,/d8, _ (1-0,)(nb,-1)-05(1-n6,;)
@, T (10, (H,)me, D)1,

- 1 , 1. 01
= (16,010, (a0, 1) (61+(n-1)8,-1)>0, pelo que 1 9 é crescente e varia entre 0 (pois

—lim 1 nfdy-1 (1- -f,)72 _0
1

1 i 1
§ = jim -d62/d9 =X _’0 Tf;” (10T~ 0) e->5 quando §, varia entre 0 e 5, e

temos
d_‘f’z_
15, =1 —0—2 < 0, pelo que 0—2 é decrescente e varia entre +co e L quando 4
6y~ (19,2 d, ~ 7 PO 1, -1’ 1

1

varia entre 0 e o

0 6,
Assim, PR,H(T_é_ —1—0—) ¢ decrescente e varia entre Pg n(0,+00)=1 e Py H(nll’ ~ 1)—0

1

quando §, varia entre 0 e i
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n-2-j/ 02

RH(I 0, 19) Z:O o f ) (1‘(“‘1'i)T%i‘ E)M'

1-n6,

. 1-n6,
Como n-2-j"'=IN T( )—1 (salvo se 7 ne for inteiro, o que ndo oferece problemas),
2771

podemos escrever:

a0
w1z -al) 2
rokt )= 5 () (e

1-nd
NOTA: A expressdo INT(#) falha quando Glzé, caso em que Pp H(l 6, -0 )—0-
2771 ’ 2

1-(n-i)8,-i0.\n-2 ] ]
A expressio (%ﬁ) falha quando 91=0, caso em que P R H(ﬁ’ 1—;‘) =
-0, TV -0

= Pg (0, +o0) = 1.

Entdo, o célculo de P; pode obter-se numericamente, decompondo o intervalo de

integragdo [o, ¢;] em pontos 01 x=kec; /¢ (com k=0,1,...,¢) e pondo %—502’](51 tal que

¢(92,k)=80(91,k)-

Vem:
4
(=< g‘:l P1,k-1(H (07 30)-H( k1))
0
¢ 1.k
11=k§ } PR,H(l 6, 1-0 )‘m(el) \
=t 6'1,1:-1
[/
2 k;l Py (H(6y 3)-H(0; 1 1))
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01 x

[
a Sk§1 P2,1-1(G(0y 1)-G(6; 1.1))

L kZ_:l I PR,H(]_':'Q;’ fg;) dG(6,) |
01 k1
O1x oy
- pl,k:PR,H(l_gl'ky l-elyk)
com {

D, =P (gl,k 92k
. 27k R’H 1-02,1‘, 1-92’ :

P,=P(Z<c, Z=p(V,); o(V)yeuro(Vy 1) >

= P(p(Vp)<e;io(V1)yeero(Viq) > ¢ | Hy)=P(p(V,)<c, . ?§n<

= P( 1_?_—8)<c, min (ga( mm

Il
av)

P(c1

<-B_
+5-=

. 1V) e(

<c

max
1<i<

Aol g)<e mm(s0(1+s) g2 el )=
i EIA) 2 5 i), ) )
s 1—?3 scglfy)- P(mi“(‘”(Hs-s)’ S”(1-13138)’ ¢(125)) 2 ¢l H1)=

{4
L2 2 P2,1(G(01,0-G(01,1-1))
k=1

c|H,)=
o(V) >c|Hy)=
n-1

- V) 2cl|H))=
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= P(cy(145) SR < ¢5(148), ¢1(148) < H < ¢p(14S) | Hy)-(1-Py)=
+00
= [ KPR a(e(149), 1) (P,

Note-se que 0<c1<%<c2<1.

Faga-se: X = ¢;(1+s) n

7= cy(1+s) “alt+)

_ 1
k= INT %)

e (145}
- (n-1)cy-1
T=INT(~22) .
e (148) «(145) g
T _ (n—l)?—l
= )
— _ 1 -
4= ic;+(n-1-i)c, L
que sdo semelhntes a x, y, k, ¢, j e o; definidos
em 2.2.1.5. Como se viu no Apéndice A, k s6 pode
tomar valores entre INT(%) e n-2; de notar que
X, 7 e ] variam com s.
Como se viu em 2.2.1.5:
"4
— <% |
o <0=9g,, S
-e- < E S n-2 ! Doy
a3
A”.n-l
1
@; < @, parai<n-2 w1 A
EiSSSEi_H@j:iparaOSiSn-? 0
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j>n-2=s >a, ;-

Como Pr (X, ¥)=0 para (X, 7) € B,_; (que corresponde a j>n-2) ou para

(X, 7) € A", (que corresponde a j<0), vem:

an-'.l
P,=I-(1-P,) onde I= I fs(s) Pr (X, ¥)ds.

max(0,0p)

Vejamos como se pode proceder ao calculo de I.

Caso c2<n%l vem (n-1)c,-1<0=38<0 =¥+1 < 0:>0<‘o?z+1 < @y=max(0,a,)=a,. Logo:

An1 n-2 aJT'H- L
I=_f fS(S)PR,H(i’ ?)ds + _2 J‘_ fs(S) PR,H(X’ y)dS-
Oy j=0 a:]—

Caso c2>n+1 vem (n-1)cy-1 > 0=>¢ > 0=>a, < EZ < 0 =max(0,a,)=0. Logo:

“Tn e %
= fs() Pru® s + 2 [ fs(o)Pru( ) ds.

= as
j=0+1 3

b - -1)y-1 .
Vamos proceder ao cslculo de | f5(s)Pg y(X; ¥)ds quando ,i:IN’I‘((ny_)iy )=J no
a

intervalo (a, b) — veja-se 2.2.1.5.

b b j if n- . f -
| SOPru(E D)= [ (o) b 5 0 " i (o151 2=
a a (1+-0- S) i=0 !
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n-2-j

b
= i (n—l)(1+—1)-— > (- 1)-‘( o )(1 (0-1-1)%-i7)*2ds = E f W;(s)ds =

i=0 i=0 a

=§0 (Wi(0)-Wi(a))

(" Wi(s)=(n-1)(1 i )n ( 1)'( = 1)(1X+(n—1-1)y-1)n'2 dw; (S)
T ic, (1408)-+(n-1-)ey (1) 1\
\ Wi(s)=(- 1)(“‘ )(lc T 1;c2)(0'-1)+1 ( 1 H%S 2 )

De notar que W;(%;)=0.

Provemos que Z W,(y)= Z W,(x) para quaisquer x, y>-0.

i=0

Podemos supor y>x. Sabemos de 2.2.1.5 que:

‘JL: (-1 )( )(1x+(n-1-1)y 2= Z ( 1) (n— )(1 (n-1-)%-iy)™?, para 0 <j<n-2 e
i=0

i=0

quaisquer X e V.

Logo:

n-2-j
Z W(s)=- 3 W,__,;(s), e integrando membro a membro de x a y (integrais ndo
i=0 i=0

impréprios pois -o<x<y), vem
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n-2-j

i
ZO (Wi(Y)'Wi(x)) Z (Wn- -l(y n-1 -l(x))
1=
e fazendo uma mudanca de indice, temos

It (W;(y)-W,(x))=0, donde o pretendido.

1_

Temos entdo, para o célculo do I:

Caso c2<ﬁ,
n-2 aj'l‘l . 2 J — —_—
= | fs(s) P u(X, ¥)ds = Y 'Eo (Wi(@:, ) - Wi(®) =
j=0 o« j=0 1=

1]

=¥ W) =3 WaE,,) = 5 wo).
i=0 i=0 i=0

1
Caso ¢, > T

i — —
=3 (Wiog, JHO) + T L (Wila,, ) Wi@)=

=l =

n-

nl __ 7
WO=3, Wi@r» L Wi0) = 3. W0} z W(0)=Z W(0).

™=t

n-2 __
= Z Wi(an-l)'

i=0 i=0

E, em ambos os casos:

1= ¥ Wi(0)=

i:max(0,2+1)

n-1 _ )
= x_ 1)'( ’ )(1c1+(n-1 ey 1)(o-1)+1 (ie;+(p-1-i)ey-1

i=max(0,£+1)

)n-l -
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M‘:!

¢ 1)1( )(1 ~(cymcq ) (i- ,\))(a 1)+1 ((er-e)(i-A)™ =

i=max(0, +1)

lmax(0,41) ifn-1 1 . y\o-l
i§) D ( i )(1-(c2-c1)(n-l-i-,\))(a'.l)_l_1 ((cq-cy)(n-1-i-))

-1)cy-1 -
com A= (nc2_)§12 e I=INT()).

P4 = I'(I'Pl) L4

Ps = P(Z=p(Vy) | Hy)= (mm( 1+S) “’(1+S) ‘°<1+S))‘ ‘”(1+S)|H )=
= H(dris) 2 {fs) Alrkis) 2 (i) 1) =P((ils) 2 o illy) 2 o<k (1 B) 1y )

= o{s 20 s < o< )™ g <him) sl o, <o o Kb

Soslimepr> gtz o 1 2 b oslipg
1+5 >7l Hl)—P R2 -4, H< 16, 01<g|H )+P(R 21 02 SE, 92>H|H1)—

i 6, 6,
=0 P RH(I 6, T4 )fo (91)d91+f PR H(l—g— —9) fy, (62)d0,=

l/n 0 0 l/n
= 1 Y
= ({ PR'H(E’ E) dH(4,) +£ PRH(l 5 70 )d(;(gl)
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Numericamente obtém-se como o Pj, fazendo 61 x=k/(n¢) (com k=0,1,...,£).
P,=P,/P,.
P7 = Pl'Psl

3.5 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA U

XA
I(X;-A)

Lembremos que U=

a=P(U<c| H0)=F0U(c)=1-(1-nc)n'1. Logo czrll (1-(1—a)1/(n'1).

Denotarque0<c<% e0<-1-(_:—c-<$.

n-1
Pr=P(U<c| Hy) = Fly(©)=1- b (Hi-}n-cl)c) i

. L 1-(a-1)&\™!
— 7 1+(@-1)(e-1)e | 141 )

4 _C
0 l-c

Py = P(Vy<e [Hy) = l(zSc < |H,) = B(S < £ | H,)= Py

_e)-1
-1 1 1. (19

e )T

Py= P(U<c, U=V, | H)) = P(U=V,V,<c| Hy) =P(min( B, 5 =50 Sc<cimy=

R -
1+S" 14+S/ 7145 145
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=P(R2$,S<ﬁ|H1)=

s
c/(1-c) 1/(n-1)
= g f5(s) ! fr(r) dr ds= c
NE=—
c/(1-c) £
= &[)' f5(s) (1-Fgr(s)) ds= 'lT r
c/(1-c)

= @)ty L(1-(n-1)s)22 ds=

(3] °

ot (D EYY o 1me Y
1+(n-1)o 1-1% lf—c 1+(n-1)o 1+(% -1) ¢ .

s

P4= P(U<C, U-:Vn; Vl, oon ,Vn_1>c l Hl) = P(Vn<C; Vl, P ,Vn_1>c l H1)=
= P(T_?_—S<c, 1—_Ii_%>c | Hl) = P(S < lf—c, R>c¢(1+S) | H)) =
c/(1-c) 1/(n-1)
= f f drds = S
g S(s) J;(l.}.s) R(r) T ds /R:r(l-h‘“
c/(1-c)
= f5(s) (1-Fg(c(1+s))) ds= < A
o/(1-¢) =
=] (1) L -1 (1-(n-)e (14+8))™2 ds= ° o
0

(+3)
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n-1
-1 -(n-1)c)®1, —Llmne J
~ 1+(n-1)c(o-1) ((1 (n-1)c) (1+(%.— -l)c) )

1/{n-1) 1/(n-1)

Pg= P(U=V_|H,) = P(R>S] H1)=£ f5(s) ! fr(r) dr ds=
1/(n-1)
= (J; f5(s) (1-Fr(s)) ds= .
=
1/(n-1)
= 1 (o-1) —L . L (1-(n-1)s)*2ds=
TR
l:" 1

I O GOk~ i T
1+(o1)o 1+4- L 1+(n-1)o

n-1 [ -1
_ 1—(11-1)‘_—

Ps = Py/Pg= 1(——11—‘“—) = 1(——1%) .
1+G -1 e 143 &

P7=P1‘P3n

De notar que podemos simplificar os c4lculos usando (1-nc)*!=1-a.
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3.6 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA T

X(n)-/\

Lembremos que T= E(X—I-A)

INT(1/c) .
a=P(T > ¢|Hp)= L) =1-L (1) ( : ) (iey1=

INT(1/c)

k . -
=-3 (- 1)’( ) (1-ic)*1= -3 (-1)'( n ) (1-ic)®! com k = INT(1/c).
i=1 i=1 1
Determina-se por bissecgio, por exemplo entre % el.

Note-se que

( 1-(i+1)e )“'1 _ ( 1% )”'1
1+ - De 1+
3 L+ Y
if n-1 n-1{ 1-(+1)c
P,= P(T>c|H,)=1-Fl(c)= 1-i§)(-1)'( , )m((l ic) (:(%_1);) )

_ n-1
wlE( 0Dy 1 (1tk)e:
(1T k( )kc(tr-l)'l'l (1+(— -1)6) i

n-1
if - n-1 1'(i+1)c n-1
=1- ,‘Eo(l)( )ic(all)-!-l ((1' ) (1+(§-1)c> )( )k( )k( “iye1 (KO

= P(V,>c | Hy)= (S5 > o[ By )= P(S> 1% | By )= 1S )—(

-1
1

(l_c)n-l
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Py= P(T>e, T=Vy | Hy) = P(T=V,, V>c | Hy) = P < 15 - S>c| By )=

min(s,1) +00

+00
=P(S > &, H<S| Bl i) ] fy(h) dhds=[ fg(s) Fyy(min(s,1))ds.
c/(1-c) 1/(n-1) c/(1-¢)

Vejam-se as figuras seguintes:

Caso c>% (k=1)

I

= H=

Casoc<} (R>1)

2o

AN

il
=y
il

Caso ¢ > %, vem no intervalo de integracio de s, s > 1, donde min(s,1)=1 e
Fy(min(s,1))= Fy(1) = 1.

Logo:
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+00

Py=] f5(s) ds = l‘FS(ch) =P, = 1 —, parac > % .
e
Caso ¢ 5% :
1 INT(1/s) o 400 °
Pi=] £ X O™ (eisyr2 dst | gg(s) ds=
c/{(1-c) i=0 1 1
(k-2)

1/(k-1) T ) 1/
=< I fs(s) .kzl (—1)‘( n:l)(l-is)“'2 ds+ | _
1=0 1

k-2 .
fs(s) 3 (-1)'( “jl) (1-is)™ 2ds+...+
c/(1-c) 1/(k-1) i=0 i

+ 1t 3 D(™7) eisy2 ds) +1-Fg(1).
1/2 i=0 1

1+ic 1

n-1
Ora J’b f5(s) (-1)i(nr1) (1-is)™2ds = Ai(a)-A4(b), com Ay(x)=(-1)} 1 ( l-ix ) .
* ' 1+? X

Note-se que A;(1/i)=0 e que 1-Fg(1)= i — = Ao(D).
1+&

Assim:

P (Ai(lcj) -Ai(%)} g (Ai( L) a2 )) + ot T (AR AW A=
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Como esta expressio para k=1 d4 a mesma expressido de P; obtida para ¢ > %, ela poder4

ser usada qualquer que seja o c.

Logo:

B g (HE ) .
P3=Z '1)'( ) ) THel\ T T c (qualquer que seja c).

P = P(T>c, T=V,; Vy, ... Vo <c | Hy) = P(V,>¢ V, ...,V <c| Hy)=

S H
:P(H—S>C, 1+—S <c I H1)= P(S > i{:zy H<C(1+S) I Hl):

400 min(c(1+s), 1)
=[ fs(s) | fy(h) dh ds.
c/(1-c) 1/(n-1)
Note-se que para s € (lcTc’ +oo) vem c(1+s) > c(1+ l%c) = -11_:-5 > 1}{7n = E%T .
Assim:
+00
P,= [ fg(s) Fy(min(c(1+s),1)) ds.
c(1l-c

Vejam-se as figuras seguintes:
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Casoc <} (k>1)

Caso c>% (k=1)
s A s 4 =c(1+5)
l-¢
< bty /0 lepo__ ARNSEERARARESY
= i i ¢ |
| 1
. : 1f----- A
I ? [
1 c L _____ !
| e |
N |
! ! :
! ! ]
l ! !
I ! 1
1 ! 1
: 1 1
: i :
1 1 : { ~
1 1 1 i
n-1 2 ol H

Caso ¢ > %, Fy(min(c(1+s),1))=Fy(1)=1 paras € (_c_ +oo), pois c(1+s) > C(l+ﬁ

1-¢’
—_ C_ 1/2 _
S1c> Tl
Logo
_ c\_p _ 1
P4— l-Fs(rc) = PZ—W , para ¢ > % .
+5 7=
l-c
Casoc <l
=2
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(1-c)/e

1 -
P,= j/(l 159 Fu(e(L49))dos f oy 5O 0= j/(l )fs(y—cﬁ) Fy(y) ¢ dy+1-Fg(kS)=

1/(k-1)

= [ /) 1 (y c)

i mm

(1) (n D) iy ay +

i

o 1/(k-2) %fs (v c)i: 8 1), (n 1)(1 iy)™ 2dy+...+

1/(k-1) i=0

1

+] 4 %)% (" i tay 1 r k).

Ora f ¢85 (5 (D' (™7) (i)™ dy = By(a)-B(b) com

n-1
B. (x) = ( 1)1( o 1) 1+1c1(a' 1) (1+1 llxX C) )

Note-se que B;(1/i)=0 e que 1-Fq (%): -——-ﬁ = By(1).

39

Qi

Logo:

1= 1

ri= £ L)+ B (a0 v SeBnopo-

3}

Il

p—
o
| &1

| _ " 14 : n-1
£ 6= B ) meboy ()

-
il
(=]

—

Esta expressdo funciona para ¢ > % (caso de k=1).
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Logo:

E‘l l-i -C— n-1
ifn-1 - .
P=3 (-1)'( ; ) I +ic%0'-1) (1 l-c ) (qualquer que seja c).

i=0 -,T]T-' ]f_c
Pe=P(T=V, | H,)=P(E < § | H,)= 5 4

H=S

=1 1 1

+00 min(s,1) !

=] fs(s) [ fy(h) dh ds= !

1/(a1) 1/(a-1) IV

/ |

o o
=] f5(s) Fy(min(s,1))ds. i ! 5
1/(n-1) ;,lT[ ] "

Esta expressio é a mesma que a obtida para P; com c¢ substituido por x‘li’ donde

k=INT(1/c) devera ser substituido por n. Logo(dado que a parcela i=n-1 seria nula):

0 n-1

n-2 1 1 ].-iL n-1
—_ 5= (_nyifo- n-1 .
Po=2, (0"} ) (1 ! 1)

P,=P,-P,.
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3.7 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA B’

Xw *a)

Lembremos que B/ = 3

a=P(B'>¢| Hy) =1-F% (c)=1-(1-")"", Logo e=-tn(1-(1-a)/@Y)

NOTA: Pode usar-se a mesma tabela de valores criticos de B, com n desfazado de uma

unidade. Por exemplo, o valor critico de B’ para n=50 & o valor critico de B para n=49.

NOTA: Caso H; verdadeiro, vem (l-exp(-B’))*! ~ Uniforme(0,1), podendo ser usada

como estatistica de teste, com regido de rejeicsio da forma (1-exp(-B’))*!>1-a.

Pi= P(B>c| Hy)=1-F' (c)=1- Bl

n-1+ 1 (U(n -1) (1-ecyt +(1- e'c)n'2 <(1- e’C/U))_

—1.-n1 (1 . doa g e/ 1 ) 1e'C/0'
=1 n-l-{—é (a'(n'l)(l 0+ 1-e€ (L-e ))_1 n-1+— (1 a)(”(n 1) 1€ )

P,= ( ~ |H1) P(YY(py> o Hy).

De Yn'Y(1)> ¢ vem Yn>Y(1)=min(L,Yn); como néo pode ser neste caso Y(1)=Yy, tem de
ser Y(1)=L. Logo Yn~Y(1)> ¢ implica Y(1)=L, pelo que a probabilidade ndo se altera se

intersectarmos esse acontecimento com o acontecimento Y(1)=L. Assim:

Py=P(YoL>c|H,)=

400 , 400
=] ( ] f'y (v)dy) £,(¢) de=
+c
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=] o0/ () D gpe

+00
=(Il-1) e-C/a' J‘ e—(n—1+1/0')e dé=
0 °f
- n-1 T e—c/a’ . .
n-1+4 i L,
P3= P(B'> C, Y(n)zYn l Hl) = P(Y(n)-Y(1)> C, Y(n)= Yn | H1)=
= P(Yn-Y(1)> ¢, max(M,Y )=Y |H)=P(Y -L>¢, Y, >M|H,)=
+0oc
= P(L < Yo, MS Yo | By)=[  Fyylye, v) fly (v)dy=
+oo n-1
=] ((1- eyl (e'(y'c) - e'y) )% exp (— %) dy =
tooral rng k
=£ (%::0 ( X ) (-1)k el (ec-1)m1 e'Y(n'l)) %.— exp (— ?};—) dy=
+00, n-1 ~ 1
=£ (Z._- (nkl) (-l)k é e-(k+1/0‘)y _ (ec _l)n-l _ol__ e‘(n‘1+ﬁ)}’) dy=
o) k1l 1 (kt1/0)e 11 1 (@14
—k;o( k )€1 T ° (D) —re TS
= o n-1+ i
1 -c/o (n—l) k -kc( 1 1 )
e > (-1)ce -
=0\ k ki n1+l
NOTA: Para o calculo numérico pode usar-se Py= e/ nz-:z ¢, com ¢y = n-1
k=0 n-l+%
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c=e 21'(.1. - 1) (k—i; -1y parak>1.
P4=P(Y(n)-Y(1) >c, Y(n)=Yn; YI-Y(I), ,Yn_l—Y(1)<c | Hy)=

=P(Yn-Y(1)> ¢, max(M,Y,)=Y,, M-Y(1)< c|Hy)=

=P(Yn-Y(1)>c, Y, >M, M-Y(1)<c | H1)=P(Yn-Y(1)>c, Y(1)=L, Y, >M, M—Y(1)<c [Hy)=

=P(Y,-L>¢ Y, >M, M-L < c|H,).

Como (M-L < ¢ e Y_-L > c) implica M<Y,, e como P(M=Y_)=0, podemos escrever:

P=(Y,-L >¢c, M-L <c|H,) = /

M

X
TTTR

TITIN
T ——

=P(L<Y,-¢, M\-L< ¢ | H,)=

+00 1
£ P(L < y-c, M-L < ¢ | H;) 2 e¥/%dy=

400 y¢ Cl+c )
( I ] fbm)dm de)d e/%qy,

=l

oF ¢,m
Ora, para 0<é<m, f; \(¢,m)= ngiin ) =3 égm ((l-e‘m)n'l-(e'e - e‘m)n'1)=

= 2 (-1t - ™2 o) = en)n2) (et e ™3 em el | Logor

400, y-c L+c
Pe=] ( [" @yt J (@2t )72 e dm a6) L /7 dy=

c

+o0 , y-C
(f (n-1) et ((e'e - e'e'c)n'2 - (e'e - e'e)n'z) dl) % e/ dy =
0
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+00 -C
(.(]). b4 (n-l) e'(n-l)e(l_e-C)n-Z de)%e-y/ﬂdy=

=f+oo ( 1_e.c)n.2(1_(3-(n-1)(y-c)) _‘1f 7l dy=(1-y2 | +°°(é /0, 1 e@1)c ~(n-141/0)y y=

=(1-e-€)2-2 e-C/O’_ le(n-l)c 1 e-(n-l+1/0’)c = (1- eS)P2 e-c/a' n-1 ]
7 L1
n_1+ % D-1+ ol

P6=P(Y(n)=Yn | Hl)’_'P(M < Yn I H1)=

+00 "
- £ Fy(y) & €¥/% dy= r,r

+00
=] (l-e'y)n'1 % Y/ dy= (
0

v

n-1
n-1 k1. _1
= P R Ll W

Como férmula alternativa para P4 temos (fazendo a mesma mudanga de varisvel e os
mesmos calculos que fizemos para Pg da estatistica B):

n-1

Pe=I1 —7.
i=1 1-]-?

P7=P1"P3 .
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3.8 VALORES CRITICOS E MEDIDAS DE "PERFORMANCE” DA ESTATISTICA T’

X, -X
Lemb T =)
€ImMDremos que E(Xl - X(l))

INT(1/c)
a=P(T'>cll)=1-F ()=1- % (1 n;l) (1-ic)™2 =

1=

INT(1/c)

=-T 0 “;1) (1-ic)a2

Determinam-se os valores criticos, por exemplo, por bissec¢do entre n—l- el.

NQOTA: Pode usar-se a tabela de valores criticos de T com n desfasado de uma unidade.

Por exemplo, o valor critico de T/ para n=50 é o valor critico de T para n=49.

Seja k = INT(1/c).

Py =P(T'>c|H)=1-F () =- i (-1) (n'l) (Lie)™? f:__(lm; '

i=1 i

] (n-1-i)o 1 . i
(N m S

Para o célculo de P, note-se que

Y.-Y
3 (1) W.

T = —_— = .
155 %n (Y- Yy)) 1<5%n

Seja W. = Yi-Yay  Y/IY-Yy/TY; VU
3] J_E(Yi-‘[(l))_ l-nY(l)/gYi =130
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vV,-U
Py=P(W,>c |H)) = P(l =T > Hl) =P(V, + U (ne-1) > ¢| H)) =

= P(His + (nc - 1)min (Hls His) >c| Hl) = P(S+(nc-1) min(R, S)>c(1+5) [H,)=
= P(S <R, S+(nc-1)$ >e (148) [H;) + PSSR, S+(nc-)R >c (145) | Hy)=

=P(st,05R<n—}T, s>;11)+P(R<s,s>1f—c-%'c—111,5>0,0511<ﬁ)-

Note-se que a regiio que aparece na primeira probabilidade é vazia.

A recta S=-&._ nc-l
1-¢

ponto de coordenadas (1%1’ n_-ll')

|

S=R

n-1

i

[

I

|

!

1

! —¢ _ncl
: Tl¢c 1l
|

1

|

l

L >
1 R

n-1
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1_'(:1 R est4 representada na figura seguinte e intersecta a recta S = R no



Como R e S sdo independentes, vem:

1/(n-1) +00
Py=0+ cf) f R(r)( I et fs(s) dS)dr=

ﬁ T’
1/(n-1) e nel 1/(n-1) )
= fr@®) 1-Fs(ré--—l_-—c-r) dr= g FRE) ey & =
(1+E T i )
1/(a-1) . 1
=1 e e Gl
(2 55)

1/(n-1) TV N 1+<r(n-1)
= (n—2)< 1-(n-1) ) . (
1

0 14 1 c(nc-1)r 1 c~(nc 1)r\2 (o-1)- 1+a'(n-1)
l-c t7- 1-¢ )

Como os trés primeiros factores do integral sdo a derivada em ordem a r de

-2

1-(n-D)r 5 )
141 e(ne-1)rf ’ vem:
t7 1-c

_ -o(n-1) (( 1-(o-1) L )“ ( 1-(n-1)0 )n'z) _
1+0'(n-1) . %‘C-(ncl..lc) H%T 14+ 1. c-(nc-1) 0

_ o(n-1) ( 1 )n-Z — 01 ( l-¢ )’”'
I4+o(n-1) \; 4 %_lf_c %.-+ (n-1) 1+(% - 1>c

.




T-U _ VU _
' 1-nU ~ 1-nU lHl) -

P;=P(T'>c e T'=W_ |H;) = P(E;l% > ¢

' V.U
P(En% >c T=Vn lHl) = (1 nU >¢ T= V IHI) P(Vn-U > c-cenl, T=Vn IHI) =

P(Vyt(oe-)U > ¢, T=Vy |H, )=

= P(gfg+ () min(iRs 35)> e max (Hs 13g)= oS 1H)=

= P(S+(nc-1) min(R, S) > ¢(1+S), H< S | H)) =

= P(S+(nc-1) min(R, S) > ¢(1+48), H<S, B> L 1 ,0 <R<=5,8>0, R<H| H)).

Como (R<H e H<S) implica R <8, tem-se min (R, S) = R. Logo:
Py = (S+(nc-)R > c(148), E<S, B>l 0<R<l, s>0(H) =

— 1 A
= P((1-¢)S + (ac-)R > ¢, A< S, H > J0<rR<d s> By)

E como S ¢ independente de (R, H) vem:

+00
Pa=] fgs) P((l-c)s +@-DR>c, H<s, B2 L, 0<R< 1l
0
+00 c-(1-¢)s 1 1
=‘(]; fS(S)P(R>W’ OSR<E,ESHSS)dS.

Como a probabilidade & nula para s < n%’ pois neste caso torna-se impossivel a dupla

desigualdade ;1}_1 < H <'s, podemos escrever:
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+co (1-
SRMRECL LI R e
n-

' 5 C(1-c)s _1 1 —
A expressio | decresce com s. Para s = a1 da oy Paras=+oo ds -c0 e

=.C 1 L 5.1 5 1 ‘m:
para s = 7= d4 zero. Como ¢ > LA P, gy i Assim:
c/(1-c) (1
Py= [ fs(s)P(LciE<R<Hl-l-,ﬁ§H §s>ds+
1/(n-1) oc- - -
+00
1 1 _
+1 5@ Ps <l L <mas)s=

Vem

i=0

e(1-c)s n2INTG) (L n-2
Pru (—S__—l) s)= > e ~1) (1—(n—1—i) itad. LS)

com INTG) = INT | 221 ) _ jnpfnel) _ ingfn 1), donde n-2-INT(j) =
.. c-(1-c)s ¢ c

nec-1

= n-2-INT (n- ). Podemos usar n-2-INT(j) = INT (3)-1. Assim:

c-(1-¢)s INT(1/c)}1 610 ((oDle. n-2
PR,H( (s s)= > (-1)f (nil) ((1(+1)n)c-(1( 1) 1))

nc-1 i=0
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nc-1

1=

cf(1-c) e n-2 . 1
| %ﬁH)CnDsl) pltg g

i) @+%

INT(1/c)-1 . -G cn'2 1) =S 1 n-1
- 5 ar() (8 4 g (24

7 n-1+é 1+%.if_c'

(1+3) wi+s

INT(1/c)-1

i (01 (1-(i+1)c)>2 (nc-1)>1
- iyé:o 1 (nil) (n:--l):i'2 ) 1+(r}-1)a' .(1+é‘-- l)c)n-l =

_ INT(1/c)-1 /o1 . n -
=E ()0 el ol 3

Para ¢ > %, vem 1(_:—(: >1 ek=le, como Fyu(s) = 1 paras>1, vem

+00 . .
J @@Fmg®=14g&9=_q =
c/(1-c (]_ a.l-c)

i -1

k-1 -1 1 1_1_1_(:_ n

-2 (" ( E
— 1 1
i= ( i ) +10' 1 > 1(-:(:

Para ¢ < %, vem l‘f—c <1 e k >2, pelo que

+00 1
J fs(s) Fy(s)ds= | fs(8) Fg(s)ds +1-Fg (1) =
c/(1-c) c/(1-c)
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—(1-¢c)s INT(/e}1 Py cn—2
oo oS o= 5 ar(e) (e

-y L

1.1
i+ AW

T)




1 1
=f  fols) Fy(s)ds + —1—

c/(1-c) (1 + %)n-l 3

Como no intervalo de integragio se tem l—fé <s<1, vem Fy(s)=

INT(1/s) . /o1 _ _
= X (-1)‘( . ) (1-is)*2 e, no intervalo de integragdo, INT (1/s) = k-1, k-2, ..., 1,

1=

respectivamente para lf_c <s< EL EL <s < ﬁ 3 eeey —%— < s <1, podemos escrever,

n-1 -
. k-2 -
pondo 4,(s) = (Tl-i-%) e omitindoo > casok = 2:

o j=1

1/(k-1)

1 k .
[ fs) Fy(s)ds= | £5() :‘;:)(-1)*(“;1) (1-is)*? +

/(1-c) ¢/(1-c)

k2 /i

+% ] f5(s) zo 1 () (s =

=1 1/(+1)

oy YED R g T R
(x‘-‘:o( v(%) Ic/(l-c) tE & ( i )fl/(m)) - (1 +§) (1+i)2 WD

= 1;) (1 (n- )1+la' % (l‘j_c)- :‘g 1) (ngl) l-l}io b (E_l.f) +
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Logo, para qualquer c entre n—}T el, vem

+00 01 14§ & < n-1

1-i =&
Atendendo a que( l-c )_ 1- (1+1)c

INT(1/c)-1

T
+ IT\;“_,T(l/c)-l(.l)i( )(1 (i+1)c)™? 1 -
1=0

T (1+(§ -1) c) .
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lNT(l/c) 1

R ERAE

04 () a-Gnyey (H’g;‘_‘l)a +

~——
]

INT(1/c)

— j (n-1 s \n-2 j ct+o(1-c)
_-(1+(§T1)c)"'1 jz=:1 (1Y (nj )(I'Jc) 1+(JJ Do 1+(n-1)ca
cto(l-c) INT(1/c) 1 .
e a5 0w 9 -

INT(1/c) 1 .
g '(1+(;1)c)“'2 L () e

P=P(T’> ¢, T'= W; Wi ey Wy <c |H))=

Vl ’U Vn_l’U
1

—p(T-U _v..
=H(EY > T=vy 2 L

1-nU

<c |H1)=

max V:-U
—pf VU _ 1<j<n1_ !
P( T-nU > ¢ T=V, 1-nU

<c |H1)=

= P(Vy+(ne-1)U>c, T=V,, . 1'<n?.x< . Vi+(ne-1)U <c | Hy) =

=P <%+ (ret) minfr s 195) > o max (5, ¥g) = 55,

S’
H . (R S =
ﬁs—l—(nc-l) rmn(l_*_—S —-S-) |H1> =

=P(S+(nc-1) min(R,S) > c(1+5), H < S, H-+(nc-1)min(R,S) < ¢(1+S), R < H [H, ).
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Como (R<H e H<S) implica R<S tem-se min(R,S) = R. Logo:

c-(1-¢)S
nc-1 ’

0<R <L 850, L <H<S, Hi(nc-1)R < c(148) [Hy)=

=[]  fss) P(R >3 0<R< 1—1-1—1 , L <H<s, H4(nc-1)R < c(1+s)) ds.
) . -

Como esta probabilidade é nula para s < n_%l' (uma vez que nesse caso é impossivel ter

sg<SHS s) e como e (pois ¢ varia entre o1e 1), podemos escrever:

Pi= | fs(s) P(c-(l:c)s <R<-L, L <H<s, H+(ne-1)R < c(1+s))ds +

+00
+ [ fs(s)P(05R<i%15H
/(1<)

s, H+(nc-1)R < c(1+s))ds=

IA

c/(1-c) +00
=] fs(6) Q*y(s) ds + [ £5(s)Q*,(s) ds, onde
1/(n-1) c/(1-c)

s, H+(nc-1)R < c(1+s)) e

O
*
|
/':'U\
O
2|
&
%
=
A
IH
|H
IA
jua]
IA

s, H+(nc-1)R < c(1+s)) .

O
N*
O

I
=
I
=
A
-
|-
IA
=
IA

Vejamos gréficamente as duas regides atras indicadas.
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HA

c(1+s)

A CPUHIHEU S
n-1 1 | ]
i I !
: : ! H+(nc-1)R=c(1+s)
|
! ! !
| l :
1 1 '
! ! ,
]
i | }
! | 1
1 1 1 >
c-(1-¢c)s 1 c(1+s)-1/(n-1) R
nc-1 n-1 nc-1
¢
Para s > e
H N :
1
R i TP PR 4
1
|
e(1+s) B !
|
1
K |
l-¢
AR AR ARERE )1
n-1

H+(nc-1)R=c(1+s)

!
1
!
|
1
'
!
!
|
1
1
1
!
1
1

l._.. S

c(1+4s)-1/(n-1) ;1
n-1 Y E—

ne-1
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Calculemos Q*;(s). Tem-se

1/(n-1) ( c(14s)-(nc-1)r

Q"6) = | fru( h)dh) dr.
(c-(1-c)s)/(me-1) \"1/(n-1)

Este segundo integral j4 foi estudado (ver pag. 78 com a diferenca de agora se ter o caso

particular de t'=c) e denominado g(r).

Da p4gina 81 vem:

i*(rs

&)= igo )(-l)i (D;I) (n-2) (n'l'i)((l'(n-l)r) - ic(1+s-1'n))n-3 com

kgl N 1-(n-1)r
j (r,s)_INT(m) .

Como s ?_L vé-se (da pag. 83) que j*(r,s) decresce em sentido lato quando r varia

n-1
entre
c-(1-c)s 1
nc-1 € n-1°

Fazendo, como na pag. 84,

lc (1+4s)-1
P8) = Sreent

vem

ro(s) = % e j*(r,s) = ¢ para g, 1(8) <1 <1yls).
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Note-se que, sendo k = INT( % ), vem
e -t
j*(ﬁ, s) =0.

Faga-se, como na pagina 84,

1) = (U (77) (@b (o) - (o) s

donde

On1.5(1) = - (-1)*H (ngl) (ic(1+s-rn) - (1-(n-1)r))n-2 D=l

(n-1) - ien
Vem
j*(r,s)
Jestydr=- 3 4., .(r) + constante.
i=0 ’
Logo
. i _1(5) T2 re(s)
QH@E) ={ [ + Y J g, (r) dr=
{c-(1-¢)s)/(nc-1) =0 T4 (s)

= E) (‘9n-1-i, s (cr(ll__;)s) - Ontd, s (rg_l(s))) +
+ Z Z ( n-l-i,s(r2+1(5)) “On1i, s (l'e(s))) =

{=0 i=0

k- c-(1-¢)s c-(1-c)s
= 1X=::) (0n-1-i,s (%_;—)) - gn-l-i, s(ri(s))) Z gn- -1,5( 1(1(1: 1) ) -
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=5

i=0

(%) =4 (l'ﬁ“)c)n.z (1-s(a-1))>2 .

i / (n-1)-icn nc-1

Assim

¢/(1-c)
f fs(s) Q%4(s) ds =

1/(a-1)

n-2 /(1-¢) n-2 . _l
c) 1@ (2-1) (l-s(n-l)) (n-1) T,

by L2 :
P )

n-1\ p1q [1-(Gi+1)
( ) i ( 1/(n-1)

(p-1)-icn | nc-1

MN‘I

-1 .
— -1 n-1-i
i=0 D i

1

1 _ k-1 n-1-if -1 14
e i W W ey

(1-(i+1)c>“'2 . ((Lﬁ(n-l))n'l_

ne-1 14+0(n-1) 1_,% . ._1_1
n-

]

- %c (n-1) ot k-1 atif 01\ p1g f1-(+1)c .l 1 1- 1% (n-1) o1
- ( 1 _) ): Z ('l) 1 ( i )n—l-licn( nc-1 ) 1+o'(n-]_) 1+ c .

Ql—

-C

i=0 L

Passemos agora ao calculo de Q*,(s)-

1/(n-1) c(14s)-(nc-1)r
J' fR,H(r’ h)dh | dr.

Q*y(s)= [
0 1/(n-1)

Seja j*(0, s) = INT(ml-Ts,)) =Jj%(s) (>0).

Enta T s

Zao i*(s)® i1 Tg

Q) = [ + ¥ J g,(r) dr=

0 {=0 re_*_l(s)
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=0 i=

= jz:(::) ( n-1-i, 5(0)- 0, 1-i,8 (r * (S))> j (i)-l ﬁo (0n-1-i,s("g+1(s))'0 -1-i,8 (rl(s))) =

—i‘é:)(n.m(o N (3 s))) = EO (1 (01 Bl (o112

n-1-icn

Note-se que j*(s) = INT ( i4s )) decresce em sentido lato com s e que j*(s) = j quando
1

1
—_— - << -1
G+D) 1<s_cJ 1

Vem j* (1) = INT (59) =K1 e *(+00) = 0.

Assim

+00

] fs(s) Q%3 (s) ds=

c/(1-c)

Y(e(k-1))1/ %4 -
/(1-c) ( 12—:0 -1)™ -1-i (n. )n]-n--llén fs(S) (ic(14s)-1) 2) ds+

k- /(i1 [ j 1 (el L -
" j§o ’rl/(c(j+1)-1 (- i§—:o (D™ ( i ) nn1~1cn fs(s) (ie(1+s)-1) )

Como [ fg(s) (ic(14s)-1)*2 ds=

By S

1+5 (1+§—)2 ic(-%)'F%
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-1
= 1 (ic(1+s) -1)11 + constant
= — ante,
1+ic(o-1) 1+ 2

vem
400
I i 75 Q2@ ds=
n 1 L ic c(Ell) -1o\ml g0 1 gt
n-1-i -~ n-1-1 = -
= IX_:O (-1) ( : ) n-1l-icn '1+1c(0'-1) (( 1+ 1 ( 1 1)) -(H.l.l_(f_c.) )+
c(1+k) 7 lc

+ ¥ i(l)*"“(“') e TR (( eFt Y (gt VY
= =0 n-l-icn 1+ic(o-1) 1+%"(clj'1)) (H‘%(c(ﬁ_l) )) )_

. _L_ n-1 1
___z (l)n--x(n') nill 1 1( )(( ¢3¢ )) _( T—l) )_
=6 i / n-l-iecn  1+ic(o-1 1/1 1 ¢ -
1+5(E-1 1+5- T<

k1 fc 1.1\t
Z (_l)n-l-i (n‘lu-l- 1 1
=0 i /n-l-icn 1+ic(o-1) 1 +__

1

Logo

. n-2 n-1
_ 1 (0-1\ poli 1 [+ 115 (1)
Py= 120( 1) ( i ) nl-ll 1c1n (1+a‘(n—l)< nc-1 ) (H{% _l_c_ +
1
._c_) )=
1-c

= Z (-1} (n-) n-l-i (LG‘H)C )’”( 1 nc-1 (i+1)c-1
) . ) -Toen 1+(%—-1)¢ T+o(n1) | +( _1)c ) +(1 l)c 1+1c(0'-1)

QI"-‘ 'T‘Iv—-

o
1+1c(0'-1)
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II

1 i/n- o [ 1-(i+1)c p
PR (ni ) (10 (1 +((j1)c) TFo(aD)) - (IFe(e-1) *

Note-se que ( n;l) (n-1-1) = ( :i) (i+1) e faca-se j=i+1.

Vem

INT(1/c)

n-2
b 1y (- ( Le ) ; _
=k g j) 14(2-1)¢/  (+G-D(o-De)(-1+])

INT(1/c)

- %.(14-(%1-1)“-2 g V) e 0

Pg = P(T'=W, | H,) = P(T=V, | H,).

E esta probabilidade j4 tinha sido calculada (ver pag. 130). Assim

1 L \=?
ifD- 1 n-1 -
Pg = ,Z_:o(l)(i)1+i”(1 1%) =

n-1
1550( 1y (n- ) 1+ico (1:1__1*_-1%) = (n : -1 22 -1y} (n 1) Trio (o-1-i)*1.

Py = P3/P;.
P, = P;- Ps.
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4.1 INTRODUCAO

Como foi dito em 2.3, as estatisticas A, B, U, T e Z foram obtidas pelo método GAN
por Rosado (1984) e as estatisticas D, B e T’ foram obtidas no ambito do presente trabalho.

Relativamente 4 distribuicdo gama, tabelas de valores criticos das estatisticas U e Z
foram obtidas por simulagdo por Braumann, M. M. (1989) no trabalho de sintese apresentado
nas provas de Aptiddo Pedagégica e Capacidade Cientifica. Posteriormente as tabelas de
valores criticos relativas 4 estatistica U foram publicadas em Rosado, F.F. e Braumann, M.M.
(1990). Relativamente 3 estatistica T j4 existem tabelas publicadas desde 1947 (ver Barnett e
Lewis pags. 369 e 370).

No presente trabalho, para além de tabelas de valores criticos das estatisticas U, TelZ
para a distribuicsio exponencial, agora valores exactos, apresentamos tabelas de valores criticos
para as restantes estatisticas A, B, D, B’ e¢ T, para as quais ndo existiam. O nivel de
significancia das tabelas apresentadas é 5%.

Relativamente as medidas de “performance” nio existia nada feito para nenhuma das
estatisticas aqui estudadas. Ao apresentar as tabelas das medidas de ?performance” optadmos
por indicar também os valores das caudas que tém menos interesse analisar, ou seja, cauda
inferior para as estatisticas A e U e cauda superior para as estatisticas B, B/, T e T/. Para D e

Z ambas as caudas interessam.

4.2 TABELAS DE VALORES CRITICOS
Apresentam-se a seguir as tabelas dos valores criticos das estatisticas obtidas no capitulo
IL
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Valores Criticos das Estatisticas AelU

(a = 0.05)

n A U

3 0.1710E-1 0.8440E-2
4 0.1282E-1 0.4238E-2
5 0.1026E-1 0.2548E-2
6 0.8549E-2 0.1701E-2
7 0.7328E-2 0.1216E-2
8 0.6412E-2 0.9126E-3
9 0.5699E-2 0.7101E-3
10 0.5129E-2 0.5283E-3
11 0.4663E-2 0.4651E~-3
12 0.4274E-2 0.3877E-3
13 0.3946E-2 0.3281E-3
14 0.3664E-2 0.2831E-3
15 0.3420E-2 0.2438E-3
16 0.3206E-2 0.2134E-3
17 0.3017E-2 0.1883E-3
18 0.2850E-2 0.1674E-3
19 0.2700E~2 0.1498E-3
20 0.2565E-2 0.1348E-3
21 0.2443E-2 0.1220E-3
22 0.2332E-2 0.1109E-3
23 0.2230E-2 0.1013E-3
24 0.2137E-2 0.9282E-4
25 0.2052E-2 0.8540E-4
26 0.1973E-2 0.7883E-4
27 0.1900E-2 0.7300E-4
28 0.1832E-2 0.6778E-4
29 0.1769E-2 0.6311E-4
30 0.1710E-2 0.5891E~4
31 0.1655E-2 0.5511E-4
32 0.1603E-2 0.5167E~-4
33 0.1554E~2 0.4853E-4
34 0.1509E-2 0.4568E-4
35 0.1466E-2 0.4307E-4
36 0.1425E-2 0.4068E-4
37 0.1386E-2 0.3848E-4
38 0.1350E~2 0.3646E-4
39 0.1315E-2 0.3459E-4
40 0.1282E-2 0.3286E~-4
41 0.1251E-2 0.3126E-4
42 0.1221E-2 0.2977E-4
43 0.1193E-2 0.2838E-4
44 0.1166E-2 0.2710E-4
45 0.1140E-2 0.2589E-4
46 0.1115E-2 0.2477E-4
47 0.1091E-2 0.2371E-4
48 0.1069E-2 0.2272E-4
49 0.1047E-2 0.2180E-4
50 0.1026E~2 0.2093E-4
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n A U
51 0.1006E-2 0.2010E-4
52 0.9864E-3 0.1933E-4
53 0.9678E-3 0.1860E-4
54 0.9499E-3 0.1791E-4
55 0.9326E-3 0.1726E-4
56 0.9160E-3 0.1665E-4
57 0.8999E-3 0.1606E-4
58 0.8844E-3 0.1551E-4
59 0.8694E-3 0.1498E-4
60 0.8549E-3 0.1448E-4
61 0.8409E-3 0.1401E-4
62 0.8273E-3 0.1356E-4
63 0.8142E-3 0.1313E-4
64 0.8015E-3 0.1272E-4
65 0.7891E-3 0.1233E-4
66 0.7772E-3 0.1195E-4
67 0.7656E~3 0.1160E-4
68 0.7543E-3 0.1125E-4
69 0.7434E-3 0.1093E-4
70 0.7328E-3 0.1062E-4
71 0.7224E-3 0.1032E-4
72 0.7124E-3 0.1003E-4
73 0.7026E~-3 0.9756E-5
74 0.6932E-3 0.9492E-5
75 0.6839E-3 0.9240E-5
76 0.6749E-3 0.8996E-5
77 0.6661E-3 0.8763E-5
78 0.6576E-3 0.8538E-5
79 0.6493E-3 0.8321E-5
80 0.6412E-3 0.8114E-5
81 0.6333E-3 0.7913E-5
82 0.6255E-3 0.7721E-5
83 0.6180E-3 0.7535E-5
84 0.6106E-3 0.7355E-5
85 0.6035E-3 0.7182E-5
86 0.5964E-3 0.7015E-5
87 0.5896E-3 0.6854E-5
88 0.5829E-3 0.6697E~-5
89 0.5763E-3 0.6547E-5
90 0.5799E-3 0.6402E-5
91 0.5637E~3 0.6262E~-5
92 0.5575E-3 0.6126E-5
93 0.5515E-3 0.5994E-5
94 0.5457E-3 0.5866E-5
95 0.5399E-3 0.5742E-5
26 0.5343E-3 0.5623E-5
97 0.5288E-3 0.5507E-5
28 0.5234E-3 0.5395E-5
99 0.5181E-3 0.5286E-5
100 0.5129E-3 0.5180E-5
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Valores Criticos das Estatisticas Be T

(@ = 0.05)

n. B T

3 0.4077E+1 0.8709
4 0.4363E+1 0.7679
5 0.4585E+1 0.6838
6 0.4766E+1 0.6161
7 0.4920E+1 0.5612
8 0.5053E+1 0.5157
9 0.5170E+1 0.4775
10 0.5275E+1 0.4450
11 0.5370E+1 0.4169
12 0.5457E+1 0.3924
13 0.5537E+1 0.3708
14 0.5611E+1 0.3517
15 0.5680E+1 0.3346
16 0.5744E+1 0.3192
17 0.5805E+1 0.3053
18 0.5862E+1 0.2926
19 0.5916E+1 0.2810
20 0.5967E+1 0.2704
21 0.6016E+1 0.2606
22 0.6062E+1 0.2516
23 0.6107E+1 0.2432
24 0.6149E+1 0.2353
25 0.6190E+1 0.2280
26 0.6229E+1 0.2212
27 0.6267E+1 0.2148
28 0.6303E+1 0.2088
29 0.6338E+1 0.2032
30 0.6372E+1 0.1978
31 0.6405E+1 0.1928
32 0.6437E+1 0.1880
33 0.6467E+1 0.1835
34 0.6497E+1 0.1792
35 0.6526E+1 0.1751
36 0.6554E+1 0.1712
37 0.6582E+1 0.1675
38 0.6608E+1 0.1640
39 0.6634E+1 0.1606
40 0.6660E+1 0.1574
41 0.6684E+1 0.1543
42 0.6708E+1 0.1513
43 0.6732E+1 0.1485
44 0.6755E+1 0.1457
45 0.6777E+1 0.1431
46 0.6799E+1 0.1406
47 0.6821E+1 0.1381
48 0.6842E+1 0.1358
49 0.6862E+1 0.1335
50 0.6883E+1 0.1313
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n B T

51 0.6902E+1 0.1292

52 0.6922E+1 0.1272

53 0.6941E+1 0.1252

54 0.6960E+1 0.1233

55 0.6978E+1 0.1215

b6 0.6996E+1 0.1197

57 0.7014E+1 0.1180

58 0.7031E+1 0.1163

59 0.7048E+1 0.1147

60 0.7065E+1 0.1131

61 0.7081E+1 0.1116

62 0.7098E+1 0.1101

63 0.7114E+1 0.1086

64 0.7129E+1 0.1072

65 0.7145E+1 0.1058

66 0.7160E+1 0.1045

67 0.7175E+1 0.1032

68 0.7190E+1 0.1020

69 0.7205E+1 0.1007

70 0.7219E+1 0.9953E-1
71 0.7233E+1 0.9836E-1
72 0.7247E+1 0.9722E-1
73 0.7261E+1 0.9611E-1
74 0.7275E+1 0.9502E-1
75 0.7288E+1 0.9396E~-1
76 0.7301E+1 0.9293E-1
77 0.7314E+1 0.9192E-1
78 0.7327E+1 0.9093E-1
79 0.7340E+1 0.8997E-1
80 0.7352E+1 0.8903E-1
81 0.7365E+1 0.8810E-1
82 0.7377E+1 0.8720E-1
83 0.7389E+1 0.8632E~-1
84 0.7401E+1 0.8546E-1
85 0.7413E+1 0.8461E-1
86 0.7425E+1 0.8378E~1
87 0.7436E+1 0.8297E~1
88 0.7448E+1 0.8218E-1
89 0.7459E+1 0.8140E-1
90 0.7470E+1 0.8064E-1
91 0.7481E+1 0.7989E-1
92 0.7492E+1 0.7916E-1
93 0.7503E+1 0.7844E-1
94 0.7514E+1 0.7774E-1
95 0.7524E+1 0.7705E~-1
96 0.7535E+1 0.7637E-1
97 0.7545E+1 0.7570E-1
o8 0.7555E+1 0.7505E~-1
99 0.7565E+1 0.7441E-1
100 0.7576E+1 0.7378E-1

NOTA: Esta tabela poders ser usada para a estatistica B’ (e T'),

unidade. Por exemplo, o valor critico de B’ (T
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com n desfazado de uma

) para n=50 & o valor critico de B ( T ) para n=49.




Valores Criticos da Estatistica Z

(e = 0.05)
3 0.5970E-2 0.6042E-2 0.9194
4 0.3150E-2 0.3180E-2 0.8449
5 0.1965E-2 0.1981E-2 0.7756
6 0.1346E-2 0.1355E-2 0.7149
7 0.9798E-3 0.9856E-3 0.6625
8 0.7456E-3 0.7495E-3 0.6170
9 0.5865E-3 0.5892E-3 0.5775
10 0.4734E-3 0.4755E-3 0.5428
i1 0.3902E-3 0.3918E-3 0.5123
12 0.3272E-3 0.3284E-3 0.4851
13 0.2784E-3 0.2793E-3 0.4608
14 0.2397E-3 0.2405E-3 0.4389
15 0.2086E-3 0.2092E-3 0.4191
16 0.1832E-3 0.1837E-3 0.4012
17 0.1621E-3 0.1625E-3 0.3848
18 0.1445E-3 0.1449%E-3 0.3697
19 0.1296E-3 0.1299E-3 0.3559
20 0.1169E~-3 0.1172E-3 0.3431
21 0.1060E-3 0.1063E-3 0.3313
22 0.9658E-4 0.9677E-4 0.3202
23 0.8834E-4 0.8851E-4 0.3100
24 0.8111E-4 0.8126E-4 0.3004
25 0.7474E-4 0.7487E-4 0.2914
26 0.6909E-4 0.6921E-4 0.2830
27 0.6405E-4 0.6416E-4 0.2751
28 0.5955E-4 0.5965E~-4 0.2677
29 0.5551E-4 0.5560E~4 0.2606
30 0.5187E-4 0.5195E-4 0.2540
31 0.4857E-4 0.4864E-4 0.2477
32 0.4558E~-4 0.4565E~4 0.2417
33 0.4286E-4 0.4292E-4 0.2360
34 0.4038E-4 0.4043E-4 0.2306
35 0.3810E-4 0.3815E-4 0.2254
36 0.3601E-4 0.3606E-4 0.2205
37 0.3409E-4 0.3414E-4 0.2158
38 0.3232E-4 0.3236E-4 0.2114
39 0.3069E-4 0.3072E-4 0.2071
40 0.2917E-4 0.2921E-4 0.2030
41 0.2777E-4 0.2780E-4 0.1990
42 0.2646E~-4 0.2649E-4 0.1953
43 0.2525E-4 0.2527E-4 0.1916
44 0.2411E-4 0.2414E-4 0.1881
45 0.2305E-4 0.2308E-4 0.1848
46 0.2206E-4 0.2208E-4 0.1815
47 0.2114E-4 0.2116E-4 0.1784
48 0.2026E-4 0.2028E-4 0.1754
49 0.1945E-4 0.1946E-4 0.1725
50 0.1868E-4 0.21869-4 0.1697
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51 0.1795E-4 0.1797E~4 0.1670

52 0.1727E-4 0.1729E-4 0.1644

53 0.1663E-4 0.1664E~-4 0.1619

54 0.1602E-4 0.1603E-4 0.1594

55 0.1544E-4 0.1545E-4 0.1571

56 0.1489E-4 0.1491E-4 0.1548

57 0.1438E-4 0.1439E-4 0.1526

58 0.1389E~4 0.1390E-4 0.1504

59 0.1342E-4 0.1343E-4 0.1483

60 0.1298E-4 0.1299E-4 0.1463

61 0.1256E-4 0.1257E-4 0.1443

62 0.1216E-4 0.1216E-4 0.1424

63 0.1177E-4 0.1178E-4 0.1405

64 0.1141E-4 0.1142E-4 0.1387

65 0.1106E-4 0.1107E-4 0.1369

66 0.1073E-4 0.1074E-4 0.1352

67 0.1041E-4 0.1041E-4 0.1335

68 0.1011E-4 0.1012E-4 0.1319

69 0.9819E-5 0.9825E~5 0.1303

70 0.9541E-5 0.9547E~5 0.1288

71 0.9274E-5 0.9280E-5 0.1272

72 0.9019E-5 0.9025E-5 0.1258

73 0.8774E-5 0.8780E-5 0.1243

74 0.8539E-5 0.8545E-5 0.1229

75 0.8314E-5 0.8319E~-5 0.1216

76 0.8097E-5 0.8102E-5 0.1202

77 0.7888E-5 0.7893E-5 0.1189

78 0.7688E-5 0.7692E-5 0.1176

79 0.7495E-5 0.7499E-5 0.1164

80 0.7309E-5 0.7313E-5 0.1152

81 0.7130E-5 0.7134E-5 0.1140

82 0.6958E-5 0.6962E-5 0.1128

83 0.6791E-5 0.6795E~5 0.1116

84 0.6631E-5 0.6635E-5 0.1105

85 0.6476E-5 0.6480E-5 0.1094

86 0.6327E-5 0.6330E-5 0.1084

87 0.6183E-5 0.6186E-5 0.1073

88 0.6043E-5 0.6047E~-5 0.1063

89 0.5909E-5 0.5912E-5 0.1053

90 0.5778E-5 0.5781E~5 0.1043

91 0.5652E-5 0.5655E~5 0.1033

92 0.5531E~-5 0.5533E-5 0.1023

93 0.5413E-5 0.5415E-5 0.1014

94 0.5298E-5 0.5301E-5 0.1005

95 0.5188E-5 0.5190E~-5 0.9961E-1
96 0.5080E-5 0.5083E-5 0.9872E~-1
97 0.4976E-5 0.4979E~5 0.9786E-1
98 0.4876E~5 0.4878E~5 0.9701E-1
99 0.4778E-5 0.4780E-5 0.9618E-1
100 0.4683E-5 0.4685E-5 0.9536E-1
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Valores Criticos da Estatistica D

(a = 0.05)

n d d; d,

3 0.1445E-1 0.1466E-1 0.6034E+1
4 0.1096E-1 0.1081E-1 0.6364E+1
5 0.8832E-2 0.8911E-2 0.6619E+1
6 0.7401E~2 0.7456E-2 0.6827E+1
7 0.6371E-2 0.6412E-2 0.7002E+1
8 0.5935E-2 0.5625E-2 0.7154E+1
9 0.4986E-2 0.5011E-2 0.7287E+1
10 0.4499E-2 0.4519E-2 0.7406E+1
11 0.4098E-2 0.4115E-2 0.7514E+1
12 0.3764E-2 0.3778E-2 0.7612E+1
13 0.3480E-2 0.3492E-2 0.7702E+1
14 0.3236E-2 0.3247E-2 0.7786E+1
15 0.3024E-2 0.3034E-2 0.7863E+1
16 0.2839E-2 0.2847E~2 0.7936E+1
17 0.2675E-2 0.2682E-2 0.8004E+1
18 0.2529E-2 0.2535E-2 0.8068E+1
19 0.2398E-2 0.2404E-2 0.8128E+1
20 0.2280E-2 0.2285E-2 0.8186E+1
21 0.2173E~-2 0.2178E-2 0.8241E+1
22 0.2076E-2 0.2081E-2 0.8293E+1
23 0.1987E-2 0.1991E-2 0.8342E+1
24 0.1906E-2 0.1910E-2 0.8390E+1
25 0.1831E-2 0.1834E-2 0.8435E+1
26 0.1762E-2 0.1765E-2 0.8479E+1
27 0.1697E-2 0.1700E-2 0.8521E+1
28 0.1638E-2 0.1640E-2 0.8562E+1
29 0.1582E-2 0.1584E~2 0.8601E+1
30 0.1530E-2 0.1532E-2 0.8639E+1
31 0.1481E-2 0.1484E-2 0.8675E+1
32 0.1436E-2 0.1438E-2 0.8711E+1
33 0.1393E-2 0.1395E-2 0.8745E+1
34 0.1352E~-2 0.1354E-2 0.8778E+1
35 0.1314E-2 0.1316E-2 0.8810E+1
36 0.1278E-2 0.1280E-2 0.8841E+1
37 0.1244E-2 0.1246E-2 0.8872E+1
38 0.1212E-2 0.1213E-2 0.8902E+1
39 0.1181E-2 0.1183E~-2 0.8931E+1
40 0.1152E-2 0.1154E-2 0.8959E+1
41 0.1125E-2 0.1126E-2 0.8986E+1
42 0.1098E-2 0.1099E-2 0.9013E+1
43 0.1073E-2 0.1074E-2 0.9039E+1
44 0.1049E-2 0.1050E-2 0.9064E+1
45 0.1026E-2 0.1027E-2 0.9089E+1
46 0.1004E-2 0.1005E-2 0.9114E+1
47 0.9827E-3 0.9837E-3 0.9138E+1
48 0.9625E-3 0.9634E-3 0.9161E+1
49 0.9431E-3 0.9440E-3 0.9184E+1
50 0.9245E-3 0.9253E-3 0.9206E+1
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n d d1 d2

51 0.9066E-3 0.9074E-3 0.9228E+1
52 0.8894E~3 0.8902E-3 0.9250E+1
53 0.8728E-3 0.8736E-3 0.9271E+1
54 0.8568E-3 0.8576E~-3 0.9291E+1
55 0.8415E~-3 0.8422E-3 0.9312E+1
56 0.8266E-3 0.8273E-3 0.9332E+1
57 0.8123E-3 0.8129E-3 0.9351E+1
58 0.7984E-3 0.7991E-3 0.9370E+1
59 0.7851E-3 0.7857E-3 0.9389E+1
60 0.7721E-3 0.7727E-3 0.9408E+1
61 0.7596E-3 0.7602E-3 0.9426E+1
62 0.7475E-3 0.7481E-3 0.9444E+1
63 0.7358E-3 0.7364E-3 0.9462E+1
64 0.7244E-3 0.7250E-3 0.9479E+1
65 0.7134E-3 0.7139E-3 0.9496E+1
66 0.7028E-3 0.7032E-3 0.9513E+1
67 0.6924E-3 0.6929E-3 0.9530E+1
68 0.6832E-3 0.6828E-3 0.9546E+1
69 0.6725E-3 0.6730E-3 0.9562E+1
70 0.6630E-3 0.6635E-3 0.9578E+1
71 0.6582E-3 0.6542E-3 0.9594E+1
72 0.6448E-3 0.6453E-3 0.9609E+1
73 0.6361E-3 0.6365E-3 0.9624E+1
74 0.6276E-3 0.6280E-3 0.9639E+1
75 0.6193E-3 0.6197E-3 0.9654E+1
76 0.6113E-3 0.6117E-3 0.9669E+1
77 0.6034E-3 0.6038E-3 0.9683E+1
78 0.5958E~3 0.5961E-3 0.9698E+1
79 0.5883E-3 0.5887E-3 0.9712E+1
80 0.5810E-3 0.5814E-3 0.9725E+1
81 0.5740E-3 0.5743E-3 0.9739E+1
82 0.5670E-3 0.5674E-3 0.9753E+1
83 0.5603E-3 0.5606E-3 0.9766E+1
84 0.5537E-3 0.5540E-3 0.9779E+1
85 0.5472E-3 0.5475E-3 0.9792E+1
86 0.5409E-3 0.5412E-3 0.9805E+1
87 0.5348E-3 0.5351E~-3 0.9818E+1
88 0.5288E-3 0.5291E-3 0.9830E+1
89 0.5230E-3 0.5232E-3 0.9843E+1
90 0.5172E-3 0.5174E-3 0.9855E+1
91 0.5115E-3 0.5118E-3 0.9867E+1
92 0.5060E-3 0.5063E-3 0.9879E+1
93 0.5006E-3 0.5009E-3 0.9891E+1
94 0.4954E-3 0.4956E-3 0.9903E+1
95 0.4902E-3 0.4905E-3 0.9915E+1
96 0.4852E-3 0.4854E-3 0.9926E+1
97 0.4802E-3 0.4804E~-3 0.9938E+1
98 0.4754E-3 0.4756E-3 0.9949E+1
99 0.4706E-3 0.4708E-3 0.9960E+1
100 0.4660E-3 0.4662E-3 0.9971E+1
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4.3 TABELAS DAS MEDIDAS DE "PERFORMANCE”

Apresentam-se a seguir as tabelas das medidas de ”performance” das estatisticas obtidas

no capitulo II.
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4.4 ANALISE DOS RESULTADOS

A. Ao analisar os resultados algo sobressaiu logo:

O valor de Pg das estatisticas B, B/, T e T’ era 0 mesmo para todos os ¢ estudados. Era ébvio
que seria o mesmo para B e B’ e também para T e T/, pois tinhamos obtido a mesma
expressdo. O que surpreendeu foi o facto de ser igual para as quatro estatisticas. De facto, as

expressdes eram distintas. Para B e B’ tinhamos:

PB)Po(8) = 3 § (%) (-1)* -

o3

Para T e T/ tinhamos:

N . 1-3 1 \n-1
Po(T)=Po(M)= 3 (-1)' (") ( 7 n"ll) '
1= 1

1+ ﬁ'r

Em vista dos resultados fomos analisar melhor as defini¢es de Py em ambos os casos e
de facto elas sdo idénticas para B e T (e para B’ e T’). Vejamos para o caso de B e T (para B’

e T/ era idéntico):

Pe(B)=P(B=Y, |H,) = P(M<Y,|H,) = P(max(Yy,...,Y,,) <Y,|H).

Pe(T)=P(T=V_|H,) P(HLS|H,;) =

Y1 Yn-l Yn -
P (max(Y1+...+Yn_1""’Y1+ — +Yn_1) SYF v B ) = Pe(B).

Esta conclusdo leva-nos, como subproduto, & seguinte igualdade geral:

_ _k \n1 -
S0 o (@) - Eeor e (55 (-

B. Como era de esperar verificou-se a relagdo P, > P, > P; > P, (ver pag.12) para as oito
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estatisticas e todos os valores de ¢, havendo a salientar as igualdades P,=P;=P, para as

estatisticas T e T’ e para n=5 e n=10.

C. Relativamente a P, (poténcia do teste) verifica-se que & medida que o n aumenta,
diminui o valor de P, de todas as estatisticas excepto na cauda superior das estatisticas Z, Te
T’, onde essa caracteristica também se verifica mas apenas para valores de n suficientemente
grandes.

A partida seria de esperar que para n pequenos os testes fossem menos potentes que para
n grandes, pois é isso que sucede geralmente nos testes paramétricos. Mas tal ndo sucedeu e
uma explicagdo possivel é a seguinte: nos testes paramétricos vulgares, quando a hipétese
alternativa relativa ao valor de um parametro & verdadeira, todos os elementos da amostra tém
esse valor do parametro e dai a poténcia do teste ser, para um teste de razio de
verosimilhancas, debaixo de condigdes adequadas, uma fungio crescente do tamanho da
amostra (ver Lehman(1959),pag.108), isto é, serd tanto mais ficil detectar o desvio do
parametro relativamente a hipétese nula quanto mais elementos da amostra (todos seguindo a
hipétese alternativa) tivermos a contribuir para o valor da nossa estatistica.

No nosso caso, porém, a hipotese alternativa refere-se 3 existéncia de um "outlier”, isto é,
de um tunico elemento da amostra cujo valor do parimetro se afasta dos restantes. Sendo a
hipétese alternativa verdadeira, quanto maior for a amostra maijor seré o nimero dos seus
elementos que tém o valor ndo-desviante do parimetro e, portanto, menor tenders a ser a
influéncia do tnico contaminante sobre a nossa estatistica de teste. Isso é exactamente assim
para estatisticas de teste "pouco sofisticadas” como as de maximo ou minimo da amostra
(A,B,B") em que a inﬂuéqcia dos elementos é mais directa e ser4 assim a partir de certa ordem
para os restantes em que a influéncia dos elementos é mais indirecta e, pode, para valores
pequenos de n, haver alguns efeitos compensatorios. Temos, assim, o efeito de, pelo menos a
partir de certa ordem, ser tanto mais dificil detectar a existéncia de "outlier”, ser tanto menor
a poténcia, quanto maior for o tamanho da amostra. Quanto maior a "multidio” da
populacdo corrente, maior a possibilidade de um contaminante passar despercebido, j4 que
havers4 maior tendéncia para aparecerem individuos da populagio corrente que apresentam
comportamentos extremos.

Este fenénemo € ainda mais notério nos testes de detecgdo de "outliers” na cauda inferior
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da distribuicdo exponencial. Dada a forte concentracdo da densidade de probabilidade nessa
cauda € muito provdvel a existéncia de valores extremos inferiores muito pequenos em
amostras grandes e pouco provavel que o contaminante seja ainda mais extremo (apesar de ele
ter maiores probabilidades de ter um valor mais pequeno) do que um outro elemento da
amostra escolhido ao acaso. Assim, é quase inittil a execucdo de testes para deteccio de
“outliers” na cauda inferior de populacdes exponenciais quando n é grande, ou mesmo
moderado, ji que a poténcia é muito fraca. Assim, o facto de nos testes cldssicos, de natureza
empirica, a cauda inferior nunca ser considerada, acaba por encontrar alguma justificacio em
face dos resultados aqui obtidos, se bem que, para valores pequenos de n, a situagdo j& ser um
pouco diferente.

Também a execugdo de testes para deteccio de ”outliers” na cauda superior de
populagdes exponenciais em amostras muito grandes s6 é eficaz quando o contaminante tem
valores do parimetro bastante desviantes, pelo que pouco interesse haver4 na obtencio de
métodos assintéticos quando n = +4co.

O que referimos em relacio a poténcia, serd também verdadeiro para Py,P3,P, e Pg por
razGes semelhantes.

Uma situagio inteiramente diferente, e que estd fora do ambito desta tese, seria a
situagdo da existéncia de uma mistura, em que cada elemento da amostra tem probabilidade
fixa de ser contaminante, podendo haver mais de um contaminante e podendo o nimero de
contaminantes variar com o tamanho da amostra, em vez de ser fixo. Neste caso, j4 o numero
de contaminantes tem tendéncia a crescer com o tamanho da amostra e o decréscimo da

poténcia com o tamanho da amostra nio & de esperar.

D. Tendo em conta as caudas que interessam mais analisar (ver pag. 153), foi-se verificar
para cada medida de "performance” (excepto P;) o seguinte esquema (dentro de parentésis

estdo os parametros conhecidos ou parcialmente conhecidos neste caso representados a bold”):
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Cauda Inferior:

Cauda Superior:

T(}, &) B/(5;6’ ou &)

l‘///

Uma vez que 3 medida que se desce em cada esquema se verifica uma perda de informacio
seria de esperar que as seis primeiras medidas de "performance” diminuam de acordo com o
sentido das setas. Quanto a P, seria de esperar precisamente o contrario.

De facto foi isso que sucedeu com uma ou outra excepcdo, que passaremos a enunciar. Na
cauda inferior, para Py, entre as estatisticas D e Z e as estatisticas U e Z, o sentido foi
geralmente ao contrério do esperado. Para P5 passou-se o contrério do esperado entre D e A e
entre Z e U (nalguns casos). Quanto a Pg deu-se a igualdade entre A e Ue B, B/, Te T’
(como j& tinhamos falado em 4.4A). No que respeita ao P, h& a salientar um sentido
contrario ao esperado entre as estatisticas (salvo outras excepgdes pontuais): AeU,TeT/, B
e B’ e B’ e T'. Quanto as restantes medidas nada hé fora do esperado.

Estas excepedes que apontimos levam-nos a concluir que nem sempre a perda de

informagio leva a uma ”performance” mais fraca. Devido a este facto e também ao facto de

196




quando h4 uma perda na "performance” ela & ligeira podemos tirar a seguinte conclusio geral:
a perda de informagdo nio acarreta alteracio substancial na ”performance” (no que respeita a

duas estatisticas consecutivas).

E. Quando o=1, pode-se ver teoricamente que, tanto o P; como P;, P; e Pg; tém o mesmo

valor para todas as estatisticas. Sdo eles:

P,% =qa (4bvio)

P60 = -111- (como todas as observacdes tém a mesma distribui¢do, a probabilidade de que
a observagdo que fornece o minimo (ou méaximo) ser a observacio niimero n & % )-

Po5 = P(WeR |W=W,, Hy)) = P(WeR IHO):PO1 = a (pois na hipétese nula,
W=min W, estar na regido de rejeicdo é independente de W=w_).

Tambeém:

P’ = P(WeR |V=W,| Hy) = P(WER |Hy)-P (W=W,|HBy)=a-1 = & .

O conhecimento tedrico destes valores serviu para testar os programas.

F. Em David (1981) encontra-se o seguinte enquadramento para P, (pag.235):

2

desde que a < £ onde o é o nivel de significancia.
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De facto verifica-se esta dupla desigualdade (nas caudas que interessam analisar).

G. Relativamente a forma como as medidas de ”performance” se comportam 3 medida que ¢

cresce (nas caudas que interessam analisar - ver pag. 153), verifica-se:

g

N

A4

\/

N/

\/

\/

\/

\/

\Y4

\/

N/

NV rarareVi
NPV Vararars

/\

/N

RSN NANRE YN
<IN NN N N

IO N DN
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Apéndices




APENDICE A

-1
Vamos provar que paran>3 e 0<z<f11-(1-11—1) e 0 <z <% <z, <1 tal que

nzy-1

P(21)=p(29)=2 com p(z)=z(1-z)*!, vem (z;,29) €D, e k=INT(—z—2_—zT) a s6 poder tomar os

valores k:INT(%), eey I=20

Demonstragio:
Defina-se

e 1 - ) = Lkz
Y (z)= 23 (2) paral <z < i (k=1, 2, ..., n-1), onde ay(z)= —

Vem, derivando

P @e(a(2) + pla)e (ay(2))

Yl Ferta)

_ (Ln2)(1-2) ay(a)(1-a(2))™? + 2(1-2)™!(1-nay (2))(L-a (2))"2 Ko
- 0%(ay(2))

-2)%%(1-ay (z))>2 n-k-
= (1(n?k)2:2(;k((z)))) nk(n-2) (z- %) (z- ﬁ)

Temos, fazendo o estudo de ¥i(2) e de ¢/, (2):
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0 para k # n-1
h(0)= \
z(1-z)™!
= k=n-1.
L G C@hg)(@naEt - T pare
finito para k #n-1
(0)=
-00 para k=n-1.
r
+00 parak #1
1\_
w(t)=/
n-1
lin'lx iﬂzi—ml = para k=1,
i 1z -2
& (-5
A
(" +o00 parak #1
¢’k(%)=< 0 para k=1en >3
L finito para k=1 e n=3.
1 1
i1 o
i) A

)= kL)
i
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1_nk1 __(o-1)(n-2k)
% k(n-2) ~ " nk(n-2)
| >0
l_nkl1 _ k1
kK k(n-2) ~ ko)
=0

Estes resultados poderdo ser visualizados graficamente nas figuras seguintes:

>0 parak > 2
=0 para k=%

<0 parak <2

parak #1

para k=1,

e S

Caso k=1

.

v
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!
!
!
!
!
I
I
I
I
I
!
I
I
!
I
I
!
!
1
i

Casol<k<%

,‘-'p- .——————-————————-——.—-—.-————-—-




Caso%<k<n-1

=

n-k-1
k(n-2)

=n-1

Caso k
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Para 1 <k<I2l vem:

N

%-):1 pois 0 < z; < 'Ili onde ¢ é crescente.

Y(z1) < Wy

Logo SO—(:]((Z(_IZ)l)j <1 implica ¢(z;) < p(ay(z,)).

Como ¢(z;)=2=p(z5) vem ¢(z,) < p(ay(z,))-

1

Como 7 < z5 < 1, Ill < a,(z;) <1 e ¢ decresce estritamente em (111, 1), vem 2z, > ay(z,).

Logo 2z > a(z;) paral< k <

noj=

E ticul .
m particular z, > aINT(‘z—‘)(Zl)

1-z
Em particular 29> a,(z)) = 2z, > — — 1 = zy+(n-1)z, > L.

Para 2 <k< nl e Rkl <zl<111,vem

k(n-2)

Yi(z1) > 1, donde (p%(zl-)—— > 1 e por conseguinte ¢(z;)=z=¢(z,) > ¥(a(z,))-

Como 11‘1< 79> 1, Ill < a(zy) <1 e o decresce estrictamente em (%, 1) vemn
29 < ay(z,)-
Logo z,<ay(z) para <k<n-1 se pkl o, oL
25%\“1 k(n—2) 1~ 1

. 1 1-(n-1)z
Em particular 7,< a ;. 4(z;) para %2—)?) <z < xlp isto &, zy < El(ln-i)l para

0<z < %, ou seja, (n-1)z;+ z,< 1.
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Conclusao:

implicam que (z,, z,) € D,
(n'l)z1+ Zy < 1

—_ -1
ezy > a’]NT(%)(zl) implica k:INT('zl:_lz_l_) > INT (%)
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APENDICE B

Apresentam-se a seguir os programas de computador utilizados para a elaboragio das
tabelas de valores criticos e das medidas de "performance”. Foi utilizado um computador
pessoal IBM compativel e os programas foram elaborados em GWBasic com precisdo dupla.
Nem sempre se utilizaram directamente as férmulas apresentadas no texto, mas variantes delas

mais eficientes ou mais precisas do ponto de vista computacional.
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Valores Criticos das Estatisticas A e U

(a = 0.05)
10 LPRINT ’ " N" , ” All , " U"
15 LPRINT
20 DEFDBL A-~I:DEFDBL K-2
30 LET L=1%
40 FOR J=3 TO 100:LET N=CDBL(J)
50 REM

60 REM estatistica a

70 LET C=(-L/N)*LOG(.95#):LET X1=C

80 REM

90 REM estatistica u

100 LET C=(L-.95#~(L/(N=L)))/N:LET X2=C

110 LPRINT,J,:LPRINT USING "#.#### 2~ ":X1, :LPRINT USING "#.###§~~~2";X2
120 NEXT J
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Valores Criticos das Estatisticas Be T

(a = 0.05)
LPRINT , L] Nll , " B“ , " Tll
LPRINT
DEFDBL A-H:DEFDBL K-2
LET L=1#
FOR I=3 TO 100:LET N=CDBL(I)
REM

REM estatistica b
LET C=-LOG(L-.95#~(L/N)):LET X=C

REM estatistica ¢

LET K=L:LET S1=L

LET K=K+L:LET C=L/K

LET S=L:LET CO=L

FOR J=L TO K-L

LET CO=((N+L)/CDBL(J)-L)*CO

LET S=S+(-L)~CDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)#*C)~(N-L)
NEXT J

LET S2=S1:LET S1=S

IF Si1>.95# THEN GOTO 100

LET Cl=L/K:LET C2=L/(K-L):LET C=(Cl1+C2) /2%
IF (C2-Cl)/Cl<.00000001# THEN GOTO 280

LET S=L:LET CO=L

FOR J=L TO K-L

LET CO=((N+L)/CDBL{J)-L)*CO

LET S=S+(-L)~CDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)*C)~(N-L)
NEXT J

IF S<.95# THEN GOTO 270

LET C2=C:LET C=(Cl+C2)/2#:GOTO 190

LET Cl=C:LET C=(Cl+C2)/2#:GOTO 190

LPRINT,I,:LPRINT USING "#.#### ~~~ n:X,:LPRINT USING "#.####~~~~":C

NEXT I




Valores Criticos das Estatisticas Ue T
(a = 0.025)

1 LPRINT, "estatistica u",,"estatistica t"
5 DEFDBL A-H:DEFDBL K-2

6 LET L=1#

10 FOR I=3 TC 100:LET N=CDBL(I)

15 REM

16 REM estatistica u

20 LET C=(L-.95#~(L/(N-L)))/N:LET X=C

86 REM estatistica t

90 LET K=L:LET S1=L

100 LET K=K+L:LET C=L/K

110 LET S=L:LET CO=L

120 FOR J=L TO K-L

130 LET CO=((N+L)/CDBL(J)-L)*CO

140 LET S=S+(=L)}ACDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)*C)~(N-L)
150 NEXT J.

160 LET S2=S1:LET S1=S

170 IF S1>.95# THEN GOTO 100

180 LET Cl=L/K:LET C2=L/(K-L):LET C=(C1+C2)/2#
190 IF (C2—C1)/C1<.00000001# THEN GOTO 280

200 LET S=L:LET CO=L

210 FOR J=L.TO K-L

220 LET CO=((N+L)/CDBL(J)—L)*C0

230 LET S=S+(-L)ACDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)*C)*(N-L)
240 NEXT J

250 IF S<.95# THEN GOTO 270

260 LET C2=C:LET C=(C1+C2)/2#:GOTO 190

270 LET Cl=C:LET C=(Cl+C2)/2#:GOTO 190

280 LPRINT ™"n=";I,X,C

290 NEXT I
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Valores Criticos da Estatistica Z
(o = 0.05)

10 LPRINT "estatistica 2"

15 LPRINT "c",,"cl1",, "c2"

20 DEFDBL A-H:DEFDBL M-Z

40 LET U=1#

50 FOR I=3 TO 100:LET N=CDBL(I)

60 REM rotina para calcular cl e c2

70 LET CMIN=0#:LET CMAX=U/N*(U-U/N)*(N-U)

80 LET C1MIN=0#:LET C1lMAX=U/N

90 LET C2MIN=U:LET C2MAX=U/N

100 LET CTENT=(CMIN+CMAX)/2#

110 LET C1MINL=C1lMIN:LET Cl1MAXL=ClMAX

120 LET C2MINL=C2MIN:LET C2MAXL=C2MAX -
130 LET Cl1TENT=(ClMINL+C1lMAXL)/2#:LET FITENT1=ClTENT*(U~C1TENT)~(N-U
140 LET C2TENT=(C2MINL+C2MAXL)/2#:LET FITENT2=C2TENT*(U~C2TENT)~(N-U)
150 IF FITENT1>=CTENT THEN GOTO 170

160 LET C1MINL=ClTENT:GOTO 180

170 LET Cl1MAXL=ClTENT

180 IF FITENT2>=CTENT THEN GOTO 200

190 LET C2ZMINL=C2TENT:GOTO 210

200 LET C2MAXL=C2TENT

210 IF (C1MAXL-C1MINL)/(C1MINL)>=,00000001# THEN GOTO 130

220 IF (C2MINL-C2MAXL)/(C2MAXL)>=.00000001# THEN GOTO 130

230 IF (C2MAXL-U/N)=0# THEN GOTO 250

240 IF ((U/N-C1MAXL)/(C2MINL-U/N))~-((U/N=-CIMINL)/(C2MAXL-U/N))>=.00001# THEN GO
TO 130

250 LET TENT=INT((N*C2TENT=-U)/(C2TENT-C1TENT))

260 LET CO=U

270 LET S=(U-N*C1TENT)~(N-U)

280 FOR J=U TO N-U-TENT

290 LET CO=CO*( (N+U-CDBL(J))/CDBL(J))

300 LET S=S+(-U)~CDBL(J)*CO*(U~(N~CDBL(J) ) *C1TENT~CDBL(J)*C2TENT) ~ (N=U)
310 NEXT J

320 LET ALFATENT=U-S

330 IF ALFATENT>=.05# THEN GOTO 360

340 LET CMIN=CTENT:LET CLMIN=C1TENT:LET C2MIN=C2TENT

350 GOTO 370

360 LET CMAX=CTENT:LET ClMAX=C1TENT:LET C2MAX=C2TENT

370 IF ABS(.05#-~-ALFATENT)>=.000000001# THEN GOTO 100

380 IF ((CMAX-CMIN)/CMIN)>=,00000001# THEN GOTO 100

390 LET C=CTENT:LET C1l=ClTENT:LET C2=C2TENT

830 LPRINT C,C1,C2

850 NEXT I
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Valores Criticos da Estatistica D
(@ = 0.05)

LPRINT "estatistica 4"
LPRINT tct . el 'y Hoon

DEFDBL A-H:DEFDBL M-Z

LET U=1#

FOR I=3 TO 100:LET N=CDBL(I)

REM rotina para calcular cl e c2

LET CMIN=Q#:LET CMAX=EXP(-1)

LET C1lMIN=0#:LET ClMAX=U

LET C2MIN=1000#:LET C2MAX=U

LET CTENT=(CHIN+CMAX)/2#

LET C1MINL=C1MIN:LET Cl1MAXL=C1MAX

LET C2MINL=C2MIN:LET C2MAXL=C2MAX

LET ClTENT=(C1MINL+ClMAXL)/2#:LET FITENT1=C1TENT*EXP(-ClTENT)
LET C2TENT=(C2MINL+C2MAXL)/2#:LET FITENT2=C2TENT*EXP(-CZTENT)
IF FITENT1>=CTENT THEN GOTO 170

LET CIMINL=C1TENT:GOTO 180

LET C1MAXL=C1TENT

IF FITENT2>=CTENT THEN GOTO 200

LET C2MINL=C2TENT:GOTO 210

LET C2MAXL=C2TENT

IF (ClMAXL—ClMINL)/(ClMINL)>=.00000001# THEN GOTO 130
IF (C2MINL-C2MAXL)/(C2MAXL)>=.00000001# THEN GOTO 130
IF (C2MAXL-U)=0# THEN GOTO 250

IF ((U—ClMAXL)/(canNL-U))-((U-ClMINL)/(CZMAXL-U))>=.00001# THEN GOTO 130
LET ALFATENT=U-(EXP(-ClTENT)-EXP(-CZTENT))‘N

IF ALFATENT>=.05# THEN GOTO 360

LET CMIN=CTENT:LET C1MIN=CITENT:LET C2MIN=C2TENT
GOTO 370

LET CMAX=CTENT:LET ClMAX=C1TENT:LET C2MAX=C2TENT

IF ABS(.05#—ALFATENT)>=.000000001# THEN GOTO 100

IF ((CMAX-CMIN)/CMIN)>=.00000001# THEN GOTO 100

LET C=CTENT:LET C1=C1TENT:LET C2=C2TENT

LPRINT C,Cl1,C2
NEXT I
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Medidas de " Performance” das Estatisticas A e B
(« = 0.05) .

REM valores criticos e medidas de

DEFDBL

A-I:DEFDBL K-2

LET L=1¢#
INPUT N:INPUT D

REM
REM
LET
LET
LET
LET
LET
LET
FOR
LET
LET
NEXT J

estatistica b
C=-LOG(L-.95#‘(L/N)):LET X1=C
El=EXP(-C/D):LET E2=EXP(-C)
PB1l=L-(.95#*(L-E1)/(L-E2))
PB2=El
PB4=E1*.95#/(L-E2)
S=D:LET CO=L

J=L TO N-L
CO=-CO* ( (N-CDBL(J) ) /CDBL(J) )
S=S+CO*(EXP(—C*CDBL(J))/(L/D+CDBL(J)))

LET PB3=L/D*E1*S

LET P=L

FOR J=L TO N-L
LET P=P*(CDBL(J)/(L/D+CDBL(J)))
J .

NEXT
LET
REM
REM
LET
LET
LET

PB5=PB3/P

estatistica a
C=(~L/N)*LOG(.95#) :LET X2=C

E1=EXP(C*(L-L/D)):LET E2=EXP(-C/D)
PAl=L~.95#*E1

performance das estatisticas a e b

"c(b)=";:LPRINT USING "#.F#######34~~~ ;X2
"c(a)=";:LPRINT USING "#.J##4##33## ~~~rv;X2

"F.EEEHERAE A A ;PBY
"I RAREREEEA A~ PAL

"F.ERERAERE A A" PB2
"R AEEFERREA A" PA2

"P.EEEERGER A~ A" PB3
"¥.EERRRERF A~ A" PAS

“F.FEEAEEEA A" ;PBY
“# . FRFFFERE A~ ;DAL

“E.FEEEREEA A~ A";PBS

LET PA2=L-E2

LET PA3=(L-.95#*E1)/(D*(N-L)+L)
LET PA4=.95#*EXP(C)*(L-E2)
LET P=L/(N#*D-D+L)

LET PA5=PA3/P .
LPRINT "n=%;N;" delta linha=";D
LPRINT “"alfa=";.05

LPRINT

LPRINT

LPRINT

LPRINT

LPRINT "pl(b)=";:LPRINT USING
LPRINT "pl(a)=";:LPRINT USING
LPRINT

LPRINT "p2(b)="; :LPRINT USING
LPRINT "p2(a)=";:LPRINT USING
LPRINT

LPRINT "p3(b)=";:LPRINT USING
LPRINT "p3(a)="; :LPRINT USING
LPRINT

LPRINT "p4(b)="; :LPRINT USING
LPRINT "p4(a)=";:LPRINT USING
LPRINT

LPRINT "pS(b)=";:LPRINT USING
LPRINT "p5(a)=";:LPRINT USING

"R AEREEAEFA AT PAS
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565

Medidas de " Performance” das Estatisticas UTeZ
(« = 0.05)

REM valores criticos e medidas de performance das estatisticas u,t e z
DEFDBL A-~I:DEFDBL K-Z

LET L=1#

INPUT N:INPUT D

REM

REM estatistica u

LET C=(L-.95#~(L/(N-L)))/N:LET X=C

LET A=(L+C*(L/D=-L))*(N-L)

LET PUl=L-.95#/(((D-L)*(N~L)*C+L)*A)

LET PU2=L~-((L-C)~(N-L))/A

LET PU3=L/(L+D*(N-L))*(L~.95#/a)

LET PU4=(.95#/A—(L—(N-L)*C)*(N-L))/((N-L)*C*(L-D)-L)
LET PUS=L~-.95#/A

REM

REM estatistica t

LET K=L:LET S1=L

LET K=K+L:LET C=L/K

LET S=L:LET CO=L

FOR J=L TO K~L

LET CO=((N+L)/CDBL(J)-L)*CO

LET S=S+(-L)ACDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)*C)‘(N-L)

NEXT J

LET S2=S1:LET S1=S

IF S1>.95¢ THEN GOTO 100

LET C1=L/K:LET C2=L/(K-L):LET C=(C1+C2)/2#

IF (C2~Cl1l)/C1<.00000001# THEN GOTO 280

LET S=L:LET CO=L

FOR J=L TO K-L

LET CO=((N+L)/CDBL(J)-L)*CO

LET S=S+(-L)‘CDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)*C)‘(N-L)

NEXT J

IF S<.95# THEN GOTO 270

LET C2=C:LET C=(Cl1+C2)/2#:GOTOC 190

LET Cl1=C:LET C=(Cl+C2)/2#:GOTO 190

LET F=L:LET CO=L:LET U=L:LET A=(L/(L+(L/D=L)*C))~(N-L)
FOR J=L TO K-L

LET CO=(N/CDBL(J)~L)*CO

LET V=U

LET U=CO*(L/(L~CDBL(J)*C*(L-D})))

LET V=V*a

LET F=F+(U+V)*((L~CDBL(J)*C)~(N-L))*((-L)}~CDBL(J))
NEXT J

LET PT1=L-F

LET PT2=L/(L+C/(D*(L-C)))~(N=-L)

LET CO=((L~L/N)/(L+(L/D-L)/N)}~(N~-L):LET V=CO

FOR J=L TO N-2#

LET CO=CO*(L-N/CDBL(J))*((L+CDBL(J—L)*D)/(L+CDBL(J)*D))*(L-L/(N-CDBL(J)))‘(

LET V=V+CO

NEXT J

IF C<L/2# THEN GOTO 480

LET PT3=L/(L+C/(D*(L~C)))A(N-L)

LET PT4=PT3

LET PT5=PT3/V:GOTO 565

LET CO=L

LET PT3=((L-C)/(L+C*(L/D-L)))~(N-L):LET PT4=PT3
FOR J=L TO K-2#

LET CO=-(N/CDBL(J)~L)*CO

LET A=CO*( (L~(CDBL(J)+L)*C)/(L+(L/D-L}*C))(N-L)
LET PT3=PT3+(L/(L+CDBL(J)*D))*A

LET PT4=PT4+(L/(L+CDBL(J)*(D-L})*C))*A

NEXT J

LET PTS=PT3/V

REM
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570 REM estatistica z
580 DEF FNF(X)=X*(L-X)A(N—L)

590 LET CMIN=0#:LET CMAX=FNF(L/N)

600 LET C1MIN=0#:LET ClMAX=L/N

610 LET C2MIN=L:LET C2MAX=L/N

620 LET CTENT=(CMIN+CMAX)/2#

630 LET CIMINL=C1MIN:LET CIMAXL=C1MAX

640 LET C2MINL=C2MIN:LET C2MAXL=C2MAX

650 LET ClTENT=(C1MINL+C1MAXL)/2#:LET FITENT1=FNF{C1TENT)

660 LET C2TENT=(C2MINL+CZMAXL)/2#:LET FITENT2=FNF(C2TENT)

670 IF FITENT1>=CTENT THEN GOTO 685

680 LET C1lMINL=C1TENT:GOTO 690

685 LET ClMAXL=C1lTENT

650 IF FITENT2>=CTENT THEN GOTO 705

700 LET C2MINL=C2TENT:GOTO 710

705 LET C2MAXL=C2TENT

710 IF (ClMAXL-ClMINL)/(CIMINL)>=.00000001# THEN GOTO 650

720 IF (CZMINL-CZMAXL)/(CzuAXL)>=.00000001# THEN GOTO 650

725 IF (C2MAXL-L/D)=0# THEN GOTO 760

730 1IF ((L/N-CIMAXL)/(CZMINL—L/N))-((L/N-ClMINL)/(CZMAXL—L/N))>=.00001# THEN GO
TO 650

760 LET KTENT=INT((N*CzTENT-L)/(C2TENT—C1TENT))

770 LET CO=L

780 LET S=(L-N*C1TENT)‘(N-L)

790 FOR J=L TO N=-L-KTENT

800 LET CO=C0*((N+L-CDBL(J))/CDBL(J))

810 LET S=S+(—L)‘CDBL(J)*CO*(L—(N-CDBL(J))*CITENT-CDBL(J)*CZTENT)‘(N-L)
820 NEXT J

830 LET ALFATENT=L-S

840 IF ALFATENT>=.0S5# THEN GOTO 870

850 LET CMIN=CTENT:LET ClMIN=C1TENT:LET C2MIN=C2TENT

860 GOTO 880

870 LET CMAX=CTENT:LET C1MAX=C1TENT:LET C2MAX=C2TENT

880 IF ABS(.05#-ALFATENT)>=.000000001# THEN GOTO 620

890 1IF (CMAX-CMIN)/CMIN>=.00000001# THEN GOTO 620

900 LET Y=CTENT:LET Cl=C1TENT:LET C2=C2TENT:LET K=KTENT

920 LET A=L

930 FOR J=L TO K

940 LET A=A*((N-CDBL(J))/CDBL(J))

960 NEXT J

970 LET PZl=L-((-L)‘K*A*(L/((K*C1+(N-L-K)*C2)*(D-L)+L))*((K*C1+(N~K)*CZ-L)/(L+(
L/D=L)*C2))~(N-L))

980 LET S=(L/(((N-L)*Cl)*(D-L)+L))*(((L-N*Cl)/(L+(L/D-L)*C1))‘(N-L)-((L—(N-L)*C
1-C2)/(L+(L/D-L)*C2))A(N-L))

990 LET CO=L:IF ABS(N-L-K)<.1 THEN GOTO 1040

1000 FOR J=L TO N~L-K

1010 LET C0=-C0*((N—CDBL(J))/CDBL(J))

1020 LET S=S+C0*(L/(((N-L-CDBL(J))*C1+CDBL(J)*C2)*(D-L)+L))*(((L-(N-CDBL(J))*CI-
CDBL(J)*C2)/(L+(L/D=L)*C1) )~ (N-L)~( (L-(N=CDBL(J)-L)*C1=-(CDBL(J)+L)*C2) /(L+(L/D-L
)*C2))~(N-L))

1030 NEXT J

1040 LET PZ1=PZ1-S

1050 LET P=Cl/(L-Cl1) :LET Q=C2/(L-C2)

1060 LET P=(L+P*(L/D))“(N-L):LET Q=(L+Q*(L/D))A(N-L)

1070 LET P22=L—(L/P-L/Q)

1080 LET DI=C2-Cl:LET IN=((N-L)*C2-L)/DI

1090 LET IN1=INT(IN)

1100 IF IN1+L<0# GOTO 1120

1110 LET MAX=IN1+L:GOTO 1130

1120 LET MAX=0#

1130 LET S=(L/((—DI*(N-L-IN)+L)*(D-L)+L))*((DI*(N-L-IN))“(N-L))
1140 LET CO=L:IF ABS(N-L-MAX)<.l1# THEN GOTO 1190

1150 FOR J=L TO N-I-MAX

1160 LET CO=CO*((N-CDBL(J))/CDBL(J))
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1170 LET S=S+((=L)~CDBL(J))*CO*(L/((-DI*(N-L-CDBL(J)=IN)+L)*(D-L)+L))*((DI*(N-L~
CDBL(J)-IN))}~(N=-L))

1180 NEXT J

1190 LET PZ4=S+PZ1-L

3000 LPRINT "n=";N,"delta linha=";D

3010 LPRINT "alfa=";.0S5

3020 LPRINT

3030 LPRINT "c{u)=";:LPRINT USING "#.###f###### r ~"";X

3040 LPRINT "c(t)=";:LPRINT USING "#.#f########rr~~";C

3050 LPRINT "c(z)=";:LPRINT USING "“#.#if#####d#dr ~ 1Y

3051 LPRINT

3052 LPRINT "cl(z)=";:LPRINT USING "#.########d#~~~~";Cl

3053 LPRINT "c2(z)=";:LPRINT USING "#.##{#f######§r~ " ;C2

3060 LPRINT

3070 LPRINT "pi(u)=";:LPRINT USING "f.######§# ~~~";PUL

3080 LPRINT "pl(t)=";:LPRINT USING "#.#######§ ~~~~";PT1

3090 LPRINT "pl(z)=";:LPRINT USING "#.#######§ ~~~";PZ1

3100 LPRINT

3110 LPRINT "p2(u
3120 LPRINT "p2(t

) LPRINT USING "#.########r~~";PU2
)
3130 LPRINT "p2(2)
)
)
)

Moo

w; :LPRINT USING "#.######## A ~~";PT2
"; :LPRINT USING "#.########~~~~";P22
3140 LPRINT

3150 LPRINT "p3(u
3160 LPRINT "p3(t
3170 LPRINT "p3(z
3180 LPRINT

3190 LPRINT "p4(u)=";:LPRINT USING "#.########~~~~";PU4
3200 LPRINT "p4(t)=";:LPRINT USING "#.########~~ " ;PT4
3210 LPRINT "p4(z)=";:LPRINT USING "#.######## ~~~";PZ4
3220 LPRINT

3230 LPRINT "p5(u)
3240 LPRINT "p5(t)
3250 LPRINT "p5(z)

:LPRINT USING "#.#######4~~~~";PU3
:LPRINT USING "#.########~~~~";PT3

"; :LPRINT USING "#.########~~~~";PUS

'; :LPRINT USING "#.######4#~~~~";PT5
"
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P3 da Estatistica Z
(a = 0.05)

10 REM p3 da estatistica z

20 DEFDBL A-H:DEFDBL M-Z

40 LET U=1#

50 INPUT N:INPUT DL

60 REM rotina para calcular cl e c2

70 LET CMIN=0#:LET CMAX=U/N#*(U-U/N}~(N-U)

80 LET C1MIN=0#:LET CIMAX=U/N

90 LET C2MIN=U:LET C2MAX=U/N

100 LET CTENT=(CMIN+CMAX)/2#

110 LET CIMINL=CIMIN:LET C1MAXL=C1MAX

120 LET C2MINL=C2MIN:LET C2MAXI=C2MAX

130 LET C1TENT=(CIMINL+ClMAXL)/2#:LET FITENT1=C1TENT*(U-C1TENT)*(N-U)
140 LET C2TENT=(C2MINL+C2MAXL)/2#:LET FITENT2=C2TENT*(U-C2TENT )~ (N-U)
150 IF FITENT1>=CTENT THEN GOTO 170

160 LET C1MINL=C1TENT:GOTO 180

170 LET CIMAXL=C1TENT

180 IF FITENT2>=CTENT THEN GOTO 200

190 LET C2MINL=C2TENT:GOTO 210

200 LET C2MAXL~=C2TENT

210 IF (ClMAXL-CI1MINL)/(C1MINL)>=.00000001# THEN GOTO 130
220 1IF (C2MINL-C2MAXL)/(C2MAXL)>=.00000001# THEN GOTO 130
230 IF (C2MAXL~U/N)=0# THEN GOTO 250

240 IF ((U/N-ClMAXL)/(C2MINL—U/N))—((U/N-ClMINL)/(CZMAXL-U/N))>=.00001# THEN GO
TO 130

250 LET TENT=INT( (N*C2TENT-U)/(C2TENT-C1TENT))

260 LET CO=U

270 LET S=(U~-N*C1TENT)~*(N-U)

280 FOR J=U TO N=-U-TENT

290 LET CO=CO*((N+U-CDBL(J))}/CDBL(J))

300 LET S=S+(-U)ACDBL(J)*CO*(U-(N—CDBL(J))*ClTENT-CDBL(J)*CZTENT)*(N-U)
310 NEXT J

320 LET ALFATENT=U-S

330 IF ALFATENT>=.05# THEN GOTO 360

340 LET CMIN=CTENT:LET CIMIN=ClTENT:LET C2MIN=C2TENT

350 GOTO 370

360 LET CMAX=CTENT:LET CIMAX=C1TENT:LET C2MAX=C2TENT

370 1IF ABS(.05#-ALFATENT)>=.000000001# THEN GOTO 100

380 IF ((CMAX~-CMIN)/CMIN)>=.00000001# THEN GOTO 100

390 LET C=CTENT:LET C1l=ClTENT:LET C2=C2TENT

400 REM calculo de p3=pl+p2

410 LET LMAX=1

420 LET PASSO=C1/CDBL({LMAX)

430 LET P3SUP=0#:LET P3INF=0#

440 LET PlOLD=1#:LET P20LD=1#:LET GOLD=0#:LET HOLD=-1#
450 REM rem calculo de p3sup e p3inf

455 LET TETA2MIN=U

460 FOR K=1 TO LMAX

470 LET TETAl1=CDBL(K)*PASSO

480 REM rotina para calcular teta2 a partir de tetal

490 LET FI=TETAl#*(U-TETAl)~(N-U)

500 LET TETA2MAX=C2MAXL

510 LET TETA2T=(TETA2MIN+TETA2MAX)/2#:LET FITENT2=TETA2T*(U-TETA2T)*(N=-U)
520 IF FITENT2>=FI THEN GOTO 540

530 LET TETA2MIN=TETA2T:GOTO 550

540 LET TETA2MAX=TETA2T

550 IF (TETA2MIN-TETA2MAX)/TETAZMAX>=.00001# THEN GOTO 510
560 LET TETA2=TETA2T

570 REM calculo de plnew e p2new

580 LET P1NEW=( (U-N*TETAl)/(U~TETA1) )~ (N-2#) :LET P2NEW=0#
590 LET IND=INT( (U-N*TETAl)/(TETA2-TETAl)) :LET COMB=U

600 FOR I=1 TO IND

610 LET F=U-(N-CDBL(I))*TETA1-CDBL(I)*TETA2

620 LET P2NEW=P2NEW+COMB*(F/(U-TETA2))~(N-2#)

630 LET COMB=COMB*(U-N/CDBL(I))
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640 LET P1NEW=P1NEW+COMB*(F/(U~-TETALl) )~ (N-2#)

650 NEXT I

660 REM calculo de gnew e hnew

670 LET GNEW=U/(U+(TETA2/(U-TETA2))/DL}~(N-U)

680 LET HNEW=-U/(U+(TETAl/(U-TETAl))/DL)*(N-U)

690 REM mais uma parcela do somatorio

700 LET P3SUP=P3SUP+P1lOLD*( HNEW-HOLD )+P20LD* (GNEW~-GOLD)

710 LET P3INF=P3INF+P1NEW*( HNEW-HOLD )+P2NEW* (GNEW~GOLD)

720 REM os valores new passam a old antes de somar mais uma parcela do somatori

730 LET P1OLD=PINEW:LET P20LD=P2NEW:LET GOLD=GNEW:LET HOLD=HNEW
740 NEXT K

750 REM impresso no ecran

760 PRINT LMAX,P3SUP,P3INF

770 REM verificaao se ja servem os valores de p3

780 IF ABS((P3SUP-P3INF)/P3INF)<.001# THEN GOTO 800

790 LET LMAX=LMAX*2:GOTO 420

800 LET P3=(P3SUP+P3INF)/2#

810 REM impressao de cl e de p3

820 LPRINT "n=";N,"delta linha=";DL

830 LPRINT "cl(z)=";:LPRINT USING "#.###f#####rrr2";C1
840 LPRINT "p3(z)=";:LPRINT USING "#.#####f#### ~~~1;P3
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670
680
690
700
710
720

730
740
750
760
770
780
790
800
810
820
840
850

Pﬁ da Estatistica Z

(a = 0.05)
REM pé6 da estatistica z
DEFDBL A-H:DEFDBL M-2Z
LET U=13#

INPUT N:DATA 0.1#,0.2#,0.5#,0.7#,0.9#,0.99#,1#,1.01#,1.1#,1.5#,2#,5#,10#
READ DL

REM calculo de p6=pl+p2

LET LMAX=1

LET PASSO=U#*.999#/(N*CDBL(LMAX))

LET P6SUP=0#:LET P6INF=0#

LET P1OLD=1#:LET P20LD=1#:LET GOLD=0#:LET HOLD=-1j#
REM rem calculo de pésup e péinf

LET TETA2MIN=U

FOR K=1 TO LMAX

LET TETA1=CDBL(K)*PASSO

REM rotina para calcular teta2 a partir de tetal

LET FI=TETAl*(U-TETAl)~(N-U)

LET TETA2MAX=U/N

LET TETA2T=(TETA2MIN+TETA2MAX)/2#:LET FITENT2=TETA2T* (U-TETA2T )~ (N-U)
IF FITENT2>=FI THEN GOTO 540

LET TETA2MIN=TETA2T:GOTO 550

LET TETA2MAX=TETA2T

IF (TETA2MIN-TETA2MAX)/TETA2MAX>=.00001# THEN GOTO 510
LET TETA2=TETA2T

REM calculo de plnew e p2new

LET PINEW=((U-N*TETAl)/(U-TETA1l))~(N-2#):LET P2NEW=0#
LET IND=INT((U~-N*TETAl)/(TETA2-TETAl)):LET COMB=U

FOR I=1 TO IND

LET F=U-(N-CDBL(I))*TETA1-CDBL(I)*TETA2

LET P2NEW=P2NEW+COMB*(F/(U-TETA2))~(N-2#)

LET COMB=COMB* (U-N/CDBL(I))

LET PLNEW=PLNEW+COMB*(F/(U-TETAl))~(N=-2#)

NEXT I

REM calculo de gnew e hnew

LET GNEW=U/(U+(TETA2/(U-TETA2))/DL)A(N-U)

LET HNEW=-U/(U+(TETAl/(U-TETAl))/DL)~(N-U)

REM mais uma parcela do somatorio

LET P65UP=PGSUP+P10LD*(HNEW-HOLD)+P20LD*(GNEW—GOLD)
LET P6INF=PGINF+P1NEW*(HNEW—HOLD)+P2NEW*(GNEW560LD)
REM os valores new passam a old antes de somar mais uma parcela do somatori

LET PlOLD=PINEW:LET P20LD=P2NEW:LET GOLD=GNEW:LET HOLD=HNEW
NEXT K

REM impresso no ecran

PRINT LMAX,P6SUP,PSINF

REM verificaao se ja servem os valores de pé6

IF ABS((P6SUP-P6INF)/P6INF)<.001# THEN GOTO 800
LET LMAX=LMAX*2:GOTO 420

LET P6=(P6SUP+P6INF) /24

REM impressao de pé

LPRINT "n=";N,"delta linha=";DL

LPRINT "p6(z)=";:LPRINT USING "#.######3#2#~~~~n;p6
GOTO 60

219




Py, P3 e P, da Estatistica D

(a = 0.05)

LPRINT

DEFDBL A-H:DEFDBL M~2

LET U=1#

INPUT N:INPUT D

REM rotina para calcular cl e c2

LET CMIN=0#:LET CMAX=EXP(-1)

LET C1MIN=0#:LET CIMAX=U

LET C2MIN=1000#:LET C2MAX=U

LET CTENT=(CMIN+CMAX)/2#

LET CIMINL=C1MIN:LET ClMAXL=C1MAX

LET C2MINL=C2MIN:LET C2MAXL=C2MAX

LET C1TENT=(C1lMINL+C1MAXL)/2#:LET FITENT1=ClTENT*EXP(-C1TENT)
LET C2TENT=(C2MINL+C2MAXL)/2#:LET FITENT2=C2TENT*EXP(~-C2TENT)
IF FITENT1>=CTENT THEN GOTO 170

LET C1MINL=ClTENT:GOTO 180

LET C1MAXL~=CI1TENT

IF FITENT2>=CTENT THEN GOTO 200

LET C2MINL=C2TENT:GOTO 210

LET C2MAXL~=C2TENT

IF (C1MAXL-CIMINL)/(C1MINL)>=.00000001# THEN GOTO 130
IF (C2MINL~-C2MAXL)/(C2MAXL)>=.00000001# THEN GOTO 130
IF (C2MAXL-U)=0# THEN GOTO 250

IF ((U-C1MAXL)/(C2MINL-U))~- ((U-CIHINL)/(CZMAXL—U))>==.00001# THEN GOTO 130
LET ALFATENT=U-(EXP(-~C1TENT)-EXP(~C2TENT))~N

IF ALFATENT>=.05# THEN GOTO 360

LET CMIN=CTENT:LET CIMIN=C1TENT:LET C2MIN=C2TENT
GOTO 370

LET CMAX=CTENT:LET C1MAX=C1TENT:LET C2MAX=C2TENT

IF ABS(.0S5#-ALFATENT)>=.000000001# THEN GOTQ 100

IF ((CMAX-CMIN)/CMIN)>=.00000001# THEN GOTO 100

LET C=CTENT:LET Cl=C1TENT:LET C2=C2TENT

LPRINT "n=";N,"d=";D

LPRINT "c(d)=";C

LET A=(EXP(-C1/D)-EXP(-C2/D))

LET P1=U-.95#~(U=~-U/N)*A

REM calculo de p3

LET LMAX=1

LET PASS0O=Cl/CDBL(LMAX)

LET P3SUP=0#:LET P3INF=0#

LET E1OLD=U:LET E20LD=0#:LET LOLD=-U

REM calculo de p3sup e p3inf

LET TETA2MIN=1000#

FOR K=1 TO LMAX

LET TETA1=CDBL(K)*PASSO

REM rotina para calcular teta2 a partir de tetal

LET TETA2MAX~=C2MAXL:LET PSI=TETAl1*EXP(-TETAl)

LET TETA2=(TETA2MIN+TETA2MAX)/2#

IF ABS(TETA2*EXP(-TETA2)-PSI)<=.00001# THEN GOTO 1060
IF TETA2*EXP(-TETA2)<PSI THEN GOTO 1040

LET TETA2MAX=TETA2:GOTO 1050

LET TETA2MIN=TETA2

GOTO 1000

REM calculo de elnew,e2new,lnew

LET E1NEW=EXP(-TETAl)

LET E2NEW=EXP(-TETA2)

LET LNEW=EXP(-TETA2/D)-EXP(~TETAl/D)

REM mais uma parcela no somatorio

LET P3SUP=P3SUP+(El1OLD-E20LD)~ (N-U)#*(LNEW-~LOLD)

LET P3INF=P3INF+(E1INEW-E2NEW)~ (N-U)*(LNEW-LOLD)

REM os valores passam a old antes de somar mais uma parcela do somatorio
LET E1OLD=EINEW:LET E20LD=E2NEW:LET LOLD=LNEW

NEXT K

REM verificaao se ja servem os valores de p3

IF ABS((P3SUP-P3INF)/P3INF)<.001# THEN GOTO 1190
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1180 LET LMAX=LMAX*2:GOTO 910

1190 LET P3=(P3SUP+P3INF)/2#

2000 LPRINT "pl({d)="; :LPRINT USING " AEREERRE AT ;P
2010 LPRINT "p3(d)=";:LPRINT USING "#.#EE#ER#EA AR ;P3
2020 LPRINT "p7(d)=";:LPRINT USING "#.RFEREFREAA A" ;PL-P3
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P2 eP 4 da Estatistica D
(a = 0.05)

10 LPRINT

20 DEFDBL A-H:DEFDBL M-Z

40 LET U=1#

50 INPUT N:INPUT D

60 REM rotina para calcular cl e c2

70 LET CMIN=0#:LET CMAX=EXP(-1)

80 LET CIMIN=0#:LET ClMAX=U

90 . LET C2MIN=1000#:LET C2MAX=U

100 LET CTENT=(CMIN+CMAX)/2#

110 LET CIMINL=CIMIN:LET C1MAXL=CIMAX

120 LET C2MINL=C2MIN:LET C2MAXI.=C2MAX

130 LET ClTENT=(C1MINL+C1MAXL)/2#:LET FITENT1=C1TENT*EXP(-C1TENT)
140 LET C2TENT=(C2MINL+C2MAXL)/2#:LET FITENT2=C2TENT*EXP(-C2TENT)
150 IF FITENT1>=CTENT THEN GOTO 170

160 LET CIMINL=C1TENT:GOTO 180

170 LET C1MAXL=C1TENT

180 IF FITENT2>=CTENT THEN GOTO 200

190 LET C2MINL=C2TENT:GOTO 210

200 LET C2MAXL=C2TENT

210 IF (Cl1MAXL~-C1MINL)/(C1MINL)>=.00000001# THEN GOTO 130
220 1IF (C2MINL-C2MAXL)/(C2MAXL)>=.00000001# THEN GOTO 130
230 IF (C2MAXL-U)=0# THEN GOTO 250

240 IF ((U-C1MAXL)/(C2MINL-U))=-( (U~C1MINL)/(C2MAXL.~U))>=.00001# THEN GOTO 130
320 LET ALFATENT=U-{EXP(~-C1TENT)-EXP(~C2TENT))~N

330 IF ALFATENT>=.05# THEN GOTO 360

340 LET CMIN=CTENT:LET C1MIN=C1TENT:LET C2MIN=C2TENT

350 GOTO 370

360 LET CMAX=CTENT:LET C1lMAX=C1lTENT:LET C2MAX=C2TENT

370 IF ABS(.05#~ALFATENT)>=.000000001f THEN GOTO 100

380 IF ((CMAX-CMIN)/CMIN)>=,00000001§# THEN GOTO 100

390 LET C=CTENT:LET C1=C1TENT:LET C2=C2TENT

830 LPRINT "n=";N,"d=";D

840 LPRINT "c(d)=%";C

850 LET A=(EXP(-Cl/D)-EXP(=-C2/D))

860 LET P2=U-A

870 LET P4=P2*( (EXP(~C1l)=-EXP(~-C2))~(N-U))

2000 LPRINT "p2(d)=";:LPRINT USING "§.###E#f#f ~~ ;P2
2010 LPRINT "p4(d)=";:LPRINT USING "#.FF####4§r ~rr";P4




P6 da Estatistica D
(a = 0.05)

10 LPRINT

20 DEFDBL A-H:DEFDBL M-2Z

40 LET U=1#

50 INPUT N:DATA 0.1#,0.2#,0.5#,0.7#,0.9#,0.99#,1#,1.01#,1.1#,1.5#,2#,5#,10#
60 READ D

830 LPRINT "n=";N,"d=";D

890 REM calculo de pé

900 LET LMAX=6000

910 LET PASSO=U/CDBL(LMAX)

920 LET P6SUP=0#:LET P6INF=0#

930 LET E1OLD=U:LET E20LD=0#:LET LOLD=-U

940 REM calculo de p6sup e péinf

950 LET TETA2MIN=1000#

960 FOR K=1 TO LMAX

970 LET TETAl=CDBL(X)*PASSO

980 REM rotina para calcular teta2 a partir de tetal
990 LET TETA2MAX=U:LET PSI=TETA1*EXP(-TETAl)

1000 LET TETA2=(TETA2MIN+TETA2MAX)/2#

1010 IF ABS(TETA2*EXP(-TETA2)-~PSI)<=.00001# THEN GOTO 1060
1020 IF TETA2*EXP(-TETA2)<PSI THEN GOTO 1040

1030 LET TETA2MAX=TETA2:GOTO 1050

1040 LET TETA2MIN=TETA2

1050 GOTO 1000

1060 REM calculo de elnew,e2new,lnew

1070 LET E1NEW=EXP(-TETAl)

1080 LET E2NEW=EXP({-~TETA2)

1090 LET LNEW=EXP(-TETA2/D)-EXP(-TETAl/D)

1100 REM mais uma parcela no somatorio

1110 LET P6SUP=P6SUP+(E1OLD-E20LD)* (N-U)#*(LNEW-LOLD)
1120 LET P6INF=P6INF+(E1NEW-E2NEW)~ (N-U)*(LNEW~-LOLD)
1130 REM os valores passam a old antes de somar mais uma parcela do somatorio
1140 LET E1OLD=E1NEW:LET E20LD=E2NEW:LET LOLD=LNEW
1150 NEXT K

1160 REM verifica se ja servem os valores de p6

1170 IF ABS((P6SUP-P6INF)/P6INF)<.001# THEN GOTO 1190
1180 LET LMAX=LMAX*2:GOTO 910

1190 LET P6=(P6SUP+P6INF)/2#

2000 LPRINT "p6(d)=";:LPRINT USING "#.####4##4~~~~";:P6
2010 GOTO 60
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Medidas de "Performance” da Estatistica B’

(@ = 0.05)

REM valores criticos e medidas de performance da estatistica b’
DEFDBL A-H:DEFDBL L-2Z

LET L=1#

INPUT N:DATA 0.l#,O.Z#,0.5#,0.7#,0.9#,0.99#,1#,1.01#,1.1#,1.5#,2#,5#,10#
READ D

C=-LOG(L-.95#~(L/(N=-L}))
P1=L-((N-L)/(N-L+L/D))*.95#*(L/(D*(N-L))+((L-EXP(-C/D))/(L-EXP(-C))))
P2=( (N-L)*EXP(~C/D))/(N-L+L/D)

LET A=(N-L)/(N-L+L/D):LET S=A

FOR K=1 TO INT(N+.1)-2
A=A*EXP(-C)*((N-L)/K-L)*(L/(X+L/D)-L)

LET S=S+A

NEXT K

P3=EXP(-C/D)*S

P4=(L~EXP(~C) )~ (N-2#)*EXP(-C/D)*( (N-L)/(N-L+L/D))
P6=L )

FOR I=1 TO INT(N+.1l)-1

P6=P6*(I/(L/D+I))

NEXT I

LET P5=P3/P6

LET P7=P1-P3

LPRINT

LPRINT D

LPRINT

LPRINT "pl(b’)=";:LPRINT USING "#.#F##idsgrrrrn;p]
LPRINT "p2(b’)=";:LPRINT USING “#.######## ~rrn;p2
LPRINT "p3(b’/)=";:LPRINT USING "#.####s#sgrr~~";:p3
LPRINT "p4(b’)=";:LPRINT USING "#.######4##~~~";pg
LPRINT "p5(b’)=";:LPRINT USING "#.########r~~~n;:p5
LPRINT "p6(b’)=";:LPRINT USING "#.#####4## ~~~";p¢6
LPRINT "p7(b’)=";:LPRINT USING “#.######g#r " ;p7
GOTO 45
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Medidas de " Performance” da Estatistica T’
(@ = 0.05)

1 REM valores criticos e medidas de performance da estatistica ¢/
5 DEFDBL A-I:DEFDBL K-Z

6 LET L=1#

10 INPUT N:DATA 0.1#,0.2#,0.5#,0.7#,0.9#,0.99#,1#,1.01#,1.1#,1.5#,2#,5#,10#
15 READ D

20 LET K=L:LET S1=L

30 LET K=K+L:LET C=L/K

40 LET S=L:LET CO=L

50 FOR J=L TO K~L

60 LET CO=(N/CDBL(J)-L)*CO

70 LET S=S+(-L)‘CDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)*C)‘(N-Z#)
80 NEXT J

9C LET S2=S1:LET S1=S

100 IF sS1>.95# THEN GOTO 30

110 LET C1=L/K:LET C2=L/(K=-L) :LET C=(C1+C2) /24
120 IF (C2-C1)/C1<.00000001# THEN GOTO 300

130 LET S=L:LET CO=IL

140 FOR J=L TO K-L

150 LET CO=({N/CDBL(J)~L)*CO

160 LET S=S+(-L)ACDBL(J)*CO*(L-CDBL(J)*C)*(N—Z#)
170 NEXT J

180 IF S$<.95# THEN GOTO 200

190 LET C2=C:LET C=(C1+C2)/2#:G0TO 120

200 LET C1=C:LET C=(C1+C2)/2#:G0TO 120

300 LET F=L+(L/D-L)*C:LET A=N-L+L/D

310 LET G=L

320 LET P2=(N-L)*(((L-C)/F)~(N-2#))/A

330 LET P1=0#:P3=0#:P4=0#:H=L,

340 FOR J=L TO K-L

350 LET G=G*(L-N/CDBL(J))

360 LET D1=(L-CDBL(J)*C)~(N~-2#)

370 LET E=((L-CDBL(J)*C)/F)A(N-Z#)

380 LET P4=P4+G* (CDBL(J)/H)*E

390 LET P1=P1+G*(CDBL(J)*D/H)*E

400 LET H=L+(D-L)*CDBL(J)*C

410 LET P1=P1+G*(L+((N-L-CDBL(J))*D)/H)*DI

420 LET P3=P3+G*(CDBL(J)/(L+(CDBL(J)—L)*D))*E
430 NEXT J

440 LET P1=-P1/(D#*A)

450 LET P3=-P3/A

460 LET P4=-P4/A

470 LET P6=((N-L)/(N-L+L/D))‘(N-L):LET G=P6

480 FOR J=L TO N~2#

490 LET G=G*(L-N/CDBL(J))*((L+CDBL(J-L)*D)/(L+CDBL(J)*D))*(L-L/(N-CDBL(J)))‘(N-L

500 LET P6=P6+G
510 NEXT J

520 LET P5=P3/P6

530 LET P7=P1-P3

534 LPRINT

535 LPRINT "n=";N

536 LPRINT "d=";D

540 LPRINT "c(t’)=";:LPRINT USING "#.F##########7AAA0;0
550 LPRINT "pl(t‘)=";:LPRINT USING "#.##########~~~~n;p1
560 LPRINT "p2(t’)=";:LPRINT USING "#.########## A :p2
570 LPRINT “p3(t’)=";:LPRINT USING "#.##########~~~~n:p3
580 LPRINT "p4(t’)=";:LPRINT USING "#.##########~~~n:p4
590 LPRINT "p5(t’)=";:LPRINT USING "#.########4##~~~~n:p5

600 LPRINT "p6(t‘)=";:LPRINT USING "#.######4####~~~":pg
610 LPRINT “"p7(t’)=";:LPRINT USING "#.#######44#~~:p7
620 GOTO 15
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APENDICE C

Na pégina 49 de Hawkins (1980) pode ler-se (sendo W=% X,): It is not entirely trivial to
set up a test for the hypothesis that one variance has slipped, but the direction of the slip is
unspecified. An obviously "sensible” procedure is to accept H if neither X(1)/W nor X(n)/W
is significant. Suitable conservative fractiles may be found by using the a/? fractile of each
statistic. If the null hypothesis is rejected then one rejecls the more significant of X (n) and

X

1) The optimality of this procedure seems not to have been proved, ... .

Uma vez que tinhamos hipétese de verificar esta afirmagio com os resultados obtidos
neste trabalho, fomos fazé-lo. Para isso determindmos os valores criticos das estatisticas U e T
com &=0.025 (os quais se encontram na pagina seguinte) e compardmo-los respectivamente
com c¢; e ¢, da estatistica Z com =0.05, apresentados no capitulo IV. Os resultados nio

confirmaram a afirmacéo acima transcrita.
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Valores Criticos das Estatisticas U eT

(a = 0.025)

n U T

3 0.4193E-2 0.9087
4 0.2101E-2 0.8158
5 0.1262E-2 0.7341
6 0.8418E-3 0.6658
7 0.6015E-3 0.6090
8 0.4513E-3 ‘ 0.5613
9 0.3511E~3 0.5209
10 0.2809E-3 0.4861
11 0.2299E-3 0.4559
12 0.1916E-3 0.4295
13 0.1621E-3 0.4062
14 0.1390E-~3 0.3854
15 0.1205E-3 0.3668
16 0.1054E-3 0.3500
17 0.9301E-4 0.3348
18 0.8268E-4 0.3209
19 0.7398E-4 0.3082
20 - 0.6658E-4 0.2966
21 0.6024E-4 0.2858
22 0.5477E~4 0.2759
23 0.5001E-4 0.2667
24 0.4584E-4 0.2581
25 0.4217E-4 0.2501
26 0.3893E-4 0.2426
27 0.3605E-4 0.2356
28 0.3347E~-4 0.2290
29 0.3117E-4 0.2227
30 0.2909E-4 0.2169
31 0.2721E~-4 0.2113
32 0.2551E~4 0.2061
33 0.2397E-4 0.2011
34 0.2256E~4 0.1964
35 0.2127E-4 0.1919
36 0.2009E-4 : 0.1876
37 0.1900E-4 0.1835
38 0.1800E-4 0.1796
39 0.1708E-4 0.1759
40 0.1622E-4 0.1723
41 0.1543E-4 0.1689
42 0.1470E-4 0.1656
43 0.1401E-4 0.1625
44 0.1338E~4 0.1595
45 0.1278E-4 0.1566
46 0.1223E-4 0.1538
47 0.1170E~-4 0.1511
48 0.1122E-4 0.1485
49 0.1076E-4 0.1460
50 0.1033E-4 0.1436
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n U T

51 0.9926E~5 0.1413

52 0.9544E-5 0.1391

53 0.9184E-5 0.1369

54 0.8844E-5 0.1348

55 0.8523E-~5 0.1328

56 0.8218E-5 0.1308

57 0.7930E~5 0.1289

58 0.7656E-5 0.1271

59 0.7397E-5 0.1253

60 0.7150E-5 0.1235

61 0.6916E~5 0.1218

62 0.6693E~5 0.1202

63 0.6480E-~5 0.1186

64 0.6278E~5 0.1171

65 0.6085E-5 0.1156

66 0.5900E-5 0.1141

67 0.5724E-5 0.1127

68 0.5556E~-5 0.1113

69 0.5395E~5 0.1099

70 0.5241E~5 0.1086

71 0.5093E-5 0.1073

72 0.4952E~-5 0.1061

73 0.4816E-5 0.1048

74 0.4686E-5 0.1037

75 0.4561E-5 0.1025

76 0.4441E-5 0.1014

77 0.4326E-5 0.1002

78 0.4215E-5 0.9916E~1
79 0.4108E-5 0.9810E-1
80 0.4005E-5 0.9706E-1
81 0.3906E-5 0.9605E-1
82 0.3811E-5 0.9506E-1
83 0.3719E-5 0.9409E~-1
84 0.3631E-5 0.9314E-1
85 0.3545E-5 0.9221E-1
86 0.3463E~-5 0.9130E~1
87 0.3383E-5 0.9041E-1
88 0.3306E-5 0.8954E-1
89 0.3232E-5 0.8868E-1
90 0.3160E-5 0.8785E~1
91 0.3091E-5 0.8703E-1
92 0.3024E~5 0.8622E-1
93 0.2959E-5 0.8543E~1
94 0.2896E-5 0.8466E-1
95 0.2835E-5 0.8390E-1
96 0.2776E-5 0.8315E-1
97 0.2718E~-5 0.8242E-1
98 0.2663E-5 0.8171E-1
99 0.2609E-5 0.8100E~-1
100 0.2557E-5 0.8031E-1
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