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Resumo

Modelar séries temporais de valores inteiros nao-negativos pareceu-nos um
desafio bastante aliciante, nao sé devido & sua importancia, como também
devido ao facto de ser um tema ainda pouco explorado, contrariamente a
modelacio de séries temporais com suporte nos reais, através de modelos
lineares e nio-lineares, que tem sido assunto de virios estudos.

Este trabalho centra-se, portanto, no estudo de modelos de séries
temporais de valores inteiros nao-negativos, também designadas de séries
de contagem. Mais concretamente, centra-se no estudo de uma classe de
modelos auto-regressivos de ordem 1, de coeficientes aleatérios e baseados
numa generalizagdo da operagdo thinning, proposta por Steutel e Van Harn
em 1979. Dentro desta classe de modelos foram estudados dois casos
particulares. O primeiro caso, que vai ser estudado ao longo capitulo
2, tem por base o facto dos coeficientes do modelo serem eles proprios
também um processo estocistico. No segundo caso, considera-se que os
coeficientes constituem uma sucessao de variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas — sendo o modelo assim definido um caso
particular do primeiro. O capitulo 3 desenvolve-se em torno deste caso
particular.

Estes modelos foram designados, respectivamente, por DSINAR(1)
generalizado (as iniciais da denominacdo em inglés, Doubly Stochastic
INteger AutoRegressive) e RCINAR(1) gencralizado (sigla de Random
Coefficient INteger AutoRegressive).
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Abstract

Modelling non-negative integer-valued time series seemed an interesting
challenge, not only because of their importance but also because it is a
subject which has not been very explored; unlike modelling time series with
support on R, through linear and non-linear models, which has been the
subject of several studies.

This essay is, therefore, centred in the study of non-negative
integer-valued time series models, also designated as time series of counts.
More specifically, it is centred in the study of a class of autoregressive models
of order 1, with random coefficients and based in a generalisation of the
operation thinning, proposed by Steutel and Van Harn in 1979. Within this
class of models we have studied two particular cases. The first, which is
studied in chapter 2, is based in the fact that the model coefficients are
themselves a stochastic process. In the second case, it is considered that
the coefficient are an independent and identically distributed sequence of
random variables. The model thus defined is a particular case of the previous.
Chapter 3 is dedicated to such case.

These models were designated, respectively, by generalized DSINAR(1)
(standing for Doubly Stochastic INteger AutoRegressive) and generalized
RCINAR(1) (Random Coefficient INteger AutoRegressive).
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Capitulo 1

Introducao

Apesar da necessidade de encontrar modelos adequados para descrever
(modelar, simular e/ou prever) séries temporais de valores inteiros, sao
muito poucos os modelos definidos até 1970 (McKenzie (2003), p. 574). A
partir desta altura tém sido desenvolvidos, e aprofundados, diversos tipos
de modelos de séries temporais de valores inteiros, também designadas
de séries de contagem. De entre os varios modelos que, mais ou menos
recentemente, tém surgido na literatura, iremos, neste capitulo, fazer um
levantamento daqueles que, em nosso entender, se podem incluir em duas
grandes classes: a classe de modelos auto-regressivos médias méveis de
valores inteiros nao-negativos e a classe de modelos de representagao em
espaco de estados condicionalmente Poisson. Estas duas classes nao sao,
contudo, classes separadas, dado que é possivel encontrar uma representagao
em espaco de estados para alguns dos modelos pertencentes & primeira classe.

1.1 Classe de modelos auto-regressivos médias
moéveis de valores inteiros

Jacobs e Lewis (1978) definiram uma classe de processos para séries
temporais discretas, designados por processos DARMA (do inglés Discrete
AutoRegressive Moving Average). Estes processos sdo baseados na familia
dos processos auto-regressivos médias méveis, com suporte nos reais, os
designados processos ARMA (do inglés AutoRegressive Moving Average),
definidos em 1970 por Box e Jenkins. Os processos DARMA representam
a primeira tentativa real de definir uma classe de modelos exclusivamente



2 Capitulo 1. Introdugio

para séries temporais discretas (McKenzie (2003), p. 574). Desde entdo,
tém surgido diversas abordagens ao estudo dos processos com suporte
nos inteiros nao-negativos e, por conseguinte, sdo varios os modelos ji
existentes. Nao se pretende fazer aqui um estudo exaustivo de todos os
modelos propostos mas apenas abordar os modelos baseados no operador
Binomial thinning sugerido por Steutel e Van Harn em 1979. Este operador,
representado por #, foi, na sua forma original, definido do seguinte modo:

Definigao 1.1.1. Seja {U;};en uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas com distribuicao de Bernoulli de
valor esperado «, independente da varidvel aleatéria Y inteira e ndo-negativa.
Define-se a operagdo * entre o parametro « e a variavel Y como

N Y >0
O‘*Y_{ 0, Y =0.

(A) Modelos auto-regressivos de valores inteiros nao-negativos e
baseados no operador thinning:

McKenzie (1985) definiu um modelo para os inteiros ndo-negativos baseado
no operador Binomial thinning com o objectivo de modelar séries temporais
com determinadas distribuicées marginais. No essencial, este tipo de modelo
baseia-se nos modelos cldssicos auto-regressivos de ordem 1 (denotados
AR(1)). Se pensarmos num modelo AR(1) (N; = ¢Ni—1 + &, ¢ € (0,1))
para modelar processos de contagem cujas observagbes tenham uma
grandeza relativamente pequena (talvez agora, passados quase vinte anos,
achemos impensavel, mas o certo é que muitas vezes estes modelos baseados
em varidveis continuas foram utilizados para a modelacao de varidveis
discretas) podemos interpretd-lo do seguinte modo: o nimero de individuos
no sistema no instante t, NV;, é igual & propor¢ao ¢ (proporgao esta que se
mantém constante ao longo do tempo) de individuos que estavam no sistema
no instante ¢t — 1 mais os elementos que entram no sistema no intervalo
(t — 1,t], ;. Podemos ainda dizer que, dada a histéria passada, o nimero
de individuos que permanecem no sistema (ou o niimero de sobreviventes
da varidvel aleatéria N;_ 1) é uma varidvel deterministica.

Ao substituir no modelo AR(1) a operagdo multiplicacio pelo operador
Binomial thinning (N; = a * Ny—y + &, a € (0,1)), para além de
garantir que as varidveis apenas tomam valores nos inteiros nao-negativos,
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McKenzie considera (dada a histéria passada do processo) os individuos
que permanecem no sistema como uma varidvel aleatéria. Ou seja, em cada
instante de tempo t, cada individuo tem uma probabilidade « de permanecer
no sistema e uma probabilidade 1 — « de o abandonar. Cada individuo
permanece ou sai do sistema de um modo independente. Deste modo, o
ntimero de individuos no sistema no instante t depende dos individuos que
permanecem no mesmo (com probabilidade a) mais os “novos” elementos
que entram no sistema. O pardmetro a neste modelo de valores inteiros
é, portanto, anilogo ao parametro ¢ (¢ € (0,1)} no modelo AR(1). Ou
seja, enquanto que no modelo AR(1) um dos pardmetros a estimar é a
propor¢ao ¢ de individuos que permanecem no sistema, no modelo proposto
por McKenzie esse parametro corresponde a probabilidade de um individuo,
ao acaso, permanecer no sistema.

Suposi¢ées do modelo proposto por McKenzie:

(i) cada individuo tem uma probabilidade « de permanecer no sistema,
(il) « constante ao longo do tempo,

(iii) cada individuo permanece ou nao no sistema no instante ¢,
independentemente do numero de individuos que estio no sistema
nesse instante,

(iv) em cada instante de tempo, cada “novo” individuo entra no sistema
segundo uma determinada lei e independentemente dos individuos que
sairam ou ainda permanecem no sistema,

(V) a x Nyop = Efv:t{l Ui(c), onde {U;(a)}ien € uma sequéncia
de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,
bindrias, independentes de N;_; e tais que P{U;(a) =1] =, Vi €N,

(vi) {Ni}iez é uma sequéncia de varidveis aleatdrias, estaciondrias e com
uma dada distribui¢do marginal.

McKenzie demonstra ainda que o processo assim definido e o processo
AR(1) possuem a mesma estrutura de correlagao.

McKenzie (1986) estudou este modelo no caso da distribuicao marginal
do processo ser geométrica (designado por processo AR(1) Geométrico) e no
caso da distribui¢io marginal ser Binomial Negativa.
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Al-Osh e Alzaid (1987) estudaram as propriedades do modelo proposto
por McKenzie, o qual designaram por INAR(1) (sigla da denominagao
inglesa first-order INteger AutoRegressive — de ora avante utilizada para
designar este tipo de modelos), mas sem considerarem margens com uma
dada distribuicao especifica.

Para este modelo, e considerando que os erros tém distribuigio
Poisson (denominado modelo INAR(1) Poisson), propdem estimadores para
os pardmetros do modelo, nomeadamente estimadores de Yule-Walker,
estimadores dos minimos quadrados condicionais e estimadores de maxima
verosimilhanca. Relativamente aos estimadores dos minimos quadrados
condicionais provam, recorrendo a resultados de Klimko e Nelson (1978), que
sao fortemente consistentes. Alzaid e Al-Osh (1988) prosseguem o estudo das
propriedades dos modelos INAR(1) e obtém a distribuigéo dos erros de modo

a que o processo tenha margens com distribuicdo Geométrica (designado
modelo GINAR(1)).

Muitos outros autores tém-se debrugado sobre o modelo auto-regressivo
de ordem 1 de valores inteiros (igualmente com margens néo especificadas).
Por exemplo, Franke e Seligmann (1993), que para além de introduzirem
um novo modelo, designado por SINAR(1), e que é uma generalizacdo do
modelo INAR(1) com inovagoes Poisson, provam que o processo INAR(1)
é estritamente estaciondrio. Demonstram ainda algumas propriedades
assintéticas dos estimadores de mdxima verosimilhanca condicional dos
pardmetros do modelo INAR(1). Brannids (1994), para além de obter
os estimadores para os pardmetros do modelo INAR(1) Poisson através
dos métodos ja mencionados, aplica, também, o método dos momentos
generalizados na obtencao dos mesmos.

Alzaid e Al-Osh (1990) e Du e Li (1991) generalizaram o modelo INAR
para ordens superiores (INAR(p)). Alzaid e Al-Osh (1990) estudam as
propriedades do modelo e provam, sob algumas condigdes, a existéncia de
distribuicdo limite. Due Li (1991) vao mais longe demonstrando que, quando
as raizes do polinémio auto-regressivo de ordem p estio fora do circulo
unitdrio, entdo existe solucao estaciondria (estacionariedade de 2% ordem).
Ou seja, demonstram que as condigdes de estacionariedade dos modelos
INAR(p) e AR(p) sdo as mesmas. Demonstraram ainda que o processo além
de estaciondrio também é ergédico. Estudam a estimacio dos pardmetros
do modelo através da estimacado de Yule-Walker e dos minimos quadrados
condicionais bem como as suas propriedades. Estudam ainda a previsao com
este tipo de modelos. A estimagdo por méxima verosimilhanca condicional
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dos pardmetros do modelo INAR(p), que se saiba, ainda nao foi efectuada.

Latour (1998) apresenta uma generalizacdo do modelo INAR{p}), o qual
designa por GINAR(p) (que ndo se trata de uma generalizacao do processo
proposto por Alzaid e Al-Osh (1988), igualmente designado por GINAR(1)).
Esta generalizagdo consiste apenas na substituicao da varidvel aleatéria
de Bernoulli envolvida na operacgio thinning por qualquer outra varidvel
aleatéria inteira e ndo-negativa de valor esperado e variancia finitos. O
autor prova em que condi¢do o processo GINAR(p) (e, por conseguinte, o
processo INAR(p)) é estacionario. Prova nao sé que os processos GINAR(p)
e AR(p) tém uma mesma estrutura de correla¢do, como também que o
processo GINAR é um processo AR (com inovagdes ruido branco). Obtém
ainda os estimadores de Yule-Walker e dos minimos quadrados condicionais
dos pardmetros do modelo e estuda as suas propriedades assintéticas.

(B) Modelos médias mdéveis de valores inteiros e baseados
no operador thinning:

Al-Osh e Alzaid (1988) introduziram o processo INMA(q) (sigla da
denominacio inglesa INteger-valued Moving Average) estudando as suas
propriedades bésicas, nomeadamente as expressoes do valor esperado, da
varidncia e das fungbes autocovaridncia e autocorrelagdo. Estudaram ainda
alguns aspectos do modelo INMA(1) com margens Poisson. Contudo,
sobre a estimacao dos parametros do modelo e da validagdo deste nada foi
mencionado.

McKenzie (1986) estuda igualmente o processo com estrutura média
mével de ordem 1, MA(1), de margens Geométricas (modelo baseado
no modelo EMA(1) proposto por Lawrance e Lewis (1979) (referéncia
de McKenzie) para modelar séries temporais de valores reais de margens
Exponencial Negativa) e McKenzie (1988) estuda o processo MA(1) com
margens Poisson. Em ambos os artigos também ndo aparece qualquer
referéncia & estimagao dos pardmetros do modelo.

Brannis e Hall (1998) estudam o modelo INMA(q) apresentando novas
caracterizacoes deste. Estudam as propriedades dos modelos e a estimacao
dos respectivos pardmetros, recorrendo & estimacado de Yule-Walker, dos
minimos quadrados condicionais e através do método dos momentos
generalizados baseado nas fungoes geradoras de probabilidade. Apresentam
ainda um estudo sobre o desempenho destes métodos para amostras de
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pequena dimensao.

(C) Modelos mistos auto-regressivos médias moéveis de valores
inteiros e baseados no operador thinning:

Em McKenzie (1986) podemos encontrar o estudo dos modelos mistos
auto-regressivos médias méveis de valores inteiros ndo-negativos (de ordens
p e g, denominado ARMA (p,q)) e com margens Geométricas e em McKenzie
(1988) o estudo dos modelos ARMA(p,q) com margens Poisson.

Alzaid e Al-Osh (1993) também estudaram este tipo de modelos,
considerando margens com distribui¢ao Poisson generalizada.

A estimacgdo dos parametros do modelo ARMA(p,q) (exceptuando os
casos em que ¢ = 0 (INAR(p) ou p = 0 (INMA(q)) para valores inteiros
ainda nao se encontram estudados.

(D) Modelos auto-regressivos de ordem 1 de valores inteiros,
baseados no operador thinning, com coeficientes nao constantes:

(D1) Coeficientes aleatérios com uma dada distribuicao:

Lewis (1982) propée a modelagdo de um processo estocdstico, com
suporte em R, através de um modelo linear, com estrutura auto-regressiva
de ordem 1, com coeficientes aleatdrios e com margens com distribuicao
Gama. McKenzie(1986) considera este modelo e volta a substituir a
operacao multiplicacdo pelo operador Binomial thinning com o intuito de
modelar um processo estocastico com suporte nos inteiros nao-negativos e
com margens com distribuicdo Binomial Negativa. Para tal considera que os
coeficientes (varidveis aleatérias) seguem uma distribui¢do Beta. O modelo
assim definido tem a mesma estrutura de autocorrelacio e partilha muitas da
propriedades do modelo desenvolvido por Lewis (McKenzie (1986), p. 690).
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(D2) Coeficientes a variar ao longo do tempo de forma
deterministica:

Mais tarde, Brannds (1995) propés um modelo, igualmente baseado
no operador Binomial thinning, em que o pardmetro « varia ao longo do
tempo através de um vector de covaridveis fixas.

Brannas e Hellstrom (1999) consideraram ainda um modelo do tipo
INAR(1), mas estabelecendo novas suposi¢oes. Consideraram, por exemplo,
que cada individuo permanece no sistema com probabilidade « ou sai do
sistema com probabilidade 1 — «, mas nao de um modo independente.

(D3) Coeficientes a variar ao longo do tempo de forma aleatéria:

Os modelos por nés desenvolvidos enquadram-se nesta sub-subclasse. Numa
primeira fase do estudo tomou-se a ideia de Briannis (1995) e substituiu-se
o operador Binomial thinning pelo operador thinning generalizadol!l e
o vector de covaridveis fixas por uma sucessio de varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas. Obteve-se, assim, um modelo
de coeficientes aleatdrios que se designou por RCINAR(1) generalizado (do
inglés Random Coefficient INteger AutoRegressive) (capitulo 3, seccao 3.1).

O modelo RCINAR(1) generalizado assim definido pode ser visto
como um modelo RCA(1) (da denominacdo inglesa Random Coefficient
Autoregressive model of order 1 — estudados por Andel (1976), por Nicholls
e Quinn (1980), por Quinn e Nicholls (1981, 1982b)) — no qual, seguindo a
abordagem de McKenzie ao estudo das séries temporais de valores inteiros, se
substitui a operacdo multiplicagio pela operacio thinning generalizada. Por
sua vez, o processo RCINAR(1) generalizado generaliza o processo INAR(1),
no sentido em que se tem um “pardmetro” que varia aleatoriamente ao longo
do tempo. Contudo, neste tipo de modelos (RCINAR(1) generalizado ou
RCA(1)) para além de se exigir que os parametros variem aleatoriamente ao
longo do tempo exige-se ainda que sejam sequéncias de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas.

No capitulo 3, para além de se estabelecer o referido modelo
auto-regressivo, de coeficientes ii.d., de séries temporais de valores
inteiros nao-negativos, estuda-se a existéncia e estacionariedade do processo
estocdstico que o caracteriza (seccdo 3.2). Na sec¢do 3.3 demonstra-se que

O operador thinning generalizado, que introduziremos no capitulo 2, é baseado na
generalizacao introduzida por Latour (1998).
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o processo RCINAR(1) generalizado admite uma representacao causal e, na
secgdo 3.4, sao obtidas as expressoes para os momentos, até & 2% ordem, do
processo. Nas restantes seccoes que constituem este capitulo sdo estudados
o comportamento assintético da média, da funcdo de autocovaridncia e
autocorrelacdo amostrais do processo (seccdo 3.5), os estimadores dos
parametros do processo, bem como as suas propriedades assintéticas (secgao
3.6). Por fim, sdo abordadas nas duas ultimas seccdes a avaliagdo da
qualidade do ajustamento deste tipo de modelos e a previsao de p.e.’s
estacionarios a partir dos mesmos.

Apés este estudo, e de modo a poder incorporar no modelo a informagao
proveniente de outras séries temporais de valores reais, observadas
nos mesmos instantes de tempo (séries explicativas), tomou-se a ideia
anterior e substituiu-se a sequéncia de varidveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas por um processo estocdstico. Obteve-se,
assim, um modelo duplamente estocastico, ou seja, um modelo em que
os parametros sdo eles préprios também um processo estocastico que se
designou por DSINAR(1) generalizado (do inglés Doubly Stochastic INteger
AutoRegressive) {capitulo 2, seccio 2.1).

O capitulo 2 apresenta-se estruturado de uma forma muito andloga
3 do capitulo 3. O motivo por que se apresenta no capitulo 2 o
processo DSINAR(1) generalizado e, no capitulo 3, o processo RCINAR(1)
generalizado é porque este ultimo constitui um caso particular do primeiro,
dai fazer mais sentido apresenta-lo depois.

1.2 Classe de modelos de representagao em espaco
de estados, condicionalmente Poisson

O modelo que surge de imediato para a modelacdo de dados de contagem ¢é
o modelo Poisson. Se se considerar que os dados seguem uma distribuicao
Poisson, em que o pardmetro é uma funcdo de um vector de covaridveis,
entdo tem-se o conhecido modelo de regressao de Poisson. Contudo, para
além de assumir que os acontecimentos sao independentes este modelo ainda
assume que sao equi-dispersos (a média é igual & varidncia), pelo que nao é
adequado quando se estd a modelar séries temporais de contagens[Q].

PIEm geral, quando os dados de contagem se encontram correlacionados ao longo de
tempo verifica-se quase sempre a sua sobre-dispersdo (ver, por exemplo, Zeger (1988),

p- 1)
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David Cox, em 1981, introduziu duas classes de modelos para séries
temporais, que designou por modelos observation driven e modelos
parameter driven, de modo a captar a autocorrelacdo e a sobre-dispersdo
dos dados. Estes modelos sdo dois tipos importantes de modelos em espago
de estados, que iremos introduzir de seguida.

1.2.1 Representacao em espaco de estados — caso univariado

Um modelo em espago de estados para uma série temporal, {Y;}¢cz, é um
modelo linear que consiste em duas equagoes: a equagao de observacdo (que
descreve o processo que gera as observagoes) e a equacao de estado (que
descreve uma, sucessao de varidveis que “controlam” o processo observavel).
A equagao de observacio é definida por

Y= tht + Wt’ t €, (1‘2‘1)

onde Wy ~ WN(0,0%,) e g; um escalar, possivelmente dependente de t.

Por sua vez, a equagao de estado é definida por
Xi1 = [iXe + Vi, tELZ, (1.2.2)

onde V; ~ WN(0, o%,), f+ um escalar (também possivelmente dependente de
t) e {Vi}iez e {Wi}tiez slo dois processos nio-correlacionados.

A equagao de observacao estabelece, assim, que a observagdo Y; é uma
funcio linear da varidvel estado, X, mais um ruido branco.

Diz-se, entdo, que uma série temporal {Y; };cz tem uma representacdo em
espaco de estados se existir um modelo em espaco de estados para {Y;}iez,
isto 6, um modelo especificado pelas equacdes (1.2.1) e (1.2.2)3. Uma das
vantagens deste tipo de representacdo é o facto de ser apropriada tanto para
processos estacionarios, como para processos nio-estaciondrios.

Brockwell e Davis (1996) mostraram (exemplo 8.1.1., pp. 253-54) que
é possivel encontrar uma representagao em espaco de estados para muitos
dos modelos tradicionais, tais como os modelos ARMA e os modelos
auto-regressivos médias méveis integrados (abreviadamente ARIMA).

Davis, Dunsmuir ¢ Wang (1997) designaram os modelos desenvolvidos
por Cox por modelos em espago de estados generalizados. Estes modelos
— observation driven e parameter driven — diferem entre si através da

BIDefinicao de Brockwell e Davis (1996), p. 253.
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equacao de estado, dado que a equacao de observacao é a mesma para ambos
os modelos.

Os modelos designados observation driven (por vezes referidos como
modelos de transicao na literatura sobre andlise de dados longitudinais
(Davis, Dunsmuir e Streett (2001), p. 1)) assumem que o processo é
explicado a partir dos préprios dados, de tal modo que o processo no instante
t é modelado a partir da sua histéria passada.

Os modelos designados parameter driven assumem que o processo €
independente da sua histéria passada e que é fungido de um processo latente,
digamos €;, ndo observavel.

Como facilmente se depreende, no modelo observation driven a
autocorrelacio dos dados estd implicita na sua especificacao. A
sobre-dispersdo dos dados é introduzida através da equacao de estado.
No modelo parameter driven a autocorrelacdo e a sobre-dispersao sio
introduzidas através do processo latente.

De modo a estabelecer, de um modo mais compreensivel, a diferenca
entre estes dois tipos, vamos apresentar dois modelos nao-lineares usuais,
com suporte nos reais e pertencentes & classe dos modelos em espaco de
estados generalizados, nomeadamente o modelo com heteroscedasticidade
condicional auto-regressiva de ordem 1, introduzido por Engle (1982), —
abreviadamente ARCH(1) — e o modelo com volatilidade estocastica de
ordem 1, first-order stochastic volatility — abreviadamente SVAR(1) —
popularizado por Taylor (ver, e.g., Taylor (1994)).

Diz-se que um processo {Y; }iez é um ARCH(1) se satisfizer as seguintes
equagoes

Yi=oV; e 0t2=w1+w2YtQ_1,

onde w1 > 0, we > 0 e {Vi}tez é uma sucessdo de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas. No caso em que V; ~ N(0,1),
tem-se que

Yi|Yim1 ~ N(0,w; + woY2 ),

isto é, o processo é explicado a partir dos préprios dados, pelo que o modelo
ARCH(1) é um observation driven!*l.

MlPor vezes, na literatura, o processo ARCH(1) também aparece definido como
Y, = /o Vi, onde \/or = w1 +w2Y2 1.
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Um exemplo de um modelo parameter driven é o modelo SVAR(1)
— modelo alternativo ao modelo GARCH, modelo ARCH generalizado
introduzido por Bollerslev (1986) — definido por

Yi=oW, e log(o}) = u+ ¢(log(oi—y) — p) + ey,

onde u, ¢ e 0 sao constantes e {Wy}ticz e {€ }1ez sio sucessoes de varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas, em que log(c?) ¢ um
processo AR(1). Se W, ~ N(0,1) e ¢, ~ N(0, 1), entdo

Yi-flo't ~ ZV(anXp{,J + ¢(10g(0t2_1) - /.A) + 96t}),

ou seja, o processo € independente da sua histéria passada e é fungao de um
processo latente, digamos {0y }1e7, ndo observivel.

Seguidamente vamos introduzir dois outros exemplos deste tipo de
modelos, propostos por Davis et al. (1997), para séries temporais de
contagens cujas observagoes se podem admitir como provenientes de uma
distribuicdo Poisson em que a média é uma funcao do processo de estado.
Os autores consideram, & semelhanca do modelo de regressdo de Poisson
proposto por Zeger (1988), um vector de covaridveis, designado por X, O
modelo parameter driven proposto para séries temporais de contagem ¢é da
seguinte forma:

Yiler, X; = & ~ Po(e, exp(Z:5)),

onde ¢ ¢ o processo latente e E 0 vector pardmetro a estimar.
Os autores consideram que o processo latente, €;, € nao-negativo e
estritamente estaciondrio de média unitaria e variancia, o2, finita, e obtém,
respectivamente, as seguintes expressoes para a média e para a variancia do
processo {Y; }+ez, condicionado ao vector de covaridveis, X, = Zy,

E[Y)|X; = %] = exp(Z:f)

Var[V| X, = Z;] = exp(#:8)(1 + 02).
A partir destas expressoes fica bem patente que a sobre-dispersdo do
processo {Y;}iez é introduzida através do processo latente.

O modelo observation driven proposto pelos referidos autores é definido
do seguinte modo:

Yilps ~ Po(ps)
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em que
o
Wy = log(p) = TS + Z b; e1—i,
i=1

ee; = (Y; — )/, A >0, fixo.

A partir destes exemplos, para processos com suporte em R e em Z7,
vamos assim resumir o que se entende por modelos em espaco de estados
generalizados.

Um processo {Y; }+cz, com suporte em (2, diz-se um observation driven se
for da seguinte forma:

Y, = f(41, ), (1.2.3)

onde A, é a dlgebra-o gerada por {Y;_, k > 1}, {V;}4ez é um ruido branco
e f() é uma fungdo mensurdvel em €, e diz-se um parameter driven se for
da seguinte forma:

Y, =g(e, W:) e e =h(Af_1,Z), (1.2.4)

onde Af ; é a algebra-o gerada por {e_ i, k > 1}[5], {Witez e {Zi}iez
sao rufdos brancos e g(-) e h(-) sdo fungdes mensurdveis em Q e (¥,
respectivamente.

Em ambos os casos pode ainda considerar-se a intervencao de covaridveis
para a explicagdo do modelo, como se viu no segundo conjunto de exemplos.
Neste caso, basta substituir na equagao (1.2.3), V; pelo par (X}, V/), onde
V/ é o ruido branco, e na equagio (1.2.4), ¢ pelo par (X,, €1).

Tal como foi anteriormente referido, uma das vantagens da representagao
em espaco de estados é o facto de esta ser apropriada tanto para processos
estacionarios, como para processos nao-estaciondrios. Contudo, existe,
como é sobejamente sabido, vantagem em estabelecer propriedades como
a estacionariedade e a ergodicidade, para o processo Y;.

Relativamente aos modelos em espaco de estados generalizados a
estacionariedade e a ergodicidade do processo Y; é estabelecida a custa do
processo de estado. Ou seja, se o processo de estado ¢ estacionério e ergédico,
o0 processo observado, Y;, também o é.

((INo caso do modelo proposto por Davis et al. (1987) ndo se exige uma estrutura
Markoviana para o processo latente.
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Para os modelos parameter driven, estas propriedades sdo, em alguns
casos, faceis de estabelecer, uma vez que o processo de estado é, em geral,
Markoviano e nao depende do processo Y;. No que diz respeito aos modelos
observation driven, estas propriedades jd nio sdo tao ficeis de estabelecer,
dado que o processo de estado depende do processo observado.[®!

No capitulo 2, sec¢do 2.7, prova-se que é possivel encontrar uma
representacio em espago de estados para os processos DSINAR(1)
generalizados. E, por conseguinte, o mesmo acontece para 0s processos
RCINAR(1) generalizados (secgao 3.4).

1.2.2 Modelos condicionalmente Poisson para séries
temporais de contagem

De entre as varias distribui¢oes pertencentes & familia exponencial, a
distribuicao Poisson é a que se vem impondo como a mais adequada para a
modelagao de séries temporais de valores inteiros ndo-negativos, ou séries de
contagem. Assim, a grande parte dos modelos encontrados na literatura
assumem que — num determinado instante de tempo — os dados de
contagem, condicionados & sua histéria passada e, possivelmente, & histéria
passada e presente de um vector de covaridveis, seguem uma distribuicao
Poisson, em que o valor esperado, p, é uma fungéo dessa informagio (dos
dados e das covaridveis, caso se estejam a considerar). Designaremos este
tipo de modelos (que ndo sdo mais do que modelos observation driven)
simplesmente por modelos Poisson, abreviadamente, ModP(7.

A primeira caracteristica que distingue os modelos para dados de
contagem encontrados na literatura é a forma linear ou exponencial de p;.
Qutra caracteristica encontrada é o facto de, no instante de tempo t, Y;

IDavis et al. (2001) tomam o modelo observation driven, proposto em 1987, e estudam
as condigbes de estacionariedade forte e ergodicidade do processo i, condicionado a
X, = Fiy, parag=1le xtﬁ B. Ou seja, sob estas duas condicdes determinaram quais
os valores de X que transformam o processo Y; condicionado em um processo fortemente
estaciondrio e ergddico.

"IDavis et al. (2001), p. 1, propdem o uso dos modelos observation driven, baseados na
distribuigao Poisson, para a anélise temporal de séries de contagem, dado que, em geral, a
estimagdo dos pardmetros dos modelos parameter driven ezrige um esfor¢o computacional
considerdvel, tal como a previsdo de valores futuros (devido ¢ existéncia do processo
latente), apesar de a interpretacio do efeito das covaridveis sobre o processo ser mais
directa, como se pode verificar através do exemplo anteriormente apresentado, em que o
valor esperado de Y;, condicionado ao vector de covaridveis, é uma funcdo apenas dessas
covaridveis.
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depender apenas da sua histéria passada e do vector de covaridveis nesse
instante de tempo, X;.

Com base nesta segunda caracteristica, ¢ de modo a sintetizar os vérios
modelos encontrados, defina-se a seguinte expressiao

P q
P S i 4 3 )+ 0 (K0
Jj=1

=1

onde «; e f; sdo numeros reais (a especificar consoante o suporte do
processo), A > 0 (fixo) e f(:) e gqo3(-) sdo fungbes mensurdveis, com g(-)
possivelmente dependente de o; e/oude f;,i=1,...,pej=1,...,q.

Podemos, assim, definir duas classes de modelos Poisson, de ordens p e
q, tais que

Yilpst ~ Po(p)

em que u = E[V]A ,X), A, ¢é a 4algebra-oc gerada por
{Yiek, k=1,...,p} e )Zt é um p.e. multivariado. Ambas as classes sdo

apropriadas para acontecimentos cujo valor esperado é inferior & varidncia.

Na primeira classe, que designaremos por ModP;(p,q), a equacio de
estado, i, € definida como uma fungao linear, do seguinte modo:

» q
pt = f(Xt){Z @ Yioip s + Z B ,u%_";\} + ga,8(X4).
i=1 j=1

Na segunda classe, designada ModP;,(p, q), a equagio de estado é definida
como

Y4 q
log (1) = f(Xt){Z Vi 5+ > Bi u}_‘}} + ga,5(X0).
=1 =1

Como exemplo de um modelo pertencente & primeira classe tem-se o
modelo PAR(p) — Poisson AutoRegressive model of order p —, introduzido
por Brandt et al. (2000).

O modelo PAR(p) é um modelo ModP;(p,0), com A = 0, cuja equagio
de estado é da seguinte forma

p
=3 iV — exp(wX)) + exp(wXy),

=1
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e, f(X)) =1eg(X) = (1 — Elea,;) exp(wX;). Brandt et al. (2000)
consideram X"t um vector de v.a.’s i.i.d.

Demonstraremos na seccao 2.7 que o processo DSINAR(1) Poisson —
processo DSINAR(1) generalizado com a operacdo thinning especificada
através da distribuicio Poisson e inovagoes igualmente Poisson — é um
ModP;(1,0) com A =0, a1 = 1, f(X;) = exp(wX;) e g(X¢) = pz, Vt € Z.

Como modelos pertencentes & segunda classe, apresentaremos trés
modelos. O primeiro modelo ¢ uma das vérias propostas estudadas por
Zeger e Qaqish (1988)1%l. Os segundo e terceiro modelos foram propostos
por Davis et al. (1997), posteriormente desenvolvidos em 2001.

No primeiro modelo, a equacgao de estado, log(s:), ¢ definida como

Y4
log(pe) = Y iy i + Xif. (1.2.5)
i=1

Este modelo néo é mais do que um ModP;(p,0) com A =0, fF(X)=1e
g(X;) = X8, onde § é o vector pardmetro a estimar.

A estacionariedade do modelo (1.2.5) s6 se verifica no caso em que p = 1
e a; <0, excluindo-se, portanto, a possibilidade de uma dependéncia positiva
(observacio de Zeger e Qaqish, de 1988, citado em Davis et al. (1997)). Por
este motivo, em 1997, Davis et al. propéem uma correc¢ao no valor esperado
de modo a obter um processo estaciondrio e estabelecem a seguinte equagao
de estado:

lOg ﬂt Z'Yz €t +Xt,3a
=1

onde e, = (¥; — Nt)/l{; Ou seja, este modelo é um ModP»(p,p) com
(Xt) =1, g(Xt) X8 e fBi = —ay, Vi = 1,...,p, cuja equacdo de estado
se pode escrever como:

log () Za’zYt ity A+ Z ﬁzﬂ' N+ Xt,g

Contudo, apesar de pretenderem com esta modificacao obter um processo
estaciondrio, apenas encontram valores de A para os quais o processo

[B]Referéncia de Davis et al. (1997). Igualmente neste artigo estdo apresentadas outras
equagdes de estado, propostas em 1988 por Zeger e Qaqish.
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{log(u¢) }eez ¢ estaciondrio, considerando p = 1 e X,8 = 8 (Davis et al.
(2001)).

Por dltimo, vamos apresentar um modelo estabelecido por Davis et
al. (1997) (posteriormente desenvolvido em 2001), designado por modelo
GLARMA(p,q) — do inglés Generalized Linear ARMA(p,q) —, cuja
equacao de estado incorpora componentes auto-regressivas médias méveis,
do seguinte modo:

log(1se) = exp(X(f3) + Z Ti €4
i=1

em que e¢; = (Y; — p)/p}, A > 0, fixo, e onde os coeficientes {r;} sio
determinados através da relagao

=57 7 e "

onde ¢(e) e O(e) sdo, respectivamente, os polinémios auto-regressivo de
ordem p e médias méveis de ordem q.

fore] ) 1 q_ 9i i 9
ZTi ZZ — + Zz_l Z l (Z)
=1

Podemos afirmar que o modelo GLARMA (p,q) é um ModP;(00, 00), com
f(Xy) =1,9(X;) = X8 e b = —a; =15, Vi.

Streett (2000) estudou condigoes de estacionariedade (forte) e
ergodicidade para o modelo GLARMA(0,q), condiderando A = 1 e,
tal como no caso anterior, th = [. Estas condigoes foram estabelecidas
recorrendo a técnicas de cadeias de Markov. Provou ainda que o modelo
GLARMA(0,1), com Xtﬁ = f=0e6; >0, admite pelo menos uma solu¢ao
estaciondria para A = (.5.

No que diz respeito & estruturacao deste trabalho, temos ainda de fazer
referéncia aos capitulos 4 e 5. No capitulo 4 faz-se um estudo por simulagao
do comportamento dos estimadores dos parametros do modelo DSINAR(1)
generalizado e da adaptacdo deste. Nomeadamente, através do estudo
do ajustamento do modelo proposto. E também abordada a metodologia
bootstrap para a obtencdo de intervalos de confianca para os parimetros
do modelo e para as fungdes de autocorrelagao e autocorrelagdo parcial
dos residuos. Para estes fins foram elaborados programas em linguagem
FORTRAN.

O capitulo 5 surge da necessidade de averiguar a aplicabilidade dos
modelos, por nds propostos, a dados de um problema concreto. Assim,
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motivadas por um trabalho levado a cabo pelo Instituto Nacional de Satde
Dr. Ricardo Jorge, sobre o impacto das ondas de calor na mortalidade,
efectudmos um breve estudo sobre o impacto, ndo sé das ondas de calor,
mas também das ondas de frio na mortalidade no distrito de Evora. Com
este objectivo, procedemos & modelacio do numero de 6bitos registado
diariamente no distrito de Evora, entre os anos de 1980 e 1997, através do
modelo DSINAR(1) generalizado, usando como covaridveis as temperaturas
méximas e minimas didrias registadas, de igual modo, no distrito de Evora
e durante esse periodo.

De modo a confrontar o modelo DSINAR/(1) generalizado com a classe de
modelos de representacido em espacgo de estados, condicionalmente Poisson,
procedemos, ainda, & modelacio da série dos dbitos didrios (registados no
distrito de Evora entre 1980 e 1997) através de dois modelos pertencentes
a esta classe. Nomeadamente, através de um modelo similar ao modelo
PAR(1) — que no contexto desta aplicacdo nos pareceu mais adequado do
que este — e do modelo estudado por Zeger e Qaqish em 1988, cuja equagao
de estado é dada em (1.2.5).

Por ultimo, no capitulo 6, apresentam-se as conclusées mais relevantes,
em nosso entender, sobre o trabalho desenvolvido ao longo dos vérios
capitulos, bem como algumas sugestdes para trabalho futuro. No final do
trabalho encontram-se, ainda, dois apéndices. No primeiro, apresenta-se
um breve resumo das caracteristicas mais importantes dos processos
auto-regressivos de ordem 1, com valores nos reais e de coeficientes
estocésticos, os quais, adoptando a designagao de Pourahamadi (1986), se
denominam como Doubly Stochastic AutoRegressive process of order one,
abreviadamente DSAR(1). No segundo apéndice descreve-se a aplicacao do
método de Newton-Raphson na estimacio dos pardmetros de um processo
pertencente & familia dos processos DSINAR(1) generalizados.



18

Capitulo 1. Introdugio




19

Capitulo 2

Processo auto-regressivo de
coeficientes estocasticos

Neste capitulo vamos propor um modelo — designado por DSINAR(1)
generalizado — adequado para modelar processos de pardmetro discreto e
com suporte nos inteiros nao-negativos, para o qual se admite a existéncia
de um processo explicativo subjacente.

Apesar de a estacionariedade fraca (ou estacionariedade de 2% ordem)
para este tipo de processos (em que o processo explicativo é estocastico e
com uma determinada estrutura de covariincia) ser relativamente ficil de
estabelecer, o efeito dessas covaridveis sobre os dados ndo é, contudo, facil
de interpretar. O que constitui, de certo modo, uma desvantagem deste tipo
de modelos.

Ao longo dos vérios capitulos, e sempre que nos estivermos a referir a
estacionariedade de um dado processo, significa que nos estamos a referir &
estacionariedade de 22 ordem.

2.1 Modelo DSINAR(1) generalizado

Vamos comecar por definir o operador thinning generalizado (representado
por o¥) entre as varidveis aleatérias a e Y.

Defini¢cdo 2.1.1. Seja Y uma varidvel aleatdria inteira e ndo-negativa e o
uma varigvel aleatéria com suporte em R™. Define-se a operagao 0¥ entre
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as variaveis aleatérias o e Y como
(@ Y|a,Y) ~ G, 02,

onde G(p,0?) é uma dada distribuicdo do tipo discreto (associada
operacio thinning generalizada) de média p = oY e varidncia ¢ = §Y
finita, com d uma func¢io de « e de Y, mensuravel em R¥.

Defini¢ao 2.1.2. Um processo estocastico {Y; }+cz, de pardmetro discreto e
com suporte nos inteiros ndo-negativos, diz-se um DSINAR(1) generalizado
(Doubly Stochastic INteger AutoRegressive) se existirem

(i) um processo estocdstico {at}iez, com suporte em RT, tal que
E[a?] < o0, €

(ii) uma sucessio de varidveis aleatdrias {Z;};c7 inteiras, ndo-negativas e
nio-correlacionadas, com uma dada distribuicao discreta, de média pz
e variancia o2 finita,

tais que {Y;}icz satisfaz a seguinte equacao as diferencas estocdstica (mais
concretamente, e utilizando a designagio de Tjgstheim (1986), equacio as
diferencas duplamente estocastica)

Y= CY, 1+ 2, tel, (2.1.1)
onde:
(a) {Zi}iez é independente, quer da operacao thinning generalizada, quer
de {vt}iez,
(b) Cov(Ys,Z) =0, s<t,

(¢) a;oCYi_1|ay,Ys 1 ~ G(ut,07), onde G(ps, 07) é uma dada distribuicio
do tipo discreto de média u; = o;Y; 1 e varidncia o? finita,
(d) 0poCY,_1| A2, AY L a;0CY;_1]as, Y;_1, onde Af, é adlgebra-o gerada

iy
por {a;s : s >t} e A é a dlgebra-o gerada por {Y; : s € Z}.

Esta definicio permite também incorporar a informacdo proveniente
de processos estocasticos com suporte em R. Mais concretamente, se se
considerar que oy = f(X;), onde {X;}scz € um p.e. com suporte em R e
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£(-) 6 tal que {a}sez é um p.e. com suporte em RT. Por exemplo, quando
se considera que oy € (0,1) é usual admitir-se a seguinte representagao

exp (wX;)

= eR : parametro desconhecido).
T+ oxp (X)) w (w : param )

(83

Vamos considerar of = &Y;_1, com & = g(a,Y; 1) (9(-) uma fungao
mensurdvel em RT) tal que E[§?] < oo. A titulo exemplificativo,
apresentamos seguidamente a expressdo de &; para as distribuigées de tipo
discreto usualmente utilizadas. Nos exemplos (1)-(3), {d:}icz é apenas
funcio de {4 }1cz, enquanto no exemplo (4) é fungdo de {as}iez e de Yi—i.

(1) G(p,t,cr?) = B(Y;_l,at) — 5t = O(t(l — Oét).

(2) G(ut,(f%) = BN(Y;)fl, 1_+16¥—t) = § = Oét(]. + O!t).

(3) G(ps,07) = Po(aYi—1) = 6 = .

(4) G, 03) = Geom(at}}t_l) = & = gy — 1).

Como o nome indica, o operador thinning generalizado generaliza o
operador thinning ou Binomial thinning para o caso aleatério. Tal como foi
referido na introducio, o operador thinning foi proposto por Steutel e Van
Harn (1979), para o caso deterministico, e definido como a* Y = 23/:1 U;,
com {U; }ien uma sequéncia de v.a.’s 1.i.d. com distribui¢do de Bernoulli de
valor esperado «, independente da v.a. Y, inteira nao-negativa.

Por este facto, vamos particularizar os resultados obtidos considerando
apenas a distribui¢do Binomial na especificagdo da operagdao thinning
generalizada, ou seja,

(O{t OB Y%—l‘at,thl) ~ B(th—laat)y

onde p; = 0;Y;_1 e 07 = ay(1 — o) Yi_1, com {ay}icz um p.e. com suporte
em (0,1). O processo assim definido designa-se simplesmente como processo
DSINAR(1). No apéndice A apresentar-se-a um estudo comparativo entre
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os processos DSINAR(1) e os processos auto-regressivos de ordem 1, com
suporte nos reais. A importancia (ou a pertinéncia) desta comparacio reside
no facto de os processos DSINAR(1) ndo serem mais do que uma versio
discreta destes tltimos.

De modo nao s6 a simplificar a notagdo como também a estabelecer um
paralelismo com o modelo INAR(1), vamos utilizar o simbolo * em vez de
oB para representar a operacio thinning ou Binomial thinning.

O estudo da existéncia e estacionariedade do processo {Y;}iez serd
feito tendo apenas em atencdo as seguintes expressoes dos seus momentos,
condicionados & observagao do processo no instante anterior e & observacao
da covaridvel no instante presente,

EYi|Yi 1, 04] = p + pz

Var[Vi|Yii1, 4] = 02 + 0%,

as quais se obtém a partir das propriedades (a)-(d). Nenhuma suposicio
serd feita relativamente & sua densidade condicional.

De modo a demonstrar a existéncia e a estacionariedade do processo
definido em (2.1.1), comecemos por estabelecer o seguinte lema:

Lema 2.1.1. Vi, s € 7, tem-se que:
(1) Ela; 0% Y, ] = Elw,
(2) Var[oy o€ Y,_1] = Var[u] + E[o?],
(3) El(as o Yso1)(aw 09 Yio1)] = Eluspul,
(4) E[6i(cz—1 0% Yi_2)] = E[Spue—1],
(5) Bl5i(cu—1 0% Yi-0)?] = Elbpi 1] + E[610f ).
Demonstragcdo. Demonstremos (1) e (2), a partir da definicio de operacio

thinning generalizada, aplicando a férmula da dupla esperancalll. Note-se
que ao demonstrar-se (2) estd também a demonstrar-se (1).

Var[a, o€ Y, 1] = E[(a 0% Yi-1)?] — (Eaw 0% ¥;1])% =

Mpara duas v.a’s X e Y, conjuntamente distribuidas, com E[X] < oo, tem-se que
ElY] = E[E[Y|X]].
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= E[E[E[(a; o€ Y;_1)?|ew, Vi1 ]l] — (E[E[Efey o Yior|en, i ])? =
= E[E[Var[a; o Yi_1|ag, Yio1] + (Efay o¢ Yt—1|0ft,Yt—1])2]]_
—(E[BlotY;1|Y:1]])? =

= E[6,Y; 1] + El(Yi1)’] — (ElasYi1])® = Elof] + Var[u,].

A partir destas defini¢oes e da propriedade (d) demonstram-se (3)-(5). A
titulo exemplificativo, vamos demonstrar (3). Seja W, = a; o%Y,_;. Entao,
para um instante de tempo s, com s < f,

El(as 09 Yy 1)(ar 09 Vi) =
= E[E[E[E[(ats o Yy_1) (o o€ Y1-1)|Ws, e, Vi ]l]] =

= E[B[E[W;Ela o€ Y1 | Wy, v, Yi-1]ll] = E[B[E[Ws (0t Y3-1)[Ws, Yia]l]-

Continuando o mesmo raciocinio, demonstra-se que

E[E[EW(a;Yi-1)lat, Yiall] = El(asYs-1)(aeYi1)] = Elpspae]-

Para s > t, a demonstragdo é andloga. O

Seguidamente, seguiremos um método andlogo ao usado em Latour
(1998), considerando, para cada ¢, a seguinte sucessao de v.a.’s

0, n <0

Yt(n) _ Zy, n=20 (2.1.2)
SRR A A R

que aproximam Y; quando £ — co.

Defina-se, tal como em Pourahmadi (1988), o processo {f¢; : ¢ > 0}cz
do seguinte modo

il s
By ={ M=o b= (2.1.3)
1, 1 =10
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e, de modo a simplificar a notacdo, defina-se igualmente o processo
{89 4,5 > O}sez como

1 .
0 _ ) emogepyo—s, 1
t,l 1, Z — O

v
—_

(2.1.4)

2.2 Existéncia e estacionariedade

Teorema 2.2.1. Sejam {ai}icz um p.e. estaciondrio de 22 ordem com
ay € RY, {Zi}ez uma sucessdo de v.a.’s ndo-correlacionadas, inteiras,

ngo-negativas e independentes de {ai}iez e 5t(n) a fun¢do apresentada na
definicio 2.1.1 para um par (at,Yﬁfl)), onde {Yt(n)}tez € a sucessao
definida em (2.1.2). Defina-se B;; e ﬁt(fz) de acordo com (2.1.3) e (2.1.4),
respectivamente. Se, YVt € Z ek =0,1,...,

(1) Y2 B[p2) < oo e

(2) limy, o0 E?:D Z?:z’+1 E[‘Sﬁ:l)ﬁwk,wkﬁt(y] < 00,

entdo, eziste um p.e. {Yi}licz, com suporte mos inteiros ndo-negativos e
estaciondrio de 2% ordem tal que

Y, =0y Y, |+ 7, tel. (2.2.1)

Demonstracdo. A semelhanca das demonstracoes de Du e Li (1991) ou
de Latour (1998), de existéncia e estacionariedade dos processo INAR(p),

. ~ n .
vamos construir uma sucessao de v.a.’s {Y;( )}neN que podem igualmente
ser consideradas como aproximagcdes sucessivas de Y,

0, n <0
Yé(n) = Ztu n=>0
a; oG YV 4 7, n > 0.
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Queremos demonstrar que a sucessao {Y;(n)}neN converge. Para tal,
vamos provar que {Yt(")}neN ¢ uma sucessao de Cauchy. Mas antes vamos
demonstrar que {Yt(n)} € L), Yn € NeVt € Z (com L? = L*(Q, A, P) o
espaco das v.a.’s com segundos momentos finitos). Defina-se ainda o produto
escalar em L? como < X,Y >= E[XY] (L? é o espago de Hilbert). Obtém-se
recursivamente que

EY™) = Bl ] + pz =

= Blosoy1Y"5 V] + pz (1 + Ble]) =

n i—1 n
= uz{l + Z E [ H at~j] }: Kz Z E[B:].
=1 7=0 =0
Uma vez que a condi¢do (1) implica que

xX

Z E[ﬁt,l] < 00, vVt e Za

i=0
tem-se que E[Yt(n)] < o0. Tendo em conta, para além disso, que {oy}ez
¢ um p.e. estaciondrio de 2% ordem entdo, nao sé E[Yt(")] < oo como é

independente de t.

Obtém-se, apés alguns célculos simples, mas morosos (dai a sua omissdo),

(n)’

a seguinte expressdo para a covariancia de Y;

k-1

Cov(Y™ Y5y = BlBran s V™)) + pz S ElBeini V™1 -
=0

~4% > BB Y ElBrikyl, k=0

i=0 7=0

Quando £ =0

>
|
—

E[ﬁt+k,th(n)] =0.

~
I!
)
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Desenvolvendo recursivamente os valores esperados que aparecem na
expressao da covariancia, prova-se que

n—1 n
Cov (Y™, Yt(f,:“k Y=uzy Y E 5" Bra, z+k5tj]+

=0 j=1+1

n—1 n n
+2u5 Z Z ElBriBrangl + (0% — 13) Y ElBeiBitkirk]—

i=0 j=i+k =0
k-1 n

—p Z E[B] Z ElBirrgl + 1% YD ElBririBrsl, k> 0.
=0 7=0

A partir desta expressdo tem-se que

n—1 n n—1 n
Varl"] = uz 3 S B 8800 + 263 37N ElBrifusl+
i=0 j=i+1 =0 j=t

Hoh - >g 8] - (ZE[ﬂu)-

Dado que, Vt € Z,

Z E[ﬁtz,z] <o
i—0

lim Z Z E[6{", " BrakisnBi] < o0

n—o0o
=0 j=i+1

entao Cov(Yt(" ,Y;:(_f,jk)) < oo,Vk > 0. Se, para além disso, {a}ez

for um p.e. estaciondrio de 2% ordem segue-se igualmente que nao s

CO’U(Y(n) Yt(f,j k)) < 0o, Vk > 0, como também é independente de t. Deste

modo, {¥;} € L2, Vn €N ¢ Vt € Z.
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Vamos agora demonstrar que || Yt(m) - Yt(n) II— 0, quando m,n — oo.
Prova-se facilmente (considerando, por exemplo, m > n) que

1Y — ¥ < pzElBem] + nz Y ElBe.

i=n

Pelo que, sob a condicdo (1), || Yt(m) - Yt(") ||— 0, quando m,n — oo.
Segue-se deste facto que existe uma v.a. Y; € L? tal que Yt(") 2% Y,
quando n — oo (Brockwell e Davis (1991), p. 68).

)

Prova-se ainda que o facto de Y;(” convergir, em média quadritica, para

Y, implica que au; o€ ¥,™ também converge em média quadrética para
¢ 1mp q t+1 ¢ q

agy1 0¢ Yy, quando n — oo. Daqui se conclui que existe uma v.a. Y; € L?

que verifica (2.2.1).

De modo a provar a unicidade, vamos supor que existe outro p.e.
estacionario, digamos {W;}iez, tal que W, = oy o¢ Wiy + Z;, ¥t € Z.
Entao

pzE(|Binl] + B[ TT]20 2t jWinl]

PY™ - Wy <e)>1— - :

para qualquer € > 0. Pelo facto de o processo {W,}icz ser um processo
estaciondrio resulta que FEf| H;’;& a;_jWi_p|] = 0, quando n — o0 e,
portanto,

PV —wy| <) > 1,

ou seja, P(Y; = W) = 1.

Estudemos agora a existéncia e estacionariedade do processo, para o caso
particular de se estar perante a operacdo Binomial thinning.

Coroldrio 2.2.1. Sejam {at}icz € {Ziliez dois p.e.’s verificando as
condi¢oes do teorema 2.2.1 e o% = x. Se

ZE[ﬂzz] < 00, Vt e Za
1=0
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entao existe um p.e. {Yi ez, com suporte em Z7 e estaciondrio de 2& ordem
tal que

Y} = Qi * Y%—l + Zt, teZ. (2.22)

Demonstracdo. Tendo em linha de conta a demonstracdo do teorema 2.2.1,

1h ao d 1 (n) %
comecemos por olhar para a expressao do valor esperado de Y,;"/. E
sabido que no caso em que G(u,02) = B(Yi1,04), iy = oYi_q e
0} = a(1 — oy)Y;_1. Por este motivo, a expressio de E [Yt(n)] nao se altera.
Assim, tendo em conta a condi¢do (1) do referido teorema mais o facto de
{at }1ez ser um p.e. estaciondrio de 2% ordem, conclui-se que E[Y;(n)] é finito
e independente de t.

Vamos agora demonstrar que as condicoes (1) e (2) do teorema anterior
sdo equivalentes. Para tal, vamos substituir é; por a:(1 — ;) na expressao

da Cov(Yt(n) , Yt(:}: k)). Apéds alguns calculos, verifica-se que

n—2 n—1

COU(Yt(n), Yt(f;k)) =z Z Z {E[ﬂt+k,i+k5t,j] - E[ﬂt+k,i+k+1ﬂt,j]}+
=0 j—it1

n—k—1 n—1

n—1
+2u7 > EBiiBrikg) + (0% —13) Y ElBriBrikivkl—
=0 j=itk i=0

n—1 n—1 k—1n-—1

=0 §=0 i=0 j=0

Assim, a condicao

Y BB <00, Ve,
=0

permite concluir que Cov(Yt("),Yt(f,;F k)) < 00, Vk > 0. Além disso, pelo

facto de {4 }1cz ser um p.e. estaciondrio de 2¢ ordem, conclui-se ainda que

Cov(Yt("), Yt(f,:rk)),\;’k > 0, é independente de t.

O restante da demonstracao é idéntico & demonstracao do teorema 2.2.1.
a
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2.3 Solucgao causal

Proposicdo 2.3.1. Seja {Y;},ez um processo DSINAR(1) generalizado,
estaciondrio de 2% ordem. Entdo, existe uma sucessio de v.a.’s {€}icz,
nao-correlacionadas, tal que o processo {Yi}iez admite como solugdo
estaciondria a seguinte representagdo causal

[e.0]
Y = Zﬁt,i €t—i) (2.3.1)
=0
onde ¢ = a; 0% Y,_1 — oY1 + Z,.

Antes de passarmos & demonstragio desta proposigdo, vamos estabelecer
o seguinte lema de modo a facilitar esta tarefa.

Lema 2.3.1. Sejam {ay}iez um p.e. independente de {Z;}iez, com {Z}iez
uma sucessdo de v.a.’s ndo-correlacionadas e {€;}1cz definidas em (2.3.1).
Tem-se, Y1 > 1, que

(1) Cov(Bts,€—i) =0

e
(2) COU(Qaﬁt,z‘ €—i) = 0.

Demonstracdo. Este lema demonstra-se, a semelhanca do lema 2.1.1,
recorrendo & definicdo de operacao thinning. a

Demonstracao da proposicao 2.3.1. De modo a demonstrar que o
processo {Y;}icz, estaciondrio de 2% ordem, admite uma representagao
causal vamos escrevé-lo na seguinte forma:

Yi=oYi 1+ €, t€Z,
onde €¢; = oy oGV, — Y1 + Z.

Iterando Y; regressivamente obtém-se

n—1 ,1—1 n—1
Yi=e+ Z ( H at—j)et—z‘ + (H at—j) Yin=
i=1 \j=0 3=0
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n—1
=Y Buieri+BinYin, n>0.
i=0
Seja
n) n Biert? n>0
Y, = 0, n <0
Zy, n=0
e
(n) (o7 ot Yt(_nl—l) — O!th(j}l_l) + Zy, n >0
€ = 0, n <0
Zt, n=0.
Quando n > 0, egn) verifica as seguintes propriedades:
Bl = pz #0,Yn >0,
Vie™) = BT + 0% =
n—2
0
j=1
e

Cov(egn), egi:k)) =0, k>0

Tal como na demonstracdo do teorema 2.2.1 vamos igualmente
demonstrar que Y;(") é uma sequéncia de Cauchy em L2.

Com esse objectivo, comecemos por notar que

n—1
EY™] = pz Y ElBi] < o,
1=0

dado que

ZE[ﬁEi] < 00.
=0
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Seguidamente vamos demonstrar que Vm‘[l’;(”)] < oo, A Var[Y;(")] pode
escrever-se do seguinte modo:

Var[Y( ] = Var[et +nZl(Hat J)etnlz)] =

j=0

n—1
=Varle (n) |+ Var Zﬁtzftn‘z)] +QZCOU (€£n),5tzﬁtn z))-
i=1

Pelo lema 2.3.1, alinea (2), a terceira parcela do lado direito da equagao
anterior é nula, pelo que a expressao da variancia se escreve como

n—2 n—1
Var[Yt(n)] Varle ( ") +2Var 5tz€t : +2/,LZZ Z Cov(Bii, Btj)-
i=1 i=1 j=i+1

Substituindo €"7Y = ay_; o¢ ¥, — 0,_1¥,"? + Z;_1 na primeira
parcela do primeiro somatdrio obtém-se

Var[ﬁt,16§ I =z ZE[5 *1 Uﬁt 1ﬂt ] + U%E[ﬂzl] + pzVar(B).

Seguindo o mesmo raciocinio tem-se que

n—2 n—1 n—1
Varly," 1 = pz Y S B0 VBBl + 0% Y BB+
1=0 j=i+1 =0
n—2 n—1
+,LLZZVar Bt.il +2“ZZ Z Cov(Bi, Brj) =
i=1 j=i+1
n—2 n—1 n—1
=uz Y. > BB+ 0% S BB+
i=0 j=i+1 i=0

n—1
+uzVar [z 5t,i] .

=0



32 Capitulo 2. Processo auto-regressivo de coeficientes estocdsticos

Sob as condiges (1) e (2) do teorema 2.2.1, {Yt(")} € L2Vt €7 e
VneN, e

m—1

1Y,™ — v < uz ¥ ElB] =0,

i=n
quando m,n — oo, pois a série Y .o E[B;] ¢ convergente.

Entdo, existe uma v.a. Y; € L? tal que Yt(") =25 Y, (e, por conseguinte,

egn) 2% ¢4), quando n — oo, ou seja,

o
th = Zﬁt,het*’h LeZ
=0

é uma v.a. bem definida (em média quadrética).
Por ltimo, prova-se que se {Y;}icz é um processo estacionario e

o0
> E[B] < oo
1=0

entao

| B Yion [I> —0,

quando n  — oo, assegurando assim a unicidade da solucao.

a
Portanto, o processo {Y;}icz, de média py, pode ser escrito na forma
o0
th = Z/gt,i E€t—is te Za (232)
1=0

onde ¢; verifica as seguintes propriedades:

(pl) pe = pz #0,
(p2) 02 = pe 2 Bl6 ALY + o2,

(p3) Covlet, epqr) =0, k>0,
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(pd) Couv(Ys, ) =0, s <Ht,
(p5) Cov(Bi,e—i) =0, ¥i>1.

O processo {Y;}iez, admitindo que tem média nula, pode também ser
escrito da forma

X0 o0
Y= NZZ,Bt,i + Zﬁt,i §—iy tEZ
i=0 i=0

onde & ¢é ruido branco de média nula e varidncia o2, abreviadamente,

& ~ WN(0,02).

Particularizando este resultado para o caso da operacao Binomial
thinning, prova-se facilmente que a varidncia do processo {€;}i ez, ou do
processo {&;}iez, (com € = ay * Yy — a;Y;—1 + Z;) é dada por

(p2) 02 = pe 352 ElBi(1 = Bi1)] + 0%

De modo a ndo sobrecarregar o texto, cometemos o abuso de usar as
mesmas letras para designar diferentes processos.

Observagao 2.3.1. Caso {ai}iez seja um p.e.  nao-estaciondrio e
independente do processo de ruido branco {Z; }+cz, o processo {&; }+cz verifica
as seguintes propriedades:

(pi) pe =0,
(pii) of = E[§; Yi-1] + 07,

(piii) Cov(&,&t4x) =0, k> 0.

Se E[4; Y;_1] for finito, entdo a? também é finita.

Observacao 2.3.2. Dos resultados obtidos nestas duas tltimas secgoes,
podemos concluir que as condi¢bes para a existéncia de uma solugdo
estaciondria para os modelos DSINAR(1) e DSAR(1) (Doubly Stochastic
AutoRegressive process of order one) — processo com suporte em R,
duplamente estocastico e com estrutura auto-regressiva de ordem 1 —
apresentado no apéndice A, coincidem.
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2.4 Momentos e parametros

A partir da representagdo médias méveis do processo (ou do facto de, quando

n .q. ~ . . -
n — oo, Yt( ) ™9y V) obtém-se, respectivamente, as seguintes expressoes

para a média, varidncia e autocovaridncia do processo {Y;}sez:

B[] = py = nz ) B[, (2.4.1)

VarlY;] = o2 = MZVGT[ZBM] +oz ZE Btz]+

=1

+uz§j Z (611,81, (2.4.2)

1=0 j=i+1
Coo(Ve Yirs) =9 (0) =z Y 3 Blbe iBrasiskBil+
i=0 j=i+1

25 Y > ElBibirrg) + (07 = 13) Y ElBiBrritk]—
i

i=0 j=itk
0 00 k-1 o

~1% Y ElBiil > ElBirkg) + 4% YD ElBrikibrl, k>0,
=0 =0 i=0 j=0

Particularizando, mais uma vez, para o caso do processo DSINAR(1)
— processo DSINAR(1) generalizado cuja operagio thinning generalizada
é especificada através da distribuicao Binimial — prova-se, apds breves
calculos, que a expressao da média nao se altera e que as expressdes
da variancia e da autocovariancia se podem escrever, respectivamente, da
seguinte forma

o = uZVar[Zﬂtz] o7 g E[B2;]+

=0
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+pz Y ElBri(l - Bra)l,

i=1

ou seja,
[o 0] oo
ot =gVar| S| + 0 - u) Y Bl w243
i=0 i=0
e
00 k—1 oo
vy (k) = 0% Z E(ByiBuskitk] + 1 Z Z EBevk,iBj]+
=0 i=0 j=0

+2u% Y Y ElBriBrrkgl — 1% Y ElBtiBrrkitk]—

i=0 j=i+k i=0

—p% Y ElBial Y ElBeing) + 1z Y ElBri(Bivkk — Brorpr)l, (2.44)
=1

i=0 3=0
para k > 0.

Note-se (equagdo (2.4.3)) que se 0% > uz entdo o3 > py. No caso
bastante usual em que se tem ruidos poissonianos de parametro A, i.e.,
Zy ~ Po()\), resulta que

e 9]
0’12/ =S )\QVG,’I" [Zﬂt’i:l + Hy -

1=0

Como seria de esperar, e contrariarmente aos processos INAR(1), o facto
de os ruidos serem poissonianos nao implica que o processo {Y;}icz possua
a mesma distribuicdo marginal. Pode assim afirmar-se que o processo
DSINAR(1) ndo s6 é adequado para modelar séries temporais estaciondrias,
em que a evolugio ao longo do tempo é influenciada por uma série explicativa
estocdstica, X; (o = f(Xy)), como também para modelar séries temporais
estaciondrias e sobre-dispersas, cuja sobre-dispersao é causada pela influéncia
dessa série explicativa.

Embora no caso de os processos DSINAR(1) generalizados esta concluséo
ndo seja facil de retirar, os resultados obtidos a partir de estudos por
simulacao parecem, contudo, ndo contraris-la.
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Observagao 2.4.1. Se {Y;}icz ¢ um processo DSINAR(1) generalizado,
estaciondrio de 2% ordem, cuja funcao de autocovaridncia é dada por

vy (k) = Cov(Yy, Yigw) = ElBrra Y] — py E[BirasYi, k>0,
entao,
Cov(Yy, Yirk|Afyr,) = BeariVar[YViAfy |, k>0,

onde A é a dlgebra-o gerada por {ag : s > t}.  Portanto,
Corr(Yy, Yerkl A1, ) = Betk k-

Observacao 2.4.2. Se compararmos as expressoes (2.4.1), (2.4.3) e
(2.4.4) com as correspondentes expressoes para O Processo com suporte
em R, duplamente estocdstico e com estrutura auto-regressiva de ordem
1, DSAR(1), (expressoes (A.0.3)-(A.0.5), apresentadas no apéndice A)
chegamos a conclusdo, como seria de esperar, da igualdade das médias e da
forte semelhanca entre as variancias e as covariancias destes dois processos.
O resto da diferenga entre as varidncias (covaridncias) destes processos é
originado pelo facto de E[(cy * Yi—1)?] = E[(a:Y;-1)%] + Elas(1 — cy)Ys—1].

2.5 Condicoes necessarias e suficientes para a
estacionariedade do processo

A proposicio seguinte (baseada no teorema 2.5 de Pourahmadi (1986))
estabelece uma condi¢io necessiria de existéncia de solugao estaciondria
para que o processo DSINAR(1) generalizado.

Proposicio 2.5.1. Se, Vi € Z, E[log(6;)] < oo, V) = E[log(as)] < oo e
1P = Ellog(ay)|6;i] < 0o, Vi >0, entdo,

(1) Y320 Blf] < oo = puD <0
(2) litnyo0 D57 Dimit E[ﬁﬁff)ﬁt%,mﬁt‘f}] < oo, Vk >0, == p? <0.

Demonstragdo. (1) Se Y22 E[f7,] < oo, entdo E[f},] = 0, quando n — co.
Pelo teorema da desigualdade condicional de Jensen (teorema 15-11, Burrill
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(1972)) tem-se que
E[ﬁgn] > exp {2nE[log(ay)]}

o que implica, pelo critério da comparacao, que pM <o,

(2) De igual modo, se, Vi > 0, limy o Y BBV BB < oo,
entio E[ét,iﬁt,iﬁg’?l] — 0, quando n — oco. Igualmente pela desigualdade
condicional de Jensen e pelo critério de comparacao, o facto de

E[5§ffi)ﬁt,¢ﬁ§2] = E|[exp {log( é(n 9 )+ Zlog - j }|6 ]

convergir para zero, quando 1 — 0o, implica que p? <0, vi>0. O

No que diz respeito ao processo DSINAR(1), p) = E[log(ey)] < oo é
uma condi¢ao necessaria para que y ;o E[ﬂfﬂ] < o0.

Nos teoremas seguintes estabelecem-se, respectivamente, uma condicao
necessaria ¢ uma condicdo suficiente de estacionariedade para o processo

DSINAR(1).

Teorema 2.5.1. Seja {Y;}icz um processo DSINAR(1), estaciondrio de
2% ordem, e S, = z;:& V;, com Vj = log(ay—;). Entdo,

ZE[;B“ <oo<:>ZMs < oo, VteZ,
=0

onde Mg, (.) é a funcio geradora de momentos de Sy,.

Demonstracio. Por definicao,

Mg, (2) = Elexp (25,)].

n

Ap6s simples cdlculos, prova-se que

Mg, (2) = E E]i[: af_j] :
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Desta forma,

Z E[ff;] < o0

1=0

é equivalente & condigao

O teorema seguinte foi estabelecido por Karlsen, em 1990, para p.c.’s
duplamente estocdsticos, com suporte em R. Contudo, este pode igualmente
ser adoptado para os processos DSINAR(1) estacionarios.

Teorema 2.5.2. Seja { X;}iez um processo Gaussiano e E[Z}] < co. Entdo,
(Ela;)? <1

¢ uma condigdao suficiente para que o processo DSINAR(1) seja estaciondrio
de 2% ordem, onde p = 1o lpx (k)|

Demonstragio. Ver a demonstracdo deste teorema em Karlsen (1990)
(teorema 4.2), conjuntamente com a segunda nota (p. 137), do mesmo
artigo. O

2.6 Especificacio do processo DSINAR(1)
generalizado em termos da sua distribuicao
marginal

A simulacdo é de uma enorme utilidade no estudo dos modelos de séries
temporais de valores inteiros, dado que a necessidade de gerar sequéncias
de v.a.’s dependentes com determinadas distribui¢ao marginal e estrutura de
correlagdo é bastante comum (McKenzie (2003), p. 16).



2.7. DSINAR(1) generalizado: um modelo observation driven 39

Assim, com este propésito em mente e de modo a gerar, concretamente,
realizagoes do processo DSINAR(1) generalizado, estaciondrio de 2% ordem
e com uma dada distribuigdo marginal do tipo discreto, vamos estabelecer
a seguinte proposicao:

Proposigao 2.6.1. Sejam {Y;},cz um processo DSINAR(1) generalizado,
estaciondrio de 2% ordem e {Z;}ieg uma sucessGo de v.a.’s i.i.d. Entdo,
admitindo que oy = f(Xy), com {Xi}iez um p.e., e designando por My,(s)
a f.g.m. de {Yi}iez, tem-se que

MYt|Xt=xt (S) = MY5_1|Xt::L't(log(a(mt)es + 1 - Oé(.'l']t))) X MZt(S)’
ou seja,

My, (3) = E[MYt—l(log(ates +1-— O‘t))] X Mz, (3)

Verifica-se, assim, que a geragao de realizagbes do processo DSINAR(1)
generalizado, estacionario de 2% ordem e com uma dada distribui¢do marginal
do tipo discreto, implica (tal como no caso dos processos INAR(1)) a
especificacio da distribuicdo do processo {Z;}iez, igualmente do tipo
discreto, e a resolucdo da seguinte equacio

My, (s)
E[My,_, (log(azes + 1 — )]

MZt(S) =

2.7 DSINAR(1) generalizado: um modelo
observation driven

Seja {Y; }1ez o processo DSINAR(1) generalizado, estaciondrio de 2% ordem,
satisfazendo a equacédo as diferencas

Vi=o oY1+ 2, teZ,

e Hs a dlgebra-o gerada por { Xy, (Yi—1, Xi-1), (Yi—2, X¢—2),... }, com X; um
p.e. univariado com suporte em R e o = f(Xy).
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Este processo pode ser escrito, tal como ja foi visto, da seguinte forma

Y't-“Z:atYi—l_i'fta tEZ,

2

onde &; € ruido branco de média nula e variincia o7, finita.

Se definirmos a equagao de estado, Sy, como
Sti1 =0 1St + Vi, tEZ,
onde
o o0
S1=Yi=pz» B+ Brifi—i, tEL
i=0 i=0
e Vi = &1, verifica-se facilmente que
Sy =pziog+asar + ...} +E bl +...,

tal que So = Y3 — piz. De igual modo, prova-se entdo que o processo {Y; }iez
satisfaz a seguinte equacao de observagao:

Y;t=St+.uZ7

com g =1, fr = ap1 e Wy = pzl?.

Se admitirmos ainda que Z; segue uma distribuicao Poisson de pardmetro
pz, bz > 0, e que a distribuicdo que especifica a operagdo thinning ¢é
igualmente Poisson de pardmetro «;Y;_; entado, tem-se que

Yt”{t ~ PO(#t)v

onde py = oYy + piz.

Como Y; € Z* escreve-se, em geral, u; = exp(wX;)Y;—1 — de modo a
garantir que pu; € ZT —, com w € R um pardmetro a estimar. Deste modo

pt = exp(wX;)Y 1 + pz.

IRecorde-se que as equacdes de observacdo e de estado escrevem-se, respectivamente,
como

Yi=gXe + W, te€Z
onde W, ~ WN(0,07y) e g: é um escalar (possivelmente dependente de t) e
X1 =i Xe + Vi, teZ,

onde V; ~ WN(0,0%), f: é um escalar (também possivelmente dependente de t) e {Vi}iez
e {W:}iez sao dois processos nao-correlacionados.
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Ou seja, segundo a notacdo introduzida no capitulo 1, o modelo
DSINAR(1) Poisson nao ¢ mais do que um ModP;(1,0) com A =0, a3 =1,
f(Xy) = exp(wXy) e g(Xy) = pz, VE € Z.

2.8 Estimacao dos parametros do processo
DSINAR(1) generalizado

2.8.1 Estimadores de maxima verosimilhanca condicional

Nesta seccdo vamos proceder & estimacdo dos paradmetros do processo
DSINAR(1) generalizado, através da estimacao de mdxima verosimilhanga
condicional. Para tal, considere-se oy = f(X}), com {X;}4ez, um processo
explicativo com suporte em R e com uma determinada estrutura de
covaridncia.

Sejam {(X;,Y;),t = 1,...,n} as observagbes dos processos {X;}icz €
{Yt}tezJ onde {X;}icz é um p.e. com fungio densidade conjunta, h(63),
sendo 03 o vector de pardmetros desconhecido de {X}sez.

Caso a distribuigdo de {Z;};cz seja conhecida (ou razoavelmente
admitida) a menos de um vector 65, de pardmetros desconhecidos, é possivel
escrever a funcdo de verosimilhanga do processo DSINAR(l) generalizado
de uma forma explicita. Seja entdo, L(f) = L{ifa, Zn;0), a fungio de
verosimilhanca do processo, onde g = (91,02,93) é o vector de parametros
desconhecidos (01 é o vector de parametros associado & funcao oy = f(Xy)).
Apés alguns célculos, verifica-se que
n

L) = P(Y1 = y1| X1 = 1) HP(Yt =y|Yi 1 =y1, Xe = z)h(T1, .- -, T0),
t=2

com

PYi=w|lYio1i =y, Xe =24) =

Ploy oS Vi1 + Zy = yil Vi1 = w1, Xi = 1) = P(Wi + Zs = ;)

onde Wy ~ G(-) e Z; é uma v.a. com uma dada distribuicao discreta e
independente de W;. Entao
k2(t)
PWy+ 2 =y) = Z P(Wi =y — §)P(Z = j),
J=k1(t)
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em que os limites inferior e superior do somatério, ki(t) e ka(?),
respectivamente, sdao especificados consoante as distribuicoes de W, e de
Zy.

Conhecida, portanto, a densidade de probabilidade da v.a. Y; dado X; e a
densidade de probabilidade da v.a. Z; o calculo das estimativas de maxima
verosimilhanca dos parametros do modelo torna-se relativamente facil de
efectuar, mais que nao seja recorrendo a métodos numéricos.

Desconhecendo-se a distribuicao de Y; condicionada a X; pode
considerar-se Y} como deterministico e proceder-se & maximizacao da
verosimilhanca condicionada a primeira observacao, ou seja,

=

L) = 1 gi(wi-1,vi, xi;61,02) L(z1, . . . , 03 63), (2.8.1)

n
=2

onde gt(yt—l,yt,$t;§1,§2) = Zfi(l?l(t) PW, = y — j)P(Zy = j),
Vt=2,...,n, a qual ndo depende de 53.

Considerando o caso em que a distribuicdo que especifica a operagao
thinning é a distribuigdo Binomial (processo DSINAR(1)) tem-se que
Wi ~ B(yi—1, () (com afzy) := ou| Xy = 34, tal que afzy) € (0,1)) e

ka(t)
ot isd) = 3 (Yt ) (ala)) (1 ala) Pz = - )
m=0

onde ko (t) = min(ys—1,ye).

Em geral, e por uma questio de interpretagio dos parametros (em termos
do Odds ratio), é usual assumir-se que

_ exp(wX;y)
T 1+ exp(wXy)’

w € R (w: parametro desconhecido),

vindo, por isso, 6 = (w,f2,03).
Se o tamanho da amostra for suficientemente grande a primeira
observagao néo contribui de modo significativo para a verosimilhanca total

pelo que, em geral, pode considerar-se como funcao de verosimilhanca a
funcio definida em (2.8.1).

Os estimadores de maxima verosimilhanga condicional obtém-se através
da maximizagdo do logaritmo da funcao de verosimilhanca, com respeito
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ao vector 5, recorrendo, por exemplo, a métodos numéricos (e.g., método
iterativo de Newton-Raphson), uma vez que as equagoes de verosimilhanca
conduzem-nos a um sistema de equagoes nao-lineares. Dado que ndo existem
pacotes informaticos que, uma vez identificadas as distribuicoes de W; e de
Zy, nos fornecam as estimativas dos parametros, torna-se necessario proceder
a sua programagé,o[g].

Tal como é sobejamente sabido, se recorrermos aos métodos numeéricos
para a obtencgdo das estimativas de maxima verosimilhanca condicional e
se dispuser de valores iniciais para 5, razoavelmente préoximos do maximo
do logaritmo da func¢do de verosimilhanca, o processo iterativo acelera
consideravelmente. Contudo, no caso do processo DSINAR(1) generalizado
a obtencdo de estimativas iniciais dos parametros ndo parece muito evidente.

Relativamente ao modelo DSINAR(1) e, para o caso bastante estudado,
em que Z; segue uma distribuigdo de Poisson de parametro A (A = pz),
os estudos por simulacdo evidenciaram ser possivel obter boas estimativas
de méaxima verosimilhanca condicional (através do método iterativo de
Newton-Raphson) dos parametros do modelo, (A, w), utilizando-se como
valores iniciais ao método iterativo de maximizacio, (A,0), onde A= iz
se obtém a partir de uma amostra de dimensao n, (Y1,...,Y,), do processo
Y; do seguinte modo:

< | A
Ag=fz=—5> Yim—=> Yiu,
t=2 t=2

com

D >/ A L S

Z?:‘Z(}/t—‘l - Y)2

Este estimador de A ndo é mais do que o estimador dos minimos quadrados
condicionais (EMQC) considerando E[Y;|.A}_,] = constante, V¢ € Z (aqui
AY |, =0(Yi 1,Y2,...,Y]) é a algebra-o gerada por {Y;_x, k > 1}). Ou
seja, fiz ¢ o EMQC de A quando se assume que {oy}icz constitui uma
sucessdo de v.a's i.i.d. em vez de um p.e. estaciondrio de 2% ordem.

BlQuer os estudos por simulagio destes processos (em particular, o estudo do
desempenho dos diversos métodos de estimacgdo), quer a modelagdo do ndimero de
6bitos, foram efectuados a partir de programas elaborados em Fortran. No apéndice B
apresentam-se, para uma especificagdo do modelo DSINAR(1) generalizado, as expressoes
das equagtes de verosimilhanca e das suas derivadas, em ordem aos pardmetros do modelo.
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A estimacdo dos pardmetros do modelo a partir do método dos minimos
quadrados condicionais ird ser estudada detalhadamente no secgao 3.6.2.

Refira-se, a titulo de exemplo, que no caso de se estar a utilizar a operacao
Poisson thinning, o método iterativo de Newton-Raphson nfo converge
quando se utiliza (X,0), como valores iniciais a0 método iterativo, apesar
de os estudos por simulagdo efectuados no capitulo 4 revelarem que a média
amostral (obtida em 100 realizagbes simuladas) das estimativas ser bastante
proxima do verdadeiro valor de A. Esta falta de convergeéncia fica a dever-se
ao facto de, para estes valores iniciais de A e w, a derivada em ordem a w do
logaritmo da funcao de verosimilhanca tomar um valor demasiado pequeno e
o programa o assumir como sendo menos infinito; o que nao acontece quando
se usa (1,0) como valores iniciais a0 método iterativo. Para estes valores
iniciais e para amostras de dimensdo n > 100 obtiveram-se boas estimativas
de méaxima verosimilhanga condicional dos pardmetros do modelo.

Como alternativa, e igualmente considerando que Z; segue
uma distribuicio de Poisson de pardmetro A, os estudos por
simulacao evidenciaram ainda ser possivel obter boas estimativas de
méxima verosimilhanga condicional (através do método iterativo de
Newton-Raphson) dos pardmetros do modelo, (A, w), utilizando-se como
valores iniciais a0 método iterativo de maximizacido aqueles que conduzem
a estimativas de maxima verosimilhanga condicional que minimizam a soma
dos quadrados dos residuos. Mais concretamente, no caso em que {X;}icz é
um p.e. estaciondrio 2¢ ordem obteve-se na sec¢ao 2.4 a seguinte expressao
para a média do processo DSINAR(1) generalizado

py = pz Z E(Bi;] =

1=0
= }LZ{], + E[O&t] + E[atat_l] + ... }

Assim, dada uma a.a. de dimensio n dos processos {X;}iez e {Yihez,
{(Xt, Y2),t = 1,...,n}, e admitindo que o; = exp(wX;), escolha-se um
valor de w € R, digamos w;. Com esta informacao é possivel obter-se uma
estimagao aproximada de puz do seguinte modo:

Y
K 1 '
L+ 305 T E?:Z Bj,i

~

Hz =

onde -
Bii= [Tnzo @j—m, 12> 1
o 17 Z: 0,
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e K € Z (quanto maior for o valor de K, melhor serio as estimativas de
1z). Como iremos ver na seccao 2.9, os residuos, digamos &;, sao estimados
do seguinte modo:

& =Y — E[Yi|Yio1, Xp, 01, A] =

=Y, —exp(in Xy)Y,-1 — A, t=2,...,n.

Através dos estudos por simulagao constatou-se, utilizando-se um valor de
K =5 e fazendo variar o valor de w, com incrementos de uma unidade, que
se obtém igualmente boas estimativas de maxima verosimilhanga condicional
dos parametros do modelo para todos os valores de w utilizados.

Apesar de esta alternativa 3 escolha dos valores iniciais ao método
iterativo de maximizacio se ter revelado adequada, parece-nos mais
apropriado recorrer as propostas anteriores, uma vez que em qualquer dos
casos citados a obtengio das estimativas de maxima, verosimilhanca se faz de
um modo muito mais célere do que neste caso. Para além disso, qualquer das
solugdes adoptadas conduz a semelhantes erros quadraticos médios amostrais
das estimativas dos pardmetros do modelo.

Embora ndo se tenha conseguido obter as propriedades assintéticas
dos estimadores de maxima verosimilhanca condicional, os resultados por
simulacao obtidos no capitulo 4 revelam que deve ser possivel provar que
os estimadores de médxima verosimilhanca condicional dos parametros do
processo DSINAR(1) generalizado sdo fracamente consistentes, no sentido
em que convergem em média e sdo assintoticamente centrados e normais.

2.9 Teste de ajustamento do modelo DSINAR(1)
generalizado

Apbs a estimagdo dos pardmetros do modelo iremos, nesta sec¢io, avaliar
a qualidade do ajustamento do modelo estimado. Esta avaliacdo €
feita, em geral, através da confrontagao entre os valores observados e as
correspondentes predigGes, obtidas a partir do modelo ajustado.

Define-se como “melhor” preditor aquele que minimiza o erro quadrético
médio entre os valores observados (Y;) e os valores estimados (Y%).
Por outras palavras, é aquele que, segundo um dado critério (neste
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caso a minimiza¢do do erro quadritico médio), melhor compreende a
estrutura dos dados. Assim sendo, dadas as observacoes dos processos
{Xi}iez e {Vihiez, He = {(XD, YD)} (onde XP = (X1, X,...,X;) e
YD = (Y1,Ys,...,Y_ 1), parat = 2,...,n), o “melhor” preditor define-se
como E[Y;|H:], pelo que os residuos, & = Y; — Y;, sio definidos através da
diferenca

& =Y, — E[Y;|Hy]
=Yi—Yi 1 —puz

=0 oY Y1+ 2 —pz, t=2,...,m.

Assim, testar que o modelo estimado se ajusta bem ao conjunto de dados,
isto é, que descreve bem o conjunto de dados em causa, consiste em estudar
o comportamento dos residuos.

Durante o estudo do modelo DSINAR(1) generalizado (seccoes 2.2
e 2.3) foram verificados varios pressupostos relativamente aos residuos;
nomeadamente o facto de estes constituirem wuma sucessdo de v.a.’s
nao-correlacionadas, de média nula e varidncia constante. No caso de o
modelo ter sido correctamente estabelecido, os residuos deverao, se nao
confirmar, pelo menos nio negar estes pressupostos. Assim, se a andlise
dos residuos permitir “concluir” que estes se comportam como um ruido
branco, entdo pode concluir-se que o modelo estimado se ajusta bem & série
temporal em causa.

Uma vez que o ruido branco é caracterizado essencialmente através das
funcdes de autocorrelagdo (e de autocorrelagdo parcial) vamos definir o
seguinte teste para a hip6tese nula de que as primeiras m autocorrelagoes
da série dos residuos sao nulas, ou seja, definir o teste estatistico

Hy : pe(1) = pe(2) = -~ =pe(m) =0 wvs Hy: g p=1,..m : pe(k) #0.

Dado que o processo estaciondrio DSINAR(1) generalizado é um
processo nao-linear ndo nos parece muito simples a obtencao da
distribuicao assint6tica do vector estimador das m func¢oes de autocorrelagao,
(Pe(1), pe(2), ..., pe(m)), sob a hipétese de que &; é ruido branco.

De modo a ultrapassar esta dificuldade, propoe-se o uso da metodologia
bootstrap para a obtenc¢io de intervalos de confianca para as fungdes de
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autocorrelacdo e autocorrelagdo parcial dos residuos escritas, de modo
abreviado, como FAC e FACP, respectivamente. Como no caso do modelo
DSINAR(1) generalizado os residuos nio constituem uma sequéncia de v.a.’s
independentes néo parece, portanto, adequado recorrer a uma metodologia
que gere amostras bootstrap de v.a.’s independentes, mas sim que gere
amostras bootstrap que reproduzam a estrutura de correlacdo da amostra
original. Deste modo, vamos recorrer a metodologias de reamostragem para
dados dependentes, ou seja, a metodologias de reamostragem por blocos
(propostas, e.g., por Kiinsch (1989) e Politis ¢ Romano (1994)).

Na reamostragem por blocos salientam-se apenas duas abordagens: a
reamostragem por blocos méveis {moving blocks bootstrap), proposta, e.g.,
por Kiinsch em 1989, e a reamostragem estaciondria por blocos, proposta
por Politis e Romano em 1994. No essencial, o que separa estas duas
metodologias é o facto de, com base numa dada amostra aleatéria, se obter
uma, pseudo-série nao-estacionaria no primeiro caso e uma uma pseudo-série
estaciondria no segundo caso.

Ambas as metodologias sdo metodologias de reamostragem por blocos,
no sentido em que sdo construidos blocos de v.a.’s consecutivas, de modo
a preservar a estrutura de autocorrelacao da série. Na reamostragem por
blocos méveis sao construidos blocos sobrepostos de igual dimensao b, com b
uma, varidvel deterministica. Na reamostragem estacionaria por blocos, sao
construidos blocos de v.a’s, sobrepostos ou nao e de diferentes dimensoes V;,
com V; uma v.a. com distribuicdo Geométrica de parametro p. A primeira
variavel de cada bloco é também neste caso determinada aleatoriamente.

De entre o que é possivel estudar a partir de estas duas abordagens,
nesta secgdo vamos centrar-nos na construcado de intervalos de confianca
(IC) bootstrap para as FAC e FACP dos residuos.

Seja, entdo, {&,t =1,...,n} uma a.a. do processo ruido branco {&;}cz,
com fungdo de distribuicdo Fe(-), desconhecida. Sejam {p¢(j)}j=12,.
{pe(7)}j=1,2,.. os estimadores usuais da FAC e FACP, respectivamente.

Os IC por blocos méveis obtém-se de acordo com o seguinte algoritmo:

1. Com base na a.a. {&4,t = 1,...,n}, construa-se o vector
de blocos sobrepostos de dimensao b, (Bi,Bs,...,Bn_p+1), onde

“Proposigao 1 (Politis e Romano, (1994)). Condicional a (£1,£2...,£s), a amostra
bootstrap, (£1,&5...,£&,), é estaciondria.
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B; = (&,...,&1b-1)-

2. Seleccione-se aleatoriamente (com reposigao) k = [7] blocos (onde cada
bloco tem igual probabilidade de ser seleccionado) através dos quais se
obtem uma nova pseudo-série (£5,...,¢&"), com m = kb~ n.

3. Com esta nova pseudo-série estimem-se, através dos estimadores usuais
e para cada lag j, as correspondentes FAC e a FACP, /32( j) e qﬁg(j),
respectivamente.

3. Repitam-se N vezes os passos 2 e 3.

Apds a obtencao das N FAC e a FACP amostrais, tome-se um valor
B € (0,1) e construam-se, entdo, os respectivos intervalos de confianca
(1—75)x100%. As FAC e FACP amostrais escrevem-se, no lag j,
respectivamente, como ﬁz(j)i e ng(j)i, comi=1,...,N.

O intervalo de confianca (bilateral) bootstrap  aproximado,

[Pe(5) — xB(1 = B/2), pe(4) — xB(8/2)], para pe(j) é construido do seguinte
modo:

(a) Ordene-se, por ordem crescente, os valores de pf(j)i — pe(j), para
i=1,...,N:

(b) Calcule-se a = |ﬁTN + 1| (|z| representa o menor inteiro inferior a ) e
b=N—(a—1);

(c) Determinem-se x5(8/2) e x5(1 — 8/2) como sendo, respectivamente,
os elementos de ordem a e b da amostra ordenada obtida em (a).

Note-se que os IC propostos sdo totalmente nao-paramétricos, no sentido
em que nao se admitem quaisquer modelos para séries temporais nem
quaisquer distribuicoes assintéticas. Estabelece-se apenas que

>y PPN S Ny
(g (7) — pe()) = (Pe(h) —pe(d), 5 =1,...,m.

Os quantis xg(1 — 8/2) e x5(/3/2), tais que,
Plpe(d) < peld) — xB{(1 = B/2)) = Plpe(5) > pe(5) — xB(8/2)) = B/2,

podem ser, portanto, aproximados por xgj(1 — B/2) e x3(6/2),
respectivamente.  Os intervalos de confianca aproximados para ¢¢(j)
obtém-se de igual modo.
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De modo a expor a reamostragem estaciondria por blocos tome-se
igualmente uma a.a. de dimensdo n do processo {{;}icz. Com base nesta
amostra, construa-se um vector de blocos, (By, vi,Buyva,---»>Bug, Vi)
(com K aleatdrio), onde {U;, ¢ = 1,..., K} é uma sequéncia de v.a.’s com
distribuigdo Uniforme em [1,n] e By, y, é um bloco de dimensao aleatéria,
Vi, governada por uma distribui¢io Geométrica de parametro p, tal que
Bu,v; = (&u,, . . -, €uy+v;—1). Neste método de reamostragem surge, contudo,
o problema da escolha do parametro p. No capitulo 4 iremos apresentar
uma proposta para a escolha deste pardmetro.

O algoritmo seguinte permite a construcao de IC por reamostragem
estacionaria por blocos para as FAC e FACP dos residuos:

1. Seleccione-se, aleatoriamente, uma observacido, digamos &y, tal

que & = &y As primeiras V] observagdoes da amostra
bootstrap, (£5,€3,- .., &7, ), sao, assim, determinadas a partir do bloco
BU11V1 = (§U1> cee a§U1+V1—1)-

2. Repita-se este procedimento até Zfil Vi=n

3. Com a pseudo-série, (£7.€5,...,&)), estimem-se, através dos
estimadores usuais e para cada lag j, as correspondentes FAC e a FACP,
p“z;(j) e ¢g(j), respectivamente.

3. Repitam-se N vezes os passos 1 a 3.

Os intervalos de confianca (bilaterais) bootstrap aproximados para p¢(7) e
¢¢(J) constroem-se do mesmo modo que no caso da reamostragem por blocos
moveis.

Ao optarmos por uma destas metodologias de reamostragem (consoante
se pretenda gerar amostras booistrap estaciondrias ou nao-estaciondrias)
deparamo-nos com o problema da escolha do tamanho dos blocos, ou da
escolha do pardmetro da distribuicdo Geométrica.

Kiinsch (1989) e Politis e Romano (1994) estabelecem (sob algumas
condi¢oes, nomeadamente condigbes sobre os momentos e condigoes de
dependéncia) que a dimensdo dos blocos, no caso da reamostragem por
blocos méveis, — ou a dimensao média dos blocos, no caso da reamostragem
estaciondaria por blocos, — deverd ser propocional a dimensdo da amostra,
de modo a que com qualquer dos métodos de reamostragem a probabilidade
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de cobertura assintética dos IC seja 1 — 3. Nomeadamente, b devera ser um
valor tal que, quando n — 00, b — o0 e b/n — 0o. Do mesmo modo, p — 0
e np — 00, quando n — oc.

Contudo, o desempenho destes métodos de reamostragem, por exemplo,
na construcdo de IC tem sido estudado, pelos vdrios autores que se tém
debrugado sobre este assunto, sob a hipétese de {&}icz constituir uma
sucessao de v.a.’s estritamente estacionarias.

Uma vez que a drea em questdo é extremamente vasta, no dmbito
dos objectivos deste trabalho, para poder ser intensamente explorada,
nomeadamente no que diz respeito ao desempenho destes métodos no caso da
sucessao {&; }1ez constituir uma sucessdo de v.a.’s estaciondrias de 2% ordem,
optou-se, agora, por estudar o seu desempenho recorrendo a estudos por
simulacdo, que se apresentarao no capitulo 4.

Apés a verificacio da validade do modelo, vamos sugerir uma
quantificacdo da sua ajustabilidade. Designemos a esperanga matemdatica
do erro absoluto entre a série real e a série estimada por EAy, i.e.,
EA, = E[|Y; — Y't|], com Y; o estimador de Y;. Assim, de modo a avaliar a
grandeza do erro absoluto, definiu-se o seguinte coeficiente de ajustabilidade

_Elyy] - EA

DPE, ——T[Y,t]—, (291)

com E[Y;] a esperan¢a matemdtica da série real. Este coeficiente serd
estimado por

1 1 9

7 2ie1 Y — g 2 1Y) = Y
1 3
52?:116‘

com (Y1,Ys,...,Y,) uma a.a., de dimensdo n, do processo {Y;}iez.

PE, =

A ajustabilidade do modelo seria perfeita se EA; = 0, o que significaria
que os valores da série real e os valores da série estimada coincidiriam em
média. Por este motivo, se pQEt estiver proximo de 1 isto fornece-nos alguma
indicagdo de que o modelo ajustado é adequado para descrever o conjunto
de dados em causa. Se pfgt estiver préximo de 0 isto implica que os valores
da série estimada se encontram muito préximos da média da série real. Quer
isto dizer, que o modelo ajustado nao consegue captar a variabilidade dos
dados e, portanto, ndo serd muito adequado para explicar o conjunto de
dados em causa.
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Capitulo 3

Processo auto-regressivo de
coeficientes 1i.1.d.

Vamos agora considerar — & semelhanca dos modelos RCA (Random
Coefficient Autoregressive) estudados, por exemplo, por Nicholls e Quinn
(1982) — que os coeficientes do modelo DSINAR(1) generalizado, {oy }iez,
em vez de admitirem uma determinada estrutura de correlagio, constituem
uma, sucessdo de v.a.’s i.i.d. Obtém-se, assim, um modelo de coeficientes
aleatérios que iremos designar por RCINAR(1) generalizado (Random
Coefficient INteger AutoRegressive) .

Ao longo deste capitulo iremos fazer um estudo andlogo ao que foi
realizado para os processos DSINAR(1) generalizados, particularizando,
no final de cada seccdo, os resultados obtidos (pelos motivos
descritos no capitulo 2) considerando a operagao thinning especificada
através da distribuicdo Binomial. Neste caso, define-se igualmente
o processo RCINAR(1) generalizado simplesmente como RCINAR(1),
representando-se, abreviadamente, o por *.

3.1 Modelo RCINAR(1) generalizado

Tendo em conta a defini¢do de operador thinning generalizado, introduzida
no capitulo 2 (secgdo 2.1), vamos definir o que se entende por processo
RCINAR(1) generalizado.
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Definicdo 3.1.1. Um processo {Yi}tez, com suporte nos inteiros
néo-negativos, diz-se um RCINAR(1) generalizado se existirem

(1) uma sucessido de v.a.’s L.i.d. {oy}iez, com suporte em RT, tal que
Eld?]<ooe

(ii) uma sucessdo de v.a’s {Zi}iez inteiras, ndo-negativas e
nao- correlacionadas com uma dada distribuicdo discreta, de média
pz e variancia o% finita,

tais que {Y}}iez satisfaz a seguinte equagdo as diferencas estocdstica
Yi=a oY, 1+ 2, teZ,
onde

a) {Zi}iez é uma sucessio de v.a.’s, independente quer da operacgio
thinning generalizada, quer de {a:}iez, e definida no mesmo espago
de probabilidade que {a;}iez,

(b) Cov(Ys, Z:) =0, s<t,

(c) oY 1]ay, Vi1 ~ G{us,02), onde G(py, 07) é uma dada distribuicio
do tipo discreto de média p; = @;Y;_1 e varidncia o = §;Y;_1, finita e

(d) E[§?] < o

O caso que estamos a considerar, ou seja, em que {ay }1ez € uma sucessiao
de v.a.’s i.i.d., reduz o lema 2.1.1 ao seguinte:

Lema 3.1.1. Vi, s € Z,
(1) Elo; 0% Y 1] = Eley] E[Y;-1],
(2) El(oq o9 Y, 1)%] = E[6]E[Yi-1] + E[ef]E[Y ],
(8) El(as 0% Ys_1)(ay o® Yi1)] = ElesYs_104Y;_1] =
B[] E[Yy1 Y], [s— 1> 1,

E[at]E[as,le,lYt,l], IS — t| =1.
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A partir do lema 3.1.1 e do facto da Cov(Ys, Z;) = 0, s < t, obtém-se,
respectivamente, as seguintes expressoes para a média e variancia de Y¥;:

E[Y;] = Elay 0% Yio1 + Z{]

= E[O{t]E[YZ_ﬂ + Uz (3.1.1)

Var(Yy = Var|o oY1+ Zi]

= E[8E[Yi_1] + Var[ea) EY: 1] + E*[o4]Var[Yi1] + 0%

Verifica-se ainda que a estrutura de covariancia do processo RCINAR(1)
generalizado é andloga & estrutura de covaridncia dos processos INAR(1) e
AR(1) (ambos de coeficiente E[ay]), isto é,

Cov(Yy, Yipx) = (Eles])*Varyy], k> 0.

Estudemos agora quais as diferengas entre os momentos condicionais até a
22 ordem dos processos RCINAR(1) generalizados e dos processos INAR(1) e
AR(1). Designemos por A}, a &lgebra-o gerada por {Y;_x, k > 1}. Assim,
a partir da definigdo de operador thinning podemos constatar que o processo
RCINAR(1) generalizado possui as seguintes propriedades:

(1)
E[Y,| A ] = Ela4)Yy—1 + piz,
quer isto dizer, que a média de Yy, dada a histéria passada do processo

em instantes t — 1 > t — 2 > ..., é uma funcio linear de Y;_;
(propriedade partilhada pelos processos INAR(1) e AR(1)).

Var[Yi|Al_)] = E[6:]Y:-1 + Var[o,)Y? | + 0%,

isto é, a varidncia de Y;, dada a histéria passada do processo em
instantes t — 1 > ¢t — 2 > ..., é uma funcdo quadratica de Y;_;
(contrariamente ao processo INAR(1), que é uma func¢do linear, e ao
processo AR(1), que é uma constante).
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Dos resultados a que se chegou vamos particularizar, para o caso do
processo RCINAR(1), aqueles que consideramos mais relevantes. No que
diz respeito aos primeiro e segundo momentos, verifica-se facilmente que as
expressoes para a média e para a correlagdo nao se alteram — coincidindo
com as respectivas expressoes de um processo INAR(1) de coeficiente Efcy]
—, enquanto que a varidncia pode escrever-se da seguinte forma:

Var[V;] = E[oy](1 — E[ag])E[Y;_1] + E*[ay]Var[Yi_1]+

+Varlay]E[Y-1(Yi-y — 1)] + 0%. (3.1.2)

Comparando esta expressdo com a expressao da varidncia de um processo
INAR(1) de coeficiente E[oy]!l, constata-se que a primeira é superior
(inferior) & segunda sempre que E[Y;2 ] > E[Y;_1] (E[Y2,] < E[Y;-1]).

Para finalizar, podemos ainda concluir de (3.1.1) e de (3.1.2) que, para o
processo RCINAR(1), ayxY;_1|Y;_1 # Binomial. Tal j4 ndo sucederia se, em
vez de definirmos a operagao thinning como oy * Y;_|ay, Y1 ~ B(Yi-1, ay),
a tivéssemos definido & semelhanca do que foi proposto por Steutel e Van
Harn. Ou seja, se a tivéssemos definido como

Yi1

Y=Y U,

=1

sendo {U;} uma sucessao de v.a.’s i.i.d. e independentes de Y;_;, tal que
Uilaw ~ Ber(a;) (com oy = f(Xt)), o que nos conduziria a um modelo
INAR(1) de parametro Efay], pelo que ay x Y;_1|Yi—1 ~ B(Y;-1, Eloy)).

3.2 Estacionariedade do processo

Teorema 3.2.1. Seja {o}iez uma sucessdo de v.a.’s i.i.d. com suporte em
RT e {Z:}1cz uma sucessio de v.a.’s nao-correlacionadas com suporte em
Z7T, com uma dada distribuicdo discreta de média py e varidncia 0% finita,
e independentes de {a}iecz. Se

E&i] <1, VteZ,

(ISeja {¥;} um processo INAR(1) de coeficiente E[a¢]. Prova-se que Var[Y;] = E[a:](1—
Elas))E[Yi-1] + E*[a¢]Var[Vi-1] + o5.
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entdo, existe um p.e. {Yi}iez, com suporte em LT e estaciondrio de
22 ordem tal que

}/t:()ttOGY;_l—f—Zt, te 7.

Demonstragdo. A partir do teorema 2.2.1 prova-se, facilmente, que
as condigdes (1) e (2), de estacionariedade dos processos DSINAR(1)
generalizados, se traduzem na condigio E[a?] < 1, no caso em que {0y }iez
¢ uma sucessio de v.a.’s i.i.d. com suporte em R*. O

3.3 Solugao causal do processo RCINAR(1)
generalizado

Proposicdo 3.3.1. Seja {Yi}icz um processo RCINAR(1) generalizado,
estaciondrio de 22 ordem. Entdo, eriste uma sucessdo de v.a.’s {€t}tecz,
nao-correlacionadas, tal que o processo {Yi}iez admite como solugdo
estaciondria o sequinte representacdo causal

0
Y=Y B (33.1)
=0

onde ¢, = ;0% Y1 — ;Ys 1 + Zy. {€1}ten € uma sucessio de v.a.’s que
satisfaz as sequintes propriedades:

He = E[et] = Uz, Vta
Cov(ey,e5) = Eletes] =0 Vi, s com t# s,

Cov(Ys,e,) =0, s<t

02 = E[§uy + 3. (3.3.2)



56 Capitulo 3. Processo auto-regressivo de coeficientes i.i.d.

Demonstragao. Esta demonstracao é imediata a partir da proposicao 2.3.1.
O

O processo {Y:}tez pode igualmente ser escrito, admitindo que nao tem
média nula, da forma

o0
Y: = MY+Z,3t,ift—i, telZ
=0

onde & é ruido branco de média nula e varidncia o2,

Teorema 3.3.1. Para qualquer funcdo de oy, digamos ¢r = f(oy), que
verifiqgue a condicdo

El¢] = Elau], VteZ,

e, se para além disso, tiver 052 >0, onde ¢, = 1Yy 1 — CY, 1+ Zyi, € se
E[¢?] < 1, Vt € Z, entdo o processo RCINAR(1) generalizado admite como
unica solucdo estaciondria e causal

o0
}/t = Z:Bt,i €t—is te Za
1=0

onde -
R H;;O ¢t—j7 { Z 1
Pri = { 1, i=0.

Quando ¢; = oy temos a representacido apresentada em (3.3.1). Outra
solugdo estaciondria e causal surge quando ¢, = E[ay]. Neste caso, a solugio
causal escreve-se como

o0
Y, = py + Z(E[at])zétfia teZ,
=0

se E[ay] < 1, onde & ~ WN(0, ag), com

ag = E[§]uy + Var[og| E[Y;] + o%. (3.3.3)
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O processo RCINAR(1) generalizado é, portanto, um processo AR(1) de

coeficiente E[ay] e com inovagdes ruido brancol?.

Assim, de entre todas as representacdes causais do processo RCINAR(1)
generalizado, e com base apenas na informacio fornecida pelo processo
{Y;}ez, a representagdo com ¢ = FEloy] é a tnica cujas inovagoes
correspondem aos erros de predi¢io linear. Este facto permite o estudo do
processo RCINAR(1) generalizado com base apenas na informagao fornecida
por Y;.

Fazendo agora um paralelismo entre os processos RCA(1) e RCINAR(1)
generalizados, pode afirmar-se que ambos sdo estaciondrios de 2% ordem se
E[od] < 1 e sdo processos AR(1) de coeficiente E[cy] e inovagdes, {£;}iez,
ruido branco de média nula e varidncia ag, finita. Para o processo RCA(1)
tem-se 02 = Var[ay| E[Y?] + 02, enquanto que para o processo RCINAR(1)
generalizado, se tem o} = Var[ey] E[Y?] + E[é]uy + of.

Outro resultado importante refere-se aos processos RCINAR(1)
generalizados, nos quais {a }ez representa uma sucessao de v.a’s i.i.d. com
suporte em (0, 1). Para estes casos, oy € (0,1) é uma condigao suficiente para
que os processos RCINAR(1) generalizados sejam estaciondrios de 2% ordem.
Como caso particular de processos RCINAR(1) generalizados com esta
caracteristica salienta-se o caso do processo RCINAR(1) — processo
cuja operacao thinning generalizada é especificada através da distribuigao
Binomial.

3.4 Momentos e parametros

Em geral, os momentos até & 2% ordem podem obter-se de diversas formas,
nomeadamente através da solucao causal. A expressdo seguinte permite, a
partir desta, obter de um modo bastante facil os pardmetros do processo

[2lEste resultado surge de imediato a partir do exercicio 3.19 de Brockwell e Davis (1991),
p. 112. Considere-se um processo AR(1), estaciondrio e de coeficiente Efaz] e um processo
RCINAR(1) generalizado, igualmente estaciondrio. Sem perda de generalidade, ambos os
processos podem considerar-se como estaciondrios de média nula e com a mesma estrutura
de covaridncia. Entdo, pelo referido exercicio, o processo RCINAR(1) generalizado é
também um processo AR(1).
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RCINAR(1) generalizado:

k—1

Yivk = Zﬁt+k,z‘(uz + &rh—i) + BerrpYs, k> 1.
=0

Desta expressdo e a partir das propriedades de {&}icz obtém-se,
respectivamente, as seguintes expressoes para a média, varidncia,
autocovariancia e autocorrelacao do processo:

E[Y] = 1_”—5[%] (3.4.1)

_ Eldpy + Varledpyd + 0%

Var[yy] = == (Varlog] + E2[aq])

ol uy
B R S Y A
v (k) = (Elas))*Var[yi], k>0, (3.4.3)
e

py (k) = (Elag])®, k>0. (3.4.4)

Na proposicao seguinte sao particularizados estes resultados para o caso
do processo RCINAR(1).

Proposigao 3.4.1. Seja {Y;}iez um processo RCINAR(1), estaciondrio de
2¢ ordem e Zy ~ Po()\). Entdo, prova-se que

A
ElY;] = T~ Bl
_ \ ) Var|ay]
VarlV;] = 1 - Elog] +A (1 - E[a?]))(1 — Eloy))?
o Varoy)

= E[Y}] + (E[Y3]) T-EBld
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Demonstra¢do. A demonstracio é imediata bastando para tal substituir nas
equagoes (3.4.1) e (3.4.2) puz e Var[Z;] por A e § por ay(1 — o). |

Através da proposigio 3.4.1 verifica-se, contrariamente ao processo
INAR(1) em que py = 0%, que o facto de as inovagdes serem distribuidas
de acordo com um modelo Poisson ndo implica que a distribui¢do marginal
de Y; seja Poisson, pois 0% > py.

Observagao 3.4.1. Tal como para os processos DSINAR(1) generalizados,
também para os processos RCINAR(1) generalizados é possivel uma
representacio em espago de estados. Seja, entdo, {Y;}icz um processo
RCINAR(1) generalizado, estaciondrio de 2¢ ordem e escrito na forma

Y —py = Ela]Yy 1 + &, tcZ,
tal que & ~ W N (0, ag). Definindo a equagio de estado como
St+1 = E[at]St + V;fa te Za
onde
m .
Sy =Yi—py = Y (Ela])'&i
=0

e V; = 41, verifica-se, facilmente, que o processo {Y;}icz satifaz a equacao
de observacdo Y; = S¢, onde gs =1 e Wy = uy, Vi € Z.

3.5 Meédia e funcoes de autocovaridncia e
autocorrelacao amostrais

Como vimos na sec¢do anterior, o processo RCINAR(1) generalizado,
estacionério de 22 ordem, é um processo AR(1) de coeficiente E[a;] e, como
tal, pode ser representado na seguinte forma

Y, = py + Y _(Ela)) 6,
=0
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onde

E[ft] = Oa E[ft‘fs] = 01 t 7é S,
e & sao os erros de predigdo linear, cada um com variancia

ag = E[0¢uy + Var[a]E[Y] + 0%.

Seguidamente vamos utilizar este resultado para estudar o
comportamento assintdtico da média e das funcgoes de autocovariincia
e autocorrelacdo amostrais do processo.

3.5.1 Comportamento assintético da média amostral do
processo

Proposicao 3.5.1. Seja {Yi}iez o processo RCINAR(1) generalizado,
fracamente estaciondrio, de média py e fungao de autocovaridancia
vy (k) = (Blas))*Var[Yy]. A média amostral

1 n
vy,

"=
COTVETGE §.C. PATa fiy .
Demonstra¢io. Como
oo
> ik Z |(Blea))* Var[Y)]| = Var[Yy] Z |(Elaa))¥| < oo,
k=—00 k=—o00 k=—o0

conclui-se que a funcado de covaridncia é absolutamente somdvel, o que
implica que a funcdo de densidade espectral seja continua. Como {Y;}icz é
um processo estacionario com espectro absolutamente continuo tem-se, pelo
teorema da ergodicidade, que Y ac, wy quando n — oo (teorema 6.6 de
Hall e Heyde (1980), p.184). O
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Proposigdo 3.5.2. Seja {Yi}iez o processo RCINAR(1) generalizado,
fracamente estaciondrio com func¢io de autocovariincia yy (k) absolutamente
somdvel. Entdo, o processo {Yi}ien é ergddico para a média e tem fungao
densidade espectral, f(6), absolutamente continua dada por

2
O¢

) = = Blade® (= Blade )’

—r << (3.5.1)

Demonstracao. Pelo coroldrio 6.1.1.2 de Fuller (1976), p. 232, prova-se que
se um processo estaciondrio tem fungido de autocovariancia absolutamente
somével entdo ele é ergddico para a média. Pela defini¢do de espectro tem-se
que

2 o0
_ 9y k —i60k
FO) =" > (Blan))Fe
k=—00
Apés alguns cdlculos muito simples prova-se (3.5.1). O

Note-se que, pelo facto de se ter E[ey] > 0, serdo sempre as baixas
frequéncias que mais contribuirdo para a varidncia do processo.

Vamos agora estabelecer a convergéncia em distribuicio da média
amostral, recorrendo ao coroldrio 5.2 de Hall e Heyde (1980), p. 135, que
foi estabelecido para inovacoes independentes e identicamente distribuidas de
média nula e variancia finita. Alids, é sobre esta condi¢ao que a teoria classica
de estimacdo de modelos auto-regressivos estd assente. Contudo, Hall e
Heyde demonstraram que a teoria cldssica de estimagdo (e em particular
o corolario 5.2) continua a ser aplicdvel, substituindo-se esta condigio pela
seguinte condicdo mais fraca

E[&] A1 =0 ge ¥, (3.5.2)

onde A‘f_l = o(&-1,&-9,...) é a dlgebra-o gerada por &g, k2> 1.

Como os {&;}4ez sao os erros de predicao linear, o melhor preditor linear
é o melhor preditor (ambos no sentido de média quadratica) para o processo
{Y;}icz. Este facto implica a condi¢do (3.5.2). Ou seja, {&}iecz é uma
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sequéncia de diferencas de martingalas!3l.

Proposigao 3.5.3. Seja {Yi}icz o processo RCINAR(1) generalizado,
fracamente estaciondrio e ergddico, com fung¢do densidade espectral, f(0),
dada por (3.5.1). Se f(0) ¢ continua em 0 = 0 entio n~'/2 S (Y — py)
converge em distribuicéo para uma Normal de média nula e varidncia
27 f(0), ou seja

Y % N(uy,n'27£(0))

onde

2

) = B

Demonstragio. A demonstracao da proposi¢do pode ver-se recorrendo ao

corolario 5.2 de Hall e Heyde (1980), p. 135. Pela defini¢do de densidade

espectral, 27f(0) = o232 _ (Elw])*. A partir da equacio (3.5.1)
2

prova-se que 27 f(0) = (_I.:J%W

437

d

3.5.2 Comportamento assintético  das funcgoes de
autocovariancia e autocorrelagao amostrais do processo

Tal como na estimacao da média do processo, também na estimacgdo das
funcdes de autocovaridncia e autocorrelagao, a inferéncia clissica assume
que as inovacdes sfio 1id. De modo a estudar as propriedades dos
estimadores destas fungdes num contexto mais vasto, em que nfo se requere a
estacionariedade do processo das inovagdes, Hall e Heyde (1980) substituiram
esta condigdo pelas seguintes condicoes:

BlSeja (2,4, P) um espago de probabilidade e {A:}:cz uma sequéncia crescente de
algebras-o. A sequéncia {e; };cz definida em (Q, A, P), com Ele;] < oo, Vt € Z, diz-se uma
sequéncia de martingalas se Ele;|As] = €5, 8 < t(s,t € Z), onde A; = o(es,€5-1,--- ).
Uma sequéncia {£:}iez (com E[¢:] < oo, Vi € Z) diz-se uma sequéncia de diferencas de
martingalas se F[&|A;] =0, s <t(s,t € Z), onde As = 0(£s, €51, .. ).
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(i)

lim — ZEgt 4 ,]=0f>0 qc

n—oo n

(ii) Existe uma varidvel aleatéria V com E[V?] < oo tal que
P[] > u] < cP[[V] > u]

para algum 0 < ¢ < oc e paratodoot>1eu > 0.

Para processos estaciondrios (i) é substituida pela seguinte condicao
(iii)
B¢} A |=0>0 qc

e a condicdo (ii) torna-se redundante.

Pelo teorema 6.6 de Hall e Heyde (1980), p. 184, prova-se que para o
processo RCINAR(1) generalizado, {Y;}icz, estaciondrio de 2¢ ordem, para
o qual as condigoes (3.5.2) e (i) se verificam, o estimador usual da fungao de
autocovariancia

18 -
k) == M-V (Y -Y), 0<k<n—1,
=1

3

converge ¢.c. para a funcado de autocovaridncia do processo, vy (k), e, se
Yy (0) > 0,

~ “ o g.c.
py (k) = 4y (k) /4y (0) — py(k),
com py (k) a funcao de autocorrelagio do processo.
De modo a estabelecer-se o teorema do limite central para a funcao de
autocorrelagdo do processo, os referidos autores introduziram a seguinte
condicao:

(iv)

Zil/Q{E[at]}zi < 0,
=1
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a qual é verificada pelo processo RCINAR(1) generalizado pois
El[a?) € (0,1). Além disso, provaram (teorema 6.7, p. 188) que se
{Yi}tez é um processo estaciondrio que satisfaz as condigoes (3.3.2),
(iii) e (iv), entdo a distribuicdo conjunta de /n(py(k) — py(k)),
1 < k < s converge para uma Normal multivariada de dimensio s
com vector de médias nulo e matriz de covariancias ¥ = [W;] onde

Wi = > {pv(py(r+i—j) +py(r)py(r+i+j)+

r=—00

+2py (r)2py (i)py (45) — 20y (r)py (D) py (r + 7) — 2py (r)py (j)py (r +1)}.

3.6 Estimacao dos parametros do processo
RCINAR(1) generalizado

3.6.1 Estimadores de Yule-Walker

Como se viu no sub-capitulo 3.3, o processo RCINAR(1) generalizado, de
média nula e estaciondrio de 2% ordem, é um processo AR(1) de coeficiente
Ely] e, como tal, admite a seguinte representagio causal

Vi = py + Y (Ela])é s, (3.6.1)
=0

onde {&}iez (& = 09 Y1 — Elow]Yi—1 + Z; — puz) é um ruido branco de
média nula e varidncia

ag = E[6]py + Var[a)E[YH] + 0%. (3.6.2)

Deste modo, podemos proceder 4 estimacao de Yule-Walker usual (EYW)
do vector de pardmetros 61 = (Efov], piz, ag). As propriedades assint6ticas
dos estimadores dos paradmetros serdo facilmente obtidas pelo facto do
processo ser estaciondrio.

Assim, dada uma amostra de dimensdo n, (Y1,...,Y,) usa-se, em
geral, como estimadores das fun¢des de autocovariancia e autocorrelacao,
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respectivamente vy (k) e py(k), as funcbes de autocovaridncia e
autocorrelacido amostrais definidas como

1 n—k

(k) = — > (Y =Y)(Yips —Y)
t=1

"R Y, - Y) (Yek — Y)

Sy EEEnTE

py (k) =

Consequentemente, ¢ tendo em considera¢io as equacoes (3.4.1) e (3.4.4)
e também o facto da varidncia do processo {Y;}icz se poder escrever na
forma

Varl¥y] =

tem-se que

pz =(1-py(1)Y,
onde Y é a média amostral, e
62 = Ay (0) — py (1) x Ay (1).

Tal como vimos na seccao 2.1, se a especificacio da operagdo thinning
for feita recorrendo as distribuicdes do tipo discreto usualmente usadas (por
exemplo, Binomial, Poisson, Binomial Negativa e Geométrica), a estimacao
de E[6;] resume-se a estimar E[o;] efou E[a?]. Nesta sequéncia, vamos
considerar que o® = * (os outros exemplos mencionados sao muito anélogos
em termos de estimagdo). Assim, obtido &g, o estimador de Yule-Walker da
variancia de Z; escreve-se na forma,

63 =62~ i1 — o) - LE SN a2 _ v (363)

n
t=1

Contudo, a partir das equagbes de Yule-Walker nao é possivel estimar
Var[oy] e, consequentemente, nio é possivel estimar 0%.
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3.6.2 Estimadores dos minimos quadrados condicionais

Tal como foi referido na seccio anterior, caso a especificacdo da operacao
thinning seja feita recorrendo as distribuicoes do tipo discreto usualmente
usadas, a estimacdo de E[d;] resume-se a estimar Efoy] e/ou E[o?]. Deste
modo, vamos proceder & estimagdo dos minimos quadrados condicionais
(EMQC) dos parametros do processo RCINAR(1), ou seja, vamos considerar
que of = .14l

Seja, entio, {Y; }sez um processo RCINAR(1), estacionério de 22 ordem!?,
cuja distribuicao depende de um vector de parametros desconhecidos

-

’l9=(’l§‘1,‘l§)2), sendo ¥; = (Elag], pz) e Jy = (V(M‘[Ott],a%). J; e 1;2,
constituem, respectivamente, o vector das médias e das varidncias dos
processos {a tcz € {Zt}iez-

Dada uma amostra de dimensio n, (Y1,...,Y,), a estimacdo de
91 = (Eau], pz), através dos minimos quadrados condicionais, consiste em
minimizar a soma dos quadrados

n

Qn(h) = Y (¥i — EV|AL ),

t=2
em ordem a 9, em que A7 | = o(Y;_1,Y, 5,...) é a dlgebra-o gerada por
{Y,_x, k > 1}. Por outras palavras, consiste em minimizar a soma

n

Qu(Blas), pz) = (Vi — Blay]Yso1 — pz)?.
t=2

Desta minimizacao resultam, respectivamente, os seguintes estimadores
para Eloy) e pz,

YL M-V -T)
Bl == v v

1< . 1<
hz = Y:- F  — Yio1p-
o=y Y Fled{ 2y v

“lCaso a estimacdo de E[§;] ndo possa ser feita a partir de E[oy] e/ou de E[a?], esta
pode ser feita através da minimizagdo de Qn(ﬁg) (introduzida na pagina seguinte), como
se percebe facilmente ao longo desta secgao.

BlTal como no método anterior, as propriedades assintéticas dos estimadores dos
minimos quadrados obtém-se a partir do facto de o processo ser estacionério.
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A partir da equagdo (3.6.1) e da estimagao de J; pode ainda estimar-se
ag, através do estimador usual da variincia,
1 < -
N (% - Ele)Yi - fiz).
t=2

~2
T —
£ p—2

Seguidamente procederemos a estimacao do vector Je. A partir da
equagio (3.1.2) do capitulo 3.1 tem-se que

VarlY;|Yi-1] = Elat](1 — E[ay])Yie1 + Varoay]Ye—1 (Yio1 — 1) + or.

Seguindo a proposta de Hwang e Basawa (1996), conhecido 91, a EMQC
de 95 = (Var|ey],0%) consiste em minimizar a soma de quadrados

n

Qn(92) = Y (Re(91)* — E[R(9))*|AY 1)) =

t=2

n
=Y (Bi(d1)* - E[R($1)*Vi-1))?,
t=2
(3.6.4)
em ordem a 52, onde Rt(gl) =Y, — E[Y;] A |]. Note-se que Var[V;|Y;_1] =
E[Ry(91)?|Y2-1].
Seja D; = Y2, - Y;_1 e Ry(0)) = Y — E[w]Ys—1 — fiz. Minimizando

a equacao (3.6.4) em ordem a 52 resultam, respectivamente, os seguintes
estimadores para Var[oy] e 02,

Z?:z(ﬁt(gl))th'i'E[at](l— Elag)(Y — 1) X7y Dy — 67 3075 D}
Zt 2 (Et QDt)

Var[a:] =

8% = 6% — Blad](1 - Ela)V - L2203 p,

onde Y é o estimador usual da média.

Por tltimo, obtido o estimador de Var[ay], o estimador de 0% resulta de
imediato através da expressao de og, isto é, de

ag = E[as(1 — ap)|py + Varley E[Y] + o%.
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3.6.3 Propriedades assintéticas dos estimadores

Nesta seccao iremos estudar as propriedades assintdticas dos estimadores dos
parametros obtidos nas secgoes anteriores. Mais concretamente, e recorrendo
as notagoes ai introduzidas, estudaremos as propriedades assintéticas dos
estimadores de Yule-Walker e dos minimos quadrados condicionais de
(Elay],pz) e de (Varjay],0%). Os resultados obtidos nesta secgdo tém
como pressuposto o facto de o processo {Y} }1cz ser estaciondrio de 2% ordem.

Proposigao 3.6.1. Seja {Y;}iez um processo RCINAR(1) generalizado,
estaciondrio de 22 ordem. Os estimadores de Yule-Walker de (Eloy),pz)
e de ag sdo fortemente consistentes.

Demonstragdo. Como o processo RCINAR(1) generalizado é um processo
AR(1) de coeficiente E[ay] e inovagbes ruido branco de média nula e varidncia

ag, finita, prova-se (Hall e Heyde (1980), p. 194) que 4y (k) 4oy vyi(k) e

py (k) %, pyv(k), para k = 0,1, e, portanto, E[at] %, Elay]. Por outras
palavras, o estimador de Yule-Walker de E[oy] é fortemente consistente.

As equacoes de Yule-Walker permitem estabelecer as seguintes relacoes
entre as funcoes de autocovariancia e os pardmetros

1y (0) = Elalyy (1) + of

v (1) = Elaglyy (0),

isto ¢, of ¢ uma fungdo linear de vy (0). Deste modo, o estimador de o7

pode escrever-se como &g = Ay (0)[1 — (E‘[at])Q].

Como Eloy] X% Elay] e Ay (k) =5 4y (k), k = 0,1, resulta que
6? a5, ag. A mesma conclusao pode ser retirada para figz, i.e., fiz RN Wz.
|

Consideremos agora propriedades assintéticas dos estimadores dos
minimos quadrados condicionais. Para tal, vamos estabelecer o seguinte
teorema.
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Teorema 3.6.1. Seja {Yi}iez um processo RCINAR(1), estaciondrio
de 22 ordem e ergdédico, com pardmetros 91 = (Elau], uz) e
92 = (Varlay),0%).

(a) Se E[Y!] < oo, o wector estimador dos minimos quadrados
condicionais de 91 € fortemente consistente e assintoticamente
Normal, isto €,

A e

em que No(0,%1) denota a Normal Bidimensional com vector média
nulo e matriz de covaridncias 1 = [0y5]i jm12 =V WV ™!, onde

V:[U%/'Ht% ,UY]
By 1

[ B2, Y]
W‘[E[gzn_i] Ele?] ]

(b) Se, além disso, E[Y?] < oo, entdo o vector estimador dos minimos
quadrados condicionais de 99 € também fortemente consisiente e
assintoticamente Normal, ou, por outras palavras,

\/ﬁ[ V&f"z[at] ] N N (0,%2)

0z
onde ¥y = [04jlij=12 = L7YYL7 em que

_ [ E[Y? - Y] O?fﬂfi’f—m’]
oY + 1y — py 1

E[uf (9,)(Y? - Y)?| Bl (91)(Y? - Y)]

2 B0 -vy Bl

bl
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com uy(d1) = Ry(91)? — E[Ry(91)?]Y;-1].

Demonstragdo. (a) Comecemos por demonstrar a consisténcia forte do
vector estimador dos minimos quadrados condicionais de . Para tal, iremos
recorrer a notacao de Klimko e Nelson (1980), pp. 630-631.

Seja {Y;, ¢ = 1,2...} um processo estocistico definido no espago de
probabilidade (2,4, P;), cuja distribui¢do depende de um vector (coluna)
6 = (61,62,...,6p), de parametros desconhecidos, com g pertencente a um
dado conjunto aberto do espago Euclideano. Designe-se o valor esperado ¢ o
valor esperado condicional, relativos & medida de probabilidade Fj, por Ey.)
e IJ5(.|.), respectivamente. Denote-se o “verdadeiro” valor de g por 0°. Sejam
{3152, a algebra-o gerada por {Yi, 1 <k < n}e Qo a algebra-o trivial de
Q (i.e., Sp = {0,Q2}). Assuma-se ainda que E[Y;] < oo, t=1,2,....

Consideremos agora as fungdes g(.,.) e Qn(.) definidas, respectivamente,
do seguinte modo

9(0,3) = Es(Yii11St)

e
n—1
Qn (9) = [}/H—l - 9(9) %t)]Q,
t=0
para um dado conjunto de observacoes Yy, t =1,...,n.

Como é sabido, os estimadores dos minimos quadrados sdo solugao da
equacao

oQn(0)/06; =0, i=1,2...p,

pelo que se assume que a funcio g¢(€,$3y) é duas vezes continuamente
diferencidvel em 6, numa vizinhanga do ponto 8°.

Assim sendo, @,(.) admite a expansao

-,

Qn() = Qul@) + (6~ 0°)9Qu () /00 + (6 — 0°) 5 Qu(6*) /06" =

— Qu(B) + (61— 6°)0Qu(8°) /00 + 2(0 — 6V, (60— 6°)+

b
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- —

+2(6 - 6°)' T, (6%) (0 - 6°),

| —

onde #* é um ponto intermédio entre 6 e §°,

Vo = (62Qn(6°)/88;00;) pxp
Tn(é’*) = (aan(é'*)/aeﬂz - Vn)PXP'

Teorema 2.1 (e coroldrio 2.1) (de Klimko e Nelson) Admitindo que:

(1) limy, 00 Sup&—)ﬂ(lTn(é‘*)l’L]/n(s) < o0, gq.c, t <p,j<p,com é"k

numa vizinhanca § de 6°,

(ii) (2n)~'V,, converge q.c. para uma matriz de constantes, Vpup,
simétrica e definida positiva,

(i) n~'0Qn(6°)/00; — 0, q.c., i<p,

entao, existe uma sequéncia de estimadores {gn} (§n = (@nl, bp2, ... ,9np)) tal

que g, L §° e, para € > 0, existe um acontecimento E, com P(E) > 1 —,

~

e um ng tal que, em E e para n > ng, 6, satisfaz o sistema de equagdes
(0Qn(0)/80; =0,i=1,2,...,p) e Q, admite um minimo relativo em 6.

Vamos agora demonstrar (usando a notagdo apropriada) que para os
processos RCINAR(1) estaciondrios a condigao (iii) do teorema 2.1 se
verifica. Designemos ainda as componentes do vector de parametros ¥, por
91 = (Y11, 912) = (E[ay], pz). Entdo, a derivada em ordem a 911 serd

19Qn (1) 1 _ _
n o0 [§,=dg = —{2(n = Dpz = 2(n = 1)Y +2(n ~ DE[eY,

com 99 o vector dos “verdadeiros valores” de ;.
Quando n — oo resulta que

q.c.
Lo 9y
n 0911 "91:’90 0,
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. s . 5 .C.
uma vez que, por um lado, sendo ¥; um processo estaciondrio, ¥ ——s 1y e,
por outro, puz = py (1 — Eley]).

Tal como a derivada em ordem a ¥, também para a derivada em ordem
a Y12, convenientemente normalizada, se tem o mesmo resultado, ou seja,

n 81912

n

1 —
I"91 ,‘90 - 2E[Ott] Z(Y;—l - Y)2 -
t 2

2= D¥2(1 — Blad))-

n

23 -V ¥) + ZYt )

=2
Como Efay] = py (1) e o processo é estaciondrio, entao

1 8Qn (191

n 0% lﬁl 190—>0

Relativamente & condigao (ii), Klimko e Nelson, p. 631, referem que esta
pode ser verificada mostrando que

1 <~ 9%g(199, Sy

- (i)
=2 ¢ J PXp

onde u(99) =Y, — E[Y;S¢-1], e

1 9g(99,D4-1)  g(93, 3¢ 1)
V! = (— L X L ) 2 Vs
n ntz_; 8 39, pxp e

com V matriz definida positiva. Entao, e dado que g(¥9, St-1) = E[ou)Yi—1+
1z, tem-se que V) = (0)ax2 €

V" = [ DY G D IS (S ]
n rn_l Z?:Q Y‘;‘_l 1

converge g.c. para a matriz definida positiva

Gl
5% 1
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A condicdo (i) retira-se facilmente. Pelo teorema 2.1 prova-se que para
os processos RCINAR(1), estaciondrios de 2% ordem e com {a}icz uma
sucessao de v.a.’s i.i.d., os estimadores dos minimos quadrados condicionais
de '51 sdo fortemente consistentes.

(b) Seguidamente, vamos proceder & demonstragao da normalidade
assint6tica dos estimadores dos minimos quadrados condicionais. Para tal,
vamos utilizar de novo a notagao proposta por Klimko e Nelson (1980).

Seja, entdo, {Y;}¢2, como uma sequéncia de v.a.’s estaciondrias, ergédicas
e integraveise &y = o(Yy, Yio1,..., Yiem+1), t = m—1, m,..., com m inteiro
positivo arbitririo. Defina-se

n

Qn(é‘) = Z{Yrt-{—l - g(gs %t)]21

t=m
sendo 0 = (61,02,...,0,).
Teorema 3.2 (de Klimko e Nelson) Admitindo que:
ElYi|Yi 1,.... Yol = EYi|Yi1, .., Yim)l, qe, t2m

- -

Elun (6°)%109(6°, Sm—1)/86; x 89(6°, S1n—1)/86;]] < 00, i, j <p,

a sequéncia {6, } de estimadores converge em distribui¢ao para uma v.a. com
distribuicao Normal Multivariada de valor médio 6° e matriz de covaridncias

Y =V-'WV~! onde

-

W = (E[um(§°)23g(§°, Sm_1)/06; x 8g(6°, Spm_1) /aej]) .
PXp

Ou seja,
VG, — %) -4 Ny (@, Viw v,

onde Ny (0, ) denota a Normal Multivariada.

De modo a demonstrar a normalidade assintética do estimador dos
minimos quadrados condicionais de ¥, vamos averiguar se para um processo
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RCINAR(1), estaciondrio de 2% ordem, se verificam as condi¢oes do teorema
anterior.

Sendo o processo RCINAR(1) Markoviano, retira-se de imediato a
validade da primeira condicdo do teorema. No que diz respeito & segunda
condicdo, vamos considerar que ¥ = (¢11, ¥12) = (12, E[ay]) e demonstrar
que

. 3g(F1,Sm—

(1) E[{f(—g( 519\1;1 1))2|1§1:0(1,] = 02 < oo,

. 0g9(091,Sm— Og9(91,Fm— _

(ll) E[ l? g( éﬂ\fl I)I’ﬂ]:ﬁ‘f S %lﬁ]:ﬁ‘f] — E[{? }};;__1] <0 e

(i) Ble}(20Im=1)y2), o] = B[} Y?,] < .

Comecemos por demonstrar a condigdo (i), visto a (i) ser imediata.
Apés alguns célculos prova-se que E[(7Y;—1] = Elay(l — ay)]E[Y?] +
Var[ey] E[Y3] + E[Yi]o% < oo desde que E[Y;?] < oo. De igual modo, tem-se
que E[¢}Y2 ] = Eloy(1— ou)|E[Y?]+ Var[ay | E[Y )+ E[Y 0% < oc é vélida
desde que E[Y;}] < 0o, provando-se assim a condigdo (iii).

Deste modo, prova-se que os estimadores dos minimos quadrados
condicionais dos pardmetros do modelo RCINAR(1) (estaciondrio de
22 ordem e com {oy}icz uma sucessdo de v.a’s i.id.) sdo fortemente
consistentes e assintoticamente normais, desde que E[Y,}] < oo.

Para demonstrar que 95 também é um estimador fortemente consistente
e assintoticamente normal com vector média nulo e matriz de covaridncias
Yo = [0y;] = L7ISL7Y, 4,5 = 1,2, basta considerar

9(93, Sm_1) = E[Ri(1)Yo1]
um(93) = Re(91)° = B[Ry(d)*Yi-1).
Observacao 3.6.1. De modo a aumentar a eficiéncia dos estimadores dos

minimos quadrados condicionais do vector de pardmetros 9, = (E[o], 1z),
Hwang e Basawa (1996) propdem a sua ponderacdo pela varidncia
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condicional do processo no instante ¢, ¥;, dado o seu passado e assumindo que
95 é conhecido. Isto é, propoem a estimacao de ¥, através da minimizacio
da soma

- " [(Y; — B[V AV )2
ol = Y| Sy

t=2

Demonstram ainda, sob algumas condigoes, que os estimadores dos
minimos quadrados condicionais ponderados sdo fortemente consistentes e
assintoticamente normais.

3.7 Teste de ajustamento do modelo RCINAR(1)
estaciondrio

Depois de identificadoc o modelo e tendo-se procedido a estimagao
dos respectivos parametros (através dos métodos expostos na secgdo
3.6), inicia-se a avaliagdo da qualidade do ajustamento, testando-se o
comportamento dos respectivos residuos. Os residuos, &, sdo definidos por

& =Y — E[Y|Yi]

=Y — (Bloy]Yi—1 + 1iz).

Tal como ja foi referido, aquando da avaliagio da qualidade do
ajustamento dos modelos DSINAR(1) generalizados, se a andlise dos residuos
nao levar A rejeicao de que estes se comportam como um ruido branco, entao
pode concluir-se que o modelo estimado se ajusta bem & série temporal em
causa.

Comecemos por definir o seguinte teste estatistico

Hyo:pe=0 wvs Hp:pg#0.

No caso em que {{:}tcz é uma sucessdo de v.a.’s iid. é possivel,
recorrendo ao conhecido teorema de Lindeberg-Levy, ensaiar facilmente
a hipétese Hy. Hall e Heyde (1980, p. 10) demonstram, sob algumas
condicoes, que também se pode enunciar o teorema do limite central para
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sucessoes de diferencas de martingalas (e, portanto, para sucessoes de v.a.’s
nao-independentes, verificando determinadas caracteristicas).

Mais concretamente, seja {{;}i=1,.., uma sucessdo de diferencas de
martingalas, tal que S2 = E[V,2] e

V=" Ele AL
=1

Se
(1) $;2v2 51 e

(2) S,25°0 | E[E21(|&] > 6Sn)] — 0 (I() designa a funcdo indicatriz),
quando n — oo, para todo o § > 0,

entao

n
St 36 -5 N0, D).
i=1

Sendo {&;}1cz um processo estaciondrio de 2¢ ordem, a condicdo (2)
encontra-se desde logo satisfeita. Tendo ainda em conta esta caracteristica
prova-se, recorrendo ao teorema 2.19 de Hall e Heyde (1980), p. 36, a
validade da condicdo (1).

Um teste de diagndstico usual, de avaliacdo da qualidade do ajustamento
do modelo estimado, consiste em construir intervalos de confianca, por
exemplo, para as fungoes de autocovariancia dos residuos, y¢(m), e verificar
se, para os lags m = 1,...,k, 4¢(m) pertencem a estes intervalos.

Defindo-se S; = §;€j-m, tem-se que {37, &&j—m,n > 1} é uma
sucessao de diferencas de martingalas. Entdo, sob as condicdes (1) e (2)
anteriores prova-se, através do coroldrio 3.1 de Hall e Heyde (1980), p. 58,
que

n"V2N " g6 S N(0,07), k>0,
i=1

Outra técnica de diagnéstico consiste em testar a hipdtese conjunta de
que as primeiras m funcoes de autocorrelacao dos residuos sao nulas. Ou
seja, em definir o seguinte teste estatistico

Hy : pe(1) = pe(2) = =pe(m) =0 ws Hy: g p=1,..m : pe(k) # 0.
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De modo a testar a hipétese Hy, Box e Pierce propoem, em 1970, a
seguinte estatistica de teste (modificada posteriormente por Ljung e Box,
em 1978)

Q¢ =n ) _lpe(i))"

Sob a hipétese de {&; }1cz constituir uma sucessdo de v.a.’s i.i.d., a matriz
de covariancias assintética do vector estimador das m autocorrelagdes é igual
ao inverso da dimensao da amostra, a multiplicar pela matriz identidade,
provando-se, portanto, que @ segue, aproximadamente, uma distribuicao
Qui-Quadrado com m graus de liberdade.

Deixa-se em aberto, para trabalho futuro, a aplicacdo deste teste de
hipbteses ao caso em que {&; }1ez constitui, ndo uma sucessao de v.a.’s i.i.d.,
mas sim uma sucessao de diferencas de martingalas.

Tal como vimos na seccao 2.9, apds a verificagdo da validade do modelo,
podemos ainda quantificar a ajustabilidade do modelo estimado através do
coeficiente de ajustabilidade, pg, (ver equagao (2.9.1)).

3.8 Previsao de p.e.’s estacionarios a partir do
modelo RCINAR(1)

Considerere-se, sem perda de generalidade, o processo {Y; }scz, estaciondrio
de 22 ordem e de média nula, representado na sua forma causal

Y = Z(E[at})iét,i, —00 < t < 00. (3.8.1)
i=0

Como o processo RCINAR(1) generalizado pode ser escrito como um
processo AR(1) de coeficiente E[ay], a previsdo a k passos faz-se de modo
usual, isto é, através do valor esperado condicional.

O “melhor” preditor, i.e., o preditor com menor erro quadratico médio, de
Y; (1 (representado por Y;(1)) é obtido do seguinte modo (Priestley (1981),
p. 76)

}/t(]') = E[Y;+1|Yrto}ft~17 .. 7Y1]
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= E[E[at 1Y + pz + e01|Yi, Vi, - .. , Y]

= Elas 1Y + pz.
De modo andlogo obtém-se o preditor de Y; o
Yt(2) - ED/H-ZD/‘& Y;f—lv sy Yl]

= Elag ) E[Yi 1|Y:, Yeoa, ... YA + iz

= Elog2] Blog1]Y + pz(1 + Elagyo)),
ou seja

Yi(2) = (Bleu])*Y: + pz (1 + Blou]).

Pelo que, para k > 0

k—1

Yy(k) = (Bloe))"Ys + pz Y _(Elo]).
j=0
Fazendo k& — oo verifica-se que
bz
k) = g

Por outras palavras, quando o horizonte da previsdo aumenta
indefinidamente, as previsdes tendem, como seria de esperar para a média
do processo Y;.

Vamos agora proceder ao calculo do erro de previsao. Seja
e(k) = Yirr — Yi(k) o erro de previsdo a k passos. Entdo, apds cdlculos
simples, resulta

k-1

e(k) =Y (Blon]) € ir—i

i=0
onde

Ele(k)] =0
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Fazendo igualmente & — oo verifica-se que

2
9¢

Varle(k)] — 1—_(—E—[W,

isto é, o preditor Y;(k) de Y;x ¢ centrado e a varidncia tende, quando k — oo,
para a variincia do processo Y;.
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Capitulo 4

Processo DSINAR(1)
generalizado: um estudo por
simulacao

De modo a estudar-se o desempenho do método de méxima verosimilhanca,
na estimacio dos parametros do processo DSINAR(1) generalizado, bem
como a sua adequagdo (através do estudo do ajustamento do modelo),
simularam-se, a partir de um programa elaborado em linguagem FORTRAN,
realizagoes do processo

Y, = oCY, 1+ 2, t=1,...,N,

onde o representa o operador thinning generalizado (tal como definido no
capitulo 2), oy = f(X;) é uma fungio de um p.e. {X;}iez, com suporte
em R e {Z;}tez é uma sucessdo de v.a.’s i.id. inteiras ndo-negativas com
distribuicio Poisson de parametro A. Neste estudo optou-se apenas pela
escolha de ruidos poissonianos, por uma racionalizacao do estudo e porque
esta escolha permite definir um modelo condicionalmente Poisson para séries
temporais de contagem.

Para este estudo consideraram-se os casos em que {X;}icz € estaciondrio
¢ mnao-estaciondrio. Para estes dois casos escolheram-se apenas duas
distribuicoes na especificagdo da operagio thinning: a distribuicao Binomial
e a distribuicdo Poisson. Para além da frequéncia com que estas duas
distribui¢oes discretas surgem em exemplos e/ou aplicacées praticas, a
escolha da distribui¢do Binomial ficou também a dever-se & prépria definicao
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original do operador thinning. A escolha da distribuicio Poisson (uma
das distribui¢oes discretas mais usuais), conjuntamente com a escolha de
ruidos poissonianos, permite definir um modelo condicionalmente Poisson
para séries temporais de contagem. Mais concretamente, permite definir um
modelo observation driven, condicionalmente Poisson, bastante andlogo a
maior parte dos modelos encontrados na literatura (ver capitulo 1).

Para tal, foram simuladas realizagoes dos seguintes processos:

(1) {Xt}tez um processo AR(1) gaussiano de média px e de varidncia 0%,
da forma

Xt —px =06X¢ 1 + e
e

(2) {Xt}tez um processo gaussiano, em que a média e a variancia variam
ao longo do tempo do seguinte modo:

_ [ 1 +0.04, t>1
e = 2, t=0
e
o2 = o2, +0.01, t>1
T 2, t=0
Como valor inicial, necessirio a simulacdo de {Y;},t = 1,2,... N,

utilizou-se o valor médio do processo. Ou seja, de acordo com o explicitado
na secg¢ao 2.4, considerou-se

K
Y1 = )\ZBt,ia
1=0

3 N yyi-1 . 7 .
onde fB;; = ‘mthi H;‘:O ai—j, i > 1 (com fyp = 1). Tal como foi
referido na sub-secgdo 2.8.1, verificou-se, a partir dos estudos realizados
que escolhendo-se um K =5, A =Y/ Zfio Bt permite obter estimativas
do pardmetro A muito préximas do verdadeiro valor e, por conseguinte,

estimativas do parametro gy também muito préximas do verdadeiro valor.

As simulagoes do processo foram obtidas para varios tamanhos de
amostras, nomeadamente amostras de dimensao N = 50, 100, 250, 500, 1000.
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Foi ainda considerado um periodo de aquecimento (burn-in period) de
comprimento 500 na simulacao das realizacoes do processo.

Para amostras de dimensdao N = 1000 estudou-se, por simulacdo, a
aplicacdo dos processos DSINAR(1) generalizado na modelagdo de séries de
valores inteiros € nao-negativos, usando como covaridvel um p.e. bivariado,
{Xt}teZ» com suporte em R2. Como as conclusdes a que chegdmos nao
se alteram, quer usemos uma ou mais covaridveis, apresentamos apenas o
estudo para o caso univariado.

4.1 O operador Binomial thinning

Tal como foi adoptado ao longo deste trabalho, vamos escrever o processo
DSINAR(1) (que é o processo DSINAR(1) generalizado com a distribui¢ao
Binomial na especificacao da operagio thinning) da seguinte forma

Yi=auxYi 1+ 2, t=1,...,N,

exp(wXy
1+exp(wXy)

A operagao thinning define-se neste contexto do seguinte modo:

com o = e weER.

Qi * Yt—1|at,thl ~ B(Mtaatz)v

onde B(uy,0?) é a distribuicdo Binomial de valor esperado p; = a;Y; 1 e
varidncia o7 = ay(1 — ) Y;_1.

4.1.1 Série explicativa estaciondaria

Comportamento assint6tico dos estimadores dos parametros do
modelo

De modo a estudar-se o comportamento assintético dos estimadores de
maxima verosimilhanga condicional dos pardmetros do modelo, simularam-se
realizacoes do processo {X;}iez, com pux =4 e a_%( = 2 e, a partir destas,
realizagoes do processo {Y;}icz comw =0.2e XA =2.

Outros valores de w e X foram utilizados, quer no presente estudo, quer
no estudo que se apresenta na secgio 4.2. Para estas escolhas, apenas se teve
em conta o facto de se pretender simular séries temporais de valores inteiros,
cujos valores das observagoes fossem relativamente reduzidos.
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Apés a simulacdo das varias realizagoes do processo procedeu-se A
estimacgdo dos parametros do modelo, (w,])), através da estimacao de
maxima verosimilhanga condicional (EMVC) e recorrendo ao método
iterativo de Newton-Raphson, com o seguinte erro de paragem:

lwi —w; 1] <1075 e |\ — Ai_1] < 107° — onde o indice i designa a
iteragdo. Como valores iniciais para o método iterativo, considerou-se
w® =0e X0 = )\mq, onde )\mq designa o estimador dos minimos quadrados

condicionais, quando se admite que o processo { X;}scz é i.i.d.l!] No apéndice
B apresentam-se as expressoes das equacoes de verosimilhanga e das suas
derivadas, em ordem aos parametros do modelo.

As figuras 4.1.1-4.1.4 que se apresentam de seguida dizem respeito a
uma realiza¢do do processo DSINAR(1), para uma amostra de dimensao
N = 1000. As fungoes de autocorrelagio e autocorrelagao parcial
amostrais designam-se abreviadamente por FAC e FACP, respectivamente.
Observando a figura 4.1.1 nao se verificam quaisquer tendéncias, 7.e., nada
parece contrariar a hipdtese de estacionariedade da série. Podemos ainda
constatar que as FAC e FACP amostrais sdo, para qualquer lag, bastante
coincidentes com as FAC e FACP teéricas de um processo AR(1).

Seguidamente, na tabela 4.1.1 sdo apresentadas as médias, as variancias
e os erros quadriticos médios (EQM) amostrais (obtidos em 100 séries
simuladas) das estimativas dos pardmetros do modelo, obtidas através da
EMVC, para as varias dimensoes da amostra.

A partir da sua andlise pode concluir-se que os estimadores de maxima
verosimilhanga condicional conduzem a boas estimativas para o vector
parametro, (w, ), mesmo para amostras de menor dimensio (N = 50).
Como seria de esperar, os EQM amostrais aproximam-se de zero a4 medida
que a dimensdo da amostra aumenta.

Verificou-se ainda  (tabela 4.1.2), recorrendo aos testes de
Kolmogorov-Smirnov (K-S) e Shapiro-Wilk (S-W), que as estimativas
do vector parametro se podem considerar como provenientes de uma v.a.
com distribuicdo Normal de valor esperado igual ao respectivo pardmetro.
Note-se que esta conclusao é valida para os niveis de significAncia usuais e

(1186 para dar uma ideia, se escolhermos quaisquer valores de w e A para as simulacdes e,
posteriormente, procedermos a sua estimac3o, utilizando como valores iniciais a0 método
iterativo de Newton-Raphson as estimativas propostas, o nimero médio de iteragdes
necessarias até se atingir o erro de paragem é de 7, contra cerca de 50, no caso de se
adoptar A = 1. Em qualquer dos casos, o erro quadréatico médio das estimativas é muito
idéntico, qualquer que seja a dimensao da amostra.
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0
t=1 81 101 t51 201 251 301 351 401 451 501 551 60¢ 851 701 751 401 851 901 951

M édia amosteal de Y(1) = 6.60 1

Figura 4.1.1: Realizagio, de dimensdo N = 1000, do processo
DSINAR(1): Binomial thinning.

3009
200
100

Sid. Dev=2.69
Mean = 6.6
1 N = 1000.00

0.0 20 a0 8.0 8.0 10.0 12.0 140 16.0 18.0

Figura 4.1.2: Histograma do processo DSINAR(1): Binomial thinning.

para amostras de dimensao reduzida (N = 50).

Embora a hipétese da normalidade assintética dos estimadores de maxima
verosimilhanca dos pardmetros do modelo nio seja de rejeitar, com base nos
estudos por simulacdo, a obtencao dos respectivos intervalos de confianca nao
nos parece viavel, dada a dificuldade em encontrar estimadores consistentes
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FAC FACP
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Figura 4.1.3: FAC e FACP amostrais do processo DSINAR(1): Binomial
thinning.

FAC FACP
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Figura 4.1.4: FAC e FACP amostrais do processo {X;};cz: Binomial
thinning.

para a varidncia destes pardmetros. Assim, propoOe-se 0 recurso aos
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Tabela 4.1.1: Média, varidncia e EQM das estimativas de (w, ), por
EMVC e amostras de varios tamanhos.

w=0.2 A=2
N @ 62 EQM(%) A &3 EQM())
50 0.1836 0.003377 0.003613 2.1309 0.1343 0.1501
100  0.1812 0.001718 0.002072 2.1244  0.05989 0.07537

250  0.1962 0.0007873 0.0008017 1.9989  0.02758 0.02758
500 0.1995 0.0004160 0.0004163 1.9921  0.01309 0.01316
1000 0.1992 0.0002132 0.0002138 2.0067 0.009024  0.009069

Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas, utilizando-se o operador
Binomial thinning.

Tabela 4.1.2: Testes de normalidade. p-values dos testes de K-S e de
S-W: caso estacionario.

@ A
N K-S S-W K-S S-W
50 > 0.200 0.508 > 0.200 0.741
100 > 0.200 0.811 0.190  0.522
250 > 0.200 0.544 > 0.200 0.072
500  >0.200 0.595 > 0.200 0.972
1000 > 0.200 0.685 0.176  0.470

Nota: As estimativas de w e de A foram obtidas
em 100 séries simuladas, utilizando-se o operador
Binomial thinning paraw =02 e A = 2.

métodos de reamostragem para séries temporais, propostos no capitulo
2.9, nomeadamente & reamostragem por blocos méveis e a reamostragem

estaciondria por blocos.

Considerando o segundo método de reamostragem, foram escolhidos
vérios valores de p, suficientemente pequenos, como paradmetros da
distribuicio Geométrica e estimadas as probabilidades de cobertura. Como
critério para a escolha do valor de p mais adequado foi escolhido aquele
que minimiza o erro da probabilidade de cobertura e o comprimento dos
intervalos resultantes. De acordo com estes critérios, e para os valores
dos parametros do modelo DSINAR(1) adoptados, obteve-se um valor de
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p = 0.02, usando 500 repeticoes bootstrap.

Relativamente ao método de reamostragem por blocos méveis, de acordo
com os mesmos critérios e igualmente para os valores dos pardmetros do
modelo adoptados, foram testados diferentes tamanhos de bloco (o inverso
do valor de p, devido & semelhanca entre os dois métodos). Para cada um dos
casos testados, as probabilidades de cobertura apresentam valores bastante
afastados da probabilidade nominal. Isto deve-se ao facto de as estimativas
de mdxima verosimilhanca condicional dos parametros do modelo, obtidas
através destas amostras bootstrap, serem bastante préximas dos verdadeiros
valores dos parametros. Dai, a maior parte dos intervalos de confianca nio
conterem os verdadeiros valores dos pardmetros.

Estes resultados, conjuntamente com os obtidos por reamostragem
estaciondria, sao apresentados na tabela 4.1.3.

Nas figuras 4.1.5 apresentam-se os intervalos de confianca assintéticos
a 95% para os pardmetros w e )\, obtidos através da reamostragem
estaciondria por blocos com p = 0.02 ¢ em 100 séries simuladas de dimensao
N = 1000. Estas figuras contém ainda os verdadeiros valores dos parametros
(a vermelho) bem como as respectivas estimativas de méxima verosimilhanca
condicional (a tracejado).

Se, informalmente, pensarmos na amostra aleatéria como sendo a
populacdo da qual se retiram, aleatoriamente, virias amostras (amostras
bootstrap), entdo, deverd tomar-se como critério para a escolha do valor
de p aquele que minimize o erro quadritico médio dos pardmetros w e A;
construindo-se, deste modo, outro critério aplicdvel ao caso usual em que se
dispoe apenas de uma dada série temporal.

Assim, para os pardmetros w = 0.2, A = 2 e N = 1000 obteve-se
igualmente um valor de p = 0.02 como sendo aquele que minimiza os
respectivos erros quadriticos médios.

Avaliagdo da qualidade do ajustamento do modelo
Depois de se ter procedido & estimagao dos respectivos parametros inicia-se

a avaliacdo da qualidade do ajustamento. Para tal, comecemos por definir o
residuo, &, no instante t, do seguinte modo:

=Y —EW|Y, 1, Xi] =Y, — w1 — N,
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Tabela 4.1.3: Probabilidades de cobertura (obtidas por reamostragem
por blocos méveis (RBM) e por reamostragem estacionaria por blocos
(REB)) para realiza¢des de dimensdo N = 1000 do processo DSINAR(1).

RBM REB
b w A P w A
6 0 0 0.167 0.01 0.01
16 0.02 0.01 0.0625 0.37 0.40
50 0.04 005 0.02 098 1.00
100 0.10 0.17 0.01 0.99 097
150 0.07 0.14 0.007 091 0.94

Nota: Estimativas obtidas em 500 amostras bootsirep.

b onIE 2 % 3% o4 % 51 Sk 6 88 71 T8 & B3 % 1B W1 21 2 9 8 4 4 515 81 6 7 T8 &1 B 8 %

Figura 4.1.5: Estimativas de méxima verosimilhanga condicional de w
(A esquerda, com o verdadeiro valor a vermelho), de A (& direita, com o
verdadeiro valor a vermelho) (ambas a tracejado) e intervalos de confianca
bootstrap a 95% (a cheio), em 100 séries simuladas: Binomial thinning.

Testar que o modelo estimado se ajusta bem ao conjunto de dados, ou
seja, que descreve bem o conjunto de dados em causa, consiste em testar o
comportamento dos residuos. De acordo com a proposigao 2.3.1, se a andlise
dos residuos permitir concluir que estes se comportam como um ruido branco
de média nula, entdo pode concluir-se que o modelo estimado se ajusta bem
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a série temporal em causa.

No caso do modelo DSINAR(1) ser apropriado para descrever a série
temporal em estudo, o grifico dos residuos nao devera exibir valores
discrepantes nem qualquer tendéncia (crescente ou decrescente no tempo), o
histograma dos residuos deverd apresentar uma média préxima de zero e as
funcoes de autocorrelagio e autocorrelagao parcial amostrais desses mesmos
residuos deverao assemelhar-se 4s FAC e FACP de uma sucessdo de v.a.’s
nao-correlacionadas.

Seguidamente apresenta-se, a titulo de exemplo, o estudo dos residuos
(para uma das amostras de dimensio N = 1000) obtidos a partir da
estimacdo de maxima verosimilhanca dos paridmetros do modelo, figuras
4.1.6-4.1.8. As FAC e FACP sdo apresentadas conjuntamente com
os respectivos intervalos de confianga (a tracejado), obtidos através da
reamostragem estacionaria por blocos, com p = 0.02.

Através da andlise das figuras, nada parece contrariar a hipétese de
estacionariedade. As FAC e FACP apresentam, para qualquer lag, valores
muito préximos de zero, o que é caracteristico do processo de ruido branco.
As figuras parecem assim evidenciar a nio rejeitagao da hipétese de que os
residuos se comportam como um ruido branco, podendo entdo concluir-se
que o modelo estimado se ajusta bem & série temporal em causa.

t=2 84 166 248 330 212 194 576 658 740 822 504 586

Figura 4.1.6: Residuos do modelo DSINAR(1) ajustado: Binomial
thinning.
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Figura 4.1.7: Histograma dos residuos do modelo DSINAR(1) ajustado:
Binomial thinning.

FAC FACP

Figura 4.1.8: FAC e FACP amostrais (a cheio) dos residuos do modelo
DSINAR(1) ajustado e respectivos intervalos de confianga bootstrap a 95%
(a tracejado): Binomial thinning.

Recorrendo-se & expressao de og, obtida na seccao 2.3, obteve-se ainda
a média e 0 EQM das estimativas da variancia do processo {Z}tez, 0%. O
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estimador de a% escreve-se como

K
% = 6% — ﬂZZﬁt,i(l = Bi1)s (4.1.1)
=1
onde Bii(1—-B1) = ghmomlliiba (1 — &), i > 1, e

&y = exp(wXy)/(1 + exp(wX;)). Note que ao usar-se a notacio d&; estd a
cometer-se um abuso de notagio, uma vez que o; é uma v.a.

Estudos por simulacio revelaram que um K igual a 10% da dimensao da
amostra conduz a boas estimativas da variancia do processo {Z; }1ez.

A tabela 4.1.4 contém a informacdo média acerca das médias e das
varidncias amostrais dos residuos, bem como acerca das varidncias e dos
EQM amostrais da varidncia do processo {Z; };cz. Pode observar-se que as
médias amostrais dos residuos (em 100 séries simuladas) se encontram muito
préximas de zero e que as varidncias amostrais de a% estao muito préximas
do verdadeiro valor, com os EQM amostrais a aproximarem-se de zero 3
medida que a dimensao da amostra aumenta.

Por ultimo, na figura 4.1.9 ilustra-se a modelagao do conjunto de dados
(N = 1000), a partir de (@, A)Z. Obtém-se ainda a média amostral do
erro absoluto entre a série real e a série estimada que representaremos
abreviadamente por EA. Tal como vimos na sec¢io 2.9, um modo de avaliar
a grandeza do erro absoluto é através do coeficiente de ajustabilidade

. Y -
PE, =

com Y o estimador usual da média da série real.

A partir desta modelagao (figura 4.1.9) obteve-se uma média do erro
absoluto entre a série real e a série estimada de EA;, = 1.45522, o
que corresponde a um pg;, = 0.7795. Pode, portanto, afirmar-se que a
ajustabilidade do modelo DSINAR(1) aos dados é bastante satisfatdria.

RlY, = exp(@X:)/(1 + exp(@X:)) Y1 + A



4.1. O operador Binomial thinning 93

Tabela 4.1.4: Média variancia e/ou EQM das estimativas de & e de 07,
por amostras de varios tamanhos.

N fe o¢ 6% EQM (6%)
50 —0.0043878  3.3909 2.2391 0.43445
100 —0.0019120 3.3719 2.0621 0.24139
250  —0.0029829 3.3456  1.9842 0.068590
500 —0.0013999 3.3774 2.0189 0.042315
1000 —0.0015039 3.3651 2.0062 0.018016
Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas,

utilizando-se o operador Binomial

w=02eA=2.

thinning para

Figura 4.1.9: Modelacio de uma realizacdo do processo DSINAR(1):
Binomial thinning.

4.1.2 Série explicativa nao-estaciondria

Nesta seccio vamos proceder a um estudo andlogo ao da secgao
anterior, substituindo o processo estaciondrio, {X¢}i ez, por um processo
nao-estacionario.

De modo a amostras do processo DSINAR(1)
nao-estacionario, simularam-se realizagoes do processo {X;}icz de acordo

gerarem-se
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com (2), para as varias dimensoes da amostra anteriormente propostas.
Foram ainda escolhidos valores de w = 0.05 e A = 2 para a simulacao do
processo {Y;}iez, para a qual se segue o mesmo procedimento que no caso
estaciondrio.

Comportamento assintético dos estimadores dos parametros do
modelo

As figuras 4.1.10-4.1.13 que se apresentam de seguida dizem respeito a uma
realizacao do processo DSINAR(1), considerando Z; ~ Po(2), w = 0.05 e
uma amostra de dimensao N = 1000. Observando a figura 4.1.10 verifica-se
uma tendencia crescente, pelo que a realizagao é claramente nao-estacionéria,
também evidente pelo decrescimento lento da FAC, figura 4.1.12. Note-se
que, apesar da funcao de autocorrelacdo de um processo nao-estacionario
nao existir, ela pode sempre ser estimada a partir de uma realizacao finita
desse processo.

0

t=1 51 101 151 201 251 301 351 401 451 501 551 601 651 701 751 801 851 901 951

Figura 4.1.10: Realizacdo, de dimensio N = 1000, do processo
DSINAR(1): Binomial thinning.

Na tabela 4.1.5 apresentam-se, uma vez mais, as médias, as variancias
e os erros quadraticos médios amostrais (obtidos em 100 séries simuladas)
das estimativas dos parametros do modelo, obtidas através da estimacao de
méxima verosimilhanca condicional, para as varias dimensoes da amostra.
Pode concluir-se, a partir da sua andlise, que estes estimadores conduzem a
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Figura 4.1.11: Histograma do processo DSINAR(1): Binomial thinning.
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Figura 4.1.12: FAC ¢ FACP amostrais do processo DSINAR(1):
Binomial thinning.

boas estimativas para o vector pardmetro, (w,A), mesmo para amostras de
menor dimensdo (N = 50) e que os EQM amostrais aproximam-se de zero a
medida que a dimensao da amostra aumenta.

Efectuando os testes de Kolmogorov-Smirnov e Shapiro-Wilk verifica-se
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Figura 4.1.13: FAC e FACP amostrais do processo {X:}tez: Binomial
thinning.

(tabela 4.1.6) que as estimativas de mdxima verosimilhanca condicional dos
pardmetros do modelo se podem considerar, ao nivel de significAncia de 5%,
como provenientes de uma v.a. com distribui¢do Normal de valor esperado
igual ao respectivo pardmetro. Esta conclusdo néo é, contudo, valida para o
parametro A considerando uma amostra de dimensao N = 50.

Tabela 4.1.5: Média, varidncia e EQM das estimativas de (w, ), por
EMVC e amostras de vérios tamanhos.

w = 0.05 A=2
N @ &2 EQM (&) A &3 EQM(\)
50  0.04993  0.001982  0.001962 1.9918  0.18279  0.18103
100 0.05132  0.000854  0.000855 2.0074 0.088147  0.088202
250 0.04953  0.000114  0.000114 2.0126  0.030199  0.030357
500 0.05012  0.000025  0.000025 1.9991  0.015394  0.015395

1000  0.05004 0.0000034 0.0000031 1.9942  0.006393  0.006393

Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas, utilizando-se o operador
Binomial thinning.



97

4.1. O operador Binomial thinning

Tabela 4.1.6: Testes de normalidade. p-values dos testes de K-S e de
S-W: caso ndo-estaciondrio.

poi

w
N K-S S-w K-S S-W

50 > 0.200 0.396 0.011 0.0
100 >0.200 0.586 > 0.200 0412
250 > 0.200 0.611 > 0.200 0.162
500 > 0.200 0.056 > 0.200 0.213
1000 > 0.200 0.183 > 0.200 0.607

Nota: As estimativas de w e de X foram obtidas
em 100 séries simuladas, utilizando-se o operador
Binomial thinning para w = 0.05 e A = 2.

Avaliacdo da qualidade do ajustamento do modelo

O residuo, &, no instante t, define-se tal como no caso estacionario, ou seja,

G =Yi—aYi—A t=1...,N.

Como os residuos & ndo sdo outra coisa que a diferenca entre os
valores observados e os valores estimados através do modelo estocastico
ajustado, espera-se — caso o modelo ajustado seja adequado para descrever
os dados em causa — que esta diferenga seja, em média, quase nula
e que seja aproximadamente nao-correlacionada. Ou seja, espera-se
que a informacdo que o modelo ajustado nao consegue explicar (ou
captar) nfo apresente qualquer estrutura de correlacdo. Estas condigoes
coincidem com as propriedades caracteristicas das inovagoes de um processo
DSINAR(1) generalizado, ndo-estaciondrio. Isto é, as inovagoes dadas por
=0 oY —aYye 1+ 22— A, Vt € Z e para qualquer distribuicao
G(-) tém média nula e autocovaridncia nula, para qualquer lag (ver
observagdo 2.3.1). Sob a hipétese de que Var[§;] < oo, as inovagbes sao
nao-correlacionadas. No que diz respeito & varidncia das inovagoes, nao se
espera (sob a hipétese de que Var[{;] < oo) que seja constante. Contudo,
quanto menor esta for, em cada instante de tempo, relativamente & variancia
dos valores observados (nesse mesmo instante de tempo) melhor serd a
adequacao do modelo ajustado. Quer isto dizer que é pouca a variabilidade
da série que ndo ¢ explicada pelo modelo.

Nas figuras 4.1.14-4.1.16, apresenta-se o estudo dos residuos, para uma
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das séries de dimensdo N = 1000. A partir da observacao das figuras

podemos uma vez mais concluir que nada parece contrariar as hipdteses
postuladas.

1=2 84 166 248 330 412 494 576 658 740 822 904 986

Figura 4.1.14: Residuos do modelo DSINAR(1) ajustado: Binomial
thinning.

120

100

Std Dav= 154
Maan = -.00
N = 998.00

Figura 4.1.15: Histograma dos residuos do modelo DSINAR(1) ajustado:
Binomial thinning.

Na tabela 4.1.7 apresenta-se, para as vdarias dimensoes da amostra,
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FAC FACP

Figura 4.1.16: FAC e FACP amostrais (a cheio) dos residuos do modelo
DSINAR(1) ajustado e respectivos intervalos de confianca bootstrap a 95%
(a tracejado): Binomial thinning.

a informacio média acerca das médias e das varidncias amostrais dos
residuos. Apresentam-se ainda as estimativas da varidncia do processo
{Z:}1cz (obtidas como se de um processo estaciondrio se tratasse), bem
como os seus respectivos erros quadraticos médios amostrais.

Tal como no caso estacionario, verifica-se que as médias amostrais dos
residuos se encontram muito préximas de zero e que as estimativas médias
de J% se encontram muito préoximas do verdadeiro valor.

A modelagio do conjunto de dados, escolhido para exemplificacao, é
ilustrada na figura 4.1.17. De modo a estudar-se a ajustabilidade do modelo
A série temporal em causa e visto 0 processo nao ser estacionario em média,
procedeu-se & divisdo das séries real e estimada em quatro trogos ([2,250],
[251,500], [501,750] e [751,1000]). Esta divisao da série foi feita de modo
simplesmente empirico, através da sua observagao. Para cada um dos quatro
trocos foram calculadas a média amostral da série real, a média do erro

absoluto entre a série real e a série estimada e estimado o coeficiente pg,
(tabela 4.1.8).

Apenas para concluir, parece-nos, quer através do estudo dos residuos
quer através das estimativas (muito préximas de 1) do coefieciente de
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Tabela 4.1.7: Média varidncia e/ou EQM das estimativas de & e de %,
por amostras de varios tamanhos.

N fie &¢ 67 EQM(s%)
50  0.002469 3.1852 21230  0.343991
100 0.002347 3.1888 2.0189  0.167280
250  0.001875 3.2528 1.9979  0.075320
500  0.003583 3.3476 1.9872  0.039995
1000 0.001612 3.5117 1.9973  0.020196

Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas,
utilizando-se o operador Binomial thinning para
w=0050eX=2.

Tabela 4.1.8: Coeficiente de ajustabilidade do modelo, pg, .

Trogo Y e, = Y__"]FA'L
250 5.54 0.7335
500 7.88 0.8037
750 12.04 0.8770
1000 17.10 0.9042

Nota: Estimativas obtidas utilizando-se
o operador Binomial thinning, para
w=005e A=2.

ajustabilidade que se obteve um bom ajustamento do modelo DSINAR(1) &
série temporal ndo-estaciondria.

Note-se que a ajustabilidade do modelo & série observada melhora, por
um lado, & medida que a média amostral aumenta, o que fica a dever-se a
propria definicdo de residuo. Ou seja, sendo o ajustamento do modelo em
cada instante de tempo t, Yt, obtido a partir da expressao linear

v = POX) y g
1 + exp(@Xy)
resulta que 2 < V, < Yoy + 5\, nao captando, assim, os valores da série
observada que se encontram abaixo de A. Por outro lado, e como seria de
esperar, esta ajustabilidade também melhora & medida que a varidncia da
série observada é comparativamente superior & varidncia da série residual.



101

4.2. O operador Poisson thinning

Verificou-se, por simulagdo, que quanto menor ¢ a média amostral de
{Y;}iez (ou, no caso de w ser positivo (negativo), quanto menor (maior) é a
média amostral de { X; }+c7) maior é a quantidade de observagoes de grandeza
inferior a A. Deste modo, para séries temporais com médias amostrais muito
pequenas a ajustabilidade do modelo s6 pode revelar-se pouco satisfatdria.
Uma série temporal nestas condigoes serd apresentada na seccao seguinte,
para o caso da Poisson thinning.

| | Wozela; do

0 - 0 . = Saie

=2 5 10 152 20 252 302 382 402 5 tesor 831 601 65t 700 LT TR 1] 951

Figura 4.1.17: Modela¢ao de uma realizagdo do processo DSINAR(1):
Binomial thinning.

4.2 O operador Poisson thinning

4.2.1 Série explicativa estaciondaria

Comportamento assintético dos estimadores dos parametros do
modelo

Seguidamente vamos proceder ao estudo por simulagao do modelo
DSINAR(1), considerando a distribuigao Poisson na especificacao da
operacao thinning. Mais precisamente, seja

i=o Y1+ 2, t=1,...,N,

1D
<Emendo
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com ¢ = exp(wXy) e w € R, cuja operagao thinning se define do seguinte
modo:

Po
a0 Y qlay, Y1 ~ Po(oy Y1),
onde Po(oY; 1) ¢ a distribuicao Poisson de valor esperado p; = ;Y.

Para a simulacio de realizagoes do processo consideraram-se
igualmente {X;};cz como um processo AR(1) estaciondrio, da forma
Xy —px =0.6X; 1 +¢, com X; ~ N(10, 0% =4), Z; ~ Po(3) e w = —0.1.
As simulagoes foram igualmente obtidas para amostras de dimensao
N = 50,100,250, 500, 1000, tomando como valor inicial o valor médio do
processo.

Como valores iniciais para o método iterativo considerou-se w® = ( e
A0 =1 e 0 mesmo critério de paragem que anteriormente. Ao considerarmos
como valor inicial para A, A0 = }72?:0 Bt,i , 0 método iterativo de
Newton-Raphson, na maior parte dos casos estudados, nao converge, apesar
de o valor das estimativas ser bastante préximo do verdadeiro valor de \.
Esta falta de convergéncia fica a dever-se ao facto de, para estes valores
iniciais de w e A, a derivada em ordem a w do logaritmo da funcio de
verosimilhanga tomar um valor demasiado pequeno e o programa assumi-lo
como menos infinito. O mesmo nao acontece, no entanto, quando se usa, por
exemplo, o valor inteiro mais pequeno que A pode tomar, ou seja, A0 = 1,

Para um valor de A = 3, o nimero médio de iteracdes necessirias até
se atingir o erro de paragem, para as varias dimensoes das amostras e
utilizando-se como valores iniciais A(¥) = 1 e w(©®) = 0, é de cerca de 100.

As figuras 4.2.1-4.2.4 que se apresentam de seguida dizem respeito a
uma das realizacoes do processo DSINAR(1) generalizado, considerando uma,
amostra de dimensao N = 1000.

Da andlise da tabela 4.2.1 conclui-se (tal como no caso de se utilizar a
distribui¢do Binomial para especificar o operador thinning) que a EMVC
conduz a boas estimativas para o vector pardmetro, (w,)). Relativamente
ao parametro A tem-se apenas a salientar que os EQM se aproximam de zero
de um modo ligeiramente mais lento do que no caso anterior. A partir de
estudos por simulacdo constatou-se que este facto parece ficar a dever-se 3
escolha do valor inicial de A, para o método iterativo de Newton-Raphson/3!.

[B]Quando se utiliza a distribui¢do Binomial para especificar o operador thinning e se
escolhe como valor inicial para o método iterativo A(®) = 1, este caso nio ocorre. Ou seja,
para quaisquer dimensoes da amostra e valores de A que se escolham, os EQM amostrais
sao sempre aproximadamente zero.
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0
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Médiaamostralde Yit)= 4,857

Figura 4.2.1: Realizacio, de dimensio N = 1000, do processo
DSINAR(1) generalizado: Poisson thinning.
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100

Std. Dev=2.35
Mean = 4.9

s N = 1000.00

Figura 4.2.2: Histograma do processo DSINAR(1) generalizado: Poisson
thinning.

Nas tabelas 4.2.2 e 4.2.3 (apenas, a titulo exemplificativo, para o caso de
N = 250) apresentam-se dois estudos que confirmam esta explicac¢do, nos
quais o valor escolhido para A e o valor inicial para o método iterativo pouco
diferem.
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FAC FACP

00 Il.- e B e 00 .
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Figura 4.2.3: FAC e FACP amostrais do processo DSINAR(1)
generalizado: Poisson thinning.

FAC FACP
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Figura 4.2.4: FAC e FACP amostrais do processo {X;}icz: Poisson
thinning.
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Tabela 4.2.1: Média, varidncia ¢ EQM das estimativas de (w, ), por
EMVC e amostras de vérios tamanhos.

w=-01 A=3

N o 62 EQM (&) A &3 EQM(X)
50  —0.1346 0.002807  0.004007 3.3555  0.35063 0.47703
100 —0.1138 0.000768  0.000960 3.1277  0.18344 0.19975
250 —0.1117 0.000449  0.000587 3.1602 0.088095 0.11378
500 —0.1029 0.000112 0.000120 3.0457 0.032217 0.034306
1000 —0.1040 0.000067 0.000083 3.0504 0.019107 0.021647
Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas, com A = 1 e

utilizando-se o operador Poisson thinning.

Tabela 4.2.2: Média, varidncia e EQM das estimativas de (w,A), por
EMVC e amostras de varios tamanhos.

w=-0.1 A=15
N @ a3 EQM (@) A o3 EQM(X)
50 —0.1377 0.005909  0.007329 1.6214  0.15879 0.17353
100 —0.1133 0.001164 0.001339 1.5085 0.077474  0.077546
250 —0.1043 0.000538  0.000557 1.4912 0.036862  0.036941
500 —0.0988 0.000140 0.000141 1.4814 0.011929 0.012276
1000 —0.0983 0.000071  0.000074 1.4773 0.005947 0.006468
Nota: BEstimativas obtidas em 100 séries simuladas, com A® = 1 e

utilizando-se o operador Poisson thinning.

Tabela 4.2.3: Média, varidncia e EQM das estimativas de (w,}), por
EMVC e amostras de varios tamanhos.

w=-01 A=3
N & 62 EQM(®) A 6% EQM(})
250 —0.1079 0.000370 0.000432 3.0678 0.066256  0.070847
Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas, com A0 = 2 e

utilizando-se o operador Poisson thinning.
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Verificou-se ainda (tabela 4.2.4), recorrendo aos testes cldssicos de
Kolmogorov-Smirnov e de Shapiro-Wilk, que as estimativas de maxima
verosimilhanca de A, obtidas em vérias séries simuladas, se podem considerar
(aos niveis de significAncia usuais) como provenientes de uma v.a. com
distribuigao Normal de valor médio igual ao respectivo parametro, inclusive,
para amostras de menores dimensées (N = 50). Relativamente ao pardmetro
w, esta propriedade verifica-se apenas para amostras de dimensio N > 500.
Quando se escolhem outros valores de A e/ou 2O pouco ou nada se altera a
esta conclusao.

Tabela 4.2.4: Testes de normalidade. p-values dos testes de K-S e de
S-W: caso estaciondrio.

& A
N K-S SW KS SW
50 0.0 0.0 >0.200  0.560
100 0.003  0.009 > 0.200  0.475
250  0.029 0.0 >0.200 0.697
500 > 0.200 0.438 >0.200 0.812

1000 > 0.200 0.061 >0.200 0.973

Nota: As estimativas de w e de A foram obtidas
em 100 séries simuladas, utilizando-se o operador
Poisson thinning paraw = —0.1e A =3 (A =1).

Tabela 4.2.5: Testes de normalidade. p-values dos testes de K-S e de
S-W: caso estaciondrio.

@ A
N K-S S-W K-S S-W
50 0.0 0.0 >0.200 0.073
100 0.145 0.017 >0.200 0.270
250 0.0 0.0 0.031 0.125
500 0.173 0.139 >0.200 0.445

1000 > 0.200 0.332 >0.200 0.999

Nota: As estimativas de w e de XA foram
obtidas em 100 séries simuladas, utilizando-se o
operador Poisson thinning para w = —0.1 e
A=15 A =1).
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Apesar de estes resultados revelarem ser possivel provar que os
estimadores de maxima verosimilhanca condicional dos pardmetros do
modelo sio estimadores fracamente consistentes (no sentido em que
convergem em média) e sdo assintoticamente centrados e normais, nao
nos parece viivel encontrar estimadores consistentes (ou fracamente
consistentes) para a variancia desses estimadores. Assim, & semelhanga do
que foi feito na secgio 4.1, vamos recorrer aos métodos de reamostragem para
séries temporais para a obtengao dos pretendidos intervalos de confianca.

Na figura 4.2.5 apresentam-se os intervalos de confianca assintdticos a
95% (a cheio) para os pardmetros w e A. Estes intervalos foram obtidos
através da reamostragem estaciondria por blocos (usando-se 500 repeticoes
bootstrap) para um valor de p de 0.02 e para 100 séries simuladas de dimensao
N = 1000. Estas figuras contém ainda os verdadeiros valores dos parametros
(a vermelho) bem como as respectivas estimativas de maxima verosimilhanca
condicional (a tracejado). A tabela 4.2.6 contém as estimativas das
probabilidades de cobertura associadas aos intervalos de confianga a 95%
para os pardmetros do modelo, obtidos através da reamostragem por blocos
méveis (a titulo de comparagio) e da reamostragem estaciondria por blocos.

Tabela 4.2.6: Probabilidades de cobertura (obtidas por reamostragem
por blocos méveis (RBM) e por reamostragem estaciondria por blocos
(REB)) para realizagdes de dimensdo N = 1000 do processo DSINAR(1)

generalizado.

RBM REB
b w A P w A
50 0.14 0.38 0.02 1.00 1.00

Nota: Estimativas obtidas em 500 amostras bootstrap.
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Figura 4.2.5: Estimativas de méxima verosimilhanca condicional de w
(& esquerda, com o verdadeiro valor a vermelho), de A (& direita, com o
verdadeiro valor a vermelho) e intervalos de confianga bootstrap a 95% (a
cheio), em 100 séries simuladas: Poisson thinning.

Avaliagdo da qualidade do ajustamento do modelo

Definindo o residuo, &, no instante t, como
ft=Yt—Ofth—1—)\, t=1,...,N,

vamos proceder ao seu estudo para a amostra de dimensdo N = 1000, com
A =3 ew = —0.1, usada para exemplificacao, figuras 4.2.6-4.2.8.

Apesar das FAC e FACP apresentarem, para qualquer lag, valores muito
préximos de zero, o que € caracteristico do processo de ruido branco, o grafico
dos residuos exibe alguns valores discrepantes, o que parece evidenciar que o
modelo estimado se ajusta razoavelmente & série temporal em causa (veja-se
a figura 4.2.9).

Tal como se pode observar na tabela 4.2.7, verifica-se uma vez mais que
as médias amostrais dos residuos se encontram muito préximas de zero e que
as respectivas variancias amostrais se mantém praticamente inalteradas, a
medida que se aumenta o tamanho da amostra. Contudo, as estimativas
de a% apresentam EQM ndo tao préximos de zero, como quando se usa a
Binomial thinning. O estimador da varidncia de Z; escreve-se, tendo em
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Figura 4.2.6: Residuos do modelo DSINAR(1) ajustado: Poisson
thinning.
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Figura 4.2.7: Histograma dos residuos modelo DSINAR(1) ajustado:
Poisson thinning.

conta a expressio da varidncia dos residuos obtida na sec¢do 2.3, como
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FAC FACP

Figura 4.2.8: FAC e FACP amostrais (a cheio) dos residuos do modelo
DSINAR(1) ajustado e respectivos intervalos de confianca bootstrap a 95%
(a tracejado): Poisson thinning.
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De novo esta a cometer-se um abuso de notagdo ao usar-se a notacio
Bt,z‘ = ;-;B G¢_j, uma vez que ¢ é uma v.a. Tal como no caso anteriormente
estudado, da Binomial thinning, os estudos por simula¢do revelaram que para
um valor de K igual a 10% do tamanho da amostra o estimador conduz a
boas estimativas do pardmetro.

Atréves da modelacdo da série (figura 4.2.9) obteve-se uma média do
erro absoluto entre a série real e a série estimada de EA; = 1.64225,
que corresponde a um coeficiente de ajustabilidade pz, = 0.66188.
Pode ainda constatar-se que a ajustabilidade do modelo DSINAR(1) aos
dados é razoavelmente satisfatéria, no sentido em que os dados ajustados
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Tabela 4.2.7: Média variancia e/ou EQM das estimativas de & e de 0%,
por amostras de varios tamanhos.

N fie 67 6% EQM (6%)
50 0.010676 4.8326 3.1891 1.55843
100 0.003607 4.7368 3.1254 0.66208
250  —0.000962 4.8269 3.1043 0.24669
500  —0.000001 4.7835 3.0153 0.15410
1000 —0.000206 4.8444 3.0479  0.075576

Nota: Estimativas obtidas em 100 séries
simuladas, utilizando-se o operador Poisson
thinning para w = —0.1 e A = 3.

Mod¢lagio
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Figura 4.2.9: Modelacdo de uma realizagdo do processo DSINAR(1):
Poisson thinning.

acompanham a trajectéria da série real, mas oscilando em torno do seu
valor médio. Tal fica a dever-se, como ja foi referido na seccao anterior, ao
facto de a média amostral da série temporal ser pequena (Y = 4.857).

De modo a comprovar esta afirmacgido simularam-se outras realizagoes
do processo {Y;}iez, com médias amostrais superiores as anteriores. Para
tal, considerou-se {X;}iez como sendo um processo AR(1) da forma
X, —px = 06X, 1 +¢ (com Xy ~ N4, 0% =2)), Z, ~ Po(2) e w=—0.1.
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A série temporal que se apresenta na figura 4.2.10 (a titulo de exemplo)
possui uma média amostral de 6.341.

Como se pode agora verificar a partir da figura 4.2.10, a ajustabilidade
do modelo aos dados melhora, obtendo-se uma média do erro absoluto entre
a série real e a série estimada de 1.94394, que corresponde a um coeficiente
de ajustabilidade de pg, = 0.69343.

571 606 Gl 676

THOTe 781 816 851 B85 21 95 94

Modelagio

Séne

Figura 4.2.10: Modelagdo de uma realizacdo do processo DSINAR(1):
Poisson thinning.

Uma vez que com a escolha destes novos valores para os pardmetros
se conseguiu melhorar a ajustabilidade do modelo, era de supor que as
estimativas da variancia de {Z;}cz também melhorassem. Contudo, em
termos dos EQM amostrais, nao foi isto que se verificou. A titulo de
exemplo, apresentam-se na tabela 4.2.8 as estimativas de a%, para amostras

de dimensdo N = 500 e N = 100014,

4.2.2 Série explicativa nao-estaciondria

Por 1ltimo, vai apresentar-se o estudo por simulagdo do processo
DSINAR(1) generalizado, utilizando igualmente a distribui¢ao Poisson na

M Com outros valores de K (ver equacio (4.2.1)), para além dos 10% do tamanho da
amostra, obtiveram-se resultados analogos.
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Tabela 4.2.8: Média variancia e/ou EQM das estimativas de & e de 0%,
por amostras de varios tamanhos.

N fe ¢ 5% EQM(6%)
500 —0.005417 6.2475 1.9244  0.23360
1000 —0.006237 6.3816 1.9871  0.12457

Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas,
utilizando-se o operador Poisson thinning para
w=-01lel=2.

especificacio da operagao thinning, mas considerando a série explicativa
como nao-estaciondria. Para o efeito simularam-se realizagoes do processo
{X;}iez de acordo com (2), para as vérias dimensdes da amostra. A
simulacio de realizacdes do processo {Y;}icz segue o procedimento ja
anteriormente descrito, escolhendo-se os valores de w = —0.05 e de A = 4
para os parametros do modelo.

Nos graficos 4.2.11-4.2.14 estao representadas, respectivamente, a
sériec inteira e os respectivos histograma e funcoes de autocorrelagao
e autocorrelacdo parcial amostrais. Observa-se que a série apresenta
uma média nao constante, com uma forte tendéncia descrescente nos
primeiros instantes de tempo. A nao-estacionariedade da série pode ainda
comprovar-se a partir da FAC amostral.

Devido & semelhanca entre o caso estaciondrio e o caso nio-estaciondrio
(a diferenca mais substancial estd no aumento do nimero de iteragoes
necessarias até o método de maximizacio de Newton-Raphson atingir o
erro de paragem proposto) vai apresentar-se o estudo do comportamento
assintotico dos estimadores de méxima verosimilhanga condicional, apenas
para amostras de dimensao N = 1000.

A partir destas estimativas de méxima verosimilhanga obtiveram-se (para
as 100 séries simuladas) uma média e uma variancia amostral dos residuos
de —4.87871E — 03 e 6.41765, respectivamente, e uma média amostral da
variancia do processo {Z; }iez, 0%, de 3.97447, com um EQM de 0.10618.

A série dos residuos e os respectivos histogramas e FAC e FACP amostrais,
para uma das realiza¢oes de dimensao N = 1000, sao apresentados nos
graficos 4.2.15-4.2.17. Através da sua andlise, nada parece contrariar os
pressupostos admitidos, podendo assim concluir-se que o modelo estimado



114 Capitulo 4. Processo DSINAR(1) generalizado: um estudo por simulagio

0

t=1 81101 151 201 251 301 351 401 451 501 551 801 §51 701 751 801 851 801 951

M édia amostral de Y{t) = 655

Figura 4.2.11: Realizacdo, de dimensio N = 1000, do processo
DSINAR(1) generalizado: Poisson thinning.
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Figura 4.2,12: Histograma do processo DSINAR(1) generalizado:
Poisson thinning.

se ajusta bem & série temporal em causa, embora o grafico dos residuos
pareca mostrar maior variabilidade no inicio da série.

Por 1ltimo, apresenta-se na figura 4.2.18 a modelagao da série. Tal como
para o caso da Binomial thinning, dividiram-se, de um modo puramente



4.2. O operador Poisson thinning
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Figura 4.2.13: FAC e FACP amostrais do processo DSINAR(1)
generalizado: Poisson thinning.

FAC FACP
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Figura 4.2.14: FAC e FACP amostrais do processo {X;}:ez: Poisson
thinning.

empirico, as séries real e estimada em quatro trocos. A tabela 4.2.11 contém
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Tabela 4.2.9: Média, variancia e EQM das estimativas de {w, A), por
EMVC e amostras de varios tamanhos.

w = —0.05 A=4
N & 62 EQM (&) A &2 EQM(})
1000 —0.0511 0.000014  0.000015 4.0148 0.023743  0.023726

Nota: Estimativas obtidas em 100 séries simuladas, utilizando-se o operador
Poisson thinning.

Tabela 4.2.10: Testes de normalidade. p-values dos testes de K-S e de
S-W: caso nao-estacionério.

D>

w
N K-S S-W K-S S-W
1000 > 0.200 0.896 >0.200 0.548

Nota: Estimativas obtidas em 100 séries
simuladas, utilizando-se o operador Poisson
thinning para w = —0.05 e A = 4.

t=2 B4 126 188 250 312 374 436 498 580 622 684 746 808 B0 932 994

Figura 4.2.15: Residuos do modelo DSINAR(1) ajustado: Poisson

thinning.

a informagao, por trogo, relativa 4 média do erro absoluto entre a série real
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4.2. O operador Poisson thinning

100

Std. Dev= 2 62
Mean = -0
N = 999 00

Figura 4.2.16: Histograma dos residuos modelo DSINAR(1) ajustado:
Poisson thinning.

FAC FACP

Figura 4.2.17: FAC e FACP amostrais (a cheio) dos residuos do modelo
DSINAR(1) ajustado e respectivos intervalos de confianga bootstrap a 95%
(a tracejado): Poisson thinning.

e a série estimada e ao coeficiente pg, .

s .

Uma vez mais verifica-se que o ajustamento do modelo & série inteira
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Tabela 4.2.11: Coeficiente de ajustabilidade do modelo.

TI'O@O ? pEt = Y _;7 A
250 9.90 0.7385
500 6.26 0.6855
750 5.43 0.6651
1000  4.62 0.5926
Notas: Estimativas obtidas

utilizando-se o operador Poisson
thinning, para w = —0.05 e XA = 4.

¢ tanto melhor quanto maior for a média amostral do processo {Y;}icz e
quanto maior for a sua variancia em relagao a variancia da série residual.

10 U ‘M‘ i\“ lj‘\ " : | , \‘ : E i ‘
'I,\, AR f / J?‘.. ; ‘“”‘7"‘\:‘ Ww AL ol H
41 L L il 1T —

=2 52 0 15 200 252 i0 52 0 52 t=50 55 801 851 m L 1] 851 901 851

Figura 4.2.18: Modela¢do de uma realizacdo do processo DSINAR(1):
Poisson thinning.

4.3 Séries temporais de valores inteiros com
lacunas

Na modelacdo DSINAR(1) generalizado (ou o caso particular da
modelagao RCINAR(1) generalizado) de séries temporais de valores inteiros
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nao-negativos, para além da dificuldade em prever valores no mesmo suporte,
ainda nos deparamos com o problema destas poderem apresentar lacunas.

No caso da modelacio ARMA de séries temporais com suporte em R,
qualquer destas situagoes nio apresenta dificuldade de maior.

No que diz respeito aos processos de contagem, nomeadamente no
contexto dos processos DSINAR(1) generalizados ou, no caso mais simples,
dos processos RCINAR(1) — os quais até admitem uma representacao AR(1)
— como preencher lacunas de uma dada série temporal estacionaria e de
valores inteiros nao-negativos?

Por exemplo, pensar no processo RCINAR(1) como um processo AR(1) de
paradmetro E[cy] ndo nos permite obter estimativas com suporte em Z* para
as observacoes em falta, quer através dos métodos usuais quer recorrendo a
representacio em espaco de estados!’l.

Sera que faz sentido, tal como no caso do preenchimento de lacunas
em séries temporais de valores reaisl®l, pensar-se numa simples interpolagio
linear? Para dar uma resposta a esta questdo, procedeu-se & simulagdo de
realizacdes de um processo DSINAR(1) generalizado e & estimagdo dos seus
pardmetros, atrdves da estimagdo de mdxima verosimilhanga condicional.
Seguidamente, de forma aleatéria, criaram-se algumas lacunas (até 10%
do total dos dados simulados) e utilizou-se a interpolacdo linear para o
preenchimento das mesmas. Como as observagoes sdo inteiras considerou-se
nao a interpolacio linear em si, mas sim o seu valor inteiro mais préximo.

No que diz respeito & modelagdo de realizagdes de um processo
DSINAR(1) generalizado, o estudo por simulagao, antes e apds a substituicao
de algumas das observagdes simuladas pelas respectivas interpolagoes
lineares, revelou-se muito semelhante. Podemos assim concluir que o
prenchimento de lacunas em séries temporais de contagens, através da
interpolacio linear, nao deve ser & partida rejeitado. Esta maneira,
aparentemente muito simples, mas que permite obter uma boa explicacio
do modelo, devera, contudo, ser confrontada com outras técnicas de
preenchimento de lacunas, de modo a poder sustentar-se melhor esta
afirmacdo. Para tal é necesséario, como trabalho futuro, desenvolverem-se
técnicas de previsdo com suporte em Z™.

BlVer, e.g., Brockwell e Davis (1987), pp. 482-88.
®lpode ver-se um estudo bastante completo de modelagio ARMA de séries temporais
de valores reais com lacunas em Ferreira (1993).
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Capitulo 5
Aplicacao

Todos nés, ao longo do tempo, temo-nos vindo a aperceber de que o clima
global est4 a sofrer grandes alterages, em particular, no que diz respeito ao
aumento da temperatura média da superficie terrestre.

Segundo um relatério da UKCIP (do inglés United Kingdom Climate
Impact Programme) — organismo criado em 1997 e sediado na Universidade
de Oxford — desde o inicio do século XX, a temperatura da superficie
terrestre aumentou cerca de 0.6°C, dos quais 0.4°C ocorreram apés 1970.
1998 foi considerado o ano mais quente dos tltimos 142 anos. Para dar um
exemplo, s6 na India morreram pelo menos 2000 pessoas na primeira semana
de Junho de 1998, com as temperaturas maximas a atingirem os 490,

Mas o caso é mais grave do que aquilo que um leigo na matéria pode
suspeitar. Por exemplo, o ultimo relatério da Agéncia Europeia do Ambiente
(AEA), Sinais Ambientais 2004[2], mostra que a Europa estd a aquecer
mais rapidamente do que o resto do mundo e prevé que esta tendéncia
se v4 manter. De acordo com este relatério, estima-se que até 2100 as
temperaturas possam subir entre 1.4 e 5.8 graus Celcius relativamente ao que
se observava em 1990, incluindo um maior niimero de ondas de calor e mais
intensas também. J4 os Invernos correm o risco de desaparecerem até 2080.
Estas variacgoes climaticas ndo ficam apenas a dever-se & variagdo natural
do sistema climatico, mas também (ou sobretudo) a factores humanos,
nomeadamente as emissoes de gases responsaveis pelo efeito de estufa, entre
0s quais o diéxido de carbono, resultantes da queima de combustiveis fésseis.

Dados fornecidos pelo India Today, em 15 de Junho de 1998.
2lVer em www. eea. eu. ind.



122 Capitulo 5. Aplicagdo

No Verao de 2003, em que as temperaturas maximas na Europa atingiram
valores bastante elevados, e durante um ntmero bastante elevado de dias, o
relatério aponta para a perda de 35 000 vidas, sobretudo no sul da Europa.
A acrescentar a este enorme numero de ébitos registado, tem-se ainda o
impacto econémico que estas condigbes climatéricas provocam. Segundo
a AEA, as alteracgdes climaticas e as condigbes climatéricas provocam, na
Europa, um prejuizo anual médio de 10 mil milhées de euros, com tendéncia
para aumentar. Sé em Portugal, os incéndios florestais do Verao de 2003
custaram cerca de 925 milhdes de euros.

Por tudo isto, muitos tém sido os estudos sobre o impacto das
alteractes climdticas e das condicbes climatéricas em variadissimas areas,
nomeadamente na saude, area sobre a qual iremos debrucar-nos.

Em Portugal, o Instituto Nacional de Satide Dr. Ricardo Jorge
desenvolveu um sistema de vigilincia (sistema fcaro, a funcionar desde 1999)
para, com base na evolugao das condigoes climatéricas na regido de Lisboa,
nomeadamente nas temperaturas maximas diarias, entre Maio e Setembro,
prever e extrapolar a nivel nacional a ocorréncia de ondas de calor, dada
a relacdo, em algumas regioes, que estas tém revelado com o aumento do
nimero de ébitos (segundo estudos estatisticos efectuados por este Instituto).

Devido & motivagao dada por este estudo, apresenta-se neste capitulo
a modelacdo do ntimero de ébitos registado diariamente na Conservatéria
do Registo Civil de Evora entre 1980 e 1997 (e que traduzem, portanto,
o nimero de ébitos ocorridos no distrito de Evora), através do modelo
DSINAR(1) generalizado, usando como covaridvel nao sé a série das
temperaturas maximas didrias, mas também a das temperaturas minimas.
A série do nimero de ébitos didrios foi fornecida pelo Instituto Nacional
de Estatistica e as séries das temperaturas maximas ¢ minimas didrias pelo
Instituto de Meteorologia.

A opc¢ao por utilizar-se este tipo de modelos de séries temporais de valores
inteiros deve-se ao facto de, a nio ser que os valores das observacoes sejam
suficientemente grandes, se tormar inadequada a utilizagdo dos métodos
basecados em ruidos gaussianos. No que diz respeito, em particular, ao
distrito de Evora, a série do ntimero de 6bitos didrios apresenta valores que
oscilam entre 0 e 19, pelo que se justifica a opgio tomada.

A utilizacdo tanto da série das temperaturas maximas didrias, como das
temperaturas minimas didrias, deve-se ao facto de existirem regioes do pais
em que as ondas de calor tém um menor impacto no aumento do nimero
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de mortes do que em outras. Nomeadamente, em regiées onde os Veroes
sao, em geral, bastante quentes e os Invernos relativamente amenos. Estas
condicdes permitem que a populagio se encontre fisiologicamente adaptada a
condictes climatéricas que, em outras regides, seriam consideradas adversas.
Por exemplo, durante a onda de calor que ocorreu em Portugal, em Junho
de 1981, registou-se, no distrito de Lisboa, um pico bastante significativo na
série do nimero de ébitos (o nimero de dbitos didrios atingiu um valor muito
préximo dos 160. Fora dos perfodos de ocorréncia de ondas de calor, este
valor nio ultrapassa a barreira dos 90 6bitos (Nunes (1997))). J4 no distrito
de Evora, onde também se registou a ocorréncia de uma onda de calor,
observou-se um aumento do ntimero de ébitos, mas muito pouco significativo
(em geral, durante o periodo de Verao, o nimero maximo didrio de 6bitos,
no distrito de Evora, é de 13. Durante o periodo em que decorreu a onda de
calor, esse valor chegou aos 14).

Em resumo, pensamos que as extrapolacoes para outras regioes, a serem
feitas, devem sé-lo com alguma parciménia. Isto porque uma onda de calor
nao tem o mesmo impacto em todas as regides. Além disso, parece-nos
razoavel admitir que, em algumas regides, as ondas de frio também possam
ter alguma influéncia no nimero de ébitos.

De seguida, vamos apresentar as defini¢des, por nés adoptadas, de onda
de calor e de onda de frio.

Segundo a definigao do Instituto de Meteorologia, ocorre uma onda
de calor sempre que a temperatura maxima seja, durante pelo menos 6
dias consecutivos, superior ao percentil 90, i.e., seja superior ao valor da
temperatura que ocorre em 90% do tempo ou que é susceptivel de ser
excedido em 10% do tempo.

Contrariamente ao que diz respeito s ondas de calor, ndo existe, em
Portugal, uma definicao oficial de onda de friol3). Por este motivo, vamos
dizer que ocorre uma onda de frio sempre as temperaturas minimas, durante
pelo menos 5 dias consecutivos, estejam abaixo dos 2°C e, destes 5 dias,
em pelo menos 3 dias consecutivos, as temperaturas minimas tenham sido

Blpor exemplo, também na Holanda esta definigio ndo existe. Huynen el al. (2001)
adoptaram como definicio de onda de frio, para este pais, a ocorréncia de temperaturas
minimas abaixo dos —5°C (inclusive) durante pelo menos 9 dias dos quais, em pelo
menos 6, a temperatura minima foi de —10°C ou menos. A tnica definigdo oficial que
encontramos diz respeito aos E.U.A. Segundo o Weather Bureau dos E.U.A., uma onda
de frio caracteriza-se por uma diminuicio na temperatura de 16°F (aprox. —8.9°C) em 24
horas, ou de 20°F (aprox. —6.7°C) em 36 horas, independentemente da hora do dia.
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abaixo dos 0°C. Esta definicdo de onda de frio, que estamos adoptar para
o distrito de Evora, baseou-se num estudo descritivo das séries dos obitos
e das temperaturas minimas ocorridas neste distrito, ao longo dos 18 anos
disponiveis. Talvez fosse mais correcto encontrar uma definicado de onda de
frio para todo o pais. Optamos, contudo, por o ndo fazer uma vez que s6
dispomos da informacéo relativa ao distrito de Evora.

Sera, portanto, com base nestas definicoes de onda de calor ¢ de onda
de frio que se ird averiguar a associacdo do efeito destas temperaturas
“extremas” com o aumento do nimero de ébitos registado diariamente em
Evora.

5.1 Modelacao do ntumero de O6bitos registado
diariamente em Evora entre 1980 e 1997

5.1.1 Os dados

Tal como ja foi referido, dispomos para este estudo de trés séries temporais
relativas ao nfimero de 6bitos registado diariamente no distrito de Evora e as
temperaturas maximas € minimas didrias, referentes ao mesmo distrito. As
temperaturas maximas e minimas designam-se abreviadamente por Tmax e
Tmin, respectivamente.

Apesar de dispormos da série dos ébitos entre 1980 (1 de Janeiro) e 2002
(31 de Dezembro) apenas dispomos das séries das temperaturas entre 1980
e 31 de Maio de 1998. Por este motivo, optdmos por modelar a série dos
dbitos durante o periodo entre 1980 e 1997. Contudo, a titulo de exemplo, as
figuras 5.1.1 e 5.1.2 exibem os graficos da série dos 6bitos didrios entre 1980 e
2002. As figuras 5.1.3 e 5.1.4 exibem os graficos das séries das temperaturas
maximas e minimas didrias entre 1980 e 1997.

Da observagio dos graficos da série do niimero de ébitos constata-se que
os dados apresentam uma sazonalidade anual, com os meses de Inverno a
apresentarem, em geral, valores mais elevados que os restantes meses. Os
meses de Primavera, de Verdo e de Outono parecem, em alguns anos, exibir
um comportamento andlogo entre si.

A figura 5.1.7 exibe uma representacdo gréifica, em forma de
caixa-de-bigodes, do nimero de O6bitos por ano (por uma questdo de
curiosidade apresentam-se os dados até 2002). A excepcao de 1989, todos os
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Fonte: Instituto Nacional de Estatistica.

Figura 5.1.1: Obitos registados em Evora entre 1980 e 1992.
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Fonte: Instituto Nacional de Estatistica.

Figura 5.1.2: Obitos registados em Evora entre 1993 ¢ 2002.
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Fonte: Instituto de Meteorologia.

Figura 5.1.3: Temperaturas maximas (a tracejado) e minimas (a cheio)
registadas em Evora entre 1980 e 1992,

10
0148193 04093 04Jar-94 07004  07-Jan-95 10-45-05  10aw36 120198 124an97 15497
03Abro3 04-Dut03 08ADbr04 07-Dut04 09AbROS 10-04185 11AbrOS 12-0ut98 14Abr97 15.0ut97

Fonte: Instituto de Meteorologia.

Figura 5.1.4: Temperaturas maximas (a tracejado) e minimas (a cheio)
registadas em Evora entre 1993 e 1997.
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Figura 5.1.5: Histograma dos ébitos registados em Evora entre 1980 e

1997.
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Figura 5.1.6: FAC e FACP amostrais dos 6bitos registados em Evora

entre 1980 e 1997.

anos exibem pelo menos dois outliers superiores, moderados e/ou severos.
Através do teste nio-paramétrico de Kruskal-Wallis rejeita-se a hipétese nula
da igualdade das medianas dos 18 anos em estudo (80-97). Contudo, esta
hipétese nio se rejeita (ao nivel de significincia de 5%) para os anos de 80-88
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(p-value=0.07) e 90-97 (p-value=0.073).
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Figura 5.1.7: Caixas-de-bigodes dos 6bitos registados em Evora de
1980-2002.

Passando agora a uma andlise mais pormenorizada dos dados, vamos
analisar a série do mimero de 6bitos didrios segundo as estagoes do ano. Para
esta andlise foi definido um periodo de Inverno (que vai desde 1 de Dezembro
até 28/29 de Fevereiro) e um perfodo de Verdo (que vai desde 1 de Junho
até 31 de Agosto)!¥). Esta escolha deve-se ao facto de serem nestes meses
que ocorrem as ondas de calor e de frio.

Centrando a andlise na série do numero de 6bitos didrios nos meses de
Verao, verifica-se que o processo se mostra relativamente estacionario. Ou
seja, os valores variam em torno de um valor fixo (aproximadamente 5) e
esta variabilidade parece ser aproximadamente constante. Para os meses
de Inverno, os valores variam em torno de um valor fixo (aproximadamente
7), mas a variabilidade j& ndo parece ser constante. Da leitura da funcio
de autocorrelagao (figura 5.1.6) ja havia indicios para suspeitar que a série
dos ébitos, para além de apresentar um comportamento sazonal, também
apresenta uma certa tendéncia.

MO Inverno de 1980 apenas contém os meses de Janeiro e Fevereiro e o Inverno de
1997 esta completo, ou seja, contém os meses de Dezembro de 1997 e os meses de Janeiro e
Fevereiro de 1998, dado que até estes meses se dispoe das temperaturas maximas e minimas
didrias.
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As figuras 5.1.8 e 5.1.9 exibem duas representacdes graficas, em forma
de caixa-de-bigodes, para os perfodos de Verdo e Inverno. Relativamente
ao Verdo, e recorrendo uma vez mais ao teste ndo-paramétrico de
Kruskal-Wallis, nio se rejeita, ao nivel de significincia de 1%, a hipétese
nula da igualdade das medianas dos 18 anos. Para os perfodos de 80-88 e de
90-97, nio se rejeita igualmente esta hipétese obtendo-se, respectivamente,
um p-vaelue de 0.075 e um p-value de 0.312.

No que diz respeito ao Inverno rejeita-se, para qualquer nivel de
significincia, a hipétese nula da igualdade das medianas, quer dos 18 anos
quer dos periodos de 80-88 e de 90-97.
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Figura 5.1.8: Caixas-de-bigodes dos 6bitos registados em Evora nos
meses de Junho, Julho e Agosto, entre 1980-1997.

Considerando ainda esta divisdo entre Inverno e Verao, e
ap6s o calculo das correspondentes médias e varidncias amostrais
((Z1nverno = 7-20, anvemo =8.036) e (Zyerzo = 9.08, S%/eré,o = 5.643)),
fomos averiguar se estas duas colecgdes de dados podem ser consideradas
amostras provenientes de v.a.’s com distribui¢do de Poisson. O teste
de Kolmogorov-Smirnov leva-nos a nao rejeitar as hipdteses postuladas
(p — value (Inverno) = 0.626 e p — value (Verao) = 0.801). Contudo, esta
hip6tese é de rejeitar quando consideramos a série dos O6bitos na sua
totalidade.

Estudemos agora os efeitos das ondas de frio e de calor na mortalidade.
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Figura 5.1.9: Caixas-de-bigodes dos 6bitos registados em Evora nos
meses de Dezembro, Janeiro e Fevereiro, entre 1980-1997.

Nota. Para o inverno de 1980 apenas constam os meses de Janeiro e Fevereiro.

Através do estudo das trés séries temporais constatou-se que o impacto de
uma onda de calor no aumento do niimero de 6bitos é quase imediata e que,
apo6s os 3 dias para além do final de uma onda de calor, o niimero de ébitos
volta ao seu comportamento anterior. Este comportamento parece sugerir
que o impacto da onda de calor é sentido essencialmente por pessoas que na
altura ja se encontravam bastante débeis.

Nos periodos em que ocorreram ondas de frio verificou-se, em alguns
casos, um certo acréscimo do niimero de 6bitos. Contudo, em todas as
ondas de frio que ocorreram entre 1980 e 1997, o maior impacto surge logo
apos estas terem terminado e prevalece durante 8 a 11 dias. Apds estes 8 a
11 dias, para além do final da onda de frio, surge um valor mais extremo.
S6 para dar um exemplo, nos 10 dias apés a onda de frio de Fevereiro de
1983 (na qual se registou a maior sucessao de dias frios, com temperaturas
abaixo dos 0°C) ocorreram 19 ébitos, o maior valor observado nos 18 anos em
estudo. Este impacto a longo prazo parece sugerir que o aumento do niimero
de 6bitos €, talvez, consequéncia de gripes ou pneunomias originadas devido
a esse arrefecimento. Estas observacoes carecem, contudo, de uma anglise
mais aprofundada, nomeadamente de se conhecerem as causas que deram
origem a esses Obitos. Os impactos de uma onda de calor e de uma onda
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frio na mortalidade, no distrito de Evora, sao descritos, respectivamente, na
figuras 5.1.10 e 5.1.11.

)
ofdun-gl  11Jun9t  21wum®t  O1-dul-91  13-dul-91 210191 31-hl-91  {0Ago-91  20-Ago-81  30-Ago-91
06Jun-31  16Jun91  26dun-91 06491 180191 264091  05Ago-81  15Ago-91 25Age-91

Figura 5.1.10: Numero de 6bitos antes, durante e apds a onda de calor
de Julho de 1991 (assinalada através das linhas a tracejado).

01-Jan-83 134an-83 259an-83 06-Fev-83 18Few83 02-Mar-83 14-Mar-83 26 Mar-83
07-Jan-83 19an-83 31Jan-83 12- Fav-83 24Feu83 08-Mar-&3 20-Mar-83

Figura 5.1.11: Nimero de 6bitos antes, durante e apos a onda de frio de
Fevereiro de 1983 (assinalada através das linhas a tracejado).

Na tabela seguinte apresentam-se os excessos durante as ondas de calor
e de frio registadas em Evora entre 1980 e 1997 (tabela 5.1.1).

Para se definir excessos numa onda de calor, ou de frio, comecemos por
definir periodo alargado. Define-se por periodo alargado de uma onda de
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calor, o numero de dias em que durou a onda de calor, acrescido de 3 dias
apds esta ter terminado. E por periodo alargado de uma onda de frio, o
nimero de dias em que durou a onda de frio, acrescido de 11 dias apéds esta
ter terminado.

Deste modo, definiu-se como ezcessos numa onda de calor a diferenca
entre o niimero de 6bitos observados durante o seu periodo alargado e o
numero de ébitos observados durante o periodo alargado que a precedeu. A
comparacao com os dias que imediatamente precederam a onda de calor é
uma das comparagoes propostas pelo Instituto Dr. Ricardo Jorge e que nos
pareceu adequada, uma vez que nos d4 alguma garantia de ndo ter havido
grande alteracdo da dimensdo da populagao, durante esse periodo de tempo.

Um outro modo de definir excessos numa onda de calor seria através da
comparagao do niimero de 6bitos observados durante o respectivo perfodo
alargado com o nimero de 6ébitos observados em periodos homélogos
(pertencentes aos anos anteriores e posteriores mais préximos do ano em que
ocorreu a onda de calor), cuja temperatura média se encontrasse préxima
da temperatura média que se verificou durante o periodo em que durou a
onda de calor. Através desta comparagao estar-se-ia a comparar o nimero de
6bitos em igual nimero de dias e em condigdes climatéricas andlogas, mas em
que num caso a temperatura mixima se manteve acima de um determinado
nivel durante um certo nimero de dias consecutivos e no outro caso a
temperatura maxima oscilou em torno desse nivel. Esta comparacao levanta,
contudo, algumas dificuldades, nomeadamente na defini¢io de temperaturas
proximas.

Como ezcessos numa onda de frio, e seguindo a linha anterior, adoptou-se
como defini¢do a diferenca entre o nimero de 6bitos observados durante o
correspondente periodo alargado e o nimero de ébitos observados durante o
mesmo numero de dias que precederam a onda de frio.

Nao se tendo rejeitado a hipétese de que o nimero de 6bitos didrios,
segundo as estagoes do ano, é proveniente de uma populagao com distribuicio
Poisson, estimédmos a probabilidade de cauda associada ao ponto z’'+’, onde
z' é 0 nimero total de ébitos observados durante as ondas de frio, ou de calor,
e y' é o correspondente nimero de dias apés estas terem terminado. Para
tal, consideramos como estimativa do valor esperado da distribuicdo Poisson
o numero total de ébitos observados durante o mesmo ndmero de dias que
precederam estas ondas de frio, ou de calor.

Para as duas ondas de frio obtivemos valores muito préximos de zero, para

T
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Tabela 5.1.1: Excessos durante as Ondas de Calor (OC) e de Frio (OF).

Total de Obitos na(os)

Data Duragio(x) OF 11 dias(y) apés a OF  x+y dias antes da OF  Excesso
09/Fev/83 8 60 106 121 45
08/Jan/85 10 91 109 149 51

Total de Obitos na(os)
OC 3 dias(y) apés a OC  x+y dias antes da OC

11/Jun/81 7 58 20 57 21
07/Ago/82 6 38 19 47 10
15/Jul/86 7 42 12 46 8
04/Set/88 6 29 26 11 14
12/Jul/91 6 66 33 37 62

as estimativas das probabilidades atras referidas. Isto indica que os valores
observados se afastam significativamente do padréo existente em situagao de
nio ocorréncia de ondas de frio. Relativamente as ondas de calor, apenas
os valores observados nas ondas de calor de 1982 e de 1986 nao se afastam
significativamente do padrio existente, em situagao de nao ocorréncia de
ondas de calor.

5.1.2 Modelacdo da série de Sbitos registados em Evora

Seguidamente apresenta-se uma aplicagio dos processos DSINAR(1)
generalizados na modelagdo da série de Obitos registados diariamente na
Conservatéria do Registo Civil de Evora entre 1980 e 1997 (correspondentes,
portanto, ao distrito de Evora). Tal como foi atrds referido, nesta
modelagio serdo utilizadas como covaridveis as temperaturas méximas e
minimas didrias. A nio-estacionariedade da série dos 6bitos ndo constitui
um problema na obtencdo das estimativas dos parametros do modelo,
as quais sdao obtidas através da estimagao de maxima verosimilhanca
condicional (EMVC). Os estudos por simulagio efectuados no capitulo 4
evidenciaram que, para amostras de grande dimensao, os estimadores de
méxima verosimilhanca condicional conduzem a boas estimativas para o
vector pardmetro do modelo, no sentido em que 0s €rros quadréticos médios
se encontram muito préximos de zero.

Tendo em atencio as consideragbes anteriores sobre o impacto das
ondas de calor e de frio na mortalidade foram calculados os coeficientes de
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correlagao de Spearman entre a série dos 6bitos e as séries das temperaturas
méaximas e minimas (com e sem desfasamentos) durante as ondas de calor
e de frio, respectivamente. Falar de séries das temperaturas (méximas e/ou
minimas) sem desfasamento significa que se estd a considerar que, num
determinado dia, o ndmero de dbitos é influenciado pelas temperaturas
desse mesmo dia. Contrariamente, falar em séries das temperaturas com
desfasamento significa que estd a considerar-se que o ntmero de 6bitos,
num determinado dia, é influenciado pelas temperaturas registadas em dias
anteriores.

Durante as ondas de calor, o maior coeficiente de correlacio foi encontrado
entre as varidveis nimero de dbitos e temperatura mdzima didria desfasada
de 1 dia (0.370) e, durante as ondas de frio, entre as varidveis nimero didrio
de Gbitos e temperatura minima didria desfasada de 8 dias (—0.208). Em
ambos 0s casos a correlacio entre as varidveis é estatisticamente significativa.

A modelacio mais satisfatéria (em termos da anélise dos residuos e
do coeficiente de ajustabilidade, pg,) foi obtida usando o seguinte caso
particular do modelo DSINAR(1) generalizado:

Y, = o"°Y, | + 7,
onde Z; ~ Po(\),
YY1, Tming_g, Tmax;—; ~ Po(oyY;_1 + A)

e ap = exp(w;Tmin} g + woTmax,; ;). Por outras palavras, utilizou-se como
covaridveis as temperaturas maximas desfasadas de 1 dia e a seguinte funcio
das temperaturas minimas desfasadas de 8 dias e que designaremos por
Tminy:
Tming = { Tmin, — Tmin, 0°C < Tmin; < 5°C
Tming, c. C.

onde Tmin ¢ a média amostral das temperaturas minimas durante o periodo
em que estas estiveram abaixo dos 5°C.

A opgao por utilizar-se esta fungdo das temperaturas minimas ficou a
dever-se ao facto de em alguns periodos de dias consecutivos em que as
temperaturas minimas se situaram entre os 0°C e os 5°C (nao constituindo,
segundo a definicio por nés adoptada, uma onda de frio) se ter observado
um certo acréscimo do nimero de 6bitos. Deste modo, com esta funcio
pretendeu dar-se mais peso a estas temperaturas.
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Note-se que os critérios de selecgio da ordem do modelo mais apropriado
na modelacio de um dado conjunto de dados, nomeadamente o critério AIC
(critério sugerido por Akaike em 1973) ou suas derivagoes, nao foram aqui
utilizados. Isto deve-se ao facto de o critério AIC, e as extensOes deste
terem sido construidos de modo a serem interpretados como uma estimativa
(aproximada) centrada da medida de discrepancia de Kullback-Leibler entre
o modelo ajustado e o verdadeiro modelo, o qual se assume como linear e
gaussiano.

A tabela 5.1.2 contém as estimativas de maxima verosimilhanga
condicional dos parimetros do modelo, obtidas a partir de programas
elaborados em linguagem FORTRAN.

Tabela 5.1.2: Estimativas de (w1,w2, A}, por EMVC.

w1 Wa A
—-0.16219 —0.03875 5.05507

A partir destes resultados podemos constatar uma maior contribuigdo da
variavel Tmin}_g para a explicacdo de Y3, do que da varidvel Tmax; 1. Face
a0 valor da estimativa de wo, interessava agora saber se esse parametro é ou
n&o nulo. Por outras palavras, interessa testar a seguinte hipdtese

H() : }QNfg,é: (wl,A) vs H1 : Y}Nfg',é):(wl,wz,}\).

Efectuando-se o teste da razdo de verosimilhangas (baseado na
verosimilhanca do processo DSINAR(1) Poisson), o valor observado de
menos duas vezes o logaritmo da estatistica de teste foi de 766.36. Considerar
a aproximacio da distribuigio amostral desta estatistica de teste pela
distribuicao Qui-Quadrado, com 1 grau de liberdade, leva-nos a rejeitar a
hip6tese nula (o quantil de probabilidade 0.95 da distribuigao Qui-Quadrado
com 1 grau de liberdade é de 3.8415). Desta constatacao decorre, entao, que
de entre os varios modelos estudados (nos quais se incorpora como unica
série explicativa, a série das temperaturas), o modelo postulado é aquele que
melhor descreve a série temporal do niimero de 6bitos registado diariamente
no distrito de Evora.

Olhemos agora para os residuos do modelo ajustado. Tal como foi definido
no capitulo 2, o residuo, &, define-se, no instante t, do seguinte modo:

ft =Y — E[YdYt—l»Xt] =Y — oY1 — A



136 Capitulo 5. Aplicacio

Sendo {ay}iez um pee. nao-estaciondrio tem-se, para qualquer
distribui¢do G(+) (com G(-) a distribuicdo discreta que especifica a operacio
thinning generalizada) que {{;}:cz é uma sucessao de v.a.’s de média nula e
Cov(&;,&4n) = 0, h > 0. Sob a hipétese de que a varidncia dos residuos
existe, prova-se que os residuos sdo ndo-correlacionados (ver observacio
2.3.1). Serd, pois, sob esta hipétese que iremos estudar a adequacio do
modelo postulado.

As figuras 5.1.12-5.1.15 exibem, respectivamente, o grafico dos residuos
do modelo DSINAR(1) generalizado ajustado, o respectivo histograma e as
correspondentes fungoes de autocorrelagao (FAC) e autocorrelacio parcial
(FACP) amostrais. A partir da sua observagao consideramos que as hipéteses
postuladas sao razoavelmente confirmadas. Ou seja, os graficos dos residuos
nao exibem tendéncias. As FAC e FACP amostrais desses mesmos residuos
assemelham-se as FAC e FACP de uma sucessio de v.a.’s nio-correlacionadas
e o histograma apresenta-se razoavelmente simétrico em torno de zero.

=1 21 501 750 10001281 1501 178 2001 2251 1-250F 2250 SN 8281 88D Q751 40D e25t &S00 4751
12 % 52 23 L2613 1828 1878 2u% 2306 262 287 342 336 88 38% A1 376 el 4876

Figura 5.1.12: Residuos do modelo DSINAR(1) generalizado ajustado.

Os intervalos de confianca (a 95%) para as FAC e FACP amostrais dos
residuos do modelo ajustado foram obtidos através de 500 amostras bootstrap
obtidas, por sua vez, através da reamostragem estaciondria por blocos, com
um valor de p suficientemente pequeno (p = 0.007).

As figuras 5.1.16 e 5.1.17 exibem os graficos da séries dos ébitos e
da respectiva série estimada. De modo a estudar-se a ajustabilidade do
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14— ——w w — w —¥
15001 5,158 537 5475 5633 5791 5949 8,107 6265 5423
5.080 5238 5398 5554 5,712 5870 6028 6.186 6,344 6502

Figura 5.1.13: Residuos do modelo DSINAR(1) generalizado ajustado.
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Figura 5.1.14: Histograma dos residuos do modelo DSINAR(1)
generalizado ajustado.

modelo & série temporal calculou-se, ainda, o quadrado do coeficiente de
ajustabilidade, pi«t. Para tal, dividiram-se as séries real e estimada em
periodos de Inverno (apenas os meses de Dezembro, Janeiro e Fevereiro) e de
Verdo (meses de Junho, Julho e Agosto), calcularam-se a média amostral da
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FAC FACP

Figura 5.1.15: FAC e FACP amostrais (a cheio) dos residuos do modelo
DSINAR(1) generalizado ajustado e respectivos intervalos de confianca
bootstrap a 95% (a tracejado).

série real e a média do erro absoluto entre a série real e a série estimadal®.
Para. o Inverno, obteve-se um pE médio de 0.552425 e para o Verao um
pE médio de 0.405104. Apesar de se terem obtido valores de pE algo
afastados de 1, o modelo ajustado parece bastante promissor, uma vez
que a temperatura é a tnica varidvel explicativa que se estd de momento
a incorporar no modelo. Dai este nio conseguir captar adequadamente
a variabilidade “total” dos dados. Embora o modelo nio consiga captar
adequadamente a variabilidade “total” dos dados, este consegue, contudo,
captar adequadamente as principais caracteristicas evidenciadas pelos dados.

Com base nas caracteristicas da série dos 6bitos didrios, nomeadamente
no aparecimento de um valor extremo apés uma onda de frio, vamos fazer a
previsao desses valores extremos, com base na informacdo até a ocorréncia
dessas mesmas ondas de frio. Verificou-se que estes valores extremos sio
tanto malores, quanto maior é a duragao da onda. Embora nao seja possivel
tomar como segura esta constatacao (por apenas dispormos de duas ondas de
frio, com base na nossa defini¢ao), ela parece-nos bastante plausivel, pelo que

A média amostral do média do erro absoluto entre a série real e a série estimada,
considerando a série no seu todo, foi de 1.797295
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Figura 5.1.16: Série dos ébitos (a claro) e série estimada (a escuro).

Wodelag 3o

Séria do 4bitos

1=5601 5389 5317 5475 533 5791 5843 5107 6285 6428
5,080 5238 5396 5554 5712 5870 6028 8,186 5344 6502

Figura 5.1.17: Série dos 6bitos (a claro) e série estimada (a escuro).

as estimativas desses valores extremos serao obtidas tendo em consideracao
o efeito cumulativo das temperaturas minimas, durante o periodo em que
decorreu a onda de frio. As estimativas sdo, assim, obtidas através da
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seguinte expressao:
T _
exp (cbl Z(Tmim — Tmin)) Yo + A,
1=1

sendo m a duracdo da onda. As estimativas dos valores extremos ocorridos
durante as ondas de frio registadas entre 1980 e 1997 sio apresentadas na
tabela seguinte:

Tabela 5.1.3: Valores extremos causados por uma onda de frio e suas

estimativas.
Data N° de 6bitos  Estimativa pontual do mimero de ébitos
26/ Fev /83 19 20.89864
28/ Jan/85 17 17.92792

Se admitirmos uma defini¢do de onda de frio menos rigorosa, por
exemplo, a ocorréncia de pelo menos 5 dias consecutivos com Tmin < 5°C
(o que corresponde a ter quatro ondas de frio), é possivel, através da
expressao anterior e com idéntica aproximacao, estimar a ocorréncia de
valores extremos apds essas ondas de frio. Na tabela seguinte apresentam-se
as estimativas dos valores extremos ocorridos apés as quatro ondas de frio.

Tabela 5.1.4: Valores extremos causados por uma onda de frio e suas

estimativas.
Data Numero de ébitos  Estimativa pontual do nimero de ébitos
26/Fev/83 19 20.89864
28/Jan/85 17 17.92792
07/Mar/93 17 18.59962
23/Jan/94 17 16.24399

Observagao 5.1.1. Em 1997, Baltazar Nunes (& altura, estagidrio no
Instituto de Saide Dr. Ricardo Jorge) estudou o impacto das temperaturas
méximas na mortalidade, no distrito de Lisboa. Para a modela¢ao do nimero
de ébitos didrios, recorreu aos modelos ARIMA (AutoRegressive Integreted
Moving Average) e aos modelos de Regressdo Dinamica. A escolha destes
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processos, baseados em ruidos gaussianos, para a modelacao de uma série
de valores inteiros nio-negativos, ficou a dever-se ao facto de os valores das
observacoes no distrito de Lisboa serem bastante elevados. O autor chegou
a resultados bastante satisfatérios com o modelo de Regressao Dinamica, no
sentido em que conseguiu captar a estrutura da série e ajustar o pico de
mortalidade provocado pela onda de calor de 1981.

De modo a incorporar a informagao proveniente da série das temperaturas
maximas, o autor criou funcoes destas temperaturas.

(1) Uma fungdo que quantificasse o excesso de calor,

Tmax — 32, Tmax > 32°C

TM32t:{ ) o

(2) Uma outra que representasse o numero de dias (até ao instante de
tempo t) em que a temperatura méxima se encontrou acima dos 32°C.
Esta funcao foi designada por Conpaszz;

(3) e, por dltimo, uma funcdo que representasse a sobrecarga térmica
acumulada até ao instante de tempo ¢t. Esta fungao foi definida a
custa das anteriores do seguinte modo,

STRESS:}QZ = CONDA32L X TM325.

Estas varidveis foram também utilizadas como varidveis explicativas
a incorporar no modelo DSINAR(1) generalizado. Contudo, com estas
covaridveis, o método iterativo de Newton-Raphson (utilizado na obtengao
das estimativas de mdxima verosimilhanga condicional) ndo converge.
Mesmo modificando-se a varidvel T'M 32, (talvez seja razodvel admitir, para o
distrito de Evora, uma barreira acima dos 32°C) néo conseguiu ultrapassar-se
esta dificuldade.
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5.2  Outros modelos condicionalmente Poisson

Dada a semelhanca do modelo DSINAR(1) generalizado usado na modelacio
dos dados dos ébitos didrios, e que tem a forma

Vi =0y oYy + 7y,

onde Z; ~ Po()) e a; = f(X), isto &,

Yi|Yio1, Xi ~ Po(ayYi 1 + ),

com os modelos condicionalmente Poisson pertencentes as classes
ModPy(p,q) e ModPs(p,q) (apresentadas no capitulo 1), pareceu-nos
interessante apresentar uma andlise dos dados dos 6ébitos (envolvendo
igualmente as temperaturas minimas ¢ méximas didrias como covariaveis),
através de dois modelos pertencentes as classes ModP)(p,q) e ModPy(p, q).
Nao se pretende, com isto, fazer um estudo da seleccio do modelo mais
apropriado para os dados em causa, mas apenas confrontar o modelo
DSINAR(1) generalizado com dois modelos condicionalmente Poisson com
duas definicoes diferentes de equacio de estado.

Por este motivo, optamos por apresentar uma anilise dos dados dos ébitos
registados diariamente no distrito de Evora usando o modelo estudado por
Zeger e Qaqish, em 1988, e de um modelo andlogo ao modelo PAR(1),
proposto por Brandt et al. (2000a).

A opgao por utilizar o modelo estudado por Zeger e Qaqish, em 1988,
em vez das alteragoes a este propostas por Davis et al. (1997, 2001),
deveu-se nao s6 ao facto de este primeiro ser mais simples de implementar,
como também ao facto de as referidas alteragoes incidirem apenas numa
correcgao da equacao de estado de modo a ser possivel obter alguma solucio
estacionaria para todo o valor de v — um dos parametros da equacao de
estado (5.2.1). Como os dados com que estamos a trabalhar apresentam
claramente uma nao-estacionariedade nao nos pareceu importante efectuar,
por agora, a implementacao destas alteracoes.
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5.2. Outros modelos condicionalmente Poisson

5.2.1 Modelo estudado por Zeger e Qaqish, em 1988
O modelo estudado por Zeger e Qaqish (1988) é da forma
)/%lylf—la YVt—‘Zﬂ e 7Y;f—p7}zt ~ PO(H’L)*,

cuja equacao de estado é dada por

P
log(ps) = Y 7iYioi + B X (5.2.1)
i=1
Para a andlise dos dados dos 6ébitos  considerou-se, a
semelhanga do modelo DSINAR(1) generalizado, que p = 1 e que

X, = (Tmax;—, Tminj g).

O ajustamento deste modelo parece ser bastante pior que o do modelo
DSINAR(1) generalizado. Nomeadamente, a série ajustada nao acompanha
as flutuagoes sazonais da série inicial (como se pode comprovar pelas figuras
5.2.1 e 5.2.2) e, como consequéncia, os graficos dos residuos do modelo
ajustado (figuras 5.2.3 e 5.2.4) exibem igualmente um padrao sazonal.
Como a série ajustada nao consegue captar as principais caracteristicas
evidenciadas pelos dados, causa ainda o aparecimento de valores demasiado
elevados nos residuos.

Figura 5.2.1: Série dos 6bitos (a vermelho) e série estimada (a preto).
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Modelag ao

0 . - | g Série dos 6bitos

1=5001 5159 5317 5475 5791 5949 6107 6265
5080 5238 5396 5554 5712 5870 6,028 6186

6.423

6.344 6,502

Figura 5.2.2: Série dos 6bitos (a vermelho) e série estimada (a preto).

Figura 5.2.3: Residuos do modelo ajustado.

5.2.2 Um modelo andlogo ao modelo PAR(1)

Tal como foi referido anteriormente, uma segunda proposta consiste numa

alteracao ao modelo PAR(1), proposto por Brandt et al.

(2000a). Uma

primeira diferenga entre este modelo e o modelo que vamos propor estd na
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30
1=5001 5438 5317 5475 3833 514 5549 5107 5,285 6423
5080 5238 5398 5554 52 5870 8028 8188 65344 5.502

Figura 5.2.4: Residuos do modelo ajustado.

forma de definir a equagio de estado. Ou seja, o modelo por nés proposto é
um modelo condicionalmente Poisson da forma

Y|Yio1, Xi ~ Po(pe),
cuja equagao de estado é dada por
pr = a¥i1 + Ay
sendo Ay = exp(cﬁ}zt).
A segunda diferenca estd no facto de considerarmos que {Xt}tez é um

p.e. multivariado, com uma determinada estrutura de correlagdo, em vez de
uma sucessio de v.a.’s i.i.d., tal como proposto por Brandt et al. (2000a).

A razdo por termos optado por esta defini¢ao de equacao de estado (em
vez da proposta por Brandt et al. (2000a), e, pr = P (Y —
exp(wXy)) + exp(wX;)) ficou a dever-se ao facto de mnos ter parecido
razoavel admitir que o niimero médio de ébitos num determinado dia ¢ fosse
proporcional (com uma propor¢ao & que se mantém constante ao longo do
tempo) ao nimero de Gbitos registado no dia anterior (¢ — 1) mais o numero
médio de 6bitos devidos & influéncia de determinados factores, {Xt}tez,
observados no dia ¢.

Considerou-se como séries explicativas as séries das temperaturas
méximas e das temperaturas minimas, tal como no modelo DSINAR(1)
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generalizado. A modelagdo mais satisfatéria (em termos da andlise dos
residuos e do coeficiente de ajustabilidade, pE,) foi obtida usando o seguinte
modelo

Yi|Yio1, Tmin]_g ~ Po(u),
cuja equagao de estado é dada por
Bt = aYi_1 + Ay,

sendo A; = exp(wiTmin; ¢). Isto é, usa-se como covaridvel apenas as
temperaturas minimas desfasadas de 8 dias.

A tabela seguinte contém as estimativas de mixima verosimilhanca
condicional dos pardmetros do modelo, obtidas a partir de um programa,
elaborado em linguagem FORTRAN.

Tabela 5.2.1: Estimativas de (o, w; ), por EMVC.

& L:)1
0.92328  —0.17079

As figuras 5.2.5-5.2.8 exibem, respectivamente, o grafico dos residuos do
modelo ajustado, o respectivo histograma e as correspondentes funcgoes de
autocorrelacao e autocorrelagao parcial amostrais.

A partir da sua observagio constata-se que as FAC e FACP amostrais
dos residuos se assemelham as FAC e FACP de um modelo MA(1) (modelo
de médias méveis de ordem 1). Como estas funcdes parecem sugerir que
a série dos residuos apresenta uma estrutura que podera ser descrita por
um modelo MA(1) procedemos, entéo, & sua modelacio através do referido
modelo. Nas figuras 5.2.9-5.2.12 estio representados os “novos” residuos
do modelo ajustado, o seu histograma e as correspondentes FAC e FACP
amostrais. Graficamente, nada parece contrariar a hipétese de que 0s
residuos constituem uma sucessdo de v.a.’s nio-correlacionadas e de média
nula.

Nas figuras 5.2.13 e 5.2.14 estdio representadas a série real e a série
estimada. A fim de se estudar a ajustabilidade do modelo & seme temporal
calculou-se ainda o quadrado do coeficiente de ajustabilidade, pE , seguindo
0 mesmo procedimento que na sec¢ao anterior. Isto é, dividiram-se as séries
real e estimada em periodos de Inverno e de Verdo, calcularam-se a média
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16
a1 251 500 T 00 1250 1sm 1FE 2001 2250 L-2s0r 2751 300 1251 1501 aISL 2001 251 450 475
1% % 526 87 14%  18% 167 1876 20% 130 282 267 1% 8376 3826 3BT 41% 43T & 48T

Figura 5.2.5: Residuos do modelo ajustado.

16
15001 5159 5317 5475 5533 519 5348 8107 8265 6428
5,080 5238 5398 5554 5712 5870 6028 188 6344 5502

Figura 5.2.6: Residuos do modelo ajustado.

amostral da série real e a média do erro absoluto entre a série real e a
série estimada. Obteve-se, para o Inverno, um p%t médio de 0.33495 e
para o Verao, um pZEt médio de 0.27341. Estes resultados mostram que
o modelo DSINAR(1) generalizado, anteriormente aplicado, parece (& luz
deste coeficiente) explicar melhor a variabilidade dos dados.
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Figura 5.2.7: Histograma dos residuos do modelo ajustado.
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Figura 5.2.8: FAC e FACP amostrais dos residuos do modelo ajustado.
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Figura 5.2.9: “Novos” residuos do modelo ajustado.

18
t=500 5158 5317 5475 5833 5791 5949 5107 6.268 §42
5080 5238 538 5584 §712 5870 5028 8,186 £344 8302

Figura 5.2.10: “Novos” residuos do modelo ajustado.
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Figura 5.2.11: Histograma dos “novos” residuos do modelo ajustado.
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Figura 5.2.12: FAC e FACP amostrais dos “novos” residuos do modelo
ajustado.
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Figura 5.2.13: Série dos Gbitos (a claro) e série estimada (a escuro).

 cdelagio

Sérin dos phitas

{L5901 5150 5317 5475 5603 5781 BE49 8107 £285 6220
5080 5238 5396 8550 &712 5870 5028 6186 8348 6502

Figura 5.2.14: Série dos 6bitos (a claro) e série estimada (a escuro).
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Capitulo 6

Conclusoes e sugestoes para
trabalho futuro

Neste trabalho foram estudados modelos de séries temporais de valores
inteiros nio-negativos que satisfazem a equagdo as diferencas duplamente
estocastica

Vi=a %Y1+ 2, tEZ,

onde {ai}iez € {Zihez sdo duas sucessbes de v.a’s mutuamente
independentes e o é um operador aleatério, denominado operador thinning
generalizado.

Numa primeira fase considerou-se {c}tez como um p.e. com segundos
momentos finitos. O processo {Y;}icz com esta caracteristica, e admitindo
a representagao anterior, foi denominado DSINAR(1) generalizado (Doubly
Stochastic INteger AutoRegressive). Foram estudadas as condigbes de
existéncia e estacionariedade fraca (ou de 2% ordem) de processos admitindo
tal representagdo. Provou-se, também, que um processo estaciondrio de
2¢ ordem solucio da equagao as diferencas duplamente estocastica tem,
necessariamente, uma forma causal.

Da familia dos modelos DSINAR(1) generalizados estudou-se o caso
particular em que o operador thinning generalizado é especificado através
da distribuicio Binomial (denominado simplesmente processo DSINAR(1)).
Provou-se que as condigdes necessarias e suficientes para a estacionariedade
fraca dos processos auto-regressivos de ordem 1, de coeficientes estocasticos,
siio as mesmas quer tenham suporte em Z* (processos DSINAR(1)) ou em
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R (Doubly Stochastic AutoRegressive process of order one, abreviadamente
DSAR(1)).

Numa segunda fase, e & semelhanca dos modelos auto-regressivos de
coeficientes aleatdrios e com suporte em R (RCA), estudados, por exemplo,
por Nicholls e Quinn (1982), considerou-se {oy}icz como uma sucessio
de v.a’s iid. com segundos momentos finitos. O processo {Y;}icz com
esta caracteristica e admitindo a representacao anterior foi denominado
RCINAR(1) generalizado (Random Coefficient INteger AutoRegressive).

Tal como para o processo anterior, foram igualmente estudadas as
condigoes de existéncia e estacionariedade fraca de processos admitindo
tal representagdo. Uma conclusao importante a que se chegou é que um
processo estaciondrio de 22 ordem solugdo da equagio Y; = ¢;Y;_1 + ¢ —
para qualquer funcao de oy, digamos ¢; = f(a), que verifique a condicio
E[¢;] = E[oy] — é necessariamente da forma

o0
Y't = Z:Bt,i €t—iy te Z)
=0

onde ¢ = ¢ Y;_1 —a;oC Y1+ 7, e

1—1 :
. §=0 ¢t—j, 1>1
P { 1, i=0.

Quando ¢; = o temos a anterior representacio causal, com
€ =Yy — ;0% Y, 1 + Z;. Outra solugio estaciondria e causal surge
quando ¢; = E[a;]. Neste caso, a solugao causal pode escrever-se como

Y, = py + Z(E[at])ift—ia t€Z,
i=0

onde {&; }tez é um processo ruido branco de média nula e varidncia 0? > 0.

Por outras palavras, o processo RCINAR(1) generalizado é um processo
AR(1) de coeficiente E[q;] e com inovacdes ruido branco. Assim, de entre
todas as representacdes causais do processo RCINAR(1) generalizado, e com
base apenas na informacao fornecida pelo processo {Y;}4c7, a representacio
com ¢y = Efcy] é a tinica cujas inovagtes correspondem aos erros de predicao
linear. Este facto permite o estudo do processo RCINAR(1) generalizado
com base apenas na informacao fornecida por Y;.
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A partir do estudo dos modelos RCINAR(1) generalizados torna-se
possivel estabelecer um paralelismo entre estes e 0s processos RCA(1). Ou
seja, pode afirmar-se que ambos sdo estaciondrios de 2% ordem se Ele?] <1
e ambos sio processos AR(1) de coeficiente E[c] e inovagdes, {&:}tez, ruido
branco de média nula e variancia og, finita.

Outro resultado importante refere-se aos processos RCINAR(1)
generalizados, nos quais {cy }scz representa uma sucessao de v.a’s i.i.d. com
suporte em (0, 1). Para estes casos, oy € (0, 1) é uma condicao suficiente para
que os processos RCINAR(1) generalizados sejam estaciondrios de 22 ordem.
Como caso particular de processos RCINAR(1) generalizados com esta
caracteristica salienta-se o caso do processo RCINAR(1) — processo
cuja operagio thinning generalizada é especificada atraves da distribuicao
Binomial.

Apbés termos resumido os resultados e as conclusdes que, a nosso ver,
nos pareceram mais importantes relativamente aos processos DSINAR(1)
e RCINAR(1) generalizados, vamos agora abordar trés questoes, em trés
tépicos fundamentais na modelacdo de séries temporais, a desenvolver em
trabalho futuro. Nomeadamente, a identifi¢io do modelo, a estimacgdo dos
parametros desconhecidos e a validagdo do modelo ajustado.

No que diz respeito ao primeiro tépico, estudou-se, por simulacao, o
comportamento das funcdes de autocorrelacio e de autocorrelagao parcial
do processo DSINAR(1) generalizado. Tal ficou a dever-se ao facto
de estas poderem servir de indicador sobre a presenca de um processo
estaciondrio, ou nao-estacionario, de ordem 1. Para realizacoes de processos
DSINAR(1) generalizados estaciondrios observou-se que as fungoes de
autocorrelacio amostrais decaem para zero de um modo relativamente rapido
(ndo tdo rapido quanto nos modelos AR(p) estacionarios) e as fungdes de
autocorrelacio parcial amostrais apresentam um decaimento brusco para
zero a partir do lag 2. No caso nio-estaciondrio, as fungdes de autocorrelacao
amostrais decaem para zero muito lentamente e as funcoes de autocorrelacao
parcial amostrais apresentam, ainda, um decaimento para zero a partir do
lag 2, mas j& ndo tdo brusco como no caso anterior.

Tal como foi referido, estas caracteristicas podem servir-nos como
indicador sobre a apropriacio, ou nao, de um dado modelo pertencente
4 familia dos modelos DSINAR(1) generalizados, para a modelagdo de
uma dada série temporal. Através dos estudos por simulagao efectuados
verificaram-se ainda ligeiras diferengas entre as fungdes de autocorrelagao e
autocorrelacdo parcial amostrais dos dois modelos (pertencentes a familia
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dos modelos DSINAR(1) generalizados) estudados. Como trabalho futuro
seria importante estudar-se o comportamento das fungoes de autocorrelacio
e autocorrelagao parcial do processo DSINAR(1) generalizado de modo a
perceber se as correspondentes fungées empiricas poderdo servir como uma
indicagdo inicial da apropriacio de um dado modelo, pertencente a essa
familia.

Relativamente & estimagdo dos paradmetros desconhecidos dos modelos
DSINAR(1) e RCINAR(1) generalizados deixa-se, como proposta de
trabalho futuro, o estudo das propriedades assintéticas dos estimadores
de méxima verosimilhanca condicional destes parimetros. Apesar da
dificuldade em estabelecer-se estas propriedades, os estudos por simulacio
levados a cabo revelaram que deve ser possivel provar que estes estimadores
dos parametros dos processos sao fracamente consistentes, no sentido em que
convergem em média e sdo assintoticamente centrados e normais.

Por tltimo, e relativamente & andlise da qualidade do ajustamento do
modelo, muito trabalho ainda se encontra por desenvolver — por exemplo,
no estudo de critérios adequados para a seleccio da ordem do modelo
DSINAR(p) generalizado, mais concretamente no estudo de um estimador
da informagdo (ou distdncia) de Kullback-Leibler para este tipo de modelos,
a semelhanca dos estudos de Akaike, de 1973, para processos lineares
gaussianos.

Mais vasto do que isto, pensamos que futuramente seria também
interessante estudarem-se métodos de seleccio do melhor modelo
auto-projectivo explicativo de valores inteiros ndo-negativos (entre os quais
se encontra o modelo DSINAR(1) generalizado), para um dado conjunto de
dados em causa. Isto é, modelos da forma

Y;f = f(Y;‘,—lvyvt—Qa e alft—pafta)zt—la e JXt—Q) et)a

el ue se assume que o processo em causa no instante ¢ é funcio dos
seus valores passados, até ao instante ¢ — p, de um processo explicativo
multivariado (X¢, Xy 1,...,Xy_q) (com p e g valores inteiros ndo-negativos)
e de uma perturbagio aleatéria e;.

A Aultima parte deste trabalho foi dedicada & modelacio do nimero de
6bitos registado diariamente na Conservatéria do Registo Civil de Evora
entre 1980 e 1997, através do modelo DSINAR(1) generalizado, usando
como covaridveis as séries das temperaturas méaximas e minimas didrias
registadas nesse distrito. Esta aplicagdo surgiu na sequéncia de estudos,
nacionais e internacionais, sobre o impacto das alteracoes climaticas e das
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condicdes climatéricas na satide (em particular, nos estudos levados a cabo
pelo Instituto Nacional de Satide Dr. Ricardo Jorge).

O modelo adoptado revelou-se bastante satisfatério para os dados
em causa, uma vez que consegue captar adequadamente as principais
caracteristicas evidenciadas por estes. Pensamos, contudo, que seria
importante introduzir no modelo novas varidveis atmosféricas como, por
exemplo, a humidade, a poluicdo do ar ou, até mesmo, a velocidade do
vento. O conhecimento das causas de morte, por sexo e escalao etério,
seria outro aspecto importante a introduzir neste estudo, nomeadamente na
explicacdo do impacto na mortalidade das ondas de calor e de frio. Mais
concretamente, no impacto na mortalidade quase imediato das primeiras e
no impacto, passados alguns dias, das segundas.

Por dltimo, pensamos que seria de todo importante alargar este estudo
mais aprofundado a outras dreas geogréficas nacionais, bem como comparar
os seus resultados com os estudos efectuados noutros paises. 56 através
de uma boa compreensao sobre o impacto das condi¢des atmosi¢ricas na
mortalidade é possivel adoptarem-se boas politicas de prevengao.
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Apéndice A

Processo DSAR(1)

Seja {(es, ) }1ez um processo estocdstico (p.e.) definido sobre um espago
de probabilidade (2, A, P) e com valores em R2. Defina-se o p.e. {Yi}iez,
pela equagao as diferencas estocdstica

Y; = ath_l + €¢, teZ. (AOl)

Este processo foi estudado por diversos autores como, por exemplo,
Tjgstheim (1986), Brandt (1986), Guyton (1986), Pourahamadi (1986, 1988)
e Karlsen (1990). Pourahamadi (1986) denominou-o como Doubly Stochastic
AutoRegressive process of order one, abreviadamente DSAR(1). Estes
autores utilizaram abordagens diferentes no seu estudo, nomeadamente no
estudo da existéncia de solucdo estacionaria. Estas diferencas referem-se
essencialmente & estacionariedade forte ou fraca do processo {ai}icz € as
relagoes de independéncia entre este processo e 0 processo {€t}+cz. Contudo,
todos estes autores consideram {¢;};cz um p.e. estritamente estacionario.

Relativamente & segunda diferenca, Guyton (1986) e Pourahamadi (1986,
1988) consideraram que {a;}icz € {€}iez sdo dois p.e.’s independentes,
Tjgstheim (1986) considerou {€;1s}scz independente de {at, 041, .. Yezs
para s > 0, enquanto que Brandt (1986) e Karlsen (1990) ndo supuseram
qualquer condigido de independéncia.

O processo DSAR(1) conmstitui uma generalizagdo dos processos
auto-regressivos de ordem 1 de coeficientes aleatérios (RCA) (estudados, por
exemplo, por Andel (1976)[1], Vervaat (1979), Nicholls e Quinn (1980, 1982)),

M Citado em Tjgstheim (1986)
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onde {a; }rez e {6 }1ez 530 consideradas sucessdes de v.a’s i.i.d. mutuamente
independentes.

Considerando que {a:}icz é um p.e. estaciondrio de 2% ordem, {e:hen
¢ um p.e. estritamente estaciondrio e que {a}iez e {€:}1ez sdo dois p.e.’s
mutuamente independentes, os varios autores provam que se

n—1 ,i—1
ot 3 (Iaws e
i=1 “j=0

converge em L2, quando n — oo, entédo

oC

i-1
Yi=e+ Z (H at—j)‘ft—i
=1 \j=0

(e o]
=" Brici, teZ, (A.0.2)
=0

€ uma solugio estaciondria de 22 ordem de (A.0.1). Isto 6, se E[e?] < oo e

s 9}

Z E[f};] < o

1=0
o processo (A.0.1) tem (A.0.2) como solucio estacionéria.

Brandt (1986) e Karlsen (1990) deduzem condicoes de estacionariedade
mais gerais ao nao suporem quaisquer condigoes de independéncia entre os
processo {a;}icz € {€:}iez.

Por outro lado, por exemplo, Karlsen (1990) prova que quando {ay}icz e

{€:}tez sdo p.e’s estritamente estaciondrios (como j4 foi referido, nenhuma
suposi¢ao de independéncia é estabelecida entre estes dois p.e.’s), se

n—1 ,i—1
€+ E (H Ozt_j) €t—g
=1 “j=0

converge em LP, p € [0, 00], quando n — oo, entdo (A.0.2) é uma solucio
estritamente estacionaria de (A.0.1), ou seja, se

1/p o0
(Euetm) S (BBl < oo,

=0
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em que k, = min(l,p), o processo (A.0.1) tem (A.0.2) como solucao
estritamente estaciondria.

Conclui-se, assim, que o processo DSAR(1) ¢é estritamente estacionario ou
estaciondrio de 2% ordem consoante o tipo de convergéncia de {f3;; ¢ > 0}tez.

A partir da solugio do processo DSAR(1), {Yi}tez, — admitindo que
{at}tez 6 um p.e. estaciondrio de 2% ordem e que {ar}iez e {et}iez
sdo dois p.e.’s mutuamente independentes — obtivemos, respectivamente,
as seguintes expressoes para a média, variancia e covariancia do processo

{Yt}tezi

E[Yy] = pe Y, ElBeil, (A.0.3)
1=0
Var[Y:] = y2Var [Z ﬁt,i] +02> E[B] (A.0.4)
=0 i=0

vy (k) = pZCov (Z Briz ﬂt+k,j> +02 Y " ElBiiBrikitkls k2 0(A.0.5)
i=0

i=0 §=0

A partir destas expressoes obtém-se facilmente as expressoes formuladas
por Pourahmadi (1988), ao considerar {oy}1ez como um p.e. estritamente
estaciondrio.
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Apéndice B

Método de Newton-Raphson

na estimacao dos parametros
do processo DSINAR(1)

A titulo exemplificativo, vamos descrever como foram obtidas as solugoes
das equacoes de verosimilhanga do processo DSINAR(1) — i.e., quando no
processo DSINAR(1) generalizado se considera a distribui¢do Binomial na
especificacio da operagdo thinning generalizada — com ruidos Poissonianos
de parametro ). Para quaisquer outras distribui¢ées do tipo discreto, o
procedimento é muito andlogo.

Considere-se que {Xt}tez é um p.e. multivariado com fun¢io densidade
conjunta, h(93) sendo 83 o vector de parametros de {Xt}tez

Assim, sendo {Xt,Yt = 1,...,n} uma a.a. dos processos
{Xt}tez e {Yi}icz, tem-se a segumte expressio para a funcao de
verosimilhanca condicional do processo DSINAR(1), L(#) = L(Yn,Xn,B)
(com 6= (61, 03) e 6 o vector de parametros associado & fungao
o = f(X4)),

n—1
L(6) = H g1 (Ye, Yerr, X150, Mh(63),
t=1
onde

) ROy yyom € AT
g1 (Y, Vi, Xey 130, A) = Z( m )(atﬂ)m(l )" m(Yt+1 m)!’

m=0
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ka(t) = min(Yiy1,Y) e auy1 i= 1| Xpp1, tal que appq € (0,1). Mais
concretamente, considera-se

_ exp(glft+1)
1+ exp(61 X¢11)

Q41

Apds breves célculos chega-se 4 seguinte expressdo para o logaritmo da
funcao de verosimilhanca,

—

Log(L(f)) = Log(L g, (63)) — AM(n — 1)+

n—1 'k2(t) 1 ( . Yiem AYit1i—-m
+ Log | (¥3)! ——(« l-a el

Os estimadores de maxima verosimilhanga dos parametros do processo
DSINAR(1), (61,X), sdo, portanto, solugio das seguintes equactes de
verosimilhanca

OLog(L(@) _, ,  dLog(L(@) _
90, oA

Comecemos por considerar o caso em que {X;}icz é um p.e. univariado,
com #; = w, o parametro a estimar.

Assim, as correspondentes solugdes das equacdes de verosimilhanca vao
ser obtidas, tal como foi referido nos capitulos 2 e 4, através de métodos
numéricos, nomeadamente através do método de Newton-Raphson, em que
os valores de (w, A) sdo obtidos de um modo recursivo através da seguinte
relacdo

- —

(Wit1, Air1) = (wi, Ag) — J—l(woa/\o)(%;j(e)-)(wi,)\i), gmga(/\&(wi,)\i)),

1 =20,1,..., onde

a?Log(L(§)) 8?Log(L(6))
D2 BwdA

a?Log(L(§)) a2Log(L(9))
E)Ym A2
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Os valores iniciais, (wp, Ao), para o método iterativo de maximizagao sao
os expostos nos capitulos 2 e 4. Considerou-se, ainda, o seguinte erro de
paragem: |w; — wit1] < 107% e |A; — Aiy1| < 107, onde o indice 1 designa a
iteragao.

Com o intuito de enunciarmos, de um modo mais simplificado, as
expressdes das derivadas do logaritmo da funcao de verosimilhanca, em

ordem a cada um dos pardmetros, vamos definir algumas fungoes auxiliares.
Designemos, entdo, por S;(t) a soma

(1) ™(1 — agyg) VAT
‘ m!(Y; — m)!(Yeyr — m)!

51(¢)

Il
M2

e por S(t) a soma

ko(t
: ml(Y; — m)!(Yiy1 — m)!

m=0

_ kzz(t) (0 1)™(1 = egn)¥ ™ HY, = m)A T

m!(Yy — m){ (Y — m)!

m=0

De modo a obterem-se as componentes da matriz jacobiana da funcao
£ = oLog(L(#)) aLog(L(e“))>
w ’ A

, vamos proceder ao célculo das derivadas

de Si(t) e Sy(t), em ordem aos parametros w e A\. Comegando pela soma
S1(t), prova-se, facilmente, que

onde
dagpr  Xen exp(wX¢41
Ow 1+ exp(wXe1)]?’
e que
asl 20 J\Yiri-m-

Z (04 1)™(1 — )V ™ (Yo —m
ml(Y; — m)! (Y1 —m)! ’

m=0
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a qual designaremos por S3(t). Relativamente as derivadas parciais da soma
S3(t), prova-se que

ka(t)

832( ) 8at+1 m Oft+1) (1 — Q,H_l)thm)\YtH—m
w ( >{Z ml(Y; —m){(Yiy1 — m)!

=0

5 e~ 0100 5

ml(Y, — m) (Yo —m)! *

g?cMJ 1—aHn“*%%n—nanwn—n»ﬂrm}
=0

P mi(¥; — )1 (Very — m)

_ [ Oapyg
kz(t)

832@) . (aat+1){ Z m at—|—1)m 1 1 _ at—H)Yt_m(Y;H—l _ m)/\Yt-H—TTl—l
A m'(Yt m)(Yip1 — m)!

e que

m=0

_ Z (@)™ (1 — g )™ 1Y = m) Yoy — m)AYtH_m—l}
m!(Yy — m)!(Yeq1 — m)! .

Por ultimo, vamos ainda enunciar as expressoes das derivadas parciais da
soma S3(t). Apés calculos simples, prova-se que

353(t) _ 852(t) 3C¥t+1

dw  OA Jw
e que
053(t) %t:) (41)™ (1 — ap1) ™ (Vi1 — m)(Yer1 —m — 1)AYer1-m=2
ox m!(Yy = m)Y (Y1 — m)!

m=0
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As componentes da matriz jacobiana da funcao

- -

. (aLog(L( )) OLog(L( ))) _

f()— aw ) a)\

3at+1

n—1 Sg(t)
(Z Si(t ’_(”‘1”;51(,:))

podem, assim, ser escritas do seguinte modo:

PLog(L(B) "2 (Sa(t)(2%2)2 4 Sy(H) TRs [ Sa(t) 25
Ou? ‘2{ A0) ‘[ S1(t) H
onde

Pa _ Xt2+1 exp(wXp41)[1 — exp(wXis1)]
Ow? (1 4 exp(wXes1)]?

7

FLog(L(0) _ { PG Syt )‘%‘t“sg(t)}
N = S0 SEPr S

8*Log(L(6)) _ Z { e Sz(t)a—%'—Sa(t)}  9?Log(L(9))
dwox S.(t) S (O] T 0w

t=1

PLog(LB) = ZH2 [$1]
ES *;{ S1(t) [Sl(t)] }

Vamos agora considerar {X;}icz como um processo bivariado, de
componentes {X1:}iez € {Xo4}tez. Por comodidade de exposicao vamos,
igualmente, centrar-nos na estimagéo de maxima verosimilhanca condicional
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dos parametros do modelo DSINAR(1), ou seja, na estimagdo de (w;,ws, A),
em que

exp (w1 X 441 + wp X2 441)
1+ exp(w1 X141 +woXgpy1)

Qi) =

Recorrendo &s notagdes anteriores, chega-se facilmente as seguintes
equagoes de verosimilhanca

ALog(L(F) = Sa(t) et
8&)1 N Sl (t) ’

t

Il

1

* Jai i1
dLog(L(9)) nzl 5'2(1")%

6&)2
e
dLog(L(6)) Sg(t
—x = (=D Z
onde

Oayq _ X exp(w1 X1 s41 + waXoyi1)
Ow;  [L+exp(wr Xy +weXgq1)])?’

=1,2.

As componentes da matriz jacobiana escrevem-se de um modo imediato,
uma vez que a diferenca entre este caso e o caso anterior reside apenas na
expressao de aypy). Assim, tem-se que

&?Log(L(8)) _"‘1 54(t)(8§‘£1) + Sa(t )a—g*tzﬂ_ Sz(t)a—g:;jl'—l 2
ow? { S1(t) [ Si(t) ] }

t=1

a d a2
BzLog(L -« 1{ Sa(8)( SZ,T )(S—L?-) + 5a(t) awféii
1

szf)wl P Sy (t)

3 ) () - 2
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9?Log(L(8)) _ 0*Log(L(6)) :’i { 052(0) Sout1 Sz(t)%;%sg(t)}

ONowi  OwidA | S5 O [Si)2

&*Log(L(8)) _ ”‘1{54@)(6%?)2 505 [Sz(t)ggi—?r}
Bw% S1(1) S1(t) ,

t=1

352(t) dai41 a1 S

0?Log(L(0)  8*Log(L(8)) =[x do  S2(t) o, S5(t)
ONOwy  Dwa0X :Z{ O ; }

51(t) [S1(8))

t=1

e, por ultimo,

P n—1 . 8S
PLog(L0) _ 50 15507
ON? P S1(t) S1(t) )
De modo a completar estas expressGes, enunciam-se ainda as segundas
derivadas parciais de a1 = f(Xi41)

3206t+1 _ Xitr1Xj i1 exp(w1 X1,t41 + w2X2,t+1) B
Ow; Ow; (14 exp(w1 X141 + w2 Xo 1)

X 141X 041 €xp(2w1 X1 41 + 202 X5,041)
[1 -+ exp(lel,Hl -+ w2X27t+1)]3

_ i,j=12.

K
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