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RESUMO

Neste trabalho estudamos a dindmica de modelos biofisicos caéticos que representam
a actividade eléctrica de células excitdveis.

Usando técnicas da teoria dos sistemas dindmicos, quantificamos a complexidade das
estruturas fisiolégicas através da andlise de determinadas aplicaces no intervalo. Mais
precisamente, caracterizamos a entropia topolégica e um segundo invariante topoldgico,
denotado por r, com o propésito de descrever o comportamento cadtico dos modelos.

Primeiramente, apresentamos um estudo da dindmica de um modelo do tipo FitzHugh-
Nagumo submetido a um estimulo periédico.

No contexto dos ritmos fisiolégicos, proporcionamos uma, caracterizacio da dinamica de
uma familia de aplicagdes na circunferéncia que foi proposta como modelo para osciladores
néo lineares periodicamente forcados.

Atendendo & sua importéncia, analisamos modelos biofisicos para o comportamento
“explosivo” de células excitdveis. A dindmica de uma célula singular e a caracterizacao
do efeito de acoplamento em células “explosivas” idénticas, é particularmente interessante
para o nosso estudo.

Finalmente, apresentamos algumas consideracdes sobre a relevancia do comportamento
ca6tico em sistemas neuronais como factor crucial de adaptacio a um meio em constante
evolugao.

PALAVRAS-CHAVE: células excit4veis, modelos bioffsicos, dindmica simbdlica, invari-
antes topolégicos, entropia topoldgica, aplicacdes no intervalo, caos, dindmica isentrépica,
comportamento explosivo, acoplamento.
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ABSTRACT

In this work we study the dynamics of chaotic biophysical models that represent the
electrical activity of excitable cells.

Using techniques of dynamical systems theory, we quantify the complexity of the phys-
iological structures, through the analysis of specific maps on the interval. More precisely,
we characterize the topological entropy and a second topological invariant, denoted by r,
in order to describe the chaotic behavior of the models.

Firstly, we present a study of the dynamics of a FitzHugh-Nagumo type model under
periodic function forcing.

In the context of physiological rhythms, we provide a characterization of the dynamics
of a family of circle maps that has been proposed as a model for periodically forced
nonlinear oscillators.

Regarding their importance, we analyse biophysical models for the bursting behavior
of excitable cells. The dynamics of a single cell and the characterization of the effect of
coupling on identical bursting cells, is particularly interesting for our study.

Finally, we present some considerations about the relevance of the chaotic behavior in
neural systems as a crucial factor of adaptation to an environment in constant evolution.

KEY-WORDS: excitable cells, biophysical models, symbolic dynamics, topological in-
variants, topological entropy, maps on the interval, chaos, isentropic dynamics, bursting
behavior, coupling.
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Capitulo 1

Introdugao e preliminares

“The eternal mystery of the world is its comprehensibility.”

- Albert Einstein

A matemdtica exerce um notdvel poder ordenador e criativo no desenvolvimento de
diversas 4reas cientificas, bem como em aplicagdes nos mais variados aspectos da vida real.
O conhecimento matemadtico é considerado um elemento da aprendizagem e do progresso
descritivo de indimeras disciplinas como, por exemplo, a fisica, a quimica, a engenharia, a
economia e as ciéncias da vida.

A emergéncia da teoria do caos e dos sistemas dindmicos é responsével por profun-
das alteragdes epistemoldgicas e protagoniza uma inesperada e fascinante experiéncia de
interdisciplinaridade cientifica. O novo pensamento deu origem a técnicas especificas de
utilizagdo de computadores que procuram desvendar uma estrutura delicada por detris
da complexidade. Os aspectos numérico, simbélico e grafico da computagéo correspondem
as trés grandes dreas da matemdtica: a anilise, a dlgebra e a geometria. A teoria dos sis-

temas dindmicos integra de um modo harmonioso e indispensivel estes trés dominios da
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Introdugdo e preliminares

matemética e usa elegantemente termos como fractais e atractores estranhos, bifurcagoes

e periodicidades, difeomorfismos e aplicacdes no intervalo.

A aplicagdo da teoria dos sistemas dindmicos, em particular da dindmica néo linear, &
medicina e 3s ciéncias da vida é uma realidade insofismével. Em diversas dreas do conhe-
cimento biomédico, sio reconhecidos os esforgos no sentido de incluir preciséo matemadtica
nas novas abordagens dos mecanismos fisioldgicos, no desenvolvimento e avaliagdo de no-
vas técnicas de apoio ao diagnéstico e na optimizagdo das metodologias instaladas. Os
instrumentos matemdticos permitem descrever, explicar, prever e decidir em indmeras
situacoes.

Existe uma relacio especial entre a matemdtica e a biologia. E realmente surpreen-
dente como determinados métodos e modelos matemdticos nos permitem descrever, a
vérios niveis e com admiréavel exactiddo, o comportamento de certas estruturas e sistemas

fisiolégicos.

O estudo de modelos para a propaga¢do do impulso nervoso, e as suas generalizagoes
para outros tecidos, tem vindo a desempenhar um papel importante no nosso conhecimento
do sistema nervoso e contribuiu de um modo decisivo para o aparecimento de uma nova

drea da matematica aplicada - o estudo dos sistemas ezcitdveis.

Em 1952 Alan Hodgkin e Andrew Huxley apresentaram pela primeira vez um modelo
de quatro equacbes diferenciais para a propagacio de sinais eléctricos no axénio gigante
do calamar (Doryteuthis bleekeri). Devido ao seu grande didmetro, da ordem dos 0.5
mm, esta estrutura biolégica é adequada para a realizagdo de experiéncias [Ho Hu 52].
As equages do modelo sdo modificadas para descrever o comportamento de neurdnios

em outros seres vivos e para outros tipos de tecido excitivel como células pancreaticas,



cardiacas e células de Purkinje. Os dois cientistas foram premiados em 1963 com o prémio
Nobel da Fisiologia e Medicina pelo seu trabalho (este prémio foi partilhado com John C.

Eccles pela sua investigacdo sobre potenciais e condutancias sindpticas).

Embora o sistema de Hodgkin-Huxley seja importante do ponto de vista quantitativo,
ele é demasiado complexo para um esclarecedor tratamento analitico. Consequentemente,
para um estudo mais profundo e cuidadoso dos aspectos qualitativos da dinidmica da

conducio nervosa, foram apresentados modelos mais simples.

O trabalho que se apresenta ao longo das piginas seguintes constitui uma contribuicio
para uma andlise rigorosa da dindmica de modelos que representam a actividade eléctrica
de tecido excitdvel.

De entre as propriedades mais interessantes do comportamento dindmico dos sistemas
destacam-se os aspectos caGticos que se apresentam com um caricter estruturado.

Comecaremos com uma descrigao de alguns principios biofisicos subjacentes 3 formacio
do potencial de acgdo em neurédnios individuais.

No final deste primeiro capitulo, sdo apresentados resultados preliminares sobre dinimica,
simbolica, teoria de kneading, particdes de Markov, entropia topolégica e caos. Recor-
rendo a estes elementos da teoria dos sistemas dinidmicos, tornar-se-3 possivel caracterizar
e quantificar a complexidade das estruturas fisiolégicas, através do estudo de determinadas
aplicagdes no intervalo.

No segundo capitulo estudamos um importante modelo para sistemas excitdveis sub-
metidos a um estimulo periédico - o modelo de FitzHugh-Nagumo. Este modelo tem
apenas duas varijveis mas as suas equacdes sdo suficientemente ricas em solugdes que

qualitativamente representam muitos fenémenos de excitacio-propagacao.



Introducgdo e preliminares

Os ritmos fisiolégicos complexos sdo ubiquos nos organismos vivos. Atendendo a sua
importancia, as arritmias cardfacas sdo objecto da nossa reflexdo no capitulo trés. Apre-
sentamos uma, caracterizacdo da dindmica para uma familia de aplicagdes no circulo que
foi proposta como modelo para osciladores nao-lineares periodicamente forgados.

No capitulo quatro sdo estudados modelos biofisicos para o comportamento “explo-
sivo” (bursting behavior) em células excitiveis. Os neurénios, tal como os modelos que
os representam, podem gerar explosdes repetitivas de potenciais de acgdo com frequéncias
arbitrariamente altas. O comportamento de uma célula “explosiva” (bursting cell) e a
caracterizacdo da sua dinadmica quando acoplada a uma outra célula idéntica, é particu-
larmente interessante para o nosso estudo.

Finalmente, séo feitas consideragdes sobre a importéncia do comportamento cadtico
nos sistemas neuronais como factor crucial de promogdo de principios de adaptabilidade

dos seres vivos a um meio em constante mutagao.

1.1 Principios biofisicos

Com o propésito de contextualizar os modelos que nos propomos estudar, introduzimos
alguns principios biofisicos, fazendo referéncia a fontes de actividade eléctrica em fisiologia
celular.

A unidade bésica da funcio neuronal é o impulso nervoso, a descarga de uma célula
neuronal individual, o neurénio.

O neurdnio é o elemento mais simples de toda a ac¢io nervosa. E uma célula dnica

onde se destinguem trés subdivisdes: as dendrites, o corpo ou soma, e 0 axénio (Fig. 1.1).
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Figura 1.1: Diagrama esquemdtico das subdivisdes principais de um neurénio.

Os impulsos recebidos pelas dendrites de outras células sdo transmitidos pelo axénio

para outros neurénios, musculos ou glindulas.

O diametro de um neurénio individual é muito pequeno; os corpos celulares variam
entre 5 a 100 microns de diametro (1 micron = 0.001 milimetros) aproximadamente. Nor-
malmente as dendrites tém poucas centenas de microns. Os axénios dos neurénios podem
ser muito longos: alguns axénios de neurénios motores chegam a percorrer a extensio que

vai da medula espinal até aos dedos das mios.

Estima-se que o niimero total de neurénios do sistema nervoso humano seja superior a
10'5. Como cada neurénio pode estabelecer cerca de 10 000 conexdes com outras células
neuronais, nao surpreende que o cérebro humano seja considerado o mais complexo objecto

conhecido no universo.
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1.1.1 A actividade eléctrica do neurdnio

Os neurénios recebem e transmitem impulsos por meios eléctricos. O desenvolvimento
de novos instrumentos cientificos (por exemplo, os microeléctrodos e o osciloscépio) veio
permitir uma descricio, niio apenas anatémica, mas também da actividade eléctrica (movi-
mento de particulas com carga).

Como resultado da evolucio das espécies, os axdnios gigantes do calamar constituem

estruturas muito convenientes para a investigacdo electrofisiolégica do impulso nervoso.

1.1.2 O potencial de repouso

A Fig. 1.2 representa o procedimento para registar o potencial eléctrico (a voltagem)

através da membrana, celular.

Instrumento de medida

Ax<"mio - Eléctrodos de registo .T

|
A T T T 2 G |

S e s

T S S S S S S T U

Figura 1.2: Representacdo esquemdtica da forma de registar um impulso.

Existe uma diferenca de potencial entre o interior e o exterior da fibra quando a célula
estd em repouso (ou seja, quando nio “dispara”). O interior da célula é electricamente
negativo relativamente ao exterior. A amplitude do potencial de repouso é cerca de —70
milivolts em relagio ao exterior da célula. Diz-se entdo que, no seu estado estdvel, a

membrana estd polarizada.
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1.1.3 O potencial de acgao

Para averiguar o que acontece quando um neurénio é activado a partir do estado de re-
pouso, estimula-se a superficie da membrana com um terceiro eléctrodo aplicando uma
descarga eléctrica breve. Esta descarga reduz o potencial da membrana durante um breve
instante. Uma descarga fraca nio produz qualquer efeito. Mas se o estimulo for suficien-
temente intenso para reduzir o potencial até ao nivel critico, o limiar, ocorre um novo
fenémeno. Subitamente, o potencial da membrana ultrapassa até o valor zero. Durante
um breve instante o interior do axdnio torna-se positivo em relacio ao exterior. A inversio
do potencial ocorre em fracgoes de milissegundo e cessa rapidamente. Seguidamente o po-
tencial retoma o valor de repouso. Esta sequéncia completa de eventos eléctricos chama-se

potencial de ac¢ao (Fig. 1.3).

+40 |

Potencial de acgdo

Potencial de repouso
T0 [ e R S e e e e e,

Voltagem no interior (milivéltios)

Tempo (milissegundo)

Figura 1.3: Registo do potencial de acgio.

O potencial de acgao é registado apenas numa pequena regido do axénio. A Fig. 1.4
representa o que ocorre no resto da fibra.

Um estimulo adequado (ou seja, um estimulo com uma intensidade superior ao limiar)
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Figura 1.4: Propagacio do potencial de ac¢do ao longo do axénio.

¢ aplicado no ponto A. Inicialmente regista-se apenas o potencial de accdo apenas em
A, enquanto os pontos B e C continuam no estado de repouso. Poucos instantes depois,
A volta ao estado normal, enquanto é registado um potencial de ac¢io em B. Ainda
depois, B retoma o estado de repouso, enquanto C apresenta um potencial de accdo. A
alteracio do potencial propaga-se em instantes extremamente breves: cada regiao altera
as que estdo na sua vizinhanca. O potencial de accdo é o evento fisico que corresponde
ao impulso nervoso. Para a sua explicacéo, a electrofisiologia moderna propoe um modelo
baseado em interacgoes fisicas e quimicas da membrana celular. A membrana que reveste
o0 neurénio é extremamente fina e funciona como uma “portaria” governando o movimento
de diversas particulas iénicas para dentro e para fora da célula. Os diferentes i0es possuem
concentracdes distintas em cada lado da membrana. Mais precisamente, a concentragao

de ides de s6dio (Na™) é mais elevada no exterior da célula do que no seu interior. Esta
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diferenga de potencial ocorre devido a um mecanismo existente na membrana da célula
que bombeia os ides de s6dio do interior para o exterior da célula. O desequilibrio eléctrico
provocado pelo excesso de ides sédio com carga positiva no exterior da célula, constitui o
potencial de repouso - negativo no interior da membrana e positivo no seu exterior (Fig.

1.5).

Figura 1.5: Os canais idnicos e o potencial de acgao.

Além das bombas iénicas, a membrana neuronal possui também poros iénicos es-
pecificos. Normalmente estes poros estao fechados para os ides sédio, que, de outro modo,
entrariam na célula. A estimula¢do do neurdnio provoca uma modificagdo destes poros:
alguns poros para o sédio sdo controlados por meios eléctricos e apenas permanecem fecha-
dos se o potencial de repouso for negativo. Quando o potencial se reduz até ao limiar,
os poros de s6dio abrem-se temporariamente. Ao entrar na célula, o sédio cria um ex-
cesso transitério de particulas com carga eléctrica positiva no interior da membrana - este
acontecimento corresponde & fase positiva do potencial de ac¢do. Imediatamente a seguir,

0s poros i6nicos do sédio fecham-se de novo. Entdo, é outro ido, o potédssio (K*), que
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sai da célula fazendo com que o potencial da membrana retome rapidamente o estado de

repouso.

Em qualquer ponto do axénio, o potencial eléctrico positivo tempordrio abre portoes
iénicos em regides vizinhas. A resultante entrada dos ides sodio nestas regides altera o seu
potencial eléctrico e desencadeia a abertura dos portoes das regioes adjacentes, e assim
sucessivamente. Consequentemente, o impulso - a reac¢ao em cadeia de potenciais de acgao
- propaga-se ao longo do axénio. O neurénio dispara de novo se um estimulo superior ao

limiar estiver presente.

E interessante realcar um aspecto do funcionamento neuronal. O potencial de acgao
nio é alterado quando a intensidade do estimulo atinge ou ultrapassa o valor do limiar. A
amplitude total do potencial de acgéo e a velocidade de condugao do impulso para outros
pontos da fibra ndo sdo alteradas com o aumento da intensidade do estimulo acima do valor
do limiar. Este fenémeno é conhecido como lei de tudo ou nada da actividade neuronal.
Esta implica que nio é o estimulo que fornece a energia necessaria ao impulso nervoso. Tem
apenas a funcdo de desencadeador. Se o estimulo for suficientemente intenso, aumentos
posteriores da sua intensidade ndo produzirdo quaisquer outros efeitos a nivel de uma
descarga individual. Por outras palavras, o neurénio niao conhece estados intermédios, ou

dispara ou nao dispara.

Os neurénios variam muito nos seus valores do limiar. Assim, quanto mais intenso for o
estimulo maior ser o niimero de neurénios activados. O efeito da intensidade do estimulo
torna-se aparente quando se aplica um estfmulo continuo, durante um intervalo de tempo
maior. Nesta situacio, obtém-se nio apenas um impulso, mas toda uma sequéncia de

impulsos. A intensidade do potencial de ac¢ao permanece a mesma, sendo independente
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da intensidade do estimulo. O que se altera é a frequéncia dos impulsos. Um estimulo mais
forte provoca uma maior frequéncia de descarga do neurénio. Este efeito prevalece até ser
atingida uma frequéncia de descarga mdxima, a partir da qual aumentos da intensidade

do estimulo ndo terdo qualquer efeito (Fig. 1.6).

Intensidade 160%
acima do limiar

L]

Intensidade 270%
acima do limiar

L
' F5_00ms<:c ,

Figura 1.6: A intensidade do estimulo e a frequéncia de descarga.

Neurdnios distintos tém frequéncias médximas diferentes (no ser humano, a frequéncia

méxima conhecida é da ordem dos 1000 impulsos por segundo).

Findas as consideragdes biofisicas, passemos de imediato & matemdtica.

1.2 Sistemas dindmicos discretos - Invariantes topolégicos e
caos

Com o propésito de privilegiar a clareza e a compreensdo do texto apresentado, intro-
duzimos os elementos da Teoria dos Sistemas Dinamicos Discretos que fundamentam e
conferem rigor ao estudo que se pretende desenvolver.

A teoria da Dindmica Simbdlica integra um conjunto de resultados, métodos e técnicas
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que desempenham um papel importante no estudo das propriedades qualitativas e quan-
titativas dos sistemas dinidmicos. E muito dificil atribuir uma origem para a ideia subja-
cente & Dindmica Simbélica na Histéria da Matemdtica. Uma das primeiras referéncias
conhecidas é atribuida a Hadamard (1898). No entanto, parece ser consensual que quem
reconheceu verdadeiramente o valor da utilizagdo de métodos simbdlicos, e os divulgou
como tal, foi 0 matemético norte-americano Morse. Os seus primeiros trabalhos datam
de 1921 e constituem uma aplicagio da dinidmica simbélica ao estudo de fluxos geodésicos
em variedades de curvatura negativa. Todavia, durante muitos anos, nio foi atribuida a
devida importancia a esta inovadora técnica. A dindmica simbdlica reaparece como ob-
jecto de estudo na década de 60, em particular em 1967, com o célebre trabalho de S.
Smale dedicado ao estudo de determinadas propriedades das érbitas do sistema dindmico
discreto que ficou conhecido por ferradura de Smale, associando simbolos apropriados a
regifio do espaco que visitavam ([Pa Me 78] e [Gu Ho 83]). Esses métodos e técnicas foram
aplicados ao estudo de sistemas discretos, identificando as regides visitadas pelas érbitas
do sistema pela atribuicio de simbolos de um determinado alfabeto. Um contexto, cuja
importéncia e riqueza se revelou verdadeiramente notavel, foi o das aplicagbes de um inter-
valo de R em si préprio, que foram estudadas por Myberg, Metropolis, Milnor, Thurston
[Mi Th 88] e muitos outros. Pelo seu caricter unidimensional, estes sistemas dindmicos
tém a vantagem de poder constituir um contexto privilegiado para o estudo de conceitos

matematicos muito delicados e tornar possivel a construgio de invariantes.

Na verdade, uma compreensio profunda das propriedades topolégicas das dindmicas
definidas por iteragio de endomorfismos sobre o intervalo revela-se central e pode ajudar

a iluminar e unificar dominios aparentemente diversos do conhecimento matemético e
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fornecer novas articulagoes deste com as ciéncias naturais, as ciéncias sociais e humanas e
o mundo fisico.

Um dos aspectos principais da descri¢ido qualitativa das dindmicas das aplicacoes sec-
cionalmente monétonas passa precisamente pela codificacdo simbélica dos intervalos de
monotonia e pelo subsequente estudo das sequéncias simbdlicas associadas as érbitas dos
pontos do intervalo. A descrigio simbélica permite-nos estudar estas aplicacdes sob duas
perspectivas distintas: a teoria de kneading de Milnor e Thurston e a teoria das cadeias
de Markov topoldgicas.

Nos capitulos seguintes vamos estar interessados especificamente nas familias de aplicagdes
seccionalmente monétonas com um ou dois pontos criticos no interior do intervalo. Por
conseguinte, ao apresentar os instrumentos indispensdveis para o trabalho dos capitulos
seguintes, faremos referéncia a aspectos especificos relativos ds aplicagdes unimodais e

bimodais.

Nota 1 No nosso trabalho o conceito de ponto critico refere-se a um ponto onde se dd
uma inversdéo da monotonia, ezxigindo apenas a continuidade e ndo a diferenciabilidade

das funcdes em estudo.

O espaco de fases das familias de sistemas dindmicos que pretendemos analisar é um

qualquer intervalo I de R com fronteira denotada por dI.

Definigdo 1 Uma aplicacio no intervalo f : I — I continua diz-se m-modal se f(0I) C
0I e I admite uma particdo em m + 1 subintervalos, I, ..., I, 11, tal que fi1; € mondtona
para qualqguer j = 1,...,m + 1 e m € o menor inleiro com esta propriedade. Nestas

condicoes, uma aplicacdo m-modal tem m pontos criticos.
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Neste momento é oportuno definir um invariante topolégico de extrema importancia
no estudo dos sistemas dindmicos, a entropia topolégica, que estd na base da nogao de
caos que utilizaremos neste trabalho. A entropia topoldgica surge como uma medida da
complexidade dinamica das aplicagbes, tendo as suas propriedades sido primeiramente
estudadas em 1965 por Adler, Konheim e McAndrew [Ad Ko McA 65]. O conceito de en-
tropia topoldgica veio posteriormente a revelar-se extremamente 1til no estudo da dindmica
topoldgica pois, por ser um invariante topolégico, é independente da estrutura métrica ou
de medida dos espagos em questdo, 0 que ndo acontece com as entropias métricas.

Seja (X, d) um espago métrico compacto, com métrica d e f : X — X uma aplicagao

continua.
Defini¢dio 2 Dado n € N, € > 0, dizemos que S C X € (n,€)-separado se,
para quaisquer z,y € S,z # y, existe m tal que 0 <m < n e d(f™(z), f™(y)) > e.

Denotemos por H(f,n,€) a cardinalidade mdxima dos subconjuntos (n, €)-separados

de X.

Definicdo 3 Chama-se entropia topoldgica de f ao limite

() = i ( tim_sup (%106, H(7,m.)) ).

e—0
Definicio 4 Nas condicies anteriores, a aplicacdo f diz-se topologicamente cadtica se a

sua entropia topoldgica for positiva.

Por vezes existe uma ambiguidade na utilizagdo do termo caos na literatura ndo-

matemética e, mesmo nesta, acaba por haver vérias correntes (outra defini¢do de caos
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topoldgico estabelecida é caracterizada por se verificar ergodicidade topolégica, densidade
de pontos periddicos e sensitividade as condigdes iniciais [De 86]). A nossa definicio si-
gnifica que existem uma sucessdo estritamente crescente de inteiros n; ¢ um ndimero real
hy > 0 tais que o nimero de segmentos de drbitas distintos de comprimento n; cresce
assimptoticamente com e™"t. O supremo dos h; nestas condigdes é a entropia topolégica

hs(f)-

E interessante salientar que, a existéncia de caos topoldgico ndo implica que todas as
6rbitas do sistema tenham comportamento assimptético complexo. Mais precisamente,
uma aplicagao pode ter uma 6rbita periédica estdvel que atraia as 6rbitas de quase todos
os pontos e possuir entropia topoldgica positiva devido a comportamento complexo num

conjunto de medida de Lebesgue nula.

Na perspectiva da nogao de caos adoptada, ¢ importante referir o resultado:

Teorema 1 (Bowen-Franks) Seja (X, f) um sistema dindmico topoldgico no intervalo. Se
[ tem um ponto periddico de algum periodo p, que ndo € poténcia de 2, entdo a entropia

topoldgica € estritamente positiva.

Demonstragdo [Bo Fr 76].

Em 1964, o matemdtico Alexander Sharkovsky provou um resultado particularmente
interessante e inesperado que depende da continuidade da aplicagio em estudo. A chamada
ordem de Sharkovsky dos ntimeros inteiros positivos tem-se revelado central no estudo de

sistemas cadticos unidimensionais:
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Definicdo 5 A ordenacio no conjunto dos nuimeros naturais

1 < 2<22<4B .. <7523 <..<227<225<223 < ...

< 27<25<23<..<7<5<3

designa-se Ordem de Sharkovsky e é denotada por <.

O enunciado do Teorema de Sharkovsky é o seguinte:

Teorema 2 Seja f uma fungdo continua de nimeros reais com um ponto periddico de
periodo primitivo k. Se n < k na ordem acima estabelecida entdo f iem também um

ponto periddico de periodo n.

Demonstracéao [Sh 64] e [Co Ec 80).

Consequentemente, se f tem um nimero finito de pontos periddicos entdo os seus
periodos sdo poténcias de 2. Note-se ainda que, se existir um ponto periédico de periodo
3, entdo existem pontos periédicos de todos os outros perfodos.

No desenvolvimento da teoria de kneading para aplicagbes do intervalo, adoptamos
uma, perspectiva muito préxima da de Milnor ¢ Thurston [Mi Th 88].

Seja I um intervalo fechado da recta real e f : I — I uma aplicacdo de classe co
seccionalmente mondtona, isto é, tal que existe uma parti¢do finita I,..., Iy de I em
subintervalos maximais fechados por forma a que f| I; seja estritamente monétona, sendo
alternadamente crescente e decrescente em intervalos consecutivos. Cada um dos intervalos
maximais de monotonia é chamado um lap de f, e £ = £(f) é chamado o nimero de

laps. Os pontos c, ...,ck—1 que separam os referidos intervalos, e onde f tem mdiximos
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ou minimos locais, designam-se por pontos criticos de f. Chamaremos ainda cy e cg,

respectivamente, aos extremos inferior e superior do intervalo. Deste modo,

I, = [cy,c1], I = [e1,62), .., Tk = [ch—1, k),

sendo f estritamente monétona em cada I;.

A teoria de kneading procura descrever a dindmica gerada por iteracoes de fungdes
f nas condigdes referidas anteriormente, através da construgio de invariantes topolégicos
baseados unicamente na dindmica simbdlica associada aos laps. Veremos que a construcio
de um invariante nestas condicGes, mais ndo é, afinal, que a entropia topoldgica anterior-

mente definida.

Lema 1 Seja f : I — I uma aplicacdo seccionalmente mondtona no intervalo. Entdo,
a sequéncia

laps(f) = (€(f), £(f?) -, 0(F™), ),

obtida ao considerar-se os laps das sucessivas iteradas de f, é um invariante topoldgico

(f™ denota composicdo sucessiva de f consigo prépria n — 1 vezes).

Compreendemos que este invariante, uma sequéncia infinita de niimeros inteiros, nio
é muito conveniente. Todavia, a partir dele vai ser possivel definir uma outra quantidade,

também ela um invariante topolégico.

Definigao 6 Dada uma aplicagdo seccionalmente mondtona f no intervalo, chama-se

niumero de crescimento de f a

3=

s(f) =_1lim_ £(f")

n—+00
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A existéncia de tal limite para as aplicagdes seccionalmente monétonas no intervalo foi
demonstrada em [Mi Sz 80], [Mi Th 88], onde se estabeleceu igualmente o seu intervalo de

variagao.

Lema 2 Qualquer que seja a aplicacio seccionalmente mondtona f no intervalo, existe

sempre o limite

s(f)= lm £(fM7,

n—+00

o qual satisfaz a condicdo s(f) € [1,£(f)]-

E licito esperar que o modo como cresce o nimero de laps de f" com n esteja rela-
cionado de alguma forma com a complexidade da estrutura das érbitas por f. Assim,
torna-se natural esperar uma relagio entre o niimero de crescimento e a entropia topologica
de uma aplicago no intervalo. Esta abordagem ¢ devida a Rothschild [Ro 71], Misiurewicz

e Szlenk [Mi Sz 80].

Proposicdo 1 Seja f : I — I uma aplicagdo continua no intervalo e s(f) o mimero de

crescimento de f. Entdo a entropia topoldgica hy(f) de f é dada por
he(f) = log s(f).
Demonstragdo [Mi Sz 80).

Este resultado, surpreendente pela sua simplicidade e elegincia, permite-nos averiguar
se uma aplicacdo f seccionalmente mondtona no intervalo possui ou nao caos - con-
siderando a definicdo de aplicagdo cadtica como toda aquela que tenha entropia positiva -
através do estudo da sequéncia laps(f) anteriormente apresentada. Esta nocdo é caracter-

izada por a sequéncia definida pelo niimero de laps apresentar crescimento exponencial.
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De facto, os subintervalos de monotonia de uma aplica¢io seccionalmente mondtona
no intervalo encerram informactes importantes de cardcter topoldgico sobre a dindmica
dessa aplicagao.

Seguidamente, exigiremos que as aplicagBes f, seccionalmente monétonas no intervalo,
satisfacam mais uma condigdo de regularidade: que a derivada de Schwarz S(f) seja

negativa em todos os pontos do intervalo, isto &, que f seja de classe C3 e que

" " 2
s = L) 3 (f (w)) <o

f'(=) f'(z)

As aplicagoes seccionalmente monétonas com derivada de Schwarz negativa satisfazem o

seguinte teorema, pela primeira vez apresentado por D. Singer.

Teorema 3 Seja f uma aplicagdo seccionalmente mondtona, com derivada de Schwarz
negativa em cada intervalo de monotonia (S(f;;) < 0) e sejam ci,...,cm 0s seus pontos
criticos. Entao, f tem, no mdzimo, m + 2 drbitas periddicas Oj, atractivas ou semi-

atractivas, isto é, tais que

df?(x)
dx

<1,z€0;.

Cada uma dessas drbitas contém pelo menos um dos pontos criticos ou um dos extremos

do intervalo I na sua bacia de atraccdo imediata.
Demonstragéo [Si 78].

Assim, os extremos locais de uma aplicagio seccionalmente monétona no intervalo,
com derivada de Schwarz negativa, surgem como elementos importantes no estudo da sua
dindmica. Por conseguinte, é perfeitamente aceitdvel que sejam esses pontos e o interior
dos subintervalos de monotonia a participar na codificacio simbélica do intervalo, que

seguidamente apresentamos.
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Associado ao estudo de uma qualquer aplicagio m-modal no intervalo, vamos consi-

derar o conjunto de simbolos
A= {Sla Cl, S27 02, vey Sm7 C’ma Sm+1}7

sugestivamente denominado por alfabeto, e a correspondéncia entre pontos do intervalo e

simbolos. Designamos por alfabeto reduzido

B = {51, 52, ., Sm, Sm+1}-

Definigdo 7 Seja f uma aplicagio m-modal no intervalo I = [a,b], denotemos por I,
j=1,...,m+1, os seus subintervalos de monotonia e por c;, i =1,...,m, 0s seus pontos
criticos. Chamaremos endereco de um ponto T no intervalo, ad(x), ao simbolo S;, se z
pertence ao interior do subintervalo I;, ou ao simbolo C;, caso x seja precisamente igual
ao ponto critico ¢; de f. Para os dois extremos do intervalo, co € cpi1, consideramos

ad(co) = 51 € ad(cm+1) = Sm+1.

Deste modo, o conceito de enderego permite associar & érbita Of(z) por f de um

qualquer ponto z do intervalo, uma sequéncia de simbolos do alfabeto A.

Defini¢do 8 Chama-se aplicacdo itinerdrio por f d correspondéncia it; entre pontos do
intervalo e sequéncias simbdlicas infinitas de elementos de A, dadas pelos enderecos das

diferentes iteradas desses pontos pela aplicacGo, ou seja,
ity (z) = do(z)i1(z)iz2(z)... = ad(z)ad(f (z))ad(f*(z))....

Desta forma, mediante um alfabeto de 2m + 1 simbolos, conseguimos discriminar a

dinamica dos pontos de I, identificando em qual dos laps, ou pontos criticos, cai cada uma
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das suas iteradas por f. Designando por ¥ € ¥, 0 espaco das sequéncias simbdlicas
cujos elementos pertencem a AN, temos it il — %

Um conceito importante para a teoria de kneading é o problema da admissibilidade
de sequéncias simbdlicas, isto é, o problema de, dada uma funcio f nas condi¢Ges acima,
determinar qual o subconjunto de X que é efectivamente realizado pelo itinerdrio simbdlico

de algum ponto z € I.

Definicao 9 Uma sequéncia S € 3 diz-se admissivel para a dindmica de f se existir um

ponto z € I tal que S € o itinerdrio de  por f, isto €, S = ity(x).

Definicdo 10 Se para a sequéncia S = Sy...S... eziste um p > 0 tal que S = Skp, para
todo o inteiro k superior a um dado inteiro m, dizemos que a sequéncia é eventualmente

periddica e p o periodo eventual. Se m = 0 dizemos que a sequéncia € periddica.

1.2.1 O invariante de kneading

Como referimos anteriormente, os itinerarios dos pontos criticos de uma aplicacdo f m-
modal assumem um papel determinante no estudo da dindmica, pois eles determinam
todos os itinerdrios de pontos do intervalo por meio de f. Esta observacao justifica uma

designacgdo priépria para esses itinerdrios.

Definigéo 11 Seja f uma aplicacio m-modal no intervalo. Chamamos sequéncias de
kneading K;(f) da aplicagdo f, aos itinerdrios das imagens por f dos seus pontos criticos
¢, isto €,

Ki(f) =it (f(c)), com i=0,..,m—1
Ao m-uplo ordenado (K1(f),...,Km(f)) de todas as sequéncias de kneading de f chamamos

invariante de kneading da aplicacdo e denotamos por K(f).
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Dada uma sequéncia simbdlica finita, P = P P,...P,, de elementos em A, definimos
a paridade da sequéncia P como p(P) = (-1)#() com #(P) o nimero de simbolos de
P correspondentes a subintervalos de monotonia onde a aplicagdo é decrescente. Dizemos
que a paridade da sequéncia P é par se p(P) = +1 e émpar se p(P) = —1.

A ordem do intervalo induz a seguinte relagio de ordem entre os elementos de A:
S <01 <8 <0< ..<Cp1 <8n <Cnp < Sn+1.

Vamos introduzir uma relacio de ordem, dependente da paridade p, entre sequéncias

simbdlicas de elementos de A.

Definicéo 12 Dadas duas sequéncias distintas P e Q) de AN seja k > 0 tal que Py..Py =
Q1..Qk € Poy1 # Qiy1. Dizemos que P < Q se e s6 se Pry1 < Qi1 € p(Pr...P) = +1,

ot Qg1 < Pri1 e p(Pr...Py) = —1.

Neste contexto, demonstra-se que [Me St 93] se z e y sdo dois pontos distintos do

intervalo entao

r < y:>'itf(:l,‘)j'itf(y)

ity(x) < itf(y) =z <y.

Considere-se a aplicacio shift 0 : I — %, 0(XX1X5...) = 6(X1X3...). A aplicacio
ity : I — X, para além de relacionar a ordem em I com a ordem em X, relaciona a
iteracdo de f em I com a iteragio de o em X, através da comutatividade do seguinte

diagrama
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isto &, itf(f(z)) = o(its(z)) Vz € I.
Neste momento, é pertinente realizar um curto paréntesis na nossa exposi¢ido para
ilustrar alguns dos conceitos introduzidos considerando a codificagio simbdélica para as

aplicagdes unimodal e bimodal.

Caso 1 (Familia de aplicacdes unimodais no intervalo). Uma aplicacdo unimodal f no
intervalo I = [a,b] € seccionalmente mondtona e o intervalo I estd dividido em dois

subintervalos aos quais fazemos corresponder sémbolos do alfabeto A = {L,C, R},
L —[a,c[] e R —]eb.

A restrigdo de f ao subintervalo correspondente ao simbolo L é estritamente crescente e
a restricdo de f ao subintervalo correspondente ao simbolo R € estritamente decrescente.

Denotando por ¢ o ponto critico (extremo relativo) de f, obtemos a drbita critica
O(c) = {zi : 7: = £(¢), i € No},

a qual € definida através do processo iterativo x; = f*(c) = f(x;—1). Com o propdsito de
estudar as propriedades topoldgicas da dindmica, associamos a drbita O(c) uma sequéncia
de simbolos S = CS81853...8j..., onde S; € A={L,C,R} e
L se a< fic)<c
ad(fi(c) =4 C se file)=c

R se c< fic)<b

Por conseguinte, a dindmica da aplicacdo € caracterizada pela sequéncia simbdlica as-
sociada d drbita do ponto c, isto €, o itinerdrio do ponto critico. Se a drbita O(c) é

k-periddica, obtemos uma sequéncia de simbolos que se pode representar na forma

§ =C515...5¢,-1C...
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Entéo para qualquer sequéncia S = CS15... a sequéncia imagem o(S) é uma sequéncia
de kneading. Se o itinerdrio do ponto critico é de periodo k a correspondente sequéncia de
kneading é também periddica e pode ser representada por S*) = 818,...8;_1C. Escrevemos
ainda S®) = S¥-UC, com S¥ =1 um bloco formado apenas de L e R. No conjunto das
sequéncias definimos uma relagdo de ordem através da R-paridade da sequéncia, isto €, a
paridade do nimero de simbolos R em S (que correspondem a intervalos onde a aplicacdo
¢ decrescente). A ordem do intervalo induz a seguinte relagdo de ordem entre os elementos
de A: L < C < R. O invariante de kneading de f, K(f) = (5152...Sk-1C), contém a

informacdo topoldgica importante para a caracterizagio da dindmica de f no intervalo

[£2(c), £(0)] = [z2, 21].

Caso 2 (Familia de aplicagdes bimodais no intervalo). Uma aplicagdo bimodal f no in-
tervalo I = [a,b] € seccionalmente mondtona e o intervalo I estd dividido em trés subin-

tervalos aos quais fazemos corresponder simbolos do alfabeto A = {L,A,M,B, R},
L= [a,a], M >)a,e2] e R e, bl

A restricdo da aplicacio f a cada um dos subintervalos correspondentes aos simbolos L e
R ¢ estritamente crescente e a restricdo de f ao subintervalo correspondente ao simbolo
M ¢ estritamente decrescente. Denotando por c1 e ca 0s dois pontos criticos (extremos

relativos) de f, obtemos as drbitas

Ocr) = {&i:zi = fi(c1), i € No} e Ofc2) ={wi: s = fi(c2), i € No}.

Com o intuito de estudar as propriedades topoldgicas destas orbitas, associamos a cada

orbita, O(c1) e O(ca), uma sequéncia de simbolos, respectivamente, P = AP\ P,..P;... €
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Q = BQ1Q:...Q;... onde P;,Q; € A={L,A,M,B,R} e

(L se a< fi(cy) <a

A se fi(cn) =

ad(ficn)) =4 M se ¢ < fi(cn) <eca ,n=1,2.

B se fYen) =c2

| R se c2< ficy) <b

A dindamica do intervalo € caracterizada pelas sequéncias simbdlicas associadas as drbitas
dos pontos c1 e ¢, isto é, o itinerdrio dos pontos criticos. Consideremos o caso em que a
drbita O(cy) € p-periddica e a drbita O(cy) € g-periddica. Um par de kneading (P®), Q@)
¢ um par de sequéncias tais que P®) = P..P_1Ae QY = @1..-Qq—1B. No conjunto das
sequéncias definimos uma relagcdo de ordem através da M-paridade das sequéncias, isto €, a
paridade do niimero de simbolos M em S (que correspondem a intervalos onde a aplicacdo
€ decrescente). A ordem do intervalo induz a seguinte relacdo de ordem entre os simbolos
L < A<M < B <R. O invariante de kneading de f, K(f) = (its(f(c1)),its(f(c2)),
encerra a informacdo topoldgica fundamental para a caracterizacdo da dindmica do inter-

valo [f(cz), f(e1)] = [y1, 1]

A codificagdo simbdlica apresentada em cada uma das situacdes anteriores, permite
uma aplicagdo natural dos restantes conceitos introduzidos.

Terminado este breve apontamento regressemos & apresentacio da teoria de kneading.

Seja V um espaco vectorial de dimensdo m + 1 sobre o corpo dos niimeros racionais Q
que admite como base os simbolos formais do alfabeto reduzido B = {S1, S2, ..., Sm, Sm+1}
(note-se o duplo significado atribuido a estes simbolos). Ao itinerdrio it¢(z), de cada ponto

z do intervalo I, associamos uma sequéncia 6(z) = 0y(z)0:1(z)...0,(z)... de vectores de V,
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dada por
j-1
0;(z) = 1 eir(2))i; (=),
k=0

com j > 0 e eg(ig(z)) = +1 se a aplicagdo é crescente no subintervalo correspondente a
ad(f*(z)), e(ir(x)) = —1 se a aplicagdo é decrescente no subintervalo correspondente a
ad(f*(z)). Os sinais relativos aos subintervalos de monotonia alternam o seu valor, isto é,
e(ig+1(z)) = —€(ix(z)). No que diz respeito aos pontos criticos da aplicagio, escrevemos
€(C;) = 0 e associamos os elementos do espago vectorial V dados por C; = (S;11 + 55)/2.

A relagdo de ordem que vamos definir no espago das sequéncias de elementos de V é
induzida pela ordem dos pontos do intervalo, que determina a seguinte ordem nos simbolos

da base B:

S1 < Sy <..<8n<8n+1

—Smt1 < —Sm<..< =8 <-8].
Deste modo, dadas duas sequéncias
0(z) = (0o(z)01(z)...0i(z)...) e 0%(z)= (05(z)0i(z)...05(x)-..)
de elementos de V, temos
0 <0 seesése 0g=65..0;1=6;_1 e 0;<0] paraalgum i2>0.

A importancia desta relacdo de ordem estd em podermos afirmar que se x e y sdo dois
pontos do intervalo tais que z < y, entdo 8(z) < 0(y).
No desenvolvimento da, teoria, introduzimos o conceito de coordenada invariante formal

de um ponto z no intervalo, acrescentando uma variavel indeterminada ¢ e considerando
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os vectores 0;(z) como os coeficientes de uma série de poténcias formal
Oo(z) + 01(z)t + 92(.’1))t2 + o+ 0 ()" + ...

nessa indeterminada.

Defini¢ao 13 Dado um ponto z do intervalo, consideremos a sequéncia 6(z) associada.
Denomina-se coordenada invariante de x & séria formal 0,4(t), com coeficientes em V,

dada por
m .
0z(t) = Oo(z) + 01(2)t + O2(z)8 + .. + Op ()" + ... = Y _ 0;(z)¥,
—~

com coeficientes em V.

Em [Mi Th 88], Milnor e Thurston estudaram as descontinuidades da coordenada. in-
variante, num qualquer ponto z do interior do intervalo, calculando as diferencas 8,+ — 0, .
Como referimos anteriormente, a informagio que diz respeito aos pontos criticos da
aplicagdo seccionalmente monétona é muito importante, pelo que se impde uma notagio

especial.

Definicdo 14 Dada uma aplicacGo m-modal f no intervalo, chamamos incrementos de

kneading, denotados por vy;, ds diferencas

com
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Como se compreenderd, mais adiante, a propésito da relagio entre a teoria de kneading
e a entropia topoldgica, a varidvel ¢ tem relevincia para valores reais positivos menores
ou iguais a 1, pois é nesta regido que se assegura a convergéncia de todas as séries formais
envolvidas na teoria.

Estamos em condicdes de apresentar dois invariantes fundamentais, a matriz de knead-
ing e o determinante de kneading. A informacio, do ponto de vista topolégico, contida
nos m incrementos de kneading de uma aplicagio seccionalmente monétona f pode ser

organizada numa matriz.

Definicao 15 Dada uma aplicagdo seccionalmente mondtona no intervalo com invariante
de kneading K(f), chama-se matriz de kneading N¢(t) & matriz de dimensdo m x (m +1)
cujos elementos, N;;(t), sdo os coeficientes da expansdo dos incrementos de kneading -y,

na base B, isto ¢, tais que
7i(t) = Nil(t)51 + Nig(t)SQ 4 o+ Nip+1 (t)Sm+1,

comi=1,..,m. Ou seja,

Nu(t) Nia(t) -+ Nima(t)
Ny(t) = : : :
Nm1 (t) N2 (t) T Nmm+1 (t)

Definigdo 16 O determinante de kneading € obtido a partir da matriz de kneading de

acordo com a formula

D;(t)

D(t) = (—1)i+11—_é@;

i=1,...,m+1

com D;(t) o determinante da matriz obtida da matriz de kneading eliminando a i-€sima

coluna.
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Note-se que o determinante de kneading ndo depende da coluna eliminada ([Mi Th 88]).
Este determinante é considerado o invariante topoldgico mais importante proporcionado
pela teoria de kneading: de facto, permite determinar de uma forma elegante o valor
da entropia topoldgica. Por conseguinte, é possivel determinar o niimero de crescimento
s(f) definido anteriormente, usando este formalismo conhecendo apenas o invariante de

kneading.

Proposicdo 2 Seja f uma aplicacdo m-modal no intervalo com invariante de kneading
K(f) e nimero de crescimento s(f) > 1. Entdo, s(f) € igual ao inverso do menor médulo

dos zeros do determinante de kneading correspondente a K(f).

Este resultado, de aparéncia inofensiva, tem implicagOes significativas em dominios
como a 3lgebra ou a teoria dos niimeros (ver, por exemplo, [SR 82]) sobretudo no que diz
respeito & ordenacdo dos zeros de polinémios com coeficientes inteiros.

Seguidamente, exibimos dois exemplos que ilustram as defini¢bes apresentadas para
um invariante de kneading unimodal e para um invariante de kneading bimodal, respecti-

vamente.

Exemplo 1 Seja K(f) = RLC uma sequéncia de kneading para uma aplicagio unimodal
f. Os itinerdrios dos pontos ¢~ e ¢t sdo dados por

ity(c”) = L(RLR)™

itg(c’) = R(RLR)™.

Note-se que o bloco RLR corresponde d sequéncia RLC onde o simbolo C € substituido

por R devido & paridade do bloco RL ser impar. Assim, os limites superior e inferior da
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coordenada invariante do ponto critico sdo

0, (t) L+Rt—L? —R®+Rt* — Lt* —RtS + Rt" — Lt* — R® + ...

If

= L+t(R—Lt— Rt*) + t*(R— Lt — Rt*) +t"(R — Lt — Rt?) + ...

= L+t(R-Lt—RHA+3+5 4+ +..)

t(R— Lt — Rt?)
1-¢ 7

= L+
9.+(t) = R—Rt+Lt>+R*—Rt* + Lt® + Rt* — Rt' + Lt® + R° + ...
= R—t(R—Lt— Rt?) —t*(R— Lt — Rt*) - t"(R— Lt — Rt?) + ...

= R—t(R—Lt—R®O(A+3+t5+4°+..)

_ t(R—Lt— Rt*)

= R 1—3 ’

donde o incremento de kneading do invariante unimodal RLC €

—14+2t2 44 1-2t2 4¢3
= —— L _— .
m ( 1-¢3 s )R

A matriz e o determinante de kneading sdo dados por

— 231 43 —_942 .43
N = [ e 12900 ]
1—2t2 —¢8

1+ -)

Exemplo 2 Seja K(f) = (RMA,LB) um invariante de kneading para uma aplicacdo

bimodal f. As sequéncias simbdlicas que correspondem ds drbitas de ¢, cf, c; ech sdo
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as seguintes:

itf(c;) = L(RMM)™
itf(c) = M(RMM)>®
ity(c;) = M(LR)®

itf(c;) = R(LR)*.
Os limites superior e inferior das coordenadas invariantes dos pontos criticos sdo

L+ Rt + M2 — Mt + Rt* + Mt® — MtS + Rt" + Mt® — Mt% + ...

f,-(t)

1

= L+ t(R+ Mt— M?) +t*(R + Mt — Mt?) +t"(R+ Mt — Mt?) + ...

= L+t(R+Mt—MHA+34+15+..)

t(R+ Mt — Mit?)

= L
+ 1—1¢3 ’

0.+(t) = M—Rt— Mt*+ Mt> — Rt* — Mt®> + Mt® — Rt" — Mt® + Mt° + ...
= M —t(R+ Mt — Mt?) —t*(R+ Mt — Mt?) —t"(R+ Mt — M%) + ...

= M—-t(R+Mi— M)A+ +5+..)

R+ Mt— Mt?)

£
= M-
1—13 !

6_(t) = M—Lt—Rt? - Lt* - Rt* - Lt — Rt + ...
= M —t(L+Rt)—t3(L+Rt)—t5(L+Rt) + ...

= M—t(L+R)(1+#+t*+.)

t(L+ Rt)

= M-
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04(t) = R+Lt+RC+Lt°+ Rt' + Lt* + R® + ..
= R+t(L+ Rt)+t3(L+ Rt) +t>(L + Rt) + ...

= R+t(L+RO(L+2+t1+..)

t(L + Rt)

R

donde obtemos os incrementos de kneading do invariante bimodal (RM A, LB)

2t2 — 2¢3 2

2 2¢2
={—\L-M 1 )

A matriz e o determinante de kneading sdo dados por

_1 l=262443 -2t

e 18
N(t) = E
2t 142
1—¢2 -1 1—t
14482 4+
D(t) = + 482 +

(1+t)(1-3)(1 -1t2)°

1.2.2 Particdes de Markov - Cadeias de Markov topolégicas

Neste paragrafo, vamos apresentar a segunda descrigio dos sistemas dindmicos no intervalo
revelada nas primeiras consideragdes sobre a Teoria da Dindmica Simbélica. Mais uma vez,
o nosso ponto de partida é exactamente 0 mesmo - o conhecimento do invariante de knead-
ing K(f) de uma aplicacio f m-modal no intervalo. No entanto, esta nova perspectiva vai
permitir a abertura de novos horizontes de andlise desta familia de sistemas dindmicos.
Trata-se de uma descri¢io que se distingue daquela apresentada anteriormente, em par-
ticular pelo seu carjcter algébrico. De facto, ao invariante de kneading K = K(f) iremos

associar uma matriz My de elementos a;; € {0,1}, denominada por matriz de transigdo.
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Na base do algoritmo que ird permitir esta correspondéncia estd uma certa parti¢io do
intervalo I, totalmente determinada pelas érbitas dos pontos criticos da aplicagdo em es-
tudo. A matriz de transi¢do ird reter toda a informacéio topoldgica sintetizada na colecgo
de sequéncias simbdlicas K(f) e permitir-nos-d4, por exemplo, determinar de um modo
elegante a entropia topoldgica.

Seja f uma aplicagao m-modal no intervalo I com invariante de kneading K = (K1, ..., Kp),
cujas drbitas dos pontos criticos sdo periédicas com periodos p1, ..., pm, respectivamente,
isto é,

(Ki)p; =C; para i=1,...m e p;>0.
E importante notar a correspondéncia entre sequéncias simbélicas e pontos do intervalo.

Seja {X;}P1T+Pm o conjunto das sequéncias dado pela unido dos conjuntos
{Uj(lcl) 5;17 -3 {aj(ICm) O

onde o representa o operador shift usual definido como habitualmente o(P,P,P;...) =
PyPy... e seja {z;}027*P™ o conjunto dos pontos no intervalo tais que itp(z;) = X;.

Consideremos N = p; + ... + py, € p a permutagdo no conjunto {1,2,..., N} tal que
ZTp(1) < ZTp2) < .o < Tp(N)-

Fazendo 2z = z,(;) e J; = [#,2+1], para i = 1,2,...,N, obtemos uma particio P(") no
intervalo I (também designada por particdo de Markov) determinada pelas érbitas dos m
pontos criticos da aplicacdo f m-modal. Finalmente, para construir a matriz de transigao
resta-nos conhecer a dindmica de cada um dos subintervalos J;, ou seja, saber qual o com-
portamento dos seus pontos pela aplicacdo f. Atendendo a que as sequéncias/pontos que

definem cada um dos subintervalos tém como imagem pela aplicacdo a sequéncia/ponto
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resultante da actuacdo do operador shift em cada uma delas, temos a garantia do cumpri-
mento de tal objectivo de uma forma puramente simbélica. Acrescentamos ainda que a

imagem de qualquer J; por f serd sempre uma unido de subintervalos contiguos.

Definigdo 17 Seja K(f) = (K1, ..., Kim) um invariante de kneading tal que (K;)p = C;,
para alguns p; > 0 e i = 1,2,...,m. Consideremos (J;), com i = 1,2,..,p1 + ... + Pm,
a colec¢do de subintervalos associada a K. Chamamos matriz de transi¢io associada ao
invariante de kneading K & matriz quadrada de dimensdo p1 + ... + pm — 1, denotada por

My, cujos elementos (a;j) sio dados por

1 se f(Jh)DJj
aij =
0 caso contrdrio

Nos dois exemplos seguintes retomamos os invariantes de kneading unimodal e bimodal

considerados anteriormente.

Exemplo 3 A matriz de transicio Mg associada d sequéncia de kneading unimodal K =

RLC é

Exemplo 4 A matriz de transicio My associade ao par de kneading bimodal K =

(RMA,LB) ¢

M(rma,LB) =

— = o @
QO ==

0
1
0
0

=0 = O

Dada uma aplicagio seccionalmente mondtona no intervalo, com determinado invari-
ante de kneading, vimos que a sua entropia topoldgica pode ser determinada a partir do

correspondente determinante de kneading. Contudo, é também possivel calcular a entropia
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da aplicagdo através da correspondente matriz de transi¢io de Markov. Este resultado

pode ser enunciado da seguinte forma.

Proposicao 3 Seja f uma aplicacdo m-modal no intervalo com invariante de kneading

K = K(f) e seja Mx a matriz de transicio associada a K. Entdo,

he(f) = log(Amax(Mx)),

onde Amax(Myx) € o raio espectral da matriz My.

Demonstracéo [La SR 93], [Ba Sp Tr 94] e [La SR 97].

O seguinte resultado estabelece uma ligagdo mais estreita entre o formalismo da teoria

de kneading e as matrizes de transi¢io de Markov.

Proposicdo 4 Seja f uma aplicac@o m-modal no intervalo com invariate de kneading
K = (K1,...,Km) e sejam Dx(t) o determinante de kneading e Mx a matriz de transicdo

associados a K. Entdo,

Det(I, — Mxt)

Dx(t) = (1 —t)(1 —trr)...(1 — tPm)’

com n a dimensdo da matriz Mx e p1,....pm 08 periodos das respectivas sequéncias de

kneading.

Demonstragao [La SR 93], [Ba Sp Tr 94] e [La SR 97].

1.2.3 O segundo invariante topolégico

O conceito de entropia topoldgica é muito importante, ndo s6 em Fisica, como em muitas

outras disciplinas. A necessidade de um par de pardmetros para caracterizar uma familia
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de aplicagdes bimodais, leva-nos a observar a existéncia de curvas, ou mesmo regides
bidimensionais, no espago dos pardmetros, correspondentes a aplicagbes com igual entropia
topolégica. Neste contexto, é crucial a introdug¢do de uma quantidade, isto é, um segundo
invariante, que consiga distinguir topologicamente essas aplicagdes isentrépicas. Dada
uma familia dependente de dois pardmetros de aplicagdes bimodais num intervalo, néo ¢
ficil encontrar as regides no espago dos parimetros correspondentes a aplicagoes de igual
entropia, nem garantir que a parametrizagdo dessas curvas seja simples ou até mesmo
realizdvel. Facilmente se compreende como é interessante ter a possibilidade de definir
um segundo invariante topoldgico que desempenhe, a par com a entropia topolégica, um
papel verdadeiramente importante na andlise das aplicagbes bimodais.

De facto, no estudo da classificagdo topoldgica de uma aplicagdo bimodal f podemos
considerar dois invariantes topolégicos: o ji conhecido ntimero de crescimento, s{f) =
eM($) ¢ um segundo invariante, uma quantidade numérica denotada por r(f), a qual estd
relacionada com as posigoes relativas dos extremos da aplicagdo f. O invariante topologico
r é introduzido usando a hipétese s(f) > 1 e os resultados de Milnor e Thurston sobre uma
semi-conjugagio topolégica A entre a aplicagdo f e uma aplicagdo seccionalmente linear
F, s com declive +s(f) (ver [Mi Th 88], [Al La SR 96], [Se 00] e [Ra Se 04]). A aplicagao
A : I — [0,1] é definida por

. L([0,x],t
AMz) = lim =l com
(z) t1/s LTt

oo
L([0,a],t) = > &(f*lo.a)t* "
k=1

Intuitivamente, podemos pensar em A(z) como a probabilidade de um lap arbitraria-

mente escolhido da funcio f* (com n grande), estar contido no intervalo [0, z] ([Mi Th 88]).
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Figura 1.7: Representaciao do segundo invariante topolégico r para uma familia seccional-
mente linear F, ; (y).

Dada uma aplicagdo bimodal f no intervalo I, existe uma s6 aplicacio
Fes:[0,1] — [0,1]  talque  Fes(A(z)) =A(f(2)),

para qualquer z € I (Fig. 1.7). A aplicagdo F, s é seccionalmente linear com declive +s
em todos os pontos e é definida por

sy se 0<y<A(a)

Fos(y)=q —sy+e se Aa)<y<A(e)

sy+1l—s se y2>A(c)

onde A(c1) =e/(2s), A(c2) =(e+s—1)/(28) ee=r+(s+1)/2,ist0 é,r =e—{(s+1)/2.
Por conseguinte, a cada aplicagdo bimodal f, caracterizada por um invariante de knead-

ing (P(P), Q(Q)), podemos associar dois invariantes topoldgicos: o nimero de crescimento

s (f), e um segundo invariante, r(f), que pode ser dado por

r(f) = 43)\(61)2— 1-s _ 48)\(C2)2+1 _33.
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Os valores de A(c1) e A (c2) podem ainda ser obtidos directamente da matriz de transicdo

associada a (P®), Q(9)

np+1 np+np+2
AMe)=dm e A= D v
i=1 =1

onde ny (resp. mps) denota o nimero de simbolos L (resp. simbolos M) e o vector
v = (V1,...,Up4q—1) é O vector préprio de Perron associado ao valor préprio Amax = .
Verifica-se a igualdade Mv = Amaxv, onde M é a matriz de transi¢do com os intervalos
extremos, Iy = [0,21] e Iptq = [2p4q, 1], incluidos. E importante notar que r(f) é, de
facto, um invariante topolégico, pois o seu cédlculo baseia-se na avaliacdo dos invariantes
topoldgicos A (c1), A (c2) e s (f) ([Al La SR 96]). Relativamente & aplicagdo seccionalmente
linear F, ;, verifica-se que e € [s —1,2] e 7 € [(s — 3)/2,(3 — 5)/2].

O invariante r permite distinguir dindmicas isentrépicas.

Neste momento, estamos em condigGes de dar inicio ao tratamento matemdtico dos

modelos biofisicos que nos propomos analisar.



Capitulo 2

Sistema de FitzHugh-Nagumo
submetido a um estimulo periédico

A actividade eléctrica celular tem uma importancia central em fisiologia. As equagtes de
Hodgkin-Huxley constituem uma contribui¢io verdadeiramente importante para o estudo
da excitabilidade. O artigo publicado em 1952 [Ho Hu 52] é considerado uma referéncia
notivel em toda a literatura fisiolgica e uma combinacdo admirdvel entre teoria e ex-
periéncia.

O modelo de Hodgkin-Huxley é constituido por quatro equagdes diferenciais: uma
equacdo diferencial parcial, que descreve a evolugdo do potencial da membrana e trés
equagoes diferenciais ordindrias que representam propriedades dos canais iénicos. As qua-

tro equages podem ser escritas na forma

¢

Cu% = DM%% — gnam3h(v — vNg) — gt (v —vk) — gr(v — vr)
G = (meo(v) — m)/Tim(v)
G = (noo(v) — n)/Ta(v)

| & = (hoo(v) = h)/Th(v),

onde a varidvel v representa o potencial da membrana. As varidveis m, n e h correspondem

a probabilidades de certos iGes estarem na posicdo de contribuir para abrir ou fechar
39
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determinados canais. Uma descrigio detalhada do modelo e do significado fisiolégico das

suas varidveis pode ser encontrada em [Ho Hu 52|, [Jo Wu 97] e [Ke Sn 98].

O grande mérito das equagdes de Hodgkin-Huxley foi permitir explicar, do ponto de
vista quantitativo, a formagdo de potenciais de accdo, isto é, pontas (spikes) de potencial
tudo ou nada “explosivos” que estdo na origem da sinalizagdo sindptica entre neurdnios.
O modelo apresentado é um sistema dindmico a quatro dimensdes, o que torna dificil a sua,
andlise matemdtica rigorosa. Por conseguinte, existe um considersvel interesse em estudar
modelos mais simples que permitam a anilise dos aspectos qualitativos da dindmica da
conducio nervosa. Neste contexto, surgiu o sistema de FitzHugh-Nagumo que requer
apenas duas varigveis dindmicas e pode ser analisado, de uma forma mais completa e
rigorosa, através de métodos associados ao espago de fases.

Seguidamente, ¢ apresentado um estudo de uma das variantes do modelo de FitzHugh-
Nagumo baseado nos trabalhos de Othmer, Watanabe e M. Xie ([Ot Wa 94], [Ot Wa Xi 96]
e [Ot Xi 99]). Caracterizaremos a complexidade da dindmica utilizando as técnicas dos
sistemas dindmicos discretos introduzidas na seccdo 1.2 do primeiro capitulo. Este apon-

tamento teve como resultado os artigos [Du Ra 03], [Du Ra 05] e [Du Si Ra A}.

2.1 Descricao do modelo

O modelo é um sistema seccionalmente linear no plano para o qual as equagdes diferenciais

ordindrias sdo dadas por

e =Ff)—w+yt) =Fv,w)
(2.1)
W =y - fw = G(v, w)
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A fungio f: R — R é uma fungdo continua seccionalmente linear definida por

—o1v+7y; sev <y
flw)=< aw—7v, sey<v<yv ,

—03v + Y3 SevV > vy

onde a; e v;, ¢ = 1,2,3, so constantes positivas fixas e 0 < v; < v,. Sem perda de
generalidade assumimos que v; = 0. A funcio forcamento (fun¢io estimulo) ¢ : R — R

é uma fungio seccionalmente peridédica de periodo T, definida por

0 semT<t<(m+6)T

P(t) = ;
A se(m+O)T <t<(m+1)T

para m=0,£1,+2, ..
onde A > 0e 8 € [0,1]. No contexto dos modelos bioffsicos para células excitaveis, esta
funcio corresponde & injecgdo de uma corrente despolarizante na membrana celular, du-
rante uma fraccdo de tempo (1 — )T de cada ciclo. As varidveis dindmicas do modelo
de FitzHugh-Nagumo sdo v e w. A varidvel v representa o poténcial eléctrico (a volt-
agem) através da membrana celular e é designada wvaridvel de exzcitagdo. A varidvel w
representa os efeitos das alteracOes nas condutancias de canais iénicos que tendem a resta-
belecer o potencial de repouso e é chamada varidvel de recuperacdo. Os pardmetros A, 6
e T desempenham um papel central no estudo da dindmica. Salientamos que o sistema
é governado por duas dindmicas distintas: uma dindmica rdpida (associada i varidvel v)
e uma dindmica lenta (associada & varidvel w). Na literatura, ¢ ¢ um nimero real pos-
itivo préximo de zero que multiplica pela derivada % e o sistema diz-se singularmente

perturbado [Ho Iz 97].

Duas razdes presidem & escolha de um sistema seccionalmente linear:

a) nos modelos seccionalmente lineares podemos encontrar solugdes explicitas;
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b) a ndo-linearidade do sistema de FitzHugh-Nagumo é traduzida pela funcdo f que no

espaco de fases tem a forma ‘N .

Os métodos associados ao espago de fases sdo dos mais iteis que surgiram na neu-
rociéncia tedrica oriundos da teoria qualitativa, ou geométrica, das equacgOes diferenci-
ais. A sua utilizagio permite-nos obter informagGes interessantes sobre o comportamento
dindmico do sistema em andlise. No espaco de fases, o estado de conhecimento sobre um
sistema num determinado instante colapsa num ponto. Este ponto é o sistema dindmico
- naquele instante. Em instantes diferentes o sistema pode ser representado por pontos
distintos no espago de fases. A representacio de estados como pontos no espago facilita a
observagido de alteragoes qualitativas.

No estudo da dindmica das duas varidveis do sistema de FitzHugh-Nagumo, é 1til
representar graficamente uma varidvel em funcdo da outra. Repare-se que a prépria de-
signacdo de espago de fases deriva do facto de, através da representacdo grifica de duas
varidveis, particularmente das que tém comportamento periédico ou esteriotipado, po-
dermos estudar a dindmica de uma varidvel face & outra. Por exemplo, consideremos um
neurénio formando um potencial de ac¢do governado pelas equacdes de FitzHugh-Nagumo.
O potencial da membrana v afasta-se de um nivel de repouso até atingir o nivel méximo
do potencial, voltando a descer através de um processo de pés-hiperpolarizacao, regres-
sando entdo 3 posi¢io de repouso (ver Fig. 2.2). A varidvel de recuperagio, w, segue uma
trajectéria correspondente como resposta ao potencial de membrana. A representagio
num grafico do potencial v em funcéo da varidvel de recuperagdo w tem como resultado
uma curva fechada, ou trajectéria, no espago de fases (Fig. 2.3). O espago de fases é

caracterizado por vdrias marcas ou pontos especiais que ajudam a definir e a visualizar as
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dindmicas. Por exemplo, as chamadas linhas de inclinacdo nula do sistema sdo definidas
como as curvas ao longo das quais uma ou a outra varidvel permanece constante. A curva
ao longo da qual z—'t’ = 0 define a linha de inclinagio nula de v, enquanto ﬁfﬁ = 0 define a
linha de inclinagio nula de w. Nos pontos onde aquelas duas linhas se intersectam, nen-
huma das varidveis se altera; estes pontos de intersecgcdo definem os estados de equilibrio
do sistema dindmico. A Fig. 2.1 mostra as linhas de inclinag¢do nula do sistema (2.1). Na
Tabela 2 apresentamos a defini¢cdo analitica das linhas e a Tabela 1 exibe a defini¢cdo de

alguns pontos especiais representados na Fig. 2.1.

-1 0 1 2 3 4

Figura 2.1: Linhas de inclinagio nula com respeito a (2.1). A definigio analitica das linhas
é apresenta na Tabela 2 e as coordenadas dos pontos sio dadas na Tabela 1. Na segunda
coluna da Tabela 1 estdo representadas as coordenadas para a1 =2, ag = a3 = 1,79 = 0.6
e 73 = 1.8. Para estes pardmetros A; = 0.4, A2 =0.8, A3 =18, vyy=02e v, =1.2.
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Table 1: Coordenadas dos pontos da Fig. 2.1 para A = 0.6.

Pontos | Férmula valores w
Q1 u(l, —ay) (0.2,-0.4) ~04
Q2 (0,0)" (0,0) 0
Qs et ) () ) —(0.6 + A)(0.5,-1.0) | 1.2
an (’Ul, —o v + A) (0.2, —-0.4 + A) 0.2
Qs A/(1+d04)(8,1) A(0.25,0.5) 0.3
Qe (Fe22=m) gn, — v, + A) | (=0.3,0.6 + A) 1.2
Q7 (atan) g q)) (2.1, —0.4) —04
Qs (vr, 20 — 73) (1.2,0.6) 0.6
Qo (ﬁ'l:fMl —a1y) (42 + A, —0.4) 0.4
Q1o (vr, gy — 9 + A) (1.2,0.6 + A) 1.2
Qu (‘ﬁt,zs) (8,1) (5“‘*—18, (ar28)) 16
Qz | mig (D) (0.6,1.2) 1.2
Qi | (Tet2%=8 o1y +4) [(22-4,-04+4) |02
Qe | ((atmazaw) o0 ) | (1.2,06) 0.6

Table 2: Definicio analitica das linhas de inclinacio nula mostradas na Fig. 2.1

Linhas | equagtes

LT w=-mv, v <Y

LT w=-av+A vy

Ly W=V — Vg, N <UL Up
L7 w=aw—v+ A4, v <v<v
Ly W= —q3¥ + Y3, V> VUp

LT w=—agv+y3+A4,v>0

E interessante sublinhar que o espago de fases nos permite visualizar o efeito da in-
jeccao de corrente num neurénio. Matematicamente, injectar uma corrente estdvel positiva
corresponde a adicionar uma constante positiva ao segundo membro da equacdo do po-
tencial. No espago de fases, a linha de inclinagao nula de v sofre uma translacdo, o que
altera a posicio dos pontos fixos. Uma solucio periddica ou solucdo ciclo-limite no espaco

de fases corresponde 3 formagio repetitiva de potenciais de acgdo pelo neurdnio.
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O sistema (2.1) é auténomo em cada um dos intervalos de tempo [mT,(m + 0)T) e

[(m + )T ,(m + 1)T). A linha de inclinag¢do nula de v é dada por

w= f(v) para t€ [mT,(m+6)T)

€ por

w=f(v)+A para te€[m+0)T,(m+1)T).

A continuidade de f implica que

Yo = (a1 +az)y; e v3=(a2+ az)vr — (o1 + a2)vy.

Como em [Ot Wa 94], assumimos que

Uy — Yo = a2ty — (01 + a)vy > 0,

o que implica f{r) > 0. Suponhamos que 31- > as. Entdo G = 0 intersecta F = 0 em

exactamente um ponto quando o estimulo estd desligado (off ) e exactamente em um ponto

quando o estimulo est4 ligado (on).

Para um estudo comparativo das diferentes dindmicas correspondentes a diversos va-

lores dos pardmetros, foi proposto em {Ot Wa 94] o estudo do chamado sistema singular,

que se obtém quando fazemos € = 0. E precisamente este sistema que serd objecto da

nossa aten¢do. No limite singular ¢ = 0, o sistema (2.1) reduz-se a

dw —Ai(w — w}) , (v,w) € L7
dt B * * + ’
=Ai(w — (w + A7) , (v,w) € L]
A
onde w; = i e A= i=1,3

(2.2)
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Os pontos w} e w} + A7 sio as coordenadas na varidvel w dos pontos de equilibrio (isto é,
correspondem 3 intersecciao das linhas Lii com G = 0). Observando a Fig. 2.1 e a tabela

1, verificamos que

wi=0, wi+A]=W; w;=Wy e wi+ Aj=Wip.

2.5

2
1.5tv

1
0.5

— L
-0.5

t
2 4 6 8 10

Figura 2.2: Potencial de ac¢fio ou ponta. Variagdo da componente v da solugdo do sistema
singular com o tempo para (4,8,T) = (0.6,0.4,4.0).

E importante notar que as solu¢oes do sistema, (2.2) no espago de fases, denotadas por
é(t, Py), com Py = (v, wp), permanecem sobre as linhas L;tt. Na Tabela 3 estao repre-
sentadas estas solugbes na coordenada w, correspondentes a cada linha Lfc, 1 =1,3. No
estudo da dindmica do sistema singular, é util conhecer o tempo requerido para atraves-

sar segmentos de Lii, i = 1,3, pelo que apresentamos as férmulas que se seguem. Seja

TijE (wo, w) 0 tempo necessdrio para a solucdo evoluir de wy para w enquanto permanece
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-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 2.3: Solucdo do sistema singular no plano de fases para (4, 8,7T) = (0.6,0.4,4.0).

em L, i = 1,3. Entio

T (wo, w) = }\iln [M] (2.3)

Tabela 3 : Solugdes de (2.2) para a varidvel w sobre as linhas ({0, Py) = B).

Linhas Solugdes do sistema (2.2)
LT w(t, wo) = woe M?
LT w(t, wo) = Ws + (wo — Wp)e~ M1 0=0T)
L:; w(t, wg) = Wiz + (wo — le)e_’\e't
L;’ w(t, wo) = Wi1 + (wo — Wll)e_)‘:’(t_eT)

A Fig. 2.3 mostra a representacio grifica de uma solugio do sistema singular (2.2)
no espago de fases. Na Fig. 2.2 apresentamos o regime de comportamento temporal da

coordenada v da mesma, solugéo.
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2.2 Caracterizacao da entropia topolégica

As familias de aplicacdes unimodais e bimodais no intervalo, apresentadas na seccdo 1.2
do primeiro capitulo, prestam-se a estudos numéricos exaustivos e a sua estrutura permite
a construcdo de uma descrigio tedrica em termos de dindmica simbélica particularmente
completa. Os resultados obtidos para estas aplicagdes apresentam relagbes, ainda néo
totalmente compreendidas, com fen6menos naturais aparentemente muito distantes e de-
scorrelacionados. De facto, a teoria das aplicagbes unimodais e bimodais no intervalo con-
duz a nogdes que podem ser utilizadas em diferentes dreas como, por exemplo, dinimica
de populagdes, genética, epidemiologia, neurociéncia, na teoria dos ciclos econémicos ou
de mercado, ou mesmo em ciéncias sociais como a psicologia, na teoria da aprendizagem
(vejam-se as consideragdes a propdsito das aplicagdes unimodais no conhecido artigo de
revisdo de May [Ma 76]).

Neste momento, é pertinente apresentar uma familia de aplicagdes dependentes de
trés parametros F4 g1 sobre o intervalo [0,1], introduzida em [Ot Wa 94] (ver também
[Ot Wa Xi 96], [Ot Xi 99] e [Du 01]). Estas aplicagdes, as quais designaremos por aplicagées
de FitzHugh-Nagumo, sio obtidas a partir do sistema singular (2.2). Com o propdsito
de proporcionar uma melhor compreensdo da dindmica para os diferentes valores dos
parametros A, e T, aplicamos & coordenada w no intervalo unitdrio a transformagao

Wsigw_lo se ('v,w)ELl_,'wZO

(2.5)

1 se (v,w)€Ly,w>0

_ w
Ws+Wio
Atendendo ao procedimento indicado em (2.5), a cada ponto do segmento de Lj,

compreendido entre Qg e o eixo dos vv, corresponde um ponto de L] situado abaixo de

W1, normalizado no intervalo [0,1] fazendo z = 1 — W#)Tm' Se depois de um ciclo de
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Figura 2.4: Aplicagio de retorno para (4,6,T) = (1.1,0.1,1.7). A sua regido invariante
corresponde a uma, aplicagio trimodal .7-'1(‘3’71.

forcamento o ponto regressar directamente a L], normalizamos a coordenada w fazendo
= W5+Wm' Os grificos das aplicagbes de FitzHugh-Nagumo sdo construidos calculando
as trajectérias de pontos no intervalo [0,1], e registando a sua imagem, decorrido um
periodo de tempo T (um ciclo de forcamento). E por este motivo que na literatura estas
aplicacbes também sdo designadas por aplicacées de retorno.

Para chegar a um entendimento mais completo, mais profundo e, portanto, mais satis-
fatério, do sistema singular, requere-se o conhecimento e o estudo de aplicagdes represen-
tativas da dinimica, que surgem para diversos valores dos pardmetros A, § e T. Alguns
exemplos de tais aplicagfes para 0.8 < A < 1.8, W, > W; e diferentes valores de 8 e T sdo
apresentados nas Figs. 2.4 - 2.6. Se considerarmos as suas regides invariantes, obtemos

trés familias de aplicacgdes:

i) aplicactes .7-'1(41’)0’11 - unimodais;
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Xn+1

Figura 2.5: Aplicacdo de retorno para (A,0,T) = (1.21721,0.0655,0.8). A sua regido
invariante corresponde a uma aplicagio bimodal .7-"1(42},’11.

ii) aplicacoes .7-"1(42)0’11 - bimodais;
i) aplicagdes F{) . - trimodais.

Seguidamente, apresentamos comportamentos da entropia topoldgica e regimes da
dindmica que ocorrem para aplicagdes unimodais e para aplicagbes bimodais.

2.2.1 Aplicacoes unimodais .7-'1(41},1 no intervalo

A discussdo do seguinte exemplo ilustra o cdlculo da entropia topoldgica para uma sequéncia
de kneading unimodal (atender as consideragdes feitas na subseccdo 1.2.2 do primeiro

capitulo).

Exemplo 5 Consideremos a aplicacdo da Fig. 2.6, onde (A,0,T) = (0.9,0.1,3.1). 4

dérbita do ponto critico define a sequéncia de kneading unimodal K = RLRRLRC. Apli-



2.2 Caracterizagdo da entropia topoldgica

51

Xn+l

/_

Figura 2.6: Aplicagio de retorno para (4,0,T) = (0.9,0.1,3.1). A sua regido invariante

(1)

corresponde a uma aplicagdo unimodal F 4 ;.

cando o operador shift, obtemos 0s sucessivos itinerdrios dos pontos da drbila

O(c) = {zi : 7 = F{ (o), i € No},

z; — RLRRLRC
g — RLRRLCR
z3 — RLRRCLR
z4 — RLRCRLR
z5 — RLCRRLR
z¢ — RCLRRLR
z7 — CRLRRLR.

Estes pontos (ou as correspondentes sequéncias simbdlicas) sio ordenados do seguinte

modo

Lo <K I5 <K Cc=27 <3< Tg < T4 < T1.
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A matriz de transicdo correspondente é

000100
000011
000 001
M(rLRRLRC) = 001110]|
010000
10000 0]

a qual tem o polindmio caracteristico
p()) = det(Mrrrrrroy—M) =1 =X = X2+ 23 =2t = X% + )6

O mimero de crescimento s(fgl,z,’T) (0 raio espectral da matriz M prrrirC)) € 1.55603....

Por conseguinte, o valor da entropia topoldgica é

he (Fihr) =logas (Fiihr) = 0.63787...

A aplicagio unidimensional apresenta comportamento cadtico, pois a sua entropia topologica

€ positiva.

Os gréficos das Figs. 2.7-2.9 representam trés situacoes da variacdo da entropia
topolégica com cada um dos parimetros A, 8 e T, para a familia unimodal fg{},’T.

Salientamos que as aplicacOes sdo cadticas e que a entropia topoldgica h; (fgl’)a,T) é
monétona decrescente com cada um dos trés pardmetros A, @ e T. A justificagdo deste
facto é baseada na expansividade das aplicagGes .7-'1(411)9’11. Esta propriedade permite-nos

estabelecer uma semi-conjugagio com a aplicacdo tenda. Verifica-se que o médulo do

declive desta aplicagdo é decrescente com cada um dos pardmetros A, 0 e T.

2.2.2 Aplicagdes bimodais .’Ff},’T no intervalo

Nas situacbes apresentadas anteriormente, a entropia topolégica é mondtona com cada

um dos parametros, o que nos permite classificar topologicamente as aplicagoes unimodais
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Figura 2.7: Variagao da entropia topoldgica para A € [1.0, 1.13], 0 =0.1e T = 2.1.

1 C ) R . . ~
fg}’T. No entanto, ao estudar aplicagGes bimodais F,Et,)a,T é tipica a ocorréncia de situagGes
de dindmica isentrépica (ou seja, o aparecimento de aplica¢Ges com a mesma entropia).

. g L . (2
Para ilustrar esta ideia, vamos fixar T = 0.8 e procurar aplica¢des bimodais .7:/(13”1 com

entropia topolégica log, ((1 + v/5)/2) = 0.481212.... O exemplo seguinte ilustra o cilculo

da entropia topolégica de uma dessas aplicagoes.

Exemplo 6 Consideremos a aplicacdo da Fig. 2.5, onde (A,0,T) = (1.21721,0.0655, 0.8).

As orbitas dos pontos criticos ¢ e cz definem o par de kneading bimodal
K=(RMMB,LRMMMB).
Ordenando 0s sucessivos pontos das drbitas
O(cr) = {zi 1z = Foppler), i €N} e Ofer) = {yi 1 s = Fiprler), i € No},

obtemos

n<a<z3=ys <Yy <r2=yY<cg=24 =Yg < Y2 < T1.
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Figura 2.8: Variacdo da entropia topoldgica para 6 € [0.0, 0.25], A =0.9 e T = 3.1.

A matriz de transicdo correspondente é

M(RMMB,LRMMMB) =

O = =0 O
(== e B e i e B
OO OO
H OO MOOO
OO -=OOo
oo OO O
oo oo~

d qual corresponde o polindmio caracteristico

p()) = det(M(rarara,Lraamemrsy—A) = X1+ X) (=1 = A+ X%)(1 - X+ X?),

O nimero de crescimento s(}'ﬁiz,’T) (o raio espectral da matriz M gymmp,LRMMMB)) €

(14 +/5)/2. Portanto, o valor da entropia topoldgica é

he (For) =loges (Fihr) = og.((1+v5)/2) = 0.481212....
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Figura 2.9: Variagdo da entropia topoldgica para T € (3.0, 3.3], A=0.9e 8 =0.1.

As tabelas seguintes mostram os pares de kneading e os polinémios caracteristicos

associados a algumas aplicagdes bimodais .7-'&2’)0’11.

#) com T = 0.8

par de kneading de ‘7_.1(42}),11

1.07111,0.1888)

RM?RMB, LRM*RM B)

1.0905,0.171948)

(R
(RM2RMRMRMB LRM°RM*B)

1.10745,0.14715)

RM?RM3B, LRM?’RM RM?RM B)

1.10795, 0.14675)

RM2RM3RA LRM?RA)

1.15962, 0.0869)

RM?RM*B, LRM’RM RMRM?B)

RM*RM?A,LRM?A)

1.21721,0.0655)

1.22062, 0.01355)

RM?RM’B, LRM?>RM?*B)

1.22065, 0.004)

RM2RM2RMQB ,LRM?RM?RM>B)

1.22118,0.0003)

RB, A)

(4,
(
(
(
5
(1.164785,0.116615)
(
(
(
(
(

1.2214,0.001)

(R
(
E
(RM?B, LRM®B)
(R
(
(
(B

M2RM2RM2RM2B, LRM?RM*RM’RM?3B)
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(A,0) com T =0.8 | polinémio caracteristico de M(F, @) 1)
(1.07111,0.1888) A (-1 -2+ 290 —2,\+,\3+>\°)

A1 = X+ 2%)(1 - A)x
( A+ X2+ 200225 + X8 + 07 +28)
(1.10745,0.14715) 1A+ A1+ A=A (=1 + 2+ 2"+ 2")
(1.10795,0.14675) | AT(=1 = A+ A% (2 =22+ A° + X° + X%)
(1.15962,0.0869) WET-AF XA =2+ A)(-1+ A+ A°+ A7)
(1.164785,0.116615) | A5(—1 = A+ A%)(1 22 - X = X%
( ( )(-1
( (- )(-1

T 2

(
(
(

1.0905, 0.171948)

1.21721,0.0655) A1 =X+ ) — NI -2+ 29

1.22062, 0.01355) MN(=1-A+ X -2 -5

A1 = A+ 2% (-1 - AT+ )%

1.22065,0.004) (1= A+ A)(1 = A2 1 A

1.22118,0.0003) (-1 =2+ X%

AB(C1 A+ A+ A+ X2+ X3+ AYx
(F14+A =23 42 =254+ 27 =129

1.2214,0.001)

E importante notar que o factor comum (1 — A+ A?) determina o raio espectral (1+ v5)/2
e, portanto, a mesma entropia topolégica ht(}'( ) r) = log.((1 + v/5)/2) = 0.481212....
Por conseguinte, todas as aplicagdes em estudo apresentam comportamento caético e a
entropia. topolégica tem exactamente o mesmo valor. Uma questdo surge naturalmente:
Como podemos classificar estas aplicacoes isentrépicas? E precisamente sobre este assunto

que iremos reflectir no pardgrafo seguinte.

2.3 Dinamicas isentrépicas e o segundo invariante topolégico

Parece-nos pertinente comegar por fazer referéncia a um resultado numeérico interessante
que diz respeito as aplicagdes isentrépicas estudadas. Para T' = 0.8 fixo, a cada ponto
(A,8) representado na Fig. 2.10 corresponde uma aplicagdo com entropia topoldgica
log,((1 + v/5)/2) = 0.481212.... Este resultado numérico sugere a existéncia de uma
relacdo entre os parimetros A e 8, quando T estd fixo.

O rajo espectral, s6 por si, j4 nio é suficiente para classificar as aplicages introduzi-

das. E entdo necessirio considerar um segundo invariante que nos permita caracterizar
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0.1

>/

A
°
1.075 1.1 1.125 i.15 1.175 1.2 1.225 1.25

-0.05

Figura 2.10: Representagdo de pontos (A4,8), para T = 0.8. A cada um destes pontos
corresponde uma, aplicagdo com entropia topolégica hy = log, ({1 + v/5)/2) = 0.481212....

tais dindmicas. Assim, surge o invariante topoldgico r. O seguinte resultado é uma con-

sequéncia das consideragoes feitas na subsecgio 1.2.3 do primeiro capitulo.

Proposicdo 5 As aplicacdes bimodais .7'-512,)0”1-1 podem ser classificadas topologicamente por

um par de invariantes topoldgicos (s,r), onde s é o nimero de crescimento (3(‘7:51,3),T) =

(2) . .
eh‘(]:Aﬂ’T)), r € o invariante dado por

2 4sh(c1) —1—s 4sh(ce)+1-3s
r (]:51,)0”1") = 2 = 2

e A a semi-conjugacdo topoldgica entre .7-'1(42,)9’:,1 e a aplicacdo seccionalmente linear Fe ,
sy se 0<y<A(a)
Fos(yy=¢ —-sy+e se Aec)<y<A(e)
sy+l—s se y>A(c)

onde A(c1) =ef(2s), Acx) =(e+5—1)/(2s) ee=r+ (s +1)/2.

O seguinte exemplo ilustra o célculo dos invariantes topolégicos s e r aplicando o

algoritmo descrito na subsecg¢do 1.2.3 do primeiro capitulo.
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Exemplo 7 Consideremos a aplicacdo da Fig. 2.5 e o correspondente par de kneading

bimodal K = (RMMB,LRMMMB). Construimos a matriz de transi¢do

(111111100)
00000O0GO0TIO
000000110
0000O0T1000

M=|looo110000],
011000000
011100000
000010000

\0o000O0T1T111)/

com Muv = Apaxv 6 equacdo do vector prdprio de Perron. Entdo

2 6
Aler) =Y v =0.469374... e A(cz) = D v; = 0.660357...

=1 i=1

(com v normalizado ao intervalo unitdrio). Portanto,

._.
+
=

e r=0.209911....

A aplicacdo seccionalmente linear semi-conjugada associada ao par de kneading K =
(RMMB,LRMMMB) ¢ apresentada na Fig. 2.11. Os correspondentes valores dos
pardmetros para a aplicacdo bimodal '7:,(42,2?1 sdo A = 1.21721, 8 = 0.0655 ¢ T = 0.8

(ver Fig. 2.5).

A cada par de kneading (P, Q) corresponde um e um s6 valor de r. A tabela seguinte

constitui uma sintese dos resultados numéricos do nosso estudo, paraT = 0.8 ¢ ht(ff},’T) =
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.11: Aplicagiio seccionalmente linear F ; para s = ((1+/5)/2) e r = 0.209911....

0.481212....
2
(4,6) r(Fioyr)
(1.0905, 0.171948) 0.240802
(1.07111, 0.1888) 0.25

(1.10745,0.14715) | 0.264552
(1.10795,0.14675) | 0.263932
(1.15962, 0.0869) 0.278709
(1.164785,0.116615) | 0.18541
(1.21721, 0.0655) 0.209911
(
(
(
(

1.22062,0.01355) | 0.287268
1.22065,0.004) 0.303967
1.22118, 0.0003) 0.309017
1.2214, 0.001) 0.307829

No contexto dos sistemas excitdveis submetidos a um estimulo periédico, qual o si-
gnificado deste invariante topoldgico e o que representa? Esta é uma questdo interessante

para a qual ainda n3o temos resposta.
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2.4 Tipos de bifurcacoes de aplicagoes de FitzHugh-Nagumo
no intervalo

A presenca de trés pardmetros no sistema de FitzHugh-Nagumo conduz a diferentes
dinamicas, cada uma das quais responsdvel por uma fungao fisiolégica. Para os fisiologistas
é desejdvel ter uma visdo global dos diversos comportamentos qualitativos do modelo para
diferentes valores dos parametros A, 6 e T. Tal perspectiva global pode ser proporcionada
pelo diagrama de bifurcagdo. Informagdes adicionais sobre o significado fisiolégico de bi-
furcacdes que ocorrem no modelo de FitzHugh-Nagumo, podem ser encontradas no livro
[Ro Ge Gi 00]. As bifurca¢des desempenham um papel central no estudo do comporta-
mento qualitativo dos sistemas biol6gicos. Por exemplo, a ideia de que uma doenca possa
estar associada a bifurcacdes na dindmica dos organismos vivos foi explicitamente susten-
tada por Mackey e Glass [Ma Gl 77]. Estes autores introduziram o conceito de doenca
dindmica para denotar dinimicas anormais nos sistemas fisiolégicos associadas com al-
teracdes nos seus parametros de controle.

Neste parigrafo, descrevemos determinadas bifurcacdes da familia de aplicagbes bi-
modais, que aqui denotaremos simplesmente por f. Na teoria do comportamento as-
simptético de endomorfismos sobre o intervalo, um dos problemas consiste na determinagao
de conjuntos limite para uma aplicagdo f : I — I, onde I = [0,1]. O conjunto limite de
z € I é o conjunto dos pontos limite da sucessdo {f™(z)}nen (n denota composigao suces-
siva). Quando estudamos os conjuntos limite de uma aplicacdo f : I — I com a variagdo
de um pardmetro y, escrevemos fu(z) ou f(u,z). S3o particularmente interessantes os

seguintes tipos de érbita:

a) orbita de periodo 1 ou ciclo de perfodo 1, isto é, um ponto fixo z* de f(u,z) o qual é
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uma soluc¢do da equagdo £ = f(u,z). O ponto fixo é estdvel se l%’;il <1
z*

b) 6rbita de periodo n ou ciclo de periodo n. Cada um dos pontos z; do ciclo de periodo

n é um ponto fixo de f*(u,x), ou seja, z; = f™{u,z;), para i = 0,1,...,n —1. A

n—1
= [1 |f'(s, ;)| < 1. Esta condicdo

Jj=0

condigdo de estabilidade é dada por w

permanece a mesma para todos os pontos z; da érbita de periodo n, isto é, todos

estes pontos adquirem ou perdem estabilidade simultaneamente.

Do ponto de vista qualitativo, as aplica¢des podem apresentar virios tipos de compor-
tamento assimptético para diferentes valores dos parametros A, # e T, tais como: estados
estaciondrios, ciclos ou érbitas de diferentes periodos e caos. As mudancas qualitativas de
comportamento com a variagao de um parametro p sao designadas bifurcacdes e os valores
do parametro para os quais elas ocorrem sao chamados pontos de bifurcagéo. Um sistema,
dindmico pode entdo ser pensado em fungao de um parimetro de controle. Com efeito, o
comportamento dinamico do sistema pode ser bem diferente se o valor desse pardmetro
for alterado. Neste contexto, revela-se importante o estudo de grificos que representam as
iteradas assimptdticas das aplicagdes (que correspondem a Grbitas atractivas). Os valores
z;, obtidos pela iteracdo de f"(z) quando n — oo, sdo representados como fungio do
pardmetro de controle. O gréfico da Fig. 2.12 representa as érbitas atractivas da familia
de aplicagdes bimodais como func¢io do pardmetro T (ciclo de forcamento) para A = 1.1
ed =0.1.

Estes resultados numéricos conduzem a questles pertinentes sobre o estudo analitico
da dindmica. O nosso propdsito é identificar tipos de bifurcagdo que podem ocorrer
com a variacdo de cada um dos pardmetros. Primeiramente, consideremos a variacao

do parametro T', quando T decresce de 1.25 a 0.2. Atendendo a que as aplicagdes de re-
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0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
Figura 2.12: Imagens pela aplicagdo de retorno do ponto inicial zp = 0.5 em funcio do

parametro T, para # = 0.1 e A = 1.1. As duas linhas cinzentas representam a evolugdo
dos pontos criticos ¢; e ¢z em fungdo do parametro.

torno sio construfdas calculando as trajectérias de pontos no intervalo [0, 1], descrevemos

o comportamento qualitativo fazendo referéncia a argumentos numéricos e graficos.

A familia de aplicages é continua e seccionalmente diferencidvel (a derivada nao ests
definida nos pontos criticos). Nestes pontos a derivada d esquerda, % f—, e a derivada a
direita, % f+, de f ndo tém o mesmo valor.

Os pontos de bifurcacdo que correspondem a érbitas periddicas sdo particularmente

interessantes para o estudo da dindmica, pelo que serdo objecto da nossa atengao.

Sejam f™(u,z*) = z* e n o menor inteiro para o qual esta igualdade é verdadeira.
Entdo, dizemos que z* é periddico com periodo primitivo n. A teoria local da bifurcacio
permite-nos atribuir um indice de estabilidade (s para estdvel, u para instdvel) a pontos,
consoante o valor absoluto de ad; f™(u,z*) = A(z*) é menor ou maior do que 1.

Numa primeira instancia, de entre as diferentes bifurcagbes que podem ocorrer quando
T decresce de 1.25 a 0.2, destacamos a bifurcacdo de duplicagdo do periodo (BDP) em

T = 1.094... (Fig. 2.13).
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Figura 2.13: Aplicagdo iterada de segunda ordem para (A4,0,7) = (1.1,0.1,1.094...).

Estas aplicagGes nio experimentam uma sucessdo de bifurcagées de duplicagio do
periodo conducentes ao caos. Nao observamos a cascata de duplicagdo de periodo nas
janelas periddicas como é caracteristico da familia das aplicagdes quadréticas z,4+1 =
azn (1l —z,). Para detalhes adicionais sobre a bifurcacio de duplicagdo de periodo, veja-se
a referéncia [Gu 77]. Em T = 1.0, o atractor é uma érbita de periodo 4, como indicado
pelos quatro ramos no diagrama da Fig. 2.12. O estudo da estabilidade de uma érbita
pode ser realizado reduzindo o problema & andlise da estabilidade de um ponto fixo. O
grafico da aplicacdo iterada de quarta ordem (Fig. 2.14) encerra informagdes geométricas

1teis sobre a estabilidade da érbita de periodo 4.

Os quatro pontos fixos nos quais o declive da aplicagio tem valor absoluto menor do
que 1 correspondem a uma drbita estdvel de periodo 4. Em contraste, o declive é maior

do que 1 nos restantes pontos fixos (uma 6rbita de periodo 1 e uma érbita de periodo 2).

A Fig. 2.15 representa um diagrama de bifurcacio parcial da aplicagao de retorno.
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Figura 2.14: Aplicacdo iterada de quarta ordem para (4,6,T) = (1.1,0.1,1).

Com o decrescimento de T, é criado um par de 6rbitas repulsivas em T = t;. O
grifico da aplicagio iterada de quarta ordem contribui para uma melhor compreensao do
nascimento destas érbitas. Denominamos este tipo de bifurcagio por bifurcacdo sela-nd
instdvel-instdvel (BSNy,). Na literatura a bifurcagdo sela-né é também designada por

bifurcacio tangente, [Gu Ho 83].

A Fig. 2.16 e a Fig. 2.17 representam um esbogo da aplicagdo iterada de quarta ordem
e surgem com o propésito de facilitar a andlise da estabilidade dos pontos fixos quando

T =ty e T = t;, respectivamente.

Realcamos a criaciao de pares de 6rbitas repulsivas em T = 3 e a ocorréncia de uma
bifurcacdo sela-nd invertida estdvel-instdvel (BSNI,,) em T = 11, isto é, a destruigdo de
pares de 6rbitas estével-instivel. O caso de estabilidade marginal nos pontos fixos onde a
funcao nio é diferencidvel requer uma reflexdo especial. Esta situacdo acontece para um

valor fixo do pardmetro u*. A mudanga no nimero e estabilidade de solugdes tem lugar
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Figura 2.15: Esbog¢o (nio & escala) do diagrama de bifurcagido das aplicagdes f para
A=11,0=01eT € (0.94.,1.25...). E atribuido um rétulo de estabilidade: s para
estdvel, u para instdvel. Destacam-se dois valores especiais de T: #; = 0.942318... e
to = 0.94883....

em pu = u*.

Seguidamente, descrevemos os dois tipos de bifurcaces referidas: a bifurcacdo sela-né
instdvel-instdvel e a bifurcacdo sela-nd invertida estdvel-instdvel.

Consideremos apenas as aplicages f(u,z), com y = T. Todavia, a descricio que se
segue é vilida para as aplicagbes f(A4,z) e f(#, ). Como é ilustrado na Fig. 2.16 (veja-se
em paralelo a Fig. 2.15), nos pontos fixos definidos pelos pares de segmentos (2u,3u),

(6u, Tu), (9u, 10u) e (14u, 15u), temos para u* = to:
L f*(u*,z*) = 2%
2. | fn (20| > 1 e | fnn e > 1

Quando g = T € (¢1,t2), a linha diagonal intersecta todos os segmentos do gréfico.
Mais precisamente, existe uma pequena regido no plano yz centrada em (u*,z*), {(u,z) :

wr-n<u<p*+nez*—e<z<z*+e, ne> 0}, com as seguintes propriedades que
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Figura 2.16: Esbogo da aplicacdo iterada de quarta ordem para T' = 3

dizem respeito a u* = {3 € aos pontos fixos citados:
i) se p € (t2,t2 +n), entdo f*(u, ) ndo tem pontos fixos em (z* — €, 2" + ¢);

ii) se u € (ta —n,t2), entdo f™(u,z) tem dois pontos fixos em (z* — ¢,z + €), ambos

repulsivos.
Esta bifurcacdo é chamada bifurcacio sela-nd instdvel-instdvel. Saliente-se que este

tipo de bifurcaciio ndo ocorre para as aplicagOes diferencidveis, pois a derivada em cada

ponto de tangéncia seria igual a 1.
Na Fig. 2.17, nos pontos fixos definidos pelos pares de segmentos (1s,2u), (5s,6u),

(10u, 11s) e (13s, 14u), temos para pu* = t;:

1. f*(u,z%) =z%;
2. |2t a")| < 1e |2, 2)| > Lou [Zf0(u,e)| > e |Zf2us,a")| <1
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Figura 2.17: Esboco da aplicacio iterada de quarta ordem para T' = ¢;.

Quando 4 =T < ti, a linha diagonal ndo intersecta aqueles pares de segmentos. Existe
uma pequena regido no plano pz centrada em (u*,z*), {(u,z) : p* ~p<u< pu*+7 e
¥ —e <z <z*+¢g, ne >0}, com as seguintes propriedades respeitantes a pu* = ¢, e aos

pontos fixos assinalados:
i) se p € (t1 — n,t1), entdo f™(u, ) ndo tem pontos fixos em (z* — &, z* + ¢),

ii) se p € (t1,%1 + 1), entdo f™(u, ) tem dois pontos fixos em (z* —¢, z* +¢), um atractivo

€ um repulsivo.

Esta bifurcacao é designada bifurcacido sela-nd invertida estdvel-instdvel.

As Figs. 2.18 - 2.21 mostram exemplos de representagdes no plano de fases e variacoes
do potencial v com o tempo, com o propésito de ilustrar alteragdes protagonizadas por
bifurcacoes.

E importante notar que a estrutura de bifurcagdes descrita é comum aos diagramas de
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Figura 2.18: Solucdo do sistema singular no plano de fases para (4,0,T) = (1.1,0.1,1.1).

g o 0~ U N U

5 10 15 20 25 30t

Figura 2.19: Varia¢do da componente v da solugio do sistema singular com o tempo para
(A4,0,T) = (1.1,0.1,1.1).
bifurcagdo dos trés parimetros A, 6 e T'. De facto, as bifurcagées apresentadas ocorrem

quando construimos o diagrama de bifurcagdo como uma fungio de A e como uma fungéo

de 6 (Fig. 2.22 e Fig. 2.23).

Este apontamento constitui uma contribui¢do para uma descricdo detalhada das al-
teragbes qualitativas do comportamento das aplicagbes de FitzHugh-Nagumo bimodais no

intervalo.
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Figura 2.20: Solucio do sistema singular no plano de fases para (4,0,T) =
(1.1,0.1,0.942318...).

5 10 15 20 25 30t

Figura 2.21: Variacdo da componente v da solugio do sistema singular com o tempo para
(4,6,T) = (1.1,0.1,0.942318...).
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Figura 2.22: Tmagens pela aplicacdo de retorno do ponto inicial zo = 0.5 em funcao do
pardmetro A, para # = 0.1 e T = 0.8. As duas linhas cinzentas representam a evolugio
dos pontos criticos ¢; e ¢ em fungdo do pardmetro.

Figura 2.23: Imagens pela aplicacdo de retorno do ponto inicial zo = 0.5 em fungéo do
parametro 0, para A = 1.1 e T = 0.8. As duas linhas cinzentas representam a evolugio
dos pontos criticos ¢;1 e ¢2 em fungdo do parimetro.



Capitulo 3

Um estudo de arritmias de baixa
dimensao

Os ritmos fisiolégicos complexos tém uma presenca indelével nos organismos vivos. Estes
ritmos resultam de mecanismos biolégicos nao-lineares interactuando com um meio sujeito
a flutuagbes constantes. As técnicas matemdticas e fisicas combinadas com os estudos

médicos e fisiol6gicos estdo a transformar o nosso entendimento dos ritmos da vida [Wi 80].

A anilise da estimulacio periddica de osciladores biolégicos compreende aspectos fi-
siolégicos e matemdticos nio triviais, continuando a suscitar entusiasmo e a ser objecto

de uma investigagio cientifica activa.

A compreensio dos principios da estimulacio periddica de osciladores bioldgicos en-
volve dois conceitos intimamente relacionados: fase {phase) e reposicio de fase (phase
resetting). A fase, ¢, de um oscilador é uma medida que caracteriza o ciclo da oscilacdo.
Devido 4 periodicidade das oscilagdes, é usual representar as fases do ciclo como um ponto
no circulo. O termo reposicdo de fase diz respeito a uma alteracdo de fase induzida pela
aplicagdo de um estimulo. Em muitas circunstincias, e em particular, em situages en-

volvendo forcamento periédico de osciladores nio-lineares, a dindmica pode ser descrita
71
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por um endomorfismo néo linear sobre o circulo unitdrio. Estas fungbes, muitas vezes
designadas por aplicacdes na circunferéncia, tém vindo a desempenhar um papel impor-
tante na descricao da dindmica de osciladores submetidos a um breve estimulo pulsétil
periédico. As preparagdes experimentais sdo desenvolvidas com o propdsito de propor-
cionarem anglises detalhadas dos efeitos de estimulos eléctricos no coragdo ([Gu 81] and

[G1 84A)).

Uma, das principais motivagdes para estudar in vitro a resposta de osciladores cardiacos
sujeitos a um estimulo periédico, reside na necessidade de construir modelos matemadticos
para ritmos normais e patoligicos (arritmias), que se sabe ocorrerem nos coragdes hu-
manos. Em rigor, uma arritmia cardiaca designa qualquer irregularidade ou desigualdade
das contraccdes do coragio relativamente a uma periodicidade estrita. Por outras palavras,
sempre que o coragao se afasta do ritmo certo diz-se que hd uma arritmia. Neste sentido,
todos os seres humanos sofrem constantemente de arritmias, pois o batimento cardiaco
normal ndo é rigorosamente periédico. Virias doengas podem desencadear arritmias, as-
sim como factores emocionais. Os batimentos perdem o compasso de diversas maneiras. a
bradicardia ocorre quando o coragdo passa a bater menos de 60 vezes por minuto, podendo
ficar lento ao ponto de parar. Na taquicardia chegam a acontecer mais de 100 batimentos

nesse mesmo periodo.

O batimento cardiaco corresponde a uma contrac¢do do miocirdio que é estimulado
por um evento eléctrico, ocorrendo cerca de uma vez por segundo, durante o qual cada
célula no coragio experimenta um potencial de acgdao (durando aproximadamente 300 ms)
coordenado por uma onda de actividade eléctrica. O sistema de condugao do coracao (Fig.

3.1) compreende duas partes: o nodo sino-atrial e o conjunto atrioventricular (no qual se
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destinguem o nodo atrioventricular, o feixe atrioventricular ou feixe de His, os ramos do

feixe atrioventricular e as fibras de Purkinje):

a) nodo sino-atrial (nodo SA) - considerado o centro de comando do coracdo onde é
gerado o impulso ritmico normal. K uma pequena faixa de musculo em forma de
elipséide (14 x 3 x 1 mm) localizado na parede superior da auricula direita ao lado
da entrada da veia cava superior. Esta sec¢do do tecido nodal é também referida
como o pacemaker normal do coragdo. Constitui-se de uma rede de fibras musculares
cardiacas especializadas responsdveis pela origem das contracgoes do coracio. Qual-
quer potencial de accdo que aqui acontega propaga-se imediatamente ao misculo

cardiaco;

b) nodo atrioventricular (nodo AV) - é constituido por fibras musculares especializadas

que retardam o impulso antes de passar para os ventriculos;

c) feixe atrioventricular (feixe AV) - conduz o impulso do nodo atrioventricular para os

ventriculos;

d) ramos do feixe atrioventricular (ramos do feixe AV) - estabelecem a ligagdo entre o

feixe atrioventricular e as fibras de Purkinje;

e) fibras de Purkinje - conduzem o impulso a todas as regides dos ventriculos.

O electrocardiograma (ECG) é um meio de avaliagio clinica do batimento cardiaco que
constitui o registo das alteragoes de potencial eléctrico que ocorrem durante a despola-
rizagao e repolarizacdo do coragao. Um ritmo cadtico sugere a presen¢a de uma arritmia,

a qual pode ter consequéncias muito graves.
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Nodo SA

Fibras de Purkinje

Figura 3.1: Sistema de conducio e excitagdo nervosa do coragao.

As arritmias que envolvem células singulares ou pequenas colecgdes de células e que
nao dependem da disposigao espacial dessas mesmas células para existirem, sdo deno-
minadas arritmias de dimensdo zero. O estudo matematico destas arritmias compreende
a utilizacdo de elementos da teoria dos sistemas dindmicos (especificamente a andlise de

aplicagdes unidimensionais) para caracterizar e quantificar a sua complexidade.

3.1 O modelo

A presenca de uma, perturbagio no nodo sino-atrial pode ser representada considerando a
aplicacdo de um breve estimulo num oscilador. E neste contexto que surge a necessidade de
construir um modelo matemético para a estimulagio periddica de osciladores biolégicos ndo
lineares. Para ilustrar um processo que conduz a este modelo, consideremos uma, colec¢ao
de células que disparam quando sdo excitadas, o que acontece se o potencial atingir um

limiar. Mais precisamente, suponhamos que existe uma actividade a variar com o tempo,
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v(t), a qual pode representar o potencial da membrana, e um limiar oscilante 8(¢), dado

por

0(t) = 1+ A sin(2nt),

7

onde 0 £ A < 1. A actividade v(t) decresce linearmente, com declive —m (m € R"), até

zero e depois retorna ao valor do limiar e repete todo o processo (Fig. 3.2).
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Figura 3.2: Representacio das funcgdes 6(t) e v(t) envolvidas na construcio do modelo
(3.1).

Seja 5, o instante em que a oscilagdo tem o valor do limiar pela n-ésima vez. Entao

_6(t)
tn+1 —in
mtntr —tn) = 0(tn)
m(tpt1 —tn) = 14 A sin(2nt,).

Portanto, os sucessivos instantes nos quais a actividade atinge o limiar sdo determinados

iterativamente por

1 A .
tn+1 =1, + a + —’n; sm(27rtn)
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com % > %. Se ¢,, = t, (mod 1), obtemos a aplicacdo na circunferéncia

A
i1 = bp + i— + p” sin(2r¢,) (modl). (3.1)

Esta aplicacéio na circunferéncia dependente de dois parametros foi proposta como modelo
matemético para oscilagdes ndo-lineares periodicamente for¢adas, em particular para a
relagio de frequéncia (frequency-locking) no coragdo (ver, por exemplo, [Be 83], [G1 83],
[G1 82A], [G1 84A] and [Pe 82]).

Seguidamente, sdo apresentadas novas propriedades que desvendam pormenores inte-

ressantes sobre a aplicagdo (3.1). Este estudo integra o artigo {Du Si Ra B].

3.2 Invariantes topolégicos e dindmica isentrépica

Consideremos a famflia de endomorfismos fa,m, sobre a circunferéncia unitdrio, uma re-

stricio da aplicagao (3.1) & sua regido invariante
1 A
¢n+1 = fA,m(¢n) =¢p + m + m sin(27¢,,) (mOdl)a (4,m) € Q,

com 2 € R? o subconjunto do espaco dos pardmetros para o qual a regido invariante da
aplicagdo (3.1) tem trés intervalos de monotonia e dois pontos criticos c1 e ¢z (c1 0 méximo

relativo e ¢ 0 minimo relativo). No nosso estudo consideramos

Q = {(4,m)eR: famlc) > 2 e fam(fam(c)) < famlcr) e
famle2) < e1e fam(fam(c2)) > fam(ca)}.
A regio Q é apresentada na Fig. 3.3. A Fig. 3.4 mostra o gréfico de uma aplicagdo da
familia fA,m.
Comecemos por considerar a entropia topolégica (tendo em atencio o exposto na

subsecgdo 1.2.2 do primeiro capitulo).



3.2  Invariantes topoldgicos e dindmica isentrdpica 77

0.98
0.9¢6
0.94
0.92

0.9
0.88

Figura 3.3: Regido 2 do espaco dos parametros.
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Figura 3.4: Aplicagdo da familia f4,, para A = 0.5194... e m = 0.8973....

A Fig. 3.5 exibe a variagdo da entropia topoldgica, he(fam), para certos pontos
(A,m) € Q, em que m é fixo e se varia A. Para estes valores dos parimetros o gréfico
apresentado sugere que o invariante h; é crescente com A, permitindo uma diferenciacio
quantitativa da complexidade das 6rbitas cadticas.

Estamos na presenca de aplicacoes bimodais e, por conseguinte, é natural explorar a
possivel ocorréncia de dindmicas isentrépicas. Na verdade, este modelo permite a iden-

tificacdo geométrica de um conjunto de nivel da entropia definido analiticamente em 2.
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Figura 3.5: Variacio da entropia topoldgica para A € [0.561, 0.701] e m = 1.

Como sabemos, nio é facil encontrar curvas parametrizadas correspondentes a aplicagbes
de igual entropia.

Denotemos por Az o subconjunto de €2, ao qual correspondem as aplicagoes da familia
fam com nimero de crescimento s = 2, isto é, Az é o conjunto de nivel da entropia para
he(fam) = log, 2.

Seja fam uma aplicacio com invariante de kneading K(fam) = (P, Q). Como esta-
belecido em [Ma Se SR 03], as seguintes condicoes sdo equivalentes

(1) (A,m) € Ay
(i) famlc1) = fAm(c2)
(i49) o(P) = o(Q)-

Portanto, as aplicagoes da familia f4 ,, satisfazendo a equacao fi,m(cl) = fﬁ,m(cz) tém

entropia topolégica log, 2. A curva A; é mostrada na Fig. 3.6. O diagrama de bifurcacao

da Fig. 3.7 representa o comportamento assimptético das érbitas, para diferentes pares
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Figura 3.7: Diagrama de bifurcacdo para ¢, como fungio de A, com (4, m) € A,.

(A,m) € Ay, em funcgio do pardmetro A.

As aplicacgoes isentrépicas apresentadas escondem uma estrutura ordenada que pode-

mos descortinar com a caracteriza¢io do invariante topoldgico r.

Como sabemos, o cilculo deste invariante pode ser efectuado atendendo ao algoritmo
apresentado na subsec¢dao 1.2.3 do primeiro capitulo (ver exemplo de aplicagio na secgao
2.3 do segundo capitulo). No entanto, para o estudo do conjunto de nivel de entropia As,
existem féormulas praiticas para calcular o pardmetro e(f), dado o invariante de kneading
(veja-se [Ma Se SR 03]). Mais precisamente, consideremos uma aplicacio f satisfazendo

s(f) = 2, com invariante de kneading finito K(f) = (S,T) tal que |S| = n + 1 (|5|
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Figura 3.8: Aplicagio seccionalmente linear Fe ; para s = 2 e r = 0.43333....

representa o niimero de simbolos da sequéncia finita S). Seja
¢(8,T) = p(8)(2" " + L (-1)'2"H),
k;

com 1 € k; < n os inteiros tais que S, = M (quando ndo existe k; tal que Sk, = M,

temos (S, T) = 2" 1p(S)) e

£(5,T) = %‘p(dn”(s))?"_”%

com 1 < n; < n os inteiros tais que S, = R. Atendendo a [Ma Se SR 03], o valor de e(f)

¢é dado por
4¢(S,T)

e(f) = W se S= SISnA

48, T) +1

e(f)_4§(3 ) -1 se §=85:..5.B.

O exemplo seguinte ilustra a aplicagio destas férmulas no célculo do invariante topoldgico
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Figura 3.9: Variacdo do invariante topoldgico r(fam) com A, para (A,m) € As.

r para as fungdes fa ;,, com (4,m) € As. A Fig. 3.9 e a Fig. 3.10 mostram a variagio do

invariante topoldgico r com cada um dos pardmetros A e m, para (A4,m) € As.

Exemplo 8 Consideremos a aplicacdo da Fig. 3.4 e o correspondente par de kneading
bimodal K = (RRRB,LRRB). Neste caso temos s = 2 (ver [Ma Se SR 03]) e |S| =

n+1=4. O par de kneading determina ((S,T) =4 e £(5,T) = 7. Por conseguinte,

_4(5,T)+1 29

TG -1 15
€
29 3
=2 % 0.43333....
r= I -5 = 043333

Nestas condi¢des, f é caracterizada por

s=2 e r=0.43333....

A aplicagdo seccionalmente linear semi-conjugada associada ao par the kneading (RRRB, LRRB)
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Figura 3.10: Variagio do invariante topoldgico r(fam) com m, para (A, m) € Aa.

¢ apresentada na Fig. 3.8. Os correspondentes valores dos pardmetros para a aplicacdo

bimodal fam sio A =0.5194... e m = 0.8973....

Os resultados numéricos apresentados revelam pormenores da dinamica de uma aplicagéo
dependente de dois pardmetros que foi proposta como modelo mateméatico para oscilagoes
ndo-lineares periodicamente forcadas, em particular para a relagao de frequéncia (phase-
locking) no coragio. De facto, a familia de aplicagdes fa,m exibe entropia topolégica
positiva, o que significa que sob determinadas condi¢Ges o ritmo do cora¢do tem uma
natureza caética. Este comportamento denuncia a existéncia de arritmias patoldgicas.

Facilmente se compreende como é interessante ter a possibilidade de exibir uma curva
isentrépica parametrizada. A cada ponto da curva As estudada, ou seja, a cada aplicagao
isentrépica corresponde um sé valor do invariante r. Em termos da dindmica cardiaca,
qual é o significado fisiolégico desta grandeza? Ainda ndo dispomos de elementos que

permitam responder a esta questao.



Capitulo 4

Modelos biofisicos para o
comportamento “explosivo” em
células excitaveis

Muitas células exibem um comportamento complexo caracterizado por uma actividade
oscilatéria ripida intercalada com periodos de relativa quietude, durante os quais o po-
tencial da membrana varia lentamente. Na literatura de lingus inglesa esta actividade
¢é designada por bursting activity ou bursting behavior. Na comunidade cientifica por-
tuguesa, o termo burst é usualmente traduzido por explosio, geralmente entre aspas,
usando-se harmoniosamente termos como: neurdnios “explosivos”, comportamento “ex-
plosivo” ou actividade “explosiva”, entre outros. De facto, trata-se de uma descarga de
alta frequéncia de pontas (spikes) de potencial (normalmente entre 20 a 100 impulsos por
segundo). Em contraste, os electroencefalografistas portugueses atribuem a designacio de
actividade ou comportamento por pontas (spiking behavior), para fazer referéncia 3 mais
habitual descarga dos neurénios por impulsos de ponta menos frequentes, ou mesmo a
fenémenos similares detectados no electroencefalograma (que denunciam a existéncia de

uma epilepsia).
83
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A emergéncia de uma interpretacdo elegante do comportamento “explosivo”, em ter-
mos dos sistemas dindmicos ndo-lineares, constitui uma das histérias recentes de sucesso
em fisiologia matematica. No entanto, a dindmica dos modelos para o comportamento

“explosivo” nao estd completamente descrita.

O comportamento “explosivo” é crucial e tem uma presenca ubiqua nos sistemas fi-
siolégicos e fisicos, especialmente nos sistemas neuronais, onde desempenha um papel

decisivo no processamento de informagao (ver [Li 97], Iz 00], [Iz 02] e [Iz 03]).

A actividade caética das células “explosivas” tem suscitado problemas matemadticos in-
teressantes e intrigantes a vérios niveis, incluindo o desenvolvimento de modelos biofisicos
pormenorizados que descrevem a dindmica de eventos ndo-lineares responsaveis pela variacao
de correntes iénicas através da membrana celular. Os estudos numéricos de tal activi-
dade neuronal sio usualmente baseados ou em modelos iénicos realistas ou em modelos

fenomenoldgicos.

Os modelos i6nicos propostos para a célula individual sio concebidos para reproduzir
os mecanismos fisiolégicos da membrana, com os pardmetros e fungdes resultantes dos
dados experimentais. Estes modelos sdo normalmente constituidos por vdrias equagoes
diferenciais nio-lineares. A nio-linearidade, conjugada com a elevada dimensao do espago
de fases, constitui um obstdculo significativo para o entendimento do comportamento
dinamico de tais sistemas [Ho Hu 52]. A complexidade das equagGes esconde mecanismos
importantes.

Os modelos fenomenolégicos sdo construidos com o propésito de apreender carac-
teristicas qualitativas importantes do comportamento neuronal, com uma complexidade

minima do modelo.
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Na sequéncia destas consideragdes sdo estudados modelos biofisicos para o comporta-
mento “explosivo” em células excitdveis. Deste trabalho resultou a elaboracio dos artigos

[Du Si Ra C], [Du Si Ra D] e [Du Si Ra E].

4.1 Dois modelos biofisicos classicos

Os modelos polinomiais que reproduzem as caracteristicas qualitativas importantes da
dindmica das células “explosivas”, estdo relacionados com os modelos iénicos como o
modelo de FitzHugh-Nagumo est4 relacionade com as equagdes de Hodgkin-Huxley: sio
fenomenoldgicos por natureza e baseados no principio de que o comportamento qualita-
tivo subjacente a modelos biofisicos pode ser reproduzido por um modelo mais simples

envolvendo apenas polinémios.

Com o propésito de isolar os aspectos essenciais da dindmica “explosiva”, foram pro-
postos sistemas que contém apenas trés varidveis dindmicas. De facto, o estudo dos
mecanismos e principios dindmicos subjacentes ao comportamento “explosivo” é dificil

de empreender sem estudos numéricos de modelos de baixa dimensio.

Neste paragrafo, concentramos a nossa atencio na andlise do comportamento dinimico

de dois modelos cléssicos na literatura, que reproduzem comportamento “explosivo” caético:

a) o modelo iénico de Chay para as oscilagdes “explosivas” que caracterizam as células S,

produtoras de insulina no pancreas [Ch 85];

b) o modelo fenomenoldgico de Hindmarsh-Rose [Hi Ro 84].
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Estes modelos tém a forma de um sistema auténomo de trés equagdes a trés varidveis

%:f— = f1($,y,Z)
%% = fg(x,y,z) . (41)
dd% = f3($7y’z)

Para chegar a um entendimento mais profundo destes sistemas, revela-se pertinente o
estudo de aplicagbes no intervalo que incorporem as propriedades dindmicas mais impor-
tantes dos atractores. Mais precisamente, veremos como o célculo da entropia topologica
de aplicacdes unimodais nos permite identificar diferentes estados de complexidade, com
a variacdo de determinados pardmetros de controle.

Por razodes de simplicidade e clareza, descrevemos brevemente alguns aspectos impor-
tantes da dinimica referidos em trabalhos anteriores (para uma informagéo mais detalhada

ver [Ch 85] e [Hi Ro 84]).

4.1.1 O modelo de Chay para as células pancredticas 8

Um dos primeiros modelos para o comportamento “explosivo” foi proposto por Atwater
et al. [At 80]. A construcio deste modelo baseou-se em dados experimentais extensivos
e procurava incorporar os mecanismos celulares mais importantes que se pensava estarem
na origem de tal comportamento complexo. Seguindo este trabalho experimental, Chay e
Keizer desenvolveram um modelo matemético para o comportamento i6nico e eléctrico das
células 8, responsaveis pela producio de insulina e localizadas nas ilhas de Langherhans
do péncreas [Ch 83]. Chay reduziu o modelo a trés varidveis [Ch 85], no contexto do
modelo geral (4.1), apresentado anteriormente. O modelo de Chay para as células B
foi muito recentemente estudado usando métodos qualitativos para sistemas de equagoes

diferenciais singularmente perturbados [Me 05].
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Os eventos iénicos das membranas excitdveis podem ser representados pelo seguinte

sistema

onde

G = gimhe(Vi = V) + gk y n*(Vk = V) + gk o155 (Vk — V) + g3 (VL = V)

% = (nwo —1)/Tn
40 = p(mhee(Vo — V) — kcC
am = 0.1(25 + V) /(1 — exp(—0.1V — 2.5)
B, = 4exp(—(V +50)/18)
Moo = W/ (Cm + Bp)
ap, = 0.07exp(—0.05V — 2.5)
Br =1/(1 + exp(—0.1V — 2))
hoo = on/(an + Br)
an = 0.01(20 + V) /(1 — exp(—0.1V - 2)
B, = 0.125 exp(—(V + 30)/80)
Moo = /(0 + Bp)

Tn = 1/({an + ,)230).

Uma membrana excitivel contém, entre muitas outras estruturas, canais dependentes

da voltagem que permitem a entrada na célula de ides Nat e ides Ca?t, canais de K+

dependentes da voltagem que permitem a saida de ides K* do meio intracelular e canais

de K* dependentes do Ca?t que sdo conhecidos como sendo activados pelos ides de cdlcio

intracelulares.

No modelo para a célula excitdvel distinguimos trés varidveis dindmicas:

(1) o potencial da membrana, denotado por V, que corresponde & diferenca de voltagens

entre o interior e o exterior da. membrana;
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(2) a varidvel n representa a probabilidade de abertura de um canal de Kt dependente

da voltagem;

(3) a varidvel C é a concentragdo intracelular de iGes Ca?t.

As varidveis rdpidas sio V e n. A varidvel lenta é C, com p o pardmetro de escala
temporal. Informagdes adicionais referentes ao significado fisiolégico das varidveis podem
ser encontradas nos artigos [At 80] e [Ch 85]. Os valores dos pardmetros usados nos estudos
numéricos sdo: Vg = =75 mV, V; =100 mV, Vg = —40 mV, V¢ = 100 mV, g ,, = 1700
s~1, gF = 1800 s7logr =7 s, Kc =33/18 mV,e p=027 mV~1s~1. Consideramos
9k ¢ €Omo o pardmetro de bifurcagao.

Com o propésito de ilustrar a natureza caética do modelo, é interessante exibir alguns

resultados numéricos sobre o comportamento das varidveis dindmicas, nomeadamente:

a) a dinidmica dos potenciais da membrana, a qual revela a transicdo de um comporta-

mento regular para um comportamento no-periédico;
b) a variacio temporal de C, que acompanha proximamente a dindmica dos potenciais,

¢) aplicagdes no intervalo, as quais confirmam que a caracteristica irregular dos potenciais

de accdo é, de facto, determinista por natureza.

Nas Figs. 4.1-4.10 sio apresentados regimes tipicos de comportamento oscilatério
obtidos para diferentes valores de gj - a conduténcia mdxima do canal de K* dependente
do Ca?t.

Note-se que quando gk - = 10.0 s~! a célula dispara repetidamente potencias de

acgéo de um modo regular (Fig. 4.1); trata-se de uma actividade ou comportamento por
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Figura 4.1: Sequéncia temporal de potenciais da membrana, para, 9k,c = 10.0 s7h
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Figura 4.2: Sequéncia temporal de concentragdes de célcio para g o = 10.0 s7h

pontas (spiking behavior). Quando gk,c =110 s~ ! a célula apresenta um comportamento
“explosivo” (Fig. 4.5). Durante a fase activa, a concentracio de Ca?t cresce com os
potenciais de ac¢ao individuais e nos intervalos de repouso essa concentracdo cai para o
seu valor minimo. Para valores intermédios de 9k,c» © modelo origina potenciais de acgéo
cadticos e a concentracio intracelular de célcio também varia caoticamente. O estudo de
aplicagoes unidimensionais, construidas a partir dos maximos relativos das concentracoes
de cédlcio, é muito importante na caracterizagio do caos. As aplicagbes definidas por
iteracdo consistem em pares (Cp,Cphy1) obtidos a partir dos maximos locais da solugio
numérica C(t) (ver Fig. 4.6 e Fig. 4.11). De facto, é muito 1til tratar o grafico da Fig.

4.11, que tem a forma de uma curva logistica, como uma fungdo Cp11 = f(C,).

Agora parece-nos pertinente estudar o comportamento da entropia topoldgica e regimes
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Figura 4.3: Sequéncia temporal de potenciais da membrana para gy - = 10.8 s~L
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Figura 4.4: Sequéncia temporal de concentragdes de cdlcio para gy - = 10.8 s

da dindmica das aplicagdes unimodais construidas com a variagdo do pardmetro g ..

No exemplo seguinte apresentamos o cdlculo da entropia topolégica para uma sequéncia

de kneading realizada pela aplicagdo unimodal da Fig. 4.11.

Exemplo 9 Consideremos a aplicacio da Fig. 4.11, onde gy ~ = 11.0. A orbita do ponto
critico define a sequéncia de kneading unimodal K = RLLLLRRRRRC. Ordenando os

sucessivos pontos da drbita obtemos:

T <3< Ty <Ts <o <Tg<x7<Tg<Tg< T <ZT1.
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Figura 4.5: Sequéncia temporal de potenciais da membrana para gj - = 11.0 s~h
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Figura 4.6: Sequéncia temporal de concentragbes de cdlcio para 9k c =110 s7L.

A matriz de transicdo correspondente é

[0 1 0 0 0 0 00 0 07
001000O0OTO0O
0001111000
0000O0O0OO0OT1T11

M= 000O0O0OO0OO0OOTG 01
~]1]000O0O0O0OOOT1O0
000O0O0OO0OI1T1O0TO0
000O0O0OT1O0OTO0O
000O0O1O0O0OTOOO
111100000 0

a qual tem o polindmio caracteristico
pA) =det(M ~A) =1 A+ X2 X3 £ 22— X5 — A8 2T — A8 — 2% 4 )19,

O ndmero de crescimento s (o raio espectral da matriz M) é 1.95305.... Por conseguinte,

o valor da entropia topolégica pode ser dado por

hs = log, s = 0.96573....
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Figura 4.7: Sequéncia temporal de potenciais da membrana para gy - = 15.0 s~h
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Figura 4.8: Sequéncia temporal de concentragbes de cilcio para gk o = 15.0 s™L.

A Fig. 4.12 mostra o diagrama de bifurcagéo de C, como uma fun¢do do pardmetro
9k c- Este diagrama é caracterizado essencialmente pela ocorréncia de janelas periddicas.
O gréfico da Fig. 4.13 representa a variacéo da entropia topoldgica para gi - € [10.7,15.3].

Salientamos que o modelo de Chay para células excitdveis exibe caos endégeno (ndo-
forgado) para valores intermédios de g} . A entropia topoldgica permite quantificar a

complexidade do sistema.
4.1.2 O modelo de Hindmarsh-Rose

Neste parigrafo, apresentamos um estudo de um modelo para o comportamento “explo-
sivo” dos neurénios desenvolvido por Hindmarsh e Rose [Hi Ro 84]. As trés equacdes
a trés incognitas, z, y e z, constituem uma versio modificada do modelo de FitzHugh-

Nagumo [Hi Ro 84]. O subsistema-zy descreve o potencial de acgdo. Hindmarsh e Rose
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Figura 4.9: Sequéncia temporal de potenciais da membrana para Ix,c=15.2 s~L.
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Figura 4.10: Sequéncia temporal de concentracgbes de cdlcio para Ixc =152 s~L

adicionaram uma corrente de adaptagio z, governada por uma equagao linear, que hiper-
polariza gradualmente a célula e aproxima o potencial do valor de repouso. Com este
procedimento, o0 modelo ndo dispara indefinidamente, mas apresenta comportamento “ex-
plosivo” caracterizado por uma actividade oscilatéria ripida intercalada com periodos de
repouso relativamente longos. Como estabelecido em [Hi Ro 84], o sistema auténomo re-
sultante admite comportamento aperiédico. Consideramos este sistema no contexto do

modelo geral (4.1).

O modelo de Hindmarsh-Rose com adaptagao tem trés varidveis , y e z e trés pontos
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Figura 4.11: Aplicacio construida a partir dos méximos relativos das concentragdes de
célcio (gj ¢ = 11.0).

de equilibrio, satisfazendo as seguintes equagdes diferenciais polinomiais

‘fi—‘f———y—aw3+b:z2+l—z
% =c—dz’ -y . (4.2)

&L = r(s(x — 1) — 2)

Informacies adicionais sobre o significado fisiolégico das varidveis podem ser encontradas
no artigo [Hi Ro 84]. Este modelo gera comportamento “explosivo” devido & presenga da
varidvel z, que regula a aplicagdo de uma corrente I numa escala de tempo mais lenta.

Neste contexto, a terceira varidvel é a varidvel lenta e r o pardmetro da escala de tempo.

Neste modelo (z1,y1) sio as coordenadas do ponto de equilibrio mais & esquerda, do
modelo sem adaptagdo (isto &, sem a varidvel z). Consequentemente, (z1,y1,0) é um ponto

de equilibrio do modelo com adaptacdo. Nas investigacbes numéricas iremos considerar
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Figura 4.12: Diagrama de bifurcacio de C,, como uma funciio do parametro g;(’c (9;(,0 €
[10.7,15.3]).

a=1,b=3,c=1ed=25, como em [Hi Ro 84]. Obtemos
&=y g3 4322412

%%:1—5.’1:2—;(/ 3 (43)

onde z; = —(1 + v/5)/2 (a coordenada = do ponto de equilibrio do subsistema-zy) e
I ¢é a corrente aplicada. A resposta deste modelo a uma pequena injecgio de corrente
despolarizante depende dos valores atribuidos aos pardmetros r e s.

Por integracdo numérica podemos construir graficos que nos permitem visualizar o
comportamento assimptético das trajectérias no espago de fases. Depois de uma parte
inicial transiente, uma estrutura emerge quando a solugio (z(t),y(t), z(t)) é visualizada
como uma trajectéria no espago tridimensional (Fig. 4.14).

Na Fig. 4.15 e na Fig. 4.16. sdo representadas projeccdes da trajectéria tridimensional
em dois planos distintos.

A Fig. 4.17 mostra o padrdo de comportamento “explosivo” para um pulso de corrente

I =325
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Figura 4.13: Variagio da entropia topolégica para gk ¢ € [10.7,15.3].

Com o propésito de compreender as caracteristicas principais do fluxo tridimensional,
podemos determinar uma aplicagdo de Poincaré considerando uma regido do espago de
fases que corte transversalmente as trajectérias e cuja superficie tenha uma dimensio
de menos uma unidade que o espaco de fases. Esta superficie designa-se por seccdo de
Poincaré (por exemplo, se o espago de fases for bidimensional a secgdo de Poincaré serd
uma linha). A fungdo que regista o retorno a essa superficie nos cruzamentos subsequentes
é a solucdo de uma equagdo as diferengas, e é usualmente designada por aplicacdo de
Poincaré. Mais precisamente, consideremos %‘;‘ = f(z) um sistema de dimensdo n e S
uma seccio de Poincaré. A superficie S ¢ transversal ao fluxo e tem dimensao (n—1). A
aplicacio de Poincaré é uma correspondéncia da superficie S em si prépria, obtida seguindo
as trajectérias a partir de uma intersec¢do com S até a seguinte. Se = € S denotar a n-
ésima, intersec¢do, entdo a aplicacio de Poincaré P ¢ definida por zp11 = P (zn)- No nosso

caso, escolhemos a seccdo de Poincaré definida por z = —0.85 (ver corte na Fig. 4.15).
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Figura 4.14: Solucao visualizada como uma trajectéria no espago tridimensional (I = 3.25,
r = 0.005 e s = 4.0).

Desprezando a parte transiente, registamos as sucessivas interseccoes da, trajectéria com a
superficie, as quais sdo especificadas por duas coordenadas (yn, z,). O grifico da Fig. 4.18,
que tem a forma de uma aplicagdo unimodal, representa a evolucio da coordenada z, e é
constituido pelos pontos (2, zn+1), obtidos a partir das sucessivas segundas coordenadas

dos pontos definidos pela aplicacio de Poincaré.

Nos diagramas de bifurcagio das Figs. 4.19-4.21 sdo representadas as iteradas as-

simptéticas de 2, como func¢io de cada um dos pardmetros I, r e s.

Vejamos agora qual o comportamento da entropia topolégica das aplicacdes no inter-
valo. Os grificos das Figs. 4.22-4.24 representam a variacio da entropia topolégica com

cada um dos pardmetros.

Notamos que o modelo de Hindmarsh-Rose exibe comportamento caético para deter-
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Figura 4.15: Projec¢do da trajectéria tridimensional no plano zz (I = 3.25, r = 0.005 e
s = 4.0).

Figura 4.16: Projeccio da trajectéria tridimensional no plano yz (I =3.25,r=0.005e
s =4.0).

minados valores dos pardmetros.

Até este momento, estuddmos neste capitulo a dindmica caética de dois modelos
classicos de comportamento “explosivo” em tecido excitdvel - o modelo de Chay e o0 modelo
de Hindmarsh-Rose. O estudo de aplicacdes no intervalo representativas das principais ca-

racteristicas dindmicas de tais sistemas proporcionou uma andlise da variacio da entropia
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Figura 4.17: Sequéncia temporal de potenciais da membrana para I = 3.25, r = 0.005 e
s = 4.0 (padrdo de disparo irregular).
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Figura 4.18: Aplicacido obtida por iteracio para I = 3.25, r = 0.005 e s = 4.0.

topolégica com os pardmetros.

Os dois modelos biofisicos exibem entropia topolégica positiva, o que significa que, sob
certas condigoes, o comportamento “explosivo” de células excitiveis tem uma natureza.
cadtica. A importancia do comportamento cadtico nos sistemas fisiolégicos tem suscitado a

reflexdo de diversos autores. Oportunamente, teceremos consideracdes sobre este assunto.
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Figura 4.19: Diagrama de bifurca¢do de 2, como uma fungio de I, com r = 0.005 e

s = 4.0.
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Figura 4.20: Diagrama de bifurcagso de 2, como uma fungao de r, com I =3.25es=4.0.

4.2 Modelo discreto bidimensional

Recentemente, foi proposto um tipo especial de modelos fenomenolégicos baseados numa

aplicagio de baixa dimensao.

Existem apenas algumas aplicagdes com a capacidade de reproduzir os aspectos essen-

ciais do comportamento “explosivo” (ver, por exemplo, [Ca 01], [La Lo 02], [Ru 01] e

[Ru 02]). Estes modelos sio construidos com o propdsito de proporcionarem um entendi-

mento mais profundo da estrutura matemética subjacente as oscilagées.
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Figura 4.21: Diagrama de bifurcagdo de z, como uma funcio de s, com I = 3.25 e
r = 0.005.

O estudo que se segue constitui uma contribuicio para uma descrigio detalhada da
dindmica de uma, aplicagio bidimensional para o comportamento “explosivo” introduzida
em [Ru 01].

Um grupo de células com comportamento “explosivo” e propriedades individuais dis-

tintas pode ser modelado usando aplicacdes da forma

N
Tn+li = 1+azi2_' + Yn,i + % 21 Tn,j
m i= (4.4)
’

Yn+1i = Yn;i — Oi%ni — B;

onde zn; é a varidvel dindmica rdpida e y,; é a varidvel dindmica lenta da. i-ésima célula.
O pardmetro € é a forca do acoplamento global e N é o niimero total de células. A
varidvel z reproduz a dindmica do potencial da membrana e y é a varidvel de recuperacio.
A evolucdo lenta de y,; é resultado do baixo valor dos parimetros B; e o, 0s quais
sdo da ordem de 1073. Por outras palavras, a evolu¢io temporal de Yn,; € muito mais
lenta que a evolugdo temporal de ZTni. Os valores de «; sdo seleccionados no intervalo
[1.5,8.0]. Notamos que o mecanismo para o comportamento “explosivo” aqui apresentado

é semelhante ao considerado no modelo de Hindmarsh-Rose para o neurénio biolégico,
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Figura 4.22: Variacdo da entropia topoldgica para I = [3.12,3.462], r = 0.005 e s = 4.0.

onde o papel do pardmetro o é desempenhado por uma corrente de hiperpolarizacdao
[Hi Ro 84]. As células sdo acopladas entre si através do chamado campo médio (mean
field).

De acordo com o estabelecido em [Ru 01] e atendendo a que y,, ; varia muito lentamente,
a evolucdo temporal de z,; pode ser considerada independentemente de y, i, assumindo
que ¥ = yn; é um parametro de controle. Consequentemente, o estudo da dindmica da
varidvel ripida de cada célula individual ou em acoplamento pode ser realizado mediante
a andlise da familia de aplicacdes dependentes de trés pardmetros

g

Tr+li = Fa,'y,e(zn,i) =33
1+z;

€ N
+7i + 77 2 Tng- (4.5)
N &

Este procedimento foi primeiramente introduzido por Rinzel [Ri 85] com o propédsito de
estudar modelos continuos para o comportamento “explosivo” e é utilizado frequentemente
na andlise do comportamento de células individuais e acopladas.

O acoplamento entre células influencia a dinimica rdpida de cada célula pela adigdo
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Figura 4.23: Variagio da entropia topoldgica para I = 3.25, r = [0.0029, 0.00965] e s = 4.0.

N
do valor § > z,; ao pardmetro v;.
J=1
Seguidamente, estudaremos a dindmica de uma célula individual e o seu comporta-

mento quando acoplada com uma célula idéntica.
4.2.1 Comportamento de uma célula individual (¢ = 0)

O comportamento de cada célula individual pode ser descrito pelo sistema (4.4) com € = 0,
isto é,
Tp+l = 1_,_—0;72: + Yn
(4.6)
Yn+l = Yn — 0Ty — B

Dependendo do valor do pardmetro ¢, cada célula individual apresenta dois regimes dife-
rentes de comportamento qualitativo , nomeadamente oscilagdes continuas ou comporta-
mento por pontas (spiking behavior) e comportamento “explosivo” (bursting behavior).
As Figs.4.25-4.28 exibem o comportamento temporal da varidvel z do sistema (4.6) para

diferentes valores de a. Como ilustram estas figuras, a duracio média da actividade os-
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Figura 4.24: Variacio da entropia topoldgica para I = 3.25, r = 0.005 e s = [3.77,4.422].

cilatéria rdpida, que intercala os periodos de relativa quietude, é muito sensivel ao valor

de a.
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Figura 4.25: Comportamento da varidvel z com o tempo para @ = 4.8, com o = 3 = 0.001.

As propriedades da dinamica da varidvel z para uma célula singular, podem ser des-

critas pela famfilia de aplicagdes unimodais

Ga,’y (zn) = +7,

1+ z2

a qual é obtida fazendo € = 0 em (4.5). Esta familia de aplicagbes é representada na Fig.
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500 1000 1500 2000

Figura 4.26: Comportamento da varidvel  com o tempo para a = 4.5, com o = 8 = 0.001.

500 1000 1500 2000

Figura 4.27: Comportamento da varidvel x com o tempo para a = 4.3, com ¢ = 8 = 0.001.

4.29.

O estudo da variacdo da entropia topolégica, com os pardmetros o e v, reveste-se de
grande importancia.

Os diagramas de bifurcagdo das Figs.4.30 e 4.31 encerram informacges importantes
sobre o comportamento qualitativo das aplicagdes em estudo.

Estes grificos sugerem a existéncia de uma inversdo na ordem usual do caos (por
exemplo, repare-se nas bifurcagées de duplicagao do periodo invertidas). Estas observagdes
permitem uma melhor compreensao das Figs.4.32 e 4.33 que representam os resultados da
variacdo da entropia topoldgica com cada um dos parametros o e 7.

Em todas as situagoes, a entropia topolégica, hi(Gq,y), tem um valor mdximo absoluto.

Este comportamento é determinado pela ordem das sequéncias simbdlicas associadas as
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Figura 4.28: Comportamento da varidvel z com o tempo para & = 4.1, com ¢ = 8 = 0.001.
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Figura 4.29: Gréfico da aplicagdo G4,y para oo = 4.1 e y = —3.0. Para estes valores dos

pardmetros z7, =3 e x5 sdo pontos fixos.

sucessivas 6rbitas do ponto critico ¢ = 0.

Consideremos a regido do espago dos parametros interessante para o nosso estudo
Qe ={(e,7) ER?: —44<y<00el5<a<80}
As curvas isentrépicas (os niveis de entropia topoldgica) dadas por

Crre = {(a,7) € Q: Goy(0) = 21, Gapylx1) = T2, Gapy(22) = 2}
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Figura 4.31: Diagrama de bifurcagao de z,, como uma fungio de 7, com o = 4.2.

Cr= {(a,7) €Q: G’oc;,'y(O) = O}a

sdo representadas na Fig. 4.34, para pequenos periodos n (n < 5).

A cada curva corresponde uma entropia constante. Recordemos que quando temos
o itinerario RL> do ponto critico, a dinamica das iteradas é um shift completo de dois
simbolos e a entropia topolégica é igual a 1. Atendendo as consideragbes anteriores,

estabelecemos o seguinte resultado.
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Figura 4.32: Variagdo da entropia topolégica com « para diferentes valores de v: a)
v=-1.85,b) v = —2.65, ¢) v = —2.85, d) v = —3.25.

Teorema 4 Sejam Gy o familia de aplicagdes unimodais dependentes de dois pardametros

definida por
o

—
14 1,2 7

Tp+l = Ga,'y(wn) =

Qe={(a,7) ERZ: 1.5 < <80, —4.4<v<0.0}

uma regido do espaco dos pardmetros. Entdo,

a) Na subregido Crro UA (ver Fig. 4.34) a entropia topoldgica, hi (Gay), € igual a 1.
b) Para v = ~* fizo, a entropia topoldgica hi(Gan+) tem um valor mdzimo absoluto
como uma fungdo de o, com 1.5 < a < 8.0. Do mesmo modo, para a = a* fizo, a
entropia topoldgica hy (Go~ ) tem um valor mdzimo absoluto como uma fungdo de vy, com

—4.4 <y < 0.0 (ver Fig. 4.34).

Demonstracdo a) A entropia topoldgica, hi (Gan), € igual a 1 para (v,a) € Crre
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Figura 4.33: Variagdo da entropia topoldgica com <y para diferentes valores de a: a)
a=46,b)a=42,c) a=38.

porgue a sequéncia RL™ corresponde ao shift completo. Na subregiGdo A a sequnda iterada
de ¢ = 0 é maior do que o ponto fizo T} e menor do que o ponto fizo x4 (ver Fig. 4.29).
Por conseguinte, o ponto critico ¢ = 0 tem também a drbita simbdlica RL*™.

b) Este resultado é uma consequéncia da geometria e da ordem das curvas isentrépicas Cy,

e Crre no espago bidimensional dos pardmetros yo.

A evolugio do valor méximo absoluto da entropia topoldgica, hmay, é representada na,
Fig. 4.35 e na Fig. 4.36.

No gréfico de hmax(a) (Fig. 4.35), temos v € [—4.4,0.0]. Mais precisamente, para
cada valor de o € [3.2,8.0], calculamos o valor mdximo da entropia topoldgica quando
v € [-4.4,0.0].

No gréfico de hmax(7y) (Fig. 4.36), temos « € [1.5,8.0]. Mais precisamente, para cada

valor de v € [-3.25,—1.65], calculamos o valor miximo da entropia topolégica quando
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Figura 4.34: Curvas no espago dos pardmetros correspondentes a érbitas periédicas do
ponto critico (n < 5) para € = 0. Sobre cada linha ¢ indicado o respectivo periodo.

a € [1.5,8.0].

Neste estudo da célula individual, salientamos a caracterizagdo da entropia topoldgica
e a introducdo da ordem da dindmica no espago dos pardmetros.

De facto, a familia de aplicagdes Gq - exibe entropia topoldgica positiva, o que denuncia

a natureza eminentemente caética da dindmica rdpida da célula individual.

4.2.2 Comportamento de uma célula acoplada (¢ > 0)

As células excitiveis raramente actuam isoladamente, mas antes como membros de uma
populacdo. A actividade global é influenciada pelas propriedades intrinsecas das células
individuais e pela natureza do acoplamento.

Neste pardgrafo, centraremos a nossa atencdo no estudo de fenémenos que emergem
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Figura 4.35: Gréfico de hmax(a).

quando duas células idénticas sdo acopladas através do campo médio. Informagoes adi-
cionais sobre o acoplamento de células idénticas, com comportamento “explosivo”, podem
ser encontradas em [Sh Ri 91] e [Sh Ri 92].

Os resultados obtidos para sistemas correspondentes a duas células sdo muito significa-
tivos para a andlise do efeito do acoplamento. Esta importancia é justificada pelo facto
de tais resultados continuarem vilidos quando se considera um maior niimero de células
(ver [DeV 03] e [ADb 96]).

Num sistema de duas células, o comportamento de cada célula acoplada pode ser

representado pelo sistema (4.4) com N =2, a1 =as =, 01 =02 =0¢e 1 =, = .
2
Tnt+li= H—zg— +Yni+3 Z Tn,j
, J=1 ? i = 1, 2’ (4'7)

Yn+1i = Yng — OTngi — B

A Fig. 4.37 representa o comportamento temporal da varidvel £ do sistema (4.7)

quando se considera o acoplamento de duas células idénticas com as caracteristicas apre-
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Figura 4.36: Grafico de hmax(7)-

sentadas na Fig. 4.28 (a = 4.1 e 0 = # = 0.001) e uma for¢a de acoplamento ¢ = 0.2.

500 1000 1500 2000 2500
Figura 4.37: Variagdo de = com o tempo obtida por iteracdo do sistema (4.7) para o = 4.1,
como = f=0.001¢ee=0.2
A forma da solugio z,, 2 é idéntica & forma exibida na Fig. 4.37 para 1 e os grupos
de actividade oscilatéria ripida sio sincronizados. As fases activas e de quietude sdo consi-
deravelmente mais longas quando as células estdo acopladas. O crescimento da amplitude
das oscilactes “explosivas” é uma caracteristca de menor relevo, mas ficil de observar.

As consideragoes feitas em [Ru 01] e [DeV 01] e o facto de que yn,1 = Yy 2, justificam
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o estudo do subsistema correspondente 3 varidvel z

Tpt+1,1 = H—z%’—l + v+ %(.’L'n,l + $n,2)
(4.8)
j— Q €
Tnt12 = 155, TV + 5{Zn1 + Zn2)

Cada uma destas equagdes resulta da familia de aplicacées (4.5) fazendo N = 2, a; =
az = ey, =Yy =. Quando para ambas as células sdo consideradas condigbes iniciais
satisfazendo a igualdade |zo,1| = |%o2|, a evolugdo de z em cada célula pode ser descrita

pela familia de aplicagbes unidimensionais

(47
Tptl = Ga,'y,e(mn) = 1+_.’L‘2‘ + v+ €x,. (49)
n

Neste contexto, algumas propriedades interessantes, e de certo modo inesperadas, do
acoplamento, podem ser reveladas através do estudo da entropia topoldgica e do segundo
invariante r.

Consideremos de novo a regido no espaco dos paradmetros
Qe={{,7) €ER?: 15 < 0 < 8.0, —4.4 <v<0.0}.
Quando € = 0 em (4.9) obtemos a aplicagdo unimodal

Ga17)0($n) = + 7,

1+ 22
anteriormente utilizada para descrever propriedades da célula individual. No entanto, com
a introdugdo do pardmetro de acoplamento e, existe uma subregiio de §2¢, denotada por

2, onde G4, é uma aplicacdo bimodal. No nosso estudo consideramos

Q= {(7,0) € Qc: Gapelcr) > 2 € Gopye (Gapelct)) < Gapeler) €

Ga,’y,e(CZ) <ce Ga,'y,e (Ga,'y,e(c2)) > Ga,'y,e(CZ)}-
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As regides Q. e 2 sdo apresentadas na Fig. 4.38. A Fig. 4.39 mostra o grifico de uma
aplicacio da familia Gy ¢, com (7,a) € Q. Os valores do pardmetro de acoplamento €

sdo seleccionados no intervalo [0.0,0.45].

Figura 4.38: Representagio das regides (2. e ¢, com € = 0.2.

Neste momento parece-nos pertinente estudar a entropia topoldgica e exibir situages
da variacdo deste invariante numérico com os pardmetros a e -y para diferentes valores do
pardmetro de acoplamento.

O seguinte exemplo ilustra o célculo da entropia topolégica para uma sequéncia de

kneading realizada pela aplicagdo bimodal da Fig. 4.39.

Exemplo 10 Consideremos a aplicacio da Fig. 4.39. As drbitas dos pontos criticos ¢,

e ¢y definem o par de kneading bimodal K = (RLLLLLLA, LLLLLLLA). Ordenando os
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Figura 4.39: Aplicacdo Gy, para o = 7.981, v = —3.206 e ¢ = 0.2. Os pontos criticos
sdo ¢; = 0.0125337... e c; = 4.14618....

sucessivos pontos das dorbitas obtemos:

N<T2=yY<IT3=Ys <T4=yYs < Ts5 = Y5

<zg=ys <xr=yYr<c1=Tg =Yg < 2 < T31.

A matriz de transicio correspondente é

M(Game) =

[l == i = e M e N e I = Y o ]

OCHF O OO0 O

O R OOOOO=OO

& qual corresponde o polinémio caracteristico

P(A) = det(M(Gapy, ) —AI) = A2 = A)(1 4+ A)(1 + A2)(1 + A%).

O H OO O OO

O~ OO OO

O OO, OO0 O

OO RrRrROoOOoOOoOOO

O =M OO0 OoQ

O OO QOO0 Q
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O nimero de crescimento $(Gq,y.e) (0 raio espectral da matriz M(Ga,y.e)) € 2. Portanto,

o valor da entropia topolégica pode ser dado por

hi (Gapy,e) =loge s (Gayy,e) = 0.693147....

Os diagramas das Figs. 4.40 e 4.41 representam as iteradas assimptdticas de z, como

funcao de cada parametro a e y para € = 0.2.

2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.40: Diagrama de bifurcagdo de z, como uma fungio de o, com y = —-185e¢
e=0.2.

-3.5

Figura 4.41: Diagrama de bifurcacdo de z, como uma fungéo de vy, com o = 3.8ee=0.2.

Depois da anslise destes diagramas, sdo previsiveis alguns resultados sobre a quan-
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tificacdo da complexidade.
As Figs. 4.42 e 4.43 representam diversas situagdes da variacio da entropia topoldgica
com cada um dos pardmetros a e v, para diferentes valores de e. Em todas as situacdes,

a entropia topoldgica i (Ga,y,e) tem um valor maximo absoluto.

o
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Figura 4.42: Variacdo da entropia topolégica com «, para v = —1.85 e diferentes valores
dee: a) e =0.25, b) e = 0.2, ¢) e =0.15, d) € = 0.

Estes resultados numéricos sugerem que o pardmetro de acoplamento ¢ desempenha
um papel crucial na modificagio dos valores da entropia topolégica da familia de aplicaces
(4.9). Este estudo revela que os valores da entropia tendem a decrescer quando o parimetro
de acoplamento aumenta.

Consideremos agora duas células individuais com a mesma entropia topoldgica

1++/5
2

hi (Gar v ) =108, $(Garqyr ) = log,( ) = 0.481212...,

com a* e y* valores fixos dos pardmetros. O efeito da forca de acoplamento ¢ neste par de

células idénticas com comportamento “explosivo” é mostrado graficamente na Fig. 4.44 e
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Figura 4.43: Variacio da entropia topoldgica com v, para o = 3.8 e diferentes valores de
e: a) e=0.25,b) e =0.2, ¢) € =0.15,d) e = 0.

na Fig. 4.45. Teoricamente, o acoplamento pode converter células cadticas em células nao

cadticas.

De facto, as simulagdes numéricas revelam que a entropia é sensivel as variagdes do
pardmetro de acoplamento e. Esta ideia é confirmada pela caracterizagio de algumas
curvas isentrépicas (niveis de entropia topoldgica) na regido (¢, para pequenos periodos
n (n < 5) e diferentes valores de € (ver Figs.4.34, 4.46 e 4.47).

As curvas isentrépicas podem adquirir formas e posigdes distintas na regido (2, com
a variacio do parimetro de acoplamento. Tal como no caso da célula individual, no
subconjunto A U Cgrre~ de Q. (ver Figs. 4.34, 4.46), a entropia topolégica ¢ igual a 1.
Notamos a influéncia do paradmetro € no alargamento da regido ndo cadtica de 2.

Como sabemos, as situacdes de dindmica isentrépica podem suscitar questdes interes-

santes.



4.2 Modelo discreto bidimensional 119

Figura 4.44: Diagrama de bifurcagio de z, como uma funcio de ¢, com a = 3.55 e
v = —1.85.

Seguindo o procedimento adoptado no estudo do modelo do capitulo trés deste trabalho
(seccdo 3.2), denotemos por Ay o subconjunto de €2 ao qual correspondem as aplicagdes
da familia G, . com nimero de crescimento s = 2. Ou seja, Ay é 0 conjunto de nivel de
entropia para hi(Gq ) = log, 2.

Seja Go,y,c uma aplicacdo com invariante de kneading K = (P, Q). Como estabelecido
em [Ma Se SR 03], as seguintes condic¢des sdo equivalentes

(1) (v, @) € Ag,

(#) Gpeler) = G3 clc2),

(i) o(P) = o(Q).
Portanto, as aplicagdes da familia Gy, satisfazendo a condigio G5, (1) = G%, (c2)
tém entropia topolégica log, 2. A curva As é exibida na Fig. 4.48.

O estudo das aplicagdes isentrépicas surge intimamente ligado & caracterizacio do
pardmetro r.

O exemplo seguinte constitui mais uma aplicagio das férmulas apresentadas na sec¢io

3.2 do terceiro capitulo, ao cdlculo do invariante r, para aplicactes Ga,y,e com (7y,a) € As.
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Figura 4.45: Entropia topolégica como fungdo do pardmetro de acoplamento e, quando
duas células com a mesma entropia topolégica sdo acopladas. A entropia das células
individuais é dada por hyp (Gar ye,e) = loge((1 + v5)/2) = 0.481212..., com a* = 3.55 e
~* = —1.85.

Exemplo 11 Consideremos a aplicacio da Fig. 4.39 e o correspondente par de kneading
K = (RLLLLLLA,LLLLLLLA). Mostrémos anteriormente que s = 2 e temos |S| =
n+1=8. O par de kneading determina ((S,T) = 2% e £(S5,T) = 26, Por conseguinte,

4¢(S, T) 4x 26

CT U, T) -1 ax2-1

r=e-— —g— = —0.4960784314...

Neste caso, Ga,y,e € caracterizada por

s=2 e r=-0.4960784314....

As Figs.4.49 e 4.50 mostram a variagdo do invariante topoldgico r com cada um dos

pardmetros « e v, para (y,a) € As.
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Figura 4.46: Curvas no espago dos pardmetros correspondentes a drbitas periddicas do
ponto critico (n < 5) para € = 0.25. Os periodos seguem a ordem ilustrada na Fig.4.34.

Este apontamento constitui uma contribuicio para o estudo pormenorizado da dinadmica
da familia de aplicagdes (4.9), que é usada na anslise do acoplamento de células excitdveis
idénticas.

Os estudos numéricos apresentados sugerem que o pardmetro de acoplamento € tem
um efeito significativo na variagio da entropia topoldgica. Valores crescentes do parametro
€ provocam uma diminuigido da regido do espago dos parimetros correspondente a uma,
entropia topoldgica positiva (& qual estd associado comportamento cadtico). O pardmetro
protagoniza determinadas alteragbes da dindmica da célula acoplada que justificam a in-
troducdo do segundo invariante r. Ainda nio dispomos de elementos que nos permitam
concluir sobre o possivel significado fisiolégico desta grandeza.

Fisiologicamente, sabe-se que o comportamento de neurénios acoplados pode ser muito



122 Modelos biofisicos para o comportamento “explosivo” em células excitdveis

-4 -3 -2 -1 0

Figura 4.47: Curvas no espago dos pardmetros correspondentes a érbitas periddicas do
ponto critico (n < 5) para e = 0.4. Os periodos seguem a ordem ilustrada na Fig.4.34.

mais organizado do que a sua actividade individual. Os resultados da andlise dos modelos
matematicos confirmam este principio.

Na verdade, um dos aspectos centrais no estudo de células acopladas consiste em com-
preender como é possivel que células individuais com uma dindmica altamente complexa
conduzam, apés o acoplamento, a um comportamento dindmico mais simples, e muitas

vezes melhor organizado.
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Figura 4.48: Curva isentrépica A2 no espaco dos parametros.

Consideracoes finais

Como referimos anteriormente, é reconhecida a importancia de métodos e técnicas
matemadticas no estudo de sistemas fisiolégicos que exibem uma dindmica complexa. Recor-
rendo a elementos da teoria dos sistemas dindmicos, torna-se possivel caracterizar e quan-
tificar a complexidade das estruturas. A andlise detalhada de determinadas aplicactes
no intervalo surgiu como um contexto adequado para a descri¢gio de interessantes pro-
priedades qualitativas da dindmica de modelos, que representam a actividade eléctrica de
células excitiveis. De entre tais propriedades destaca-se o comportamento caético que,

com o estudo dos invariantes topolégicos, se apresenta com um caricter estruturado.

Perante a evidéncia da existéncia de caos, somos convidados a reflectir sobre o seu
papel em neurofisiologia, em particular nos sistemas neuronais. Por que razio a evolugio

seleccionou o caos como uma caracteristica aparentemente tipica dos sistemas neuronais?
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Figura 4.49: Variacio do invariante topoldgico r com o, para (7, @) € As.
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Figura 4.50: Variacio do invariante topoldgico r com v, para (v, a) € Ag.

Que realizacdes podem ser alcancadas com esta escolha? Ou, de outro modo, o que nao
pode ser atingido com a escolha do comportamento regular? Estas perguntas delicadas,
de inegével pertinéncia, sdo objecto da reflexdo recente de varios pensadores [Ra Ab 98].
Um dos aspectos centrais de tal reflexdo consiste em compreender como o caos é aplicado
pelos sistemas neuronais para atingir objectivos funcionais verdadeiramente importantes.
Este tipo de questdes distingue-se claramente de uma abordagem cldssica, preocupada em
conhecer onde reside a origem do caos na estrutura do neurénio. As interrogagoes apre-

sentadas ultrapassam as questdes puramente técnicas e talvez ndo tenham uma resposta
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definitiva.

O comportamento cadtico de um sistema é caracterizado pela exploragio aperiédica.
de vastas regides do espago de fases do sistema, 0 que pode promover principios seguros de
adaptabilidade a um meio em constante alteragido. Este comportamento distingue-se das
oscilagoes regulares, rigidamente confinadas a uma regido particular do espago de fases.

A possibilidade de assumir uma grande diversidade de estados no espago de fases pode
conferir ao sistema uma riqueza que lhe permite responder prontamente aos estimulos do
ambiente que o envolve, protagonizando transi¢Ges entre diferentes padroes de comporta-
mento.

Determinadas caracteristicas dos sistemas neuronais sdo particularmente dificeis de
compreender sem a consideragdo da natureza cadtica dos neurdnios. O facto dos neurdnios
cadticos poderem sincronizar, criar e transmitir informacio sugere que o comportamento
cadtico desempenha um papel crucial na evolugao e permite uma actividade colectiva na
realizacdo de um fim comum.

Os assuntos tratados ao longo deste trabalho sdo particularmente interessantes e encer-
ram aspectos que ainda nao foram objecto de qualquer andlise. Por exemplo, seria im-
portante apresentar uma caracterizacdo detalhada das dinimicas cadticas associadas a
sistemas bidimensionais. Por conseguinte, a investiga¢do aqui desenvolvida nao se esgota

nestas linhas e constitui uma motivagio entusiasmada para a realizacio de novos estudos.
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