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Nota Prévia

A consisténcia intrinseca e extrinseca do formalismo de uma teoria
fisica tem algo de profundamente fascinante e misterioso. A
Termodinamica, como teoria abrangente da realidade fisica, desde
sempre chamou a minha aten¢do, como vem chamando a de geragdes
de fisicos, desde que se constituiu como teoria axioméatica. O trabalho
ora apresentado resultou, talvez menos de um esforgo, talvez mais de
um gozo pessoal em explorar as harmonias intri nsecas ao formalismo e
de redescobrir o conhecimento a partir de um novo referencial. Nao
pretende ser uma obra acabada, definitiva. Ha fragilidades mais ou
menos evidentes e ha que confessar que, apos terminar a escrita, se
comegou a desenvolver em mim, a ideia de reescrever algumas
passagens. Tenho, porem, consciéncia que tal processo ndo eliminaria a
insatisfag3o que resulta de algo mais profundo : nada é definitivo, tudo
continua em quest3o e ha que definir etapas : parar por uns momentos.

E o resultado de uma dessas etapas que exponho a vossa considerag3o.

’

E verdade antiga que "nenhum homem e uma ilha”. Muitas

pessoas contribuiram de diversos modos para este trabalho.

Quero agradecer muito especialmente ao Professor RUI
NAMORADO ROSA que supervisionou o presente trabalho pelo

.
aconselhamento, estimulo e amizade que sempre me manifestou.

Beneficiei, igualmente, de discussbes com colegas do
Departamento de Fisica, particularmente com o Professor LEITE
VIDEIRA a quem agradeco bem como a todos os colegas do

Departamento pela amizade e companheirismo de que me rodearam.

Ao Professor AUGUSTO FITAS um forte abrago, pelo
companheirismo e disponibilidade que manifestou ao iniciar-me no

processador de texto que permitiu a edi¢3o do presente trabalho.




Introducao

I.1 - Um pouco de filosofia 1
1.2 - Fenomenologia e Axiomatica em Termodinimica 2
.3 - Variaveis holonomas e ndo holonomas )
L4 - Objectivo do presente estudo 7

Cap. | - Axiomatica e formalismo matematico

1.1 - Postulados 9
1.2 - Homogeneidade do sub-espaco % 10
1.3 - Invariancia aditiva 12
1.4 - Espacos vectoriais U e 3 16
1.5 - Bases covariantes e contravariantes de U e 3 17
1.6 - O sub-espaco (%) descrito nas suas coordenadas geodésicas 22
1.7 - Tensor de curvatura do sub-espago (%) 29
1.8 - Transformagdes de Legendre em AU 30
1.9 - Isolinhas A: e ponto critico de (%) 32
Cap. Il - O espaco termodinamico <
2.1 - Os sub-espagos dos estados de equilibrio 39
2.2 - Situagdes de ndo-equilibrio 43
2.3 - Energia interna e entropia no Universo 47

: 3) (v
2.4 - O sub-espaco dos estados de equilibrio 8 CY . Coordenadas geodésicas 48




2.5 - Relagoes diferenciais entre variaveis extensivas e intensivas

2.6 - Simetria dos simbolos de Christoffel e relacoes de Maxwell
2.7 - Conexio formalismo-experimentacdo
2.8 - TransigGes de fase e ponto critico

2.9 - Referencial experimental e referencial proprio de uma substiancia

Cap. 1l - Capacidades térmicas e transicoes de fase
de segunda espécie

3.1 - Capacidade térmica a volume constante

3.2 - Confronto com resultados experimentais
3.2 a) fases liquidas
3.2 b) fases solidas

3.3 - Transformacoes de simetria, volume acessivel e transi¢Ges de fase de

segunda especie
3.4 - CV das fases sdlidas — Transi¢des para fases supercondutoras
3.5 - Lei de Debye e capacidades térmicas a muito baixas temperaturas

3.6 - Capacidades térmicas dos gases

‘Cap. IV - Processos irreversiveis
4.1 - Formulagdes do problema da irreversibilidade
4.2 - Equagbes gerais e casos particulares de processos irreversiveis

4.3 - Fluxos e forcas generalizadas
4.3 a) Lei de Fourier
4.3 b) Lei de Poisgille
4.3 c) Leis de Fick e de Ohm

51

53

54

58

65

68

69
70
70

71

73

75

76

83

85

90
90
91
92




4.4 - Acoplamento de fluxos

4.4 1 - Efeitos termo-electricos
4.4 Ta) Efeito de Joule
4.4 Ib) Efeito de Thomsom
4.4 Ic) Efeito de Peltier

4.4 11 - Efeitos termo-mecanicos
4.4 Tla) Efeito termo-mecanico
4.4 IIb) Efeito mecano-calorico
4.4 IIc) Convecgdo natural

4.4 111 - Efeitos termo-difusivos
4.5 - Teorema da reciprocidade de Onsager — abordagem termodindmica
4.6 - Supercondutividade e superfluidez
4.7 - Processos difusivos

4.8 - Teste experimental de uma expressio da condutividade térmica

Cap. V - Observacoes finais e conclusdes
5.1 - Aspectos gerais
5.2 - Parametros criticos e interacgao electromagnética

5.3 - Conclusdes — sintese sequencial

Referéncias
Bibliografia geral

Apéndice |
Apéndice Il
Apéndice i
Apéndice IV

100
101
102
106

109

113
114

115

121
122

123
130
139
147




simbolos latinos

A: — variavel intensiva genérica

.Aj— coeficiente da forma pfaffiana geral

¢ (subscrito) — ref. a variavel no pto. critico
cy — capacidade térmica massica a volume constante
Cy — capacidade térmica a volume constante
de — didmetro eficaz para a colisio molecular
(é) — espago dos estados de equilibrio

f — energia livre de Helmholtz massica

F — energia livre de Helmholtz

Fik — forga generalizada na dir. » (Onsager)
g — aceleracio devida ao campo gravitico

g, — tensor da métrica

G — energia livre de Gibbs

h — entalpia massica

H - enta.lﬁia

Hp — Funcional H de Boltzmann

J& — fluxo de Xi na direcgdo v

I — corrente eléctrica total

no—numero de moléculas por un. de volume
N — Nimero de Avogadro

P — pressao

q — carga eléctrica

Q — calor trocado com o exterior

Q, — fluxo de calor na direc¢do »

r — distancia intermolecular
Ry — constante massica do gas
Ri,,l — tensor de curvatura

s — entropia massica

S — entropia

:rf’ — fonte da prop. Xk

t — variavel tempo

T — temperatura

1)

9 — Espago termodinimico quadridimensional
u — energia interna massica

U — energia interna

QL — espago N-dimensional




I, — corrente eléctrica na direc¢do »
kp — constante de Boltzmann
k, — condutividade térmica
I — livre percurso médio (molecular)
L — disténcia espacial
z j) — Transformada de Legendre genérica
L.';-" — coeficiente cinético (Onsager)
m — massa da molécula

M — massa

n — numero de moléculas por unidade de massa

vy — velocidade (direc¢do »)

V — volume

V. — potencial eléctrico

x — variavel genérica

x™, 2 — coordenadas espaciais genericas

X" — variivel extensiva genérica

X*— variavel extensiva nio invariante aditiva
z — potencial massico u-p

7 — potencial U-uM

% — sub-espago (N-1)-dimensional

simbolos gregos

a — constante (ref. das coord. geodésicas)
B — constante (ref. das coord. geodesicas)
v — constante (ref. das coord. geodésicas)
& — gimbolo & de Kronecker

€ — constante (potencial de Lennard-Jones)
p — potencial quimico (massico)

=)
®;

—vector de base covariante

®(r) — potencial de Lennard-Jones

I‘;- ¢ — simbolos de Christoffel

ok
¥ — funcional A;%L

1 4

¥ — parametro no [0,1](coexist. est. eq.)
II* — coeficiente Ai(axk/OA:)
p — massa volumica (M/V)
o — constante (potencial de Lennard-Jones)
©, — temperatura de Debye

Q¥ — coordenada geodésica




simbolos goticos

U — espago vectorial definido no espacgo afim A

3 — espago vectorial definido no espago afim %

X — espago vectorial gerado pela aplicagdo da transformagio A; em 3




1.1 - Um pouco de filosofia

A nossa capacidade de interactuar com o que nos é exterior permite-nos perceber
as modificagbes que ocorrem nos objectos que connosco interactuam. A essas modificagdes chamamos
fen6menos e a noticia que deles temos através de uma ou mais interac¢des mediaticas com os noesos
orgiaos dos sentidos designamo-la por observacao. Diremos pois, com Kant, que fenomeno & *aquilo

que percebemos do exterior em funcdo do modo como o percebemos”.

Desde muito cedo nos apercebemos também, que os fendomenos ocorrem em
sequéncias temporal e espacialmente distribuidas. Dado que nado somos auto-suficientes, por razdes de
sobrevivéncia, lidicas ou outras gostamos de aumentar a probabilidade de alguns fenomenos ocorrerem
e diminuir a probabilidade de outros também ocorrerem. Comecamos entdo a fazer Ciéncia, isto &,
definimos um conjunto de regras que uma vez estabelecidas certas condi¢des iniciais, permitam prever,

com probabilidade aceitavel, as sequéncias temporais ¢ espaciais dos fenémenos.

A Ciéncia na sua primeira fase ¢ uma empirologia isto ¢, consta de um conjunto
de regras retiradas da pratica e observag@o directa sem base quantitativa. Numa segunda fase que
seja possivel. quantificar, isto é, atribuir a cada acontecimento uma medida (espacial, temporal ou

outra) em fungdo de padrdes préviamente estabelecidos e, com isso aumentar significativamente a

nossa capacidade de determinacao do que nos ¢ exterior, entramos na fenomenologia.




.1 - Um pouco de filosofia

A fenomenologia fornece-nos um conjunto enorme de relagbes quantitativas mas ndo nos proporciona

uma base para formular a sua inter-relacao.

A capacidade que temos de perceber o que é essencial e determinante na produgdo
de sequéncias de acontecimentos leva-nos a expurgar o que é acessorio e a formar no nosso
entendimento uma imagem, uma abstracgdo - o conceilo. Podemos agora produzir relagGes entre
conceitos e, atendendo s propriedades destes, definir encadeamentos compativeis, isto é, partindo de
um conjunto inicial definir sequéncias (espaciais, temporais ou outras) compativeis de conceitos. Este
jogo tornar-se-4 imediatamente wtil se descobrirmos que, uma vez definida uma relacio biunivoca de
cada um deles com uma medida sobre o mundo exterior, os encadeamentos compativeis dos nossos:
conceitos apresentam igualmente relagdes biunivocas com as sequéncias temporais e espaciais (ou
outras) dos acontecimentos. A nossa capacidade de subtrair o mundo exterior ao jogo livre do acaso e

de lhe introduzir o nosso arbitrio aumenta enormemente. £ a fase da Ciéncia Aziomética.

A Ariomaétlica e a Fenomenologia coexistern em graus diferentes em todos os ramos
da Ciéncia actual influenciando-se mutuamente. E, no entanto, evidente que as Ciéncias que
conseguiram desenvolver em maior grau as suas Axiomaticas sio as que proporcionam ao Homem

maiores meios para introduzir o seu arbitrio na Natureza.

1.2 - Fenomenologia e Axiomatica em Termodinamica

A fase fenomenologica da Termodindmica inicia-se no final do séc. XVIII com a
Teoria do Calorico e com a percepgdo da transformacdo do trabalho em calor (Rumford (1798)). Mas
foi o desenvolvimento dos conceitos de cﬁtropia e irreversibilidade (Carnot (1824), Clausius (1865)), do
Principio da Conservacio da Energia (Mayer (1842), Joule (1843), Helmholtz (1847)) e do
establecimento da escala absoluta das temperaturas (William Thomson/Lord Kelvin (1850)) que tornou
possivel a introducao da quantificacio em Termodinimica. Datam dessa época a maioria das leis
fenomenologicas relacionando os fluxos de energia, massa e cargas, com variaveis localmente

mensuraveis.

Entretanto, em meados do séc. XIX ¢ desenvolvida uma nova abordagem dos

sistemas termodinamicos a partir dos conceitos da Mecénica e da Estatistica - a Mecanica Estatistica.




1.2 - Fenomenologia e Axiomatica em Termodindmica

Helmboltz, Bolizmann ¢ Mazwell conseguiram, no tltimo tergo do séc. XIX uma unificacdo parcial com

a Termodindmica nomeadamente através dos conceitos de probabilidade e entropia.

A necessidade de unificagio de conceitos dentro da propria Termodinimica levou
ao estabelecimento de Axiomaticas que incorporassem o Principio da Conservacéo da Energia ¢ as
nogdes de irreversibilidade entretanto estabelecidos. Entre estas, aparece a Aziomatica de Gibbs que
fornece a fundamentacdo mais usual para a derivacio das relagdes termodinamicas. Esta Axiomatica
permitiu construir por via dedutiva todo o edificio da Termodinamica classica. Ao seu nivel explicativo
enquadra coerentemente toda a fenomenologia fisica conhecida até hoje. Os seus conceitos base sio os
de Energia Interna (U), iEntropia (S), Volume (V) e Massa (M) e o de Sistema Termodindmico
definido pelo conjunto {U,S,V,M}.

S&o os seguintes os postulados da Ariomatica de Gibbs [1]:

I- Um estado de equil;’bn'o termodinamico ¢ definido por
um cerlo ntmero j de variaveis eztensivas Xl, X2, e e ,Xi
que sio diferenciaveis e gozam da propriedade aditiva,
isto ¢, se A e B sio dois sistemas termodinamicos, enido

(X, + (XY g=(X,,p » ANB=¢

II - Exziste uma relagio fundamental, invert: vel, enire
essas variaveis Xk, de tal modo que so 51 sio indepen-

dentes:

X =xixt,. .., x Xt xj) (L0)

IIT - Os estados de equilibrio de um sistema sio definidos

como sendo aqueles em que uma variavel particular

Xk= S do sistema, chamada entropia, toma o valor




1.2 - Fenomenologia e Axiomatica em Termodinamica

mazimo possivel qguando uma outra propriedade Xl= U,

denominada Energia Interna , tem um valor fizo.

O Axioma III pode ser formulado mateméticamente do seguinte modo:
2
(6S)U =0 ; (6 S)U <0 (I.1)

A relagio com a fenomenologia ¢ assegurada pela aceitagio de que j-1 variaveis
8o directa, ou indirectamente mensuraveis por comparacio com padroes de medida dxspomvem No
entanto ¢ mais facil a determinagao das variagdes Ax* que do valor absoluto das grandezas Xk.
Nesse sentido é mais conveniente escrever (1.0) na forma diferencial, usando @ convencdo de soma dos

indices repetidos, que sera sempre admitida até indicacio coniraria:

ax’= &X_g4x* (1.2)
0xX

i_ax’
A= (L3)
Eoax”

designam-se por grandezas intensivas conjugadas das variaveis x* no esquema da grandeza XA
equagdo (I.7) permite, & parte constantes aditivas reproduszir a relagdo (I.0) necessitando agora, ndo
dos valores absolutos X" mas, dos seus diferenciais ka. No entanto, nem todos os ka 880
directamente acessiveis 4 experiéncia. Esta dificuldade é, em parte, ultrapassada pelo facto de ser
poes{vel reiaciona.r alguns Ai com resultados experimentais fornecidos por dispositivos adequados. Se o

ss . . . k .
namero de variaveis j=4 e se identificarmos os X do seguinte modo:

X'=U ; X’=S ; X3=V ; X*=M (1.4)

e desigando T a temperatura absoluta, P a pressio e u o potencial quimico, a matriz [A;] vem definida
por:




1.2 - Fenomenologia e Axiomatica em Termodinamica

i 1 T P u i
.- 1/T 1 P/T  -u/T
[A)] = (L5)
-1/P T/P 1 u/P
n -T/p P/p 1

E facil ver que [A;] pode ser reduzida & matriz identidade e que det[Ai] = 1 sendo, portanto, a
transformacio definida por (1.2) invertivel. As grandezas A; nio sio, em geral, constantes, sendo
funcdo dos XJ.

.3 - Variaveis Holonomas e Nao-holonomas

As equagdes (1.2) e (1.3) sdo um caso particular da forma pfaffiana geral

Aika+.AJdAj,=0 y (L6)

X . e .~k
Esta forma permite definir novas variaveis Y . Por exemplo com i=i :

(dx‘)A,,:d Y= AdA; i (L7)
i

.y k , .
A variavel Y sera holonoma se:

i m
8A,, OA,

e, consequentemente, (1.7) sera integravel.

k .
Formas diferenciais do tipo dY ocorrem frequentemente em Termodinimica para
representar determinados processos que poderdo conduzir a definicio de novos estados de eqnilibrio

k I3 4 ’ 3 - 3 . . - 2 . -~
caso Y seja holonoma ou, pelo contrario, definir uma multipicidade de trajectorias nao conducentes a




1.3 - Variaveis Holonomas e Nao-holonomas

estados de equilibrio caso Ybniio seja holonoma. Consideremos um caso conhecido:

Como veremos adiante (cap II) , S=S(T,V,M), vindo:

(dS)M_—_(g—,%)M VdT+(g—§,)M Tdv (19)

Por outro lado, por (I1.2) tem-se:

@u)y =1(2) dr+1(%) av- pav (L.10)
), )
Designando Mc =T(Q§) ¢ definindo a variavel Y = Q, vem, de (L.7):
v \aT
M,V
dQ = Mc, dT (L11)

Atendendo & defini¢do de P e T (L.5) e s propriedades das derivadas parciais:

), %), i

obtem-se de (1.10):

dQ = (dU)M’V-Tz(a(g,{‘T))M K (L13)

A variavel Q sera holénoma se 6(P/T)M V: 0 ou

P/T = fM,V) (L14)

e, nesse caso, por (1.11) »

(4U) = Me, dT (1.15)

As condigdes (1.14) e (1.15) sio equivalentes e definem o sistema gas ideal.

No entanto, a variavel Q definida por (I.11), como outras variaveis do mesmo
tipo, ndo sdo, em geral, holonomas. Estas variaveis sio definidas como sendo fungdes Q(A:,X’) cuja
diferencial adicionada & de uma outra fungdo ‘W(A;,Xm) define uma variavel holonoma (vide (I1.11)):
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ax" = dQ(A:,Xj )+W(AX) (1.16)

Contudo, algumas variaveis ndo holonomas podem definir novas variaveis holonomas através da sua
multiplicacdo por um factor apropriado. Consideremos, por exemplo, as eqgs. (1.9)-(1.11) que permitem

escrever:

a b ?
%:d(S(Mo,V,T)y(ﬂg‘;’lQ Jav (L17)

A varidvel dQ/T que resultou da multiplicagdo da varidvel ndo holonoma dQ pelo factor 1/T é,
portanto, holonoma.

No que se segue procuraremos estudar as relagoes entre as variaveis holonomas e a

sua importancia na formulagdo dos estados de equi]ibrio.

1.4 - Objectivo do presehte estudo

No estudo que apresentaremos a seguir procuraremos partir, no fundamental, dos
postulados da Aziomatica de Gibbs para a formulagdo de um formalismo consistente que permita ndo
80 reproduzir as relagdes termodinamicas conhecidas, mas também um melhor tratamento dos estados
de equilibrio atraves da subs_tittxigio das variaveis extensivas (S,V,M) e das intensivas conjugadas (T,

(u) (v) (w)
P,u) por novas variaveis extensivas (2°,Q2",Q™) e respectivas intensivas conjugadas (a,8,7).

No Cap I é desenvolvida a base matematica do formalismo sendo apresentados os
postulados que o fundamentam e explorada a sua logica interna sob a forma de {ecoremas e respectivos

corolarios.

O Cap II & consagrado & aplicacio desse formalismo aos estados de equilibrio,
discutidas as relag6es fundamentais da Termodinimica, reproduzidas relagGes conhecidas entre
variaveis extensivas e intensivas e tratada a questio da medida em Termodinadmica. E, igualmente,
discutida a coexisténcia em equilibrio &e dois ou mais estados da mesma substdncia e relacionadas as

constantes (a,,7) com os parametros criticos do sistema — T_,P, B, —¢ ¢ introduzido o conceito de

Referencial Proprio da Substancia (RPS).




1.4 - Objectivo do presente estudo

No Cap IIl ¢ determinada uma; expressio para a capacidade térmica a volume
constante e feita a sua aplicacdo as fases ﬁquidas e sblidas. £ discutido o conceito de volyme acessivel
e interpretam-se altera¢des do andamento da expressio das capacidades térmicas como transi¢ées de
fase de segunda espécie. Algumas destas transi¢des ocorrem a temperaturas coincidentes com as
temperaturas de transicdo para as fases supercondutoras das respectivas substincias. Sob uma condig¢do
especial é determinada, também, uma expressio para a capacidade térmica dos ‘gases e feito o sen
confronto com valores experimentais. Determina-se, com boa aproximagao, a temperaiura critica a

partir dos valores experimentais das capacidades térmicas.

Os processos irreversiveis sio tratados no Cap IV sendo definidas relagSes entre
gradientes de variaveis intensivas e fluxos de entropia, massa e volume. Sdo discutidas trés situacdes
caracteristicas tendo em conta a relagio espaco-temporal de ocorréncia dos processos e ¢ dado
particular énfase aos processos difusivos. Sdo obtidas de forma analitica leis fenomenologicas
conhecidas dos processos termo-eléctricos, termomecinicos e termodifusivos. E apresentada uma
demonstracio do Teorema da Reciprocidade de Onsager usando o formalismo da Termodindmica. A
condi¢do de redugio do volume acessivel encontrada nas transicdes para as fases supercondutoras no
capitulo anterior revela-se fundamental para que uma corrente se torne superfluida. Finalmente, é
apresentada uma expressdo, obtida por via analitica, para a condutividade térmica dos gases, feito o
seu confronto com resultados experimentais e determinado o parametro diametro eficaz para a colisdo

molecular.

No Cap V sio discutidos aspectos gerais do formalismo, nomeadamente a relagio
entre parametros criticos e interacgdo electromagnética e apresentadas as conclusdes do presente estudo

de forma sintética e sequencial.




AXIOMATICA E FORMALISMO MATEMATICO

1.1- Postulados

O formalismo termodinimico tem uma enorme capacidade explicativa e uma

grande abrangéncia que que derivam essencialmente do pequeno numero de propriedades que a

Aziomatica impde as variaveis qﬁe descrevem os sistemas Termodinidmicos. Isso significa que a

Aziomatica gerou conceitos que incorporam algo essencial da realidade fisica e que sio, portanto,

basilares para a compreensio da Natureza. E, assim sendo, terio uma generalidade, alem do campo
'especiﬁco da Termodinidmica, devendo constituir uma estrutura matematica de conteido proprio.

E nosso proposito desenvolver uma estrutura matematica que permita enquadrar

correctamente as relacdes entre as variaveis extensivas (U,S,V,M) e as variaveis intensivas conjugadas

(T,-P,u). No entanto, essa estrutura tera um ambito muito mais geral sendo igualmente aplicavel a

situagGes fora do campo da Termodinadmica.

Os postulados que vao servir de base a uma tal estrutura colhem, no essencial, o

conteltdo da Axiomatica de Gibbs e que 30 por razdes decorrentes do desenvolvimento ulterior do

formalismo tém uma formulacio diferente sio os seguintes:




o

1.1- Postulados/1.2- Homogeneidade do sub-espago %

Pl = As varidveis continuas e diferenciaveis Xl, Xz, ey X"
definem um espaco afim n-dimensional U, no qual esta
definida a operacio de adi¢cdo do seguinte modo:

Designando por ponto de U o conjunto {Xl ,f poens X JeseAe

B forem dois pontos de 4, VXJ 3 um ponto C € U {al que

X))+ XB) =X

P2 = No espago AU esta definido um conjunio infinito B, de sub-
-espacos de dimensido n-1, atraves de uma relagido invertivel
(automorfismo) :

X = XX, x5
que goza da sequinte propriedade:

Se 4 ,'b e C forem trés pontos de B> C B e, definindo

Ai.=ﬂ;— , se VXie %, }(J(a) + XJ(b) = )f(C) entdo:
7 ox’
V i € {1,2n} , A;(a) = A;(b) = A;',(C)

Da assumpcdo destes postulados resultam um certo conjunto de propriedades
formais que passamos segnidamente a explorar:

1.2 - Homogeneidade do sub-espaco =

Definicdo [2] : Diz-se que uma forma X=X (Xh ) & homogénee de

grauNseVAtalque:)’(\k =0 = Xi=¢\'NXi(z\Xh)




1.2 - Homogeneidade do sub-espaco %

Estamos agora em condicdes de enunciar o seguinte:

Teorema | -4 relacio fundamental que define o sub-espaco &

¢ a sequinie :

(1.1)
Demonstracdo : Por Pl, VbE‘il., 3acu : b=1a e se a,bG%',
por P2 tem-se:
ax”* = A:dxj (1.2)

Dado que A%(@) = A%(D), entdo ax*(b) = a%(@) ax’(b)
pe b=1a & x'(b) = xx'@) Vi=i,...n vem
x*(@)dr+ adx*(@) = M (@)dx’ (@)+4%(@) X’ @)ax.
Dado que ka(a) = A:(a)de(a), entdo :
x* = A:Xj cqd.
A eq. (1.1) é a equag@o genérica de um hiper-plano de dimensdo n-1 que passa pela origem do espago

AU. No espaco U ha um conjunto infinito de hiper-planos dado que as variaveis A: que os definem séo

continuas. Do Teorema IT resulta, entio, o

COfOlariO la-o sub-espaco B ¢ constitiido por um conjunio

infinito de hiper-planos de dimensdo n-1

que passam todos pela origem do espaco U .




1.3 - Invaniancia aditiva

E facil concluir que em cada hiperplano definido por um conjunto de n-1 valores A‘f, estes nio
X 1 ;

dependem dos XJ, verificando-se X =\ Xk_(z\XJ) e, dado que em % A:(b):A;(a), vem

4\XE=A:(a)XXJ pelo que passamos a enunciar o

Corolario Ib - 4 forma xX=x" (f ) que define o sub-espaco B
¢ homogénea de grau 1.
Seja @ = {Xl,...,Xk-l,A:Xj,Xk-*-l,X"} um ponto de B,
enido b = {/\Xl,...,/\Xk_l,z\A:Xj,AXH—l,)‘X"} ¢ um
ponto de B.

Por outro lado, tendo em conta (1.1) e (1.2) podemos também enunciar o

c0r0léri0 Ilc-o sub-espaco % pode, alternativamente, ser

definido pela forma:

(1.3)

1.3 - Invariancia aditiva
Definigio : Diz-se que uma varidvel X' goza da propricdade de in-
variancia aditiva [1] no espaco Y se V A,B,C € % se
verificar simultaneamente :
X+ X B =x0
(X4 + X' (B) = X (0) =0 (1.4)

No caso de qualquer variavel X" ndo gozar da propriedade de invaridncia aditiva

a(x’ (a)+x'(B) = ax’(C




1.3 - Invariancia aditiva

onde df("(C) representa a diferencial de x’ no ponto C£C. Podemos agora enunciar o seguinte

Teorema Il - Sejam os pontos de 5, @cBe < bes, e
seja o ponto CES definido por:
X@+ x'(by=2® e ax*@ + x'(h)) = ak’(€) # 0
Entdo:
() CgBauzs
(i) CeBe, sendo Be um hiperplano de

% definido por X =A (C)X e

45© = 14} @14 (b ‘”.‘j‘a) +4%(b)
N X(©)
A4@) = 14'(by-4*@)] "’X'ib) +4%@)

Demonstragao : Para demonstrar o Teorema II comecemos por
notar que, pelos postulados Pl e P2 se tem

ax*(@) = A%@ax’@) ax*(b) = a*(b)ax’(b)

Para demonstrar que f:gzluzz basta notar que se
d(XJ(a)+XJ(b)) = df(’(é) para j = 1,...,n

vem

dx*€) = (145 @rA5 (b)) @i’lu:(b))dﬁ"(é)
8x°(C)




1.3 - Invariancia aditiva

ax’ (b)

(I[A (by-a (a)]} +A (a))de(C) (1.5)

X (b) oxX (a)
ax’(C) aX’(C)

ou seja , dado que

sdo arbitrarios,
C s6 €BLUB se

Ebya a : v i
[[A,-( )—A]_(a)]] = 0, o que é excluido por hipotese.

Por outro lado, (1.5) define o hiperplano tangente em Ci
hjpersuperﬁ'cie X*5( Xj) ou seja

€ = (@b = Deniby) K@) (16)

ox’ oxX' @), ,
X

Este plano, passa pela origem do espaco Al e nos termos do

Teorema I pertence ao sub-espago %.

Finalmente de (1.5) conclui-se

~

AL©) ( )X,—A @ = 1aj@-a;by > ‘”‘J(a)

)+A *by

axj(b)+A (a)
(€)

= [ byA}@)]

¢ ¢ d.

x'@)

e )_0 = 4,€) = A:(b)

Note-se, também, que

. 0X (b)
9x(©)

=0 = A(C)_A(a)

, 50 k - . o
Havendo s0 uma variavel X que ndo e invariante aditiva :




1.3 - Invariancia aditiva

. 0, iFtk
"= { dX*(C), =k

Neste caso, resulta imediatamente do Teorema II o seguinte :

ax*(©) = [a}(@)A;bypex’ @) - a7

e podemos enunciar o seguinte

c0r0|ér io lla - Se, para dois pontos ae%: e bG%z
e para um so X se vertficar
X‘(a) + Xk(b) = X‘(é) e, tambem
¥ @+x'by) = ax*@ # 0,
entdo :

ax*(©€) = [4}@)-4}(b)x’ @)

Podemos igualmente calcular d2%* nos sub-espaco %’ o que sera possivel nos casos
em que os A’ sejam diferenciaveis. Diferenciando (1.7) e aplicando a defini¢io de %’ (P2),
[A;@-ALb)I =0 obtem-se:

A aa*@ aa'(by\ ;
dz(x")d;zsz( e )dx @ax’(@) 1.8)

Além disso, se df(k(é) =0 entdo A:(a) = A:(b) e podemos enunciar o seguinte :

Corolér iO Ilb -0 sub-espaco T pode ser, alternativamente,

definido pela condicdo dX*= 0 que determina

um mazrimo ou um minimo consoante o sinal do




1.4 - Espagos vectoriais U e 3

aaf@oantby)y .
produto: ( 6;( —- 3;( ; )d.x (a)dx’(a)

Em resumo o sub- espago % pode, equivalentemente, ser definido pela equacido
diferencial de segunda ordem em Xk (1.3) ou pelas duas equacdes diferenciais de primeira ordem : (1.2)
e dX*= 0 . De facto, esta Gltima equagio implica que os A: sejam constantes em qualquer %5°C% e,
juntamente com (1.2) determina a equagdo de defini¢do (1.1) do sub-espago %.

1.4 - Espacos vectoriais u e 3

—
Definicdo : No espaco U define-se vector V de U como sendo

qualquer par ordenado (a,b) de pontos de QL.

Nos termos de Pl qualquer ponto de 4l pode ser escrito como:

k+1 - k+1
XX XXX = (X XXX - {0,405 10,...0) (1.9)

O segundo membro de (1.11) define uma relagio de ordem entre o par de pontos de U :

k1
a o XX x XM, {0,..0X50,..0}] (1.10)

A relagéo (1.9) conjuntamente com q Corolario Ia permitem definir a operacdo de multiplicacdo por
um escalar:




1.5 - Bases covariantes e contravariantes de Ul e 3

2@ o= X AT 0AX T XY, {0,00,2X"0,...0}] (1.11)

e comprovar que é distibuitiva relativamente a édigéo de vectores.

Também por (1.10) e (1.11) o ponto de U, {X',. X' XEX T .X"} ¢ am
vector de U e todos os pontos de U sio vectores de U. Em particula.r, cada ponto de U tem uma
relagio de ordem do tipo (1.9) com o ponto de U , {0,...,0,...,0}. Fica assim definido um espago
vectorial U, a partir do espago aﬁm al e que ¢ constituido por todos os pares ordenados de U segundo

a relagdo (1.9). As variaveis X §=1ye...,n €m (1.10) designam-se componentes vector a.

Tendo em atengdo (1.8), X' = A:Xk. O sub-espaco % & definido em 4l
pelos pontos de U:

ik e .
x',..x" 1,A;x",x'+ X"}

Ao sub-espago 2 esta igualmente associado um sub-espaco vectorial 3 cujos vectores estio definidos
pelos pontos de % e pelo ponto {0,...,0} : '

- e
a o {x,.x ‘,A;x‘,x'+ X"}

1.5 - Bases covariantes e contravariantes de u e 3

O espago U &, como se viu, constituido pelos vectores da forma:

a e x...x") (112)

M ’ - J
Este vector pode ser escrito pela soma vectorial relativamente s componentes independentes X :

a=Yagu ; a@ e {0X 0,0}
iFi

=x’ {o,...ff) 0,0} (1.13)




1.5 - Bases covariantes e contravariantes de Ul ¢ 3

—
Deste modo, o vector @, que define o sub-espaco %, pode ser escrito como uma combinagéo linear dos

vectores

a-= Zx’ﬁ' 6) ; l—i(,-) = {o,...f{),o,...,o} (1.19)
iFi

— X
O conjunto dos n vectores independentes U (;) tangentes & linhas coordenadas XJconstitui, assim, uma

base covarianie de U .

. . _'(J) i (J) .
A respectiva base coniravariante : {U & { pode ser obtida, pela

condicdo usual

e =1 (1.15)
obtendo-se

ﬁ(j) Aad {uj} = {0’""05{)’07""’0} (1-17)

A base covariante coincide com a base contra-variante e o espago U é, portanto, cartesiano.

Repetindo o raciocinio anterior para o sub-espaco 3, verifica-se que este tem em

cada °€% uma base covariante da forma :

Ug () = {0,...f{),o,...,A;,o,...Ea)} ey (1.18)

e uma base coniravariante idéntica deﬁnida. em todos 08 B’€ B :

U, () =)= {o,...,of{),o,...fﬁ),...fﬁ)} ey (1.19)

o que significa que, sendo os A:. constantes em cada sub-espaco &’, estes sdo euclideanos.
—
O conjunto dos n-1 vectores independentes U%(,‘) constitui, assim, uma base de 3. Dado que cada

hiper-plano de % é definido por um ‘conjunto de n-1 valores Aj, , entdo (1.18)-(1.19) definem uma
infinidade de bases cada uma delas definida nos sub-espagos %’ de % nos quais os A:, sdo constantes.




1.5 - Bases covariantes e contravariantes de Ul ¢ 3

O espago vectorial 3 é, pois, enquadrado por uma infinidade de bases covariantes e contravariantes o
que torna o seu tratamento algo complicado. Vamos evitar este inconveniente, através de uma

transformacdo que gere um novo espago vectorial X sob determinadas condigdes.

O espaco vectorial £ tem dimenséo n-1 e, em particular, existira uma base de n-1
vectores na qual se poderdo expressar todos os vectores de 3. No entanto, em vez de definir & partida
uma base para X, vamos impor determinadas condi¢des relativamente as variaveis coordenadas deste

’
espago e obter, em consequéncias, as bases covariante e contravariante possiveis em X.

3’&‘) ) W) FW

EaAat Rk 20 SR B oS Akt Rl (10 §

O espaco X sera enquadrado por uma base : {

de n-1 vectores , tal que:

(a) As variaveis coordenadas de X serio as n-1 variaveis x ) §F

(b) O vector deslocamento da = d(X"U(;)) é um invariante da trans-

formacido entre os espacos 3 e X.

Aplicando estas duas condigGes, tem-se, entio:

dd = U)dx" = 3Vax’ 1=1,mn 5 i (1.20)
ou seja

U()ax’ = Vax’ (1.21)

ﬁ(j)d_x] = s’gi)dxj iFi (néo somado em j) (1'22)

A egq. (1.21) conjuntamente com a eq. (1.2) permite concluir que a base covariante

{ -8(1'.),...,322,3221,...,3,5:_)1} de X se obtem do seguinte modo:

& = AJU() (129)




1.5 - Bases covariantes e contravariantes de U e 3

Atendendo a (1.15) podemos obter de (1.23) a respectiva base contravariante:

Wi (A;)‘lﬁ(,-) (1.24)

=
As bases do novo espago vectorial ¥ sio, desta forma, relacionaveis com a base constante U(;) , mas
variam com as coordenadas XJ, pois os A;_ sdo fungdo dos Xl. O vector dTI;S-i) ¢ um vector de ¥ e pode

expressar-se nos vectores da base deste espago vectorial :

] 1 i
i@ =r ax"s) (1.25)

As grandezas I‘;k 83o os simbolos de Christoffel de 2%espécie. Os I‘:,k serdo componentes de um
tensor no sub-espaco % se [3] :
oA

2 i
X =—3d =90 (1.26)
ax’ax’  ox*

, , . . { o s .
0 que nao se verifica como vimos atras. Isto e equivalente a dizer que os ij nao sdo invariantes para
transformacdes do tipo (1.2) e ndo representam, portanto, um tensor no sub-espaco %. No entanto, nos
i I
sub-espacos 5’C% os A:. sdo constantes e nestes sub-espagos &%’ os I‘J_k sa0 as componentes de um

tensor .
A partir de (1.25) e de (1.23) obtem-se:

6Aj, 1

a—xk - rjkAl (1.27)
o que significa que os I‘:,k sao0 todos nulos em %’.

Os Simbolos de Christoffel I‘;k podem ser obtidos a partir do Tensor da métrica
9;¢ do sub-espago B, que ¢é definido da seguinte forma [3] :

Seja s a variavel distincia entre dois pontos de & definida por




1.5 - Bases covariantes e contravariantes de U e 3

9 D) () Jook TSN S A i ok '
ds® = (@] . 9;”) dX'dX = A A X X" = g;,dX dX (1.28)
entdo 0s ¢;, definem um tensor em B designado por tensor da

meirica.

Os simbolos de Christoffel I‘:,k expressam-se em fungio dos g;, do seguinte modo:

| -1 a!ljn Oin agik
I' =s5(9, +—=2-— 1.29
,kz(y,){a,‘a,axn_ (129)

A eq. (1.29) é de 2% ordem nas variaveis X' e permite conhecer os I"jk se a
dependéncia fundamental X’(XI) for conhecida. Até agora essa dependéncia pdde ser expressa

tnicamente através de uma equagio diferencial (1.1) o que n3o a define completamente.

Chegados a este ponto podemos concluir que a transformagado entre os espagos
88— X teve como efeito util o conhecimento da relagido (1.27) que permite relacionar os sub-espagos
BCP , ja definidos por (1.1).

Observando a eq. (1.27) podemos, no entanto, notar que se os F;E forem nulos em
qualquer espaco {Q”} entao os :\; serdo constantes nesse espago e a equagio (1.1) proporcionara uma
defini¢do algébrica do sub-espago %™,

A questio que se pde é a de investigar se é possivel uma transformagdo de

coordenadas X' — Q” que possibilite tal objectivo. Efectivamente, se for poss{vel descrever o sub-

espaco % em fungdo das suas coordenadas geodésicas, entdo
I‘;f (geodesica) =0 (1.30)

(%)
ou seja, o problema resume-se a definicio da transformagio T;’ que devera relacionar as coordenadas

cartesianas Xl com as coordenadas geodésicas Q" :

,®
dQ":(QQ_i)dszT;dXJ, i (1.31)
oxX
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1. 6 - O sub-espaco B descrito nas suas coordenadas geodésicas

Veremos, seguidamente, que tal e po&ivel para n—4, ou seja para um sub-espago tri-dimensional do

espago quadridimensional Al.

1. 6 - O sub-espaco % descrito nas suas coordenadas

geodésicas

(4)

Teorema Il - ~ espaco afim quadridimensional U as varia-

. @)
veis QY v=1,2,3:

(i)1 _ X‘+2'Xi+3 (;))2 _ Xi+:—3.Xo‘+1 - ((.-2)3= Xi“_XiH
XH—l v Xt+2 Xl+3

definem coordenadas geodésicas do sub-espaco
(3) ] (’) ]
% . A matriz T;’ que define a iransformagio
G () i | .
dQ¥= T'J'dX enire as coordenadas carlesianas

j ()
XJj;/:s' e as coordenadas geodesicas ¥ v=1,2,3

¢ a seguinte :

B A
] X:‘+‘2Xi+3 Xi_+3 X::+2
(Xs+1)2 X|+1 X:+1
£i2 3 Xy X
= 125 e .
J X +2 (xs+2)2 xs+2
i+2 Xi+1 ] XH—.IXH.Z
Xi+3 Xi+3 (Xs+3)2

setdo a operacio de adigio relativa aos indices

definida pela sequinte tabela :
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1. 6 - O sub-espaco % descrito nas suas coordenadas geodasicas

i+ 1 2 3
1 2 3 4
2 3 4 1
3 1 1 2

Demonstragao - Regressando & equacio (1.1) que define em U o

(3)
sub-espagco 2 verifica-se que esta ¢, igualmente, satisfeita pelas
N ()
variaveis QY :

(9) (1), (%),

X'=aQ + 8 Q%4 4 G° (1.32)

onde

a%.:o ; agx_’:o ; §= ; Vi (1.33)

e

@ = X—Hz.-}f:w i = %ﬁ:ﬂ ;= %ﬁ:” (1.34)
X

Os valores dos. }&; = gg, sdo imediatamente obtidos a partir de

(1.32) vindo :

Al=a ; Al=f ; Al=1 (1.35)

Atendendo a (1.27) verifica-se, igualmente :




(3)
1. 6 - O sub-espago % descrito nas suas coordenadas geodeésicas

I‘:’lf =0 Vv,vl,f (1.36)

()
A eq. (1.36) mostra que as novas coordenadas Q” sio coordenadas
()
(3)
geodésicas de %. A matriz da transformagao T;’ é facilmente

obtida por diferenciagdo de (1.34).

Por outro lado, obtem-se o determinante :

ONONO)
=T T2 T =4 (1.37)

()
e, por consequéncia, a matriz [[T;’]] é invertivel.
(). )
Definindo os co-factores t,’, de |[T;’ ] como :

()

T;

oot
) jki | v+1 | v+2
| ALY LY (1.38)

@)
i

onde a operacdo de adigdo relativa aos indices » & a definida na tabela do Teorema I V, conclui-se

imediatamente de (1.38) que :

6 1 0 o
T =) o 1 o (1.39)
0 0 1
) ()

A eq. (1.39) mostra que [[ti]] representa a transformagdo inversa de [T;]I, e permite a sua
determinagao explicita. (usando novamente a tabela do Teorema III para a operagdo de adigdo dos

indices):
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1. 6 - O sub-espago 3 descrito nas suas coordenadas geodésicas

Xi+2 xi+3

0 N s

() i+1 i+3

j X
Li=3 = 0 ;‘(— (1.40)
xl+2 Xs+1
e cujo determinante é :
(%)

Por outro lado, da definigdo (1.2) dos A: e do Teorema III vem :

. i i 5)
A, = (%‘)x' = (%)Qs (ax ) =Tval | (1.41)

Esta equacdo permite relacionar as componentes A: e Af, das duas bases covariantes [egs. (1.18) e
(1.23)]. Efectivamente, de (1.35) e (1.40), obtem-se :

O
39 = Tealu() (1.42)

J

Do acima exposto podemos, entdo, concluir :

(3) )
(a) 15 e t: representam isomorfismos enire os espagos :

i i H i ) (8) (§)
XXXy e (X Q" Q" 0f)
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1. 6 - O sub-espago % descrito nas suas coordenadas geodesicas

(aa) Preservam o caracter vectorial dos {Xk } e o caracter
tensorial dos {A;} e incluem-se no Grupo Cenirado das trans
formagdes enire espagos afins .

() (%)
As transformagdes T'J‘ e t,’, permitem, como veremos a seguir, obter uma definicao dos simbolos de

Christoffel em T .

Teorema IV - x sub-espaco n-1 dimensional % definido pelas

varidveis X' onde estio, igualmente, definidas as
PO ;
as transformacdes Q'= T;’ X' e a sua inversa
i @@ o) _
X= ty QY, sendo { 2} um conjunto de n-1 coorde-
nadas geodesicas de B, os simbolos de Christoffel

L~
ij s@o dados por :

W
r _ (i:), ol
kl 14 ax’

Demonstracio - Diferenciando (1.42) e notando que, por (1.33)

0A

v

Y =0, vem (%)
1.4

se tem
14

o ol
de¥) = A,,U(,.)a—,l (1.43)
8X

i

Mas, por (1.41) e (1.39) :




(3)
1. 6 - O sub-espago % descrito nas suas coordenadas geodesicas

A partir de (1.43) e utilizando (1.25) e (1.44) obtem-se entio :
()

NOYS &
I, = t;‘gf ¢ ¢ d. (1.45)

Note-se que o Teorema IV ndo exige qualquer dimensionalidade n-1 particular ao

G Q)
sub-espago 3 sendo valido para qualquer n desde que existam as transformagdes T: e t: .

O] ).
Este resultado permite, a partir das matrizes [T;]] (Teorema III) e ti (1.40),

calcular os simbolos de Christoffel em fungio das variaveis Xl:

j

i J k
=" ;1,5;,(1-51551) (1.46)

onde 6? = (1) ! ::&J, ¢ o tensor de Kronecker. Atendendo a (1.46), podemos enunciar o seguinte

Corolario IVa - 0s simbolos de Christoffel que definem as conezdes enire a
3!

i . ,
base J-) de X ¢ as coordenadas X , s@o sstmétricos

relativamente aos seus indices inferiores, isto ¢ :

) A simetria dos simbolos de Christoffel ¢ uma propriedade intrinseca do sub-espaco
3
% e o uso das coordenadas geodésicas Qserviu tnicamente para a evidenciar. Efectivamente, esta

mesma propriedade de simetria pode ser obtida a partir do Corelario I1b:




(3)
1. 6 - O sub-espaco & descrito nas suas coordenadas geodésicas

Admitamos, entio, que as variaveis X', i=l,...,n podem ser parametrizadas pela

variavel externa @ num certo intervalo [p°, ¢°] . Escrevendo X' nesse intervalo como :

o

x' =X‘(¢°)+J¢ad¢(A2%—’(‘;)

A condig¢do de extremo dXiz 0, exigida pelo Corolario I I b implica que:

o’ R

0X ) _
dJ Soadw(Ak 6<p ) =0
ou seja, que o funcional:

o = Aiail‘

Edy

satisfaca a respectiva Equacdo de Euler-Lagrange :

zd_(a_wf oW _ g x=0X
Y\ox,) ax’ »
ou, ainda: .
%ﬁ - xf,,a—'. =
L) o
Mas, _
dA, OA; 0A

Introduzindo (1.52) e (1.53) em (1.51) obtem-se :

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)




(3)
1. 7 - Tensor de curvatura do sub-espago &

—4=— (1.54)

e, finalmente, por (1.27) :

TY =T} c. ¢ d. (1.55)

1. 7 - Tensor de curvatura do sub-espaco %

(3
E interessante verificar que o sub-espago %, definido )pela. relacdo fundamental
X (X ), possui curvatura intrinseca, isto ¢, ¢é nao-planificivel no espago 9l . Escrevendo o tensor de

curvatura R in 131 :

Capdoeri . .
iin = ax‘i-" 6):1’. +05 T - TonlE (1.56)

Verifica-se que algumas componentes sio niao nulas. Tendo em atengdo (1.46) obtem-se:

(s+1) _ (i+1) _ 1
R(i+2)(i+3)(i+1)‘ =- R(i+2)(i+1)(i+3) = X-+2—xa+3 (1.57a)

R(':+2) . . = - R('+2) . Iy = -————1——— (1-57b)

(s+3)(s+1)(z-§2) - (343)(i+2)(i+1) x:+3x;+1

(i+3) _ (s+3) _ 1
R(i+1)(|'+2)(:'+3) =- R(i+1)(i+3)(i+2) = e (1.57¢)
. X X
(3) (4)

(S(;ndo o8 XJ(,) J.(_g, .,4 ndo nulos, o espago 5 tera, em 9l, curvatura finita. No entanto, no espaco
4) . ) B
'11" = {X, 9!, Q?, Qa} os simbolos de Christoffel T'y sio todos nulos e, consequentemente :

Ry=0, Vuner (1.58)




1. 8 - Transformagdes de Legendre em AU

(3) (4)
ou seja, o sub-espago 3 & planificavel em AU, constituindo ai um sub-espago euclideano.

1. 8 - Transformacdes de Legendre em «

Define-se Transformada de Legendre da variavel X' relativamente & variavel XJ )

o funcional LZJ') [1,2] :

EJ') = Xi—A;XJ (néo somado em j) (1.59)

Tendo em atencdo o Teorema III, e (1.34) temos, relativamente as variaveis X ,j#i as seguintes

Transformadas de Legendre :

) S i+2_i+3 )

Ly = XA X" = 2 XX,—ZEI = 200! (1.61)
o i ien i+2_i+3 ()
oy = XA, X =28 % = 2402 (1.62)
; i A i3 i+2, 143 (3)

Ll =X-A, X =2y % =203 (1.63)

As egs. (1.61)-(1.63) mostram que as Transformadas de Legendre sdo, atraves dos factores constantes
()
2a, 28 e 2, proporcionais as coordenadas geodésicas 2”. Podemos, assim, enunciar o seguinte

Corolario do Teorema III :

Corolario Il - », espaco U as Transformadas de Legendre
Léj) =X - A;X7 ,i#i definem, aparte um faclor

constante, as coordenadas geodésicas de B.




1. 8 - Transformacdes de Legendre em AU

As egs. (1.61) - (1.63) proporcionam ainda as seguintes relagdes:

i 3 i+3
Liiytivey = 40.3()( )2 (1.64)
i i ’ i+1
Liivoyliivs) = 457(X )2 (1.65)
i i i+2
LiivayLiioy = 47a(X )2 (1.66)
e, ainda:
i i i i+1_i+2_i4+3
LanLisntig = Saﬂ‘f(x X X ) (1.67)
e, finalmente, das eqs.(1.64) - (1.6¢), as equacdes diferenciais:
i T - i+3 .
L(i+1) L(i+2) X *
d2i;,q) dL(iys) o dx*! -
i 'y - i+l (1.69)
L(;+2) (i43) X
dbirg) Gy _, ax™ a1

3 T 3 i+2
L(i+3) ‘t’(i+1) X

O calculo das diferenciais sz ;) pode ser feito a partir de (1.59) com utilizagdo de
(1.27) :

dLEJ.) =

i i d k
(Ak(l-aj)-rjkAlx )dx (i somadn .5 (1.71)




; (3)
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onde &5 é o tensor de Kronecker ou, por (1.46) :

. 1 .
i _ (a? ky X Af k
di(;) = (Ab(1-6j)-)_(_kA1)dX (1.72)
e, ainda pelas egs. (1.61) - (1.63) :
G NI 2 b\ X a ok
dsi’= (2A,,) (Ak(l-éj”)—?Al)dX (1.73)

()
Pela sua relagdo com as coordenadas geodésicas 2” as Transformadas de Legendre

sdo de grande importincia, como veremos mais adiante, no tratamento de certos sistemas fisicos.

1. 9 - Isolinhas A’ e ponto critico de &

3 i
Em % podem ser definidas superficies em que uma determinada variavel A; seja

constante. Estas superficios sao0 determinadas pela condigdo:

dA; =0 | (1.74)

ou, tendo em conta (1.27) :

i,k
I"kAjdX =0 (1.79)
. n (3)
Estas superficies intersectam os planos coordenados X~ = cte., de %, segundo as linhas:
i E \
P'kAJ_(l-cS:)dX =0 (1.76)
(3)

A eq. (1.76), define, portanto, as isolinhas A: (linhas A:: cte.) no plano X" =cte. Em % , trés




3)
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destas isolinhas exibem um ponto especial, como vamos mostrar, seguidamente:

3
Definiciio - Diz-se que C é um Ponto Critico de % se para algum
par XJ, A: se verificar:

(”Z) ©=0 Ve @)
3 [ n = vk)j" n .
ox’ /A, X |

(3)
Teorema V - seC ¢ Ponto Critico de %, entio :

. 8%A
| ) (( i ) JC) =0  Vijpi#n

6X)

ii)(&). ©) = - ) Vipidn
G Sl ) A

Demonstracao - Aplicando o operador a—a—‘—, a’ eq. (1.76) sob a
X

condigdo (1.77) obtem-se:

A‘.(L&Q)arl,': ax* =0 (1.78)
i ax

Para demontrar i) e ii) comecemos por notar que atendendo a

(1.46) verifica-se:

;
ar

—lk k(1 85 —X ,, : k(& +87)(1-616%) (1.79)
ox’ XX XXX
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Como os restantes factores de (1.78) sio nio nulos resulta a

condicao de ponto critico:

xl k(l 6 )+-Txl_k(6 +6 )(1 6 ) =0

eSS mma«ﬂ

Aplicando, a.goraﬂs—onbpera.dor a eq. (1.7¢) nas condicdes de
ox’

A:: cte. e X = cte. e, depois, utilizando a condicio de ponto cri-
tico (- Wobtem-se:

Ly (et e, o%r’,

1- I‘, dX +A (1-67

CYi C9
Para calcular a derivada de segunda ordem da eq.(1.81) pode-se

recorrer a (1.79) vindo :

o°r, _ o} (67 +87)(1-676")- X’ X (50216080
(aXP) XPXI k ( )2XI k

Notando ime:

P P
(8, +6,)% = 26, +8.)" 1 x1

obtem-se de (1.82) :

(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)
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e, de (1.81) :

62A;.
G4 =0 (1.85)

i)

o que prova i). Aplicando, novamente, o operador < 4 eq.
» X
(1.76) nas condicdes de A:: cte. ¢ X" = cte. e, depois, utilizando as

egs. do ponto cr'tico 5) e(1-¥)vem :

a3’ 23’
{3(1-6% )r,,,dx +A’ (1 60—k, ! dx =0 (1.86)

CY “(oxy

Recorrendo, agora, a (1.82) para o calculo da derivada :

3.7
a°r 363 2 3
(ax"lj’?’ = (x ) ;’( ,‘(6 +6 ) (1- 6k6l)+(—)3 ; ,‘(6 +6 ) (1- 6,‘61)
(1.87)
e tendo em conta (1.82) , (1.83) e (1.46) obtem-se:
3..J P
a°r ;
wo_ o (67 +60)2(1-876") = 486p 7. (1.88)

COINEyE P

Finalmente, (1.86) e (1.88) proporcionam :
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Podemos, ainda, enunciar o seguinte :

Teorema V I - Se R; forem os valores das variaveis Aj,

no ponto critico, entio :

1 1 1
ng 2 0 0 2 . N 2
a) R =2p7?; R =200 ; K =2ap)

€
A AT N
a-—l i+2 i+3 ﬂ—l i+3 i+l | 7_1 i+l 42
_2 n. * —2 n. 1 _2 n.
Al Al Al
41 42 i+3

(3)
b) O sub-espago %C% defintdo pelos valores

. n.
criticos A;_ é #nico .

. ik . aa.
Demonsiragio - Sejam X ,X ,X"as trés variaveis independentes.

(3) .
Da eq. (1.76), que define as isolinhas de % na superficie X"=cte. ,

resulta :

. i

ax’ _ TA(-67)
kT r .3

dX" T A (1-67)

r = j,k,n; I=jvkvn

Introduzindo (1.91) na condigdo de ponto critico (1.78), resulta,

para uma linha parametrizada por Xk :

(1.91)
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q

;T " AL(1-87) OT),
(1-67)A,—+(1- 6") LA, .
ox”

f4
r,jA,(l-sg.') 8X

Recorrendo a (1.79) para calcular as derivadas dos simbolos de

Christoffell, obtem-se, apds uma curta manipulacdo algébrica :
$ 85 9 r
AqA,,X X (1-69) =0

Notando que as Transformadas de Legendre (1.59) se podem
€screver como :

(,)_x-A 'x'= A x”(1-6%)
e, utilizando a eqs.(1.64), vem :
AX"(1-8801) A X" (1-682) =1 A LA (1- -sD+(A;, XY= 4a ﬂ(x’”)

e, por (1.93) obtem-se para o valor da variavel A:,+ g D0 ponto critico :

D=

|+3 _2(aﬂ)

Utilizando as egs. (1.65),(1.66) e (1.93) analogamente se obtem :

D=

A, ,=2(7a)

[0

N
AL, =2B7)

n,
Os valores A;, permitem, imediatamente, explicitar «,8,7.

(1.92)

(1.93)

(1.84)

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)




o
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)
Por outro lado, os valores a,3,7 constantes em % -(1.33)- determinam
univocamente pelas eqs. (1.96)-(1.98), os valores R;, o que

n (3
significa que %»C% eé unico .
c q d

A teoria matematica acima desenvolvida, ndo esgota o conteido dos postulados
Pl e P2 . I'E, no entanto, suficiente para proporcionar o tratamento rigoroso de muitos sistemas
fisicos, o que faremos nos préximos ca.p_itulos. Sera facil perceber que o contetdo proprio desta
estrutura matematica ndo se restinge aos sistemas analisados, apresentando uma abrangéncia que se
‘estende a todos os sistemas reais que possam ser descritos por propriedades XJ que se encontrem nas

condi¢bes dos postulados Pl e P2 .




| CAPITULO Il

O ESPACO TERMODINAMICO ¢

A teoria matematica desenvolvida no Cap. Il é aplicAvel a um espago
termodinamico (‘;’) quadridimensional definido pelas variaveis extensivas Energia Interna (U), Entropia
(S), Volume (V) e Massa (M). Estas sdo varidveis que definem em extensio um sistema fisico e que
admitimos, de acordo com a Ariomatica de Gibbs, o determmam de forma completa. Efectivamente,
procuraremos mostrar que se identificarmos ‘:T) com O espago "U. definido pelos Postulados P 1 P 2
se obtém ndo so as relagdes termodinidmicas fundamentais conhecidas mas também novas relagdes

entre variaveis termodinamicas.

2.1 - Os sub-espacos dos estados de equilibrio
Sejam entio :

X'=Uu ; X’=s ; x*=v ; x'=m (2.1)
Definindo

Ghva=T » Fhs=? 5 (Gsv=+ 23)

onde T = Temperatura absoluta; P = Pressdo; u = Potencial quimico, e notando que por (1.1) se pode




2.1 - Os sub-espacos dos estados de equil;' brio

escrever :

1 1,k 1,k J
X = AkX = Al:AjX (2.4)
e, por (1.1) e (1.2) :
ax’ 11,k
9r ), = A=AA, (2.5)
ox /X 1#u; !

As relagdes (2.5) definem um sistema de 3 equagdes a 3 incognitas A: cuja solugdo ¢ dada por :
A’; = (A;/Ai)(%f-l) (2.6)

TR e . . .
As variaveis A, sdo, assim, definidas pela matriz :

1 T -P ’
, /T 1 P/T -p/T
[A1= 27)
-1/P T/P 1 u/P
p -T/p P/ 1
L —

(3) i
Pelo | €Orema l, os sub-espagos & ’, onde os A sdo constantes, sdo definidos,
de forma equivalente, por




2.1 - Os sub-espagos dos estados de equili brio

U = TS-PV+uM (2.8)
S = (1/T)U+(P/T)V+(-u/T)M (2.9)
V = (-1/P)U+(T/P)S+(u/P)M (2.10)

M = (1/w)U+(-T/p)S+(P/u)V (2.11)

(3) (3). (1)
O conjunto de todos os su(b;espa.gos 8’ constitui o sub-espagco & CT que ¢ designado por sub-espago
3
dos estados de equilibrio 8 , segundo o Corolario la : constltlzldo por um numero infinito de

1)
hiper-planos tri-dimensionais que passam todos pela. origem do espaco ¥ . Cada um destes hiper-planos
pode, segundo o Corolario lC, ser, alternativamente, definido pelas equagées :

SAT-VdP+Mdy = 0 (2.12)
Ud(1/T)+Vd(P/T)-Md(-p/T) = 0 (2.13)
-Ud(1/P)+Sd(T/P)+Md(u/P) = 0 (2.14)
Ud(1/p)-Sd(T/p)+Vd(P/p) = 0 (2.15)

A eq. (2.12) &, usualmente, designada por Equacdo de Gibbs - Duhem.

As egs. (2.8)-(2.11) e (2.12)-(2.15) proporcionam, ainda, as seguintes relagdes

diferenciais :

dU = TdS-PdV+pudM (2.16)
dS = (1/T)dU+(P/T)dV-(u/T)dM (2.17) .
dV = -(1/P)dU+(T/P)dS+(s/T)dM (2.18)
dM = (1/p)dU-(T/p)dS+(P/u)dV (2.19)




2.1 - Os sub-espagos dos estados de equili brio

Por outro lado, o Corolario Ib assegura que as egs. {2.8)-(2.11) sdo homogéneas de grau 1.

Suponhamos um sistema fisico definido pelas variaveis extensivas U,S,V,M .
(3
Admitamos que U,S,V,M define, igualmente,(u)m ponto @ de um qualquer sub- espago & ’. Atendendo
3 ' (4)
& homogeneidade das equagdes que definem §°, o ponto @ pode ser determinado no espago afim ¥

por um numero infinito de combinag¢des do tipo:

a = {US,V,M} = a,{U/AS/AV/AM/A} ; Ta;=A (2.20)

; (4) (3) (4)
ou se'a)., o sistema fisico definido em 9° pelo ponto A€§ ’ fica igualmente definido em T pelos pontos
3
a;c &’ tais que :

a, = a,{U/AS/AV/AM/A} ;5 Sa=) (2.21)

Em termos praticos, isso significa que um sistema fisico onde todas as variaveis intensivas T,-P,u
, (3)
‘'sejam constantes - pertencendo deste modo a um certo 8 >- qualquer particdo em Volume originara um
(3)
conjunto de sub-sistemas de idénticos T,-P,u - pertencendo, portanto, ao mesmo & ’. Por outro lado,

a razdo a;/p entre o volume de qualquer sub-sistema i e o volume do sistema inicial ¢ igual & razéo

das respectivas energias internas, entropias e massas. Esta propriedade decorre, portanto, directamente
(3)

da homogeneidade de. & °.
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2.2 - Situacdes de ndo-equilibrio

Su1(>o;1hamos, agora, a situacio em que temos um sisterna termodindmico
representado em T pelo  ponto g é composto de dois sub-
sistemas representados em (?;') pelos pontos a€8¢ ‘.  bES,,, sendo 8.;;& (S), Esta situagdo pode
ocorrer, nos termos da definicio dos sub—espagos S caso uma ou mais variaveis intensivas T,-P,u

sejam diferentes nos dois sub-sistemas.
Neste caso, o Teorema |l assegura que o ponto g definido por

E k kA E E kR i
@+ x'by=x"@ ax'@+x'd)=ax*@) ; x"=vsvm
(3) 3
nao perten(ce; a qualquer dos sub—espagos de equlhbrlo €4 e &, mas pertence a um outro sub-espago de
equilibrio &, definido por X'= A (g)X sendo :

ox’ (@)

AQ) =[Aj@)rA; (b)n g)+A *(b)

} A'; = TP,

kA k k BXj(b) k
49 = uA,.(b>-A,.(a>n6X,.—©+A,._(a)

A
Diremos, entdo, que , definido nas condi¢Ges anteriores, representa um estado de ndo equilibrio do

sistema termodinamico. Este estado de néo eth brio pode, contudo, ser tratado como um e?t:;do de
ethbrlo definido pelas variaveis A (g) Regressando as variaveis do Espago Termodinimico I quer
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isto dizer que um sistema composto de dois sub-sistemas de diferentes T,-P,u pode ser tratado como

r ’
um sistema ficticio, em equilibrio, cujas variaveis intensivas fossem dadas por :

6Ug as
. = T, =(TsT 24T
(6Sg) M, g =( b)(‘)Sg'+ 5

ou

as,,

Tg —_ (Tb—Ta) +Ta

.
(.,

ou

ov
=- Py = -(Ps-P,)=22-P
= -@er)2eP,
A
Py = P-Pa?b Pa
¢s=(Py )an+

U
(__g = (pa- l‘b) +l‘b

aM,)ég,V,

ou

B = (by #a) +I‘a

No caso do sistema global ser isolado :

af]g =0
e resulta de (2.22)-(2.24)

(80, i, = (Fo)se = (1)

()55, = (heJove= (52

(dM”)Sg,V = (152 )aMa = (1-58 Jam,

(2.22a)

(2.22b)

(2.23a)

(2.23b)

(2.24a)

(2.24b)

onde 0S, 9V, OM representam, respectivamente, as tranferéncias de entropia, volume e massa entre o8

sub-sistemas a e b e 85 e av 7 M ¢ a variagdo de entropia, de volume e de massa no sistema global.

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)




2.2 - Situagdes de nao-equilibrio

Como veremos mais adiante (2.48),(2.49),(2.50), S, V e M sio fungies monodtonas crescentes
respectivamente, de T,-P e u . Designando CV =T(g—,§)M v © facto de S, ser funcdo crescente de T,
implica CV > 0. A partir de (2.29) obtem-se, apos curta manipulagio algébrica :

("Qf)v,,mf ; (1/Cva+l/CVb)’1(2T¢T,,)'1d(T,,—T¢)2 (2.29)
A eq.(2.29) mostra que a variagdo de entropia no sistema global é fungdo de (T,—T¢)2. Se
(ds')v,,ﬂ, fosse negativo, d(T,,-Ta)2>0 e isso implicaria que a diferen¢a (T;-Ta) poderia crescer
ilimitadamente em modulo e, consequentemente, um sistema composto de dois sub-sistemas a
temperaturas diferentes nunca atingiria o equilibrio. Se, pelo contrario, (ds,)v,’m' for sempre
positivo ou nulo a fungdo S, fica limitada superiormente pelo valor S4(0), correspondente a Ty=T,,
[pois d(T,,—T..)2 = 2(T,-Ta)d(T;,-Ta)] que é o valor de equilibrio. Por tal facto, resulta que

num sistema isolado, em situacio de n&o—equil;’ brio se tera sempre :

dSg)., & >0 | 2.30
( g)v'g,Mg - ( )
Analogamente se pode provar

aV,). . <0 2.31)
( ')M,,s, (

| (dM,)vag >0 (2.32)

Uma forma alternativa de chegar 4 mesma conclusio resulta do Corolario
"b Sendo, no equilibrio, dS; = 0 e, por (2.29) T;=Ta, o Corolario II b afirma que esta condi¢io

representara um maximo ou um minimo de § ¢ consoante o sinal de (dzsg) . Notando que, por

- vﬂM!
(2.29) S,y é fungdo de (T,,—T.,)2 e, consequentemente, de (T,-Ts) e calculando a diferencial de (2.29)
relativamente a esta Gltima variavel, no equilibrio [notando, igualmente que Ty=Ta+ (T;-Ta)] tem-

se :
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28 — -1 -2 2
(a S’)v,,m,— - (1/Cy,+1/Cy, ) (2Ta) (4T e < 0 (2.33)
ou seja S, tem um mazrimo para os estados de equil;‘brio em sistemas isolados, o que significa que
cresce monbtonamente antes de atingir o equilibrio - em acordo com (2.30). Procedimento analogo
com as variaveis V4,M, conduziria a similares concordincias com (2.31) e (2.32) respectivamente, isto

e, se ¢ € 8, sendo &, um sub-espago de equilibrio, tem-se, para um sistema isolado (d0, =0) :
(d2\7,) . & >0 = V, minimo (2.34)
Mﬂvsg

25 i, mai
d*Myjs »~ <0 = M, mazimo 2.35)
( ’)s,,v, ; (

As eq. (2.30) e (2.33) constituem modos alternativos de expressar
o Segundo Principio da Termodinimica que aqui resulta directamente da estrutura matematica
desenvolvida a partir dos Postulados Pl e P2.

As eqs.(2.26)-(2.28) descrevem variagbes de entropia, volume e massa num sistema
isolado em situagdes de restricdo interna a variagio de duas grandezas extensivas. Podemos,
entretanto, escrever as respectivas equagdes com toda a generalidade, tendo em conta o Corolario

lla. Temos, assim , para um sistema isolado (U j=cte.):
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2.3 - Energia interna e entropia no Universo

Admite-se por Principio que o nosso Universo ¢ um sistema isolado, isto &, a sua
Energia Interna permanece constante. Pode haver transferéncias de energia entre qualquer sistema e o
seu universo complementar mas a energia interna do sistema global permanece invariavel. Esta verdade

basica ¢ conhecida como o Principio da Conservacao da Energia e toda a evidéncia experimental

conhecida até hoje a vem confirmando. Neste sentido, o Principio da Conservagéo da Energia define o

Sistema Universo e informa-o estruturalmente.

Conquanto sistema global isolado o Universo ¢ constituido de sub-sistemas néo
isolados. Estes, na sua trajectoria para o equilibrio, admitem variag6es da sua energia interna. Se, por
exemplo, considerassemos, um destes sub-sistemas impermeavel (dM, = 0), indeformavel (dV, = 0)
ou ainda de constante entropia (dS; = 0), raciocinio analogo ao desenvolvido para o caso do sistema

isolado nos conduziria a :

Situacoes de nao eqﬁilébrio : (df],) .

. < 2.
M,5, < 0 (2.39)

No equilibrio : (d20,)M g >0 = U, minimo (2.40)
[ Lind )

ou seja, em tais subsistemas, nio isolados, a trajectoria para o equilibrio ¢ aquela que conduz a um
minimo da energia interna compativel com os constrangimentos impostos As restantes variaveis
intensivas.

Sera interessante analisar como se comporta a grandeza entropia global no sistema
isolado Universo onde, por consequéncia, & valido o Pn'nc;'pio da Conservacio da FEnergia.

Efectivamente, nestas condi¢des, a eq.(1.5) conduz a :

N P. P, P. . Ty Bi o~
(@9)g,=1/23[(-1)dUs - (phpDaVs - pldVist (pi-ph)aM; + pldiy )
(23

(2.41)
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onde juj significa que a diferencial respeita & variavel do sistema definido pelos sub-sistemas i e j e 0o ‘
somatorio em i e; se estende a todos os sub-sistemas disjuntos do sistema global Universo. O primeiro ‘
termo do segundo membro de (2.41) corresponde a variagio — positiva nos termos de (2.29) — de
entropia num sistema isolado , de volume e massa constantes. Este termo induziu a ideia de que a
entropia global do sistema Universo aumenta continua e irrevogavelmente conduzindo, no limite, a sua
Morte Téermica. Contudo, sabe-se, hoje, que nas estrelas e noutros sistemas cosmicos a massa e,
continuamente transformada em energia ndo sendo constante, portanto, a massa global do sistema
Universo, ou seja, muito provavelmente, sz,-Uj< 0. Por outro lado, admite-se com base em
algumas evidéncias expérimentais que o Univé;";o esta em expansio, ou seja, Zdv,-u ;> 0. Sendo assim
e noe termos da eq.(2.41) & insustentavel a ideia do aumento continuo de entr‘c;;ﬁa no sistema Universo.
Experiéncias a escala de laboratorio poderdo até,v eventualmente, evidenciar a sua conservagio.
Atendendo & equagdo geral (2.41), o desconhecimento da totalidade dos termos que envolvem

criacio/destruicio de massa ¢ volume ndo nos permite concluir, por enquanio, sobre um evenisal

asmento de entropia do sistema Universo.

2.4 - O sub-espaco dos estados de equilibrio Q7.
Coordenadas geodesicas.

As equagbes fmtd?.mtzn)tais (2.8)-(2.11) constituem formas alternativas de definir o
K 3) (4
sub-espaco dos estados de equilibrio 8 C 9. Consideremos, por exemplo, a eq. (2.8) que atendendo a

(2.3) se pode escrever na seguinte forma :

U= s("’—g)M,V+v(g—3)S,M+M(g%)V,S (2.42)

Tal, como ja verificAmos no Cap. I para o caso da coordenada genérica x* {egs.(1.32)-(1.34)], a

eq.(2.42) tem uma solug¢ao na forma :
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U=o¥M M5, 3V 3—“3:%:‘9—”].:0 ; vX'=S,v,M (2.43)
ox’ ax’ ox

As novas variaveis

(w) (u) (v)
s_ VM . v_Ms . Gm_ sv
=Yt ; =¥ ; om= 3 (2.44)

definem, nos( tt)ern}gg do Teorema ] (Cap. 'I), coordenadas geodésicas no sub-espaco dos estados
3
de equilibrio 8 C T .
(u)

(3)
A matriz HT;’] que define, em 8 , a transformagio

(w)
u) ;
do* =Tyax’ (2.45)

(u

entre as coordenadas X = {S,V,M} e as novas coordenadas geodésicas Q" é :

- WM M y
Y S S
T M MS S
A M s 8 (2.46)
v S .SV
M M )2

(u);

e a matriz [tVI que representa a transformagdo inversa é :

(2.47)
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3)
A utilizagdo das coordenadas geodésicas de & permite, imediatamente, calcular as

oy 3 3 -
variaveis intensivas :

1
1 60X
A =" = { Ta'P,l‘}
! (ax’)x' 1#1,5

A partir de (2.43) obtem-se sucessivamente :

— (93U

™= (v =g Ay (342)
—_ (90U — _ M, gMS S

P=- (W)M,S = 'a§+,37§'7ﬁ (2'49)
_(8U S VS

A determinacdo dos restantes A; : .&?)2,3,4 pode ser4 feita de maneira analoga.
Vamos, no entanto, no que se segue, estudar o sub-espago 8§ definido em T pela relagio fundamental

(2.8), sendo, portanto, U a coordenada dependente.

(4
Podemos, também, definir em I as Transformadas de Legendre [1,2)(1.61)-(1.63),
tendo em conta as egs. (2.43) e (2.48)-(2.50) :

Energia Livre de Helmholiz

L=F=UTS= 2a%d (2.51)
Entalpia
L} = H=U+PV = 2543 (2.52)

Potencial 7

£i=7=UpuM=293Y (2.53)
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(1)
As eqs.(1.64)-(1.66) tém em T as seguintes formas :

FH = 4afM?2 (2.54)

HZ = 48+52 (2.55)

ZF = 4yaV? (2.56)
e a eq.(1.67)

FHZ =8af7(SVM) (2.57)

2.5 - Relacoes diferenciais entre variaveis extensivas e intensivas

As eqgs.(251)-(2.53), conjuntamente com a eq.(2.16) permitem calcular as formas

diferenciais :
dF = -SdT-PdV+udM (2.58)
dH = VdP+TdS+udM (2.59)
dZ = -PdV+TdS-Mdpu (2.60)

Por outro lado, as eqgs.(2.54)-(2.56) proporcionam as seguintes formas diferenciais:

art e _ oaM (2.61)
ca,C4 — 9 (2.62)




2.5 - Relagdes diferenciais entre variaveis extensivas e intensivas

dZydf = oY (2.63)
Como vimos no Cap. I, o Corolario N estabelece que as Transformadas de Legendre F,H,Z, sdo
proporcionais, atraves de um factor multiplicativo constante, as coordenadas geodésicas de (g) Deste
modo, as eqs.(2.54)-(2.56) ou as sus equivalentes diferenciais (2.61)-(2.63) definem no espago (g)
familias de linhas parametrizadas pelas coordenadas geodésicas de(S) e que descrevem, respectivamente,
transformagdes isomassicas [(2.54),(2.61)], isentropicas [(2.55,(2.62)] e isocoricas [(2.55),(2.63)]. Estas
equagdes sio, portanto, extremamente uteis no tratamento de transformacdes que se processam sob
constancia de alguma propriedade extensiva . Podem, também, ser escritas em termos das variaveis
extensivas e intensivas, isto e, as eqs.(2.61)-(2.63), conjuntamente com (2.51)-(2.53) e (2.58)-(2.60) e

introduzindo as intensidades massicas definidas por :

h=H/M ; f=F/M ; 2=2/M ; s=S/M ; pl=v/M (2.64)
podem ser transformadas em :
dM — - SAT-PdV_ VdP+Tds (2.65)

T -p(1+£/h)+2f " -u(1+h/)+2h

VdP+udM | - PdV-Mdy

45 = S iFh/ayoh/s Tt ) 4205

(2.66)

- SdT+pdM | TdS-Mdp
P(1+f/2)+2fp ' -T(1+2/h)+2zp

dv = (2.67)

As egs.(2.65)-(2.67) ndo contém a variavel energia mas contém as suas derivadas (2.3), ou sejam as
variveis intensivas T, -P,u, e funcdes destas tais como f,h e z . Elas permitem correlacionar as
variacGes em extensio de um sistema termodinimico com variacdes de variaveis intensivas. Estas
relacdes sdo gerais, no sentido em que ndo envolvem quaisquer restricdes as variaveis extensivas e

intensivas envolvidas.

’

E possivel a determinagdo de algumas fun¢des Termodindmicas a partir das

derivadas das variaveis intensivas utﬂiia?%o (1.27) e tendo em conta os simbolos de Christoffel I‘:l
3
(1.46) definidos em termos das variaveis & . Deste modo tem-se :
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F= s2(Q’§)V,M | (2.68)
PV = SM(éﬂM)S’V (2.69)
uM = - sv(%’f\—,)M,S (2.70)
B= Vi3 e

uM = Vs(g)v,u (2.72)
TS = Mg)&v (2.73)
Z = u’(gﬁ)&v | (2.74)

1520 3 a
PV = MS(?—’S‘)M’V (2.76)

A mesma eq.(1.27) permitiria, igualmente, encontrar relacoes entre diferenciais de
variaveis extensivas e intensivas nos casos de uma sd variavel extensiva se manter constante ¢ também

as equagbes gerais (2.65)-(2.67).

2.6 - Simetria dos simbolos de Christoffel e Relac6es de Maxwell

o Corolario IVa (Cap. I) que afirma a simetria dos simbolos de




2.6 - Simetria dos simbolos de Christoffel e Relacbes de Maxwell

Christoffel, juntamente com a eq.(1.27) permite obter, de imediato, as seguintes Relagoes de Mazwell :

(g%)M,S = (Qg)M,V (2.77)
'(%)v,s = (gg)v,m (2.78)
(Qﬁ)s,v =" (g_\l;)S,M (2.79)

1)
Outras relagdes do mesmo tipo podem ser obtidas nos sub-espagos de F definidos pelas
Transformadas de Legendre (2.51)-(2.53) e G (Energia Livre de Gibbs), esta liltima definida por [1,2] :

G = U-TS+PV (2.80)

A cada um destes sub-espagos afins estd associado um espaco vectorial c1)1ja base covariante esta
4

definida, nos termos de (1.23), relativamente aos vectores unitarios de ¥ pelos respectivos A: .

Podemos resumir as diferentes situacdes no QUADRO I :

Quadro |

E facil verificar que estes sub-espagos afins definidos pelas Transformadas de Legendre sdo deﬁmzi(;s
3

por formas homogéneas do tipo (1.1) e que gozam de propriedades idénticas 4s do sub-espago & .

Deste modo, em cada sub-espago definido por cada uma das variaveis dependentes do QUADRO I sdo

validas trés relagdes do tipo (277)-(279). Por exemplo, no sub-espago F, por (1.27) e usando a
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propriedade de simetria dos simbolos de Christoffel obtem-se :

(g_\S/)M,T = (%‘—’ )M,V (2.80)
(a_l\sd)V,T =- (%‘)V,M (2.81)
(g_P )T,V = (g_\l;)T,M (2.82)

De forma analoga seriam obtidas as restantes Relacies de Mazwell respeitantes
aos sub-espagos H, Z e G .Em conclusio, as Relagcoes de Mazwell resultam da propriedade de simetria
dos simbolos de Christoffel em cada um dos sub-espacos F,H,Z e¢ G e constituem uma forma

equivalente de expressar essa propriedade intrinseca dos referidos sub-espagos.

2.7 - Conexao formalismo - experimentacao.

As egs. (2.65)-(2.67) permitem relacionar tranferéncias de propriedades extensivas
que gozem da propriedade de invariancia aditiva entre dois sistemas. Nos termos dessas equagdes, as
transferéncias poderdo relacionar-se quer com transferéncias de propriedades extensivas, quer con
variagoes de propriedades intensivas no interior de cada sistema. O inverso dos coeficientes das
diferenciais correspondem as inércias do sistema relativamente 4 transferéncia da propriedade extensiva

cuja diferencial figura no primeiro membro de cada equagdo. Deste modo, pela €q.(2.65), o coeficiente

i = #(1+fS/ h)-2f (2.83)

constitui a inércia do sistema & transferéncia de massa quando actuado por uma variagio de

temperatura dT. De igual modo teriamos as inércias a transferéncia de massa para variagdes de

volume, de entropia ou de pressio:
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1Y, — MLy 2849

5 = 2(b/D+%h (2.85)

-u(1 + b/f) + %h
P = A +V/f)+ (2.86)

De modo analogo poderiam ser definidas os restantes coeficientes de inércia.

Em certas situacdes, o valor dos coeficientes de inercia pode ser de tal modo
elevado que a transferéncia de massa ¢ praticamente nula. Por, exemplo, nos termos de (2.65), se
p(1+h/f)+2h for muito elevado o sistema pode ser, praticamente, impermeavel quando actuado por
uma variacio de pressio . Se este sistema envolver completamente um outro sistema constituira,

entio, uma parede impermeavel. Neste caso p(1+h/f)+2h representara o valor de uma barreira de

potencial que confina o sistema interior e cujo atravessamento sera, em termos da fisica classica,

impossivel. De forma analoga poderemos chegar aos conceitos de parede adiabatica e parede rigida .

Registe-se, contudo, que nenhuma parede pode ser considerada como absolutamente restritiva pois,

para tal acontecer, os coeficientes de inércia teriam de assumir valores infinitos.

A determinacdao do valor dos coeficientes de inércia e, consequentemente, doe
valores de f,h,z pode ser feito por via experimental. Efectivamente, as eqgs. (2.65)-(2.67) fornecem um
equadramento suficientemente lato para englobar todas as situagdes experimentais necessarias a
determinagio das variaveis que definem um sistema termodindmico. Por exemplo, a eq.(2.65), fornece
o valor de u(1+h/f)+2h em relagdo com p(1+h/f)+2h para umn sistema, a partir da determinagdo
da variagdo da massa deste quando sofre uma expansdo isobarica e isotérmica , conjuntamente com
uma absorgdo de calor §Q = TdS. Esta situagdo é realizada, na pratica, como se sabe pelo sistema

" vapor saturante em contacto com a respectiva fase liqujda. Por outro lado, nas mesmas condices, a
éq. (2.66), conjuntamente com a eq. de Gibbs-Duhem (2.12) — que permite eliminar du — fornece
uma outra relagio entre T(1+h/z)+2h/s e T(1+z/h)4+2z/s. Finalmente, uma terceira relagéo, é
obtida, de forma analoga, entre P(1+f/2)+2fp e T(1+z/h)+2zp. Outras situacGes experimentais podem

ser definidas de modo a determinar, de forma completa, o sistema em causa.
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Existem determinados sistemas, que acoplados a outros sistemas de dimensdes
U,S,V,M muito superiores, fornecem valores das propriedades intensivas destes ltimos. Sio os

chamados sisiemas de medida . Temos assim :

Termomeiros
A partir da eq. (2.65) com dM =0 ; dP = 0; S = S(T,V,M) e CV=(g%

dT ={[P§+T(g—‘5,)] / sty lav (2.87)

A eq. (2.87) fornece o valor da variagdo da temperatura em fun¢io da variacido de volume do sistema
de medida. £ o caso dos temémetros de mercirio, alcool, gas etc. Qutro tipo de sistemas — os
termopares — fornecem dT em relagdo com uma diferenga de potencial eléctrico dVe=(M/q)dp —(q =
carga eléctica). Efectivamente, a partir de (2.67), com &S =0;dV=0;dM = 0; dVe= (M/q)dy, vem :

(@T)g pry = [‘Sl_i J(1+£/)]dVe (2.88)

Barometros
Pela eq.(2.66) com dS = 0 ; dM = 0 ; dV = O, obtem-se

(dP)g ppy = A(E/2)dp (2.89)

O barometro de Torricelli, ¢ um sistema que relaciona a pressio com a diferenca maxima de potencial
gravitico -gAr<>(f/z)Ap —( g = intensidade do campo graw:tico)— observada no interior do sistema
de medida (diferen¢a de nivel Ar observada entre o nivel do merciirio na tina e o nivel do merciirio no

interior do tubo) .
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Medidores de potencial

De igual modo, ¢ possivel caracterizar os sistema de medida do potencial ¢ a
partir de (2.66) ou (2.67). Por exemplo as eqs.(2.88) e (2.89) permitem, respectivamente, atraves de

medidas de temperatura e pressio calcular a variagao de u .

2.8 - Transicdes de fase e ponto critico

(3)
No Cap I foi demonstrado que se o sub-espago 5 C‘U.“) admitisse um ponio

critico nos termos da defini¢do (1.74) entdo as constantes a,f,7 que entram na definicio da relagéo
fundamental (2.43) poderiam, tendo em conta o Teorema VI, ser expressos em fungdo dos
valores que as grandezas intensivas -P,T e u assumiriam no ponto critico. Tentaremos demonstrar,

3) (4 ,
seguidamente, que o sub-espago & CJ possui um ponto critico .

Os estados de equilibrio de um sistema termodindmico sio, como vimos no §2.1,
pontos dos hiper-planos U = U(S,V,M). Esta altima relagio é biunivoca, de modo que conjuntos
diferentes das variaveis {S,V,M} definirdo estados diferentes. Poder-se-a perguntar se o presente
formalismo admilira a coezisténcia, em equiI;'brio, de estados diferentes da mesma substincia 7 A
resposta ¢ afirmativa desde que, como se vera a seguir, sejam respeitados determinados

condicionalismos.

Consideremos, entio, um sistemas composto de dois subsistemas da mesma

substancia (fases), um deles no estado A e o outro no estado B :

A={Sa,Va,Ma} ; B={S,,V, M}

Teremos, assim, os estados A e B definidos pelas relacdes fundamentais :

Us = Ua(Se, Va, Ma) 5 Up= Uy(S, Vi, My) (2.90)

O
O
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Os estados A e B coexistirio em equilibrio se constituirem pontos do mesmo hiperplano (2.8) isto &, se:

Ta =T, 5 P, =P, ; HBa = py (2.91)

ou seja, a coexisténcia de duas fases (estados A ¢ B) em equilibrio é sempre poss{vel caso as variaveis
intensivas assumam valores idénticos nas duas fases. Admitamos, ainda, que as duas fases poderdo
trocar entre si as propriedades S,V,M mas 86 poderdo trocar com o exterior S e V mantendo-se M

constante no conjunto das duas fases :

M = M, + M, = Cte. (2.92)

O conjunto de equagdes (2.90)-(2.92) determina 6 relagSes entre as 8 variaveis {Ua,Sqs,Va,Ma} €
{U,,S,,,V,,,M,,} que caracterizam os estados A e B. Restam, pois, 2 variaveis independentes que
caracterizam o estado de eqilibrio do sistema conjunto definido pelas fases A e B . Essas variaveis, nos
termos das condigdes anteriores, sdo S e V, ou sejam, as {inicas propriedades que o sistema conjunto
pode trocar com o exterior . Qualquer outra variavel do sistema conjunto pode ser expressa em fungio

destas duas variaveis. Temos, nomeadamente :

T=T(S,V) ; P=P(S,V) ; u=uSV) (2.93)

Por outro lado, definindo ¢ = Ma/M, , a relagio (2.92) permite escrever :

M, = yM ; M, = (1-$)M (2.94)

Dado que os estados A e B sdo estados de equilibrio, ¢ valida a Equacdo de Gibbs-Duhem (2.12)

relativa a cada um deles, ou seja :

SadT-VodP+yMdp = 0 (2.95a)
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Atendendo a (2. 93) e ao facto de S e V serem independentes, temos para a eq.(2.95a) :
T _y (0P opy  _
S“( s)M V“(as)M+'/’M(as)M =0 (2.96a)

sa(%)M-va(g—{’,)M+¢M(%)M =0 (2.96b)

e, para a eq. (2.95b) :

sb(—'é')M-vb(g—ls’)M+(1-¢)y(g-Ls‘)M =0 (2.97a)

D

So(Z Va2 Y+ 1M (8 )y = 0 (2.97b)

O parametro ¥ que varia de 0 a 1 define, assim, um conjunto infinito de estados de equilibrio em que
duas fases A e B podem coexistir, nas condigdes (2.91). Quando % = 0 — por (2.94) —s0 existe a fase
B, e quando ¥ = 1 s6 existe a fase A. A transi¢cio da fase A para a fase B ¢, portanto, parametrizada

por .
Eliminando g—’sl enﬁre as eqs.(2.96) e (2.97) resulta :
((qk1)s,.-z/)s,,)(g—g)M-((';»1)va-¢vb)(3—ls’)M =0 (2.98a)
((¢u1)sa-¢s,,)(%%)M-((ga1)v¢-¢v,,)((,‘g—$)M =0 (2.98b)

Multiplicando, a eq. (2.98a) por dS e a eq.(2.98b) por dV e somando membro a membro conclui-se que
(dT)pg = 0 => (dP)y; = 0 e vice-versa. Esta ¢ a forma matematica de expressar o conhecido resultado

: uma transi¢io de fase isobarica ¢ tambem isotérmica e vice-versa.

Consideremos, agora, a situagdo seguinte :
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Neste caso, das eqgs.(2.98), obtem-se :

(38 m,798-(5% m,pdV = 0 (2.99)

Esta equacdo define a isotérmica T=cte, através de uma relagio entre as
derivadas de P e exprime o facto que, ao longo de uma isotérmica, uma transigio de fase se processa a
pressao constante. Para que esta relacda se verifique, ndo € necessario que os dois termos que a
constituem se anulem simultineamente. No entanto, se tal acontecer, essa condicao definira um ou
mais pontos especiais da isotermica.  Tera, portanto, interesse investigar em que condigdes tal
acontece. Pela eq. (2.48), T = T(S,V,M) e a condi¢do T, M constantes, implica que, neste caso, S é 80
funcdo de V. Podemos, entédo, calcular a partir de (2.49) e tendo em conta (2.50) :

(5% )mr= 8950 I, 20(3 )} (2.100)
Tendo em conta a eq. (2.12), a anulagdo do primeiro membro desta equagdo implica que :
p=cte. ; p(g-‘S?)M,T—2ﬂ(\§/)2 =0 (2.101)

Esta equagdo diferencial descreve a variagdo de S com V durante uma transi¢do de fase, a temperatura

constante. A sua integracdo conduz a :

§= %m (2.102)

Eliminando S atraves da eq. (2.48) e desigando p = M/V, resulta :
p2B(1-4a B 2)-p(T+4aFMC)-a(MC)2 = 0 (2.102)

Esta ¢ uma equacdo do segundo grau em p que admite, portanto, duas solugdes. Uma das solucoes

corresponde @ massa especifica pa do estado A e a outra a massa especifica p, do estado B, conclusdo
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que decorre de(2.12),(2.92),(2.94) e da propriedade da homogeneidade de cada um destes estados (vide

eqs.(2.20)-(2.21)). Efectivamente, pela eq.(2.12) as razdes S/V e M/V 86 dependem dos valores das
; aT op - oT\t+ (9p\+ =

derivadas (BP , (8P)- quando ¥y = 1 e (6P) , (BP) quando ¥ = 0. Portanto, durante a

coexisténcia, em equilibrio, dos estados A e B essas razoes permanecerdo constantes . Como nestes dois

casos extremos, temos, respectivamente o valor p, da fase A e o valor p, da fase B, podemos, entao,

identifica-los com os dois valores de p que a eq. (2.102) admite para a coexisténcia das fases Ae B .

A eq. (2.102) feré., contudo, solucio lnica, isto &, definira um so0 ponto C se :

1
pe = 2(af)? (2.103)
Calculando, analogamente a (2.100), a derivada
9T\ _ M [ (V\2(3S
(ET/)M,P— sv{ 2“(5) (aV)M,P+"} (2.104)

verifica-se que a condigdo (2.103), que define um ponito da isotérmica, implica que (g;\I‘I)M p=0,0
significa que (2.104) define o mesmo ponto que (g’{;)M T = 0. Desta forma, atendendo a (2.99) e
(2.100) a.condigdo (2.103) implica simultaneamente :

(G =05 (BEmr=05 (Fo)mp=0 (F)mp=0 (2.106)

Procedendo de forma analoga para um sistema Dbi-fasico a S

constante, chega.riamos a conclusdo de que

1
T = 2(87)% (2.106)

implica, simultdneamente :

)S,P = (2.107)
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e, finalmente, analisando um sistema bi-fasico a V = cte., que

D=

Pe = 2(va)

também implica, simultaneamente :

(%)v,T=°; (gT'Z)V,TZO (G hviu=0 5 (Gi)s,u=0

(2.108)

(2.109)

Para um sistema definido, por exemplo, por uma dada massa de uma substancia,
tendo em conta,(2.8), (2.20) e (2.21) as equacdes (2.103),(2. 106)) e (2.108) definem univocamente, nos
termos do | €Orema VI (Cap. 1), um Ponto Critico de_§ ( ou Estado Critico, j4 que todos os

)

@
pontos de & correspondem a estados de equlhbno)

Por outro lado, o Teorema V (Cap. I) determina valores para determinadas

derivadas, no Ponto Critico, como sejam :

e, tambem

(&%)
@v)3 )M T

_(or ) _ 4

89)2/MT 7\ (a5)2 JMo#
(0 e = (20 =0
£ \(09)2 MP T\ (08)2

0%y 02 02y [ %4
a2 = (v e = {ggy2 pair = (g2 Jup =

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)
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iag _(&® —

((35’;‘3> P ((35’;‘3) n g -
63p _ 63;1 _ 4

((3] I)3)V,T - ((3! [)S)V,P T MO (2.115)

As condigdes de estabilidade do Estado Critico estdo, de ha muito estudadas, e
essas condigGes, obtidas atraves da exigéncia de que, ao longo de uma isotérmica, se terd sempre de

verificar [5] :
6F + P6V > 0 (2.116)

levam, & conclusiao de que, no Estado Critico [5] :

2 ' 3

As egs. (2.110) e (2.113), obtidas por uma via completamente diferente, chegam nio s0 ao mesmo
resultado, como proporcionam ainda valores nulos para todas as restantes segundas derivadas (2.110)-
(2.112) e também o valor das derivadas de terceira ordem no Estado critico .

: Finalmente, o Teorema VI afirma que ha um 86 conjunto de variaveis
criticas Te, Pc e pi, isto é, se estas corresponderem aos valores das varidveis intensivas criticas da
transi¢do liquido—vapor, entdo, as restantes transi¢des sélido—liquido e solido-vapor ndo terdo nenhum
ponto com as.propriedades de ponto critico (Teorema V). Pippard [4] argumenta que a evidéncia
experimental sugere que nio existira nenhum ponto critico na transi¢do sélido-liquido. Também
argumentos de natureza tedrica, embora controversos [6], tendem a mostrar que tal ponto néo existira

ao longo da curva de transi¢do sélido-liquido.
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2.9 - Referencial experimental e referencial proprio de uma
substancia

Tendo em conta (2.103), (2.106) e (2.108) podemos calcular o valor das constantes
@, B, 7:

TP (2.118)

vindo a relacdo fundamental, expressa nas coordenadas geodésicas (2.43) dada por :

_ PepevMm | pcTeMS | T.P.SV
U= 3T, 5t95, Vviou ™M (2.119)

A eq. (2.111) mostra que, o conhecimento dos parametros criticos Te, Pc, uc de uma substancia per-

mite conhecer todas as propriedades termodinamicas dessa substancia pois, como se viu, essas

propriedades podem ser determinadas a partir da relacio fundamental.

O referencial «, B, v das coordenadas geodécsicas, constitui, deste modo, o

REFERENCIAL PROPRIO DA SUBSTANCIA (RPS) em alternativa ao referencial ezperimental T,

P, p. O referencial T,P,u, aqui chamado de ezperimental no sentido em que é definido por variaveis,
e coordenadas, algumas delas directamente acessiveis & experiéncia, ndo ¢ um referencial comodo, dado
que varia com os pontos (S,V,M) do espago termodinamico. Pelo contrario, o RPS nao depende da
posicdo no espago termodindmico, pois funda-se directamente nos parametros criticos Te, Pe, pe € 80
depende destes. Como as matrizes de transformacao (2.46) e (2.47) asseguram a transformagao directa

e inversa entre as coordenadas dos dois referenciais, a ligagio formalismo-experimentagio esta
assegurada.

O facto de o referencial experimental T, P, y nao ser um referencial comodo
(3)
resulta de o espago & possuir curvatura inirinseca e nao ser, portanto euclideano. Efectivamente,
} (3)
algumas componentes do tensor de curvatura Ri,n sao nao nulas em & . Temos, pois, nos termos das

egs. (157a~c) , do Cap. I as seguintes componentes nio nulas :
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R§42 =- R§24 = v‘l‘M (2.120a)
23 =- Risp = 'N%_S o (2.1200b)
284 = - R§43 = S—l\‘/ (2.120¢)

: )
Das egs. (2.12a-c) podemos retirar a conclusio : o sub-espaco 8  dos estados de

equil;'bn'o tem sempre curvaiure nio nula. De facto, a anulagdo simultdnea de todas as componentes
do tensor de curvatura, corresponde a situacio assimptotica em que S, V, M assumiriam valores
infinitamente grandes. Neste caso limite (g) seria um sub-espaco euclideano e, nos termos das egs.
(2.69)-(2-70), (2.72)-(2.73) e (2.75)-(2.76) as variaveis intensivas seriam insensiveis a variagdes de
entropia, volume e massa do sistema . No entanto, sistemas de dimensido S,V,M suficientemente
elevada podem aproximar-se desse "desideratum” e consequentemente, nesses sistemas, atendendo as

referidas equagdes, as variaveis T, -P e 4 permanecerdo praticamente inalteradas perante variagoes das

variaveis extensivas tais que :

i

8S << S ;0 V<<V ; M << M (2.121)

Sistemas nestas condicdes preenchem o conceito de Reservatorio da propriedade iniensiva

correspondente .

' 3)
O problema de o sub-espago & ser ou nio euclideano &, portanto um problema de

escala, tendo a curvatura significado inicamente face & variacdo relativa (2.121) de cada propriedade
eztensiva. Esta é uma caracteristica de muitos espagos nao-euclideancs. Por exemplo, na superﬁcie de
uma esfera — que é um espaco bi-dimensional nao-euclideano — pequenos deslocamentos 61 podem ser
sempre tratados segundo a geometria ‘euclideana desde que §l << R, sendo R o raio da esfera, que
define a escala(g;) dominio de validade, para esta geometria, tal como o fazem as desigualdades (2.121)

para o espago & .
. (3) .
Em Termodinimica, o problema da curvatura de & pode ser obviado, como

vimos, por recurso & descri¢io dos estados do sistema termodindmico num RPS .
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Veremos, nos proximos capitulos como a descricio dos estados termodinamicos
num RPS torna os calculos extremamente simples, além de proporcionar novas relagdes

termodinamicas com possibilidade de confirmagao experimental imediata.

[




CAPACIDADES TERMICAS '
E TRANSICOES DE FASE DE SEGUNDA ESPECIE

A descricio dos estados de equilibrio termodinimico num RPS, utilizando as
coordenadas geodésicas de g permite, como fizemos notar no Cap. II, o conhecimento de todas as
propriedades termodindmicas de uma substancia. Tal e possivel pelo facto de o RPS (a,f,7) estar
relacionado com as variaveis criticas Te, P, p. de cada substidncia. Vamos analisar dentre estas
propriedades a capacidade térmica a volume constante Cy — pelo facto de ser possivel obter
directamente de (2.48) uma expressido para CV e de existirem disponiveis, em quantidade apreciavel,

valores experimentais relativos a esta propriedade para a maior parte das substancias conhecidas .

3.1 - Capacidade térmica a volume constante

Designando p = M/V. a grandeza massa volimica , o valor de S pode ser obtido

explicitamente de (2.48) :




3.1 - Capacidade termica a volume constante / 3.2 - Confronto com resultados experimentais

1 1
S=M az(ﬁp2 +q- pT) 2 (3.1)
Definindo capacidade canrffica a volume constante como :
_ (88 |
obtem-se de (3.1) :
;
Cy = MpT %(ﬂ,ﬂ - pT) 2 (3.3)

E facil concluir, a partir de (3.3), que Cy néo apresenta, ao contrario de Cp, divergéncia no ponto
critico, em concordancia com os resultados experimentais (cf. por ex. [5],[13]). Por outro lado, Cy—0
quando T— 0, em conformidadade com o Postulado de Nernst-Planck. Contudo, a eq. (3.3), indica
uma proporcionalidade entre Cy ¢ p. Isto &, & primeira vista, surpreendente uma vez que é bem
conhecido que, por exemplo, o CV dos gases monoatomicos ¢ quase independente de p, tendo o valor
Cy = gR, onde Ry = R/M, (R = constante universal dos gases; M, = massa da molécula-grama).
Veremos seguidamente, [§ 3.6] como ¢ possivel superar esta dificuldade através de uma reintrepretacao
do_ significado de p. Por esse facto, ndo vamos, de imediato, testar as equagdes das capacidades

térmicas para o caso dos gases. Fa-lo-emos, no entanto, em relacio aos liquidos e solidos.

3.2 - Confronto com resultados experimentais

Os valores experimentais disponiveis relativos as capacidades térmicas das fases
liquidas e solidas sdo suficientes para fazer um teste significativo 4 eq.(3.3). Esta equagdo pode ser
posta na forma (com ey =Cy/M):

(cy/T)® = -AT +B (3.4)




o

3.2 - Confronto com resultados experimentais

onde
1

1 1
A = (4p/a)® i B=(4/ap?)(Bp+) (3.5)
A verificar-se a eq.(3.4), isso implicara que qualquer representagio grafica da variavel y'=(cv /T)—2/3,

construida a partir dos valores experimentais de cy € T, em fungédo de T originard uma recta .

3.2 a) Fases liquidas

Esta representacio grafica esta feita nas figs .(1)-(6) — [Apéndice 1] — para as
seguintes substancias : Agua (Hy0), Azoto (Ny), Amoniaco (NHg), Metano (CH,), Propano (CqHyg)
e Diozido de Carbono (COy) .

Relativamente as fases liqujdas da Agua, Azoto, Amoniaco ¢ Metano podemos
considerar que a eq.(3.23) se verifica em intervalos de temperatura definidos — (HZO: 273K - 473K;
Ny: 65K - 115K; NHg: 200K - 300K; CH,: 100K - 180K) . Nos casos do Propano e Diozido de
Carbono, o grafico y(T) apresenta duas rectas distintas nos intervalos de temperatura onde foi feita a
sua representagdo . A ser valida a eq.(3.4) e tendo em conta que o coeficente angular A e o valor de B
sdo definidos por (3.5) teremos que admitir que V — o volume acessivel ao sistema — diminui
acentuadamente para temperaturas inferiores ao ponto de intersec¢do das duas rectas [figs. (5) e (6)].
Dado que no curto intervalo de temperaturas em que se processa essa variagido a tangente a curva varia
de forma continua, o volume acessivel do sistema variara, igualmente, de forma continua . Estamos,
deste modo, perante uma iransi¢io de fase de segunda espeécie. Estes conceitos de volume acessivel e

transicio de fase de segunda espécie serdo analisados detalhadamente no §33.

3.2 b) Fases solidas

_ As figs. (7)-(14) [Apéndice 1II] reportam o andamento da funcdo
y'(-T)=(cv/T)-2/ 3 para as fases solidas da agua (Hy), Kripton (Kr), Cobre (Cu), Ouro (Au),
Prata (Ag), Germanio (Ge), Tantalo (Ta), Chumbo (Pb), Indio (In) e Estanho (Sn). Estes quatro

tltimos metais tém a propriedade de serem supercondutores eléctricos a temperaturas muito baixas .

Em todos os casos, a fungdo y(- T) apresenta, pelo menos, duas secgdes rectas . A

secgdo recta correspondente & zona de mais baixas temperaturas estd associado um coeficiente angular
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negativo, o que ndo seria, em principio, de esperar tendo em conta a definicio de A (3.5) .

Reservaremos, contudo, o comentario a esta situacio para o §3.4 .

3.3 - Transformacoes de simetria, volume acessivel e transicées de
fase de 2™ especie

Procuraremos interpretar o conceito de volume acessivel de um sistema
, . . !, . !
termodindmico a luz de conceitos usuais noutros ramos da Fisica, nomeadamente, na Meciica, Fisica

do Estado Sélido e Fisica das Particulas. Entre estes esta o conceito de simeiria .

Dizse que uma transformacdo z™ LN z™ aplicada & variavel z™, ¢ de simetria
se ndo modificar as propriedades do sistema que sdo funcdo de z™ . Sdo, como é sabido, as
propriedades de simetria que estio na base dos pr'mcfpios de conservacdo (Teorema de Noether). Por
exemplo, se a fungdo de Lagrange L( z™, £™, {) de um sistema mecinico — onde z™, i™, { sio,
respectivamente, a coordenada espacial, a sua derivada em relacio ao tempo ¢ o tempo — for
invariante para a transformagdao ¢ LN t + At entdo a energia mecanica (cinéetica + potencial ) do
sistema ¢é invariante para essa transformacio . No caso da transformagio z™ x 2™ + AZ™ deixar
invariante a fungdo de Lagrange tal implica a conservacdo do momento linear do sistema . De igual

modo, a independéncia de L relativamente a coordenadas angulares implica a conservagio do

respectivo momento angular do sistema .

Consideremos, agora, um sistema termodinimico onde se encontra definida a
relagdo fundamental U = U(S,V,M) . Dissemos (Iniroducdo) que no estudo dos sistemas
termodindmicos se admite que a variavel V, por exemplo, ¢ mensuravel por recurso a padroes de
medida lineares (3 varidveis a medir) ou cibicas (1 variavel a medir) . Admitamos, entio, que o
volume V irad ser medido por recurso as trés variaveis de espaco =™ (m = 1,2,3) . Se, em relacdo a

uma ou mais variaveis espaciais 7™ for possivel definir uma transformagao :
LT, (3.6)

de tal modo que a energia interna U fique invariante, diremos que T (3.6) ¢ uma transformacio de

simelria para a energia interna . O conjunio de todos os pontos z™ que deizam U invariante , define
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o_volume_acessivel do sistema . Deste modo, o volume acessivel ndo coincide, necessariamente, com o

volume geométrico interior 4 fronteira do sistema. Por exemplo, no sistema gas ideal monoatomico as
coordenadas ™ de uma qualquer particula podem sofrer qualquer transformagido de translacio do
fipo ™ LN ™ + Az™ sem que isso altere a energia interna do gas . O sistema gas ideal
monoatomico exibe, portanto, simetria interna relativamente a transformagdes de translagéo. O
mesmo poderia.mos concluir relativamente a transformacdes de reflezrdio e rotacio que sio também
transformagbes de simetria admitidas por este sistema. Desta forma, num gas ideal monoatémico, o

volume acessivel para as transformacoes de translagio — V — coincide, praticamente, com o volume

interior a fronteira do sistema.

No entanto, no sistema gas real para a obtengio da respectiva equagio da
pressio (eq. de Van der Waals) ha que'excluir do volume interior &4 fronteira do sistema a parte
correspondente ao volume ocupado pelas moléculas do gas (volume nao acessivel a transformagGes de

translagdo).

Em sistemas de alta densidade, compostos de particulas que interactuvam
fortemente — fases liquidas e solidas — as {iransformacdes de translacdo nédo sio poss;veis em todo o
volume pois é claro que transformagdes do tipo z™ LR ™ + Az™ nio deizam a energia interna
invariante, isto &, U depende de ™ - z™. Ha, no entanto, sub-dominios do volume total onde sdo
possiveis transformagdes de coordenadas que deixam U invariante. Esses sub-dominios designam-se
por volume acessivel do sistema (V) . No caso dos liquidos, estes sub-dominios admitem também

transformacdes de simetria de reflexdo e rotagio mas, no caso das fases solidas as transformagdes de

rotagdo ndo sio transformacdes de simetria, isto €, ndo deixam U invariante .

A redugdo de simetria corresponde ao aparecimento de for¢as que confinam o
sistema e, desta forma, o volume ar,essivelv — 0 volume termodinamico — reduz-se progressivamente
das fases gasosas para as fases solidas. O volume termodinamico V &, assim, o sub-espago acessivel as
transformgbes de simetria — de translagio, rotagdo ¢ reflexio — o sub-espaco onde as particulas se

podem deslocar sem alterar a energia interna U, isto ¢, sem provocar uma mudanca de estado.

A luz destes conceitos compreende-se melhor o aparecimento de duas secgbes rectas
nas figs. (5) e (6) — casos do propano e do dioxido de carbono. Elas correspondem a volumes
- acessiveis crescentes com a temperatura. Por outro lado, transigbes para volumes menores

'oorre_spondem a redugdes de simetria, ou seja, ao aparecimento de forgas de confinamento. Estas
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transicoes sio iransicbes de fase de segunda espéciq visto as varidveis extensivas, nomeadamente o
volume — determinado por A, ou seja, a tangente a curva y(-T) — variarem de modo continuo com a
temperatura. Assim sendo, para a mesma temperatura, AV=0 (e, também, AS=0) o que leva a que
nio havera trabalho (nem calor) de transi¢io de fase — a uma dada temperatura — ao contrario do

que acontece com as transi¢des de primeira espécie.

3.4 - CV das fases solidas — Transicoes para fases supercondutoras

Em todos os casos em que foi testada com valores experimentais a fungdo y(-T)
apresenta, pelo menos, duas secgdes rectas [figs.(11)-(14)]. A secgdo recta correspondente & zona de
mais baixas temperaturas esta associado um coeficiente angular negativo e grande em valor absoluto.
Nos termos da defini¢do de A [eq.(3.5)] tal b sera possivel se o for negativo. Como admitimos (§ 2.9]
que a,f,7 determinam completamente as propriedades termodinimicas da substancia, teremos agora,
em coeréncia, de admitir que, a partir da temperatura de transicdo T, que correspondera,
grosseiramente, ao ponto de interseccio das duas seccbes rectas, as propriedades termodinimicas da
substéncia serdo completamente diferentes. Para o caso dos metais Ta, Pb, In e Sn esta temperatura
de transicdo T, corresponde (a excep¢ao de Pb) com boa exactiddo & temperatura critica de transicdo
para a fase supercondutora destes metais, como se pode observar no Quadro II[pg.74]. Nos restantes
casos nao foi possivel identificar — até por indisponibilidade de informagio experimental — qualquer
particularidade no que respeita a propriedades termodindmicas para temperaturas inferiores a T,.

As propriedades termodindmicas dos supercondutores e dos superfluidos, sdo, com
efeito, muito diferentes das fases normais da mesma substancia. A temperatura de transi¢do, algumas
derivadas do tipo (aA;/ ax*) AS exibem comportamentos caracteristicos de ponto critico. Por exemplo,
no caso do estanho [7] e do hélio [7,16] na transi¢do para a fase superfluida (8T/ dV)p — oo quando
T — T,. Devemos, assim, admitir que, de acordo com o presente formalismo, os valores das
propriedades intensivas T, P;, us; , determinam através de «,8,7, a termodindmica da substincia
para T<T,. Contudo, a variagio do coeficiente angular da recta tangente a y(-T) ndo se processa
abruptamente, antes varia de forma continua num curto intervalo de temperaturas. Podemos, pois,
conceber, & semelhanca do modelo dos dois fluidos de Tisza no caso do hélio que, nesse intervalo de

temperatura, ha coexisténcia das fases normal e supercondutora (ou superfluida) e que as partes rectas
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vV

de y(-T) — figs. (11)-(14) — correspondem a fases Gnicas . Embora estas ideias parecam estar de
acordo, pelo menos de forma qualitativa com a fenomenologia, nio passam, por ora, de hipoteses pois

néo fizemos qualquer tentativa de estudo quantitativo da termodinamica da fase supercondutora.

A razdo dos coeficientes angula.res das rectas A e A, antes e depois da transicio,

proproprciona, nos termos de (3.23), o conhecimento da razio :

(3.7)

Tendo, em conta a definicio de o (2.118) e ao facto de T,<<T. , a relagdo (3.7) mostra que ha uma
forte reducdo do volume acessivel quando da passagem da fase normal para a fase supercondutora. O
Quadro II exibe os valores da razio (3.7) bem como os de T, e da temperatura critica de transicdo

para a fase supercondutora T, relativos as substincias em estudo.

Quadro 1

Substancia (ap/ap) Ts(K) Tes(K)
Ouro 1.6x10°7° 23.1 -
Prata 4.6)(10_6 23.8 -
Cobre 7.5x1077 29.4 ;
Agua sblida 5.3x10°8 20.0 -
Kripton s6lido 2.9x10°8 4.9 -
Germanio 2.9x10°8 21.0 .
Chumbo 6.8x10°9 4.8 7.23
indio 6.8x10711 3.4 3.41
Tantalo 1.6x10711 4.2 4.39
Estanho 9.1x10712 42 3.72
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Nota-se, efectivamente, que no caso dos metais que tém fases supercondutoras a
razdo (3.25) é varias ordens de grandeza inferior 4 das restantes substancias. De uma forma geral, esta
razio e consequentemente a reducio do volume acessivel ¢ tanto mais acentuada quanto mais baixa é
a respectiva temperatura de transicdo T;. Como referimos atras, 4 excep¢io do Chumbo, as
temperaturas de transicdo T, que, foram obtidas pela interseccio das secges rectas de y(-T), sdo
bastante aproximadas das respectivas temperaturas de transicho para as respectivas fases
supercondutoras Tc,. Veremos, no Cap. IV, que uma redu¢ido do volume acessivel desta ordem de
grandeza é condicdo necessaria e suficiente para o aparecimento da supercondividade (ou da

superfluidez).

Os metais cobre, prate, ouro e germéanio sd apresentam supercondutividade
eléctrica associados a outros elementos ou em filmes sob alta pressio (por ex. Ge a 1.3X1010Pa) (8,15].
Podemos associar estes factos ao confinamento que é proporcionado a estes sistemas pela associa¢do a
outros elementos ou pela pressio exterior aplicada, pois a transicdo de fase correspondente a4 alteragdo
a-—a& exibe para estes elementos, no estado puro ea pressao normal, um grau de confinamento muito

menor que para os elementos que apresentam propriedades supercondutoras (vide Quadro II).

Finalmente, para o estanho [fig. (14)] podemos identificar trés sec¢Ges rectas na
gama de temperaturas (0—100K). Neste caso, como em todos os outros, a representacio da zona de
mais altas temperaturas numa escala vertical ampliada 20 vezes continua a mostrar uma recta para a
representagdo de y(-T). Deste modo, o estanho apresenta uma transicio de segunda espécie a

temperatura de, aproximadamente, 62.K.

3.5 - Lei de Debye e capacidades térmicas a muito baixas
temperaturas

A temperatura caracteristica de Debye ©[ ¢ um parametro fixo na formula de

. Debye para as capacidades térmicas dos cristais :
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©p

ey = 9nk(elj))3JT (ﬁi")?dx (3.8)

onde n é o nimero de moléculas por unidde de massa e k a constante de Boltzmann. Esta formula

representa bastante fielmente as capacidades térmicas dos cristais, ezcepto na zona de muito baizas
temperaturas . De facto, em muitos cristais, em ordem a ajustar (3.8) aos resultados experimentais
de cy obtidos proximo de T=0K, ¢ necessario alterar o valor de ©,, por vezes na ordem de 30% [9],
[14]. As correcgbes a impor a O, sdo feitas através de féormulas semi—empiricas que tém em conta,
nomeadamente, a distribui¢ao de frequéncias (na zona de baixas frequéncias) admissivel pelo cristal em

causa [9].

As ideias acima - desenvolvidas podem, eventualmente, proporcionar um

entendimento destas anomalias. Neste trabalho, contudo, niao serd aprofundado este assunto.

3.6 - Capacidades téermicas dos gases
O sistema gas ideal é definido pelas equacdes [3,§3.4]):

U=cMR,T ;  PV=MR,T (3.9)

onde ¢ é uma constante que depende da estrutura do gas. Para este sistema & possivel escrever, U como

func@o das restantes variaveis extensivas S,V,M [3,§3.4] :

S=MSO+MRgzn{(Uﬂo)c(vxo)(MMo)-@“)} (3.10)

onde as grandezas afectadas do subescrito o respeitam a um estado de referéncia. Escrevendo esta

equagdo no esquema da energia :

)1/ceS/cMRg (8.11)

U=CoM(Y
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-(c+1) - Ry, . . e . /3
onde Co=U8V0M0(c+ )e So/cRy . A eq.(3.11) é diferente da eq.(2.43) o que, em primeira analise nos
leva a concluir que (2.43) ndo sera’ aplicivel ao sistema gas ideal. As Transformadas de Legendre F,H

e Z (2.51)-(2.53) para este sistema tém a forma :

F:U(l-%{—g) , | (3.12)
B=U(1+1) (3.13)
z=u(ﬁ;-%) (3.14)

e sao também, diferentes das que resultam da eq.(2.43). Um sistema que obedega as duas equagdes
(3.9) tera uma capacidade térmica Cy constante e igual a cMR,. E, contudo sabido que, excepcio
feita aos gases monoatomicos, a capacidade térmica dos gases varia aprecidvelmente com a
temperatura. O formalismo termodindmico nio d4 conta dessa variacio. No entanto, o formalismo
esta.tistico, ao considerar a fun¢do de particio da energia pelos graus de liberdade (translagio, rotagao
e vibracdo) de cada molécula de gas explica de forma satisfatoria a variagio de Cy com a temperatura

[5)-

Os valores experimentais relativamente a CV sdo, normalmente, obtidos através
de medidas espectroscopicas e referem-se a pressoes a4 volta de 1 atm. Desta forma, a massa volimica
p, embora constante para cada determinagio experimental, varia com a temperatura. Eliminando p em

(3.3) atraves da segunda das eqs.(3.9) obtem-se (com cy=Cy/M):

oy /P12=AT2 48 (3.15)
onde
. -1/3 2/3 . 2/3  -1/3 4/3
A=a / (7-Po/Rg)(2R4/Py) / ; B=2 / Ba / (Po/Ry) / (3.16)
e - , cr . -2/3,9 .2 .
Ao fazer a representacio grafica dos pares de variaveis (cv T, T“) a partir
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de valores experimentais de cy e T, para varios gases —figs.(15)-(21), Apéndice III— todas
apresentaram rectas, de acordo com (3.15). I possivel, a partir de (3.16), calcular independentemente o
valor de p. pois A & o valor do coeficiente angular da recta (3.15) ¢ B o valor da coordenada
dependente no ponto de interseccdo da recta com o eixo correspondente a essa coordenada. No
entanto, o valor de p. calculado para cada gas, resultou diferente nos dois casos, o que nos leva a
concluir que, embora as capacidades térmicas dos gases tenham uma variagio com @ temperatura, do

tipo (3.15) os coeficientes A e B nio deverio corresponder aos definidos em (3.16).

Vamos, contudo, fazer uma tentativa para tratar o sistema gas dentro do presente
formalismo. Eliminando a variavel p em (3.3) através da Tranformada de Legendre relativamente a

M [eq.(2.53)] que se pode escrever como :

-P4pTs=2ys (3.17)

obtem-se:

lele o

3
Cy = M(27+E) {ﬁ'r2(27+§)2+7-(27+§)} 2 (3.18)

Os valores experimentais relativamente a Cy; foram obtidos através de medidas espectroscopicas e
referem-se a pressbes 4 volta de 1 atm. Tendo em conta (2.118), 27=PI°‘—'E° ndo sera dificil admitir que,

para um gas

[29]>>P/s ' (3.19)

Admitindo por hipotese de que para o sislema gas ¢ valida as condi¢do (3.19), eliminando em (3.18)
os termos em P e tendo em consideragio (2.118), resulta (de uma das possiveis combinagdes de sinais

- de (2.118)):

Cy/M = ,’f—Z(Tg/T2+1) 2 (3.20)
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Esta equagio pode ser posta numa forma analoga a (3.15)

-2/3 -2/3
Cy

T2=(To/pe) ' (T24+T2) (3.21)
7 3o » . -2/3 .
A ser valida a eq.(3.21) devera representar uma recta de coeficiente angular 1g0=(T./u.) e cuja
-2 .
/ 3Tg. Podemos, deste modo, calcular a partir da
representacdo grafica de (3.20) — introduzindo os valores experimentais de cyeT — as segmntes

interseccdo com o eixo vertical serd yo=(Tc/pc)

constantes do gas :

To=(yo/140) /2 (3.23)
pe=To(1g0) (3.23)
pe=(To)Syo) 2 (3.24)

As figs.(15)-(21) [Apéndice III) apresentam a representagdo grafica de (3.21)
quando nesta equagdo foram introduzidos os valores experimentais de cy € T, para os seguintes gases :
hidrogenio (Hy), ozigenio (O,), azoto (Ny), diozido de carbono (COy), amoniaco (NHj), propano
(CgHg) e cloreto de metilo (CH4CI). Os valores de Cy foram obtidos dos respectivos valores
experimentais de Cp[10] subtraidos da constante de cada gas, Ry. Nos intervalos de temperatura em
que tal foi feito, e atendendo aos quocientes CP/CV tabelados [15] este procedimento da com grande

exactidio os valores de CV.

Pode-se constatar que a eq.(3.21) é verificada para todos estes gases, notando-se,
contudo, um pequeno desvio na zona de baixas temperaturas. Por outro lado como se pode verificar no
Quadro III [pg. 80], foi possivel obter, em boa aproximagio, o valor da temperatura critica T. para
todos os gases. Ainda, no Quadro III se pode observar que o valor do potencial critico u. exibe boa
concorddncia quando calculado independentemente através dos pardmetro 190 e y, [eqs.(3.23) e
(3.24)].
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Quadro Il
gas 190 Yo Te(K) | pe(I/bs) Be(I/kg)
(T¢ real) | [eq.(3.23)] [eq.(3.24)]
H, 0021 25| 335 | .343x10% | .304x108
(34.5)
0, 0110 260. | 153.8 | .134x10% | .137x10%
(154.7)
N, 0100 | 160. | 1235 | .126x10% | .126x108
(126.4)
Cco, .0090 840. | 307.3 | .356x108 | .352x108
(304.3) .
NH, 0042 700. | 408.3 | 1.489x10% | 1.458x10%
(405.5)
CyHy 0036 | 490. | 374.8 | 1.713x10% | 1.728x108
(369.9)
CH4Cl 0068 | 1200. | 420.1 743x108 | .723x108
(416.3)

Note-se que os valores de T. e y. foram determinados a partir de uma recta que
foi tragada de modo a a ajustar-se ao maior niimero de pontos possivel, contudo, sem preocupacées de
optimizar esse ajustamento atraves de qualquer metodo numerico (o que, alias, poderia ter sido feito).
Essa optimizacdo, poderia, eventualmente, aproximar (ou ndo) os valores de T, e u. determinados por
este metodo dos valores reais destas grandezas. Sera, no entanto, legitimo afirmar que a eq.(3.20)
descreve, com realidade, as capacidades térmicas dos gases em intervalos de temperatura que sio da

ordem (pelo menos) de 1200 K.

Deve-se, no entanto, notar que a eq.(3.20) foi obtida atraves da condi¢do(3.19)

pela qual definimos o sistema gas. Esta condigdo, ndo conduz, com efeito & conhecida equagdo dos
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gases ideais — P=pR,T— o que permite supor que V nio terd o significado de volume interior a
fronteira do sistema gas, mas constituirdA uma varidvel inirinseca ao proprio gas, dependendo
inicamente da temperatura [eq.(3.17)]. Como comentario — que nido pretende constituir explicagdo —
podemos constatar que o volume acessivel as transformacdes de translacdo €, de facto, o volume
interior & fronteira do sistema. Em realidade, o sistema gas, considerado como um conjunto de
pa.rticulas cuja energia € uUnicamente cinética ndo define, s0 por si, um volume acessivel as
transformacgdes de translagio. Para tal, é nécessério acoplar ao sistema gis um outro sistema
impermeavel — a parede — e é este sistema conjunto que esta em equilibrio e que podera ser tratado

atrvés de uma equagio homogénea do tipo (2.43).

No entanto, o sistema gas admite, igualmente simetrias de rotacdo e reflezdo
estando a cada uma delas associado um volume acessivel. A questdo que pode ser levantada é de que
sera possivel que as capacidades térmicas estejam relacionadas com algum dos volumes acessiveis a
este tipo de simeirias? O formalismo estatistico trata, com sucesso, a variacdo das capacidades

térmicas dos gases precisamente com o recurso & consideragdo deste tipo de simetrias [5).

N3o temos, de momento, outra interpretacdo em termos fisicos para tal hipotese ,
apenas constataremos, de momento, que essa condi¢do (3.19) conduz a resultados validados pela
experiéncia.

Note-se, ainda, que a eq. (3.17) conduz assimptoticamente a uma equagio do tipo
gas ideal (3.9). O sistema gas ideal ndo pode ter transicGes de fase, pois permanecera gas a qualquer
temperatura. Deste modo T.=0; P.=0; p=0 e, tendo em conta (2.18) vira tambem a=0; f=0; v=0.
Das egs.(3.17) e (3.1) resulta, entdo, quando p ¢ muito pequeno e a—0; §—0; y—0:

P=p(a/7) T (3.25)

Para que a eq.(3.25) correspondesse & equacdo dos gases ideais, e notando que, por (2.118) se tem
(a/7) = (pe/T), seria necessario admitir que :

HeyLe
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Estas equagbes mostram que o sistema gas ideal (sem o sistema parede que lhe determina o volume) 86
pode ser tratado dentro do presente formalismo como um limite para que tende assimptoticamente um
gas real.

Finalmente, note-se que, no caso limite em que T.—0 a eq. (3.21) é a equagdo de
uma recta que passa pela origem. Atendendo i forma da eq.(3.21), isso implica que ¢y ndo pode
depender de T, isto é&, oy tera de ser constante como se verifica, de forma aproximada, no caso dos
gases monoatomicos que sio os sistemas reais que mais se aroximam do ”desideratum” gas ideal. Deste

modo, a eq.(3.21) reproduz, no limite T.—0, o comportamento do gis ideal.




_CAPITULO IV ]

PROCESSOS IRREVERSIVEIS

4.1- Formulacdes do problema da irreversibilidade

A irreversibilidade de quase todos os processos fisicos reais tem a sua medida em
Termodinimica na variagdo global (sistemaUuniverso complementar) de entropia — AS — envolvida
em cada processo. A maximizacdo desta variavel dentro dos constrangimentos inerentes a cada

processo determina, precisamente, a evolu¢do dos sistemas termodinamicos.

O formalismo da Fisica Estatistica tem, analogamente, no decréscimo temporal do

Funcional H de Bolizmann [11,17,18]

H= I(dv)3j(v,t)lnj(v,t) ‘ (4.1)

— onde flv,t) é uma fungio de distribuicdo de velocidades das particulas — uma medida de

irreversibilidade. Neste caso, o sentido da evolucdo dos sistemas é dado pela condigdo:

dH g (4.2)

onde o sinal (=) corresponde a situagdo na qual fiv,t) e a distribuicio de Mazwell Boltzmann.
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O ftratamento de situagdes irreversiveis é, comtudo, muito anterior ao desenvolvimento destes
formalismos, sendo feito através de relagbes fenomenologicas que descrevem, mais ou menos
adequadamente, os processos de nio-equilibrio. As leis de Fourier (transferéncia de calor) de Fick
(transferéncia de massa) ou as leis dos efeitos termo-eléctricos (Joule, Thomson , Peltier) e termo-
difusivos (Soret, Dufour) entre outras, sio, de ha muito, conhecidas e utilizadas com sucesso em

determinadas condigoes.

Todas estas relagdes fenomenologicas tém em comum a defini¢io dos fluzos das
propriedades extensivas como proporcionais aos gradientes de varidveis intensivas. Quer o formalismo
termodindmico quer o formalismo estatistico proporcionam bases para a compreensdo destas relagdes,
chegando, em certas situagdes, a proporcionar formulagdes exactas que permitem calcular os

coeficientes de proporcionalidade.

A teoria de maior generalidade situa-se, no entanto, no campo do formalismo
termodindamico e teve a sua base nos trabalhos de Onsager (1931), embora tenha tido, posteriormente,

numerosas contribuigdes de outros fisicos, nomeadamente Casimir{11].

A teoria de Onsager ¢ baseada no reconhecimento de que todas as relagdes

fenomenologicas dos processos irreversiveis podem, formalmente, ser escritas do seguinte modo:

J:, :Lj-k ik’ (nido somado em j) s k=1,...,n;»=1,23 (4.3)

onde J:, ¢ o fluxo da propriedade X' na direcgdo x” e F,J,,, € a forca generalizada :

j
. 3A
) k
vk — &x" (4.4)

—sendo A: ¢ a variavel intensiva definida por (I.3) . Peca fundamental desta teoria ¢ o chamado

Teorema da Reciprocidade que estabelece:

L =L (4.5)

Embora formulado em termos de varidveis termodindmicas, a demonstracdo do Teorema da

Reciprocidade é feita no contexto da Teoria das Flutuagdes da F isica Estatistica. Este teorema
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enquadra os fenomenos resultantes da ocorréncia cruzada de fluxos de ptoprledades extensivas, por

exemplo calor e massa (termo-difusdo), corrente eléctrica e calor (termo-electricidade), etc.

4.2 - Equacdes gerais e casos particulares de processos irreversiveis

No formalismo que vimos desenvolvendo encontramos, também, uma base para a
. . . - . . ok
formulagdo do problema da irreversibilidade. Consideremos, entao, o Corolario Ila (Cap. I) e seja X a

unica variavel que ndo goza da propriedade de invaridncia aditiva :

dx* = [(Af)(l) . (Af)(z)]dx" (4.6)

onde (Ak)(l) e (Ak)(z) sdo, rwpectlva.mente as variaveis intensivas dos sistemas (1) e (2), dXi a
quantidade da proprledade x' trocada entre os sistemas (1) e (2) e dX* a variagdo de X no sistema
global. De notar que A', ¢ fungdo das coordenadas espaciais x” ¢ do tempo t, na medida em que, a
cada ponto  do sistema, podera, num certo instante t, ser associada uma quantidade A:. Nestas

condicdes é valida a equagao geral da continuidade

6X i
dt B+ )i (4.7)

. T k .
onde VVJ,’E representa a divergéncia do fluxo de X . Por outro lado, como vimos no Cap. II :

x*=x*(x’, A}, ik | (4.8)

e, entdo, para cada sistema (1) e (2) temos :

k AN i
% = (axi) it (ax ) aa)i (49)
oA, /X ox’JA,

Atendendo as relagdes de Mazwell [sec. 2.6] :
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k oA"
() 2,
ox’ /A, \oA,/x

As egs. (4.7)-(4.10) e o facto de todos os XJ, i#k, serem invariantes aditivos implicar

(de)(l) =- (de)(z) y iFEk (4.11)

permite escrever (4.6) como :

ox" _aAk + 6Xk 0A, +V"Jk —
$? Ot -7 6t -
9A /X 6A
¢y

(2)

i i

i 0A 0A J
k k X j j X

= ) (A oy (SR =3 ) s A=) 1% (4.12)
{( Jor( ')(2’} ot {(aAk)x’(l) <6Ak>XJ(2)} o

A eq.(4.12) apresenta o conteudo da eq.(4.6) na sua maxima generalidade. No propésito de simplificar

a notagdo vamos por :

Aial’fzﬂk

E 3
oA}

(néo somado em i e k) (4.13)

k . . i - .
onde II representa os coeficientes que no esquema da energia (X‘: U) sdo, por exemplo, a capacidade
térmica CV, a compressibilidade isentropica X(PV), etc. A variacdo relativa destes coeficientes é,
em geral, menor do que a das variaveis A; de que dependem, isto é:

AA'

A]]

I Ak

(4.14)

i

0A , ;
O mesmo acontece com A(-—f) j relativamente aos AA;. As contribuicGes destes termos sao, assim,
6Ak .
3
Tk
t

de segunda ordem rela.tlvanente aos termos em A e o0

. Retendo na eq. (4.12) Gnicamente as
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contribuicées de primeira ordem, obtem-se :

i i .
n (Gt Jorr (i Jo o B = {0}
k k

Considerando que os sistemas (1) e (2) tém uma separagao espacial definida pelo
vector distdncia Az’ e, admitindo a continuidade dos Ai, bem como das suas primeira e segunda
derivadas, podemos expandir ambos os membros de (4.15) em série de Taylor nas variaveis z¥ e t.
Notando que Ai = Af)'l e que 08 Xi, i#k, sdo invariantes aditivos, obtem-se de (4.7), tendo em
conta (1.4) :

X _ o) - '
X _ o) (410
e, desprezando ainda os termos que envolvem produtos de derivadas — por serem contribuicdes

menores relativamente aos restantes — obtem-se, finalmente, de (4.15) :

CYNE LN i
11"{-—1 At + AV JE o

ot 9t2
ar Ar0A, | (A2)? "’2": LN
o~ - (v II) _"F + H > 2 - i 6 yat (4.17)
A, z 2A, (") A, z

. - . . . . - . §
As variagbes Az¥ e At sio os valores caracteristicos das variagdes espaciais e temporais dos A e

Definindo 7 como o tempo de observacio e L a dimensio caracteristica do sistema

podemos, considerar 3 situagdes:

I- Afﬁ<<._i_l$_’f, ou seja, a escala de variacio espacial dos A; ¢ muito maior

que a escala a que ocorrem as flutuagGes temporais.

Desprezando em (4.17) os termos em At, obtem-se :
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aAi i_v vy, uaAi »\2 32A’
e I L i e (4.18)
NEZARET 20

A eq. (4.18) descreve um regime puramente difusivo e, como veremos mais adiante, inclui as leis

fenomenologicos (4.3) como casos particulares.

§ B ; Y] 4 . ~ . .
II- %‘5‘ >> éf?" |. E a situac@o inversa da anterior.

Neste caso obtem-se de (4.17) :

i 9.
% + At?-a—% + A (m v Js =0 (4.19)
Esta equacdo é do tipo RLC (resistor, indutor, capacitor) e €, como vimos, caracteristica de processos
em que a variabilidade espacial dos A: &, praticamente nula face 4 variabilidade espacial. Note-se que,
(4-19) representa, formalmente, um circuito eléctrico RLC sem alimentagao, com Ai: I (intensidade
da corrente eléctrica) e (Hk)"lvy.".’i:(LeC)_l sendo L. a indutdncia da bobine e C a capacidade do
elemento capacitivo. A variabilidade espacial de 1 é, priticamente, nula podendo a corrente ser

considerada constante ao longo do circuito.

TAE A
m-| &t &z

E a situacdo intermédia representada pela eq. (4.17). Esta equagdo descreve

processos difusivos, processos do tipo RLC e ondulatorios.

A descri¢iao dos processos ondulatérios por (4.17) é possivel desde que A; seja uma

variavel complexa. Supondo J’J = 0, a parte real da eq.(4.17) e:

9.4 v 9 a2,°% i

. O%A v 1 \(A2)2 0°A v iazad A

ok 4 (VYL e (T S)ASAL S g (420)
6t2 ( )2A; a(z,u)z ( ) Ak az" ot
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‘Por exemplo, com X!'= U, X3=V, A;: -P, n’= P(%)T . Dado que H3< 0, na generalidade das

situacdes, a eq. (4.20) descreve, neste caso, uma onda de pressio (som). O ultimo termo de (4.20) da

conta da sua atenuag@o no meio de propagacdo. A velocidade de fase v #» vem dada por

vi=- (V)25 (4.21)

e a poléncia associada a onda de pressio W,,

9.3
. v 2vSPIl At
wpzj (v Jb)dv = I LAV (4.22)
(A")
\' \'
onde V ¢ qualquer volume que contenha a frente de onda e Az’ e At sdo variaveis caracteristicas da

onda de pressio, por agora ainda nio definidas.

1
Se, por exemplo, X'= U, X3= vV, A,=S e, entdo n’= T(%)P:‘ CP . Como
CP> 0 na generalidade dos sistemas, os dois primeiros termos de (4.20) estardo afectados do mesmo
sinal e a eq.(4.20) ndo representara, neste caso, um fenémeno ondulatorio. Por essa razio ndo séo

observadas ondas de temperatura em condigGes normais.

No entanto, tal sera possivel se :

v'Ji <o (4.23)

ou seja, se o fluro de energia se processar no mesmo sentido do gradiente de T. Esta situagao ocorre
em situacdes muito especiais como. por exemplo, no *He II (fase superfluida do 4He). O aparecimento
de um gradiente de temperatura provoca um fluxo de energia potencial (gra.v{tica) no mesmo sentido
dos gradientes de temperatura e do potencial gravitico (efeito termo-mecanico). Deste ponto de vista &
- perfeitamente possivel que ondas de temperalura ocorram no “He II, o que, efectivamente, se verifica
(segundo som). Ondas de temperatura tém sido, igualmente, observadas em meios dieléctricos ¢ em

certos metais a muito baixas temperaturas [12].

N3o é nosso proposito aprofundar, no presente trabalho, os fendmenos decorrentes

das condig¢bes II) e III). Aprofundaremos, no entanto, o estudo das situagGes incluidas em I),
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nomeadamente as relagées entre os fluzos de propriedades ertensivas e os gradienies das propriedades

inlensivas.

4.3 - Fluxos e forcas generalizadas

Como vimos no § anterior, o regime difusivo é caracteristico de situagdes em que a
escala da variagdo espacial dos A; é muito maior que a escala das flutuagGes temporais. Este regime,
na sua forma geral, ¢ descrito pela eq. (4.18). No entanto, ocorrem, por vezes, casos particulares.
Consideremos as situacées em que :

i

9A, 9A;

Neste caso, da eq.(4.18) resulta:

i

ol

. Ao OA
A

(a P (4.25)

k

onde Az” ¢é um paridmetro caracteristico da variagdo dos A;. A eq. (4.25) descreve, nas condigdes
. k ;. . .r . .

(4.24), o fluxo da propriedade X dependendo tnicamente dos gradientes da varidvel intensiva

correspondente. E facil constatar que esta equagdo engloba, formalmente, todas as leis fenomenologicas

do tipo fluzo-gradiente:

4.3-1 - Let de Fourier

Considere-se X = U, X’= S, A;: Te TJ§= Q. (fluxo de calor na direcgdo ») :

Qv: - le/AIyQI = - Jlll

Az’ Ty-T,
T 87 = J'<T (4.26)

> AL

O coeficiente J},A’I{:" representa, em (4.26), a condutividade térmica (k,), sendo J}, o fluxo de energia

na direcgdo v ¢ AL a distancia entre os pontos que estdo as temperaturas T, e T,, sendo <T> o valor
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médio de T nesse intervalo. Neste caso, o fluxo de energia é precisamente o fluxo de calor, isto é J1=

Qv, vindo de (4.26) :

v _ T
Az (T) = - (aTazy) (4.27)

A eq.(4.27) define explicitamente a variavel caracteristica do fluxo de calor, Ar” (T)" Ela depende da

temperatura e do gradiente a que se processa a transferéncia de calor.

4.3-11 - Lei de Poiseille (escoamento laminar)

Seja X'= U, x’= vV, A;: -Pe Jf: -vy (velocidade <»-fluxo de volume na

direcgdo »)

__ hagor _ oA PPy
V= Ju P2 32" - JV<P2> AL (4.28)

Podemos explicitar o fluxo de energia a partir de (4.28) :

2 ¥
1 __<P">v" AL
VEISRT PP (4.29)
Definindo o fluxo de massa J,4, como : Jﬁ = p.’ﬁ e admitindo que o fluxo de energia esta

tinicamente associado ao fluxo de massa:

J}, = uJ3 = pv’u (4.30)
— onde u ¢ a energia média por unidade de massa — entdo :

P2

A (p) = Su(BF]F)

(4.31)
‘Tal como em (4.27) a variavel Az” (f) depende unicamente das condiches em que se processa o
escoamento, ou seja, da pressio e do gradiente de pressio. Escoamentos processando-se a alta pressao e

sob grandes gradientes de pressdo terdo Az” (P) stmilares a escoamentos a baixa pressdo e sob pequenos
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gradientes de pressio. Resulta, por outro lado que, escoamentos a baixa pressio mas, processando-se
sob grandes gradientes de pressio originardo em consequéncia pequenos Az” (P)’ podendo acontecer que
A (P) /AL se torne da mesma ordem de grandeza do parametro das flutuagdes temporais da pressido
At/7. Entdo estaremos na situagdo IIl (§ 4.2) e o escoamento terd caracteristicas ondulatdrias (e
outras) associadas — eq.(4.20) — ou seja o escoamento tornar-se-4 turbulento. Efectivamente, este tipo
de escoamento pode ser provocado por uma pequena flutuagao temporal da pressao em presenga de um
grande gradiente de pressio. Este formalismo fornece assim, de forma natural, um enquadramento

conceptual do fenomeno da turbuléncia que, no entanto, nao exploraremos no presente trabalho.

4.3-1I1 - Leis de Fick e de Ohm

Seja, agora, X'= U, X'= M, A:: -Pe J4= (m)y(Fluxo de massa na direcgdo »)

SN A" Op _ Jl Az’ Ba- By
()= - JBAZE — ]t (4.32)
#2 o <;12> AL

A eq.(4.32) fornece uma relagio entre o fluxo de massa e o gradiente do potencial quimico. E a lei de
fluzo de massa na sua forma mais geral. No entanto, é mais conhecida uma forma particular — a lei de
Fick — que ¢ valida para sistemas isotérmicos e nos quais se verifica Pxp (ou a ¢, sendo ¢ a
concentragio de uma determinada sustincia num dado meio). Neste caso a equacio de Gibbs-Duhem

(2.12) juntamente com a condigdo Pocp permite obter :

dp=Ldp (4.33)

resultando de (4.32) a lei de Fick :

(m)y = - Dyzsy (4.34)

onde D, ¢ o coeficiente de difusdo para a direcgao o :

1 v
e (439
pu
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O fluxo de energia associado a difusio de massa vem dado por :

2 2
L=pL2kt ; (4.36)

PAZY
ou seja, o fluxo de energia &, neste caso, directamente proporcional ao quadrado do potencial quimico e
da concentracio e inversamente proporcional ao parimetro caracteristico Az” e & pressdo . Utilizando

(4.30) podemos, ainda, determinar a partir de (4.34) e (4.35) :

2 2
v__ P4 :
A= WP(8p/37) (4.37)

Se, num determinado sistema termodindmico, a energia interna é funcido, ndo da

’ . o e s 4
massa M, mas da carga elécirica q, a substituicio de M por q como variavel X arrasta a
substituigao do potencial quimjco u pelo potencial eléctrico -V.. Deste modo, a eq. (4.32) escreve-se

para um sistema deste tipo (sendo I, a corrente por unidade de secgdo recta perpendicular & direcgdo

v):

y V.-V
L= J1Az0Ve . J1 A" Ver Ves (4.38)
v2 a”‘f l'<Vg> AL

Esta equagdo ¢ uma forma da lei de Ohm onde a resisténcia 4 passagem da corrente eléctrica ¢ dada

por :

2
_AL<Ve> s
R, = 2LSVE2 ]y (4.39)

Se, também aqui considerarmos, a semelhanca do que fizemos para o escoamento

de Poiseuille, que o fluxo de energia interna é proporcional ao fluxo de cargas, ou seja, a corrente I, :

J=1a (4.40)

onde 4 representa a energia interna por unidade de carga, obtemos, de modo analogo :
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V2
% (Ve) =" W(@V.[07) (4.41)
A eq.(4.41) define nos limites de aplicagdo da lei de Ohm. Para grandes gradientes de potencial e
pequenas tensdes, o parimetro caracteristico Az” (Ve) torna-se da ordem de grandeza das flutuagdes
temporais de V.. Deste modo, cai-se novamente em situagdes do tipo III (§ 4.2) e a lei de Okm ja néo
é valida nestes casos. Um sistema real que realiza este ”desideratum” é o diodo de vécuo pois
proporciona grandes gradientes de potencial — na vizinhanca do catodo — para pequenos V.. A
analise das caracteristicas tensio/cdrrente dos diodos de vacuo mostra, com efeito, que 86 para tensbes
muito pequenas — (9V./8z") muito pequeno — existe proporcionalidade entre a tensio e a corrente.
Na quase totalidade do seu intervalo de funcionamento, a corrente, para uma temperatura constante do

catodo nao € proporcional a tensio catodo/placa como o exigiria a lei de Qhm caso fosse aplicavel.

Vamos, seguidamente, focar a nossa atengdo nos casos em que ocorrem fluxos

AR |
cruzados de varidveis X .

4.4 - Acoplamento de fluxos

Consideremos, agora, os casos em que (aA; /02") #0, Vji#k . O segundo membro
da eq.(4.25) e, agora, uma soma envolvendo todos os (6A:/ 07") , Vj#& . Notando que :

j ; . .
A - <3X ) = (@‘—) /(3X ) .= Al/A = A /A (4.42)
v ox" ax’ X"\ ox’ vl !
e, introduzindo (4.42) em (4.25), obtem-se :

iy Jiatyaad EPYN
Az;,:)(J,_+.|,Aj)(zj_;”ic Az aij
(A' )2 32: A’ 32

Ji =

, Vi#k (nio somado em i) (4.43)

k

onde os subscritos (k) e () em Az” significam que o comprimento caracteristico Az” se refere,

. , TS i
respectivamente, as variaveis A . © AJ_.
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A eq. (4.43) pode ser posta na notagio de Onsager :

o= LeFi, - L¥F:, (4.49)
com 08 coeficienies cineticos :

(J.,+J J’

L = (")

. 4.45)
1] 2 ? k] (
(%) A,
e as forgas generalizadas:
Al T
F:/k = 8_1:5 ; F:,J = - 6—2‘: (4.46)

A relagdo (4.44) mostra que o fluxo de uma propriedade x pode ser relacionado

com todas as forgas generalizadas (gradientes) presentes. Por exemplo com k=2, J.%:Q., vem :

- 9
QT =- L300 L3dE L2k (4.47)

onde os Lf’ tém o significado de condutividades.

Esta relagdo descreve adequadamente alguns efeitos conhecidos, nomeadamente os
efettos termo-electricos, termo-mecanicos ¢ termo-difusivos e estabelece as condigbes para a ocorréncia

"de todos os outros efeitos resultantes dos restantes acoplamentos possiveis de forgas generalizadas.

Como ilustracdo, vamos considerar, seguidamente, os trés efeitos referidos.

4.4 | - Efeitos termo-eléctricos

1 .
Por exemplo, no caso em que X4:q (carga eléctrica) e A = Ve (potencial

eléctrico) e em que (9P/9z")=0, atendendo a que a relagdo fundamental XizAixk ¢ a defini¢do de
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fluxo (4.7) permitem escrever :

Ji = Jinl | (4.48)
a eq. (4.43), tendo em conta a defini¢io de k, [eq.(4.26)], toma a forma :

T?._Tl

v ('e2"~el)
—— - LAz e L4
AL v

Q,,: —(kt'2lv <Ve/T>Az.(,T)) (Ve) Az

(4.49)
Nos termos da eq.(4.49), o fluxo de calor é, também, proporcional ao gradiente do potencial. A
condutividade térmica normal k; vem diminuida em 2I, <Ve/T>Az;T). Na auséncia de corrente

(I»=0) a eq.(4.49) descreve o "normal” fluxo de calor sob a ac¢do de um gradiente de temperatura.

4.41 a) - Efeito de Joule

Designando I = I,a”a corrente eléctrica que atravessa o condutor de sec¢do recta

a’, vem de (4.49), na auséncia de gradiente de temperatura:

an”(JouIe): - I(Vez— Vel) = Qfaf (450)

Na eq.(4.50), Q,a"= Q§af expressa a condi¢do de divergéncia nula do fluxo de calor, isto ¢, todo o
calor gerado no interior do condutor € transferido para a fronteira (area af). O efeito descrito por
(4.50) & o vulgar efeito resistivo/dissipativo (Efeito de Joule) que resulta da passagem da corrente

electrica num condutor de resisténcia niao nula.
Quando Q,=0, resulta da eq.(4.49):

IAZ'?VG)(Veg' Vel)

T2—T1= - kta”’I<Ve/T>Az?T)

(4.51)

ou seja, uma corrente I fluindo adiabaticamente sob uma diferenca de potencial (V,5- Ve,) gera uma

diferenga de temperatura T,-T, entre os pontos 1 e 2.
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4.4 1b) - Efeito de Thomson

Além do "calor de Joule”, a presenca de um gradiente de temperatura imposto a
partir do exterior do condutor provoca uma absorcdo de calor, pelo condutor, proporcional a4 diferenga

de temperatura e a intensidade da corrente. Efectivamente, a partir de (4.49) vem :

Q aE(Thomson)Z AV,
§

We (7,1, (452
Note-se, a oposicdo de sinal entre os segundos membros de (4.50) e (4.52) que significa, nesta ltima

equagdo, que ha absorcdo de calor pelo condutor.

4.41c) - Efeito de Peltier

Consideremos, agora, uma juncdo de dois condutores diferentes. Neste caso pu=V.
sera diferente nos dois lados da jungdo. Designe V. o potencial 4 esquerda e V: o potencial & direita
da jungdo. Ao ser percorrida por corrente eléctrica I a jungdo na qual existe uma diferenca de potencial
(V: - Ve) trocara — nos termos de (4.49) e com T,=T; — energia térmica com o ambiente, vindo o

fluxo de calor dado por:

+
S 3 Loy v (Ve B VC )
Qfa (Peltwr)—- IAZ(VC)W (4.53)

O fluxo de calor é, nestas condi¢des, proporcional & corrente I e dependerd, através de

(Ve- V2)/82,

., das caracteristicas dos dois condutores.
jungdo) .

4.4 11 - Efeitos termo-mecanicos

4.4 11 a) - Efeito termo-mecinico

Consideremos a forma da eq.(4.49) representativa do acoplamento entre fluxos de

calor e de volume (neste caso , X3:V, A;:: Peli= Vy):
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5N 1 v \IyT,y v (Py-Py)
Qo= (k, <P/T>v,,Az(T)) 2 A, S (4.54)

No caso de v,=0 temos, como normalmente, o fluxo de calor dependente do gradiente da temperatura.
Se v, #0, aparecem efeitos colaterais como se pode concluir de (4.54). Atendendo & equacdo de Gibbs-

Duhem (2.12) :

a—zll:psa—zy'f'p(.'a—z; (455)

resulta da eq.(4.54) :

A v v T,-T v "~
Q.= -(k,-<P/T>v,,Az(T)+psv.,Az(P))—Ag-z—,,—l—pvyAz(P)(#[iﬁ,l) (4.56)

Admitamos que é imposto ao fluido um gradiente de temperatura com o mesmo
sentido do gradiente de potencial massico u. Tendo presente as observagdes anteriores, as egs.(4.54) e

(4.55) permitem concluir que se :

1) (k,—<P/T>vyAz?T)+psv.,Az?P)) >0 = v, tera sentido conirario aos

gradientes de temperatura e de polencial

iz') (k,-<P/T>v.,Az‘.;T)+psv.,Az';P)) <0 = vy lera 0 mesmo sentido dos

gradientes de temperatura e potencial

A situagdo ii) podera ocorrer a temperaturas proximas de 0K, tendo em atengdo que T figura no
denominador do segundo termo da condutividade térmica generalizada (k,-<P/T>vyAz'('T)). Nestas
circunstincias, o movimento do fluido processar-se-a das zonas de baixo potencial e temperatura para
as gonas de alto potencial e temperatura. E o chamado efeito termo-mecinico . Este efeito é observado
no *He II (abaixo de T::é.lSK, P=1. atm.) quando se encontra no campo gra.vitico. Neste caso

du/0z = g (g=aceleragdo devida ao campo gra.vitico) e 0 uma pequena elevagio de temperatura perto
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da zona da interface do *He H com o seu vapor provoca um fluxo vertical de ﬁquido no sentido dos

gradientes de temperatura e potencial (tambem chamado efeito de fonte).

4.4 11 b) - Efeito mecano-calorico

Se, um fluido no qual se verifica (k,—<P/T>vyAz‘ET)+psvyAz'('P)) < 0 se escoar
adiabaticamente (Q,=0) sob a ac¢do de um gradiente de potencial massico Ou/0z = g, entdo
v:(0p/82)<0 e resulta de (4.56) :

Ty Ty
Az”

<0 (4.57)

ou seja, o fluido arrefece ao longo do escoamento. Este efeito, igualmente observado na fase superfluida

IS N 4 ’ . . -~ 3 . -~ . r .
do hélio ( He II), é o inverso do efeito termo-mecanico e tem a designacao de efeito mecano-calorico.

4.4 I ¢) - Convecgao natural

’

A excepgdo de casos (raros) como o da fase superfluida do helio verifica-se, em
geral (k,—<P/T>vyAz?T)+psv.,Az';P))>0. Considerando, por simplicidade, um escoamento
unidireccional (direc¢do ) vem de (4.56) :

‘ , <.izz+k,TA2'r‘,rl
Vz — - z T T (4-58)
z z z 2”1
pg(Z)Az(P)-(<P/T>Az(T)-psAz(P))Tzz—

Ty T,
Se AT* .
corrente de fluido no sentido positivo da coordenada z.. Nos termos de (4.58) se o fluxo de calor Qs

<0, isto &, se a temperatura decrescer com a coordenada z., entdo v;>0 e ocorrerd uma

for exactamente igual a k,(T,-T;)/Az’ ndo havera escoamento. Este resulta, portanto, da diferenca
entre as duas quantidades do numerador de (4.58). So nos sélidos, onde v;=0, podera haver condugédo

de calor ”pura” isto é, sem escoamento associado ( ou seja sem convecg@o natural).
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4.4 11l - Efeitos termo-difusivos

. 4 1.
Consideremos, finalmente, X =V, A Hoe Jﬁ:ﬂuxo de massa na direc¢do ».

Analogamente a (4.49) e (4.54) teremos, agora a equagio :

N anv 2Ty Jan v (Bap1)
QV—— _(kt+<l‘/T>J"Az(T))W_J"Az(p) N (4.59)

Para sistemas em que P=f(T)p, a equacdo de Gibbs- Duhem (2.12) permite expressar u em funcio de p:

op _ dp df(T)\oT
Pz, = f(T)E'zT,'(S’L T )E?y | (4.60)

A substituigdo de (4.60) em (4.59) permite estudar os fenémenos termo-difusivos, desde que a fungdo
f(T) seja conhecida. Note-se que, em (4.60), p tanto pode significar conceniracdo molar como massa

, .
volumica.

E facil concluir, de (4.59) e (4.60) que a imposicio de um gradiente de
temperatura a uma mistura tera como efeito o estabelecimento de um gradiente de concentragio no
seio dessa mistura (efeito de Soret). Inversamente, o estabelecimento de um gradiente de concentragao,

estabilizara um gradiente de temperatura no seio da mistura (efeito de Dufour)[11].

Nao nos alongaremos na considera¢do das restantes possibilidades de acoplamento
de fluxos. Apenas pretendemos ilustrar 0 modo como o formalismo desenvolvido permite tratar os

fenomenos do tipo fluxo-gradiente.

Este mesmo tratamento é feito pela teoria de Onsager, como referimos no inicio do
capitulo, embora de forma algo diferente. Uma das pedras basilares desta teoria ¢ o Teorema da
Reciprocidade de Onsager que pode ser demonstrado no ambito do presente formalismo, como

veremos a seguir.
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4.5 - Teorema da Reciprocidade de Onsager — uma abordagem
termodinamica

A formulagdo de Onsager (4.44) faz uso extensivo de uma propriedade de simetria
dos coeficientes cinéticos Lf’ . Tal propriedade € afirmada pelo Teorema da Reciprocidade de Onsager
[3,11]: '

” Desde que seja feita uma escolha apropriada das forgas F:,k e dos fluzos Jf;, a

matriz dos coeficientes cinelicos esimetrica, isio e :

Ly = L

A prova deste teorema é feita fora do formalismo termodinimico e usa os
conceitos da teoria das flutuacdes da Fisica Estatistica. No entanto, o formalismo que vimos

desenvolvendo permite obter uma demonstracdo simples deste teorema.

Consideremos os coefiocientes I.;'k tal como definidos por (4.45):

. Az J:J/
L = 26~ (4.61)
Ak

Para demostrar o Teorema da Reciprocidade teremos, assim, de demonstrar que :

.J;A;AI?J) = J,’fA;AZ‘?k) (néo somado em k ¢ j) (4.62)

A partir de (4.43) com x=i, vern :

H

, 9A'
Ji = Ax;j)Jia—zJ (4.63)

E

DA

k __ v J J
Ji = A;(J.)J,-—az” (4.64)
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Dividindo membro a membro (4.63) e (4.64)

i k
OA OA
i k__ J J
UALS ¥ el : (4.65)

Fazendo uso da propriedade A; = (A;n)"l, resulta de (4.65)

Jin? (a))an’ oz

— e/, 4.66
Jial (47) oA /02 (4.9

Atendendo a que o parametro caracteristico Az” G) %€ pode escrever como [forma

geral de (4.29)] :

j
Ak

Ag” —
(0A /62") -

k= " (4.67)

resulta de (4.66)

. j
Jinlar o =daa c.q.d.

Fica, deste modo, provado que o Teorema da Reciprocidade pode encontrar
demonstracdo no seu campo de aplicacio privilegiado — a Termodinamica dos Processos Irreversiveis

— sem necessidade de recurso ao formalismo estatistico.

4.6 - Superconditividade e superfluidez

No Cap. III [§ 3.5] ao analisarmos os dados experimentais da capacidade térmica a

" muito baixas temperaturas, encontramos variagdes bruscas de dy/dT, que interpretamos como sendo
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reducdes substanciais do volume acessivel dos sistemas termodindmicos. Observamos, igualmente, que
as temperaturas a que ocorriam essas alteracdes correspondiam, com boa aproximagio, as
temperaturas de transi¢io para fases supercondutoras de certas substancias. Nestes casos, tomando
como base o volume acessivel antes da transi¢io, as reducdes do volume acessivel eram da ordem de
10'9 a 10'12(vide Quadro II). Veremos, seguidamente, que reducdes dessa ordem de grandeza sdo

condi¢do suficiente para que uma corrente se torne superfluida.
Consideremos, entio, a situagao:

1 o
X4=q yA=Ve, =l , g;—;= 0, g%,: 0.

Da eq.(4.43) resulta:

_ A BV,
Iv— 2( Ve@gy (4.67)

Antes de prosseguirmos na analise de (4.67) vamos deter-nos, um pouco, na

consideragio da situagdo assimptotica resultante de V—0.
Tendo em atencdo a definicio de u [eq. (2.50)] e substuindo u por (-Ve) ¢ M por q
vem :

Ve =-4%-B3+% (4.68)

ke

onde c'x,ﬁ,"y é o RPS no espaco (S,V,q) [§ 2.9]. Andlogamente & eq.(3.16) a entropia por unidade de

carga vem dada por :

1\2

S/q = o/ 2(ﬁq2V2+~’/-qTV1)' (4.69)

As eqs.(4.68) e (4.69) permitem concluir que :

tmVe =- (g)l/ 2 (4.70)

Por outro lado, as mesmas equagdes possibilitam o calculo de (8V./dV) vindo
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com T = T,(temperatura de transi¢io supercondutora) :

0_1/2 %& — ',)qu_1+T3/2 1 (ﬁ-:yq_2vz)(2:7Vq-l_T‘) ’ (4 71)
V- o, N\2T _ )
(ﬂ+'yq 2V2—T.,Vq 1) \ 2(ﬂ+7q 2V2-T,Vq 1)3\2
E facil concluir que
. V. _
lim v = 0 (4.72)
V—=0
Analogamente se obtem :
2 . 2
tim? Ve—of &) 4L (4.73)
ov B 44

Designando V. o potencial eléctrico na transi¢io supercondutora trés situagées podem ocorrer:

1) T,> 2(")'ﬁ)1/2 => Ves mazimo
., 1/2
2) Ts< 2(%5) / = V., minimo

1) T,= 2("/,3)1/2 = ponto critico

Nos termos da eq.(2.106) a temperatura critica do sistema termodinamico (S,V,q) ¢, precisamente,

T.= 2(45) /2=, (4.74)

Dentro da logica do presente formalismo, sio os parametros criticos que determinam as propriedades
termodindmicas e, dado que é conhecido que estas sido profundamente diferentes na fase
supercondutoras — relativamente a fase normal da mesma substincia — admitiremos, em
conformidade, que a transicio para a fase supercondutora constitui um ponto critico . Argumentacéo

no mesmo sentido foi expendida quando da analise das anomalias verificadas nas capacidades térmicas

[§ 3.5].
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Por outro lado, de (4.69) resulta :
imS/q =0 (4.75)
V-0

Esta condigéo de entropia nula €, precisamente, a caracleristica fundamental de um superfluido [7 ].

" Regressando & eq.(4.67), notando que V.=V¢(T,V/q) [vide (4.68) e (4.69)] e tendo

em conta (4.72) verifica-se que na transi¢do de supercondutividade :

dv. 9V/a _ §v. |
dV/q 9" = 87 (4.76)

ou seja, o potencial eléecirico néo varia ao longo do condutor onde flui a corrente I,. Dito de outro
modo a resisténcia elécirica do condutor é nula. Tal facto ndo significa que a coorente eléctrica se

anula. Atendendo a (4.41), obtem-se de (4.67) :

(4.77)

Iy:

={eme

onde 4=U/q é a energia interna por unidade de carga. Escrevendo a equacdo da energia (2.8) do

sistema (U,S,V,q), com S=0 e V=0 (supercondutor) :

U=-qV. ' (4.78)

e, dado que V. e I, — por continuidade — nao variam ao longo do condutor, conclui-se de (4.78) e
(4.77) que o fluzo de energia interna tambem e constante, ndo havendo, portanto, dissipacio ao

airavessar o condulor.

Raciocinio perfeitamente analogo poderia ser feito para uma corrente superfluida

4 1
de massa, neste caso com X =M e A =pu.

105
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4.7 - Processos difusivos

A eq.(4.18) &, como vimos, a forma mais geral da equacio da difusio. Esta

equagio pode ser escrita na forma :

kaA; i » (Az"V J:"Aleli)aA; (Az")2a A

oI ——=49%, =- - >+ J

(4.79)

onde o termo

$y=V (A J’“) (4.80)

representa a fonte/sumidouro da energia interna associada a propfiedade X"

i

OA .
62"]:0 Vj#k, entdo, tendo em conta (4.48) e (4.67), a eq.(4.79) reduz-se a :
oA’ v (A2 %A
g iy =7 J;)(Az iy (4.81)

24, 8(z*)?

A eq.(4.81) é a forma genérica das conhecidas equagées de difusdo . O coeficiente de difusibilidade D
vem dado por :

"2 | '
— (v )i\ez) 4.82
Dyy=( )2AH (4.82)

Duas situagdes tipicas decorrentes da eq.(4.81) sio as seguintes :

I-

S0

Nestas condi¢des, a eq.(4.81) reduz-se a
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WA, v (A2 O%A]
i LA [ANCL0 'y 4.83

Por exemplo, com Xi=U, Xk:S, vem A;:T e IIk:CV ¢ (4.83) tem a forma :

"2
T (o* (A7) 21 _
Cvig - (v J") 7T 3(zy)2—° (4.84)

Esta equacdo mostra que, uma vez que CV>0, s0 ocorrera difusio de calor se VVJ},>0, ou seja se

existir divergéncia positiva do fluxo de energia interna. Tendo em conta (4.48) , (2.8) e (2.12) vem :

6(S)u

aVu BL, (4-85)

VJ_T a7 +”6z

- P~

ou seja, o coeficiente de difusibilidade depende das divergéncias dos fluxos de entropia (S).,, de volume

»(Vy) e de massa (I,,).

Consideremos, agora Xi:U, Xk:V, vindo A::—P e Hk:P(g—‘—l{)M g e de (4.83):
2
avy)  oP . 1\(82)7 a%p _
P(5F s (V 3 )5 a2 (4.86)

Neste caso, como em geral se verifica P(gP)M S<0, a eq.(4.86) representara, ainda, um processo
’
difusivo. U processo real que pode ser descrito por esta equacao &, por exemplo, a evolucdo do campo

da pressio na vizinhanca de uma explosio.

3A
II- 3t 0 (estacionaridade)

Neste caso estdo incluidos os processos estacionarios.

(Az")2 3 A i
(v J: D o 6(2")2 =9 (4.87)
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As fontes ffiséo, no caso de Xi:S :

i B(sz) 19T , Qv
:f(s)_ T Q"ng—” 01" (4.88)

ou sejam, o acoplamento fluxo de calor/gradiente de temperatura ¢ a divergéncia do fluxo de calor.

No caso de Xk:V

¢ 3(PJs) v OP _ pdvy
(V) - 3 o Pa (4.89)

As fontes ¥ '(V) sdo, agora, o acoplamento velocidade/gradiente de pressdo e a divergéncia do campo de

velocidade.

k
Finalmente, com X =M

T = E’((?sz“) - I,a s+l (4.90)
Esta ultima equagio da conta dos processos que poderdo alterar a parte da energia interna associada a
massa : acoplamento corrente/gradiente do potencial massico e divergéncia do campo da corrente. O
primeiro processo ocorre, por exemplo, quando um fluxo de pa.rticulas ¢ acelerada por um gradiente de
potencial, o que origina variagdo da sua energia massica. O segundo processo — divergéncia do campo
da corrente — ¢ caracteristico das explosdes, desintegracdes radioactivas e da criagdo/destruigio de

particulas elementares em aceleradores de alta energia.

Na auséncia de fontes/sumidouros ff;k) a eq.(4.87) reduz-se a uma equacdo de

Laplace :
62A (4.91)
a(zll)2 )
que descreve a distribuicad espacial — cdmpo — da variavel A; sujeita a determinadas condigGes
fronteira.
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4.8-Teste experimental de uma expressdo da condutividade térmica

A condutividade térmica k, é o médulo do coeficiente da derivada 8-:91‘7 na
eq.(4.26) :
k= Jiaz (4.92)

Vamos tentar explicitar k,, para um gas, em termos das varidveis que caracterizam este sistema. O

sistema gas ideal é definido pela equagdo de estado (I.15):

U:McVT (4.93)

A energia interna é, neste caso, fun¢ido de uma unica variavel extensiva, M. Tendo em conta (4.48),

vem :

J .1,=J 3cVT: pv'eyT (4.94)

onde consideramos o fluxo de massa Jﬁ: pv”, sendo V¥ a velocidade media (em modulo das moléculas
do gas. Apos percorrer, em meédia, um espaco igual ao livre percurso médio I, a trajectéria da
molécula ¢ alterada. O parametro espacial caracteristico Az’ para a troca de propriedades Xj deve
estar, de algum modo, relacionado com o livre percurso medio 1. Atendendo & argumentagdo
expendida no § 4.2, nomeadamente a eq.(4.17), ocorre identificar neste caso o parametro caracteristico

Az’ com o valor da metade do livre percurso médio [14] :

A= 1)2= (4.95)

1
2&7" dcno

onde d. & o diametro eficaz, para a colisio, das moléculas de gis e n, o niimero de moléculas de gas

na unidade de volume.
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Tendo em conta (4.94), (4.95), e V”:(kBT/m)lﬂonde kg é a constante de

Boltzmann, m a massa da molécula do gas , a eq.(4.92) toma a forma :

1/2 1/2 -
kt: AOCVT / H AQZ&(WRQ/ 92) 1 (4-96)

Atendendo a expressdo ja encontrada para cy [eq.(3.20)] , a eq.(4.96) pode, finalmente, escrever-se

como
T2=(Agpe/T)Y 3(T7/ 32/ 3)—Tc2 (4.97)

Esta equacdo foi testada poara os gases Hélio (He), Neon (Ne), Argon (Ar),
Diozido de carbono (CO,), Amoniaco (NHg), Propano (CgHg), Azoto (Ng) e Cloreto de metil
(CH4Cl), para valores de k, obtidos a pressdes proximas da pressio atmosférica normal [10]. A
verificar-se a eq.(4.97), os valores experimntais (T,k;) devem originar uma recta quando esta equagéo &
representada no espago de coordenadas (T2, T7/ 3k;2/3). O resultados constam das figs.(22)-
(29)[Apéndice IV].

De acordo com o que seria de esperar, esta representagio originou rectas em
praticamente todos os casos. Exceptuam-se os casos do ozigénio, do propano e do amoniaco em que,
para baixas temperaturas, temos um segmento de recta de coeficiente angular diferente do observado

para médias e altas temperaturas.

Como tambeém seria de esperar, pela eq.(4.97), todas as rectas intersectam o eixo

vertical em pontos de coordenada vertical negativa.

Os resultados estao sumarizados no Quadro IV (pg. 112), no qual os valores entre
paréntesis na coluna dos valores. do coeficiente angular das rectas se referem ao segmento de recta

correspondente & zona de baixas temperaturas [figs,(25),(26) e (28)].

Um parametro que pode ser determinado imediatamente é o valor da temperatura
critice de cada gas, pois segundo (4.97) correspondera & raiz quadrada do simétrico do valor da
intersec¢do das rectas no eixo vertical. Como se pode observar no Quadro IV, a excep¢do dos trés gases

cujos graficos exibem dois segmentos de recta e, tendo em conta que o tragado das rectas nio foi
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optimizado, podemos considerar que, de um modo geral, nio ha desacordo entre os valores de T. —
cuja determinacio esta afectada de alguma imprecisao — determinados por este método e os valores
reais. Para alguns gases, dada a imprecisdo do tragado da recta que afecta especialmente os casos em
que a interseccdo se verifica perto da origem, foram apresentados intervalos onde se devera situar o

valor real de T..

Por outro lado, os valores do coeficiente angular referentes ao segmento de recta

correspondente a4 zona de mais baixas temperaturas originam valores bastante aceitaveis para a
temperatura critica dos trés gases em causa (ozigeénio, propano e amoniaco). As temperaturas
correspondentes a intersec¢ao dos dois segmentos de recta sdo, para os trés gases em causa, as seguintes
origenio — 689. K, propano — 616.K e amoniaco — T762.K. Nao temos noticia de qualquer
alteracdo que se processe nestes gases a estas temperaturas, apenas observamos que, para os dois
ultimos, estas temperaturas sio bastante proximas do valor de T, fornecido pelo coeficiente angular do

segmento de recta correspondente as altas temperaturas (Quadro I'V).

Outro parametro que também pode ser determinado € o didmetro eficaz para a
colisio molecular d., a partir do coeficiente angular de cada recta (4.97) e, tendo em conta os valores
de p. ja determinados (Quadro III) — (para os gases monoatomicos de ndo pode ser calculado pelo
facto de ndo dispormos do valor de pc). Estes valores sdo, igualmente, apresentados no Quadro IV
conjuntamente com os valores do didmetro molecular dos mesmos gases, obtidos a partir do valor da
densidade maxima da fase liquida (valores entre paréntesis) [10]. Como se pode observar, estes valores,

para um mesmo gas aproximam-se bastante dos respectivos valores do didmetro eficaz d..-

Finalmente, note-se que a eq.(3.20) respeitante as capacidades térmicas dos gases
foi validada independentemente, de forma directa pelos valores experimentais das capacidades térmicas
massicas cy € de forma indirecta pelos valores experimentais das condutividades térmicas dos gases em

cuja formula (4.97) esta incluida.

Nio exploramos na totalidade as potencialidades de aplicagdo do formalismo ao
estudo dos processos irreversiveis. Poderiamos ir mais longe em extensido e em profundidade, o que ndo

fizemos por estar além dos objectivos a que nos propusemos na introdugao ao presente trabalho.
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Quadro IV
, 2/3 )
Gas | (Aopc/Te) Te(K) Te(K) de(A°)
(eq.4.97)
H, 0570 [25.~75.] 33.0 -
He 0512 [-0~45] 5.2 -
Ne .0220 [39.~55.] 44.5 -
Ar .0120 [141.~158.] 150.8 -
N, 0176 [122.~141.] 126.2 3.8 (4.4)
0, 0193 291.0 154.7 3.5 (4.2)
(-0156) (158.1)
NH4 .0416 728.0 405.4 3.5 (3.4)
(-0280) (400.0)
CO, .0180 300.0 304.2 | 3.9 (40
CgHg .0360 ‘ 600.0 369.8 5.5 (4.8)
(-0176) (374.3)
CH4Cl .0218 418.3 416.3 5.2 (4.5)




OBSERVACOES FINAIS E CONCLUSOES

5.1 - Aspectos gerais

Como temos referido ao longo dos capitulos precedentes, procuramos, em primeiro
lugar mostrar que o formalismo matematico desenvolvido no Cap. I4 poderia ser aplicivel a uma
descricio dos sistemas termodindmicos no espaco quadridimensiuonal 9 de coordenadas U, S, V ¢ M.
Para tal procuramos obter relacdes termodinimicas conhecidas (Cap. II) e novas relaces para as
capacidades térmicas méssicas a volume constante que mostramos serem validadas pela experiéncia
(Cap. III). Também procuramos estender a aplicagio do formalismo 308 Processos irreversiveis, tendo
obtido formalmente algumas leis fenomenologicas conhecidas e mostrado que o formalismo tinha
potencialidades para obten¢do de todas as leis fenomenologicas do tipo fluzo/gradiente. Mostramos,
inclusive, que existe acordo experimental com uma expressio da conditividade térmica derivada a

pa.rtu‘ do presenté formalismo (Cap. IV).

Seguir-se-a, naturalmente, o aprofundamento de algumas questdes, o
esclarecimento de algumas dividas, nomeadamente de interpretagio (por ex. § 3.6) e a delimitacdo da

aplicabilidade do formalismo. Antes, porém, convém fazer uma pausa para reflexio.

Um aspecto fundamental deste formalismo consiste no facto de a equacdo




5.1 - Aspectos gerais [5.2 - Parametros criticos e interacg3o electromagnética

U=U(S,V,M) ser escrita a partir dos valores absolutos das variaveis S,V,M [eq. (2.43)] e néo na forma
diferencial [eq. (2.16)]. A forma diferencial, caracteristica do formalismo termodindmico descrito no
referencial experimental (T,-P,s) d& lugar a uma formulagdo algebrica da relacio fundamental que

exige, como seria de esperar, trés constantes a, §, 7 para a sua definicio.

Qutro aspecto importante a reter é o de que o estado critico se constitui como
como estado privilegiado de referéncia de todos os estados possiveis do sistema. De facto, as constantes
a, B e v estdo relacionadas com os parametros criticos Te, Pc e peleq. (2.118)]. S&o estes parametros
que, através da relagio fundamental (2.119) determinam toda a Termodindmica da substancia
respectiva. Como mostramos [§ 2.9], a, § e 7 constitui o referencial das coordenadas geodésicas do
espago termodindmico, o que lhe confere uma facilidade de tratamento, em termos formais, muito
especial. Ao analisar conjuntamente todos estes aspectos poderemos ir mais alem no entendimento do

que estara por detras destes relacionamentos.

5.2 - Parametros criticos e interaccdo electromagnética

As propriedades termodinimicas das substincias estio relacionadas com as
configuragdes electronicas das moléculas de que sio constituidas. De facto, nos sistemas que séo,
normalmente, tratados através do formalismo termodinidmico as distancias inter-particulas sdo tais que
a forga predominante ¢ a forga elcctromagnética‘.‘ E de admitir, pois, que os parimetros criticos
estejam, de algum modo, relacionados com pardmetros que definem a interacgéo electromagnética
entre as moléculas. De facto, por exemplo, para moléculas ndo polares idénticas a interacg@o é descrita

atraves do potencial de Lennard-Jones &(r):

6 12 |
Q(l‘):llc(% - %1—2) (5-1)

onde r & a distincia intermolecular ¢ € e o sio parametros caracteristicos da interac¢do molecular.
Diferenciando (5.1) e igualapdo a zero conclui-se que ¢ representa o minimo do potencial &(r) e que a
1/6

esse minimo corresponde uma distincia intermolecular rm=2"' 0. Para muitas substincias existem

r r
formulas semi-empiricas que permitem relacionar € e o com a temperatura critica Tc e o volume
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eritico Ve:

e/k=0.77T. ; o= 9_v, (5.2)

onde N é o Nimero de Avogadro. Estas fomulas permitem perceber que existe uma estreita relagio
entre os parametros criticos e as constantes que no caso do potencial de Lennard-Jones definem a
interacgdo electromagnética entre as moléculas. Deste ponto de vista, ndio surpreende que a
termodinimica de uma determinada substincia seja determinada pelas constantes a; B e 7, pois estas

;
estdo, como vimos atras, relacionadas com os parametros criticos T., Pc e pe.

Na analise que fizemos dos supercondutores (e superfluidos) fizemos notar que na
transi¢io para a fase supercondutora (ou superfluida) existe um estado com as caracteisticas de estado
cr;'t:'co, acontecendo que, para temperaturas abaixo _da. temperatura de transigdo T.,, as constantes a,
B e v teriam valores diferentes dos relativos & respectiva fase normal [§ 4.6]. Dentro do raciocinio que
vimos desenvolvendo teremos de admitir que a interaccdo electromagnética entre as partlculas
constituintes do sistema é profundamente alterada quando da ocorréncia dessa tramsigio, o que

correspondera 4 alteragio das propriedades termodinamicas da substincia em causa.

5.3 - Conclusbes - sintese sequencial

Apresentamos, seguidamente, de forma sintética e sequencial as principais
conclusdes do presente estudo, embora sob a reserva que resulta do facto de ser necessario testar o

formalismo a todos os dominios onde &, potencialmente, aplicavel:

1) A estrutura matematica resultante dos Postulados P1 e P2 & aplicavel a um
espaco termodinamico qudridimensional de coordenadas U,S,V e M, na medida em

qu e permite reproduzir as relagoes termodinamicas fundamentais (§ 2.1).

2) Os estados de equilibrio de sistemas isolados s@o definidos por mazimos das

variaveis entropia (S) e massa (M) e minimos do volume (V). Esta conlusio resulia
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directamente do Teorema II e do Corolario Ila conjuntamente com a condi¢io de as
variaveis intensivas T, u e -P nio poderem assumir valores infinitamente grandes
(§ 22). Analogamente, num sistema isentropico os estados de equilibrio sdo
definidos por um minimo da energia interna (U). Pudemos, igualmente, mostrar que
nada se pode concluir quanto ao aumento global e continuo da entropia no sistema

Universo (8 2.3).

3) Mostramos que se pode definir uma transformac@o que a partir das
coordenadas S,V e M do sub-espaco dos estados de equil;'brio gere as coordenadas
geodésicas (Sul)’, (;2)", ((u))’"desse sub-espago e inversamente (§ 2.4). FEstas duas
transformacdes permitem determinar os simbolos de Christoffel nesse sub-espaco

(Teorema IV). Trabalhando com as coordenadas geodésicas encontramos relagies

diferenciais conhecidas enire as variaveis extensivas e inlensivas (§ 2.5).

4) As RelagGes de Maxwell resultaram muito simplesmente da propriedade de
simetria dos indices inferiores dos simbolos de Christoffel (§ 2.6). Esta propriedade
de simetria que tinha sido posta em evidéncia pelo uso das coordenadas geodésicas
(Corolario IVa) ¢, contudo, intrinseca ao sub-espaco dos estados de equilgbrio, pois
a defini¢ao deste pode, igualmente, ser feita atraves da condigio de ertremo de um

funcional ¥* (§ 1.6).

: 5) As formas diferenciais entre as propriedades ertensivas e intensivas
.permitem definir @ medida destas wlimas, em Termodinamica, ja que as suas
variages podem ser relacionadas com variacoes (mensurdveis) de eztensio dos
sistemas. Estabelece-se, desta forma a conezdo formalismo-ezperimentacio e a

definicio de sistema de medida (§ 2.7).

6) Foram analisadas as condi¢es de coezisténcia de dois estados diferentes da
mesma substancia e relacionadas as varidveis iniensivas correspondentes ao ponto

critico com a base covariante a, B, v das coordenadas geodéesicas. Concluimos,
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com base no Teorema VI que o estado critico, a erisiir, sera unico, isto é, nio

podera existir um ponto critico na curva de transigio liquido-solido (§ 2.8).

7) Mostramos que o conhecimento dos parametros criticos T., Pc e pe
permitira determinar todas as propriedades iermodinamicas da substincia a que
respeitam. Defini’mo‘s o referencial das coordenada$ geodesicas como o referencial
proprio da substincia (RPS) e constatamos que o sub-espaco dos estados de
equil;'brio tem curvatura inirinseca o que torna @ descricio termodinimica em

coordenadas que ndo as geodesicas, algo mais complicada (§ 2.9).

8) A partir da equagcdo gque determina a entropia em funcio da massa
volimica e da temperatura enconiramos uma erpressio para a capacidade térmica
massica a volume constante (§ 3.1). O confronto com valores experimeniais da
capacidade termica de I;'qm'dos e solidos revelou que essa ezpressao era valida em
tnlervalos de temperatura definidos ¢ interpretamos os limiles desses iniervalos

como correspondendo @ transicoes de fase de sequnda espécie (§ 3.2).

9) Discutimos o conceilo de volume acessivel de um sistema termodinamico e
relacionamos este conceilo com .o dominio espacial das iransformacoes das
coordenadas das particulas constituintes do sistema que, deizam a energia interna
invariante. A luz deste conceito inlerpreiamos as iransformacdes de fase de
sequnda especie como variacoes, num curto inlervalo de temperalura, do volume

acessivel das substancis em causa (§3.3).

10) Em quatro substancias que tém a propriedade de tlerem fases
supcrcondutoras; foi poss;'veI‘ tdentificar as iransicoes de fase de segunda espéecie,
detectadas atraves da aplicacio da ezpressio encontrada para as capacidades
termicas aos valores experimentais, como iransicoes para as fases supercondutoras.
As temperaturas a que ocorem as iransicoes de sequnda espécie, determinadas por

este metodo, revelaram boa concordincia com as lemperaturas a gque se processa a
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iransicio de supercondutlividade. Verificou-se que as substacias em causa
apresentavam uma forte reduc@o do volume acessivel quando da transicio para a
fase supercondutora (§ 3.4). Foi apresentada, igualmente, uma possivel ezplicagao
para os devios que se verificam e¢ muito baizas temperaturas relativamente & lei de

Debye das capacidades térmicas (§ 3.5).

11) Foi constatada a dificuldade de o presente formalismo iratar o sistema gas
ideal. Este aparece aqui como a siluagio assimptotica correspondente ao limite em
que o0s paramelros criticos tendem simuManeamente para zero. A aplicacéo da
ezpress@o da capacidade termica foi feita sob a condic@o especial de Pfs<<27y
definir o sistema gas. Nestas condigoes, a ezpressio encontirada para as
capacidades térmicas revelou-se de acordo com os valores ezperimentais e foi
poss;'vel, com boa exactiddo, determinar a temperatuira critica de cada gas a partir
da erpressio referida. Foi, igualmente, possivel obier independentemente — por
duas vias — o valor de p. que se revelou, praticamente, coincidente como seria de

esperar (§ 3.6).

12) A estrutura matematica desenvolvida no Cap. I, nomeadamente o
Corolario Ila, foi aplicada ao tratamento dos processos irreversiveis. A partir de
uma ezpressio geral oblida foi possivel caraclerizar 1ires siluacoes de
desenvolvimento espago-temporal dos processos: quando a escala de variacdo
enpacial das variaveis intensivas é muilo maior que a respectiva escala temporal
estaremos em presenga de . processos difusivos; na situacio inversa leremos
processos do tipo resistor-indulor-capacitor (RLC) caracteristicos, nomeadamente,
dos circuitos electricos; na siluagido inlermedia teremos processos mistos, inclusive

ondulatérios, cracteristicos do regime de turbuléncia (§ 4.2).

13) Centrando a atencio sobre os processos do primeiro tipo obtivemos
ezpressoes analiticas das conhecidas leis fenomenologicas dos processos difustvos do
tipo fluzo-gradiente (Leis de Fourier, Poiseuille, Fick, Ohm) . Foi definido um

parametro espacial caracteristico de cada processo (§ 4.3).
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14) A generalizacio do formalismo para o tratamento de processos em que ssrgem
-acoplemento de fluzos decorre naturalmente. Sem esforco de maior foi possivel
tratar os fenomenos termo-electricos (Efeitos de Joule, Thomsom, Peltier), termo- |
mecanicos ([Efeitos termo-mecanico, mecano-calorico, e convecgdo natural) e termo-

\
|
, difusivos (Efeitos de Soret e Dufour)(§ 4.4).

18) O Teorema da Reciprocidade de Onsager foi demonstrado denmtro do

presente formalismo sem necessidade de recurso a0 Jormalismo estalistico (§ 4.5).

16) Foi, também, tratado o problema da supercondutividade (e da superfluidez).
Mostrou-se que a redugio subtancial do volume acessivel — detectada gquando da
- aplicagdo da erpressio das cepacidades termicas dos supercondutores — ¢ condigdo
suficiente para que uma correnie se torne superfluida, isto ¢, flua sem resisténcia.
A mesma condicio implica que a energia interna permane¢a conslante ao longo da
corrente. Constatou-se que o ponto de iransicio para os) estado supercondulor(es)
tem caracteristicas de ponto critico, definindo, portanto, par&métros criticos para
o(s) estado(s) supercondutore(s), diferentes daqueles que respeitam ao(s) estado(s)

normal(is) pelo que as propridades termodinacas serdo profundamente alieradas

(§ 4.6).

17) Foram, também, abordados os processos difusivos tendo sido caracterizadas
as situacdes de regimes transienles com a presenca e na auséncia de fonies e de

regimes estacionario com ¢ sem fontes (equagio de Laplace) (§ 4.7).

18) Foi enconirada uma ezpressio analitica para o condutividade térmica dos
ga-.écs e feito o teste com valores ezperimentais. Esla ezpressio, revelou bom acordo
com os valores experimentais ¢ permiliu a determinacéo do valor da temperatura
critica de cada gas (embora, o metodo grafico usado ndo permitisse a precisdo

adequada). Um outro parametro que pode ser obtido a partir da aplicagdo da
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5.3 - Conclusées ~ sintese sequencial

ezpressdo da condutividade térmica foi o didmetro eficaz para a colisdio molecular
que se revelou da mesma ordem de grandeza do diametro molecular obtido, para

cada g&s,» a partir do valor da densidade mazima da respectiva fase l;'quida (§ 4.8).
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Capacidades térmicas dos liquidos







Capacidades térmicas dos li quidos

] I ]
%-\ H20 (liquido satursdo)
x
:3 .

a7,
~d
~

016 - .

Fig. 1 - Verificagdo da eq. (3.4) para a fase li quida da agua.

Fonte de dados ezperimentais : [13]







Capacidades termicas dos I;'quidos

[ I |
26—
g N2 (liquido saturado)
%
'73.24

|
100

125
T(K)

Fig. 2 - Verificacdo da eq. (3.4) para a fase li quida do azoto.

Fonte de dados experimentais : [13]







Capacidades térmicas dos li quidos

| ! ‘ ! T
25— NH3 (liquido saturado) |
£ .
X
»
» 20— —
N )
i
A
15— -
' | | | 1

(%)

Fig. 3 - Verificagao da eq. (3.4) para a fase li quida do amoni aco.

Fonte de dados experimentais : [13]







Capacidades térmicas dos Ii quidos

! I I 1

20— CHy (iquido saturado)

l | | I

120 140 160 180
T(K)

Fig. 4 - Verificagdo da eq. (3.4) para a fase li quida do metano.

Fonte de dados experimentais : [13]







Capacidades termicas dos Ii quidos

| T 7 I
C 3 H 8 (liquido saturado)

ke k2

(1705

_| | |

. |
200 250 300 350
(k)

Fig. 5 - Verificagdo da eq. (3.4) para a fase li quida do propano.

Fonte de dados ezperimentais - [13]







Capacidades térmicas dos Ii quidos

I l ] ] I

45— C02 (liquido saturado)
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| ] |
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Fig. 6 - Verificag3o da eq. (3.4) para a fase li quida do dioxido de carbono.

Fonte de dados ezperimentais : [13]
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Capacidades termicas dos solidos

| I [ I
3
%
T} 6 H20 (gelo)
R
.5
S
\
41—
.3 '
| l l |
50 100 150 200 .

Fig. 7 - Verificacdo da eq. (3.4) para a fase solida da agua.

Fonte de dados experimentais : [9]
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[ APENDICE 11 ! Capacidades térmicas dos solidos

Kr (s6d0)

il

e

80 100 0

Fig. 8 - Verificagao da eq. (3.4) para a fase solida do kripton.

Fonte de dados ezperimentais : [9]
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Capacidades termicas dos solidos

|
150 200

|
750 .o

Fig. 9 - Verificacdo da eq. (3.4) para as fases solidas do ouro, prata e cobre

Fonte de dados experimentais : [8]







Capacidades termicas dos sblidos

] | ]
Ge
S 1.0f
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R
24 8r
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Y3 6L
n
L |
1 .
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)

Fig. 10 - Verificagdo da eq. (3.4) para a fase solida do germanio.
Ao cimo, a representagao da mesma fung3o com a escala vertical

ampliada 5X.

Fonte de dados ezperimentais : [8]







SENDICE I} Capacidades térmicas dos sélidos

Ta
95~ -

(g 'k2 )2/ 3

.80

(T/ ‘V)Z/J

.85

|
40 60 80

T(K)

Fig. 11 - Verificagdo da eq. (3.4) para a fase solida do tantalo.

Ao cimo, a representacdo da mesma fun¢do com a escala vertical
ampliada 40X.

Fonte de dados experimentais : [8]
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Capacidades térmicas dos sélidos

I I T I

2

~,
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‘.3 Pb

6 9

e
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21—
| | | ]
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Fig. 12 - Verificagao da eq. (3.4) para a fase solida do chumbo.

Ao cimo, a representagdo da mesma fungao com a escala vertical

ampliada 5X.

Fonte de dados ezperimentass : [8]







|- APENDICE Ui ] Capacidades termicas dos solidos

< | [ I T
X
T2k In o
2
IS o
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-
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4
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} ] 1 1
20 40 60 80

T(K)

Fig. 13 - Verificac3o da eq. (3.4) para a fase solida do indio.
Ao cimo, a representacio da mesma fun¢3o com a escala vertical

ampliada 20X.

Fonte de dados ezperimentass : [8]
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Capacidades térmicas dos so6lidos

S_\ Sn
X
2
10 -
S 7
>
S
6
5 5L ° -

| N e l
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LY

Fig. 14 - Verificagdo da eq. (3.4) para a fase solida do estanho.

Ao cimo, a representagdo da mesma func3o com a escala vertical
ampliada 20X.

Fonte de dados ezperimentais : [13]
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{ll. | Capacidades térmicas dos gases

[ | [
5._
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3‘ al- Hy (ein)
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i 2 .3
2 (K¥x10%)

Fig. 15 - Verificagio da eq. (3.21) para o hidrogenio.

Fonte de dados experimentais : [10]







l" APE NDICE Il ] Capacidades termicas dos gases

0y @9

Fig

2 (k?x10%)

ig. 16 - Verificacdo da eq. (3.21) para o oxigenio.

Fonte de dados ezperimentais : [10]







Capacidades térmicas dos gases

Ny o

2P (Y 31«” ?xm?' )

Fig. 17 - Verificag3o da eq. (3.21) para o azoto.

Fonte de dados experimentais : [10]







| APENDICE Il ] Capacidades térmicas dos gases

Py

2 -2/3
T oy

| I
C02 (g4s)

l |

1' —’—2 (K2X106) 2.

Fig. 18 - Verificagdo da eq. (3.21) para o dioxido de carbono.

Fonte de dados ezperimentais : [10]







Capacidades termicas dos gases

3 2P i)

-2
‘v

T2

05—

NH3 (sb3)

7 (k?x16°)

Fig. 19 - Verificagao da eq. (3.21) para o amoniaco.

Fonte de dados ezperimentais : [10]







Capacidades térmicas dos gases
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C3H8 (gas)

|
25 .50 a5 100
12 (k?x105)

Fig. 20 - Verificagdo da eq. (3.21) para o propano.

Fonte de dados ezperimentais : [10]







| Capacidades térmicas dos gases
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Fig. 21 - Verificagao da eq. (3.21) para o cloreto de metilo.

Fonte de dados experimentais - [10]
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Condutividades térmicas dos gases
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Condutividades térmicas dos gases

iy
o

2 (K2x10%)

I . |
1 : 2

7830 13w Px107)

Fig. 22 - Verificagdo da eq. (4.97) para o hidrogenio.

Founte de dados experimentais : [10]







DICE IV | Condutividades térmicas dos gases
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Fig. 23 - Verificagdo da eq. (4.97) para o hélio, néon e argon.

Fonte de dados experimentais : [10]
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L_APENDICE 1V_| Condutividades térmicas dos gases

N

(k2 x10°)

|

.5 10
773,203

Fig. 24 - Verificagio da eq. (4.97) para o azoto.

Fonte de dados experimentais : [10]
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[ -AfPE'NDICEp IV | Condutividades térmicas dos gases

=

5

2 (K2x165)
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773 k-‘2/3 (K3 w3 x108)

Fig. 25 - Verificagdo da eq. (4.97) para o oxigénio.

Fonte de dados experiinentais : [10]







| Condutividades térmicas dos gases

NH3 (sds)
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Fig. 26 - Verificagdo da eq. (4.97) para o amoni aco.

Fonte de dados experimentais : [10]







|_APENDICE IV | Condutividades térmicas dos gases
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Fig. 27 - Verificagio da eq. (4.97) para o dioxido de carbono.

Fonte de dados ezperimentais : [10]







Condutividades térmicas dos gases

l ]

75335 0w mPx108)
Fig. 28 - Verificagdo da eq. (4.97) para o propano.

Fonte de dados ezperimentais : [10]
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| Condutividades termicas dos gases
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Fig. 29 - Verificagdo da eq. (4.97) para o cloreto de metilo.

Fonte de dados experimentais : [10]




Aditamento a "FORMALISMO TERMODINAMICO COM BASE NOS PARAMETROS CRI TICOS”

PAG. LINHA

SUBSTITUIR

19 16 ¢ 17
19 18

19 20

20 2

25 Beq.1.41)

31 7
37 9(eq.1.95)

49 T(eg-2.45)

59 10
61 5
71 6
78 9

81 25(eq.3.26)

101 12
102-105
107 12
108 1
113 12
115 2
115 9
116 17
119 16
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U()ax’ = 3WVax’

POR

u(j)dxl=—’§c)dx i (nio somado em j} (eliminar as egs. 1.21 ¢ 122)

A eq. (1.21)...
V= A%U()
- (A YU,

(')( ,_) )
.= T4

...das eqs. (1.65)-(1.67)...

=3 A, “A(1-85)+-.

(4)
(%)
do* =Tuax

I

i
eqilibrio
relacia
Mecaica

Tranformada

. 1/2
lim O(Fc/Tc‘) =

pe Te—
coefiocientes
Superconditividade
U processo ...
X'=s
conditividade

e/k = 0.77T.

carateisticas
a definic3o deste pode,
igualmente, ser feita....

propridades termodinacas

(abcissa) (K2X1 06)

A eq. (1.20)...
i | rd
735 )=2AJ.U(,,)
O S IT1
@ "=(2A"7'U
= ’,) &)
=Tia,
...das eqs. (1.64)-(1. 66)
1
Al Ap(l XX
(u)
(u) j
de” =T4ax’
equi.librio
relacido
Mecanica
Transformada

T

coeficientes
Supercondutividade
Um processo ...
Xk=S
condutividade

e/kg = ’0.77Tc
caracteristicas

evidencia-se, igualmente, quando
a defini¢cdo deste ¢ feita...

propriedades termodina micas\\] R /‘{)

(abcissa) (K2X105) )




