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Resumo/Abstract

O presente trabalho procura demonstrar que as condi¢des exigidas por Dockner no teorema 3, mesmo
para o caso da sociedade evidenciar impaciéncia face ao futuro (caso em que r > 0) podem fazer surgir
ndo soO os 4 valores proprios apenas com parte real a que o teorema se refere, como também dois pares
de complexos conjugados sendo que dois deles tém parte real positiva e dois parte real negativa. Com
isso, as trajectdrias em direc¢do ao estado estacionario, quando vistas a partir do Stable Manifold, podem
evoluir em forma de espiral convergente (Foco Estavel).

Palavras-chave/Keyword:  Controle Optimo, Princi pio de Pontryagin, Dindmica de Sistemas, Estabilidade
local em sistemas dinamicos nao lineares de dimensao 4.
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I. INTRODUGCAO

No seu artigo de 1985, Dockner apresenta uma metodologia que lhe permite
calcular explicitamente os valores-préprios associados ao Jacobiano resultante da
lineariza¢&o do Sistema Dindmico Hamiltoniano Modificado. Com isso, estabelece
um Teorema (0 Teorema 3) no qual apresenta as condicdes necessarias e
suficientes para que o estado estacionario associado ao problema em estudo
evidencie localmente as propriedades ti picas de Ponto Sela. Verificadas essas

condig6es, os valores-proprios do sistema candnico apenas apresentam parte real -
Im{}\i} =0, com i =1,2,3,4- sendo dois positivos e dois negativos.

O presente trabalho procura demonstrar que nao sé esse teorema é incompleto
como ainda é incorrecta a afirmac¢ao segundo a qual "it is an important fact in the
case of r = 0, no imaginary eighenvalues are possible. Thus closed contours of H
around the steady state are excluded and periodic sinusoidal motions are rules out.
A necessary condition for such motions to occur is r = 0" (sendo que r corresponde a
taxa de impaciéncia da sociedade ou Taxa de Desconto).

Na verdade, como teremos ocasiao de mostrar, as condi¢des exigidas por Dockner
no teorema 3, mesmo para o0 caso da sociedade evidenciar impaciéncia face ao
futuro (caso em que r > 0) podem fazer surgir ndo sé os 4 valores proprios apenas
com parte real de que ja faldmos, como também dois pares de complexos
conjugados sendo que dois deles tém parte real positiva e dois parte real negativa.
Com isso, as trajectorias em direccado ao estado estacionario, quando vistas a



partir da variedade central estavel - Stable Manifold -, podem evoluir em forma de
espiral convergente (Foco Estével)@.

Il - O problema geral de Controle Optimo com Duas
Variaveis de Estado

Comecemos por especificar o problema geral de controle 6 ptimo com duas variaveis
de estado (x e y), definido num horizonte temporal infinito, autbnomo (com um
factor de desconto afectando a fung &o objectivo), sem restri¢cdes sobre as variaveis
de controle, u e que pode ser perturbado por um conjunto de parametros
representados aqui pelo vector 8. Formalmente, trata-se, em geral, de

[1] m;axﬁ)oo F(u,x Yy, B)e*dt

S.a

x= T (X, y,u, B)
[2] |
y=9a(xYy,u,p)

x(0) = %,
y(©0) =Y,

onde, u é o vector das variaveis de controle : uJO", 00", F(.), f(.) e g(.) s&do

funcdes conti nuas, definidasem [ e d> 0 é ataxa de desconto.

A solucdo do problema pode ser encontrada pela aplicagdo do Princi pio de
Méximo de Pontryagin que consiste em encontrar um valor para as duas variaveis
de co-estado A e , associadas as duas equag 6es diferenciais [2], que maximizam o
(valor-corrente do) Hamiltoniano

[3] H(u, %y, B, A, 1) =F(u,xy, B)+Af (u,xy, B)+ug(u, x, y, B)

@) Brito P. (1994), faz na sua dissertacdo de doutoramento uma caracterizagdo completa da dindmica local associada a
sistemas Hamiltonianos como o que estamos aqui a usar. Nesse sentido 0s nossos resultados constituem apenas
um dos casos que analisa, concretamente o caso que identifica como A (vidé ob. cit. pag. 206).



que asseguram a existéncia de uma trajectéria 6ptima {u*,x*,y*}tzo e onde as

condi¢8es necessarias geram o seguinte Sistema Dindmico Hamiltoniano

x=H,
y=H

[4] o
A=6A-H,
H=0u—H,

com as seguintes condi¢gdes de 12 ordem

[5] %:OD H,=F,()+Af,()+ug,()=0

e que, devido as propriedades de F(.), f(.) e g(.), fornece os ni veis 6ptimos das
variaveis de controle, u, como fun¢cao de todas as variaveis que a determinam
(soluc &@o fechada). Formalmente

[6] d, = O(X, y,,B,A,/J) com i=1,..,m

Introduzindo agora [6] no Hamiltoniano inicial, obtemos o que na literatura se
denomina por Hamiltoniano Modificado:

[7] H() =H[G(x, Y, B,A, 1), %, Y, B, A, ]

que é, obviamente equivalente ao Hamiltoniano inicial e que da origem a um
sistema candnico também equivalente ao anterior denominado Sistema Dinamico
Hamiltoniano Modificado (SDHM).

A andlise da estabilidade local baseia-se na linearizagao deste sistema em tomo do

ponto de equili brio @(: y:/\ = /J = O@que gera o seguinte sistema:

. 0 m B [I§0
8 D=JDO §D=
5] %E %: _A.+5|2%7%



D(_XOGD D\—/\wD D_I/\X H/\yD D_IM H/\ND
onde &=0 .0 n=g .0 A= H O 284 H O
-y O H—H [ 1x wy [ 7 we
c H, H,O
- 0
E_'yx Hy O
e, finalmente, I3, a matriz Identidade de ordem 2, sendo J={Ji’j}i 40 ©

Jacobiano obtido a partir do sistema inicial. Como J é uma matriz de dimensao

(4x4), os valores prdprios @ que Ihe estdo associados séo solugdes do polindmio de
quarto grau obtido a partir de det(J -q 4) =0;

(9] i(—l)jmm—j)qoi =0

em que M(h) denota o somatdrio de todos os menores principais de ordem h obtido
a partir de J (por convengéao, M(0) = 1)

[10] P* -M@Dp’ +M (2> -M@Qp+M(4) =0

Definindo agora

ox ox [0y 9y |ax ax

[11] z:M(z)_azzM_(P’)zg. 0_/\+0"‘y dpf +2§){ a;{
O 10A 9A| |ou opl |94 92

ox Ol |y du|l | ou

cada um dos menores principais pode ser escrito do seguinte modo:
4
M()=tr(J) = Z(p, =25
M(2) = 5% + 5(‘]33 + ‘J44)_ 2(‘]34‘]43 + ‘J14‘J41)_ Jisda = Juds = 0% +Z
M@ =M (2) - o2|=az

M (4) = det(J) =A



a equag ao caracteri stica de J vira

[12] 0" -25¢° + (6% +Z)p? —azZp+A =0

) . . . . .. o
que é equivalente a seguinte equagc o bi-quadratica em A ——I('EI

O

0 o° o D O
13 S-S -2H-BHz-BHom -0
20 0208 208
N _ 5§ . .
usando agora a transformagéo ¢ = %u—z obtemos a seguinte quadraticaem ¢

, 52 O O E_
[14] ¢ +%—7%—%§§—%§5A%—0

U

Como consequéncia trivial, as rai zes desta equag do virao

[15] i -FPH -2 +1422 4N

20 2
Tendo em conta a transformag¢do que fizemos a pouco, podemos escrever que

o . . . N
qo—z = i\/a, donde os quatro valores prdprios do jacobiano virdo, finalmente

[16] @roza = i\/ HZ%%V -4/

2]

Estamos agora em condi¢des de estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 1- Sendo A >0 e Z <0, a solugao estacionaria possui as propriedades
do ponto-sela. Se Z2 - 4A >0, 0 Jacobiano do sistema candnico tera 4
rai zes reais sendo duas positivas e duas negativas. Se Z2-470<0,0
Jacobiano tera 4 rai zes complexas conjugados, sendo que duas terao
parte real positiva e duas parte real negativa.

() vide Brito, P. (1991), pag. 198.



Dem. Quando Z2 - 4A >0 é facil verificar gue as rai zes serdo reais dado que com

Z < 0 se tera necessariamente ng—z-%\/zz-M >0. Por outro lado, como
2g 2

%<JE%§—%+%\/ZZ—4A, duas rai zes serdo positivas e duas negativas. Isto
020

significa que estamos, de facto, em presenca das propriedades que tipificam um
ponto sela.
Quando Z2 - 4A < 0, teremos seguramente dois pares de rai zes complexas

(7] @J=%+ﬁ%§—%igwﬁ:3ﬂ

[18] @4 %—\/Egg—%i%(4A—Zz)

que escritas na forma polar tomam o seguinte aspecto

[19] Gy = E% §+ {r[cos® + isen6} >

[20] B0 = Eg E—{r [cos6 +isen6} 2

e onde se fez

2H-<B
21 = -Z A
(2] "“\m2o ‘o’
127
2 2
[22] COS@=@ - J

[23] senf =

usando agora o Teorema de De Moivre, as rai zes caracteri sticas do jacobiano
podem se escritas do seguinte modo:



[24] @, :%Qr;[cos%eiisen%e]

[25] Os4 :Egg—ré[coséeiisenge]

parte real de @ é positiva dado que com cosf@ >0 e tera

/1+cos€ .
cos%6= > >0. Porém, as propriedades de ponto sela requerem que as

partes reais de ¢,, sejam

negativas o que se verificara desde que em [25] se tenha B%H< r% COS%G.
WZaN

n /1+ cos6
Usando de novo a férmula do semiangulo, cos$6 = > >0 e em face de [22],

podemos escrever que

[26] rzcos30=r-

N[
(0 (O
+
]
N
111 I:IIII:II:D
Q_
EDJJZI
+
l:l
DI:DN
I\)|N

Porém, como A > 0 e Z < 0 verificar-se-80, seguramente as seguintes relages

e -SRI e

pelo que a parte real de ¢;, € seguramente negativa e teremos, assim, as

condi¢des necessarias para as propriedades de ponto-sela.

() Recorde-se gue como setem A >0eZ <0, [21] permite escrever seguramente que

_Jaéﬁ_zaéémaéé

020 020 020




Isto significa que existem duas "variedades" (manifolds) de dimensédo dois (sendo
uma estavel, associada as rai zes com parte real negativa e outra instavel,
associada a rai zes com parte real positiva) tangente aos respectivos Espacos
Lineares, respectivamente, Estavel (ES) e Instavel (EY) do sistema candnico e que

contém o estado estacionario.

A variedade estavel de dimensdo dois (ja que sdo dois os valores proprios com
rai zes negativas -ou com parte real negativa) tem a propriedade de que qualquer
"caminho" que parta do seu interior. efectuara uma trajectoéria assimptotica em
direcc &o ao estado estaciondario. Isto significa que se escolher convenientemente os
valores iniciais das varidveis de co-estado e de estado, A(0) = A[x(0), y(0)] e u(0) =
U[x(0),y(0)], de tal modo que estes valores iniciais emanem da variedade estavel,

entdo ha a garantia de que o caminho que percorrerdo ao longo do tempo se
dirigira para o estado estacionario (x°° JYOL AT U

Se as rai zes forem reais e restringindo a analise ao plano da variedade estavel
linearizada de dimenséao dois, entdo o estado estacionario sera caracterizado pela
topologia ti pica de um né-estavel.

Se as rai zes forem complexas, a trajectéria desenvolvida pelas variaveis em
direcc &0 ao estado estacionario descrevera uma espiral (ou foco estavel).

{ Inserir aqui Fig. 1}

11l - Conclusao

Com o presente trabalho clarificamos o teorema 3 de Dockner (1985) ao separar
duas situacgdes distintas relativas a topologia em torno do estado estacionario mas
que exigem as mesmas condi¢des para o det(J) e para a magnitude Z. Ao contrario
do que especifica o teorema 3, ndo se pode dizer que, verificadas as condi¢des nele
previstas, se tenham imediata e unicamente quatro valores préprios reais, sendo
dois positivos e dois negativos (assegurando, por isso, a convergéncia para o estado
estacionario).



Como julgamos ter demonstrado, verificadas as condi¢des previstas no teorema 3 e
mesmo para uma taxa de desconto positiva, a relagdo entre Det(J) e a magnitude Z
pode ser de tal ordem que os 4 valores préprios do sistema candénico podem ser
dois pares de complexos conjugados, dois com parte real positiva e dois com parte
real negativa . Neste caso, a aproximac¢ao ao estado estacionario pode ser feita sob
a forma de um Foco Estavel.
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