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Introducao

O presente texto pretende servir de apoio ao estudo de Analise Matematica |,
disciplina semestral leccionada nas licenciaturas de Engenharia e de
Matematica. Esta publicacdo esta em permanente construcdo e inclui os
conteudos programaticos desta disciplina, sem atender, de modo téo estrito,
as limitacbes de tempo inerentes as aulas para que estas folhas foram
escritas. Surge como complemento da actividade desenvolvida por uma
equipa de docentes do Departamento de Matematica da Universidade de
Evora que nos ultimos anos tem leccionado esta disciplina. Procura-se dar
uma apresentacao, dos diversos assuntos que, por um lado, tire partido da
natureza geometrica de muitos conceitos que 0s torna mais intuitivos e, por
outro, introduza os temas com O rigor necessario para que possa servir de
base a estudos mais aprofundados.
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CAPITULO 1

Sucessoes

1.1 Definicao de Sucessao

Definicao 1.1 Chama-se sucessao de niumeros reais a qualquer aplica¢do u do
conjunto dos numeros inteiros positivos, em R a qual pode ser representada por
(tn)pens (Un), ou apenas por (u,). A u, chama-se o termo geral da sucessao

u: N—R
n — u(n) = u,

Se (uy)

nen fOr uma sucessao de nimeros reais, os valores

u(l) =wu; diz-se primeiro termo da sucessao, ou termo de ordem 1
) =uy diz-se segundo termo da sucessao, ou termo de ordem 2
u(3) = us diz-se terceiro termo da sucessao, ou termo de ordem 3

u(n) = u, diz-se enésimo termo da sucessao, ou termo de ordem n

Podemos designar a sucessao escrevendo ordenadamente os seus termos:
(u, Ug, Ug,y ooy Uy, -.) -

Muitas vezes, por abuso de linguagem, é usado, para designar a sucessao o
termo geral u,. Ao conjunto dos valores da sucessao U = {u, :n € N} (ao seu
contradominio) chamamos o conjunto dos termos da sucessao.

Exemplo 1.1 Consideremos a sucessio (uy), oy cujo termo de ordem n é:
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Entao
Uy = U.(l) = 1,
1 1
UQ—U(Q):?:g,
1
U3—U(3)—§—ﬁ,
1
Uy = u(n) el

11 1
U= {1, TR } € o conjunto dos seus termos.

Podemos representar esta sucessao escrevendo ordenadamente os seus termos:

11
'R127 )

Exemplo 1.2 Consideremos a sucessio (vy,),cy cujo termo de ordem n é:

v, = (—1)"
Entao
vy =o(l) = —1,
Vo = (2) = 17
vy =v(3) = —1,

)

V ={-1,1} € o conjunto dos seus termos.

Podemos representar esta sucessao escrevendo ordenadamente os seus termos:

(-1,1,-1,1,-1,..).

E importante distinguir entre a sucessao e o conjunto dos seus termos. Numa
sucessao o seu dominio (o conjunto das ordens) é sempre infinito, é o conjunto N,

enquanto que o seu contradominio (o conjunto dos seus termos) pode ser finito ou
infinito.

Exemplo 1.3 Consideremos a sucessio (wy), oy cujo termo de ordem n é:

m
wy, = Cos(ng).
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Entao: ]
wy =w(l) = cos(z) ==,
37r 2 1
wy = w(2) = cos(2§) =—g
ws = w(3) = cos(m) = —1,
U 1
wy = w(4) = cos(d—-) = —=,
NI
ws = w(b) = cos( 3) 5

S

27 2

Podemos representar esta sucessao escrevendo ordenadamente 0s seus termos:

1 1 11
_7__7_]-7__7_7_]-717"' .
20 2 2°2

Exemplo 1.4 Consideremos a sucessio (8y),cy cujo termo de ordem n é:

1 1
W = {— ——,—1, 1} ¢ o conjunto dos seus termos.

Sy =mnn.
Entao:
S1 = 1,
So =23 ~ 1,4142,
sy =35 o~ 1,4422,
s, =41 ~ 1,4142,
ss = 55 ~ 1,3797,

1

S100 = (100) 10 ~ 1,0471,

S1000 = (1000) 1000 ~ 1,0069,

Considerando os wvalores aproximados a quatro casas decimais, o conjunto dos
termos serd:

S ={1;1,4142;1,4422;1,4142;1,3797; ...;1,0471; ...; 1,0069; ...} .
Podemos representar esta sucessao escrevendo ordenadamente os seus termos:
(1;1,4142;1,4422; 1,4142; 1,3797; ...;1,0471; ...; 1,0069; ...) .

Exemplo 1.5 Consideremos a sucessio (pn), oy cujo termo de ordem n é:

1 n
pn:(l—l——) .
n
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Entao:

—_
_I_

3
w
Il
+
N~
w
Il
— —~ —~ —~
[SCIIN

1000 1000
P1000 = (1 + —) = (%) ~ 2,7169;

Considerando os valores aproximados a quatro casas decimais, o conjunto dos
termos serd:

S ={2;2,25;2,3704; 2,4414;2,4883; ...;2,7048; ...; 2, 7169; ...} .
Podemos representar esta sucessao escrevendo ordenadamente os seus termos:

(2:2,25:2,3704; 2, 4414; 2, 4883; ... 2, 7048; ...: 2, 7169; ...) .

Exemplo 1.6 Consideremos a expressao sequinte que nos permite obter para cada
n € N o correspondente termo de ordem n:

U1:U(1>:3,
uy =u(2) =3+5=28,
uz =u(3) =8+5=(3+5)+5 =13,

Upt1 = Uy + O,

U=1{38,13,..}.

Uma sucessao determinada através do processo anterior diz-se definida por recorréncia.
Através do método de inducao finita pode mostrar-se que, de facto, este processo
permite determinar para cada n € N o correspondente termo de ordem n, ou seja,
permite definir uma sucessao.



1.1. DEFINICAO DE SUCESSAO 9

Exemplo 1.7 Consideremos a expressao sequinte que nos permite obter para cada
n € N o correspondente termo de ordem n:

Uy =a
Uptl = Up + T

up =u(l) = a,

up=u(2) =u +r=a-+r,
ug=u(3)=us+r=(u+r)+r=a+2r

ug=u(d) =us+r=(ue+r)+r=(a+r)+r)+r=a+3r,

Chamamos a esta sucessao uma progressao aritmética de primeiro termo
a e razao .

Exemplo 1.8 Consideremos a expressao sequinte que nos permite obter para cada
n € N o correspondente termo de ordem n:

Upt1 = Up.D,
V ={3,15,75,...}.

Exemplo 1.9 Consideremos a expressao sequinte que nos permite obter para cada
n € N o correspondente termo de ordem n:

V1 = a
Un41 = Up.T

vy =v(1) = a,

ve = v(2) = v1.r = a.r,

v3 = v(3) = vo.r = (vy.1).1 = a.r?,

vy =v(4) = v3.r = (vo.r).r = ((a.r).r).r = a.r?,

Chamamos a esta sucessao uma progressao geométrica de primeiro termo
a e razao .
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Como curiosidade consideramos uma sucessao muito falada ultimamente nos
meios de comunicacao, a sucessao dos numeros de Fibonacci.

7...13-8-2-21-1-1-8-5, leu Robert Langdon nas letras purpuras o que Jacques
Sauniere tinha escrito no soalho do Louvre antes de morrer. O codigo escapava-lhe,
mas a jovem Sophie Neveu, especialista em criptografia, descobriu que se tratava de
uma permutacao dos primeiros termos da sucessao de Fibonacci...”

Quem tenha lido O Codigo Da Vinci, de Dan Brown, recordar-se-a de imediato
de uma das cenas iniciais deste livro absorvente. E sabera que esta sucessao de
Fibonacci aparece vezes sem conta neste livro.

Exemplo 1.10 Consideremos a expressao sequinte que nos permite obter para cada
n € N o correspondente termo de ordem n, na sucessao de Fibonacci:

w1 = 1
Wy = 1
Wy = Wpy1 + Wy

wlzl,
wgzl,
wyg=wys+wy =14+1=2,
Wy =wg+wy =2+1=3,
w5:w4+w3:3+2:5,

Wnp+42 = Wnp41 + Wn,
V=1{1,1,2,3,58,13,..} .

Nota 1.1 Dadas duas sucessoes de numeros reais u e v, chama-se soma, diferenca
e produto de u e v as sucessoes u+v, u—v e uv de termos gerais, respectivamente,
Up + Up,y Uy — Uy € UpU,. Se v, #0, Vn € N, chama-se sucessao quociente de u e

\ ~ (4 n
v a sucessao — de termo geral —.
v Un

1.2 Limite de uma sucessao, sucessoes convergentes

A nocao de limite é uma das mais importantes de toda a Anélise Matematica.

1.2.1 Introducao histdrica

O conceito de limite constitui um dos fundamentos do Célculo, é necessario para
definir derivada, continuidade, integral, convergéncia, divergéncia. No entanto, em-
bora sendo um dos mais antigos conceitos, a definicao moderna tem menos de 150
anos. Durante muitos séculos, a nocao de limite foi confundida com ideias vagas,
as vezes filoséficas relativas ao infinito — niimeros infinitamente grandes ou infinita-
mente pequenos - e com intui¢oes geométricas subjectivas, nem sempre rigorosas. O
termo limite, no sentido moderno, é produto dos séculos XVIII e XIX.
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A primeira vez em que a ideia de limite apareceu, foi por volta de 450 A.C.,
na discussao de quatro paradoxos formulados pelo filésofo grego Zenao, mas so6
no século XIX, com os trabalhos de Augustin Louis Cauchy, quando preparava
uma exposicao sobre Célculo para apresentar aos seus estudantes de engenharia na
Ecole Polytechnique de Paris, e de Karl Weierstrass, professor da High School (entre
outros), é formulada uma defini¢do de limite moderna e rigorosa.

1.2.2 Definigao de limite

Antes de introduzirmos a nocao fundamental desta sec¢ao recordo algumas pro-
priedades relacionadas com a distancia entre dois niimeros reais.

Defini¢ao 1.2 Para dois nimeros reais a e b, definimos dist(a,b) = |a — b|. dist(a,b)
representa a distancia entre a e b.

Algumas propriedades basicas.

(i) lal =0,
Proposigao 1.1 Sendoa,b € R :{ (i) |ab| = |al.|b],
(111) |a+b| <la|+ b, (desigualdade triangular).

Definigao 1.3 Diz-se que o nimero real a € o limite da sucessao (u,), ou que
(un) converge ou tende para a, e escreve-se

lim w, =a ou u, —a
n—-+o0o

se para qualquer € > 0 existe p € N tal que para qualquer n > p, |u, —a| < e. Isto é
U, > a sseVe>0 IpeN:n>p=|u,—a|l<e

Ou seja, u, — a sse para qualquer € > 0 existe uma ordem p a partir da qual
todos os termos da sucessao pertencem ao intervalo Ja —€,a + ¢|.

Em termos pouco rigorosos mas sugestivos o nimero real a ¢ limite da sucessao
(u,) se para grandes valores de n todos os termos de (u,) se aproximam de a.
Observemos que:

lup, —a| <e<= —e<u,—a<e<=a—c<u,<a+e< u, € Va).

Nesta definicao a letra grega e representa um numero positivo e nao qualquer
numero exético. Tradicionalmente, em Matematica, utilizam-se as letras gregas € e
0 em situagoes onde interessa considerar pequenos valores positivos. Utilizaremos,
nestas notas, estas letras indiferentemente.

Definigao 1.4 Uma sucessio (u,,) diz-se convergente se existe um nimero real a
tal que u, — a. Uma sucessao que nao é convergente diz-se divergente.
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Para tentar apreender o significado deste conceito vamos estudar detalhadamente
um exemplo.

. . . In+1
Exemplo 1.11 Consideremos a sucessao, cujo termo de ordem n € u, = 7 1
n j—
1
Se escrevermos esta sucessao na forma u, = 7 T e notarmos que tanto % como %

n
sao bastante pequenos para grandes valores de n, € razodvel pensar que lim,,_,, o u, =

3

7

Em primeiro lugar estamos interessados em analisar o que significa lim,, o u, =

. Pela definicao de limite significa que

3n+1 3 o
™m—4 7 '

para qualquer € > 0 existe um nimero p tal que n > p implica

Sempre que € varia o nosso niumero p também varia. Consideremos alguns valores
para e:

3n+1 3
=1 : 0 impli - = 1
€ n > implica | —— - <
3n+1 3
=0,1 : 4 impli — = 1
e=0, n > implica a7 < 0,
3n+1 3
=0,01 : 39 impli ——=1<0,01
3 , n > implica 4 7 <0,
3 1 3
£=0,000 : n>3%8  implica |2t —2| <0 001
m—4 7
3 1 3
e =0,000001 : n > 387755 implica 7n + 1" < 0,000001.
n _—

. . .. 3
Observemos para estes valores que os termos da sucessao se aproximam do limite ?:

_3n+1 3n+1 3
n | un—7n 4 aprox. : 4 7 aprox
1| u=1,3333 | 0,9047
2 | uy=0,7000 | 0,2714
3 | wu3=0,5882 | 0,1597
4| ug=0,5417 | 0,1131
5 | us=0,5161 | 0,0876
6 | ug=0,5000 | 0,0714
40 | wuygo =0,4384 | 0,0098
| 400 | wago = 0,4295 | 0,00097 |

Mas, apenas calculamos alguns termos da sucessao, ou seja, para alguns valores
de n determinamos, aproximadamente, a distancia entre o termo da sucessao corre-

3 e .
spondente, u,, € o valor real = Para que este numero real seja limite da sucessao
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é necessario e suficiente que para qualquer escolha dum numero real posi-

tivo ¢ exista um numero natural p tal que para qualquer n > p se verifique que
3n+1 3

< e. Mostremos que tal se verifica neste caso.

m—4 7
. 3n +1
Exemplo 1.12 Dada a sucessao de termo geral u, = 7 v mostremos, por
n JE—
3
definicao, que lim,,_, . u, = 2 ou seja, que
Ve>0dpeN:n>p— un—? <e
Discussao: Para cada € > 0, precisamos de decidir quao grande n deve ser
ara garantir que snrl 3
pare g M lm—1" 7
3n+1 3 - 2In 4+ 7 —21n + 12 - 19 -
m—4 7 7(Tn —4) 7(Tn —4)

Como T — 4 > 0 para todos os valores de n, podemos simplificar a expressdao
obtendo:

19 <€ < 19 <7 4 <— 19 + 1 <
o~ <& — n— —+=<n
7(Tn — 4) Te 19 7

19 4
Podemos escolher p > — + = sendo p € N.

49 7
. , 19 4
Prova: Sejae >0 ¢ sejap > —+ =, peN.
49 7
Enta > p impli > 19 + 1
ntao n implica que n > — + —.
pmpread 19: 7
>194_4 - >19+4 - 4>19 19 - 3n+1 3<
n>-—+=<=T>_—+4 <= Tn— — = <<= ——
49¢ 7 Te Te 7(Tn —4) ™m—4 7
3 1 3
Podemos concluir que 7n + 17 < €. Provdmos que para qualquer valore > 0
n —
, , ... |9n+1 3
existe um numero p tal que n > p implica - =
m—4 7

Exemplo 1.13 Mostre que a sucessao a,, = (—1)" ndo converge.

Discussdo: Vamos assumir que eziste um valor b para o qual (—1)" — b e com
esta assumpcao verificamos que se obtém uma contradi¢cdo. Nao interessa qual o
valor de b, seja 1 ou -1 a sua distancia a b serd pelo menos 1. Logo a desigualdade
|(—=1)" = b| < 1 nao serd verificada para grandes valores de n.

Prova: Supomos que (—1)" — b para algum b € R. Seja ¢ = 1, entao quando
consideramos a definicao de limite, sabemos que existe p tal que n > p implica
|(—=1)" = b| < 1.Considerando os casos para n par e n impar temos que

1—-bl<le|-1-bl<1
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Através da desigualdade triangular podemos concluir que
=l-(-]=1—-a4+a—-(-1)|<|1—=a|]+|a— (-] <1+1=2.

Chegdmos ao absurdo 2 < 2 o que mostra que a nossa suposi¢ao inicial, (—1)" — b
para algum b € R, ndao estd correcta. Nao existe limite para esta sucessao, ou seja,
a sucessao € divergente.

Exemplo 1.14 Dada a sucessao de termo geralu, = a"™, com 0 < a < 1, mostremos,
por defini¢do, que lim,,_, . u, =0, ou seja, que
Ve>0dpeN:n>p=|u,—0|<e

Discussao: Mais uma vez, para cada € > 0, precisamos de decidir quao grande
n deve ser para garantir que |a" — 0| < e.

la" — 0] < e <= a" < e.

" loge
a" < e <= nloga <loge <=n
loga<0 loga
Podemos escolher p > % sendo p € N.
Prova: Sejae >0 e sejap > igiz, p € N.
log e
Entao para todo o n > p temos que n > & )
log a
log e
Mas n > & <~ a" <e.
loga

Logo, Ve >03dpeN:n>p=|u,— 0| <e, com0<a<l.

Nas consideracoes e exemplos anteriores preocupamo-nos com a existéncia ou nao
de limite, mas serd que podem existir dois ou mais limites para a mesma sucessao?
A resposta é negativa, o limite de uma sucessao quando existe é unico.

Teorema 1.1 Seja u,, uma sucessao real e a,b € R; selim, o w, = a elim,_, o u, =
b entao a = b.

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Por definicao de limite sabemos que:

. . o €
existe um nimero p; tal que n > p; implica |u, —a| < 5
€
existe um nimero py tal que n > py implica |u, — b| < 3
Para n > max(p1, p2), a desigualdade triangular mostra que
€ €
la —b] =|a—u, +u, — b <|a—u,| +|u, — b < stz =¢

Ou seja, obtemos que |a — b| < e, para qualquer € > 0. Podemos concluir que
la—bl=0,logopa=05b. m

Defini¢ao 1.5 Diz-se que a sucessio (u,) € um infinitésimo se lim,_, ;. u, = 0.

Nota 1.2 F claro, a partir das defini¢oes, que u, — a € equivalente a (u, — a) ser
um infinitésimo.
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1.3 Sucessoes limitadas

Recordemos que sendo A um subconjunto de R e a,b € R, diz-se que b é um
majorante de A se qualquer elemento de A for menor ou igual a b

Vee A x<b

e diz-se que a é um minorante de A se qualquer elemento de A for maior ou igual
aa
Ve e A, x> a.

Diz-se que um subconjunto A de R é majorado se tiver majorantes, minorado se
tiver minorantes e limitado se for majorado e minorado. Um conjunto que nao seja
limitado diz-se ilimitado.

Definicao 1.6 Uma sucessao (uy,) diz-se limitada se o conjunto dos seus termos,
U =A{u, :n € N}, € limitado, ou seja se:

da,beR: VneN, a<u, <b.
Nota 1.3 A condi¢cao anterior é equivalente a sequinte:

JbeR": VneN, |u,| <0

Exemplo 1.15 As sucessoes de termo geral u, = e v, = (—=1)" consideradas

3
n
em exemplos anteriores, sao limitadas.

Exemplo 1.16 As sucessoes de termo geral u, = 3+ 5(n — 1) e v, = €" ndo sdo
limitadas.

Consideramos algumas propriedades das sucessoes limitadas.
Teorema 1.2 Toda a sucessao convergente € limitada.

Demonstragao. Seja a € R o limite da sucessdo (u,). Fazendo ¢ = 1 na
definigao de limite, temos entdao que existe p € N tal que n > p = |u, —al < 1,
pelo que a — 1 < u, < a+ 1 para todo o n > p. Definindo m, M € R por m =
min{a — 1, uy, us, ..., up} € M = max{a + 1, uy,us, ..., u, }, temos que m < u,, < M ,
para todo o n € N, pelo que a sucessao (u,) ¢ de facto limitada. m

Nota 1.4 A reciproca nao € verdadeira. Por exemplo, a sucessao de termo geral
a, = (—=1)" € limitada, mas nao é convergente.

Esquematicamente:

- = e
Sucessao convergente o Sucessao limitada.

Proposicao 1.2 Se (u,) € um infinitésimo e (v,) € uma sucessao limitada, entdo
(Up.vy) € um infinitésimo.
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Demonstracao. Como (v,) é uma sucessao limitada existe M > 0 tal que
lun| < M, Vn € N.

)
Dado § > 0, existe p € N, tal que |u,| < i Vn > p.
Entao |u,.v,| < d, ¥n > p, ou seja, |u,.v, — 0| < d, Vn > p, donde se conclui que
Vo >03dpeN:n>p= |u,v,— 0] <.

A sucessao (u,.v,) é um infinitésimo. =

Exemplo 1.17 Consideremos a sucessao de termo geral

cos?(n + 1)
2n+3

TL:

A sucessio u, = (cos?(n + 1)) € limitada pois 0 < cos*(n+1) <1, Vn € N.
1

2n+3
Pela proposi¢cio anterior, a sucessio (wy) converge para zero, uma vez que € o

A sucessao v, = ( ) ¢ um infinitésimo.

1
produto do infinitésimo i3 pela sucessdao limitada (cos®(n + 1)).
n

1.4 Sucessoes monotonas

Gostarfamos de definir uma classe de sucessoes que sao necessarias e importantes
para tracar este caminho das sucessoes: as sucessoes monotonas.

Monoétonas nao tem aqui o significado que habitualmente se d4 a esta palavral!
Comecemos com alguns exemplos: consideremos as sucessoes u,v,w e z definidas
por:

1
U, =n,YneN; v,=1——VneN;, w,=3,VneN z=(1,1,2,2,3,3,4,4,....)
n

O que estas sucessoes terao em comum? Pensemos na relagao de ordem que,
para cada uma delas, existe entre os seus termos.

s

Exemplo 1.18 1) Consideremos a sucessao (uy): o primeiro termo ui(= 1) é
menor do que o sequndo termo uy(= 2) e este é menor do que uz(= 3), e assim
sucessivamente. Doutra forma:

U < Uy < ug < ...

2) Consideremos a sucessio (vy): o primeiro termo vi(= 0) € menor do que o

sequndo termo vy(= 5) e este € menor do que v3(= 5)’ e assim sucessiamente.

Doutra forma:
V1 <V <vg < ...

3) Consideremos a sucessao (z,): o primeiro termo z(= 1) € igual ao sequndo
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termo z3(= 1), este é menor que o terceiro z3(= 2), este, por sua vez é igual ao
quarto termo z4(= 2) e assim sucessivamente. Doutra forma

21 <29 < 23 <2y <L

4) Consideremos a sucessdo (wy,): o primeiro termo wy(= 3) € igual ao sequndo
termo wy(= 3), por sua vez € igual ao terceiro termo ws(= 3) e assim sucessiva-
mente. Doutra forma

W1 = Wy = W3 = ...

Em muitas sucessoes existe uma relacao de ordem que se mantém entre todos os
seus termos.
Consideremos outros exemplos de sucessoes :

a, = —2n,Yn e N; b, = l,Vn eN; ¢,=5VVneN.
n

O que estas sucessoes terao em comum? Pensemos na relagao de ordem que,
para cada uma delas, existe entre os seus termos.

s

Exemplo 1.19 1) Consideremos a sucessio (ay): o primeiro termo ay(= —2) é
maior do que o sequndo termo az(= —4) e este é maior do que az(= —6), e assim
sucessiwamente. Doutra forma:

ai > ag > as > ...

2) Consideremos a sucessao (by,): o primeiro termo by (= 1) € maior do que o sequndo

termo by(= 5) e este € maior do que by(= g), e assim sucessivamente. Doutra
forma:
V1 > Ug > V3 > ...

3) Consideremos a sucessao (c,): o primeiro termo ci(= 5) € igual ao sequndo
termo co(=5), por sua vez € igual ao terceiro termo c3(=5) e assim sucessivamente.
Doutra forma

Cl = Cy = C3 = ...

E necessario verificar se esta relacao acontece para todos os valores de n.

Definigao 1.7 Uma sucessao(u,) diz-se crescente se u, < u,y1 para todo on € N.
Dir-se-d estritamente crescente se u,, < u,.1 para todo on € N.
Uma sucessao(u,) diz-se decrescente se u, > u,1 para todo o n € N.
Dir-se-a estritamente decrescente se u, > u,.1 para todo o n € N.

Uma sucessio(uy,) diz-se mondtona se for crescente ou decrescente e estrita-
mente monotona se for estritamente crescente ou estritamente decrescente.

Porque se chamarao mondétonas? Porque nao varia a natureza do crescimento
entre os seus termos. Consideremos uma sucessao e verifiquemos a monotonia.
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Exemplo 1.20 Seja (u,) a sucessao de termo geral v, = ———. E claro que
P ja (un) 9 JZn g

esta sucessao € decrescente uma vez que o numerador é constantemente iqual a 1 e
o denominador € positivo e crescente. De facto,

n*+n<n+1)?2+(n+1),

donde se conclui que

VnZ+n </ (n+1)2+ (n+1),
donde (sendo nimeros positivos) se conclui que

1 1
ViZtn  JatDErmiL)

Portanto, u, > u,41 para todo o n € N, pelo que (u,) € estritamente decrescente.

Exemplo 1.21 Seja (v,) a sucessio de termo geral v, = 2n + 6. Vamos recorrer
ao estudo da diferenca v,i1 — v, para averiguar sobre a monotonia desta sucessao.

Upt1 — U =2(n+1)+6—-(2n4+6)=2n+2+6—-2n—6=2>0
Podemos concluir que v,1 — v, > 0 (<= vy41 > v,), para todo o n € N, logo a

sucessao € estritamente crescente.

1.5 Subsucessoes
No titulo desta seccao aparece a palavra subsucessao. Que significara?
Consideremos uma sucessao u definida por:
U = (uh Uz, U3, Ug, Us, Ug, U7, U, U9, U10, U11, U12, ---; Up, ) .

Exemplo 1.22 Se eliminarmos alguns termos desta sucessao, por exemplo, os ter-
mos com as ordens 1,3,4,6 e 8, ou seja, se eliminarmos 0s termos uy, us, Uy, Ug €
ug, 0 que resta da sucessao, escrito na ordem herdada, serd

('U/Q, Us, U7, U9, U10, U11, U12, ---; Un, ) .

Ainda continua a ser uma sucessao? Como se define? Na verdade ainda continua
a ser uma sucessao, que chamaremos v, que se pode definir por:

V1 = U3
Vg = Up
V3 = Uy

Up = Unys, VN > 4.

Escrevemos um primeiro exemplo duma subsucessao da sucessao u.
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Exemplo 1.23 Se eliminarmos todos os termos desta sucessao com ordens superi-
ores a 700, ou seja, os termos com as ordens 701,702,703,704,705, .... , isto é, se
eliminarmos 0s termos w71, U702, U703, U704, o que resta da sucessao, escrito na
ordem herdada, seria

(U17U2,U3, Uy, ..., Up9s, UE99, U700) .

Ainda continua a ser uma sucessio? Nao!

Obtemos uma sequéncia finita de nimeros reais e uma sequéncia finita de nimeros
reais nao pode ser uma Sucessao, uma vez que uma Sucessao € uma aplicacao de N
em R.

Em primeiro lugar formalizamos este conceito e, em seguida, consideramos alguns
exemplos que o ilustram.

Uma subsucessao duma sucessao (u,) ¢ simplesmente uma sucessao que é ex-
traida da original escolhendo certos indices, em ntiimero infinito, por ordem crecente.
Isto é, escolhendo ny,ng, ng,..., com ny < ny < n3z < ..., e considerando a sucessao
Upy s Uny , Ung,...constituida pelos elementos da sucessao original correspondentes a
esses naturais, obtemos uma subsucessao da sucessao original.

Na verdade trata-se dum caso particular de composicao de sucessoes: o caso em
que, além de se verificarem as condigoes para a composicao estar bem definida, uma
das sucessoes é estritamente crescente e o seu contradominio (o conjunto dos seus
termos) é um subconjunto de N.

Definicao 1.8 Seja (u,) uma sucessao e (ny) uma sucessao estritamente crescente
de elementos de N. A sucessdo (vy):

ve=u(ng) = (W on), = Up,
diz-se uma subsucessdo de (uy,).
Duma sucessao (u,) podem extrair-se uma infinidade de subsucessoes:

i) (ug,uq, ug, Us, ..., Usg, ...) dos termos de indice par;

i1) (uq,us, us, Uz, ..., Ugg_1, ...) dos termos de indice impar;
i11) (us,ug, Uy, ..., Us, ...) dos termos de indice miltiplo de 3;
etc

Exemplo 1.24 Por exemplo, no estudo da sucessao de termo geral u, = (—1)"—

sao particularmente importantes duas subsucessoes: a subsucessio dos termos de

indice par, a sucessao de termo geral v, = U, = o e a subsucessao dos termos de
n

1

indice impar, a sucessao de termo geral w, = Ug,_1 = 5 1
n J—

Consideremos o limite duma subsucessao quando este existe.

Definigao 1.9 Diz-se que a € R ¢é sublimite da sucessio (u,) se existir uma
subsucessao de (u,) que converge para a.
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entao —1 e 1 sao sublimites da

Se considerarmos a sucessao u, = (—1)" +
N n +
sucessao.

Proposicao 1.3 O conjunto dos sublimites de uma sucessao limitada tem mdximo
e minimo.

Definigao 1.10 Sejam (u,) uma sucessao limitada e S o conjunto dos sublimites
de (u,). Chama-se limite mdximo ou limite superior de (u,) ao mdzimo de S e
representa-se lim u,, = lim sup u,, = max(S). Chama-se limite manimo ou limite
inferior de (u,) ao minimo de S e representa-se lim wu,, = liminf u,, = min(S).

1.6 Propriedades dos limites

Proposicao 1.4 Nao se altera o limite de uma sucessao convergente, modificando
um numero finito de termos da sucessao.

Proposicao 1.5 Se os termos de uma sucessao sao todos iguais a uma certa con-
stante, entao a sucessao tem por limite essa constante.

Proposicao 1.6 (Propriedades operatorias) Sejam (u,) e (v,) duas sucessoes
convergentes, u, — a, v, — b com a,b € R. Entao:
1. u, +v, > a+b;

c, — ca, comc € R ;
Uy Uy, — a.b;
. Up a
seb#0 ev, #0 comVn €N, 6nta0——>g;
Un,

sep € N, ul — a?;

|Un| — |CL| ;

sepeNeu, >0,Vn €N entao u, — Va;
se p € N e p é impar entaoy/u, — ¥/a.

e S T

Demonstragao. Vamos provar apenas a primeira propriedade enunciada: se
u, — a, v, — b com a,b € R entao u, + v, — a+b.
Pelas hipoteses da proposicao sabemos que:
Up = a (<= VY0>03p; € N:n>p = |u, —a| <9)
Up = b (<= Vd>03py € N:n>py=|v, — bl <9)

€ queremos provar que

Up+ v, > a+b(<==Vi>0IpeN:n>p=|(u,+v,) — (a+b)] <9)

Seja entao 6 > 0 arbitrario,
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5
ElpleN:n>p1:>]un—a|<§,

)
EIpQEN:n>p2:>|vn—b]<§

tomemos p = max{p1,p2}. Com esta escolha de p, e para qualquer n > p, é vélida
a seguinte sequéncia de desigualdades:

|(un +vn) = (@ +b)| = [(un — @) + (v = )| <

)
< |u, — —b< -+ =4
< |un, — al + |v, b|<2+2 )

Podemos entao concluir que w,, +v, — a+b. &

Nota 1.5 Observemos que a propriedade 6) do teorema anterior afirma que se u, —
a entao |u,| — |a|. Ndao € verdade, em geral, que |u,| — |a| = u, — a.

Basta considerar a sucessao de termo geral w, = (—1)". A sucessdo mddulo
|un,| = [(=1)"| = 1 é uma sucess@o constante, convergente para essa constante, neste
caso igual a 1. No entanto a sucessao (u,) é divergente.

Também é interessante estabelecer propriedades dos limites relacionadas com
relacoes de ordem.

Teorema 1.3 Sejam (uy,) e (v,) sucessoes convergentes para as quais existe p € N,
tal que para n > p = u, < v,. Entao limu, < limuv,.

Teorema 1.4 (das sucessoes enquadradas) Sejam (uy), (v,) e (w,) sucessoes tais
que, a partir de certa ordem, u, < v, < w,. Se u, — a, w, — a com a € R entdo
Up — Q.

Demonstragao. Seja § > 0, qualquer. Como u,, — a e w, — a entao:
dpmeN n>pr=a—90<u, <a-+9,

dp eENn>p=a—90<w, <a+?d.

Como, a partir de certa ordem, u,, < v, < w,,

dps € N :n>p3=u, <v, <w,.

Seja p = max{pi,p2,p3}. Sen > p, entao a — 6 < u, < v, < w, < a+9.
Podemos concluir que:

Vo>03dpeN:in>p=|v,—al <9,

ou seja, v, — a. |

Exemplo 1.25 Considere-se a sucessao de termo geral

L + L + .t L
n2+1 n2+2  n24n

Up =
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Vamos mostrar que w,, — 1, utilizando o teorema das sucessoes enquadradas. Em
primeiro lugar verifica-se facilmente que u, > 0, Vn € N. Por outro lado temos que:

1
n?+1 +n2+2+m+n2+n =
< L + ! + ...+ L = n .
“n?P+1 n?41 n+1 n?+1
Podemos enquadrar a sucessao da sequinte maneira:

0<u, < )
= “n241

n

. o n?+1
das sucessoes enquadradas, podemos concluir que lim,,_, . u, = 0.

Como o limite da sucessao nula € o proprio zero e lim,, . =0, pelo teorema

Nesta altura j& introduzimos os conceitos de sucessao limitada, monétona e con-
vergente. Podemos estabelecer um importante resultado que relaciona duma forma
poderosa estes conceitos.

Teorema 1.5 Toda a sucessao mondtona e limitada € convergente e:
(1) se (uy,) € crescente entdo lim w, = sup {u, : n € N},
(17) se (u,) € decrescente entao lim u, = inf {u, : n € N}.

Demonstragao. Seja (u,) uma sucessao limitada e crescente (a demonstracao
seria analoga para o caso duma sucessao decrescente). Denotemos por U = {u,, : n € N}
o conjunto dos seus termos. Como a sucessao é limitada o conjunto U é limitado,
seja a = sup U. Iremos mostrar que a = lim,,_, { o Uy,.

Seja d > 0, qualquer. Como a = sup U entao a—d nao é majorante do conjunto U,
logo existe um elemento do conjunto U (um termo da sucessao) tal que u, > a — 6.
Como a sucessao ¢ decrescente temos que u, < u,, para todo n > p. Claro que
u, < a uma vez que a = sup U. Entao n > p implica que a — § < u, < a que por
sua vez implica que a — § < u, < a + d, donde podemos concluir que |u, — a| < 9.
Ou seja,

Vo >03dpe N:n>p=|u,—al <9,

isto é, a sucessao converge para o nimero real a. m

Nota 1.6 A reciproca nao € verdadeira, isto €, existem sucessoes nao monaotonas

1
que sao convergentes. Consideremos a sucessao u, = (—1)"—: ndo € mondtona mas
n

converge para zero.
Analisemos um caso muito significativo em Matematica.

Exemplo 1.26 Considere-se um dos primeiros exemplos de sucessoes estudados
nestas notas, a sucessao de termo geral

1 n
Uy = (1+—>
n

Observemos o seu comportamento na figura 1.1. Prova-se que esta sucessao
¢ crescente e tem todos os termos compreendidos entre 2 e 3. FE, portanto, uma
sucessao mondtona e limitada, pelo que € convergente em R.
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John Napier (1é-se e escreve-se, em geral, Neper) (1550-1617) introduziu o célculo
logaritmico em 1614. A obra de Napier envolvia de uma forma nao explicita o
nimero que hoje, em homenagem a este matemético escoces, se designa por niimero
de Neper e que se denota por e, sendo este um nuimero irracional.

1 n
lim <1 + —) =e
n—-+oo n

Teorema 1.6 Uma sucessao real é convergente se e s6 se todas as suas subsucessoes
forem convergentes para um mesmo limite.

Demonstracgao. Provaremos, apenas, uma das implicagdes: se a sucessao (u,,)
converge, entao todas as suas subsucessoes convergem para o0 mesmo limite.

Seja (uy,) uma subsucessdo da sucessao (u,), arbitraria. Notemos que ng > k
para qualquer k (prova-se facilmente por indugao). Seja a = lim u, e seja 6 > 0.
Entao existe uma ordem p tal que n > p = |u,, — a| < §. Mas k > p implica ny > p
o que por sua vez implica |u,, — a| <J. Entdo a = lim u,,. =

80F - -
B

20F —mm
out[72)=

10

0.5

1 n
Figura 1.1: Comportamento da sucessao de termo geral u, = (1 + —) )
n
Este teorema revela-se muito 1til nomeadamente para provar a divergéncia de
sucessoes.

Exemplo 1.27 Consideremos a sucessao real (u,,) com termo geral dado por u, =
2(=1)". Temos que a sua subsucessao dos termos de ordem par satisfaz

Ugp = 2(—=1)"" =2 — 2,
enquanto que a sua subsucessao dos termos de ordem impar satisfaz
Ugp—y = 2(—1)"""1 = -2+ —2,

Assim, a sucessdo u, = 2(—1)" tem duas subsucessoes com limites distintos, 2 # —2.
Usando o Teorema anterior, podemos entdo concluir que a sucessao u, = 2(—1)"
nao € convergente.

O nosso objectivo, agora, é provar o teorema de Bolzano-Weiestrass. Precisamos
de estabelecer dois resultados cuja demonstragao deixaremos como exercicio.
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Teorema 1.7 Toda a sucessio (u,) tem uma subsucessdo mondtona.

Teorema 1.8 Seja (u,) uma sucessao arbitrdria. Entdo existe uma subsucessao
mondotona cuja limite € o limsup u,, e existe uma subsucessao monotona cuja limite
¢ o liminf wu,.

Estamos agora em condicoes de enunciar o teorema de Bolzano-Weiestrass.

Teorema 1.9 (Bolzano-Weiestrass) Toda a sucessio limitada (u,) tem uma
subsucessao convergente.

Demonstragao. Este resultado prova-se facilmente através das proposigoes
anteriores. Sabemos por um dos teoremas anteriores que (u,,) tem uma subsucessao
(un, ) mondtona. Mas se (u,,) é limitada entao qualquer sua subsucessao ¢ limitada,
logo (uy,) ¢ limitada. Mas se é limitada e mondtona entdo (u,,) é convergente.
Podemos concluir que (u,) tem uma subsucessao convergente.

1.7 Limites infinitos

J& apareceram duma forma implicita, por diversas vezes os simbolos +o00, —o0 ou
0o. Duma forma pouco rigorosa, para uma sucessao (u,), lim u,, = +oo significard
que os seus termos, a partir duma certa ordem, ”sao tao grandes quanto se queira”.
Nesta seccgao vamos estudar estas situagoes.

Definigao 1.11 Diz-se que a sucessao (u,) € um infinitamente grande positivo
(ou que tende para +00), e representa-se u, — +00, se

VLeR",IpeN:n>p=u, > L.

Diz-se que a sucessio (u,) € um infinitamente grande negativo (ou que tende
para —o0), e representa-se u, — —00, Se

VLeR",IpeN:n>p=u, < —L.

Diz-se que a sucessio (u,) ¢ um infinitamente grande em mdodulo (ou que
tende para 00), e representa-se u, — 00, se

VLeR",IpeN:n>p=|u,| > L.
Consideremos alguns exemplos
Exemplo 1.28 1) u, =n* — +oc.
2) v, = —n — —o0.

3) Seja w, = (—n)". Entdo |w,| =n" — +oo.

Claro que muitas sucessoes nao tendem para 400 ou —oo ou 0o mesmo nao sendo
limitadas.
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Nota 1.7 Se (u,) € tal que u, — +00, u, — —00 ou u, — oo entio (u,) € ndao
limitada.
A reciproca nao € verdadeira. Por exemplo, a sucessao

n, se n € par

Uy, = ,

" L sen € impar
n

¢ nao limitada e u, - 400, u, - —o0 € |u,| - +00.

Uma sucessao diz-se propriamente divergente se tende para mais infinito ou
para menos infinito. Uma sucessao diz-se oscilante se nao for convergente nem
propriamente divergente.

Esquematicamente:

- Convergentes (limite finito)
propriamente divergentes (limite + co ou — o)

- Divergentes .
g oscilantes (restantes casos).

Exemplo 1.29 Mostre que lim (y/n+ 7) = +o0.

Discussao: Nos devemos considerar um numero positivo arbitrario, L > 0 e
mostrar que existe um nimero p tal que n > p implica (v/n+7) > L. Para identificar
quao grande este nimero L deve ser vamos estudar a desigualdade (/n +7) > L.
Entio de (v/n+7) > L obtemos \/in > L — 7 oun > (L —7)°. Podemos tomar
p=(L=7)"

Prova: Seja L > 0 e sejap = (L — 7)2. Entao n > p implica n > (L — 7)2,
donde v/n > L —T e logo (/n+T7) > L. Mostrdmos que lim (y/n+7) = +o0.

Proposicao 1.7 Sendo (u,) e (v,) duas sucessoes, tem-se que:

1. se u,, = +o0 e se, a partir de certa ordem, u, < v, entdo v, — +00;
2. seu, — —o0 e se, a partir de certa ordem, v, < u, entao v, — —o0.

Proposigao 1.8 (Propriedades operatérias) Sendo (u,,) e (v,) duas sucessoes
tem-se que:

se U, — +00 e v, — +00 entao u, + v, — +00;

se u, — —o0 e v, — —00 entao u, + v, — —00,

se up, — +00 (resp. —o0) e v, — a, a € R entdo u, + v, — +00 (resp. —o0);
se u, — 0o e v, — a, a € R entao u, + v, — 0o,

se u, — +0o (resp. —o0) e v, = b, b € RT entio u,.v, — +00 (resp. — o0);
se U, — +00 (resp. —o0) e v, — ¢, c € R™ entdo u,.v, — —00 (resp. + 00);
5€ U, — 00 € Uy — 00 entdo Uy.v, — 0.

OOt WD

Definicao 1.12 Designa-se por recta acabada, e representa-se por R, o conjunto

R=RU{—00,+00}.
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Os elementos —oco e +00 satisfazem a relagao de ordem
—o<r<+oo,VreR

bem como as regras operacionais algébricas que se descrevem de seguida.
1) Relativamente a adi¢do, temos que

a+ (+o00) =400 e a+ (—x)=—-0c0, Va€eR,
bem como
(+00) + (+00) =400 e (—0) + (—00) = —c0.

Mas
(+00) + (—00) é uma indeterminacao do tipo co — 0.

Estes simbolos, sao designados por simbolos de indeterminagao. Significa
que o facto de existir ou nao limite, bem como o seu valor depende das sucessoes
envolvidas.

Exemplo 1.30 Consideremos as sucessoes de termos gerais: u, = 2n* + 1, v, =
n3+3ew, =n>+2.

Como (uy), (v,) e (wy,) tendem para +00, as sucessoes (v, —wy) € (U, —wy,) cor-
respondem a situacoes de indeterminacao. Temos de estudd-las caso a caso quanto
a convergencia.

lim(v, —w,) =lm[(n®+3)— (n®+2)] =1lim(1) =1

lim(u, —w,) =lm[(2n®+1)— (n®+2)] =lim(—n®+ 2n? — 1)
= lim [—n3(1 —

S
+
s
I
|
3

2) Relativamente a multiplicac¢do, temos que:

+oo, se a >0
a.(F00) = { Foo, se a < 0.

Temos também que:
(+00).(+00) = 400 = (—0).(—00) e (F00).(—00) = —0o0.
Por outro lado,
0.(£00) é uma indeterminagao do tipo 0.00.

Esta indeterminacao da naturalmente origem a indeterminacoes na divisao: as
chamadas indeterminacoes do tipo
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Relativamente & potenciagao, se considerarmos as sucessoes (u,) e (v,,) tais que
U, — a € v, — b:
(i) up, — a e v, — 400, temos que:

un s 0,se0<a<1
" 400, se a > 1

(ii) u, — +00 e v, — b, temos que:

RN 0,seb<0
" 400, se b > 0.

Por outro lado, sao indeterminacoes, os casosem quea = 1leb = +oooua = +00
e b =0, as chamadas indeterminacoes do tipo

1t e (400)".

Nota 1.8 Durante o ensino secunddrio, foram estudadas formas para levantar (ou
seja, resolver) alguns tipos de indeterminacoes que surgem no cdlculo do limite de
sucessoes:

0

00
(i) indeterminagoes do tipo 0-00 ou — ou o’ podem normalmente ser levantadas
00

pondo em evidéncia os termos de maior grau;
(1) indeterminagoes do tipo oo — 0o que envolvem a raiz quadrada podem nor-
malmente ser levantadas multiplicando e dividindo pelo conjugado.

Uma sucessao particularmente importante é a sucessao exponencial de termo
geral u, = a”. Tem-se que:

Valor de a | lim,, . (a")

a>1, | + 0o, inf. grande positivo
a=1, 11

—l<a<l1, |0

a<—1, |ndo existe

Nestas notas apenas mostramos o comportamento desta sucessao, em termos de
convergeéncia, para um dos casos, o caso em que |a| < 1.

Exemplo 1.31 Para |a| < 1, lim,_,, (a") = 0.
1°) Sea =0, lim, ,, (") =lim, 4,5, 0= 0.
2°) Para 0 < a < 1, mostrdmos, num exemplo anterior, que lim,_,, (a") = 0.

3) Se —1 < a <0, entio 0 < —a < 1 e aplicando o (2°) caso, temos que
lim,, 400 (—a)" = 0. Mas a™ = [(—1)(—a)]" = (=1)"(—a)™ . Como a sucessao
de termo geral (—1)™ € uma sucessdio limitada e pelo (2°) caso, lim,,_,, (—a)" =0,
podemos concluir que a sucessao produto, a™, também € um infinitésimo.

Lema 1.1 Sejam (u,) uma sucessao de termos positivos, a € R, § € R tal que
0<d<aepeN. Entao:

Up

a—0 < <a+d,Vn2p = (a—0)" By <un < (a+0)" i5p, Vn>p.
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Demonstracao. Pode ser provado, duma forma, simples, usando o Método de
Inducao. m

Teorema 1.10 Seja (u,) uma sucessao de termos positivos tal que lim,,_, o, “2 =

Un
a, a € R. Entao:

lim u, = a.
n—-+oo "

Demonstragao. Demonstraremos apenas para 0 < a < +oo. Deixamos os
casos a = (0 e a = 400 como exercicio.

; Untl _
Uma vez que lim,, =, sabemos que

Un+1

Vo>03dpeN:n>p=| —al <4,

Unp

logo
Un+1

Unp,

<a+9d.

Vo>0dpe N n>p=a—0<

Em particular, se 0 < 0 < a temos pelo lema anterior que

U u
—_N"—L__ ~ n < Nt —P
(a —9) o7 up, < (a+9) R
Que implica
Uy ; Uy
- (a—5>"m< un<(a+5)"m,Vn>p
Tendo em conta que
0
im0 {/ gy = [(aﬁ%v}] =le
0
limy 400 (ai%)” - [(aj—%)p] =1

E que 0 pode ser arbitrariamente pequeno, podemos concluir que

lim u, = a.

n—-+o0o

Exemplo 1.32 Mostre que lim,,_, o, Vn! = 4o00.
Uma vez que u, = n! € uma sucessio de termos positivos e que

n !
lim 22— iy w: lim (n+1) = +o0,

n—+oo Uy n——+0oo n' n—-+00
Podemos concluir que lim,,_,,  V'n! = 4o00.
1 n
Recordando que e = lim,, ,,1o ( 1 + — | , enunciamos um resultado muito im-
n

portante, que s6 demonstraremos no capitulo 3 destas notas.
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Teorema 1.11 Sejam (u,) uma sucessio real tal que lim |u,| = 400 e (z,) uma
sucessao real tal que lim, ., x, = a, com a € R.

Entao: "
. T\ "
lim (1 + —) = ¢e%
n—-+oo Unp,

Exemplo 1.33 Consideramos a sucessao de termo geral

2 3n
vn:<1+—> .
n

9 3n 6 3n
1m_0+—) = lim Q+—J = ¢l
n—-+oo n n—-+4o0o 3n

Defini¢ao 1.13 Sejam (u,,) e (v,) duas sucessoes reais. Diz-se que (v,) tem uma
ordem de grandeza superior a (u,), € escreve-se u, < vy, Se

Entao:

. Un,
lim — =0.
n—-4oo Un,

Consideremos dois exemplos de grande importancia.

Exemplo 1.34 Seja a € R. Entao

an

lim — =0.
n—+oco n!
n

(1°) Se a =0 entao temos que lim,,_, i lim,, .1 = lim,, 15 0=0.

2 ) Seja a > 0. Consideremos p € N, fizo e tal que a < 1. Entao para
J +1
p

todo on > p,

a®  a? a™ P aP ( a >n_p
(e <L .
nl plp+(p+2)..n " pl\p+1

P n=p P n-p P
lim |L a - % im ¢ = a—O =0
n—+oo [ pl \ p+1 p! n—t+oo \ p+ 1 p!

Pelo teorema das Sucessoes Enquadradas podemos concluir que

an

lim — =0.
n—+oco n!

(%) Seja a < 0. Entdo —a > 0 e, temos que

lim © = lim {(—wﬂ} —0

n—+oo 7! n—+00 n!

uma vez que a sucessio de termo geral (—1)™ € uma sucessao limitada e pelo (2°)

n (—a) 0. Entao

caso, lim;,_, =
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VaeR, lim - =0.

n—+oo n!

Significa que a sucessao de termo geral n! tem uma ordem de grandeza superior

aa”.

Exemplo 1.35 Mostramos que

Consideremos p € N, fizo. Entdo para todo on > p,

nt _ p_!(p—i— Dp+2)..n < p_!nn*p B p_‘

0< — = < = .
nm np nn—p nP nnh—pP np
Mas | .
lim 2 — p! lim — =pl0=0
n—-+oo NP n—-+oo NP

Pelo teorema das Sucessoes Enquadradas podemos concluir que

Significa que a sucessao de termo geral n™ tem uma ordem de grandeza superior
anl.

Consideremos a proposicao seguinte que sistematiza ordens de grandeza entre
sucessoes bastante importantes.

Proposigao 1.9 Seja a € R, tal que a > 1 e sejam a, § € RT. Tem-se que
log®n < n? < a" < nl < n"

Demonstragao. Os dois exemplos anteriores mostram duas destas relagoes. A
demonstracoes dos restantes casos é deixada como exercicio. m

1.8 Sucessoes de Cauchy

Definicao 1.14 Uma sucessao (u,) diz-se de Cauchy se

Vo >03dp e N :m,n>p=|u, — up| <9J.

. 1 .
A sucessao de termo geral u,, = — é uma sucessao de Cauchy.
n

De facto, sejam m,n > p; entao

1 1 1 1 1
———|<—-+—=—<-
n o m n o m>-p

+

aS R
)
s
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2
Sendo ¢ > 0, qualquer; para concluir, basta tomarmos p > —

J

Na definicao de sucessao convergente a ideia intuitiva de aproximacao é estab-
elecida entre um ntimero real e os termos da sucessao. A sucessao converge se, a
partir de certa ordem, todos os elementos da sucessao “se aproximam” do limite.
Na definicao de sucessao de Cauchy apenas comparamos os elementos da prépria
sucessao uns com os outros. Dizemos que a sucessao é de Cauchy se, a partir de
certa ordem, todos os elementos da sucessao “se aproximam” uns dos outros.

Teorema 1.12 Uma sucessao real € convergente se, e so se, for sucessao de Cauchy.

Este teorema permite-nos mostrar que uma sucessao é convergente sem ter que

calcular o seu limite. Consideremos a sucessao:

1 1 1

Podemos tomar, sem perda de generalidade, n > m; entao:

1 1 1 1 1 1
0 — Upm| = + = = ot — <
i = o ‘<m+1>2 mt2r TR T ) mraeg R
PR S 1 1
“mim+1) (m+)(m+2) 7 (n—1)n

1 1 1 1 1 1 1 1 1
=——-——]+ — +..+ — == < —
m m-+1 m+1 m+2 n—1 n m n m

1
Se p > sen > m > p, obtemos |u, — u,,| < § pelo que a sucessao é de Cauchy,

logo convergente.
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1.9 Exercicios propostos

1) Escreva os primeiros cinco termos das sucessoes cujos termos de ordem n sdo:

1
a)“n: )
3n+1
n
b n — 5.
)t = o5

2) Indique quais sdo majoradas, minoradas, limitadas, de entre as sucessoes
definidas de modo seguinte:

24 2(—=1)"
D) v, — + 2( )7
2n
2w, +1
c) wy =0, wpy = 5

3) Para as sucessoes consideradas no exercicio anterior, indique se sdo monétonas

(crescentes ou decrescentes).

4) Prove, por defini¢do, que:

_ n+10 1
a) lim = -,
n—+oo 2n — 1 2
1
b) lim =0,

n—+o00 v/m + 1

c¢) A sucessao de termo geral u, = n? é divergente.

5) Calcule os limites das seguintes sucessoes, caso existam, cujos termos de
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ordem n, sao:

n?+1 nd+1 0 n—2 d)1+2+3+...+n
3n2—-2n+1’ n3 4+ 2n2 — 2’

a)

¢) i(%)k, P ) n— VT —n, py mEsen

cos (n) L n"t D) n

NG Y I —nl
2 ) .]) nn+27 /n2+n m) (7’L+1> nt,

)n/n3—1 ) vlogn ) 4n — 3\" ) n \ "
L ) )
" 4n3 + 2’ © S P An+1/) 7’ 4 n—1

6) Utilize o teorema das sucessdes enquadradas para calcular os limites das
sucessoes, cujos termos de ordem n, sao:

) 1 n 1 P 1 n 1
AUy =—+——+..+—=>  ——,
n* (n+1)° (n+n) i (n+k)*
n 1
b) v, =
k=1 Vn?+k
!
c) wy, = ks
n'l’l

7) Diga, justificando, quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas:

a) A sucessdo seguinte é divergente, cujo termo de ordem n é definido por:

nL+1 se n<10
3 se n> 10

b) A sucessao seguinte é divergente, cujo termo de ordem n é definido por

= se n é par
a, = n+1 o :
3 se n € impar

c) Se (uy),, € uma sucessao decrescente de termos positivos entao é convergente;

d) Uma sucessao decrescente de termos positivos tende para zero.

8) Mostre que:

0 se |a| <1,
. 1 se a=1
lim o" = ’
n——+00 400 se a>1,

nao existe se a < —1.
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9) Estude a natureza das seguintes sucessoes e indique se sdo ou nao limitadas.
Calcule, em cada caso, os limites inferior e superior:

n senn)"” cos (nm) + cos (2nm
W R+ (=), p) CROL gy Conlrm) o nm)
a" n n 2n? —n
d) 1 @ € R, e) (=1)".nl, £ [(=D)"+1] T on
g) n(_l)n, h) sen% + cos %’ Z) n+ (_;)4_(1271 - 1)‘

10) Sejam A, B e C os seguintes subconjuntos de R:

A={zeR:2*+2]z| >3} =]|—00, —1[U]1, 00|,

B=10,v2[, C:{\/_—%:neN}.

Dé um exemplo ou justifique a nao existéncia de:

a) uma sucessao de termos no conjunto A mondtona e divergente;

b) uma sucessao de termos no conjunto B crescente e divergente;

¢) uma sucessao de termos no conjunto B com limite em R\ B;

d) uma sucessao de termos no conjunto R\ B com limite em B;

e) uma sucessao de termos no conjunto A\B com limite em AN B;

f) uma sucessio de termo geral u,, no conjunto C' tal que lim u, < v/2.

11) Considere a sucessao
37’L

n!

Sabendo que, qualquer que seja n > 3,

3 n
Uy < (Z) 42,
utilize o Teorema das Sucessoes Enquadradas para determinar lim w,,.

12) Sejam

1\ 1 1 1
up, = |1-— e Up=—+—4+=+..+— emquenéeN.

a) Calcule lim u,,;

b) Sabendo que
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justifique que (u, + v,) é convergente.

13) Considere as seguintes sucessoes definidas por:

nmw 3 1 1
Up = coS(— v, = )

)

a) Para cada sucessao, identifique o conjunto dos seus sublimites.
b) Para cada sucessdo, determine o lim sup e o lim inf.
¢) Alguma ou algumas sucessoes sao limitadas?

14) Considere a sucessao definida por recorréncia

T = 1
Tn
Tnt1 =

n4+1

a) Encontre um minorante para o conjunto dos termos;
b) Mostre que (z,) é decrescente;
c¢) Mostre que (z,,) é convergente;

d) Calcule lim w,,.

15) Considere a sucessao definida por recorréncia

Ulzl
Unp
Up+1 = 1-'-;

a) Mostre usando inducao que u,, < 2 para qualquer n € N;
b) Mostre que (u,) é uma sucessao crescente;

¢) Mostre que (u,) é convergente e indique o seu limite.

16) Sendo u,, o termo geral de uma sucessao mondétona, v, 0 termo geral de uma
sucessao limitada e supondo verificada a condigao:

1
Vn e N ]un—vnl<ﬁ,

prove que u, ¢ limitada e que as duas sucessoes sao convergentes para 0 mesmo
limite.
17) Justifique que, se as condigoes:

Un+1

u, >0 e <1

Unp

sao verificadas, qualquer que seja n € N, entao u,, é convergente.

18) a) Mostre que:
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_ .1
i) se u, — 400 entdo — — 0,
Unp

.. 1
it) se u, >0 e u, — 0 entdo — — +00.
un

1 1
b) Serd verdade que u, - 0 = (— — 400 ou — — —00)?

Unp Unp

19) Determine, se sdo convergentes ou propriamente divergentes, as sucessoes
que tém como termo de ordem n:

n" (2n)! n+ 2
—_— b) —~. \/—,
) To007 ) 2 Vit

) )11111 6)12145 )10 Lo,
a) — =, —, =, — . =, — c) —,0,—, -1, ——.
) VT 1013 16 3°9°9’ 81" 243 V2R VR

2) a) Limitada. b) Limitada. c¢) Limitada. d) Minorada e ndo majorada.

3) a) Decrescente. b) Nao mondtona. c¢) Estritamente crescente. d) Nao
monotona.

5)a) 5i b) Hoo )05 d) 5 e) 5 )~ g) 5 h) 55 )0

3’
j)0; 1) 1; m) 4o00; n)1; 0)1; p)e’s q)e.

6) a) 0; b)1l; «¢)O0.
7) a) Falsa.  b) Verdadeira. c¢) Verdadeira. d) Falsa.

9) a) Divergente, nao limitada, +o0o, —oo; b) Convergente, limitada, 0, 0; c)
Convergente, limitada, 0, 0;

la] < 16, convergente, limitada, 0, 0;
a > 16, divergente, nao limitada, +00, —00;
d) ¢ a < —16, divergente, nao limitada, +00, —00; ;
a = 16, convergente, limitada, 1, 1;
a = —16, divergente, nao limitada, + oo, —oo.

e) Divergente, nao limitada, +00, —oo; f) Divergente, limitada, 0, 4; g) Diver-
gente, nao limitada, 400, 0; h) Divergente, limitada, @, —@; i) Divergente,
limitada, 3, —1.

10)
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i) A sucessao de termo geral u,, =n + 1.
i1) Nao existe.
i11) A sucessao de termo geral u,, = %
iv) Nao existe.
v) Nao existe.
vi) A sucessao constante de termo geral u,, = V2 —1.

11) 0.
12) a) 1.

13) a) Seja S o conjunto dos sublimites. Para a sucessao u,: S = {—1, —%, %, 1};

para a sucessao v,: S = {0}; para a sucessdao w,: S = {0}; para a sucessao p,:

S ={-1,1}.

b) lim sup u, = 1, lim inf w, = —1; lim sup v,, = lim inf v, = 0;
lim sup w, = lim inf w,, = 0; lim sup p, = 1, lim inf p, = —1.

c¢) Todas as sucessoes sao limitadas.
14) a) 0. d) 0.

15) ¢) 2.

18) b) Nao.

19) a) +00, b) +oo, ¢) 1, d) +oo, e) +oo.
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CAPITULO 2

Séries Numéricas

2.1 Introducao

Desde a Antiguidade que os matematicos se tém interessado pelas séries infinitas.
Zenao criou paradoxos que criaram impasses perante as concepgoes que existiam na
época em que viveu, cerca de 480 a.C. Por exemplo, num dos seus paradoxos - a
Dicotomia - Zenao de Eleia discute o movimento de um atleta que se move entre
dois pontos fixos, A e B, situados a uma distancia finita, considerando uma sucessao
infinita de intervalos de tempo - T, T4, Ts,..., T,,,... - cada um deles sendo o tempo
gasto para percorrer metade da distancia percorrida no movimento anterior. Um
pobre atleta que deseje realizar a corrida do ponto A ao ponto B tera primeiro que
efectuar o percurso até ao ponto médio entre A e B, o que lhe demorara o tempo

T
2 terda depois que chegar ao ponto médio entre este ponto e B, ou seja percorrer

metade da distancia restante, no que gastara 7° assim sucessivamente. O tempo

total, que demorara o trajecto, sera:

L + L + d + ...+ L +
stytgt-Tmt-
Como era afirmado nessa época ” ... Deve efectuar um niumero infinito de contactos
com a pista num tempo limitado, o que € impossivel, pois tal significa ultrapassar
uma quantidade infinita num tempo finito...” Ou seja, o atleta nunca conseguira

chegar a B!

Figura 2.1: ITlustragao do paradoxo - a Dicotomia - de Zenao de Eleia.

39
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A questao de como, ao resultado de uma adicao de infinitas parcelas de niimeros
positivos pode ser atribuido um nimero finito tem intrigado geragoes de matematicos
e tem sido um continuo desafio dando origem a animadas e interessantes questoes
tanto do ponto de vista filoséfico como imenentemente cientifico.

Convém realcar que se deve a um matematico portugueés, José Anastacio da
Cunha, um papel percursor de grande relevo no estudo desta teoria (em particular,
deve-se-lhe a primeira defini¢cao rigorosa do conceito de série convergente, formulada
em 1790).

Esta nocao de adicao de infinitas parcelas de niimeros reais é, exactamente, o
objecto desta sec¢ao. Pretendemos determinar quando é que é possivel atribuir um
significado matemaético preciso a uma expressao do tipo

Uy + U +uz + ... +uy + ...

Tal estudo faz uso do conceito de limite, fundamental em em Analise Matematica e
ja nosso conhecido.

2.2 Definicao, natureza e exemplos de séries

Definigao 2.1 Seja u,, uma sucessao numérica. Chama-se série numérica a uma
expressao do tipo uy + us + us + ... + u, + ..., representada em geral por:

“+oo

E Up,, E U, ou apenas por E Un
1 n>1

n=

Os numeros uy,us,Us, ..., Uy, ... , chamam-se termos da série, u, diz-se termo
geral da série e as somas Sy,S,...,S,,... designam-se por somas parciais da
série

S1 =1

SQ = U1 + U2

53:U1+U2+U3

Sp,=u +us +us+ ... +u,

A sucessao constituida pelas somas parciais Sy, So, ..., Sy, ... designa-se por sucessao
das somas parciais da série. A S, chama-se a soma parcial de ordem n.

+oo
Defini¢ao 2.2 (Natureza duma série) Uma série E u, diz-se convergente

n=1
se a sucessao das somas parcz'ais, Sn = UL + U2+ U3+ ... + Uy, CONVETgE pPara um

numero real S. Se este limite existir, chama-se soma da série ao seu valor, S:
lim, , . S, = S.

Se a sucessao das somas parciais for divergente, a série diz-se divergente.

Duas séries dizem-se da mesma natureza se forem ambas convergentes ou
ambas divergentes.
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Para que fique claro a distin¢ao entre série numérica, sucessao das somas parciais
da série ou soma da série vamos considerar alguns exemplos.

Exemplo 2.1 Consideremos a série
+00
E 1.
n=1
O seu termo geral € u,, =1 e a sucessao das somas parciais ¢ dada por:

Slzulzl,
SQZU1+U2:1—|—1:2,
53:U1+UQ+U3:1+1+1:3,

S,=ur+us+us+..+u,=1+1+1+...+1=n

.Como S,, = n temos que S,, — +00, logo a série € divergente.
Exemplo 2.2 Consideremos a série

+oo

E n.

n=1
O seu termo geral € u, =n e a sucessdo das somas parciais ¢ dada por:

Slzulzl,
SQZU1+U2:1—|—2:3,
53:U1+UQ+'LL3:1+2+3:6,

n+1
Sn:u1+u2+u3+...+un:1+2+3+...—|—n:n< 5 )

+1 2+ s
.Como S, =n (n 5 ) _ 5 " temos que S, — 400, logo a série é divergente.
Exemplo 2.3 Consideremos a série
+0o0
> (="
n=1

O seu termo geral € u,, = (—1)" e a sucessao das somas parciais é dada por:

81:u1:_1>
Sy=u +up=—-1+1=0,
S3ZU1+U/2+U3:_1+1_1:_17

—1 sen € impar

Sn:u1+u2+U3+...+un:{0 se n ¢ par.
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—1 sen € impar

0 senépar temos que (S,) ¢ divergente, logo a série é

Como S,, = {

divergente.

Exemplo 2.4 Consideremos a série
400 1 n—1
E 5 .
n=1
O seu termo geral é u,, = (%)"‘1 e a sucessao das somas parciais € dada por:
Sl = Uy = 1,

SQZU1+U2:]_—|—%:%’
Sy=ui+up+uz=1+1+4%=1

Sp=u1+ustuz+..+u, =1+14+ 5+ ...+ 57

_ ()"
Como S,, = T(zl) temos que lim,, .. ., S, = 2, é convergente.
2

A série € convergente e a sua soma € 2.
Os dois exemplos anteriores sao casos particulares das chamadas séries geométricas.

Exemplo 2.5 Chama-se série geométlrica a série gerada por uma progressao
geométrica de razao r,

+00
Zun =uy +ur Fur? ™+ ug, 7 € R (comuy #0).

n=1

Se (uy) € uma progressao geométrica de razao r # 1 temos que:

n n
i1 1=
Sn = E Up — E uLr = Ulﬁ.
i=1 =1

Sabemos que S,, é convergente se, e sé se || < 1, logo a série geométrica converge
se, e s6 se, o valor absoluto da razao da progressao geométrica, que a gera, ¢ menor
que 1. No caso de convergéncia temos que:

1 — pn
MH&:hm(m T):flzs

n—+00 n—+o00 1—r —r

No caso em que 7 = 1 a série é uma série de termo geral constante, isto é,

n n
E Up = E Uy,
=1 =1

sendo S, = n u; e, se u; # 0, a série é divergente.
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No caso em que 7 = 0 a série é uma série de termo geral constante, isto é,

n n
2t =0
i=1 i=1

sendo S,, = 0, a série é convergente, logo lim,, ,,,, 5, =0=5.
Esquematicamente podemos resumir o comportamento da série geométrica, com
respeito a sua natureza:

n
A série geométrica E upr™! (com uy, r € Rewuy #0) é
i—1

, . U
e uma série convergente de soma S = 1

se ] <1;e
—r

e uma série divergente se |r| > 1.

Exemplo 2.6 A série

n=1

€ uma série geométrica de razao r = % > 1, logo divergente.

Exemplo 2.7 A série

n=1
€ uma série geomélrica com primeiro termo u; = 2 e de razao r = —}1. Como
sy , Uy 2
—i| < 1 a série é convergente e a sua soma é S = = %.

T—r 1—(=9

No exemplo seguinte iremos considerar uma série que nao € uma série geométrica

Exemplo 2.8 Consideremos a série

O seu termo geral € u, = — e a sucessao das somas parciais € dada por:

N4
Slzulzl,
52=U1+U2=1+\/L§>
53:U1+U2+U3=1+\/L§+\/Lg7

Sn:ul—i—uz—l—w;—k...—i—un:1—}-%4—\%4—...—#

1
V'
Como

1 1 1 1 n

+—=+

1 1

1
_l’_
n
e lim, o \/n = +00, a sucessao S, — +0o, logo a série é divergente.

vn
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Exemplo 2.9 Consideremos a série

f 1
“—~ n(n+1)
) 1 1 1 X -
O seu termo geral é u, = ——— = — — e a sucessao das somas parciais

nn+1) n n+l
pode escrever-se:

1
S1IU1:1—§7

So=wntun=(1=3) +(1-3) =14
So=mtuwtu=(0-+G-H+G-D=1-1
Se=w bbb = (=3 (= §) et (- ) =1

1 ) .
Como S, = 1 — T temos que lim, . S, = 1, a série é convergente e a sua
n

soma ¢ S = 1.

Exemplo 2.10 Consideremos a série

Zlog <nL+1> = Z (log (n) —log(n+1)).

O seu termo geral € u,, = log (n) —log(n+1) e a sucessao das somas parciais € dada
por:

S =wu; =logl —log2 = —log2,

So = uy + ug = (log1 —log2) + (log2 —log3) = log1 —log 3 = —log 3,

Sz =u; +us +us = (logl —log2)+ (log2 —log3) + (log3 —log4) =
=logl —log4d = —log4,

Sn=u +us+...+u, = (logl—1log2)+ (log2—1log3)+ ...+ (logn —log(n+1)) =
=logl —1log(n+1) = —log(n+ 1),

.Como S, = —log(n + 1) temos que lim,,_,, . S,, = —00, a série € divergente.
Os dois ultimos exemplos sao casos particulares de um tipo de séries chamadas
séries redutiveis, de Mengoli ou telescépicas. Sao séries da forma

—+00

Z(an — Qnyk),

n=1

em que k é um nimero natural e o termo geral se pode escrever na forma wu, =
Ap — Aptk-
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Convém referir o caso particular (mas bastante frequente) em que k = 1, a série
é da forma

+o0
Z(an —any1) = (a1 — az) + (ag — az) + ... + (ap — Apy1) + ..

n=1
sendo a sua sucessao das somas parciais

Sn = a1 — Ap41-

Como lim,, 4 oo @, = limy, 1o @y+1, podemos concluir que a sucessao (.S,) converge
se, e so se, (a,) converge e neste caso lim,_, . S, = a; — lim a,. Entao, quanto a
sua natureza, temos que:

e se (a,) é convergente, a série E (an — ans1) é convergente e

n=1
e a sua soma é S = a; — lima,;
+oo
e se (a,) é divergente, a série E (an — any1) € divergente.
n=1

Nos casos anteriores estudamos duas grandes familias de séries, as séries geométricas
e as séries de Mengoli. Consideramos agora, uma unica série, que, pela sua im-
portancia, merece referéncia especial. Trata-se da série harmonica,

+i.fl—1+l+1+1+
no 0203 407

)"~1 e a sucessdo das somas parciais é dada por:

O seu termo geral é u, = (3

Slzulzla
SQIU1+U2:1+%,
Sy =uy+uy+us=1+3+3,

O termo geral da sucessao das somas parciais é dado por

1 1 1
Sn:U1+U2+U3+...+un:1—|———|———|—...—|——.

2 3 n
Mas, ao contrario do que acontecia nas séries anteriormente estudadas, nao é possivel
determinar uma férmula mais simples para o termo geral da sucessao de somas
parciais, o que dificulta o estudo das suas propriedades. Embora seja a primeira vez
que enfrentamos esta dificuldade, trata-se duma situacao (infelizmente) bastante
frequente no estudo de séries.

+o0o
Proposicao 2.1 A série harmonica E % € uma série divergente.

n=1
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Demonstracao. Esta demonstracao sera feita por reducdao ao absurdo, técnica
ja utilizada nestas folhas.

Vamos admitir que a série é convergente para depois se chegar a uma situagao
+00

contraditéria. Assim, admitimos que a série harmoénica Z% é convergente. Por
n=1
definigao, esta suposicao significa que a sucessao das somas parciais (.S,) é uma
sucessao convergente, com limite S = lim,, 1 o, S,,.
Como qualquer sua subsucessao converge para o mesmo limite, se considerarmos
a subsucessao dos termos de ordem par, (Ss,), obtemos que lim,, ., So, = S.
Podemos concluir que lim,, ;o (So, — S,) =5 — S = 0. Mas:

1 1 1
Sn =urtugtust . tu,=1+=+>4.. + -,
2 3 n
Sop = UL+ Uy + U3+ Uy Uppr T Upgo F o U+ Uy =
—1+1+1+ +1+ ! + ! + ..+ ! +1
n 2 3 7 n n+l n+2 7 2n—1 2n

A diferenga entre estes dois termos é dada por:

1 1 1 1
Son — S = —
2 ntl na2 o1 o
L +1+1_ 11
— o 2 T om o 2n o2m 2

Através das propriedades dos limites sabemos que

1 1
Son— Sy >=, ¥neN = lim (S —5,) > =.
2 n—-4o00 2

Obtivemos que:

lim,, s 4 oo (S2n, — Sp) = 0, por uma lado e
lim,, sy oo (S2n — Sp) > %, por outro lado

Estamos perante uma contradi¢ao, que tem de resultar da hipotese de que a série

harmonica é convergente.
“+o0o

Logo, E % é uma série divergente.

n=1

[ ]

A divergéncia desta série é conhecida hd muito tempo, foi demonstrada por
Nicole Oresme por volta do ano 1350 com argumentos semelhantes aos que nés uti-
lizamos. A divergéncia desta série é relativamente lenta, é, portanto, um bom contra-
exemplo para a incorrecta mas, infelizmente muito frequente, expressao: ”..tudo o

que precisamos para verificar se uma série € convergente € calcular alguns termos
da série...”
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Esta série é um caso particular (muito importante) duma série de Dirichlet.
Chamam-se séries de Dirichlet, as séries, com o um nimero real fixo, da forma

A série harmoénica que estuddamos anteriormente é um caso particular duma série
de Dirichlet em que @ = 1. Como mostramos trata-se duma série divergente.
A natureza destas séries é conhecida e, como justificaremos mais adiante:
+oo
Z 1 P { convergente se «a > 1
nOé

« divergente se «a < 1.
n=

2.3 Algumas propriedades de séries

As propriedades que iremos apresentar serao de grande utilidade para o estudo das
séries nomeadamente quando é dificil o estudo da sucessao das somas parciais. E
frequente nao ser possivel determinar uma expressao simples para o termo geral da
sucessao das somas parciais.

+oo

Teorema 2.1 Se a série E u, € convergente entdo w, € um infinitésimo, ou seja,
n=1
“+oo
E u, convergente —> lim u, = 0.
n——+00
n=1
“+oo

Demonstragao. Por definicao, a série E u, ser convergente significa que

n=1
a sucessao das somas parciais, S, = u; + us + ug + ... + u,, admite limite real,

lim, , 1. S, =5, 5 € R. Mas a sucessao S, 11 = uy +us +ug+ ... + U, + u,41 tende
para o mesmo limite, S, uma vez que é subsucessao de (S,). Como S, 11 —S, = U1
entao lim, 1o (Spi1 — Sp) = limy, 1 o (Upy1). Entao:

limy, 400 (Spa1 — Sp) = limy, o U,0 1 por um lado e

lim, 1o (Spp1 — Sn) =9 —5=0,
logo podemos concluir que lim,,_, o u,+1 = 0 e, portanto, que lim,, ,, c u, =0. =

Nota 2.1 Convém notar que a reciproca desta afirmacao € falsa, isto €, que

+o0

lim w, =0 +*> E U, convergente.
n—-+o0 (ndo implica) 7
n—=

Basta recordar o exemplo da série harmoénica

1 =1
——=0 e — é divergente.
. D, € diverg

n=1
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Este teorema da-nos uma ferramenta que em muitos casos permite verificar facil-
mente que uma série é divergente. De facto o teorema anterior é logicamente equiv-
alente ao seu contra-reciproco, ou seja,

—+oc0o
lim w 0 = u,, divergente.
lim_u, £ > divery

n—

Assim qualquer série cujo termo geral nao tenda para zero é necessariamente
uma série divergente.

Exemplo 2.11 Consideremos a série

“+o0 “+o00

D=
Up = .

n=1 n=1 n+ 1

Entao

lim w, = lim (

n——+oo n—-+00

=1#0
) =140

logo a série é divergente.

Teorema 2.2 A natureza duma série nao se altera pela modificacao de um niumero
finito dos seus termos. Caso a série seja convergente, a modificacao de um nimero
finito dos seus termos ird, em geral, modificar a soma da série.

Demonstracgao. Considere-se uma série

+o00o
Zun:ul—l—ug—i—ug—i—...—l—un—i—....

n=1

A sua sucessao das somas parciais tem termo geral S, = u; + us + usz + ... + u,.
Supomos que se alteram um nimero finito de termos da série, e que € N é a maior
ordem de entre as ordens dos termos alterados, ou seja,

—+00
g Up = Uy + Us + ...+ Upq + Up + Upy1 + ... + Uy + ..., a série original,

n=1
—+00

E Up =V + V2 + .. + U1 + U, +Upypy + ... F Uy + ..., & nova série.

n=1

Consideramos as respectivas sucessoes de somas parciais: (U,) da série original e
(V,.) da nova série. Entao:

Up=(u1+us+ ... +up1+uy) +tpsr + .. +up =Up+ Upp1 + ... + Uy,

Vi=(n1i+v24 ... +0p14+v) +uppr+ ..+ u, =V +uppr + .o+ uyp.
Donde podemos escrever que
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Como (V, — U,) é um nimero real constante, através das propriedades dos limites

de sucessoes, podemos concluir que V,, converge se, e s6 se, U,, converge. Entao as
+00

+oo
séries g Uy € g v, sa0 ambas convergentes ou sao ambas divergentes, isto é, tém
n=1 n=1

a mesma natureza.

+0o0

No caso em que a série E u, converge, lim,, ,,, U, =U, U € R. Entao:
n=1
V=lm V,= lim [U,+(V,=U,)]=U+(V, = U,).
n—-+oo n—-+00

Assim, embora tenham a mesma natureza, as somas das séries sao diferentes, V =
U+ (V,—U,), desde que V, 2 U,. m

Através deste teorema podemos mostrar o resultado seguinte.

+00 +oo
Corolario 2.1 A série E u, tem a mesma natureza que a SErie g Up, p € N.

n=1 n=p

Exemplo 2.12 Através deste resultado sabemos que as séries:

+001 o0 1 +o0 1
;ﬁ’ ;n+1 ‘ nz;n—Q

tém a mesma natureza. Neste caso sao todas divergentes uma vez que a Série
harmonica € divergente.

Estes dois ultimos resultados permitem o estudo do resto de ordem p duma série.

+o0o
Definicao 2.3 Chama-se resto de ordem p da série E Uy G S€rie:
n=1
“+00 —+o00
Ty = E Uptp = g Up = Upg1 + oo + Uy + ...
n=1 n=p+1

Através dos resultados anteriores concluimos que a se a série é convergente o
mesmo acontece ao seu resto de qualquer ordem.

+oo

D = (ur g+ o Upy ) F s+ Uy F
n=1

Sp = Uy + ug + ... +'LLp_1 + Up,

+oo
rp = E Up = Upp1 + oo + Uy + ..y
n=p+1

—+o00
Ty = E Up, — Sp.
n=1

O resto de ordem p de uma série convergente da-nos o erro que se comete quando
se toma para valor aproximado da soma da série a sua soma parcial S,.
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Exemplo 2.13 Consideremos a série

()

. . . 1 o
Sabemos que € uma série geométrica de razao r = 5 e primeiro termo 1, logo é

uma Série convergente cuja soma €V = — = 2.

A sua soma parcial de ordem p é S, = 1 =

O seu resto de ordem p, ér, =5 — S, =2 — o1

Neste caso determinamos o valor exacto da soma desta série. Frequentemente nao
se consegue determinar este valor o que torna o estudo dos restos muito importante.
Através do estudo dos majorantes do valor do resto garantimos que o erro cometido
na aproximagao nao excede um determinado valor, podemos controlar a magnitude

do erro.

Proposicao 2.2 (Operagoes com séries):

+oo +oo
1. Se Zun e Zvn sao duas séries convergentes entao
n=1 n=1
400 —+00 400 “+00
a série Z (up + vy) € convergente e Z (Up + v,) = Z Up + Z Up,.
n=1 n=1 n=1 n=1

+oo
2. Se E u, € uma série convergente, entao

n=1

400 —+o00 400
a série E cu,, com c € R, é convergente e E Cl, = C E Uy
n=1 n=1 n=1
+oo +o0
Demonstracao. 1) Consideremos as séries g Uy € E v, € as respectivas
n=1 n=1

sucessoes das somas parciais:

Un:U1+U2—|—...+Um
Vn:U1+U2+...—|—Un.

+oo
A sucesssao das somas parciais da série E (un + v,) tem termo geral

n=1

Sp = (ur +v1)+ (ug +v2) + o + (up +v,) =
=(up+ug+ ... +up) + (1 +ve+ ... +v,) =
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—+o00 “+o00
Como as séries 5 Uy, € E v, sa0 convergentes entao lim,, o U, = U elim, oV, =

n=1 n=1
V', com U,V € R. Logo, obtemos que

lim S,= lim (U,+V,)= lim U,+ lim V,=U+V.

n—-+o0o n—-+0o0o n—-+o0o n—-+oo

2) De forma analoga se demonstraria esta alinea que deixaremos como exercicio.

Exemplo 2.14 Consideremos a série

+oo 37171 + 1
4n—1 ’

n=1

341 vl 3\"' 1\ o /3\"!
Mas = 4n71+4n71 =12 + 1 ,Vn € N. C’omonz:1 1
3
€ uma Série geométrica de razao r = 1 e primeiro termo 1, entdo é uma série

400 n—1
1 1
convergente cuja soma é U = —g = 4. Da mesma forma, g (—) € uma
1—-— n=1 4
4

série geométrica de razao r = 1 e primeiro termo 1, logo € uma série convergente

cuja soma €V = ——— = —.

+00 -1 400 n—1 n—1
: . . . 341 3 1
Assim, pela proposicao anterior, a série g T = [(—) + (—) ]

4 16
¢ uma série convergente de soma S =U +V =4+ 3= 3

n=1

2.4 Séries de termos nao negativos

Consideramos nesta seccao as séries em que os seus termos sao sempre nao negativos.
Embora seja uma restricao ao caso geral, é muito importante a sua consideracao pois
permite a obtencao de alguns resultados de grande utilidade no estudo da natureza
das séries.

—+o00
Definicao 2.4 Uma série E u, diz-se de termos mao megativos se u, > 0,

n=1

Vn € N.

Um facto importante associado a qualquer série de termos nao negativos é que
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a sua sucessao de somas parciais é uma sucessao crescente:
Sn+1 - Sn = (u1 + U + ... + Uy + Un_H) — (Ul +us + ... + Um> =
= Unp+1 2 O,Vn € N.

— Spi1 > Sy, Vn € N.

Este facto tem consequéncias importantes na obtencao de resultados para as sucessoes
de termos nao negativos.

“+o0o
Teorema 2.3 (Condi¢do necessdria e suficiente de convergéncia) Seja E Up,
n=1
uma série de termos nao negativos. Entao:
+oo
E up, € convergente <= (S,) € uma sucessio majorada.
n=1
+o00
Demonstragao. Seja g u, convergente. FKEntao, por definicao, a sucessao
n=1

das somas parciais (S5,) é uma sucessao convergente, logo ¢ limitada e, portanto,
majorada.

Supomos, agora que (S,) é uma sucessao majorada. Como é, sempre, uma
sucessao crecente entao ¢ também minorada, logo limitada. Entao a sucessao das

somas parciais (S,) é uma sucessao convergente pois ¢ mondtona e limitada. Con-
+oo

sequentemente a série Z u, ¢ convergente. M
n=1
Uma das razoes que nos leva a estudar este caso das séries de termos nao neg-
ativos é que a determinacao da sua natureza é muitas vezes facilitada por critérios
de comparacao entre os seus termos e os termos de outra série cuja natureza seja
conhecida. Infelizmente, estes critérios nao nos permitem determinar, caso as séries
sejam convergentes, a sua soma. Permitem, no entanto, determinar a sua natureza.

+0o0 +oo
Teorema 2.4 (Primeiro critério de comparacgao) Sejam E Uy, € g vy, duas
n=1 n=1
séries de termos nao negativos. Se, a partir de certa ordem p
Uy < Uy, para todo on > p
Entao:
+oo +oo
1. E v, € convergente —> E u, € convergente,
n=1 n=1
+oo +oo

2. Zun € divergente ——> Zvn ¢ divergente.

n=1 n=1
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Demonstragao. Como a modificacao de um ntumero finito de termos duma
série nao altera a sua natureza, podemos admitir sem perda de generalidade, que
p = 1. Designando por U, e V,, os termos gerais das sucessoes das somas parciais,
de cada série,

Un :U1+UQ+...+Un,
V=01 +vs 4 ... + vy,

temos que
U, <V,,VneN.
+o00
1) Admitimos que a série Zvn ¢ convergente.Entao, pelo teorema anterior,
n=1

sabemos que a sucessao das somas parciais (V,,) é uma sucessao majorada. Como
Up < V,, ¥n € N entdo a sucessao (U,) também é uma sucessao majorada. Mais

+oo
uma vez, pelo teorema anterior, podemos concluir que a série Z u, ¢ convergente.
n=1
+oo
2) Admitimos que a série Zun ¢é divergente. Entao, pelo teorema anterior,
n=1

sabemos que a sucessao das somas parciais (U, ) ndo é uma sucessao majorada. Como

Up < V,, ¥n € N entao a sucessao (V,,) também néao é uma sucessao majorada.Mais
“+o00

uma vez, pelo teorema anterior, podemos concluir que a série E v, é divergente. m

n=1

Vamos aplicar este critério, utilizando as séries que estudamos e cuja natureza
conhecemos, que ja formam uma base de dados bastante razodvel.

Exemplo 2.15 Considere a série
n=1 \S/ﬁ

que € uma série de termos nao negativos. Mas

1 1
n>v/n <<= —< Vn € N.
> Vn n— Jn’
. Como sabemos que a série harmonica
+oo
I

Z — € divergente,
n=1 n

+oo
entao, pelo critério de comparac¢ao, podemos concluir que a série g —~~ também €

In

) n=1
divergente.
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Exemplo 2.16 Considere a série

—(n+1)%

que € uma série de termos nao negativos.

1 1

VneN, m+1)>n <= nm+1)(n+)>nn+1) — (n+1)2§n(n—|—1)'

+00
Como ja estudamos, a série E ———— € uma série de Mengoli convergente.
n(n+1)
n=1
+oo
Podemos concluir, pelo critério de comparacao, que a série E 5 também
€ convergente.
Exemplo 2.17 Considere a série
+00
>
n!’
n=1
que €, também, uma série de termos nao negativos. Mas:
1 1 1
VneN 0< — = < Vn € N.
’ n! nn-—1)(n—2)..2 = 2»-U
“+o0o
Como jad estuddamos, a série E S € uma série geométrica convergente. Podemos
n=1
+oo
concluir, pelo critério de comparacdo, que a série E - também € convergente.
n!
n=1

Enunciamos outro critério de comparacao que seprova utilizando o primeiro
critério.

“+o0o
Proposicao 2.3 (Segundo critério de comparacao) Sejam E Up UM SErie
n=1
400 u
de termos nao negativos e E v, uma série de termos positivos.tais que — — L.
n=1 Un
Tem-se que:
e se L #0,+00, entdo as séries sao da mesma natureza;
+00 +oo
eseL=0ce E v, € convergente, entao E u, também é convergente;
n=1 n=1

+00 +oo
eseL=+4xc¢ E v, € divergente, entao E u, também é divergente.

n=1 n=1
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~ . . . uTL
Demonstragao. 1) Consideremos, em primeiro lugar que L = 0. Se — — 0,

Un,
—+o00 —+o00
existe uma ordem a partir da qual u, < v,. Se 5 v, € convergente, entao 5 U,
n=1 n=1

também é convergente, pelo primeiro critério de comparacao.

2) Consideremos, em segundo lugar que L = +o00. Se n — 400, existe uma
Up o
ordem a partir da qual Un > 1, e, portanto, u,, > v,,.Podemos concluir que, se Z Up,
n n=1
+oo
¢ divergente entao Z u, também é divergente, pelo primeiro critério de comparacao.

n=1
. . U,
3) Finalmente consideramos o caso em que — — L, com L # 0,+oc (como as
v

n
séries sao de termos nao negativos entdo L é um real positivo).
Recordando a definicao de limite de uma sucessao:

Ve>0 dpeN:n>p=

u
—”—L’<5,

Un

que é equivalente a afirmar que

Ve >0 3p€N:n>p:>L—e<@<L+a
Un
Escolhemos ¢ tal que 0 < ¢ < L, ou seja, 0 < L —e. Como v, > 0, Vn € N obtemos
que:
0<(L—¢)wv, <u, <(L+¢e).v,.

Utilizando o primeiro critério de comparagao tem-se, a partir desta desigualdade,
que:

+00 +oo
Z u, convergente =—- Z (L — €) .v, convergente (pois (L —¢).v, < uy)
n=1 n=1
+o0o
<~ Z U, convergente;
n=1
400 +oo
Z v, convergente =— Z (L + ¢) v, convergente (pois u, < (L +¢).v,)
n=1 n=1
+oo
< Z u, convergente.
n=1

A convergéncia de uma das séries implica a convergéncia da outra. De forma
analoga, se provaria que a divergéncia de uma das séries implica a divergéncia da
outra.

Concluindo, as duas séries tém a mesma natureza. ®
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Exemplo 2.18 Considere a série
2 )
n=1 n

que € uma série de termos nao negativos. Jd mostrdmos, num exemplo anterior,
+o00 1

que a série E m ¢ uma série de Mengoli, convergente e de termos positivos.
n

Calculemos - )
) 2 . on(n+ 1) B
n(n+1)
+o0 1 +oo 1
Entao por este critério as séries — ¢ — tem a mesma natureza, logo
p nZ: (n+1) ; n? g
+oo 1
a série Z:l ﬁ € convergente.

Exemplo 2.19 Considere a série

o3 logn

Trata-se duma série de termos nao negativos. Ja mostramos, no exemplo anterior,

+oo
. 1 . .
que a série E — € uma série convergente e de termos positivos. Calculemos
n
n=1
logn
. 3 . logn
lim 2 = lim =0.
n——+oo 1 n—-+oo n
n2
—+oo
1

Entao, por este critério, como a série E — € convergente, podemos concluir que a
n

n=1
+o0
L logn
Serie E 3
n
n=1

Exemplo 2.20 Considere a série

Z\/_Jr\/_
=1

Trata-se duma série de termos nao negativos. Sabemos que a série harmonica E —

n
n=1

¢ uma série divergente e de termos positivos. Calculemos

3
In+yn 3n

lim lim = +00.

n—-+oo 1 o n—s+o0o \/_ + \/_

n
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+00
Entao, por este critério, como a série E — € divergente, podemos concluir que a
n

n=1

3
série Z m também é divergente.

Exemplo 2.21 Considere a série
+oo
>
n=1

Trata-se duma série de termos nao negativos.

+0o0
‘ : 1 L :
Sabemos que a série harmonica E — € uma série divergente e de termos posi-
n
n=1
tivos. Calculemos
1
e " on ) n
lim — = lim & = lim — =0.
n—-+oo 1 n—-+oo 1 n—+oo en
n n
+00
. -n V . . B
Como lim, eT =0ce E — € uma série divergente, por este critério nada
n
- n=1
. n
podemos concluir.
+o0 1
Sabemos que a série E — € uma série convergente e de termos positivos.
n=1 n
Calculemos.
1
n - 2
n n
lim — = lim & = lim — =0
n—too 1 n—+too 1 n—+oo e"
n? n2

+oo
1
Entao, por este critério, como a série E —2 convergente, podemos concluir

+oo
que a Série Ze_” também é convergente.
n=1
+oo +oo
Corolario 2.2 Sejam Z Uy € Z v, duas séries de termos positivos.tais que, existe
n=1 n=1

uma ordem p € N em que

Unp+1 Un+1
< ,Vn > p.
un n
Entao:
+00o +oo
1) se a série E v, € convergente, a Série 5 u, € convergente,
n=1 n=1
+00 +oo

2) se a série E u, € divergente, a série E v, € divergente.

n=1 n=1
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Demonstragao. Como Vn € N, u,, > 0 e v, > 0 temos que

Up+1 < Un+1 Up+1 < @
— )

Unp, o Un Un+1 Un

. ~ Uy , ~ . ~
ou seja, a sucessao [ — | é uma sucessao decrescente a partir da ordem p. Entao
Un

u
existe uma constante k | £ > —p) tal que

Up
U
2 < k,
Un
ou seja,
Up < kvp,Vn 2> p.
Entao:
+oo +oo
1) se a série 5 v, € convergente, a série E kv, ¢é convergente, logo pelo
n=1 n=1
+oo

19 critério de comparacao, a série E u, também é convergente.

oo n=1 oo -
2) se a série Z u, ¢ divergente, a série Z ku, ¢é divergente, logo pelo
n=1 n=1
—+o00
19 critério de comparacao, a série Z v, também ¢ divergente.
n=1

Exemplo 2.22 Consideremos a série

fv _§1><3><...><(2n—1)
n:ln— 2x4x..x2n

n=1

“+o0o
Trata-se duma série de termos positivos. Sabemos que a série harmonica E — =
n
n=1
+oo

g u, € uma série divergente e de termos positivos. Como:

n=1
Ix3x..x(2n—1)x (2n+1)
Unp1 2 X4 x...x2n(2n + 2) ~2n+1
vy Ix3x..x(2n—1) 2 +2
2X4X..X2n
(&
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e verifica-se, facilmente, que:

n_ 2n+1
n+1= 2n+2
+o0
o que permite concluir, pelo coroldrio anterior que a série Z Lx3x.. x(2n—1)
— 2X4X..X2n
¢ divergente.
+o0
Teorema 2.5 (Critério da Razdo) Seja Zun uma série de termos positivos.
n=1
1) Se existirem r < 1 e p € N tais que Untl <r<1,Vn>p
—+00 tn
entao a série Zun ¢ convergente.
e +o0
2) Se ezistir p € N tal que UZH > 1,VYn > p entao a série Zun € divergente.
n n=1

+oo +oo
Demonstragao. 1) Consideremos a série E Up = E r’", que é uma série
n=1

n=1
+o00 u
P ~ - . +1
geométrica de razao r. Como 0 < r < 1, a série g r™ é convergente. Mas —— <
u
n=1 n
Tn—i—l +oo
— = r,Vn > p. Podemos concluir, pelo corolario anterior que a série E Uy €
r
n=1
convergente.
+00 +oo
2) Consideremos a série E Uy = E 1, que é uma série divergente. Como
n=1 n=1
Un+1

Un41 . ;. . /s
> 1= ,Vn > p, podemos concluir, pelo corolario anterior que a série
Up, Up
“+oo
E u, € divergente. m

n=1

+o0
Corolario 2.3 (Critério de D’Alembert) Seja Zun uma série de termos pos-

n=1
itivos. Se existir
. Unp+1
lim

n—-+oo Up,

=a (a €R{ oua=+0c0),

entao:
+oo
a) sea <1, a série 5 U, € convergente;
n=1
“+oo

b) se a > 1, a série Zun ¢ divergente.

n=1
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Demonstragao. 1) Consideremos em primeiro lugar o caso em que a € R,

. un+1
lim

n—-+oo Unp,

=a<=VY)>0 dpeN:n>p—=
U,

U
ntl —a‘ < 0.

a) Se a < 1, seja § tal que 0 < 6 < 1 — a. Entao existe p € N tal que

u Uu
gl < S Vn>p = —d< 2 _a <5 Vn>p e
U, un
e a—-6< 2 <a+68,Yn>p.
Up,

Mas se § <1 —a entdo a+d < 1 e a alinea 1) do critério da razao permite-nos
+oo

concluir que a série 5 u, ¢ convergente.
n=1

b) Se a > 1, seja § tal que § = a — 1. Entao existe p € N tal que

U,
gl <8,V > p =
U,
Un41
— 1< < 2a—1,Yn > p.

Up

Entao a segunda alinea do critério da razao permite-nos concluir que a série
+oo

Z u, ¢ divergente.

n=1
2) Consideremos, agora, o caso em que a = +00, entao existe p € N tal que

un—i—l

> 1,Vn > p.
un
+oo
Pelo teorema anterior, a série Z u, ¢ divergente.
n=1
]

Un+1

Nota 2.2 Cuidado, que se lim,,_, =1, nada se pode concluir através deste

n
critério, pois existem séries divergentes e séries convergentes mesta situacao. No
Un+1

entanto, se lim, =1 e a convergéncia for por valores maiores que 1, isso

n

Up,
significa que existe uma ordem p € N a partir da qual +l

> 1, o que implica, pelo
n
“+o0o
Critério da Razao, que a série E u, € divergente.

n=1
Exemplo 2.23 Considere a série de termos positivos
+oo

3n
P

n=1
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Como
3n+1
. . ! .
lim — = Jim (nLn): lim =0<1,
n—+00 Uy, n——400 3_ n—+oom + 1
n!
+00 3n
conclui-se, por este critério, que a série Z — € convergente.
n!
n=1
Exemplo 2.24 FEstudemos a série de termos positivos
+oo
k™n!
> k> 0.
n
n=1
Como
kti(n +1)!
u ) 1)+l ) n \" k
lim 2 = lim mn—)lzhm k( ) ==
n—s+oo Uy, n——+oo k™n! n—+o00 n—+1 e
nn

o critério de D’Alembert permite-nos concluir que

. Up+1 . . s,
se lim = — <1, isto é sek <e, a série é convergente
n—+00 Uy e
: un+1 . ’ ;. s .
se lim = —>1, isto ¢, se k> e, a série € divergente
n—++o00 Uy, (&

se k = e, através deste critério, nada podemos concluir.

+oo N, |
L e"n!
Temos de estudar o caso da série — utilizando wm outro processo. 0
n
n=1
li Un+1 — 1 n \" __ 1 A . bt l
im, 100 = lim, 1€ (;}5) = 1, mas a convergéncia obtem-se por valores
n
. . . . . Un+1
maiores que 1, o que significa que existe uma ordem p € N a partir da qual > 1.
n
+oo
Pelo Critério da Razao, podemos concluir que a série E u, € divergente.
n=1
Resumindo, concluimos que:
400 .
. E™n! [ € convergente se k < e,
a série E P
« nm € divergente se k > e.
n=
+oo
Teorema 2.6 (Critério da Raiz) Seja g u, uma série de termos nao negativos.
n=1
1) Se ezistirem r <1 e p € N tais que {/u, <r,¥n>p
+00
entao a série E u, € convergente.
n=1
2) Se existirem p € N e uma subsucessio (uy,), de (u,) tal que g/t > 1,¥,, >p
+00

entao a série E u, € divergente.

n=1
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+00 +oo
Demonstracao. 1) Consideremos a série E Uy = E r’", que é uma série
n=1 n=1
—+00
geométrica de razao r. Como 0 < r < 1, a série E r’™ é convergente. Mas {/u, <
n=1
“+o0o
r,¥n > p logo u,, < r™ < 1. Portanto, pelo critério de comparacgao, a série E Uy €
n=1
convergente.
2) Se ng/Un,, > 1,V > p entao u,, > 1,V,, > p, pelo que nao tende para zero o
+oo
que implica que a sucessao (u,) também nao converge para zero, logo a série E Up,
n=1

¢ divergente.

[ ]
Tal como no critério da razao este teorema tem como consequéncia um corolario
muito utilizado no estudo da natureza duma série.

+oo
Corolario 2.4 (Critério de Cauchy) Seja Zun uma série de termos nao neg-
n=1
ativos tal que
lim, oo /Up =a (a € R oua = +00),

entao:
+oo
a) sea <1, a série g u, € convergente;
n=1
+oo
b) se a > 1, a série g u,, € divergente.
n=1

Demonstragao. Seja a = lim,,_, oo /Uy,

a) Tomamos r tal que a < r < 1. Podemos afirmar que

IpeN:n>p= Ju, <r.

+oo
Entao, pelo teorem anterior, a série E u, € convergente.

n=1
b) Por definigdo de limite superior, existe uma subsucessao de /u,, com limite

a > 1, pelo que esta sucessao tem uma infinidade de valores maiores do que 1. Pelo
+oo

teorema anterior, a série E u, € divergente. m

n=1

Nota 2.3 Cuidado, que se En%m Yu, = 1, nada se pode concluir através deste
critério.

Exemplo 2.25 A série

()

n=1
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¢ uma série de termos positivos. Como

L (n+1\" . n+1\"
lim = lim =e>1,
n—-+4oo n n—-4o0o n

entdo lim,,_, . /u, = e > 1. Podemos concluir, pelo critério de Cauchy, que a
série € divergente.

Exemplo 2.26 Consideremos a série
n=1 <3 + (_1)n)n
¢ uma série de termos positivos. Mas

sen € para
se n € impar

3
—~
w
+
YamS
I —
—_
N—
3
S~—
3
Il
—N
DO [ = =

entao lim, o /U, = % < 1. Podemos concluir, pelo critério de Cauchy, que a
série € convergente.

Exemplo 2.27 A série
+00

Z 2—n—(—1)"7

n=1

¢ uma série de termos positivos. Mas

n -n" ]-
lm V270" = Jim 272~ S = S <L

n——+oo n—-+oo

entao lim, o VU, = % < 1. Podemos concluir, pelo critério de Cauchy, que a
série € convergente.

Convém realcar que o critério de Cauchy é mais geral que o critério de D’Alembert,
ou seja, se nao pudermos concluir a natureza de uma série através do critério de

Cauchy, também nao o conseguiremos fazer através do critério de D’Alembert.

u
Tal afirmagao é justificada através do seguinte facto conhecido: lim,, ntl -

n
a = lim,,_, o {/u, = a, o reciproco nao ¢é verdadeiro. Se, no exemplo anterior,

aplicassemos o critério de D’Alembert, obteriamos

9 (n+1)~(~1)"+!

— 9~ (D)= (=1 nt (-1 _ { 2, se n ¢ par
=1 25,

un—i—l
U, 2—n—(=1)n se n ¢ impar.

Logo nada se concluiria pelo critério de D’Alembert.

Para terminar esta secgao, das séries de termos nao negativos vamos mostrar
quando é que uma série de Dirichlet é convergente.
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Proposicao 2.4 Consideremos uma série de Dirichlet. Quanto a sua natureza
podemos afirmar que:

Jio 1 { convergente se o > 1

—é .
« no divergente  se «a < 1.

n=
Demonstragao. Em primeiro observamos que se trata duma série com termos

nao negativos.
1

i) Se a < 0, entd@o lim,, 4 (—a> # 0, logo a série é divergente.
n

i1) Se a = 1, trata-se da série harménica que ja provamos ser divergente.

1 :
iti) Para 0 < a < 1 tem-se que n® < n e, portanto, — 2> —. Como a série
n n
harmonica é divergente, podemos concluir, pelo critério de comparagao, que a série

de Dirichlet é divergente para 0 < o < 1.

iv) Para a = 2, obtemos a série de termo geral —, que j& mostramos ser con-

n2
vergente.

' 11 , e
v) Para a > 2 usamos a desigualdade — < — e concluimos, pelo critério de
n

comparacao, que a série de Dirichlet converge.

vi) Resta-nos estudar o caso 1 < a < 2 (bastante mais dificil, que apresentamos
como curiosidade matemadtica); alids, a demonstracao que faremos aplica-se sempre
que a > 1. Consideremos a sucessao das somas parciais (.5,) da série de Dirichlet
com « > 1. Tem-se:

S S (T I (L
2n—-1 — 9a 3 e 5a 6o 7a
1

i ————= 1 <

(7 E et et ) |
TN QLIS U (L S I I
20 24 92w T gem gz T )T
+ P S ot =
(21171)6“ (2n71)a (anl)a (2%1)@ -

2 2 n—1 2k n—1
= l+=—+_—+..+

2 2 2 -
Qa 22a 2(71T)a - Z 2_a - Z (21_a)k )

IN

Como o > 1, vem que 0 < 2'7® < 1, o que nos permite majorar a expressao anterior
pela seguinte série geométrica convergente:

3
—_
+
8

Syn_q < (21704)’“ < (21704)’6
0

e
Il
e
Il
o

+oo

‘o Lo —ank 4 .
e a série geometrica 5 (21 “)" é convergente cuja soma tem o valor 1ol a Ve-
k=0

mos, assim, que a sucessao de termo geral Son_1 é majorada: sendo uma subsucessao
da sucessao de termo geral S,,, que é crescente, concluimos que a sucessao das somas
parciais (S,) é majorada, logo a série é convergente, sempre que & > 1. =
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2.5 Séries de termos sem sinal fixo

Na seccao anterior estudamos séries em que todos os seus termos nao podiam ser
numeros negativos. Vamos agora considerar o caso em que uma série tem termos
positivos e negativos.

Definicao 2.5 Uma série diz-se de termos sem sinal fixo se possui infinitos
termos positivos e infinitos termos negativos.

Em particular, consideramos o caso em que ostermos positivos e negativos sao
alternados.

Definicao 2.6 Uma série diz-se alternada se os seus termos sao alternadamente
positivos e negativos. Supondo que o primeiro termo € positivo podemos escrevé-la

na forma
+00

Z(—l)”“un, u, >0 V¥neN.

n=1

Existe um critério bastante simples que, quando aplicavel, permite rapidamente
concluir a convergéncia duma série alternada.

+o0o
Proposigao 2.5 (Critério de Leibniz) Seja g (—=1)"*u,, uma série alternada.
n=1
Se a sucessao (uy) for uma sucessio decrescente, com limite zero, entdo a série é
convergente.

Demonstracao. Vamos considerar a sucessao das somas parciais (S,,) associada
a série, e duas subsucessoes, cujos termos incluem a totalidade dos termos de (S,,):
a subsucessao dos termos de ordem par

(52n> = (527 S47 SG? 587 )
e a subsucessao dos termos de ordem impar,
(S2n-1) = (51,53, 55,57, ...).

Verifiquemos que a subsucessao dos termos de ordem par ¢ uma subsucessao cres-
cente.

Sgn (—1)2U1 + (—1)3’&2 + ...+ (—1)2nU2n_1 + (—1)2n+1U2n,
. (—1)2U1 + (—1)3’&2 =+ ...+ (—1)2nU2n_1 + (—1>2n+1U2n+
SZ(n-‘,—l) - SQn—i—Q

+(—=1)2" U911 + (—1)7" g, o,

_ In+2 243 _
Sont2 — San = (=1)""ugui1 + (—1)* P ugpio = o1 — Ugpgz > 0
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Entao, como a sucessao (u,) é uma sucessao decrescente, podemos concluir que
82n+2 2 SZna vn € N7

ou seja, a subsucessao dos termos de ordem par é uma subsucessao crescente.
Mas por outro lado,

Son —S1 = (up —us+ug — ... + Ugp_1 — Ugp) — Uy
(—ug + ug) +... + (—Ugp—2 + Uzp—1) + (—u2p) <0
~——— ~ ~ J N —
= <0 <0
< 0.

Entao a subsucessao dos termos de ordem par é majorada. Como é majorada e
crescente é convergente para um limite real a.

De forma perfeitamente andloga, se provaria que a subsucessao (Sa,.1) dos ter-
mos de ordem fmpar é decrescente e minorada logo convergente para um limite real
b.

Entao:
1imn—>+oo(52n+1 - SZn) = b—a e

hmn—H—oo(SQn—H - SQn) = hmn—)—l—oo U2n41 = 0.
Destas duas igualdades podemos concluir que b — a = 0, ou seja b = a. Como as

duas subsucessoes (de termos pares e impares) cobrem todos os termos da sucessao

(Sn), o facto de convergirem para o mesmo limite b = a significa que a prépria
+0o0

sucessao converge para esse limite. Logo a série alternada E (—1)"*u,, é conver-

n=1
gente. W

Exemplo 2.28 Consideremos a série

“+00
1 1 1 1
B Ry e
;( ) n 2+3 4+

que se designa série harmonica alternada.

Trata-se duma série alternada, em que a sucessao de termo geral u, = —, é uma
n

. o : 1 . o
sucessao decrescente e de limite zero: lim, ..., — = 0. Entao, por este critério, a
n

série harmonica alternada é convergente.

Exemplo 2.29 A série

—+00 1
n+1 o
5 (—1) F—1—8+27—...
n=1
g S 5 n+1 1 n+1,,3
€ uma série alternada. Mas a sucessao de termo geral (=1)""'— = (=1)""'n
n

nao converge para zero, € uma sucessao divergente, logo a série é divergente.
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Exemplo 2.30 Consideremos a série

+00 1
2 (D)= aeR
n=1

Trata-se duma série alternada. Vamos estudar os diferentes casos:

Sea <0 a série diverge porque o seu termo geral nao tende para zero.

a série € convergente, pelo critério de Leibniz, porque a sucessdo

Sea >0 1 » . 1
de termo geral — ¢ decrescente, de termos positivos e lim, . — =0
n n

Quando consideramos uma série alternada nas condigoes do critério de Leibniz,
mesmo nao conseguindo determinar o valor exacto do resto de uma certa ordem, r,,
obtemos uma majoragao para o seu valor absoluto.

Seja

“+oo

Z(—l)”“un, u, >0 VneN

n=1

uma série alternada nas condigoes do critério de Leibniz. Entao

|Tp| < Upt.

2.6 Convergéncia absoluta

“+o0o
Dada uma qualquer série E u,, define-se uma nova série, que sera bastante impor-

n=1
tante no estudo que se segue, a série dos médulos, dada por:

+oo
Z |un| = || + |ua| + |us| + ...
n=1

+oo
Definicao 2.7 Uma série g u, diz-se absolutamente convergente se a série doa

n=1
+00
modulos E |u,| € convergente. Uma série convergente, que nao seja absolutamente
n=1

convergente, diz-se simplesmente convergente.

Exemplo 2.31 Considere a série

+o0 1

Z<—1)n+1ﬁ'

n=1
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A série dos mddulos € a série

+oo +oo

E (_1)"+1i — i
n? n?

n=1 n=1

que € uma série de Dirichlet convergente. Entao se a série dos modulos converge
+00

dizemos que a série E (1)1 ¢ absolutamente convergente.

n=1

Exemplo 2.32 Considere a série harmonica alternada

+o0 1
§ :(_1)n+1_
n=1 n
que € uma série convergente.
A série dos mddulos é a série
+oo +oo
§ : (_1)n+1l — § :l
n n
n=1 n=1

harmonica que é divergente. Logo a série é convergente mas nao é absolutamente
convergente. Neste caso dizemos que a série harmonica alternada € simplesmente
convergente.

O teorema seguinte mostra a importancia da convergéncia absoluta.

Teorema 2.7 Uma série absolutamente convergente é convergente.

+o0 400
5 |un| € convergente —> E uy, € convergente.
n=1 n=1

Demonstragao. A demonstracao baseia-se numa série auxiliar, cujo termo geral
¢ dado por:

U, + U, se u, >0
Up — Uy S€ Uy <0
2u, =2 u,| se wu, >0
0 se u, <0.

Up = Up+|u,| =

Por construcao, o termo geral v,, verifica a dupla desigualdade:

+oo
iy o veretnci - . i
Logo, utilizando a hipdtese da convergéncia absoluta da série U, € as pro
n=1
priedades de séries ja conhecidas, tem-se que:
400 oo Foo
E |un| é convergente = E 2 |u,| é convergente =— E vy, € convergente

n=1 n=1 n=1
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sendo a ultima implicacao resulatante do primeiro critério de comparacao.
Mas, pela prépria definicao do termo geral v,,, tem-se:

Uy, = Uy + |Up| <= Uy = v — Uy .

Logo, pelas propriedades operatorias das séries,

+0o0

Z | | convergente oo oo

oo = Z (v — |un|) = Z u, convergente.
Z Un, convergente n=1 n=1

n=1

Nota 2.4 Como a série dos mddulos é, por defini¢cao, uma série de termos nao
negativos, podemos utilizar todos os critérios apresentados na sec¢ao das séries de
termos nao negativos, para identificar a natureza desta série.
Exemplo 2.33 Consideremos a série
+0o0

Z cos(n)

2 Y
n=1 n

que € uma série com uma infinidade de termos positivos e negativos. A respectiva

+oo
série dos modulos é dada por Z &(Zn) . Mas, verifica-se a desigualdade
n
n=1
1
cos(Qn) _ \cos(2n)| <l vnen
n n n

Logo, pelo primeiro critério de comparacao, tem-se que:

+o00 +o00
1, lcos(n)|

E — € convergente = g ———— € convergente.
n n

n=1 n=1

“+o0o “+o0o
_ L ) cos(n)| L
Assim a série dos modulos E —5—| € convergente, logo a série E
n
n=1 n=1
absolutamete convergente e, como tal, convergente.

cos(n)
n2

Muitos problemas nos diferentes ramos do conhecimento podem ser expressos e
resolvidos através da teoria de séries. Enunciamos dois deles.

1) O interesse pelos nimeros primos vem desde Euclides, 300 A.C. onde prova
que existe um nudmero infinito de ntmeros primos. Euler, dois mil anos depois
apresenta uma prova, com a teoria de séries, onde mostra que

Proposicao 2.6 Eziste um numero infinito de numeros primos inteiros.
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Como consequéncia de muitos resultados mais ou menos célebres, estudando
numeros primos Riemann apresentou uma famosa conjectura, utilizando a nao menos
célebre funcao zeta, (, que se tornou num dos mais importantes problemas em
matematica e que normalmente é conhecida pelo nome de hipdtese de Riemann.

Conjectura 2.1 (Hipdtese de Riemann): Se z € um nimero complexo tal que

((z) =0, entdo a parte real de z é 5
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2.7 Exercicios propostos

1) Utilizando a definigdo de convergéncia de uma série, determine a natureza das
séries seguintes e, sempre que possivel, calcule a sua soma:

a)2+4+6+8+..; D)2—2+42-24+2—.; )T+ =+ 1H+..
+oo +o00
n 6 2" 43"
d)1—24+1— 4+ (=1)"+. 6)2—5n_2; N o
n=2 n=1
+00 +oo
2n+1 .
—_—; h log (1+1); ZL+L+L—|—L+...;
g);m(nﬂ)? )Z g(1+;) )iatoat 5s T o6

Z\/n+ —/n l)z 2

n(n+2) ! — 4dn* — 1’

+oo
2) Seja Z u, uma série convergente de soma S. Indique, justificando, os limites

n=1
das sucessoes de termos gerais:

3) Diga qual a natureza e determine o termo geral de uma série cuja sucessao
das somas parciais é

4)

a) Calcule o resto de ordem 100 da série Z

n>1
b) Determine uma ordem a partir da qual, o erro que se comete ao tomar

n2+n

para valor da soma da série g
n=1

5 a sua soma parcial, nao exceda 0, 1.
(n+1)

5) Diga, justificando, quais das seguintes afirmagoes sao verdadeiras e quais sao
falsas:

a) A soma de duas séries divergentes é divergente;
b) A soma de uma série convergente com uma série divergente é uma série divergente;

c) Se a, — 0, entao a série E a, € convergente;

d) As séries g ﬁ e E \/%H sao da mesma natureza.

n=1 n>100
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+oo
6) Prove que se a série de termos nao negativos E u, é convergente e se p > 1,
n=1
“+o0o
entao a série E uP também converge.
n=1

7) Determine a natureza das séries de termos nao negativos cujos termos gerais
sao:

n 1 |sen n| )
1+ (1) 57 —_— c) cos *;
n+1 1 log n
d) w——; €) ——; .
)'I'LS—TL—‘[-Q’ >\/n(n+2) f) n
1 Ix3x5x..x(2n+1 n—1)n?
n log n 3x6x9x X...x (3n+ 3) T

= =1\ o)
7) (%) ) —.
n+1 n

an+1

8) Seja (a,) uma sucessao de nimeros reais nao nulos tais que a sucessao
Qn
+oo
¢ uma sucessao constante. Mostre que E a, ¢ uma série geométrica.

n=1
9) Determine, em funcao de @ € R, a natureza da série de termo geral log (1 + —a) .
n

10) Seja (a,) uma sucessao de termos positivos com limite +oo. Mostre que a
série

+00
E (an—i—l - an)
n=1
¢é divergente e que a série
+oo
( 1 1 )
n—1 Ap—1 Qp

¢é convergente.

11) Indique quais das seguintes séries sao absolutamente convergentes, simples-
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mente convergentes ou divergentes:

PL= TP I ) S (-
a . _ - . Is _ .
vn ot 2n3 + 1’ — nt+1’

n=1
COS +oo _3 n +00
Zlo n+1 : e) ;(7> : f) ;(1+senx)

12) Prove que se g la,| converge entao E a? é convergente. Mostre que a

proposicao reciproca ¢é falsa.

13) Mostre que
1 1 X 2"+ n? 4
a)z(n—l)n(n—i—l) 4 );2”+1n(n+1)

n=2

14) Estude, quanto a convergéncia, as seguintes séries:

R VN3 +2n+1

B I b>+zbg_n. oy Yol
—~ Vn+1+1 — ~  nh+3
+oo +oo “+o0o

L+V2+..+n 1
d : e —_ f ne~(n+l),
) ; n? 41 ) Zl 3+ (—1)"™" ) ;
+oo

9) Z (nsent — (n+2)senﬁ)

n=1

15) Indique quais das seguintes séries sao absolutamente convergentes, simples-

mente convergentes ou divergentes:

+oo +o0 2
sen (na) n n
CL) E T, com o & R, b) E (—]_) m,
n=1

3 + sen —

2> (%) B D=

n=1
16) Determine os valores de p € R para os quais as seguintes séries sdo conver-

gentes:

+oo
a) Zn”(\/n—i-l—\/n—l);
Yoo

b) Z (sen 1)”.

n=1
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17) Seja (an),y uma sucessao convergente para a € R. Sendo p € N, mostre

que a série
+00

Z (an — @np)

n=1

¢ convergente e calcule a sua soma.

18) Determine os valores do niimero real « para os quais a série:

d (=D)"(n+1)""

n=0

a) é simplesmente convergente;

b) é absolutamente convergente.

19) Seja (a,,) uma sucessao de termos positivos e (b,) uma sucessao limitada.

+00 +oo
a) Mostre que a convergéncia da série Z a, implica a convergéncia da série Z anby, ;
n=1 n=1
+o00
b) Use o resultado anterior para provar que se a série Z a, converge
n=1

—+00

entao também converge a série E a?

-
n=1
¢) Mostre, por meio dum contraexemplo, que a reciproca da proposi¢ao anterior é falsa.
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2.7.1 Solucoes dos exercicios

70 2
1) a) Divergente; b) Divergente; c) Convergente, S = 9 d) Convergente, S = —;

3
15 7
e) Convergente, S = 5 f) Convergente, S = 3 g) Convergente; h) Divergente;
1 1
i) Convergente, S = 3 j) Convergente, S = 1; 1) Convergente, S = 5

+oo
1
3) ; D) convergente.

5)a)F; b)V; ¢ F;, d)V.

7) a) Divergente. b) Convergente. c¢) Divergente. d) Convergente. e)
Divergente. f) Divergente. g) Divergente. h) Convergente. i) Convergente. j)
Convergente. 1) Convergente.

9) Convergente(absolutamente) se o > 1; divergente se a < 1.

11) a) Simplesmente convergente. b) Absolutamente convergente. c¢) Di-
vergente. d) Absolutamente convergente. e) Absolutamente convergente. f)
Absolutamente convergente se x € |(2k — 1)m, 2k7[, divergente nos restantes casos

14) a) Divergente. b) Convergente. c¢) Convergente. d) Divergente. e)
Convergente. f) Convergente. g) Convergente.

15) a) Absolutamente convergente. b) Divergente. c¢) Divergente. d) Simples-
mente convergente.

1
16)a)p<—§; b)p> 1.

17) S=a1+as+ ... + ap, — a.

18)a)0<a <1, b)a>1.

—+00

+oo
1
19) c) Basta considerar E ay, = E —.
n

n=1

n=1
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CAPITULO 3

Funcoes reais de variavel real

Para realcar a importancia da entidade matematica, que iremos estudar neste capitulo
- uma funcao - nada melhor que transcrever algumas passagens do livro, da nossa
bibliografia, do grande matematico portugués Bento de Jesus Caraga, onde por sua
vez, um outro grande homem do conhecimento, Leonardo da Vinci, é citado. Bento
de Jesus Caraga esboca historicamente o caminho do conceito de funcao.

7... Veja bem o leitor o que hd de importante nesta nova rela¢ao-traducao de

leis analiticas em leis geométricas...”;” ...Nesta unificacao, realizada de hd trés
séculos para cd, reside um dos factos mais dramdticos, mais importantes e mais
profundos da historia do Conhecimento...”; ”...0 facto de ser o proprio conceito de

fungao, instrumento do estudo das correspondéncias que vai agora servir de ele-
mento definidor dessa nova correspondéncia, de motivo de unificacao dos dois cam-
pos...”,”...Foi um homem extraordindrio, a quem nada parece ter sido alheio das
preocupacoes dominantes no seu tempo, do dominio da Técnica ao da Ciéncia, da
Filosofia e das Artes - Leonardo da Vinci - quem deu essa formulacdo precisa...”, es-
creve Leonardo: ”...Dizem ser mecanico aquele conhecimento que sai da Esperiéncia,
e cientifico o que nasce da Razao, e semi-mecanico o que nasce na Ciéncia e acaba
nas operagoes manuais...”, continua Leonardo: ”...Nenhuma investigacdo merece
o nome de Ciéncia se nao passa pela demonstracao matemdtica...”;”...nenhuma
certeza existe onde nao se pode aplicar um ramo das ciéncias matemdtica ou se
nao pode ligar essas ciéncias...” Estes textos sao extractos do seu livro: "Tratado
de Pintura”.

Como um termo matematico, "funcao”, foi introduzido por Leibniz em 1694,
para descrever quantidades relacionadas com uma curva tais como a inclinagao
da curva ou um ponto especifico dessa curva. Funcoes relacionadas com curvas
sao actualmente chamadas fungoes diferenciaveis, tema do nosso proximo capitulo.
A palavra funcao foi posteriormente usada por Euler em meados do século XVIII
para descrever uma expressao envolvendo vérios argumentos; i.e. y = F(z). Am-
pliando esta definicao os matematicos foram capazes de estudar ”estranhos” objec-
tos matematicos tais como funcoes que nao sao diferenciaveis em qualquer dos seus
pontos. Tais funcoes, inicialmente tidas como puramente imaginarias e chamadas
genericamente de "monstros”, foram, ja no final do século XX, identificadas como
importantes para a construcao de muitos modelos fisicos.

No século XIX Weierstrass defendia que se construisse o calculo infinitesimal

7
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utilizando a Aritmética e nao a Geometria, o que favorecia a definicao de Euler
relativamente a definicao de Leibniz. Ja no final do século, o desenvolvimento da
formalizacao de toda a Matemdtica comecou a utilizar como forte ferramenta a
Teoria dos conjuntos. E nesta sequéncia que Dirichlet cria a moderna definigao
"formal” de funcao.

3.1 Generalidades

Vamos agora estudar fungoes definidas em subconjuntos de R, com valores em R,
ie.,
f: DCcR =R
x — f(z).
O conjunto D C R onde a fungao f esta definida é designado por dominio de
f- O contradominio de f é o conjunto

D'=f(D)={yeR:y= f(x) paraalgum z € D}.

Definicao 3.1 Uma funcao f, diz-se minorada, majorada ou limitada, se o
seu contradominio f(D) = D' for um conjunto minorado, majorado ou limitado.
Escrito de uma outra forma, uma funcao f, com dominio D C R, diz-se limitada
se

JLeR":|f(x)| < L, VxeD.
O grafico de uma funcio f é o subconjunto do plano R? definido por

graficode f = {(z,y) eR*:z €D e y= f(z)}.
Tabela 3.1: Graficos duma funcao par e duma fungao fmpar.

y

Yoo

Definicao 3.2 Uma funcao f, com dominio D C R, diz-se:

par se f(z)= f(—z), Vx e D,
impar se f(x)=—f(—z), Vo€ D.

Observemos que o grafico de uma funcao par é simétrico em relagao ao eixo dos
yy enquanto o grafico de uma fungao impar (ver tabela 3.1) é simétrico relativamente
a origem dos eixos.
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Figura 3.1: Funcao periddica.

Definicao 3.3 Uma funcao f, com dominio D C R, diz-se:

crescente se x <y= f(x) < f(y), Va,y e D,
decrescente se v <y= f(x) > f(y), Vz,y € D,
estritamente crescente se r<y= f(x) < f(y), Vx,y € D,
estritamente decrescente se v <y=— f(z)> f(y), Vz,y € D,
mondtona se é crescente ou decrescente e

estritamente mondotona se € est. crescente ou est. decrescente.

Tabela 3.2: Gréficos da funcao f(x) = e” para —4 < x < 2 e da fungao f(z) = logz
para0 <z <3

<

Consideremos as fungoes f(z) = e” e f(z) = logx (ver tabela 3.2) que sdo ambas
estritamentes crescentes nos respectivos dominios.

Definigao 3.4 Uma fungao f, com dominio D C R, (ver fig.5.1) diz-se:

periddica com periodo T >0  se f(x+T) = f(z), VYr e D.

Definicao 3.5 Chamam-se zeros da funcao f, os elementos x do dominio tais que

f@) =0,

Definigao 3.6 Sejam f: D CR —-R e AC D. A restricao de f a A, designada
por fia € a aplicagdo de A em R tal que fia(x) = f(x) para cada x € A.



80 CAPITULO 3. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Definicao 3.7 Uma funcao f : D C R — B C R diz-se:

injectiva se v #£y= f(x)# f(y), VYx,y € D,
sobrejectiva se Yy € B, Jre D: f(x) =y,
biyjectiva se € injectiva e sobrejectiva.

A injectividade (ou nao injectividade) duma fungao é visivel no seu gréfico (ver
tabela 3.3). Uma funcao é injectiva se e s6 se nenhuma recta horizontal (de equagao
y = k) intersectar o seu grafico em mais do que um ponto.

5 5

Tabela 3.3: Graficos duma funcao injectiva e duma funcao que nao ¢ injectiva.

Definigao 3.8 Seja f : Dy C R — f(Dy) uma fun¢do injectiva. A sua funcgao
inversa ¢ definida como a func¢ao
f_l : Df_l = f(Df) C R— Df CR
y—= Ty =2

onde x € Dy € o unico ponto do dominio de f tal que f(z) =y.

O conceito de funcao inversa é facil de visualizar através duma representacao
grafica como podemos observar na figura 3.2.

Dado o grafico duma funcao invertivel f, o gréfico da sua inversa f~! é simétrico
ao grafico de f, relativamente a recta y = x. Podemos observar os casos da fungao
f(x) =¢€"e f~!(z) = logz na figura 3.3.

Nota 3.1 Dada uma fun¢ao injectiva f(x) € importante nao confundir a notagdao

fzx)

da funcao inversa f~'(x) com o inverso multiplicativo

A fungao f: R — R, definida por f(z) = x?, é estritamente crescente em todo o
seu dominio, logo é injectiva e o seu contradominio é f(R) = R. Tem assim inversa
f~! definida em todo o R, que ¢ a funcao raiz ctbica:

f7l: R=-R
x— Jr

Os graficos destas duas funcoes estao representados na figura 3.4.
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D f f(D)

Figura 3.2: Funcao inversa.

Figura 3.3: Graficos das fungoes f(z) = e¢” e f~1(x) = log x.

Figura 3.4: Grafico da fungao f(x) = 2% e da sua inversa.

81
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I I
-2 2

Figura 3.5: Gréfico da fungao constante f(z) = 3.

3.2 Exemplos importantes

Apresentamos nesta seccao varios exemplos de fungoes elementares ja vossas con-
hecidas, mas que convém recordar.

3.2.1 Funcoes polinomiais

Exemplo 3.1 Funcoes polinomaiais sao funcoes com expressao analitica dada
por um polinomio, i.e., fungoes da forma

n
f@)=co+az+cor®+ - +ca” = E cx®, com co,....cn €R
k=0

O dominio de qualquer uma destas funcoes € D = R.

Quando uma fungao polinomial tem grau impar o seu contradominio é o conjunto
R, enquanto que quando uma func¢ao polinomial tem grau par o seu contradominio
¢ um intervalo da forma [m, +o00[ ou | — 0o, M|, com m, M € R.

Consideremos alguns casos particulares de fungoes polinomiais:

Exemplo 3.2 Fung¢do constante: quandon =0, (ver fig. 7?7) polinémio de grau
zero,

f(z)=a
Exemplo 3.3 Func¢do afim: quando n =1, (ver fig. 3.6) polindmio de grau 1,
flz)=ax+0b, com a#0
O grau do polinomio € impar o dominio e o contradominio D = D' = R.
Exemplo 3.4 Fung¢do cibica: quando n =3, (ver fig. 3.7) polindmio de grau 3,
f(z) =az® +ba® +cx+d, com a#0

Como o grau do polindmio € impar o dominio e o contradominio D = D' = R.
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20 -

Out[1]= L L L L L
-20 -10 - 10 20

~20-
—40-

Figura 3.6: Gréfico da fungao afim f(z) = 3z — 2.

-10F

Figura 3.7: Gréfico da fungao cibica f(z) = —2® + 2% + 2z + 1.

3.2.2 Funcgoes racionais

Exemplo 3.5 Funcg¢oes racionais sio fun¢oes com expressao analitica dada pelo
quociente de dois polindmios, i.e. func¢oes da forma
plx)  cteox+ i+ + et

Jw) = q(x) T byt bz boa? o+ - -+ D™

Estas fungoes nao estao definidas nos pontos em que o denominador se anula,
pelo que o seu dominio é dado por

D ={zeR:q(z)#0}.

1

Exemplo 3.6 Um exemplo simples € a fun¢ao definida por f(x) = —, cujo grdfico
x

esta representado na figura 3.8. Tanto o seu dominio como o seu contradominio sao

D = D' = R\ {0}. E wma funcdo impar e estritamente decrescente em (—00,0) e
(0, +00).

As funcoes polinomiais sao casos particulares das fungoes racionais mas, claro
que podemos considerar fungoes racionais que nao sao funcoes polinomiais.

Exemplo 3.7 Consideremos as funcgoes
f(z) =2% comaeR.
Consoante o valor de o, f € uma fungao polinomial ou nao.

Vejamos o grafico desta fungao (fig.3.9) para varios valores de .
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1
Figura 3.8: Gréfico da fungao f(x) = =

I / “““““

A 0.5 10 15 20

Figura 3.9: Gréficos das fungoes f(z) = z® para a = —3, —
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L L
-05 05 10

Figura 3.10: Gréfico da fungao f(x) = a” para a = 2,3, 10..

3.2.3 Funcoes exponencial e logaritmica

Definicao 3.9 Sendo a um nimero positivo diferente de 1, chama-se fung¢ao ex-
ponencial de base a, a funcdao dada por

f: R=>R
r— f(z) =ad"

Na figura 3.10 estao representadas graficamente diversas funcoes exponenciais
para diferentes valores de a.

O dominio da funcao exponencial é o conjunto de todos os nimeros reais D = R
e o contradominio é o conjunto de todos os niimeros reais positivos, D’ = RT. A
funcao exponencial é estritamente crescente em todo o seu dominio e é uma bijecgao
de R em R*.

Podemos definir a fungao inversa da funcao exponencial, a funcao logaritmo.

Exemplo 3.8 Seja f(x) = a® a fungao exponencial de base a (a # 1). A fungdo
inversa de f(x) designa-se por fung¢ao logaritmo de base a e é definida por:

f7t: R* =R
r— fYz) =log,

Quando a = e a funcao designa-se simplesmente por logz e este logaritmo
designa-se por logaritmo neperiano.

O dominio desta funcao logaritmo é o conjunto D = R,

Das defini¢oes anteriores resulta que

y=a" <z =log,y
donde se pode concluir que se y >0 e a # 1,

alo8ay — y

Recordamos algumas propriedades da fungao logaritmo.
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~
N

Figura 3.11: Grafico da restricao da funcao seno ao intervalo [—g, g]

Proposicao 3.1 Sendo a um niumero real positivo diferente de 1 tem-se que:

1. log,a=1 e log,1=0

2. log, (zy) = log, x + log, y, Vz,y € R*.

3. log, <f) =log, z —log,y, Vx,y € RT.
Y

4. log, 2° = blog, z, Vb e R.

1
5. log, ({/x) = og;x; Ve e RT, VneN.

log,
log, b’

6. log, z =

3.2.4 Funcoes trigonométricas e as suas inversas
Exemplo 3.9 A funcao seno define-se por

seno: R — [—1,1]
T — senx

Tem-se que o dominio desta funcao é o conjunto D = R e o contradominio é o
intervalo f(D) = D" = [—1, 1] (ver fig.3.11). Trata-se duma fungao impar e periddica
de periodo 2.

senz = —sen(—z) e sen(x+27m)=senz, VreR.

T
Quando se restringe a fungao seno ao intervalo [—5, ﬂ obtém-se a chamada

restricao principal. A funcao seno é estritamente crescente neste intervalo, logo

injectiva, <[__:’_”D =[-1,1].
injectiva, e sen 55 [ ]
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Figura 3.13: Grafico da fungao coseno.

Exemplo 3.10 A sua func¢ao inversa neste intervalo € a chamada fun¢ao arco

Seno:

1 s 7Ti|
seno -, =
272

T — arcsenc.

=arco seno: [—1,1] — [

Os gréficos sao apresentados na figura 3.12.

Exemplo 3.11 A fung¢ao coseno define-se por

coseno: R — [—1,1]
T — cosT

Tem-se que o dominio desta funcao é o conjunto D = R e o contradominio é o
intervalo f(D) = D’ = [—1,1]. Trata-se duma fungao par e periddica de periodo 2.

cosx =cos(—z) e cos(z+2m)=cosz, VreR.

Quando se restringe a fungdo coseno ao intervalo [0, 7] obtém-se a chamada
restricao principal. A fungao coseno é estritamente decrescente neste intervalo, logo
injectiva, e cos ([—0,7]) = [—1, 1] (ver fig.3.13)
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Figura 3.14: Graficos das fungoes coseno e arc coseno.

y

Figura 3.15: Gréafico da funcao tangente.

Exemplo 3.12 A sua func¢ao inversa neste intervalo € a chamada fun¢ao arco

coseno:
coseno~! = arco coseno: [—1,1] — [0, ]
T — arccos .

Os graficos sao apresentados na figura 3.14.

A funcao tangente define-se pelo quociente entre a fungao seno e a funcao coseno.

Exemplo 3.13 A func¢ao tangente define-se por:

tangente : D:{xER:cosxséO}:{xER:x;éknr—i—z, kEZ}—>R
sen 2

r —tg(x) =
cos T
Tem-se que o dominio desta funcao é o conjunto D = {:U ER:x#kr+ g, ke Z}

e o contradominio é R. Trata-se duma fungao impar e periddica de periodo 7.
tgx=—tg (—z) e tg(x+m)=tgx, YreD.

Uma vez que é peridédica nao é uma funcao injectiva em todo o seu dominio A
.~ . ™ T .- .. , .
sua restricao ao intervalo ]—5, —[ (a chamada restrigdo principal) é estritamente

2
D =R (ver fig. 3.15).

T T

crescente, logo injectiva, e tg G 55
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Figura 3.16: Grafico da funcao arco tangente.

y

X

Figura 3.17: Gréfico da fungao cotangente.

Exemplo 3.14 A sua funcdo inversa, neste intervalo, € a chamada fun¢cao arco
tangente:

1

T
tangente™ [

= arco tangente: R — ] 53
T — arctg x.

O seu gréfico estd representado na figura 3.16.

Exemplo 3.15 A funcao cotangente ¢ o inverso aritmético da tangente e define-
se por:

cotangente: D ={x eR:senx #0}={z€R:x#kn, keZ} - R
1 COS T

r—cotg(xr) =—— = .

tgx senx

Tem-se que o dominio desta fungao é o conjunto D = {x € R: z # km, k € Z}
dado que esta funcao nao esta definida nos pontos em que o seno se anula. O
contradominio desta fungao é o conjunto R (ver fig.3.17). Tal como a tangente,
trata-se duma funcao impar e peridédica de periodo .

cotg v = —cotg (—x) e cotg(x+m) = cotg x, Yx € D.
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Figura 3.18: Grafico da funcao arco cotangente.

Uma vez que é periédica nao é uma funcao injectiva em todo o seu dominio.
A sua restri¢ao ao intervalo |0, 7[ (a chamada restricdo principal) é uma funcao
injectiva.

Exemplo 3.16 A sua funcdo inversa neste intervalo € a chamada fung¢ao arco
cotangente:
! = arco cotangente: R — |0, 7|

T — arc cotg x.

cotangente

3.2.5 Funcoes hiperbdlicas

As funcoes seguintes sao definidas a partir da funcao exponencial e, como o seu
nome indica, tém uma relagao directa com a hipérbole.

Exemplo 3.17 A fung¢ao seno hiperbadlico define-se por

seno hiperbolico: R — R

x —Z

(&

—e
Tz — senhz =

2

Tem-se que o dominio e o contradominio desta fungao é o conjunto D = R (ver
fig.3.19). Trata-se duma funcao impar.

senhx = —senh(—x), Vr € R.

Exemplo 3.18 A func¢ao coseno hiperbdlico define-se por

coseno hiperbolico: R — R

et +e”
r — coshy = ——



3.3. DEFINICAO DE LIMITE 91

Figura 3.19: Graficos das funcoes seno hiperbolico e coseno hiperbdlico.

Tem-se que o dominio desta funcao é o conjunto D = R, e que o contradominio
é o intervalo [1, +00) (ver fig.3.19). E uma fungao par:

coshz = cosh(—zx), Vx € R.
Estas fungoes satisfazem a seguinte relacao fundamental

cosh?(z) — (senh(z))> =1, Vz € R.

3.3 Definicao de limite

A nocao de limite demorou muito tempo a ser estabelecida na Histéria da Matematica,
aparecendo as primeiras defini¢oes aceitaveis apenas nos fins do século XVIII, principios
do século XIX. Entre os primeiros a apresentar uma definicao satisfatoria, contam-se

o portugués Anastacio da Cunha e o francés Augustin-Louis- Cauchy.

No livro ”Principios Mathematicos” (1790), José Anastdcio da Cunha afirma:

1. Se uma expressao admitir mais de um valor, quando outra expressao admite
um so, chamar-se-d esta constante, e aquela varidvel.

II. A varidvel que puder sempre admitir valor maior que qualquer grandeza que
se proponha chamar-se-d infinita; e a varidvel que poder sempre admitir valor menor
que qualquer grandeza que se proponha, chamar-se-d infinitésima.

No livro ”Cours D’Analyse de L’ Ecole Royale Polytechnique: I-Analyse Algébrique”
(1821) de Augustin-Louis Cauchy pode ler-se:

Chama-se quantidade varidvel aquela que se considera como devendo receber
sucessivamente varios valores diferentes uns dos outros. Designa-se uma tal quan-
tidade por uma letra tomada ordinariamente entre as ultimas letras do alfabeto.
Chama-se pelo contrario quantidade constante, e designa-se ordinariamente por uma
das primeiras letras do alfabeto toda a quantidade que recebe um valor fixo e deter-
minado. Quando os valores sucessivamente atribuidos a uma mesma varidvel se
aproximam indefinidamente de um valor fixo, de maneira a diferir dele tao pouco
quanto se queira, este ultimo chama-se o limite de todos os outros.
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Para enunciar a definicao de limite de uma funcao necessitamos de recordar
alguns conceitos preliminares.

Definicao 3.10 Seja a um nimero real. Chama-se vizinhancga de a, e representa-
se por Vs(a), ao conjunto de valores cuja distancia a a € inferior a §:

Vs(a) ={z eR:|x—a| <} =(a—0d,a+9).

Definicao 3.11 Seja A C R um conjunto. Um ponto a € R diz-se um ponto de
acumulacao de A se em qualquer vizinhanca de a existir pelo menos um elemento
de A diferente de a. Chama-se derivado do conjunto A ao conjunto de pontos de
acumulacao de A que se denota por A

Observemos que um ponto de acumulacao dum conjunto pode nao pertencer ao
proprio conjunto.

Exemplo 3.19 Seja A = (b,¢), um intervalo aberto. Entao o conjunto dos pontos
de acumulagao € o intervalo fechado A" = [b, c].

Exemplo 3.20 Seja A = {b}, um conjunto singular. Entdo o conjunto dos pontos
de acumulacao € o conjunto vazio, A' = &.

A nocao de ponto de acumulacao é bastante importante uma vez que s6 nos
pontos de acumulacao do dominio da funcao é que podemos definir limite de uma
funcao.

Definigao 3.12 (Segundo Cauchy) Sejam f : D C R — R, a um ponto de
acumulagdo do dominio de f e b € R. Diz-se que b é limite de f mo ponto a (ou
quando x tende para a), e escreve-se lim,_,, = b, se

lim f(z) =0 <= V6>0 >0 VeeD:0<|r—a|<e=|f(zx)—0bl <0
r—a
Esta definicao de limite também pode ser escrita, utilizando o conceito de vizin-
hancas, da seguinte forma:

élviir}lf(x):b < V6>0 Fe>0 Ve eD:xeV(a)\{a} = f(x) € Vs(b)

Podemos interpretar graficamente este conceito (ver fig.3.20).

O matematico inglés G. H. Hardy, um apaixonado pelo criquete, o desporto
nacional britanico, dizia que, para se entender bem a nocao de limite, é preciso
pensar numa competicao entre um heréi e um bandido. O herdi tenta provar que
lim,_,, f(x) = b enquanto que o bandido tenta provar o contrario. O bandido
escolhe deltas (§) a sua vontade enquanto o herdi tenta encontrar épsilons (g) de
modo que para todo o z tal que 0 < |z — a| < ¢ ele consiga ter que | f(z) — b] < d. O
her6i ganhara o jogo (e provard assim que lim,_,, f(z) = b) quando, para qualquer §
escolhido pelo bandido, conseguir encontrar sempre um ¢ nas condicoes pretendidas.
O bandido ganhara, pelo contrario, quando conseguir encontrar um ¢ para o qual o
herdi nao consiga encontrar um e que satisfaca o pretendido.
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Figura 3.20: Interpretacao geométrica de lim,_,, f(z) = b.

Exemplo 3.21 Vamos mostrar, utilizando esta definicao, que:

) 1
lim (x sen (—>) =0.
z—0 x

1
O dominio da funcao f(zr) = x.sen (—) ¢ D =R\ {0}. Logo o ponto zero ndo
T

pertence ao dominio da funcao mas € ponto de acumulagcao do dominio. E’, portanto,
legitimo analisar o limite da funcdo neste ponto. O que se pretende mostrar € que

1
x.sen <—> -0
x
E imediato verificar que

1 1
x.sen (—)' = |x| . [sen (—)’ <|z|, VxeR.
x T

Para garantir que a condicao pretendida € verificada basta tomar € = ¢, ou seja,

1
T.sen (—)‘ <l|z| <e=4.
T

No Ensino Secundario foi dada uma definicao de limite de func¢ao recorrendo aos
limites de sucessoes. E costume designa-la por definicao de limite segundo Heine,
em homenagem ao matematico alemao Heinrich Eduard Heine (1821-1881). Esta
definicao faz a ponte entre os conceitos de limite em funcoes e em sucessoes.

Esta definicao reflecte duma forma mais sugestiva expressoes usadas corrente-

mente para descrever limites, como " quando x tende para a, a func¢ao tende para
b”.

V6 >0 Je>0 Ve e R\{0}:0< |z —-0|<e = <0

Vo>0 Je=0>0 Ve e R\{0}:0< |z| <e =

Defini¢ao 3.13 (Segundo Heine) Sejam f: D C R — R, a um ponto de acu-
mulagao do dominio de f e b € R. Diz-se que b € limite de f no ponto a (ou
quando x tende para a) se para todas as sucessoes (x,) de termos no dominio de
f, diferentes de a e convergentes para a, as correspondentes sucessoes (f (z,)) con-
vergem para um mesmo valor, b, isto €,

lim, ., f(z) = b+ {

para toda a sucessio (xy) tal que x, € D\{a} e lim, 10 Tp =a
= a correspondente sucessio (f (z,)) wverifica lim, 1 (f (z,))

=b.
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E necessario garantir que estas duas defini¢oes, de limite de uma funcao num
ponto, sao equivalentes.

Teorema 3.1 Sejam f: D C R — R, a um ponto de acumulag¢ao do dominio de
f ebeR. Entao lim,_,, f(x) = b se, e sd se, para toda a sucessio (x,) tal que
z, € D\ {a} e lim, o x, = a se verifica que para toda a correspondente sucessao

(f (zn)) verifica lim, s, (f (x,)) = b.

Demonstracao. (=) Hipdteses: lim, ., f(z) = b, 2, € D\ {a} elim, , oz, =

A provar: lim, o (f (z,)) = b, 1. é,

(7) Ve>03dpeN:n>p=|f(z,) — bl <e.
Seja entao € > 0 arbitrario.

(1)  Como lim,,, f(z) =b temos que
0>0:(reDel<|z—al<d) = |f(z)—b <e.
(i7)  Como z, — a sabemos também que

dpeN:n>p=|z,—al <6.
Entao, com p € N dado por (7i) e para n > p, temos que

(z, € D\ {a} e |z, —a| <0) =9 |f(z,) — b <.
Logo lim,, 1 (f (x,)) = b.

(<) Hipdteses: (z, € D\ {a} e lim, 00 T = a) = lim, 100 (f (z,,)) = D.

A provar: lim,_,, f(x) = b, i. é,
Ve>0 30>0 VeeD:0<|z—a|<d=|f(z)—b| <e.
Suponhamos por absurdo que isto nao era verdade. Teriamos entao que

>0 Vo>0 dJzeD:0<|z—al<de |f(xr)—b >e.

1

Consideremos uma sucessao (d,) da forma §, = —. Para cada §, existiria um
n

z, € D\ {a} tal que

1
|xn—a|<5n:ﬁe |f(x,) — b >e>0.

Terfamos assim uma sucessao (z,,) com x, € D\ {a} e z,, — a mas com f(x,) = b.
Isto é uma absurdo, pois contraria a hipotese. m

Nota 3.2 Em particular, se existirem sucessoes () € (yn), com xn,y, € D\ {a},
VneN, z, > aey, —aelim, o (f(x,)) #lim, 1w (f (yn)), entao f nao tem
limite no ponto a.



3.3. DEFINICAO DE LIMITE 95

Exemplo 3.22 Consideremos a funcao f: D = R\{0} — R definida por

o) s (1),

A funcao nao estd definida na origem mas 0 € ponto de acumula¢do do dominio.
Verifiquemos que nao existe o limite de f no ponto 0. Consideremos, por exemplo,

1 1
Tp=—"-— — 0 e hn=——"— — 0,
2nm + 5 n—too Y 2nm — § n—too

temos que

: : 1 : T . T _
lim (f(z,)) = lim sen (—) = lim sen <2n7r+ §> = lim sen <§> = lim 1=1,

n—-+4o0o n—-+4oo T n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

enquanto que

lim (f(y,)) = lim sen (i) = lim sen <2n7r - g) = lim sen (—g) = lim (-1)=-1.

n——+o00 n—+0o0o Yn n—-+00 n—-+o0o n—+0o00
Logo nao existe limite de f no ponto 0.

Usando o teorema anterior, as propriedades seguintes sao consequéncia imedi-
ata das correspondentes propriedades do limite de sucessoes especificadas no Cap.2
destas Notas.

Teorema 3.2 (Unicidade do limite) O limite de uma fun¢ao num ponto, quando
existe, € unico.

Teorema 3.3 (Operacoes Algébricas) Sejam
f:DfyCR—=-Reg:D;,CR—=R
fungoes tais que a € ponto de acumulagao do conjunto Dy N Dy, byc € R e

lim, ,, f(x)=b e lim,.,,9(x) =c.

(2) limg, . (f(x) 4+ g(x)) = lim, o f(x) + lim,_,, g(z) = b+ c.
(17) lim, . (f(x) — g(z)) = lim,_, f(x) — lim, ., g(x) =b—c.
(171) lim, . (f(x) - g(z)) = lim, o f(x) - lim,, g(z) = b c.

f@) lima.f(@) b

g(x)  limg_.g(z) ¢

(iv) sec#0eseg(x)#0, Ve € DyND,, lim, ,,
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Teorema 3.4 (Limite da fungdo composta) Sejam f: Dy CR —+Reg: D, C
R — R duas fungoes reais de varidvel real. A fungao composta (f o g) é definida
por
(fog): Dpy — R
z = (fog)(x) =" f(g(2)),

onde Dyog ={x € R:x € Dy eg(x)e€ Ds}. Sea € ponto de acumulagao de Doy,
lim, ,,9(z)=b e lim, f(x)=c

entao

lim (f o g) (z) = lim f (g(z)) = c.

r—ra r—a

Teorema 3.5 (Limite duma funcdo enquadrada) Sejam f,g,h: D C R — R,
fungoes reais de varidvel real, a ponto de acumulagcao de D e b € R. Se, para todo
ox € D\{a},

f(z) < g(x) < h(z)

lim, . f(z) = lim,_, h(z) = b,
entao

lim g(x) = b.

T—ra

Demonstracao. Como lim,_,, f(z) = lim,_,, h(z) = b tem-se que:

lim,_,q f(x)
lim, ., h(x)

= Ve>0 ;>0 VeeD:0<|z—al]<df=|f(z)—bl<¢
< Ve>0 30, >0 VxeD:0<|r—a|l<do,=|f(x)—bl<e

b
b
Tomando § = min{dy,dy}, sabemos que para qualquer &,

|fz)—bl<e <= b—ec<flz)<b+e
|h(z) —bl<e <= b—e<h(z)<b+e

O<|z—al<éd = {
Mas f(z) < g(x) < h(x), para todo o € D\{a}, logo
b—e< f(x) <g(x) <h(z)<b+e,VreD:0<|z—al <d.
Entao, podemos concluir que
Ve>0 30>0 VeeD:0<|r—a|] <d=|g(x) —b| <e.
Ou seja,

lim g(x) = b.

T—ra

Nota 3.3 Sejam f,g : D C R — R, funcoes reais de varidvel real e a ponto
de acumulag¢do de D. Se f for uma funcdo limitada numa vizinhanca de a e se
lim, ., g(z) =0, entdo lim,_,, (fg) (z) = 0.
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3.3.1 Limites infinitos

O conceito de limite de uma fungao num ponto anteriormente enunciado pode ser
estendido em dois sentidos: limite de uma funcao quando ”a wvaridvel tende para
mfinito” e 7 limite infinito” da funcao.

Definicao 3.14 Seja f uma fungao real com dominio D contendo um intervalo

da forma (a,+00). Diz-se que f tem limite b quando x tende para +oo, e
escreve-se lim,_, o f(z) = b, quando

Vo >0 IM >atal queVr € D ex > M = |f(x) —b|] <.

Exemplo 3.23 Vamos mostrar, utilizando esta definicao, que:

1
lim (—. sen x) = 0.
r——+00 T

O que se pretende mostrar é que
1
Vo >0 dM >0 talquex>M:>'—.senx—O‘ <0
x

De facto, tem-se que

1 1 1
’—.senx—()‘ = ‘—.senx = ’—‘ senz| < ‘— , Vx € Dy.
x x x x
Nesse caso, tem-se, para qualquer 6 > 0, que
1 .
se || > M = — entdo |—.senz —0| < |=| < 0.
) x x

Esta constante M estda bem definida para qualquer 6 > 0, pelo que estd verificada a
condicao pretendida.

Podemos ilustrar esta situagao através do grafico (ver fig.3.21) da funcao f(z) =

1

—.senx.

De uma forma analoga podemos adaptar esta definicao para o caso em que f
tem limite b quando = tende para —oc.

Definicao 3.15 Seja f uma funcao real com dominio D contendo um intervalo
da forma (—o00,a). Diz-se que f tem limite b quando = tende para +oo, e
escreve-se lim,_, o, f(z) = b, quando

Vo >0 IM <a tal queVr € D ex <M = |f(x)—b| <.

Consideramos, agora, a situagao em que o limite da fungao possa ser +oo ou
—00.
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> X

L T T n 1 L L L L L L L L I I T T
-10 -5 5 10

1
Figura 3.22: Gréfico da fungao f(x) = H para —5 < z < 5.
x

Definigao 3.16 (i) Diz-se que o limite de f em a (sendo a ponto de acumulagdo
do dominio de D de f) é +o0, e escreve-se lim,_,, f(z) = 400, quando

VM >0 Je>0tal queVreD el<|z—al<e= f(z)> M.

(i1) Diz-se que o limite de f em a (sendo a ponto de acumula¢ao do dominio
de D de f) é —o0, e escreve-se lim,_,, f(z) = —oo, quando

VM >0 Fe>0tal queVereD el<|z—al<e= f(z)< M.

Exemplo 3.24 Consideremos a funcao

f: R\{0} —R
x —>f(x):i.

]

1
Tem-se que lim, .o — = +00. FEste caso estd representado na figura 3.22.

]
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3.3.2 Limites Relativos e Laterais

Definigao 3.17 Sejam f: D CR — R, A C D e a um ponto de acumulacao do
congunto A. Chama-se limite de f no ponto a relativo ao conjunto A, e escreve-se
limg sqzea f(x) 0 limite em a da restricao fla. Ou seja,

lim  f(x) = lim (fia) (2).

r—a,x€EA

Dois casos particulares desta definicao sao bem conhecidos desde o Ensino Se-
cundario.

Definicao 3.18 Sejam f: D C R =R, A C D e a um ponto de acumulacao do
conjunto A.

1. Sendo A = (a,+00) N D, chama-se limite lateral direito ao limite relativo a A
e representa-se por lim, .+ f(x)

2. Sendo A = (—00,a) N D, chama-se limite lateral esquerdo ao limite relativo a A
e representa-se por lim, .- f(x)

Em termos simbdlicos podemos escrever da seguinte forma:

lim, o+ f(z) =b<= V6 >0 Je>0:a<zr<a+e=|f(zr)—b < (comz € D)
lim, o f(z) =b<=Vi>0 Fe>0:a—ec<z<a=|f(x)—b < (comx € D)

Exemplo 3.25 Consideremos a funcao de Heaviside H : R — R, definida por:

0, sex<O0
H(a:):{ 1, sex>0.

Os limites laterais no ponto zero sdao:

lim, o+ H(z) =1 e lim, ,o- H(z) =0.

Figura 3.23: Gréfico da fungao f(x) =z + ﬁ para —1 <z < 1.
x
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Exemplo 3.26 Consideremos a funcao f : R\ {0} C R — R, (ver figura 3.23)
definida por:
f: R\{0}CR >R

ac—>f(x):913—i-i

]

Os limites laterais no ponto zero sao:
lim, o+ f(2) = lim, o(z+1) =1 e lim, ,o- f(z) =lim,,o(z — 1) = —1.

Para pontos em que seja legitimo admitir a existéncia dos dois tipos de limite
lateral, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 3.6 Seja f uma funcao definida numa vizinhanga de um ponto a. Entao,
existe limite de f em a se e s6 se existirem e forem iguais ambos os limites laterais
de f nesse ponto.

x
No exemplo anterior os limites laterais no ponto x = 0 da funcao f(z) =z + |—|
x

existem, mas nao sao iguais, logo nao existe limite da funcao nesse ponto.

3.4 Funcoes continuas num ponto

A continuidade é uma propriedade importante no estudo de uma funcao.

Definicao 3.19 Seja f : D C R — R ea € D. Diz-se que f é uma funcao
continua no ponto a, se

V9>0 Je>0 VzeD:|x—a|<e=|f(x)— fla)|] <o

ou seja, se
lim f(z) = /(o).
Desta definicao resulta imediatamente que a funcao é continua em qualquer ponto
isolado do seu dominio.

Definicao 3.20 Os pontos do dominio em que a fun¢do nao é continua, dizem-se
pontos de descontinuidade.

Tendo em conta as equivalentes defini¢coes de limite de uma fungao num ponto,
estudadas na seccao anterior é imediato o seguinte resultado.

Teorema 3.7 Seja f : D CR — R ea € D. as sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes:
(1) f € continua no ponto a,
(47) continuidade a Cauchy:
V6>0 Je>0 Ve eD:|x—a|l<e=|f(z)— fla)] <,
(417) continuidade a Heine:

V sucessdo (z,), (x, € D ex, — a) = f(z,) = f(a).
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Exemplo 3.27 Consideremos a funcio f(z) = 2z* + 1 para x € R. Vamos provar
que dado a € R a fun¢ao € continua nesse ponto, de duas formas.

(1) Usando a definicio de Cauchy.
Seja a € R e seja d > 0.

Pretendemos provar que, para |z — a| suficientemente pequeno, isto é, para |x — al
e se verifica que |f(z) — f(a)| < §. Observemos que

If(x) — fla)] =122 +1—(2a%> +1)| = |22°. — 2a?| =
=2|r —al|r+al.
Precisamos de encontrar um magjorante para |z + a| que nao dependa de x. Notemos,
no entanto, que se |r —al < 1 também |z| < |a| + 1 e, logo, |x + a|] < |x| + |a|] <
2|a| + 1. Entdo sendo, |x —a| < 1, tem-se
[f(x) = fla)| < 2]z —al (2]al +1).

o
—— ¢
2(2]a +1)]
Todos

Para encontrar 2|z —a| (2]a| +1) < 0 € suficiente ter |z —a| <

|z —a| < 1. Entdo dado 6 > 0 escolhemos ¢ = min{l,—
2(2]a] +1)]

os cdlculos anteriores mostram que se escolhermos ¢, desta forma, verificamos que
|x — a| < e implica | f(x) — f(a)| <9, como desejado.

(17) Usando a defini¢ao de Heine.

Consideramos uma sucessao (x,), qualquer, formada por elementos pertencentes
ao dominio de f tal que x,, — a. Temos entao, aplicando as propriedades dos limites
de sucessoes, que

2
. . . 2 o . i 2 .
i S = i [ 1) =2 |l o] 1= 200 = o)

Entdo a funcao € continua no ponto a.

A nocao de limite lateral da, naturalmente, origem a seguinte definicao de con-
tinuidade lateral assim como ao resultado posterior.

Definicao 3.21 Seja f: D CR = R ea € D. Diz-se que:

(1)  f € continua a esquerda em a se lim, ,,  f(x) = f(a);
(i)  f é continua a direita em a se lim, .+ f(x) = f(a).

Proposicao 3.2 Seja f: D CR =R eae D. f é continua em a se, e so se, [ €
continua a direita no ponto a e é continua a esquerda no ponto a.

Exemplo 3.28 Consideremos a funcao de Heaviside H : R — R:

{0, sex <0

H(z) = 1, sex>0.

FEsta funcdo € continua a direita no ponto zero mas nao € continua o esquerda nesse
ponto, (ver figura 3.24) uma vez que:

lim, o+ H(z) =1 = H(0) e lim, ,o- H(x) =0 %# H(0).
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Figura 3.24: Grafico da funcao de Heaviside para —1 < x < 1.

As propriedades do limite de uma funcao num ponto dao origem a propriedades
analogas para as fungoes continuas. As demonstracoes sao exercicios simples con-
siderando os resultados desta seccao.

Proposicao 3.3 Uma funcao constante é continua em todos os pontos do seu dominio.

Proposicao 3.4 (Propriedades algébricas) Se duas funcoes f e g sao continuas
num ponto a € Dy N Dy, entdo f+g, f—g, fg e f (com g(z) #0, Ve € DyND,)
g

também sao continuas no ponto a.

Proposicao 3.5 (Continuidade da fungdo composta) Sejam f e g duas fungoes
reais de varidvel real. Se a € Dy, se g € continua em a e se f € continua em g(a),
entdo (f og) é continua no ponto a.

Como poderiamos verificar qualquer funcao polinomial, racional, trigonométrica,
exponencial, logaritmica, hiperbélica é continua em todos os pontos do deu dominio.

Entao, se considerarmos as proposigoes anteriores, poderemos estudar o compor-
tamento dum enorme ntimero de fungoes quanto a continuidade.

Exemplo 3.29 Considere a fun¢ao f(x) = 23 o e R. A funcao exponencial €
continua em todos 0s pontos de R assim como a fungdo polinomial g(x) = 2z* + 3.
Entdo a funcao f € continua em a uma vez que a composi¢ao de duas fungoes
continuas, nos pontos respectivos, ainda € uma fungao continua.

3.4.1 Prolongamento por continuidade

Definigao 3.22 Sejam f: D C R — R e a um ponto de acumulagao de D tal que
a ¢ D. Diremos que f ¢é prolongdvel por continuidade ao ponto a, se existir
em R, o lim, ., f(x). Nesse caso a fun¢ao F': DU {a} C R — R, definida por

F(x):{ f(z) sexeD,

b se T =a.

com lim,_,, f(x) = b, € continua em a e designa-se por prolongamento por con-
tinuidade de f ao ponto a.
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N YA

Figura 3.25: Gréfico da fungao F': R — R definida por f(z) =sin(x) /z se x # 0 e
F(0)=1sez=0.
Exemplo 3.30 Consideremos a funcao f: D = R\{0} — R definida por

_ sen (z)

fz) =

A funcao nao estd definida na origem mas 0 € ponto de acumula¢do do dominio.
Tem-se que

X

sen (z) 1

li = li
Como existe limite no ponto zero podemos afirmar que a funcao f € prolongdvel
por continuidade ao ponto zero. A func¢do prolongamento por continuidade de f ao
ponto 0 pode ser definida por:

F: R—R
sen(x) R O}
Ia _ — sex € \{ ,
v = F) {1 sex = 0.

Esta situacao € ilustrada na figura 3.25.

3.5 Propriedades globais das fungoes continuas

Nesta seccao estudaremos teoremas fundamentais que caracterizam o comporta-
mento das funcoes continuas definidas em intervalos de R.

Em particular o primeiro teorema, o teorema de Bolzano, traduz uma ideia
intuitiva das funcoes continuas: uma funcdo continua num intervalo fechado ndo
passa de um valor a outro sem passar por todos os valores intermédios.

Bernard Bolzano (1781-1848), matematico checo, foi um dos primeiros a re-
conhecer que essas propriedades sobre funcoes continuas, que parecem ”o6bvias”,
necessitavam de uma demonstragao matematica rigorosa. As suas observacoes so-
bre continuidade foram publicadas em 1850 num importante livro, para a época,
chamado ” Paradoxien des Unandlichen”.
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y

fB)mmn = mmmmnm ey /~

y=k

f@r———-——--- /

Figura 3.26: Interpretacao geométrica do teorema de Bolzano.

Definigao 3.23 Seja f: D C R — R. A funcao f diz-se continua no conjunto
A C D se € continua em todos os pontos de A. A funcdio diz-se simplesmente
continua se € continua em todos 0s pontos do seu dominio.

Teorema 3.8 (Teorema do valor intermédio ou de Bolzano) Seja f : D C
R — R uma fun¢do continua num intervalo I = [a,b] C D. Entao, para qualquer
valor k entre f(a) e f(b), existe um ponto ¢ € [a,b] tal que f(c) = k.

Demonstragao. Vamos supor que f(a) < k < f(b); a demonstragdo seria
andloga para o caso em que f(b) <k < f(a).

Consideramos o intervalo I e dividimos este intervalo em dois subintervalos.
Denotamos por [ay,b;] = I; o subintervalo tal que f(a;) < k < f(by). Dividimos
este intervalo em dois subintervalos. Denotamos por [ag,bs] = I o subintervalo
tal que f(az) < k < f(by). Repetindo sucessivamente esta operacao obtemos uma
sucessao de intervalos

[(ll,bl] D) [ag,bg] D...D [an,bn] DI

tal que
fla,) <k < f(b,) paratodooneN.

Estamos nas condig¢oes do principio do encaixe que nos garante que as sucessoes
(ay) e (b,) convergem para um ponto ¢ € R e que este ponto ¢ pertence a todos os
intervalos I,, (e é inico). Entao temos que

limn—>+oo f(an) =G
lim, .1 f(bn) =c

Como f é continua em [ e utilizando o teorema das sucessoes enquadradas obtemos
que f(c)=k. m

Exemplo 3.31 Seja
flx) =2 —2*+2
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Provemos que eziste um numero ¢ tal que a sua imagem f(c) = 10. De facto f é
continua em R logo € continua por exemplo no intervalo [0,3]. Mas

f(0)=0<10< f(3) =21
Entao o teorema de Bolzano garante que existe um elemento c tal que f(c) = 10.

Algumas consequéncias deste teorema muito utilizadas no estudo das funcoes.

Corolario 3.1 Seja f : D C R — R wuma funcdo continua num intervalo I =
[a,b] C D tal que f(a)- f(b) < 0. Entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstragao. Podemos supor que f(a) < 0e f(b) > 0. Seria andlogo para o
caso em que f(a) > 0e f(b) < 0. Entao f(a) <0 < f(b). Como f ¢é continua em 1,
o teorema de Bolzano garante que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

]
Este coroldrio é muito 1til na identificagao dos zeros de uma funcao.

Exemplo 3.32 Seja
flx)=a"—2*+2 -2

Provemos que existe um nimero c tal que a sua imagem f(c) = 0. De facto f €
continua em R logo € continua por exemplo no intervalo [1,2]. Como f(1) = —1 e
f(2) =12 entao f(1)- f(2) = =12 < 0, donde se conclui que eziste pelo menos um
zero desta fung¢ao no intervalo (1,2).

Exemplo 3.33 Mostre que
2% — 6r = —1

€ uma equacao que tem pelo menos uma raiz real.

De facto f(x) = 2% — 6x + 1 € continua em R logo é continua por exemplo no
intervalo [—1,2]. Como f(—1)=—4 e f(2) =77 entao f(—1)-f(2) <0, donde se
conclui que existe pelo menos um zero desta fun¢do no intervalo (1,2). A equagdo
mictal tem uma raiz real.

Exemplo 3.34 Mostre que qualquer polinomio do terceiro grau, p : R — R, definido
por

p(z) = asx® + apr® + ayx + ag, a3 # 0, Vo € R
tem pelo menos um zero em R, isto €, existe ¢ € R tal que p(c) = 0.

De facto, supondo sem perda de generalidade que az > 0, temos que

as ar o«
lim, , o p(z) = lim,, o 2° <a3 + 24 _; + _g) — —0 e
dy g
limg oo p(z) = iy o 2 (az +—= 45+ —3) = +o0.
r  2?

Logo existem nimeros reais a € R~ e b € RT tais que p(a) - p(b) < 0, donde se
conclui que existe pelo menos ¢ € R tal que p(c) = 0.
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O resultado seguinte pode ser enunciado duma forma sugestiva dizendo que a
imagem, por uma funcao continua, dum intervalo, ainda é um intervalo.

Corolario 3.2 Se f: D C R — R é uma fungdo continua num intervalo I C D
entao f(I) € também um intervalo.

Demonstracgao. Seja f: I C D C R — R uma fung¢ao continua.

Se f é uma fungao constante entdo esta afirmacao é imediata uma vez que f(I)
ou é vazio ou se reduz a um ponto.

Recordemos que um conjunto .JJ, que contenha pelo menos dois pontos, é um
intervalo se, e s6 se, verifica a propriedade

r,se€J e r<s=|[r,s]CJqueéequivalentear,s€J e r<k<s=—kelJ

Supomos que f nao é constante e que r, s € f(I) e r < k < s. Por definigao de f([),
existem a,b € I tais que r = f(a) e s = f(b). Como f(a) =7 < k < s = f(b), pelo
teorema de Bolzano existe um ¢ estritamente compreendido entre a e b (portanto
ce ), tal que f(c) = k. Entao k € f(I), podemos concluir que f(I) é um intervalo.
[

Claro que o intervalo f(I) pode ser de um tipo diferente do intervalo /. vejamos
alguns exemplos (ver figuras 3.27, 3.28 e 3.29).

Exemplo 3.35
f : (_OO>+OO) - [_17 1]
x — senx

AWANAWAN
VAV

Figura 3.27: Grafico da funcao seno.

Exemplo 3.36
f: (—OO,+OO) - (071)

1
241

Exemplo 3.37
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Figura 3.28: Gréfico da fungao f(x) 1

Figura 3.29: Grafico da funcao tangente.
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Corolario 3.3 Se f ¢ uma funcdo continua num intervalo I e injectiva em I, entao
f € estritamente mondtona em I.

Demonstragao. Consideremos uma funcao f continua num intervalo [ e in-
jectiva em [I. Vamos supor, com vista a uma contradicao, que f nao era estri-
tamente mondtona. Supomos que existem z,y,z € [ tais que * < y < z e
f(z) < f(z) < f(y); entao pelo teorema de Bolzano existe w tal que y < w < z
e f(w) = f(z) pelo que f nao é injectiva o que nao é possivel. Podemos concluir
que f é estritamente monodtona. Os outros casos de negagao da monotonia estrita
levariam , duma forma andloga, a estabelecer uma contradicao com a injectividade
da funcao. m

Corolario 3.4 Se f é mondtona num intervalo I e se f(I) é um intervalo entao f
¢ continua em 1.

Demonstragao. Supomos que f é crescente. (Seria andlogo para o caso decres-
cente).

Para todo o ponto ¢ € I, diferente de inf I, e para todo o § > 0, existe a < ¢
(com a € I) tal que f(a) > f(c) — 6.

Se esta afirmacao nao fosse verdadeira ter-se-ia que para qualquer x < ¢ em I,
f(z) < f(c) =6, logo f(I) nao seria um intervalo, o que contraria a hipétese.

Tem-se, entao, que em [a,c|, f(c) —0 < f(x) < f(c), donde se conclui que f é
continua a esquerda em c, isto é, lim, . f(z) = f(c).

Analogamente se provaria que f é continua a direita em c.

Podemos concluir que f é continua em c¢. =

O teorema de Bolzano e os respectivos corolarios permitem provar que a funcao
inversa duma funcao continua ainda ¢ uma funcao continua.

Proposicao 3.6 (Continuidade da funcdo inversa) Seja f € uma funcao in-
jectiva definida num intervalo I. Entao, se f € continua, a funcdo inversa g : J =
f(I) — I é também continua.

Demonstragao. Seja f uma fungao continua e injectiva no intervalo /. Sabemos
por um dos coroldrios que f(I) é um intervalo e pelo tltimo corolario que f é
estritamente mondtona. Entao f~! é estritamente mondtona no intervalo f(I) e a
sua imagem, I, é também um intervalo. Pelo coroldrio anterior f~! é continua em
I. m

Exemplo 3.38 Consideremos a func¢ao

g: [0,+00) — [0,+00)

E uma fungdo continua em [0,+00) uma vez que € a fun¢do inversa da fung¢do
f(x) = a™ definida também em [0, 400).

Com o objectivo de estudar mais pormenorizadamente uma fun¢ao é importante
conhecer os seus pontos extremos.
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Definicao 3.24 Seja f: D C R — R uma funcao. Dizemos que:

1) f tem um mdximo no conjunto D, se existir um ponto ¢ € D tal que f(z) < f(c),Vz € D.
Neste caso, ¢ diz-se ponto de mdzimo de f em D, e f(c) diz-se o mdzimo de f em D.

2) f tem um minimo no conjunto D, se existir um ponto ¢ € D tal que f(c) < f(z),Vz € D.
Neste caso, ¢ diz-se ponto de minimo de f em D, e f(c) diz-se o minimo de f em D.

Proposicao 3.7 Se f ¢ uma funcdao continua num conjunto fechado e limitado X,
subcongunto de R, entdo o conjunto imagem f(X) é também fechado e limitado em

R.

Demonstragao. Por um dos Corolédrios do Teorema de Bolzano sabemos que
f(I) é um intervalo. Resta-nos entao provar que ¢ fechado e limitado. Dividimos a
demonstracao em duas partes.Provemos que:

(7) f(I) é limitado.
(73) f(I) é fechado.

(7) Suponhamos que f(/) nao era limitado e tentamos chegar a uma contradigao.

Entao para cada n € N existe x,, € [ tal que |f(x,)| > n.

Como [ é limitado a sucessao (z,) ¢é limitada, logo (x,) tem uma subsucessao
(xn,) convergente.

Seja x = lim,,_, o f (2, ) ; como I é fechado tem-se que x € 1.

Como f é continua entao lim,, o f (z,,) = f(z) 0 que contraria a suposicao
|f(z,)] > n, Vn € N.

Mostramos que f(I) é limitado.

(74) Temos de provar que existem

a,b € I tais que f(a) =sup f(z) e f(b) = inf .1 f ().

zel

Suponhamos que tal nao é verdade, ou seja, que nao existe a € I tal que f(a) =

sup,c; f(x), isto é, L = sup,; f(z) ndo é atingido.
1

Entao L — f(x) # 0, Vx € I. Portanto, g(z) = L—() ¢ uma func¢ao continua
— f(z

em I. Mas em (i) provamos que toda a fun¢do continua num intervalo limitado é
limitada o que implica que g é uma funcao limitada.
Sabemos, entao, que

Vo>03cel:fle)>L—-6 =V6>03cel:L—c<d=

1 1
:>V5>OEIC€[:Q(C>:L——JC(C>>5

o que contradiz o facto de g ser limitada.
Entao existe a € I tal que f(a) = sup,¢; f(z).
De forma andloga se provaria que b € I tal que f(b) = inf .¢rf(2).
Logo f(I) é fechado. m

Estamos em condigoes de enunciar e provar o teorema de Weierstrass.
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Teorema 3.9 (Teorema de Weierstrass) Se f é uma funcao continua num
intervalo fechado e limitado I em R entao tem mdzximo e minimo.

Demonstragao. Se f é uma fun¢ao continua num intervalo I em R entao, como
mostramos, f(I) é fechado e limitado.

Se f(I) é limitado entao é majorado e minorado logo existem supremo e infimo
de f(I). Como f(I) é fechado entdo o supremo e o infimo pertencem a f(I), logo
sao maximo e minimo de f(/). =

A continuidade da funcao é indispensavel neste resultado como se pode observar
no exemplo seguinte (ver figura 3.30).

Figura 3.30: Gréfico da fungao f paraou —2 <z < 2.

Exemplo 3.39 Consideremos a funcao

f:[-2,2] - R
22 se —2<x<0 ou 0<ax<2
v - f(x): 1 se x=0.

Esta funcao estd definida num intervalo fechado e limitado e, no entanto, nao
tem minimo. O seu infimo é zero mas nenhum ponto do intervalo tem por imagem
zero. Esta afirmacao nao contradiz o teorema de Weierstrass uma vez que f ndo €
continua na origem.
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3.6 Exercicios propostos
1) Determine o dominio das seguintes fungoes:
a) f(z) = Ve +T1; b) f(x) =V +T; ¢) f(x) =va?-2;
D F @)= 2y e).f (2) =T+ N o =os(375)
1 1

g) [ (x) = arccos (12_? ) ; h) f (z) = arcsen (log (%)) : i) f(z) =

- 2jL 2.
COs“ x sen“ x

J) [ (x) =log (1 — arcsenx); k) f(x) =log (1 - m%> ; I) f(x) =sena®.

2) Verifique quais das fungoes dadas sao pares e quais sdo impares:

i) f(z) =log (z + V1+2?).

3) Encontre a inversa da funcao y e determine o dominio da inversa:

a) y =2z +3; b) y = log (g) : ¢) y = arctg (3z) .
4) Sendo f (z) =log (z + 1) e g (z) = €** caracterize as fungoes:
a) gof;
b) gL
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132

5) Considere a fungao real de varidvel real definida por: f(x) =

coszT
Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes proposigoes:

a) Ya€ Dy: f(a) = f(—a);
b) Va,be Dy:a#b= f(a) # f(b).

6) Mostre, usando a defini¢ao de limite, que:

2 —6 1 1
a) lim, o rrr-b 5; b) lim,_,;- 71 = % ¢) lim, ,ozsen (—) =
x —

Tr— 2 T

7) Determine, se existir, cada um dos seguintes limites, justificando o célculo ou
a nao existencia de limite:

202 —3x — 4 Jr —1 —
a) lim * < b) lim il : c) lim v \/6,
z—+00 | =1 /o — 1 z—a T —a
. x 3 _ V1 —1
z—+o0 /a3 + 10 a—1 x4 —4x + 3 =0 /1 +x—1

g) lim -4 h) limz (Va? +1—2z); i) lim 2]

S ki . o0 T+ 1

7) Tim S0GenT). ) lim(1 +sen)?: ) i o =
o ’ | o =0 sen(2x)

n) lim (12 * 1)362 : 0) lim sen <1> )
w—foo \ 22 ’ -0 T

Sen T

8) Sabendo que lim =1, calcule:
x—0
sen —

o) lim 2200y iy ST ¢) lim : d) lim 57

z—0 T =2 T T—+00 I 20 72

tg (2 — 2

). lim arcsenx; £) lim arctg ( x); ) lim x — sen ( x)

=0 T =0 sen (3x) z—0 z + sen (3x)

9) Construa f : [0,1] — R continua num e num s6 ponto.

10) Para cada uma das fungoes definidas pelas expressoes seguintes encontre
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os pontos de continuidade e de descontinuidade:

DI =2 ) f@)= Vi
-1 x? — 25 T £5

Cfx:—2 ; dfl': T — ’ .

) F@) = |5 7w e

11) Determine os valores de a e de b para os quais a segunite fungao
¢é continua em R:

fz) = x4+ 1, 1<z <3,
T 2 tar+b, |[z—2]>1.
12) Construa uma bijeccao de [0, 1] em si préprio que nao seja continua.

13) Para cada par de valores reais atribuidos a m e t a expressao seguinte
define uma funcao real de variavel real:

m, x <0,
e
rT)=4 —/——, O<z <1
P =Y wogg 0<o<t
t, x> 1.

Determine m e t de modo que a funcdo seja continua no intervalo [0, 1].

14) Sejam f e g fungoes reais de varidvel real continuas no ponto a € R.
Prove que a fungao max(f, g) é continua no ponto a.

1 1
Sug.: Mostre primeiro que max(f,g) = §(f +9) + 5 lf — gl

15) Consideremos a fungao f : R — R, continua no ponto 1, dada por:

0, se T < —1;

f(z)={ arcsen, se —l<or<l;

T
7 sen (533), se x> 1.

a) Determine r.

b) Estude f do ponto de vista da continuidade.

¢) Indique o contradominio de f e se tem supremo, infimo, maximo, minimo.

d) Quais sao os limites lim f(z) e lim f(x), caso existam?
T——00 T—>+00

16)

a) Estude, quanto a continuidade em cada ponto do seu dominio,
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as fungoes definidas em R\ {0} pelas férmulas:

flz)=e a2, g(z) = zsen G) — cos G) .

b) Indique, justificando, se cada uma das fungoes f e g é prolongavel
por continuidade ou descontinua no ponto 0.

¢) Mostre que f e g sdo fungoes limitadas.

17) Considere a fungao f definida (no conjunto dos pontos para os quais

~ € . , ‘
a expressao ] designa um numero real) pela férmula
.I' —

f(x) =

r—1

a) Indique, sob a forma de uma reuniao de intervalos disjuntos,
o dominio de f.

b) Calcule:

lim f(x), lim f(x), lim f(z).

T——+00 rz—1— z—1+

c¢) Justificando abreviadamente a resposta, indique o contradominio de f.

d) Dé exemplos de sucessoes (uy,) e (v,), de termos no dominio de f tais que
(un) e (f(vn)) sejam convergentes e (v,,) e (f(u,)) sejam divergentes.

18) Justifique que existem constantes a,b € R tais que

log (1+2%) <alz|+b Vo eR.

19) Consideremos a fungao real de variavel real, definida por:

T

1
log|:c+2|+arctg< )—log2, se = < 0;

f(z) = tg(%x)—g, se 0<z<I;
oy o > 1.
e +4, se x

Estude f quanto a continuidade e prolongamento por continuidade.

20) Consideremos a chamada fun¢ao de Dirichlet d : R — R, definida por:

0, se zeQ
d(w)—{l, se = € R\Q.

Mostre que a fungdo f: R — R dada por f (z) = xd(x) é apenas continua
no ponto r = 0.
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21) Mostre que, tem pelos menos duas raizes, a equagao

x —logx = 2.

22) Consideremos a fungao real de varidvel real, definida por:

—1
29@’—1—6%, se 0<x<1;
:C_
f@)=1 a se x=1;
x—?)kf)’ se 1<z <4

a) Determine os valores de a e b de modo que f seja continua
em todo o seu dominio.

b) Aplicando o teorema de Bolzano, mostre que:

dee (2,4): f(c)=c.

23) Dada a funcao real de variavel real h, definida por:

h(x):{x’ x> 2

—2? + 22, <2,
a) Determine h(0) e h(3).

b) Indique o valor 16gico da proposigao:

de € (0,3) : h(c) = =.

¢) O resultado anterior contraria o teorema de Bolzano? Justifique.

d) Prove que a restricao de h ao intervalo [0,2] tem nesse intervalo
um maximo e um minimo.

3.6.1 Solucoes dos exercicios

115

1) a) [—1,+OO); b) R; C) R\ (_\/§’ \/§)7 d) R\{_272}; e) (_270]; f) (_272>;

o |31 [P0 ar (G rez) § L w0,

b R.

2) a) Impar. b) Par ¢) Par, se n par e fmpar se n fmpar.

d) Par. e) Par f) Par. g) Impar. h) Impar. i) Impar.

1
3) a)yzé(x—:s), D,=R.b)y=2 D,=R



116

CAPITULO 3. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

o)y =stol@), Dy=(~3.7)

22

4) a) gof(z) = (x +1)?, Dyor = (=1, +00), vof = RT.

_ logx

b) g7 w) = 2

, Dy =R*, D', =R

5) a) Verdadeira; b) Falsa.

4
7) a)2; D) 3 c)
1
N1 1) e .
J) ) )67 m) 2’
Sen2‘

8) a) 5 b) ——;

9) A fungao definida por.f(z) = {

1 1 3
—— A1 e = ) g4 h)o; i)0;
2\/67 d) ) e) 9’ ) 9’ g) J )07 1) 0;

n) 0; o) Nao existe.

1 2 1
¢) 0 d) 3 e)1; f) 3 g) 1
T se x ¢ racional
11—z se x é irracional

10) a) Continua em R\ {0}; b) Continua em R*; ¢) Continua em R;
d) Continua em R\ {5}.

11)a=-3cb=4

1 se x =0,
12) A fungado definida por.f(z) =¢ = seO<zx <1, .
0 se x = 1.

1
13) m=0et=.

15) a) r = g; b) Continua em R\ {—1}; ¢) f(R) = [_Z ﬁ];

d) lim f(z)=

T—r—00

0e lim f(x) nao existe.
T—r+00

16) a) f e g sdo continuas em R\ {0}; b) f é prolongédvel por continuidade a 0

e g nao é prolongavel por continuidade a 0 .

17) a) D =1[0,1) U (1,+00). b) xl_l)gloof(l‘) =0, lir{{ f(z)=—0c0 e

lim f(z)=+4o00. ¢) f(D)=R.

z—1t

- 1
d) Por exemplo as sucessoes de termo geral u, =1 — — e v, = n.
n

19) f é prolongavel

nos pontos r =

22)a=2eb=0.

por continuidade ao ponto z = 0 e é descontinua

—2ex=1.

23) a) h(0) =0e h(3) =3. b) Falsa. c¢) Nao

d) Méximo h(1)

= 1 e minimo h(0) = h(2) = 0.



CAPITULO 4

Calculo diferencial

4.1 Introducao

Fermat, o verdadeiro criador do célculo diferencial, afirma Laplace.

Em 1629, Pierre de Fermat realizou uma das suas primeiras investigacoes matematicas,
recuperou uma obra de Apollonius, ” Plane Loci”, chegando assim, a um importante
trabalho sobre maximos e minimos intitulado ” Métodos para determinar Mdximos
e Minimos e Tangentes a Linhas Curvas”.

Ao tentar determinar maximos e minimos de uma curva, Fermat vai observar
que a tangente tem que ser paralela ao eixo horizontal, nestes pontos. O problema
era identificar quais os pontos em que a tangente é paralela ao eixo horizontal. Para
resolver este problema, Fermat vai usar o processo da posicao limite de uma secante,
em que considera infinitamente pequena a distancia entre os pontos de intersecgao
com a curva.

O tnico senao deste procedimento foi ter considerado este infinitamente pequeno
aparentemente igual a zero, em vez de ser a tender para zero. Mais tarde, Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716), em simultaneo e de forma
independente, vao desenvolver este ramo da Matematica reparando esta falha

Newton tentava resolver varios problemas de Mecanica nomeadamente precisava
de, dado um deslocamento, determinar a velocidade (ou seja, derivar) e de, dada
a velocidade, determinar o deslocamento (ou seja, integrar ou primitivar). Nesta
imtima relacao com a Fisica desenvolveu decisivamente o Céalculo Diferencial.

Com Leibniz (doutorado em Direito) o Célculo Infinitesimal foi algebrizado
introduzindo-se com rigor as defini¢oes das quantidades infinitesimais dx e dy.

A aceitagdo do conceito de derivada foi dificil e demorada. Contudo, no século
XIX aintroducao formal da defini¢ao de limite por Cauchy veio resolver esta questao.

4.2 Funcoes diferenciaveis

Consideremos o seguinte problema geométrico: dada uma fungao f: D C R — R,
que num ponto a € D tem o valor f(a) € R, qual a recta do plano R? que melhor
aproxima o grafico de f num vizinhanga do ponto (a, f(a))?

A resposta a este problema é, naturalmente, a recta tangente ao grafico de f
no ponto (a, f(a)). Surge entdao a questao de como calcular a equagao dessa recta

117
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f(o)r- 7¥ T

f(cthyp----4--------3
\in

c c+h

Figura 4.1: razao incremental como declive de uma recta secante ao grafico de f em
torno do ponto c.

tangente.

A resolugao do problema geométrico inicial passa entao por calcular o declive da
recta tangente ao grafico de uma fungao f no ponto (a, f(a)).

Dada uma fun¢do f definida numa vizinhanca V.(¢) dum ponto ¢ do deu dominio,
designa-se por razao incremental de f em c a funcao definida em V.(c)\ {c} pelo

quociente:
Af _ fx) = f(©)
- ) (.’17 7£ C)'
Ax r—c
Sendo h = z—c, que se designa por incremento ou acréscimo, a razao incremental
também se pode escrever sob a forma:

fle+h) = flo)
h

[lustramos esta funcao na figura 4.1.

Esse célculo do declive da recta tangente ao grafico de uma funcao f no ponto
(¢, f(c)) pode ser feito com base na nogao de limite, pode ser obtido como o “limite”
de rectas secantes ao mesmo.

Para cada h € R suficientemente perto de zero, podemos considerar a tinica recta
do plano que passa nos pontos (¢, f(c)) e (c+ h, f(c+ h)), o seu declive é dado por

fle+h) = fle)
h

Na figura 4.2 podemos observar que a varia¢ao do valor de h (h;,i = 1,2,3,...),
faz deslocar os pontos (¢ + h, f(c + h)) que, em conjunto com o ponto (c, f(c))
definem as rectas secantes (s, S, S3, ...) ao grafico da fungao f.

Quando h — 0, as correspondentes rectas secantes “tendem” para a recta tan-
gente, t, ao grafico de f no ponto (c, f(c)), pelo que é natural considerar que o
declive desta ultima é dado pelo limite dos declives das rectas secantes:

o Fet ) = f0) L f@) = (O

h—0 h T—c Tr—c

, (h#0).

onde a igualdade é consequéncia da mudanga de variavel h = x — c <= x = c+ h.
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y

id -
flerh3) - ———————————— e Sy
f(c+h2) - !

y
fec+h)fp—==---~-~-~ o -

f(c)f—f—i;/—/

Figura 4.2: Rectas secantes (s1, S2, 3, ...) ao grafico da fungao f.

Definicao 4.1 Seja f : D C R — R, uma funcio e a € D um ponto do seu
dominio. Diremos que f € diferencidvel no ponto a € D com derivada f'(a) se
eristir em R o limite

S~ fla)

r—a Tr — Qa
Exemplo 4.1 Seja f: R — R a funcao definida por

f(z) =mx +b, Vo € R,
onde m,b € R sao constantes. Temos entdo que, para qualquer a € R,

limM:hm<mx+b)_(ma+b):lim =m = f'(a)

r—=a r—a T—a r—a r—=a T — Q

m(x —a)

Concluimos que:
f(x) =mxz+b, Vx € R entio f'(z)=m, Vo €R.

Nota 4.1 Observe que esta expressao inclui como caso particular, quando m = 0,
a funcao constante. Temos entao que

f(x)=0b, beR,Vx €R entio f'(x)=0, Vx € R.
Exemplo 4.2 Seja f: R — R a fun¢ao definida por
f(z) =senz Vz € R.

Usando a igualdade trigonométrica

sena —senb = 2sen (a;b) cos (a;—b) ,Va,b € R,

temos, entao, que para qualquer a € R,

limy, fla+ h})L — f(a) — Timy, . sen (a + h) —sena T 2 sen (%) ZOS (@) B
- sen (3) h
= limy,_,o —2> cos (a + %) = cos (a)

|

Concluimos, assim, que:

f(z) =senx, YV € R entio f'(x)=cosz, Vr € R.
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Nota 4.2 Duma forma andloga se concluiria que
f(z) =cosz, Ve € R entio f'(x)=—senzx, Vx € R.
Exemplo 4.3 Seja f: R — R a funcao definida por
f(z) =¢€" Vz e R.

Temos, entao, que para qualquer a € R,

h) — at+h _ _a a,h _ _a h 1
limy, o flath) = f(a) = limy,_g £ _—° limy,_o £e —° limy, g eae
h hh . h h
. e —
= e’ limy,_,g = e’

Concluimos, assim, que:
f(zx)=¢€", Vo eR entio f'(x)=¢€", VoeR.
Exemplo 4.4 Seja f: R — R a fun¢ao definida por
flz)=2a2"Vr eR comn e N.
Usando a igualdade (prove por indugao esta igualdade)
" —a"=(r—a) (2" +ar" P+l " P+ L+ a0 +d" P+ a" ) Ve R,

temos, entao, que

f@) = f@) et
r —a xr —a

f/(a) = lim, 4

_ (x—a)(z" ' +az"? +a?x" 3 + .+ a" B2 + a2+ a7
= hmx—m =
r—a

= lim, o (2" '+ az™ 2 +a?2" 3 + .+ a" 32 + a" x4+ a7 ) = na" L.

Concluimos, assim, que:
f(z)=2a", Yz € R entio f'(x)=na""', VzeR.

Nota 4.3 Usando os resultados do exemplo anterior, é possivel mostrar que para
qualquer expoente o € R\{0},

f(z) =2% Vo € R" entio f'(x)=az*?' VorcR".

Embora tenha sido a nocao geométrica intuitiva de recta tangente a motivar a
definicao anterior de derivada de uma funcao, podemos agora usar esta segunda
nocao para dar uma definicao precisa da primeira.
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Figura 4.3: Gréfico da fungao f(r) = 2 e das suas rectas tangentes nos pontos
(1,1) e (0,0).

Definicao 4.2 Seja f: D C R— > R, uma funcao diferencidvel num ponto a € D.
A recta tangente ao grifico de f no ponto (a, f(a)) € a recta definida pela equagao:

y = fla)+ fla)(z —a).

Considere a fungao f(z) = x3, definida em R. A sua derivada no ponto x = 1
existe e é dada por:

, 1+h)— f(1 , 1+h)3 -1 h3+3h2+3h+1)—1
f’(l):hmh_)()f( f)z Q) :hmh—mL:hmh—m( h )
h3 + 3h% + 3h
zhm,Hoyznm,H0 (h? +3h +3) =3

logo a recta tangente ao gréafico de f(x) = z* no ponto (1, f(1)) = (1,1) é a recta
de equacao

y=f+f(Dz—-1)<=y=1+3x—-1) < y=3z—2.

3

Por outro lado, a derivada da funcao f(z) = x*, no ponto z = 0 é dada por:

f(0+h) — f(0) h3—0

f/(O) = limhﬁo = limhﬁo = limhﬁo h2 =0.

Logo a recta tangente ao grafico de f(x) = x3 no ponto (0, f(0)) = (0,0) é a recta
horizontal de equacao
y = 0.

O gréafico da fungao e estas duas rectas tangentes sao apresentados na figura ?77.

Sejam f : D C R — R, uma funcao e a € D um ponto de acumulacao de
D, = (—o0,a) N D.

a
Diz-se que f é diferenciavel a esquerda no ponto a se existir em R o limite

z—a™t T —a h—0t h
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15
10

0.5-

-1 A 1

Figura 4.4: Grafico da funcao médulo.

Definicao 4.3 Sejam f : D C R — R, uma funcao e a € D um ponto de acu-
mulag¢iao de D, = (—oo0,a) N D. Diz-se que [ € diferencidvel & esquerda mo
ponto a (ou f tem derivada lateral a esquerda, f'(a~), no ponto a) se existir
em R o limite
_ h) —
i JE @) e = F@)

r—a~ Tr—a h—0— h

Proposicao 4.1 Sejam f : D C R — R, uma funcao e a € D um ponto de
acumulagao de D} e de D . f € diferencidvel no ponto a se, e sé se, [ tem derivadas
laterais iguais nesse ponto.

Demonstracgao. Consequéncia simples da defini¢ao de limites laterais. m

Exemplo 4.5 Consideremos a fun¢ao mdédulo f: R — R definida por
f: R—=R
x
fo) = w={",

sex >0
sex <0,

cujo grdfico estd representado na figura 4.4.
Averiguemos se esta funcao € diferencidvel no ponto zero.

— f(0 —z —0
Iim f(xi - é"( ) _ Tim, l’x = lim (1) =~1=f(07)

Podemos concluir que f € diferencidvel a esquerda e a direita no ponto zero mas
que 0s valores das derivadas a direita e a esquerda sdao diferentes, ou seja,

fO7) =1#-1=f(07),

logo a funcdao modulo nao € diferencidvel no ponto zero.
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L L L L L L L L L L L L L L L TS
_05 A 05 X

Figura 4.5: Gréfico da funcio f(z) = Va2

Exemplo 4.6 Consideremos a funcio f : R — R definida por f(x) = Va2, cujo
grafico estd representado na figura 4.5.
Averiguemos se esta funcao € diferencidvel no ponto zero.

f(z) — £(0) Va0 _ . 1

xlgg+ r—0 - xlgtr)lJr z—0 xgélJr 5 x = oo
— f(0 Va2 —0 1
z—0~ x—0 z—0- x—0 z—0~ \?/E

Logo a fungao nao € diferencidvel no ponto zero.

Observemos que estes dois tltimos exemplos mostram que uma fungao pode ser
continua num ponto (como é o caso da fungdo médulo f(z) = |z| e da funcdo
flz) = v/22 no ponto zero) e, no entanto, nao ser diferenciavel nesse ponto. Qual
serd entao a relacao entre a diferenciabilidade e a continuidade de uma funcao num
ponto?

Se f: D CR — R, é uma funcao diferenciavel num ponto a € D entao f é
continua nesse ponto.

Demonstragao. Sabemos por hipétese que f é diferenciavel em a, logo existe

e é finito o limite
S - fa)

r—a Tr — a

= ['(a).

Com efeito para x € D, (x # a) tem-se que

e logo

tim [7(0) — @) = lim PO g (o — ) = @) -0 =0
Podemos concluir que

lim f(@) = f(a).

o que mostra a continuidade da funcao f no ponto a. =
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Nota 4.4 FEste teorema diz-nos que

f diferencidvel em a = f continua em a.
A afirmagao reciproca nao € verdadeira, i.e,

f continua em a = f diferencidvel em a,

como observamos nos exemplos da fungio méodulo f(x) = |z| e da fungdo f(x) =
3/ 2
z2.

Nota 4.5 Por outro lado este teorema garante que
f nao € continua em a = f nao € diferencidvel em a,

Por exemplo no capitulo anterior verificamos que a func¢ao de Heaviside H : R —
R, definida por:
0, sex<O0
1, sex > 0.

H(z) = {

nao era continua no ponto zero, logo, por este teorema , sabemos que também nao
¢ diferencidvel no ponto zero.

Vejamos agora as regras algébricas de derivagao para as fungoes soma, produto,
multiplo escalar e quociente.

Teorema 4.1 Sejam f: Df CR >R eg: Dg C R — R funcgoes diferencidaveis
num ponto a € Df N Dg. Seja, ainda, c € R uma constante. Entao as fungoes c- f,

f+g, f-ge= (comg(a)+#0) também sdao diferencidveis no ponto a, sendo as suas

deriwadas dadas por:
1) (¢ f) (a) =c- f'(a)
2) (f+9) (a) = ['(a) + ¢'(a)
3) (f ; 9) (@) J{’(( )) (( )) +;((a)) 'g’((a))
/ — fla .g/ a
0 (§) =T

Demonstragao. Como [ e g sao fungoes diferenciaveis no ponto a sabemos que
existem e sao finitos os limites

fl@) = fla) _ fla) e lim,., 9(z) — g(a)

r—a r—a

lim, ., =¢'(a)

1) Multiplicacao por uma constante:

i @) =l (M) et LB =@ g

T—a r—a r—a T —a T—a r—a

Podemos concluir que ¢ - f é diferenciavel em a e que
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2) Fungao soma:

(f +9)(x) = (f+9)(a) (f(z) +g(x)) = (f(a) + g(a))

j: o) - fln;)j ola) —gla)) _ i: UG i A=) _ p(a) 1 g (a)
Podemos concluir que f + g ¢ diferencidvel em a e que
(f +9) (a) = f'(a) + ¢'(a)
3) Funcao produto:
i, L9 @ = (fg)() o - f@)glr) — fla)gla) _
i, T@)9(2) — f(@)g(@) + f@)g(a) ~ F@)gla) _
_lim, 1@ (9(2) — 9(a)) + g(a) (f(x) = f(a)) _
_ hmmﬂx)g(x; ) | (/LT
= lim, 4 (:2 f: (@) My g(a) + limg_q f(2) - lim,_, W
= f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a).

Como f ¢ diferenciavel no ponto a, sabemos que é continua no ponto a, logo
lim, . f(x) = f(a), facto necessério para obter a tltima igualdade. Podemos con-
cluir que f - g é diferenciavel em a e que

(f-9) (a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a).

4) Fungao quociente, supondo que g(a) # 0.
Vamos dividir esta demonstracao em duas partes:
(1) Consideramos o caso particular em que a funcao f(x) = 1, ou seja, estudamos

1
o caso da funcéo (—) () em a.
9

Qe-Qor , das, il

lim,_,, r—a = lim, ., r—a lim,_,, r—a =
e et 1 N1
e rT—a g(x)g(a)
1 1 . g(x) —g(a
= lim,_,q lim,_,, =
g(a) (z) T—a

w@’ = TP

Também neste calculo utilizamos o facto de g ser diferenciavel no ponto a, logo
continua para obter lim,_,, g(z) = g(a).
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: 1 . .
Podemos concluir que (— ¢ diferenciavel em a e que

1
(7) Notando, agora, que i = f - — temos que, através da derivada da funcao
g

produto,

@ (@) G) @+ @/@: S i@ {_;(()H -

[ ]
Decorrem imediatamente deste teorema resultados muito importantes e muito
uteis.

Exemplo 4.7
As fungoes polinomiais P(x) sao diferencidveis para qualquer valor real a € R.

De facto, qualquer polinomio se obtém como soma, produto e multiplo escalar de
funcoes constantes e da funcao identidade, que ja sabemos serem diferencidveis para
qualquer a € R.

Exemplo 4.8

P(x)
Q(x)

Este resultado € imediato tendo em conta que as funcgoes racionais sao definidas
como o quociente entre duas fungoes polinomiais.

As funcoes racionais sao diferencidveis para qualquer valor do seu dominio.

Exemplo 4.9 Consideremos a fun¢ao tangente definida por

tangente : D:{xER'cosx;&O}:{:EER:Q:%]WH—%,ICGZ}—>R

:lj‘—)tg( ) senx

COS T
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Seja a € D. Usando a formula para a derivada do quociente obtida no teorema
anterior podemos calcular a derivada da funcdo tangente da sequinte forma:

/ senz\’ coszcosx —senx(—senx) (cosz)® + (senz)’ 1
(tg(@)) = (222 = : - =
cos T (cos x) (cosx) (cos x)
Logo concluimos que:
1
f(z) =tg(x), Vo € D entio f'(x)=-——=, Yz € D.
(cos z)

Teorema 4.2 (Derivada da fun¢ao composta) Sejam g : Dg C R — R uma fung¢do
diferencidvel num ponto a € Dg e f : Df C R — R uma funcao diferencidavel no
ponto b = g(a) € Df. Entao a funcao composta (f og) é diferencidvel no ponto
a € Dfog

(fog) (a)=f(b)-g'(a) = f(9(a) - ¢'(a).
Demonstracgao. Usando a definicao de derivada, temos que

(Fog)lath)=(fog)la) _p ~ flola+h)) - flgla) _
fgla+h))

(f og)' (a) = limp_o

h
flg(a)) gla+h) - 9(“), com g(a+ h) # g(a)

Flola+ 1)~ Flota) ga+ 1) —ota)
- g(a) h

Como g ¢ diferenciavel em a, por hipdtese, temos que

= limy,_,o

Como f ¢ diferencidvel em g(a) = b, por hipétese, temos que

o ) = 1)

timg SO — 1),

Por outro lado, considerando a mudanca de varidvel y = g(a+ h) temos que quando
h — 0entdoy =gla+h)— gla) =0

- flgla+h) —flgla)) .. fly)—fb) _
hlgél* gla+h)—gla) ilgll) y—>b 7).
Podemos concluir que
oV (d) — lim gla+h) —fl9(@) .~ glath)—gla)
(fog) (a) limy, o dath) —g(a,) limy, ’
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Exemplo 4.10 Consideremos a fungdo h(zx) = sen (z* +4) definida em R. Seja
a € R.Observemos que h = fog com g : R — R definida por g(x) = 2°> + 4 e
f: R — R definida por f(y) =seny. Como ¢'(x) =2z e f'(y) = cosy entao

W(a) = (fog) (a) = f(g(a)) ¢ (a) =cos (a® +4) - (2a) = 2acos (a* + 4) .
Concluimos que

h(z) =sen (2° +4), Vz € R entdo h'(z) =2z cos (z* +4), Vz€eR.

Exemplo 4.11 Consideremos a fungao h(x) = e’ 3 definida em R. Seja a €
R.Observemos que h = fog com g : R — R definida por g(x) =2> -3 e f: R —> R
definida por f(y) = e¥. Como ¢'(x) =2z e f'(y) = €Y entao

W(@) = (fog) (a) = Fg(a) - () = ™2 - (20) = 2ae”">.
Concluimos que

hz) = e 3, Vo R entio h'(z) = 2ze” 3, Vx € R.

Veremos agora um resultado que relaciona a derivada duma fungao estritamente
mondotona e invertivel com a derivada da sua inversa. Para demonstrar este resultado
vamos utilizar o teorema anterior.

Teorema 4.3 Seja f : I C R — R uma funcdo estritamente mondtona e continua
no intervalo I e seja f~': f(I) — I a sua inversa. Se f € diferencidvel num ponto
a€l e f'(a)#0, entio f~1¢ diferencidvel no ponto b = f(a) e

11
fia) — FU0)

(F71) () =

Demonstracao. Assumiremos que f é diferenciavel em todo o intervalo I.
Provaremos apenas que se f~' é diferencidvel em f(I), o valor da derivada é, de
facto, o que foi apresentado no enunciado do teorema.

Usando a definicao de funcao inversa temos que:

(Fof) @) =2

e a esta composicao de fungoes aplicamos o teorema anterior.

(flof)(@) == :>(f*1?f)/($):(37)/
= () (f(ﬂf))'f'(l“l) =1
= () (f(x) = @) Ve el

Fazendo x = a e b = f(a) obtemos o resultado pretendido. =
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Exemplo 4.12 Consideremos a fun¢do exponencial f : R — R, definida por f(x) =
e’ Vx € R. A sua inversa € a fungao logaritmo:

1 RY = R, definida por ' (z) = logz,Vz € RT.

Como f'(z) = (e®) = e® # 0,Vx € R, temos pelo teorema anterior que a funcdo
logaritmo € diferencidvel em qualquer ponto x € Rt e que
(f7") (z) =logz = (log)' (z) = ! L l,Vx e R".
F(f =) eosr

Podemos concluir que

1
(log)' (z) = =, Vr € RT.
T
Exemplo 4.13 Seja a € R\ {0} ez € RT.

(xa)/ _ (elog(xo‘))/ _ (ealogx)/ — ealogm (Oé lngL’)/ = = = axa_l, Vr € RT.

SRS

Concluimos que
(%) = az*!, Vo € RY.

Exemplo 4.14 Seja g : Dg C R — R* uwma fungdo positiva e, dado o € R,
consideremos a func¢ao f : Df C Rt — RY definida por f(y) = y*, Vy € RT.
Supondo que g € diferenciavel num ponto a € Dg e dado que f € uma funcao
diferencidvel no ponto b = g(a) € Df, podemos concluir (através do teorema da
fungdo composta), que a fun¢ao composta h = (f o g) = g* € diferencidvel em a e

(9°) (a) = W'(a) = (fog)(a) = [f(g(a))-d(a). =
alg(a))*"-g'(a).

Temos que
(9%) (2) = a(g(x))*™" - ¢'(z),Vz € D.

T
Exemplo 4.15 Consideremos a restrigao da func¢do seno ao intervalo [—5, 5],

i.€.
f: [—g, g} — R definida por f(z) =sen(z), Vx € [—g, g] )

A sua inversa neste intervalo € a fungao arco seno:

1,1 = [—g, g] definida por f~(y) = arc sen(y),Vy € [-1,1].

Como
T

f(2) = (sen)'(2) = cos() # 0, Vo € | -2 2|,
s6 podemos aplicar o teorema anterior para y € |—1,1[. Este teorema garante que a
fungdo arco seno é diferencidvel em qualquer ponto x € |—1,1[ e que

, ey B 1 B 1 B 1 _
(are sen) (y) = <f ) (v) = f'(f~Yy))  cos(arc sen(y)) cosx’ vy €1-11,
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Tendo em conta que se y = senx entaol — y?> = 1 — sen? x = cos® z logo, para a
restricao considerada, temos que /1 — y? = cosx. Podemos concluir que

) vy € ]_]—71[

, B 1
(arc sen) (y) = —\/1—7342

Exemplo 4.16 Seguindo um raciocinio andlogo se concluiria que

(arc cos) (y) = —;,Vy e|-1,1].

Vv

T T
Exemplo 4.17 Consideremos a restricao da fungao tangente ao intervalo ] 55 [,

1.e. .
f:]—ﬁ,z — R definida por f(z) = tg(z), Vxe}—z,z[.
2° 21 22
A sua inversa neste intervalo € a funcdo arco tangente:
_1 1 T . _1
TR — —5 5[ definida por f~(y) = arctg(y), Yy € R.

Ja calculdmos a deriwada da funcao tangente obtendo que
1 T
/ o / _ _ - =
f'@) = (19 (5) = —— #0, vae |2 7]

Podemos aplicar o teorema da func¢ao inversa para concluir que a funcdao arco tan-
gente € diferencidvel em qualquer ponto y € R e que

(arctg)’ (y) = (f’l), (y) = ! = 1 = cos? (arctg (y)) = cos® x, Yy € R.

cos? (arctg (y))

Tendo em conta que se y = tg(x) entdo 1 + y* = logo, para a restricdo

cos? x

considerada, temos que cos®>x = Podemos concluir que

1+y?

(arctg)’ (y) Yy € R.

1+ 92

Associada a uma fungao f que seja diferenciavel, pelo menos para alguns pontos
do seu dominio, existe uma outra funcao, designada a funcao derivada de f, como é
indicado na préoxima definicao.

Definicao 4.4 Sejam f: Df C R — R uma fungao que é diferenciavel em todos os
pontos do conjunto D C Df. Entao, designa-se por fun¢ao derivada de f, [, a
funcdo qua a cada ponto x € D associa a derivada de f nesse ponto:

f'r D—>R
z— f'(z)
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Exemplo 4.18 Consideremos a funcao f: R — R, definida por

f: R—>R
v f(x) _{ a?sen () sex € R\{0},

0 sex = 0.

Para xz € R\{0} os teoremas anteriores garantem que a fun¢ao é diferencidvel. Apli-
cando a regra da derivacao do produto e a derivada da funcdao composta, calculamos
a derivada para x # 0.

(w2sen (1)) = @sen (1) 4 (1 (2)) =2esen (1) #areon (3) (- 5) =

1
= 2z sen (— — cos (—>
x x
Para x = 0 utilizamos a definicao de derivada num ponto para averiguar se a func¢ao
¢ diferencidvel.
z?sen (1) — 0

oy FE T = g T — (n (1)) =0=70).

Logo a funcao também € diferencidvel no ponto zero. A funcao derivada define-se

por:
f's R—>R

v fiz) =4 2USen (i) - o8 (i) se x € R\{0},

0 sex = 0.

Exemplo 4.19 Consideremos a func¢ao modulo f : R — R jd definida anterior-

mente por
T sex >0

—x  sex <0,

) =1ol = {
Como mostrdmos esta fun¢ao nao é diferencidvel no ponto zero. A fun¢ao derivada

define-se por
f: R\{0} = R
1 sex >0,

x%f’(x):{_l sex < 0.

4.3 Teoremas fundamentais

A derivada de uma funcao desempenha um papel importante e decisivo no estudo
do comportamento duma funcao.

Definicao 4.5 Seja f : D C R — R uma funcao e ¢ um ponto do seuw dominio.
Diz-se que
o [ tem um mdzximo local em ¢ se f(x) < f(c) Vo € Vs(¢) N D (para algum 6 > 0).
o [ tem um minimo local em ¢ se f(x) > f(c) Va € Vs(c) N D (para algum 6 > 0).
o [ tem um extremo local em ¢ se f tem um minimo ou mdximo local em c..
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Um extremo local nao é, necessariamente um ponto de maximo ou minimo da
fungao, uma vez que a respectiva desigualdade f(x) < f(c) ou f(x) > f(c) apenas
se tem que verificar para uma vizinhanca do ponto e, nao em todo o seu dominio.

Qual serd a relacao entre a derivada da fungao num ponto e o facto desse ponto
ser um ponto onde a funcao tem um extremo local?

Dizia Pierre de Fermat, no séc. XVII, no grdfico de uma func¢ao suficientemente
reqular, os pontos que tém ordenada maior ou menor que do que a de todos os outros
pontos vizinhos, sao pontos de tangente horizontal. Traduzindo para uma linguagem
actual.

Teorema 4.4 (Teorema de Fermat) Seja f uma fungao definida num intervalo
I =]a,b], tal que f tem um extremo local num ponto ¢ € I. Se f é diferencidvel no
ponto ¢, tem-se que f'(c) = 0.

Demonstragao. Suponhamos que f tem um méximo local no ponto ¢ € I = |a, b]
(a demonstracao é inteiramente andloga para o caso do minimo local).
Sabemos entao que existe d > 0 tal que:

fx) < flc) Ve € Vs(e) =lc—d,c+ | <= f(x)—f(c) <0 Vz € Vs(c) =]c—0,c+ ]
Usando este facto, tem-se que:

f(e7) = limg, J@) = /o) >0 e que f'(c")=lim, .+ f@) = fle)
€r—C T—c

<0

Como f ¢é diferenciavel no ponto c,
0< fi(e7) = f(e) = f(c") 2 0= f'(c) =0.
]
Nota 4.6 FEste teorema diz-nos que
[ diferencidvel e com extremo local em ¢ = f'(¢) = 0.
A afirmacgao reciproca nao € verdadeira, ou seja,

[ diferencidvel e f'(c) =0 = [ tem extremo local em c.

Nota 4.7 Por exemplo a fungio f : R — R, definida por f(x)= 23, cujo grdfico
esta representado na figura 4.6, € diferencidvel e tem derivada nula no ponto zero e,
no entanto, nao tem um extremo local nesse ponto, ¢ estritamente crescente em R.

Nota 4.8 Uma fungao pode ter um extremo local e nao ser diferencidvel nesse
ponto. Lembremos o caso da funcao modulo que tem um minimo no ponto zero
e, no entanto, nao ¢ diferencidvel nesse ponto.

O teorema seguinte devido ao matematico francés Michel Rolle (1652-1719),
fornece informacao importante sobre os zeros da derivada.
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Figura 4.6: Grafico da fungao f : R — R definida por f(z) = 3.

Rectatangente com declive nulo

F@p=-omoamsse

f@=f()F---- ’1—’/ —————————— A

Figura 4.7: Interpretagao geométrica do teorema de Rolle.
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Teorema 4.5 (Teorema de Rolle) Seja f uma fungdo definida e conti nua num
intervalo limitado e fechado [a,b], e diferencid vel em |a,b|. Entdo:

fla) = f(b) = Fc €]a,b: f'(c) = 0.

Demonstragao. Como f esta nas condigoes do teorema de Weierstrass, sabemos
que sabemos que f tem maximo e minimo em [a, b]:

M = max e m = min
[a,b] / [a,b] /

Se M = m, entdo f é uma fungao constante em [a, b] pelo que:
f'(¢c) =0, Vcé€la,bl.

Se M > m, entao a hipdtese f(a) = f(b) implica que pelo menos um dos valores M
ou m seja assumido por f num ponto ¢ €]a, b[. Temos entao que f tem um extremo
nesse ponto c.

Como f ¢ por hipétese diferenciavel, podemos usar o Teorema de Fermat para
concluir que entdao f'(¢) =0. m

Do teorema de Rolle decorrem dois corolarios de grande utilidade no estudo de
funcoes.

Corolario 4.1 Entre dois zeros de uma fungao diferenciavel, existe sempre pelo
menos um zero da sua derivada.

Demonstragao. Basta aplicar o teorema anterior a uma funcao f, continua em
[a, ], e diferencidvel em |a, b[, tal que f(a) =0= f(b). m

Corolario 4.2 FEntre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcao difer-
encidvel, nao pode existir mais do que um zero da propria funcao.

Demonstragao. A demonstracao sera feita por reducao ao absurdo.

Sejam p e ¢ dois zeros consecutivos da derivada de f, isto é, f'(x) # 0, Vx €
|p, q[. Se nesse intervalo existissem dois pontos ¢1,co € |p, [ zeros da funcao, isto é,
f(c1) = f(ca) = 0, entdo o teorema de Rolle aplicado ao intervalo e, ¢| garantia
que teria de haver um zero da derivada no interior desse intervalo o que absurdo
uma vez que p e g sao zeros consecutivos da derivada. m

O teorema seguinte, o teorema do valor médio de Lagrange, consequéncia do teo-
rema de Rolle, diz-nos que uma fungao diferenciavel num intervalo [a, b] deve ter nal-

M)

b—a

que passa nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) como podemos observar na figura 4.8.

gum ponto desse intervalo a derivada igual ao declive da recta secante (

Teorema 4.6 (Teorema de Lagrange ou do valor médio) Sejam a,b € R tais
que a < b. Seja f uma fungao definida e continua num intervalo limitado e fechado
[a,b], e diferencidvel em ]a,b]. Entao, existe pelo menos um ponto ¢ €)a,b[ tal que:

70 = fla)

fe) = 20—
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Figura 4.8: Interpretagao geométrica do teorema de Lagrange.

Demonstragao. Consideremos a fungao ¢ : [a,b] — R definida por

E uma funcdo continua em [a,b] e diferencidvel em ]a,b[ e tal que g(a) = g(b).
Esta funcao esta nas condigoes do teorema de Rolle. Logo, existe pelo menos um
ponto ¢ €]a, bltal que ¢'(c) = 0. Mas:

Ou seja , existe pelo menos um ponto ¢ €la, b] tal que: f'(c) = W. [

Nota 4.9 O Teorema de Rolle é uma caso particular deste teorema. Trata-se do
caso em que f(a) = f(b), ou seja, o caso em que a tangente é uma recta horizontal.

Exemplo 4.20 Consideremos a fungdo seno e, através do teorema de Lagrange,
mostremos que se tem
|senz| < |z|, VzeR.

Seja x € RT. A fungao f(x) =senx € cont inua em [0,z] e diferencidvel em 10, x] ,
logo podemos aplicar o teorema de Lagrange a esta funcao: existe ¢ € |0, x| tal que:

ou seja,

senx — sen( sen
cos(c) = = :
z—0 T

Entao tem-se que

‘senx‘ =|cos(c)| <1 & |senz| < |z|, para todo o x € R*.

X
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Seja x € R™. Duma forma andloga obtem-se que
|senz| < |z|, VzeR™.
Como |sen0| < |0| , podemos finalmente, concluir que
lsenzx| < |z|, VxeR.

Como consequéncia deste teorema vamos considerar alguns corolarios muito uteis
no estudo duma funcao.

Corolario 4.3 Seja f uma funcao com derivada nula em todos os pontos dum in-
tervalo I, entdo f € constante em I.

Demonstragao. Sejam a,b € [ quaisquer pontos diferentes do intervalo [
(a < b). Como f é diferencidvel em [a,b] o Teorema de Lagrange garante que existe

b) —
¢ € ]a, b[ tal que: f'(c) = w
Como, por hipétese, f'(z) =0, Va € I, a igualdade anterior implica que f(b) =

f(a).

Como a e b eram quaiquer pontos do intervalo podemos concluir que a funcao f
¢ constante em /. m

Como consequéncia imediata deste corolario obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.4 Seja I um intervalo de R e sejam f;g: 1 — R diferencidveis em I
tais que f'(x) = ¢'(x), para todo o x € I. Entdo eziste uma constante C' € R tal
que f =g+ C em I.

Demonstragao. Basta considerar a funcao h = f — ¢ e aplicar o corolério
anterior. m

Corolario 4.5 Seja I um intervalo de R e seja f : I — R diferencidvel em I.
Entao:

(a) f € crescente em I se e sé se f'(x) > 0 para todo o x € I;
(b)  f € decrescente em I se e so se f'(x) <0 para todo o x € I.

Demonstragao. S6 demonstraremos a alinea (a) uma que as demonstragoes
sao analogas.

Como temos que demonstrar uma equivaléncia iremos demonstrar cada uma das
implicagoes:

(1) (=) Seja f é crescente em I.

Entao tem-se, para qualquer ponto ¢ € I,

r<c = f(x)<f(6)} . f(x) = f(e)

r<c = flz)> f(c) . 20, Vzel (z#0).

Neste caso o limite da razao incremental em ¢, ou seja, f'(c), (que existe uma vez
que f é diferencidavel em I), tem que ser nao-negativo. Como ¢ era uma qualquer
ponto do intervalo I podemos concluir que f’(x) > 0 para todo o = € I.
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(17) («<=) Seja f'(x) > 0 para todo o = € I.
Dados quaisquer dois pontos a,b € I, com a < b, o teorema de Lagrange garante

7(0) = fla)

que existe um ponto ¢ €|a, b| tal que: f'(c) = 2
—a

Mas, por hipétese, f'(c) > 0, logo f(b) > f(a), ou seja,
a<b= f(a) < f(b), para quaisquer a,b € I,

o que quer dizer que a funcao é crescente em /. m

O corolario anterior relaciona o sinal da derivada duma fun¢ao com a sua mono-
tonia.

Embora nao seja possivel manter a equivaléncia, uma das implica¢oes continua
a ser verdadeira se considerarmos as desigualdades estritas.

Corolario 4.6 Seja I um intervalo de R e seja f : I — R diferencidvel em I.
Entao:

(a) se f'(x) >0 para todo o x € I entdo [ € estritamente crescente em I;
(b) se f'(x) <0 para todo o x € I.entdo f é estritamente decrescente em 1.

Demonstragao. A demonstracao segue de perto a demonstracao correspon-
dente do corolario anterior. m

Nota 4.10 O reciproco do coroldrio anterior nao €é verdadeiro. por exemplo a
funcao
fr: R=> R
r— flx)=2°

¢ estritamente crescente e, no entanto, tem-se que f'(0) = 0.

Exemplo 4.21 Consideremos a fung¢ao
f(z) = arctg (7).

2z
A funcgao derivada € f'(x) = :
fung Fa) =15
Para x > 0 temos que f'(x) > 0 logo a funcao € estritamente crescente em RT.
Para x < 0 temos que f'(x) <0 logo a funcao € estritamente crescente em R™.

Corolario 4.7 Seja [ uma funcao diferencidvel numa vizinhanca dum ponto c,
V =lec—0d,c+0[, do seu dominio, excepto possivelmente no préprio ponto c. Seja
f continua no ponto c. Entao:

fl(x) >0 Vzele—4,(
(a) fl(x) <0 Vzele,c+d]

} = f tem um mdzimo local em c.

b fl(x) <0 Vzele—4d,(
) Py >0 Voele et

} = f tem um minimo local em c.
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Demonstracao. (a) Pelo corolario anterior sabemos que se f'(z) > 0 para todo
ox €Jc—d,c[ entdo f é estritamente crescente em |c — §, c|.

Seja a € ¢ — 9, [.

Escolhemos um outro ponto qualquer y € |a, ¢[, ou seja, um ponto tal que a <
y < c.

Como f ¢ estritamente crescente no intervalo ¢ — 6, ¢[ te-se que f(a) < f(y).

Como [ é continua em c, existe o limite lateral esquerdo de f(y) quando y tende
para ¢, e esse limite é f(c). Tomando este limite na desigualdade anterior tem-se
que f(a) < f(c),Ya € Jc — 0, ].

De forma andloga se mostra que f(c) > f(b),Vb € |c, ¢+ 4.

Através destas duas desigualdades podemos afirmar que f(c)(z),Vx € I.

(b) A demonstracao da existéncia dum minimo local seria andloga. m

Exemplo 4.22 Consideremos a funcao modulo

f: R=> R
= flx) = |z|

Ja vimos que esta fungdo é continua em R e diferencidvel em R\ {0} e que
afuncao derivada é

o R\{0} - R
1, x>0

v f,(x):{—l, <0

Parax € RT, f'(x) =1>0, parax € R™, f'(z) = =1 < 0 e a fungao é continua
no ponto x = 0, logo, pelo coroldrio anterior, podemos afirmar que tem um minimo
local no ponto x =0 (embora nao sendo diferencidvel neste ponto).

Se considerarmos uma func¢ao cuja fungao derivada é uma fungao continua num
intervalo [a, b], o teorema de Bolzano garante que f’(x) toma todos os valores entre
f'(a) e f'(b). Contudo, mesmo quando f’ ndo é continua em |a, b, tal propriedade
continua a ser valida, facto que é garantido no proximo teorema.

Teorema 4.7 (Teorema de Darbouz) Sejam a,b € R tais que a < b. Seja f uma
fungao definida e diferencidvel [a,b] e seja k um nimero real entre f'(a) e f'(b).
Entao, existe um ponto ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = k.

Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f'(a) < k <
7).

Consideremos a fun¢ao g(z) = kx — f(z), com = € [a,b]. Como g é continua
em [a,b], e [a,b] é um intervalo limitado e fechado, g tem um méximo e minimo em
[a, b], pelo teorema de Weierstrass.

Como ¢'(a) =k — f'(a) > 0, entdo o maximo nao é atingido no ponto x = a.

Como ¢'(b) = k — f'(b) > 0, entdo o maximo nao é atingido no ponto = = b.

Logo o méximo é atingido nalgum ponto ¢ €|a, b[, logo ¢'(c) = 0=k — f'(c).

Entao existe um ponto ¢ €]a,b] tal que f'(c¢) =k. =
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Teorema 4.8 (Teorema do valor médio de Cauchy) Sejam a,b € R tais
que a < b. Sejam f,g duas funcoes definidas e continuas num intervalo limitado e
fechado [a,b], diferencidveis em la,b| e ¢'(x) nao se anula em |a,b[. Entao, existe
pelo menos um ponto ¢ €la, b| tal que:

f'(e) _ f(b) = f(a)

g(c)  g(b) —g(a)’
Demonstragao. Consideremos a fungao

M@zﬂ@—%%}%%m@

Pelo teorema de Rolle, como ¢'(z) # 0, Vo €]a, b, temos que g(b) — g(a) # 0,
logo h estd bem definida. Além disso, h é continua em [a, b], diferencidvel em |a, b]
e h(b) = h(a).

Podemos aplicar o teorema de Rolle a fungao h que nos garante que existe pelo
menos um ponto ¢ €la, b[ tal que h'(c) = 0. Entao:

f(b)_f(a)/ _ ") = )
) —gl@? =0 fO= )

Como ¢'(z) # 0, Vz €]a, b|, temos que:
e O _ 10— 1@

h'(c) =0« f'(c) -

@) gb) —gla)’

]

Tal como o teorema de Rolle é um caso particular do teorema de Lagrange,
também o teorema de Lagrange é uma caso particular deste teorema. E o caso
particular em que a fungao g(z) = x, é a fungao identidade.

Utilizando este teorema do valor médio de Cauchy obtemos duas proposicoes de
grande utilidade no levantamento de indeterminacoes no calculo de limites. Omiti-
mos a sua demonstragao.

Teorema 4.9 (Regra de Cauchy) Sejam f, g duas func¢ies definidas e diferencidveis
num intervalo aberto I, excepto possivelmente num ponto c¢ (istoé, f e g sao difer-
encidveis em I\ {c})

Suponhamos que:

((§'(x) #0, z € I\{c}

lim, . f(z) =lim, ,.g(z) =0 ou lim,_. f(z) =lim,.g(z) = £oo

—

'(z)
()

dlim,_.. =a

\

Q

Entao existe o lim,,_,,

tim L) i L8
z—c g(x) T—C g’(x)
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Teorema 4.10 (Extensdo da regra de Cauchy) A regra de Cauchy, sendo vdlidas
as restantes condicoes, € extensivel as squintes situacoes:

1. Quando os limites acima referidos sao limites laterais.

2. Quando o limite a da razdo das deriwadas € igual a =+ oo.
Quando f e g sao fungoes diferencidveis num intervalo aberto I = |b,+oo[ ou |—o0,b|
e se calculam os limites quando x tende para + oco ou — 0.

Exemplo 4.23 Calcular o lim,_, ST

sen x (%) . CoST
= lim =

lim = 1.
z—0 RC x—0 1
"z x
Nota 4.11 O facto de o lim,_,. M nao existir nao significa que o lim,_,. M

g' ()

nao exista, significa, sim, que nao pode utilizar a regra de Cauchy.

g9(x)

2% sen —
Exemplo 4.24 Calcular o lim,_, L
sen x
/
1
2 1 1
(5" sen - 2x sen — — Cos —
1. o 1. m x ~ .
m ~— = lim , que nao existe.
z=0  (senx) 250 cos
Mas
9 1
r°sen — 1
. P T
lim —= =1lim |z sen — | =
z—0  senw z—0 \  senx x

. . r .
porque lim, ,ox =0.1=0 e a fun¢ao sen — é limitada.
x

senx

Nota 4.12 A regra de Cauchy ndo se aplica caso ndao se tenha lim, . f(x) =
lim, ,.g(z) =0 ou lim,,. f(x) =lim,,.g(x) = +o0.

2¢ + 1

3r+1

o 2z +1 0+1
im = =
=03z + 1 0+1

Exemplo 4.25 Calcular o lim,_,

Mas se aplicassemos a regra de Cauchy (que ndo podemos aplicar) o resultado

seria
20 +1 L

2
1m = 1m —
z—0 31 —+ 1 z—0 3

=3 que € falso!
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4.3.1 Levantamento de indeterminacoes em limites de funcgoes
diferenciaveis, utilizando a regra de Cauchy

0
(i) IndeterminacgoGes do tipo e e
00

rT—1
Exemplo 4.26 Calcular o lim,_, ¢
0
r_ 1 (g
i &L W e
=0 I  RC z—0 1
. 1 —cosz
Exemplo 4.27 Calcular o lim, .o ———.
x

. l—cosz (%) . senx ) lsenx 1 1
lIm —— = lim—— = lim [ = =-1=-.
z—0 T2 RC z—0 2z =0\2 =z 2 2
1
Exemplo 4.28 Calcular o lim,_,q ngl'
x J—
o 1
1 0 o 1
i 087 @) 7 1o
x—1 pr — 1 RC z— 1 z—1
Exemplo 4.29 Calcular o lim,_, ﬁ
log
1
lim Ve (§> lim 2V = lim S lim VT _ +00.
T—r+00 log{ﬂ RC xz—+o0 1 r—+00 2\/5 z—+o00 2
x
1
Exemplo 4.30 Calcular o lim,_,o+ 8RO
log x
1
] 0 cos T
limw(§) lim S€ML__ — Jimy < cosx>:1~1:1.
z—0+ logx  RC z—0+ z—0+ \sen x

T
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log
E lo 4.31 Calcul lim, 100 ———.
xemplo alcular o lim,_, -
1
logz (%) . z . 1

im ——— =7 lim = lim —
ootoo 13 + 41 — 5 RC a—+00 302 +4  w—too 1 (322 +4)

Nota 4.13 Por inducao se mostraria que

log x

Jim (@)

=0, onde p(x) € um polinomio de grau k € N.

el‘

E lo 4.32 Calcul lim, 400 47———.
xemplo alcular o lim,_, P -

o o o0
e () e () . e (x) . €
im —— =" lim = lim — =" lim — = +o0.
z—to0 3 +4x —5H RC z—400 322 +4 RC z—400 62 RC z—+00 6

Nota 4.14 Por inducao se mostraria que
lim
T——+00 p(:[‘)

= 400, onde p(x) € um polinomio de grau k € N.

(ii) Indeterminagoes do tipo 0 x co ou co — 0

: . : o .0 o0 .
Estas indeterminacoes reduzem-se a indeterminacoes do tipo 0 e —, utilzando as
00

igualdades:
f)gla) = 12— 9D
g@)  f2)

Exemplo 4.33 Calcular o lim,_, o (2%¢77).

2 (0 =)
. oy (eox0) . 22 () L 22 () .. 2
lim (3326 x) (00x0) lim — 2" lim — 2" lim — =0.
T—>+00 z—+o00 €¥ RC z—+oo e RC zxz—+oo et

Nota 4.15 Por indugao verifica-se que

n

lim “— =0, neN.

z—+oo et
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1 1
Exemplo 4.34 Calcular o lim,_,o+ (— — ) :

x sen x
0 0
i 1 1 (co—00) ,. Senx —x (6) i cosr — 1 (6) ) —senzx
lim [ — — = lim — = lim = lim
z—0+ \ T sen x z—=0t Isenx RC z—0tsenx + x cosx RC z—0+ COSXT + COSXTIsenx

1\ (o
lim xlog (1—1——) (o) lim ——~ T2y L = lim —— =1.
x

T—r+00

(iii) Indeterminagoes do tipo 0°, 1°° e o’

Estas indeterminacoes reduzem-se as indeterminagoes anteriores, utilzando a igual-

dade:

log z

r = e°" paratodooz e R,

sen x

Exemplo 4.36 Calcular o lim,_,o+

sen r (00)

sen x

lim =" lim ¢'°8® = lim e%n®logr
z—07t z—07t z—07t
Mas:
1
o0 —

_ (Oxo0) .. logx () .. T . senz senzx
lim senxlogx =" lim 1 =" lim = lim =1-0=0
z—0+ z—0+ RC z—0+ —COST 4,0+ T —coszT

sen x sen? x
Entao:
lim 5% = lim 6sena:log:v — 60 —1.
z—0+t z—0t

1 xr
Exemplo 4.37 Calcular o lim,_,y+ (1 + —) .
x

1\ 1
1 T (ooo) log| 1+— zlog| 1+—
lim (1 + —) =" lim e TJ) = lim e z
z—0*t xT z—0t+ z—0t
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Mas:
1 ( : >
1
IOg 14+ — o 1+ 1 2
. 1 (Oxo0) .. z (;) : X : 1
lim zlog(1+ - )= =" lim ——=—* "=’ lim = lim ——=— =0
z—0t T z—07+ 1 RC z—0+ 1 z—07F 1 1
x x x
Entao:

1
1 T xlog(lJr—)
lim <1+—) = lim e ) =¥ =1.

z—0t x z—0t

Exemplo 4.38 Calcular o lim,_,; =

1 logz

. _1_(1°°) .. =1 . z—1
lim z=—1 = lim e'°8® = lime
r—1 rz—1 r—1
Mas: |
. logw (8) .
lim —— = lim % =1
z—=1x —1 RC 2—1 1
Entao:

log

. _1 . x—1
limz=—1 = lime —e —=e.
rz—1 rz—1

4.4 Derivadas de ordem superior a primeira.

O conceito de derivadas de ordem superior a primeira de uma fun¢a o f resulta
naturalmente de considerar as derivadas de fungoes derivadas, caso existam.

Definigao 4.6 Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I de R e difer-
encidvel em I. Se a funcao derivada [’ € diferencidvel num ponto a € I, isto €,

existe o limite ) )
T - (@)

r—a Tr— a

= f'(a),

entdo a funcao f diz-se duas vezes diferencidvel no ponto a € I e ao limite
referido chama-se seqgunda derivada de f mo ponto a € I ou derivada de
ordem dois de f mno ponto a € I.

Se a funcao f’ é diferencidvel em qualquer ponto de I, diz-se que f é duas vezes
diferenciavel em 1.
De modo anélogo se define a terceira derivada num ponto a € I que se denota,

quando existe, por f"”(a).
Por indugao define-se a diferenciabilidade de f de qualquer ordem n e as derivadas

de ordem n que se denotam por f™, D™ f ou e
x
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Definicao 4.7 Uma funcdo f diz-se n vezes diferencidvel no ponto a € [

quando existem as derivadas f'(a), f (a), f"(a), ....f™ Y e existe o limite
(n=1)(,\ _ f(n—1)
z—a T —a

Por convencao considera-se a derivada de ordem zero a prépria funcao: f© = f.

Definigao 4.8 Uma fungao [ diz-se indefinidamente diferencidvel em I (con-
Junto aberto ou intervalo aberto de R com mais do que um ponto), quando f én
vezes diferencidvel para qualquer n > 0.

Definigao 4.9 Seja f : I — R uma fungdo definida no intervalo I =|a,b[. Se existir
a n-ésima derivada de f em todo o intervalo I, e f™ : I — R for uma funcdo
continua, diremos que f € uma funcdo de classe C™(I), ou que f € C™(I).
Diremos ainda que f € uma funcgdo de classe C°(I) se f for continua em I, e que f
é uma funcao de classe C*(I) se f € C™(I), Vn € N.

Exemplo 4.39 Consideremos a fun¢ao exponencial de dominio R definida por f(x) =
e* € uma funcgdao de classe C(R).
Esta funcgao € indefinidamente diferencidvel em qualquer ponto de R:

fl(x) =e" Vo eR,
f(z) =e* Vo € R,
f™(x) =e*, Vo € R,Vn € N.

Para qualquer n € N a n-ésima deriwvada de f existe e é uma fungao continua em
todo o R.

Exemplo 4.40 Consideremos a funcao f: R — R, definida por

f: R—=R
v — f(x) :{ ’ sen (1) zZiiﬂé\{O},

Como mostramos anteriormente, a funcao derivada define-se por:
f/r R=>R
) ! ! € R\{0}
xsen | — | —cos | — sex
r— fl(x) = x x 7
0 sex =0.

Vimos também que o lim,_,o f'(x) ndo eziste, pelo que esta fun¢ao f' nao é continua
no ponto zero. Temos entio: f € C°(R), emiste f' : R — R mas como f' nao é
continua no ponto zero entao f ¢ CY(R). A funcdo f é apenas duas vezes difer-
encidvel para x € R\{0}. Podemos definir a sequnda derivada por:

0 R0} > R

2 cos (1) 1 2sen (1)
x— f'(x) = _Tx + 2sen (5) -

12
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Exemplo 4.41 Considere a funcao polinomial de dominio R definida por
f((lf) = CL5I’5 + CL4ZL’4 + CL3.T3 + (121'2 + a1x + ag.

Para qualquer x € R temos que

f(x) = baszr* + dayx® + 3azz? + 2a97 + ay
() = b5.4.as2®+ 4.3.a42° + 3.2.a3x + 2.a5
fm (r) = 5.4.3.a52% +4.3.2.a47 + 3.2.a3
fD(z) = 54.3.2.a50 +4.3.2.a4

fOz) = 54.32.a;5

f™@(z) = 0, ¥n>5

Para qualquer n € N a n-ésima deriwvada de f existe e € uma fun¢ao continua em
todo o R. A fungao polinomial é uma fungao de classe C*(R).

Nota 4.16 Se considerarmos o ponto x = 0 observemos que

f(0> = ap = 0!&1 E ag = % _ f(O)
R UV
f”(o) = 2.&2 = 2!0,2 — ay = f;('o)
£'0) = B32a3=38laz = g,— f”'3(!0)
4 _ . f(4)(0)
fB0) = 432a=4a = g = 0
f®(0) = 54.32.a5=>5la; = a5= f(55)'(0)
f0) = 0, V¥n>5

Podemos reescrever o polinomio inicial da sequinte forma:

®G)(0 (0 (0 "(0 (0 0
oy = L2005 SO0 SO0 SO, O, S0
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Se considerarmos um polinémio de grau n

p(r) =ag+ax+ ar? + a3z + ..+ a, 12" + a2 =
fF0) ) 0, 0, SO0 Loy S0 L,
R T T T S i a3 T B
= SW(0)
—kZI o

Veremos que expressoes analogas desempenham um papel muito importante na
aproximacao de fungoes genéricas (que admitem derivadas de varias ordens) por
polinémios. Dada uma funcao pretende-se aproxima-la por uma outra que seja ”mais
bem comportada”. Nesta perspectiva, é claro que as funcoes polinomiais sao fungoes
muito simples: as suas derivadas sao ainda fungoes polinomiais e para calcular o valor
de um polinémio basta apenas utilizar operacoes de adicao e multiplicagao.

Definicao 4.10 Seja f uma funcao n vezes diferencidvel num ponto a do seu dominio.
Chama-se polinomio de Taylor de ordem n de f no ponto a, ao polinomio:
/ " n—1 n
A O S CO /o) @)
1! 2!
®)(q)
k!

pn(x)

I
g

(n—1)! n!

3
—

(:E - a)ka

o

=1

com as convengoes 0! =1, 0° = 1.
No caso de a = 0 o polinomio de Taylor é também chamado polinémio de
MacLaurin,

f1) o), fo00) Lo ™M),
pn() :fSO)—l—k) T x + T +...—|—maj + R
30,

k=

sy

Exemplo 4.42 Consideremos a fun¢ao exponencial definida em R por f(x) = e®.

fla) =t = F(0) =0 =1
ffi)=e = f(0)=e"=1

'J;'(”)(fc) =e* = fM0)=e"=1

O polinomio da Maclaurin de ordem n €

2 n—1 n

(@) =142+ +..+ +2
n(x) = T+ =+ .. —.
P ol n—1! " 7l

Observemos o gréafico da funcao exponencial e das suas aproximagoes polinomiais

de primeira (p;(z) = 1+ z) e segunda (pe(z) =1+ + %) ordens na figura 4.9.

—a)l’+. .t —(r—a)" '+ ——(r—a

n
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Figura 4.9: Grafico da funcao exponencial e das suas aproximacoes polinomiais de
2

primeira (p;(x) =14 x) e segunda (p2(z) =1+ + %) ordens.

Exemplo 4.43 Consideremos a fun¢ao f(x) =log(1+ z).
f(x)=log(14+2z) = f(0)=1logl=0

1 1
/ !/
= = — :1
f@) =90 = F0=93
F@)= -y = (O =g = 1
) = — = — - —
(1+ ) (1+0)?
" 2 2
r)=——— = f"(0) = =2=2!
2 2
fO@) = S22 gy = S22 5,93
(1+x) (1+0)
O polinomio da Maclaurin de ordem n é
r? 203 o (n =1l
2 2 "
=g ——+ =4+ +(-1)"1=
T 5 + 3 +...+(-1) n

Nota 4.17 Observe que o polinomio de Taylor de ordem n =1 de f no ponto a
corresponde a expressdo da recta tangente a f no ponto a:

pi(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

Nota 4.18 Uma propriedade importante do polinomio de Taylor de qualquer funcao
f, n vezes diferenciavel, é que a funcao e a suas derivadas até a ordem n, no ponto
a, $ao iguais ao polinomio e as suas correspondentes derivadas nesse ponto, ou seja:

f®(z) =p®(z), para k=0,1,2,....n.

n
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Com esta ferramenta, o polinomio de Taylor, sera possivel obter ” boas” aprox-
imacoes polinomiais ao grafico de determinadas funcoes? O Teorema de Taylor
estabelece que (sob certas condi¢oes) uma fun¢ao pode ser aproximada

(na vizinhanga de algum ponto dado) por um polinémio, de modo que o erro que
se comete

ao substituir a funcao pelo polinémio seja ” pequeno”.

Teorema 4.11 (Férmula de Taylor) Seja f uma fung¢ao continua e n vezes
diferencidvel num intervalo aberto I , a € I. Tem-se que, para qualquer x € I,

f(x) = polz) +ra(z) =

_ f'(a f"(a) p f"a) w1, J7(a) n
= f(a) + T (x —a) + 5 (x —a) —i—...—i—m(x—a) +T(x—a) + ()
em que
tim 20 g

T—a (;L’ — a)"
No caso em que a = 0 também se designa esta formula por f ormula de Mac-
Laurin.

E imediato a partir da sua definicao que o polinémio de Taylor de f, associado
ao ponto a, converge para f(a) quando x tende para a. Entao o limite

@) f@) —pa(a)
}:I—Ig (:L’ — a)” - alc—m (ZL‘ — a)"

. - . 0
gera uma indeterminacgao do tipo 0

Aplicando a regra de Cauchy (as condigoes verificam-se), e tendo em atengao
que as derivadas de f e de p,(z) sdo conti nuas e iguais no ponto a até a ordem n,

~ 0
verifica-se que surgem sucessivas indeterminagoes do tipo (6 :

@) F®(z) — pi ()

[€ a)n](k) T nn—1)(n—-k+1) (z—a)nk)’ k<n

0
Esta sucessao de indeterminacoes do tipo <6> sera levantada quando se aplica

a regra de Cauchy pela n- ésima vez, obtendo-se

r ) () — pi (x)

(e =] n

Como a derivada de ordem n de f é continua no ponto a, e uma vez que o
denominador ja nao se anula podemos calcular o limite:

lim —Tn(x) = lim
T—a (:E —_ a)n T—a n)
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Nota 4.19 O sequndo membro da iqualdade anterior designa-se por desenvolvi-
mento de Taylor (ou tayloriano) de ordem n duma fungdo f no ponto a.

Podemos identificar a expressao deste resto consoante o comportamento da fungao
f.

Existem varias expressoes para o resto da formula de Taylor devidas aos matematicos
italianos Joseph Louis Lagrange e Giuseppe Peano, ao matematico francés Augustin-
Louis Cauchy e ao matema tico portugués Vicente Gongalves. Nao vamos abordar
este interessante assunto com detalhe, vamos considerar apenas o resto de Lagrange.

Se exigirmos que a existéncia de derivada de ordem n + 1 é possivel encontrar a
seguinte expressao para o resto.

Teorema 4.12 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange) Seja f uma
funcao continua e n + 1 vezes diferencidvel num intervalo aberto I , a € I. Tem-se
que, para qualquer x € I, existe ¢ entre a e x para o qual é possivel escrever o resto
da formula de Taylor como

_ f(n+1)(c) n+1
ro(x) = m(m —a)"th
Ou seja, tem-se que
"(a "(a =1 (q
flx) = f(a)+ fl(! )(:c —a)+ f2(! )(x —a)?+.. .+ %1)‘)(90 —a)" 1+
£ (a) AR nt1
R (x —a) —|—(n+1)!(x—a) :

para algum c € (a,x) sea < x ouc € (v,a) sex < a.

Omitimos a demonstracao deste resultado. Vamos considerar algumas aplicagoes
numéricas e graficas da formula de Taylor.

Exemplo 4.44 Vamos aproximar a funcao seno por um polinémio, usando a formula
de Taylor, tendo em conta que esta funcao € indefinidamente diferencidvel em R.

f(z) = sen

Calculemos as derivadas de ordem n no ponto x = 0.
f(z) =senz = f(0) =sen0=0
fl(x) =cosz = f'(0)=1
f(x)=—senz = f"(0)=0
f () =—cosz = f"(0)=—1

1 n=1509,..

Logo f™M(0)=¢ —1 n=23711,..
0 n épar
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Figura 4.10: Aproximagao linear da fungao seno: p;(z) = z.

O resto de Lagrange € dado pela expressao

—1)"
Ton—1(T) = %x%, com c entre 0 e x.
n)!

Este erro corresponde ao erro cometido nas aproximacoes que se consideram e
pode ser majorado por

—1)"senc
o) = [ S e

(2n)! =

Claro que quanto maior for a ordemn da aproximacao polinomial utilizada menor
serd o erro r,(z).

Esta afirmacado € ilustrada nas figuras sequintes em que consideramos os sequintes
polinomios de Taylor:

n=1=p(z)==x

n=3 jpg(m)—x—%
x> b
n=>5 :>p5(m)—x—§+a
T
n="17 :>p7(m)—x—§+a—ﬁ
R S S
n=29 :>p9(m)—x—§+a FJra
3 5 7 9 11

3t 5 T 9 11!



152 CAPITULO 4. CALCULO DIFERENCIAL

Figura 4.11: Aproximacao polinomial da func¢ao seno de graun =5en =7.

Figura 4.12: Aproximacao polinomial da funcao seno de graun =9 e n = 11.
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Exemplo 4.45 Consideramos a fungio f(x) = v/1+ x cujo dominio € o intervalo
|—1,4+00[. Vamos aproximar esta fun¢ao por um polinémio de grau 2, utilizando a
formula de Taylor no ponto a = 0.

Entao:

flz) = (1+2)7 = f(0)=1,

f'(x) :%(1+x)§ = f(0)= é
£(x) = % (‘%) (1+a)7 = f(0)= —g,

e ro(z) = f(‘:'(c)xs - % (14 ¢) 3 2®, com c entre 0 e x.
Logo:

1 1 5) _8
f(x) =pax) +12(x) =14 3T 5902 + gl (1+c¢) 5 28,

Esta igualdade vai fornecer valores aproximados para </x + lem que é possivel
magorar o erro que se comete ao considerar cada uma das aproximagoes.
Por exemplo se considerarmos x = 1 obtemos que:

V2=Ff(1) =p(l)+1(1) =

5 8
=14+-——-—4+—(1 3
+ +81(+c)
11 5 8
= — _1 -3
g Tt

Podemos afirmar que 9 ¢ um valor aprozimado do nimero irracional v/2. O

erro que se comete nesta aproximacao em que consideramos a formula de Taylor de
ordem 2 ¢ dado pelo resto de Lagrange de ordem 2,

wloo

ra(1) = 831 (1+0)

Como ¢ > 0 temos que 1 4+ ¢ > 1 donde obtemos que (1 + c)fg < 1. Entao:
5 8 5
)=—(1+c¢) 53 < — 1 1072
ro(1) 81(+c) <81<6’ 73 x 10

11
. . . 3 . .
Podemos concluir que o erro cometido ao aprozimar /2 por 9 ¢ inferior a

6,173 x 1072
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Uma outra aplicacao desta férmula é na determinagao de limites de fungoes.

Exemplo 4.46 Consideremos o sequinte limite:

(z —m)°

log (|cos z|) + 5

1;
zl—r>r71r (Q? — 7T)2

0
Estamos em presenc¢a duma indeterminacao do tipo (6) . Vamos usar a formula

de Taylor de ordem 3 da funcgdao f(x) = log(|cosz|), que é uma fun¢do indefinida-
mente diferencidvel no dominio D = {x € R:cosxz # 0}. Como m € D podemos
escrever a formula de Taylor de ordem 3 da fungio f em poténcias de (x — ).
Sabemos pelo teorema de Taylor que existe ¢ entre x e 7 tal que

f@) = fm) + L0 @ -y 4 LD 2 LD oy
Como:
f(z) =log(Jcosx]) = f(m) =0,
joo\ . senw b
Fa) =0 — )=,
0 p————— S
(cos z)
m oy 2senc
ey = (cosc)?
temos que
1o, 2senc (- (x —7)° _senc(z — 1)
fe) = 2! S (cosc)® 31 2 3 (cosc)?
Calculamos, agora o limite pretendido:
(z — ) (z— )’ Csenc(z—7)° | (x— )’
. log (|cos x|) + B ) 5 3 (cos o) B
T (I _ 7_(_)2 = Mg 7 (f[,‘ _ 71_)2
_senc(r — )
Y 3(cosc)® T —T senc
= lim,_,, (@ — )2 = lim,_,, 3 (cos 0)3

=0, uma vez que quando x — m também ¢ — .
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4.5 Aplicacoes da formula de Taylor.

4.5.1 Maximos, minimos, sentido da concavidade e pontos

de inflexao duma funcao

As derivadas de ordem superior a primeira e a férmula de Taylor sao também de
grande utilidade no estudo das fungoes (para as quais existam) assim como no esbogo
do seu gréfico.

Teorema 4.13 Seja f uma funcao n wvezes diferencidvel numa vizinhanga dum
ponto a do seu dominio. Se f'(a) = 0 e f™(a) (com n > 1) a primeira derivada
que nao se anula no ponto a, isto €,

f(@) = f'(@) = .. = " V(@) =0 e f7(a) £0

e f ¢ continua em a, entdo :
mdzimo se f™(a) < 0
1. 3 [ 1 .
Sen € par, f tem um extremo local no ponto a, que é { minimo se f(a) > 0

2. Sen € impar, ,f nao tem um extremo local no ponto a.

Demonstragao. A derivada de ordem n da funcao f é continua em a, logo
existe uma vizinhanca deste ponto em que a a funcdo f(™ tem o mesmo sinal que
f™(a). Mas, pelo préprio enunciado sabemos que existe uma vizinhanca do ponto a
em que a funcao é n vezes diferenciavel. Se intersectarmos estas vizinhancas obtemos
uma nova vizinhanga Vs(a) do ponto a em que as duas condi¢ oes sao verificadas.
Podemos escrever, nesta vizinhanga, a formula de Taylor com resto de Lagrange da
funcao f:

F™(c)

n!

f'(a) f"(a) f"(a)

1! 2! (n—1)!

para algum c entre a e x. Mas, por hipdtese, as derivadas de f até & ordem n —1
(inclusivé) sao nulas, logo podemos escrever

(e
fx) = f(a)+ / n'< )(3: —a)", Vo e Vs(a).

O que é equivalente a

f(z) = fla)+ (x—a)*+..+ (x—a)" '+ n

(x—a)+

(z—a)

Vejamos que:
Se n é par, entdao (z —a)” > 0, Vz € Vi(a),
pelo que o sinal da diferenca f(x) — f(a) é o sinal da derivada £ (c)
Se o sinal é positivo, tem-se que f(z) > f(a), Vz € Vs(a),
logo f tem um minimo no ponto a
Se o sinal é negativo, tem-se que f(z) < f(a), Va € Vy(a),
logo f tem um méaximo no ponto a
Se n é impar, entao (x — a)” muda de sinal em torno de a, pelo que,
2. qualquer que seja o sinal de f(™(c), a diferenca f(x) — f(a) terd sinais diferentes
para r < a e x > a, pelo que f nao tem um extremo local no ponto a.
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Podemos considerar a seguinte consequéncia imediata deste teorema.

Corolario 4.8 Seja f uma fungao 2 vezes diferenciavel numa vizinhanga dum ponto
a do seu dominio. Se f'(a) =0, f (a) # 0 e f" é continua no ponto a entio tem-se
que:
f'(a) <0 = f tem um md ximo no ponto a,
{ f'(a) >0 = f tem um minimo no ponto a.

Exemplo 4.47 Consideremos a funcao f(x) = x* — 423 + 62% — 4o + 1. Tem-se
que:

fllx) =423—1222+122 -4 = 0 em z=1
f"(x) =122% — 242+ 12 =0 em z=1
f"(x) =24z —24 =0 em z=1
f@(z) =24 # 0 em x=1.

Como n = 4 € par e fM(1) > 0 podemos concluir que f tem um minimo em
r=1.

1
Exemplo 4.48 Consideremos a funcao f(x) = 5% —senz.

1 1
f(z) =0+ gTcosT = 0 <= cosz = g = g—I—QkW\/x = —g—f—Qk}ﬂ', ke Z.

Mas:

3 3
Fi(a) = sens — (5 +2km) = U250 ¢ (=T 1 2km) = =22 <

Entao pelo coroldrio anterior podemos concluir que a funcao f tem um mdzrimo
. . ™ .. . .
relativo no ponto de abcissa —3 + 2k e tem um minimo relativo no ponto de abcissa

g + 2k7 para todo o k € 7.

A segunda derivada duma fungao é extremamente 1til no estudo do sentido das
concavidades do grafico de uma funcao.

Definicao 4.11 Seja f uma funcao diferencidvel num ponto a. Diz-se que, no ponto
a€l, ftem:
e concavidade voltada para cima se o grifico de [ estiver, localmente, acima da sua
recta tangente no ponto (a, f(a)), isto €, se existir uma vizinhanga Vs(a) de a, tal que:
f(@) > fla) + f(a)(z —a), Vo € Vi(a).
e concavidade voltada para baixo se o grafico de f estiver, localmente, abaixo da sua
recta tangente no ponto (a, f(a)), isto €, se existir uma vizinhanga Vs(a) de a, tal que:
f(x) < f(a) + f'(a)(x — a), Va € Vy(a).
Se f for diferencidvel em todos os pontos do intervalo I, diz-se que f tem con-
cavidade voltada para cima (para bairo) no intervalo I se f tiver esse tipo de
concavidade em todos os pontos do intervalo I.
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Concavidade voltada para cima

35F
30?—
25?—
out[362]= 20%
15?—

10

Figura 4.13: O gréafico de uma funcao com a concavidade voltada para cima: local-
mente as rectas tangentes ao grafico da fungao ficam sempre abaixo do grafico.

Concavidade voltada

-

Il L L L L L
2 4 6
\Y

Out[344]=

Figura 4.14: O grafico de uma fungao com a concavidade voltada para baixo: local-
mente as rectas tangentes ao grafico da fungao ficam sempre acima do grafico.
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Definicao 4.12 Seja f uma funcao diferencidavel num intervalo aberto I que contem
o ponto a. Diz-se que f tem um ponto de inflexao em a € I se em torno desse
ponto ocorrer uma mudanga no sentido da concavidade do grdfico da fungao.

Teorema 4.14 Sejam I um intervalo e f uma fun¢do com sequnda derivada continua

1. O grdfico de f tem a concavidade voltada para cima em todos os pontos x interiores
tais que f"(x) > 0.

2.0 grdfico de f tem a concavidade voltada para baizo em todos os pontos x interiores
tais que f"(x) < 0.

em I. Entao:

Demonstracao. Seja a um ponto interior a I tal que f”(a) # 0. Como a
segunda derivada de f é continua em [ e f”(a) # 0, existe uma vizinhanga Vs(a),
com Vs(a) C I, onde f”(z) toma o sinal de f”(a), isto é, se f”(a) > 0 entdo
f"(z) >0, Vx € Vs(a), se f"(a) < 0 entao f"(x) <0, Vo € Vs(a).

Seja = € Vs(a), pelo teorema de Taylor, existe ¢ € Vs(a) tal que

(x — a)?
() = (@) + ) —a) + (05

Para sabermos se o grafico de f estd, localmente, acima da sua recta tangente

no ponto (a, f(a)), temos que estudar o sinal da diferenga:

f(x) = [f(a) + f'(a)(z — a)].
Mas

F@) - (@) + @) - a)] = f(@+ @) -a)+ 0L (o) + Fla)(e - a)

(z —a)®
O sinal desta diferenga depende apenas do sinal de f”(c) que, por sua vez, tem
o sinal de f”(a). Podemos concluir que:
1. Se f"(a) > 0 entao f(z)— [f(a)+ f'(a)(z —a)] > 0, logo o grafico de f
tem a concavidade voltada para cima.
2. Se f"(a) < 0 entao f(x)— [f(a) + f'(a)(x — a)] <0, logo o gréfico de f

tem a concavidade voltada para baixo.

Deste teorema podemos tirar a seguinte conclusao, com uma formulacao semel-
hante ao teorema de Fermat, para o caso da primeira derivada.

Corolario 4.9 Sejam I um intervalo e f uma fun¢ao com sequnda derivada continua
em I. Se f tem um ponto de inflexao num ponto a interior a I, entio f"(a) = 0.

Tal como o teorema de Fermat este corolario afirma que o anulamento da segunda
derivada (desde que exista) é condigao necessaria, mas nao suficiente para a
funcao ter um ponto de inflexao nesse ponto.

Este corolario diz-nos que

: e . ~ "
f duas vezes diferencidvel e com ponto de inflexdo em ¢ = f (¢) = 0.
A afirmacao reciproca nao é verdadeira, ou seja,

f duas vezes diferencidvel e f*(¢c) =0 % f tem ponto de inflexdo em c.
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Exemplo 4.49 Consideremos a funcaio f(x) = x* cuja sequnda derivada é f"(x) =
1222,

Esta sequnda derivada anula-se para x = 0 e, no entanto, f"(x) > 0, Vx # 0.
Entao o grdafico desta fungao tem sempre a concavidade voltada para cima, nao
ezxistindo pontos de inflexao.

Precisamos de ter informacao adicional sobre o comportamento da funcao para
garantir a existéncia dum ponto de inflexdo, facto que é exposto no resultado
seguinte.

Teorema 4.15 Seja I um intervalo de R e seja a € int (I). Sejan € N tal que
n > 3.
Seja f: I — R tal que f, f', f", ..., f™ sdo continuas em I, e

f(a)=...= f"Ya)=0, mas f™(a)#0

Entao:

(1) Sen € par e f™(a) > 0, entdo o grdfico de f tem a concavidade
voltada para cima no ponto a;

(ii) Sen € par e f™(a) < 0, entdo o grdfico de f tem a concavidade
voltada para baixo no ponto a;

(7i1) Se n € impar, entdo a € um ponto de inflexdo de f.

Demonstragao. Como f(™(x) é continua e f(™(a) # 0, existe uma vizinhanca
V de a, V C I, onde f™(z) toma o sinal de f™(a), isto é, se f™(a) > 0 entdo
f™(a) >0,Vr €V, se f(a) <0 entdo f™M(a) <0,Vr €V .

Seja x € V. Como f é n vezes diferenciavel em I e V C I, pelo teorema de
Taylor existe ¢ € V tal que

4 "a (1) (q ™ (¢
@) = s+ BP0 P o e D
Por hipétese, f”(a) = ... = f™®Y(a) = 0, logo,
e

f(z) = fla) + fa)(z — a) + —=(z — a)".

Para sabermos se o grafico de f estd, localmente, acima da sua recta tangente
no ponto (a, f(a)), temos que estudar o sinal da diferenga:

f(@) = [f(a) + f(a)(x — a)].

Mas
3 : v , 3 f@, , 3
f(z) = [f(a) + fla)(z —a)] = fla) + f(a)(z —a) + — = (z — a)" = [f(a) + f'(a)(z — a)]
= () (x —a)”
n!

Se n é par entdo (z—a)" > 0, Vo € V\ {a}, o que implica que o sinal da diferenca
anterior é o sinal de f(™(c). Assim:
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(i) se n é par e f(™(a) > 0, entdo f(z) — [f(a) + f'(a)(x — a)] > 0,
o grafico de f tem a concavidade voltada para cima no ponto a;
(i) se n é par e f(™(a) <0, entdo f(x) — [f(a) + f'(a)(x —a)] < 0.
o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo no ponto «;

Se n é fmpar, entdo (z —a)” > 0, Vr > ae (zr —a)" < 0, Vo < a, logo o sinal
da diferenca anterior passa de valores menores do que zero para valores maiores que
zero. Assim:

(7i1) se n é impar, entdo a é um ponto de inflexdo de f. =

Consideremos alguns exemplos de aplicagao.

Exemplo 4.50 Consideremos a func¢ao
f(z) =x +senuz.
Como f'(x) = 1+ cosx temos que:
f"(z) =0<=senz =0<=z=kn, ke€Z.

Mas f"(x) = —cosz, logo nos pontos de abcissa © = kmw, k € Z temos que:
f"(km) =1, se k € impar e f"(kr) = —1, se k € par. Podemos concluir, pelo
teorema anterior, que os pontos de abcissa x = km, k € Z sao pontos de inflexao.

Exemplo 4.51 Consideremos a funcao
f(x) =2%(x—1)°.
Como f"(x) =2 (x — 1) (102> — 8z + 1) temos que:

446 46

"
pu— :1 pu pu
fir)=0<==x vV 10 vV 10

Mas f"(x) = 6 (102* — 12z + 3), logo

71(1) £ 0, 1" (“*f) A0 " <—4 Eoﬁ> 70

Podemos concluir, pelo teorema anterior, que estes trés pontos sao pontos de
inflexao.

Para um estudo mais completo é necessario considerar, ainda, a existéncia de
assimptotas.

Definicao 4.13 Sejam f : D C R — R wma funcao e a ponto de acumulagao de
D. Diz-se que a recta vertical x = a € uma assimptota vertical ao grdfico de f,
quando se verifica pelo menos uma das quatro igualdades:

lim f(z) =400, lim f(z)= —o0, lim f(z)= 400, lim f(z)= —oc.

z—a™t z—a™t T—a~ T—a~
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Defini¢ao 4.14 Seja f uma funcgdo definida num intervalo da forma | —o0o, a[ (resp.
la,+00[), com a € R. Diz-se que a recta de equagao

y =mr +p,

com m,p € R, é uma assimptota a esquerda ao grdfico de f (resp. assimptota
a direita ao grdfico de f), se

lim [f(z)— (mz+p)]=0 (resp. lim [f(x)— (mx+p)]=0)

T——00 T—r—00

Quando m = 0, diz-se que o grdfico de f tem uma assimptota horizontal a
esquerda (resp. assimptota horizontal a direita).

Proposicao 4.2 Seja f uma fungdo definida num intervalo da forma | — oo, al
(resp. la,+o0]), com a € R. O grdfico de f tem uma assimptota a esquerda (resp.
assimptota a direita) se e so se existirem e forem finitos os limites:

m=m 1o i () - )
resp. m= i T o p— (@) —ma))

Neste caso, a assimptota a esquerda (resp. assimptota a direita) € unica e a sua
equacao €

Y =mx -+ p.

Exemplo 4.52 Consideremos a funcao

T
J(w) = z+1
Tem-se que:
m:limﬁzhm v =1ce limwzl
z—+o0 I z—+oo 1 + 1 r——0c0 I

lim f(zx)=+o00 e lim f(z)=—-00

r——11 T——1-

Assim, a recta y = x — 1 € uma assimptota a direita e a esquerda e a recta
xr = —1 € uma assimptota vertical, conforme se pode observar na figura 4.15.

Estamos em condigoes de estudar uma funcao analisando todos os aspectos trata-
dos nesta seccao e de esbocar o seu grafico.
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Figura 4.15: O gréafico de f(z) = xi— :

r=—1.

indicando-se as assimptotas y = x — 1 e

4.6 Exercicios Propostos

1) Calcule, usando a definigao, a derivada das seguintes fungées num ponto genérico
T =a:

a) f(z) =8z — 24z b) f(z) = cosz — e%;
1 1
C)f(x):senx’ 9) f(x):senzx’
Q) fa) ="+ oy f) £@) =@ 1) +a2)
g) f(x)=z%ene; h) f(x) = sen®x;
) f) =log(ke), k>0 j) f(x) = logloga:
) f(x)= %; m) f(z) = cosarcsen x;
n) [f(z)=(senz)"; 0) [(z)=(logz)";
—3x+7 x
P Jla) =5t ) f)=
r) f(z) = log 2z s) f(x) = (arctg (x))™"".
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3) Determine a equagao da recta tangente a curva y = x* — 4 :

a) no ponto (z,y) = (3,5);
b) nos pontos em que intersecta o eixo dos xx;
¢) nos pontos em que intersecta o eixo dos yy.

4) Determine a equacao da recta tangente & curva y = z° + 22% — 42 — 3, no
ponto (—2,5).

5) Determine os valores das constantes a, b e ¢ para os quais os graficos dos dois
polinémios

px)=a®+ax+b e qx)=12%—c¢

se intersectam no ponto (1,2) e admitam a mesma tangente naquele ponto.

6) Determine a fungao derivada da fungao f : R — R definida por:

a) f(z)=l|zl, b) f(z) = e Wl
I ID=T O S =Prw={ 5 15

7) Mostre, usando o teorema de Lagrange, que:

a)

T <log (1 + z) < x para z > 0;

b) [senb —sena| < |b — a| para quaisquer a,b € R;
¢) 0 <x—log(1+x) < x? para z > 0.
8) Seja f : [a,b] — R trés vezes diferencidvel com f(a) = f'(a) = f(b) =

f'(b) =0.
Prove que f"” (¢) = 0 para algum ¢ € (a,b).
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9) Considere a fungao f : R — R definida por f(z) = 22° 4 42 — 1.

Mostre que f tem um tnico zero em R.

10) Seja f uma fungao diferencidvel em R tal que f(0) = 0 e cuja derivada é

uma fungao crescente. Mostre que a fung¢ao definida por g(z) =

em RT.

¢é crescente

(Sugestao: aplique o teorema de Lagrange a f num intervalo adequado para

mostrar que ¢'(z) > 0.)

11) Determine, sempre que existam, os limites seguintes:

a) lim M, a € R;
z—0 x
d) lim 6—5;
r—+00 I
1 )
li —
9) v -3 22—1—6
k_ ok
a® —x
li , keN;
7) e log a* — log z*

(logx - loglog z) ;

b) lim
e) lim (1 — cosx) cot x;
h) }gq r—1 logz’
l)

0)

r)

z—0

x—0

lim

T—>—+00

lim

tg(7)

)
z

T 1

(logz)”
,:C )

r—1

lim
T—+00

log (z +¢€)

T

12) Encontre a derivada de ordem n das fungoes:

a) f(x) =senux;

d) f(x) = log(1 + z);

b) f(x) = cos(2x);

I

e) f(x) =a®+5z* + 4z — 9.

1— cosh(l—ux)
cos(l—z)—1

9

c)

f)

i)

m)

lim
x—0

r—r-+00

lim
r—r—00

lim
z—0t

3

8
oS,

(—z)e”

Z.
x?

p) lim (senz)%"*;

s)

z—0t

lim
T—+00

=

13) Determine o polinémio de Taylor de ordem 6 da fungao f (z) = senz, no

ponto x = /2.

14) Determine o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto x = 0 (o polinémio

de Mac Laurin) das seguintes fungoes:

_ a
lim =z sen(;);

I

T COST — senx

)
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Q) f (@) =2* — 1; b) e )
d) e’ 1 e) log(z + 1); f) sen(2z + 3).

15) Determine o polinémio de Taylor de ordem n das seguintes fungdes nos

pontos indicados:

1
a) —em x=2; b) xemzx=1.
T

16) Encontre os extremos locais das seguintes fungoes:
a) f(z)=2>+4x+6; b) f(x)=2%—32>+32x+2;

¢) f(x)=2*(x—12)% d) f(z)==zlogz.

17) Sejam a,b € R e seja f : R — R definida por:

asenh( ‘ ) se x < 0,
11—z

b+ arctg () se x > 0.

fz) =

a) Determine a e b de modo a que f seja continua e diferenciavel em R.

b) Mostre que, com esses valores, a fungao f nao tem extremos locais.

18) Sejam a € R e f: R — R uma funcao diferencidvel no ponto zero e definida

por:
re ” se x > 0,
fla) = { arctg (ax)  se x < 0.

a) Determine a.
b) Calcule liIJ]rn f(z) e lim f(z) (considerando o valor de a que determinou).
T—r+00 T—r—00

¢) Estude f quanto a diferenciabilidade e determine a sua funcdo derivada.
d) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais (se existirem) de f.

19) Seja f : R — R duas vezes diferenciavel em R, tal que f/(0) =0e f"(z) >0
para todo o z € R. Seja g : R — R definida por g(x) = f(senx)
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a) Determine os extremos locais (se existirem) de g.
b) O que pode afirmar sobre o nimero de solugoes da equagao f”(z) = 0.

20) Seja f : R — R diferencidvel. Calcule (arctg (f(x)) + f (arctg (z)))'.

21) Seja f :]0,1[ — R uma fungao diferencidvel tal que:

1
f (n+1) =0, paratodon € N.

Diga se cada uma das seguintes proposicoes é verdadeira ou falsa. Justifique as
respostas.

a) Para qualquer n > 2, a fungdo f tem necessariamente méximo no intervalo [L, l} .
n+l’n
b) A funcao f é necessariamente limitada.

¢) A funcao f’ tem necessariamente infinitos zeros.

22) Determine um polinémio do 2°grau tendo como uma das suas raizes r = —1,
que toma para x = 0 o valor 1 e tal que é maximo para x = 1.

23) Entre todos os rectangulos que se podem inscrever numa circunferéncia de
raio r, determine aquele cuja area ¢ maxima.

24) Estude e esboce o grafico das seguintes fungoes :

_2:0—3

a) f(z)= EFDY

b) g(z) =x+log (i) +1; ¢ h(z)==xlog|z|.
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4.7 Solucoes dos exercicios

a) f'(a)=e%b) f(a)=na"', neN; ¢) f'(a) =cosx; d) f'(a)=—senu.

2) a) f' (z) = 8z — 24z%; b) f(x) = —senz — e%;

, _ cosT , sen(2z)
¢) f'(z) = —— 5 d) f'(x) =~ 7%

, 3 1 - Z’Q / _2 2 2
o) fll@)=——>5+ e AF (@) = 4a(2™s +2%) + 20 — ) (=1 +2
g) f'(x)=(2x +a2?cosx)e*n?; h) f'(z) = 3coszsen®z;

1
) @)=, 20 D=
N # () = % (senx)cosxsenx — sen (senx) cosx m) f(z) = — r .
) fe) = senz | Vi
n) @) = (logsen s + “0) (sen ) o)Qﬂ<x>=:aogxr?(mg<mgx>+¢3§;);
peN_ 28 , . cos(2r) + (22 + 1)sen (27)

p) f(v)= (27 + 3)27 q) ['(z)= cos? (2z) ;

s) f'(x) =
, . senx —xlog(2x)cosx oo (arcta (x arcsen
7’) f (ZE) — . (arctg (x))arcsenx (1 g( tg( ))

2 +
T sen<xr m (1“‘1‘2)0

3) a) r(x) =6x—13; b) r(x) = -4z —8; r(z) =4z —8; ¢) r(z) = —4.

4) r(z) =5.

5 a=1, b=0¢e c=-1.

6) ) Dy =R\O), Fo={ by TZ0 L 0 De=ro) s = { D E70
/ _ ve” . . 0, <0

) Dy =R\(-1}, )= 2 o= f0)={ Y, 150

11) a) o; b) 1; ¢) %; d) +o0; €) 0; f) a; g) +o0; h) %; i) 0; j) a”;

l) +oo; m) 1; n) %; o) L p) L q 0 r) L s) e
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sen x se nmod 4 = 0;
(n) CcoS T se nmod4 = 1;
—senx se nmod4 = 2;
—cosr senmod4 = 3.

2" cos 2x se nmod 4 = 0;
(n my _ ) —2"sen2r  senmod4d =1
) [ (@) = (cos 2z) —2"cos2x  se nmod4 = 2;
2" sen 2z se nmod4 = 3.
1 (n) —1)n1 ( _ 1)|
¢) f™)(z) = _ ey et
1+ (1+4z)"

(n) _ (_1)n—1 (TL — 1)' .

d) £ (@) = (log (1 + ) T

e) f'(z) =32 + 10z + 4; f"(x) =62 +10; f"(x)=6; fM(z)=0sen >4

13 1 1 T\ 2 1 m\ 4 1 T\ 6
) oi-gi(e-5) tale-5) rgle-3)

2 3 n
14) a) — 1423 se n>3; b)1+x+%+§—+ +x
e g 5”
o)l —z+a2?—2%+ ...+ (=1)"z" d)1+5x+§x +3x—|— —|—
e) iﬁxk e) seHSanz—ka:k'
k 7 k&
k=1 k=0
~ (=" K
15) a) Z ok-+1 (z—2)7;
k=0
1 1 3 3 3 X5 4
b)1+§($—1)—22—23:(x5 1;4—23—31@—1)—244'3(1:;1)—1— Cons)
X 5 X X 5 X n—
— (x -1 o (=1
g (D (D) 2]
16) a) x = —2 é ponto de minimo, mi nimo é f(—2) = 2;

b) Nao tem extremos;
c) x =0 e x = 12 s@o pontos de minimo, minimo é f(0) = f(12) = 0;
x = 6 ¢é pontos de maximo, maximo é f(6) = 1296;
d) z =1 é ponto de minimo local, minimo ¢ f(1) = -1
17) a)a=1eb=0.
: , T
18) ) o= 15 0) lim f(@)=0e lm f(r) =3
c¢) Dominio de diferenciabilidade Dy = R e a funcao derivada é definida por:
(1—2z)e ™ sex >0,
flz)y=41 se x =0,

1
) se x < 0.
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d) Estritamente crescente em |—oo, 1], estritamente decrescente em |1, +o0[

f(1) é um méaximo absoluto de f.

19) a) Os pontos = = km + g, k € Z sao pontos de maximo (local) para g e

os pontos x = k7, k € Z sao pontos de minimo (local).
b) Tem um numero infinito de solugoes.

20) (arctg (f(x)) + f (arctg (z))) = #Q(x)

21) a) Verdadeira. b) Falsa. ¢) Verdadeira.

f'(x) + f'(arctg (x))l pel

1 2
22) p(x) = —51;2 +gzt 1.

23) O quadrado.
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Figura 5.1: Sao representadas a lei do movimento x(t) = sen(t) + 3t (a vermelho),
a velocidade v(t) = cos(t) + 3 (a azul) e a aceleracao a(t) = —sen(t) (a verde).

5.1 Primitivacao

5.1.1 Introducao

No capitulo anterior, estuddamos como a custa de uma funcao f podemos determinar
uma nova funcao f’, a derivada de f. Neste capitulo vamos estudar o problema
inverso, a primitivacao - dada uma funcao f encontrar uma funcao F' tal que F' = f.

Considere o movimento de um ponto material sobre um eixo, decorrido num
certo intervalo de tempo [0,7] C R. Para cada instante t € [0,77], seja z(t) € R a
posi¢ao correspondente do ponto material. A fungao z : [0,7] — R assim definida
diz-se a lei do movimento. As derivadas 2/(t) e x”(t) representam a velocidade e
aceleragao instantaneas no tempo t. Assim, as fungoes derivada, 2/ : [0,7] — R, e
segunda derivada, z” : [0, 7] — R, dizem-se respectivamente a lei das velocidades e
lei das aceleragoes do movimento.

E se quisermos estudar o problema inverso, isto é, conhecida a lei das velocidades
queremos determinar a lei do movimento? Ou conhecida a aceleracao queremos
determinar a velocidade?

Exemplo 5.1 Consideremos o caso concreto em que a aceleragao é dada por: a(t) =
—sen(t), como queremos determinar a lei da velocidade v(t),ou seja, uma fungdo
que tenha como funcgdo derivada a(t), entdo podemos considerar v(t) = cos(t) + 3.
Tendo a velocidade, podemos agora determinar uma fun¢do que represente a lei do
movimento, ou seja, uma fungdo x(t) que tenha como derivada a fungdo v(t) =
cos(t) + 3. Uma possibilidade € a funcao x(t) = sen(t) + 3t (ver Fig. 5.1).

Podemos entdo afirmar que v(t) é uma primitiva de a(t) e que z(t) é uma prim-
itiva de v(t).

Definigao 5.1 Seja f uma fungdao definida num intervalo I de R. Chama-se prim-
itiva de f em I, ou simplesmente primitiva de f, a qualquer funcao F : I — R que
verifique a equagao:

F'(z) = f(x), Vx € I.

e escreve-se Pf = F em I, isto é, Pf(x) = F(x), para todo o x € I. Diz-se que f
¢ primitivavel em I quando f possui pelo menos uma primitiva em 1.
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Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 5.2 Seja f(x) =0, Vo € R.
Temos que Fy(x) =3, Vx € R, € uma primitiva de f.
Mas Fy(x) = m, Vo € R, também é uma primitiva de f.
Entao Fy(x) = ¢, Vo € R,sendo ¢ uma constante é uma primitiva de f.
Observemos que a fungao nula € primitivivel e que todas as funcoes constantes
s5a0 primitivas.

Exemplo 5.3 Seja f(x) =4, Yz € R.
Temos que Fy(z) = 4z + 1, Yo € R, € uma primitiva de f.
Mas Fy(x) = 4x — 5, Vo € R, também é uma primitiva de f.
Entio F(x) =4z + ¢, Vo € R sendo ¢ uma constante é uma primitiva de f.
Mais uma vez observamos que f € primitivdvel e que tem infinitas primitivas.

Nota 5.1 Seja I um intervalo de R com mais de um ponto e seja f : 1 — R e
seja ¢ € R. Se F(x) € uma primitiva de f(z) em I, entao F(x)+ ¢ é também uma
primitiva de f(x) em I, dado que (F(x)+ ¢)' = f(z), para todo o x € I. Assim, se
f € primitivavel em I, entao tem infinitas primitivas em I.

Proposicao 5.1 Se f é primitivdavel em I, entao a diferenca de duas primitivas de
f € constante em I.

Demonstragao. Sejam Fj(xz) e Fy(z) duas primitivas de f em I. Entao
(F1(2))" = (Fa(2)) = f(x).

Logo (Fi(z)) — (Fa(z)) = (Fi(x) — Fy(x)) = 0 o que permite concluir que
Fi(z) — F5(x) = ¢, c uma constante em /. ®

Podemos entao concluir o seguinte facto.

Proposigao 5.2 Se F(x) € uma primitiva de f(x) em I, o conjunto de todas as
primitivas de f(z) em I € formado pelas fungoes da forma F(x) 4 ¢ em que ¢ € R.

Exemplo 5.4 Seja f(x) = 322, x € R. Entao o conjunto de todas as primitivas de
f(x) em I € formado pelas funcoes da forma x* + 3z + ¢ em que ¢ € R. Vejamos a
representagdo grdfica de Fi(x) = 2° — 2, com ¢ = =2, Fy(x) = 23+ 1, com ¢ = 2,
F3(z) = 2% + 3, com ¢ =3 e Fy(x) = 23 + 27, com ¢ = 27 (ver Fig. 5.2).

Nota 5.2 Qutra observacao importante é que uma fung¢ao pode nao ser primitivavel.
A funcao sequinte nao € primitivdvel em R:
f: R—=>R
1 se >0
— = =
v f@) { 0 se <0

Se fosse primitivavel entao qualquer primitiva, F', seria da forma

F(x):{ r+c se x>0

d se <0

mas qualquer que seja o valor que se atribua a F(0), a fun¢ao F' nao tem derivada
na origem.
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Figura 5.2: Representacao gréafica das funcoes Fi, Fy, F3 e Fy.

Figura 5.3: Representacao gréfica da funcao z(t) = t* +3t+3 (a azul) e da condigao
inicial, o ponto (0, 3).

Supomos agora que consideravamos o seguinte problema: a expressao que definia
a velocidade dum determinado automével era dada por v(t) = 3t2 + 3 e queriamos
determinar a lei do movimento, z(t), sabendo que x(0) = 3. A expressao duma
qualquer primitiva da fung ao v(t) serd z(t) = ¢* + 3t + ¢, sendo ¢ uma constante
real. Mas temos uma condi¢do inicial, isto é, sabemos que x(0) = 3. Ent ao
z(0) =3< 0+0+c =3« ¢c=3. Ou seja, a lei do movimento é definida duma
forma tnica, pela expressao x(t) = 3 + 3t + 3.

Pode-se provar o seguinte resultado.

Teorema 5.1 Se f € primitivdvel em I, para cada xo € I e yy € R, existe uma e
uma s6 primitiva F de [ tal que F(xq) = yo.

Nota 5.3 A condigio F(xg) = yo diz-se uma condi¢cao inicial para a equagdo
(diferencial) F'(x) = f(x) e o problema que consiste em determinar uma solu¢ao
que verifica a condi¢ao inicial dada chama-se problema de Cauchy ou problema
de valores iniciais.

Tentar determinar uma primitiva de uma dada funcao nem sempre é um prob-
lema facil. Contudo, em certos casos, conseguimos obter uma primitiva através das
regras de derivagao.
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5.1.2 Primitivas imediatas

As primitivas que resultam directamente, ou através de transformagoes algébricas,
da inversao de uma férmula de derivacao, sao chamadas primitivas imediatas.
Seja f(x) = e*, Vo € R. Como f'(x) = €*, Vx € R, obtemos a seguinte expressao:

Pe"=¢€e"+¢, ceR.

Seja f(x) = cos Vo € R.Como (senx) = cosx, Vx € R, obtemos a seguinte
expressao:
Pcos x =sen x+c¢, ceR.

Seja f(z) = senz VY € R. Como (—cosz) =senz,Vz € R, z, Vo € R, obtemos
a seguinte expressao:
Psenx = —cosx +c¢, ceR.

Proposicao 5.3 Consideremos duas funcgoes f e g primitiviveis num intervalo
de R ea € R. Entao:

1. A funcao af(x) € primitivavel e P (af(x)) = aPf(z), Yz € I.

2. A fungao (f +g)(x) € primitivivel e P ((f + g)(x)) = Pf(x)+ Pg(z), Vx € I.

Demonstragao. Basta utilizar o teorema analogo para a derivagao. m

Nota 5.4 Mais geralmente se f1, fa, ..., fn sdo funcdes primitivaveis num intervalo
I deR eky, ko, ...k, € R entao qualquer combinacao linear ki f1 + ... + kn fn € uma
fungao primitivivel e P ((kif1 + ... + ko fo)(z)) = ki Pfi(x)+...+ k., P fo(x), Vo € I.

Nota 5.5 Claro que todas as igualdades que envolvem o simbolo P devem ser in-
terpretadas a menos de uma constante arbitrdria.

1
Exemplo 5.5 Seja f(x) = —2cos x + §em + mx, Vo € R.

2

1 1 1
P(—2cosx + 56"’3 +mxr) = -—2Pcosx+ §Pe”” + 7Pz = —2senx + 569” + W% =

1
= —286D$+§€x+g$2—|—6, ceR.

Nota 5.6 Consideremos a fun¢io f(x) =log|f(z)|, x € D
sendo D ={x € R: f(z) # 0 e f diferencidvel}.

f'(x)
, fz) >0
omo log |f(z)| = log(f(2)), f(z) >0 entao [lo z)|] = /@)
como v 1) = pog G0y £ entdo ol L ) <o
N
Logo: [log |f(z)|] o) flz) #0

Entao, para f(z) # 0 temos que:

i {ff((j;] =log|f(z)| +¢, c€R.
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1
Exemplo 5.6 Consideremos a funcao f(x) = —, Vo € R\{0}.
x

1 /
P(—> —P<£> =log|z|+¢, ceR.
T T

Exemplo 5.7 Consideremos a func¢dio f(x) = cotgx = cosx’ Vee D={reR:
sen x
senz # 0}.
cos T (senx)
Pcotg:czP(—):P —— ) =loglsenz| +¢, ceR.
sen & sen x
Exemplo 5.8 Consideremos a fungao f(x) = 5 +x4x2’ Vr € R.
T 8z (2 + 4x?)
P —1p =ip( "2 ) =1llog|2+ 422 = Llog (2 + 42?) =
(2+4x2) 3 <2—|—4x2> 3 (2—}—4:102 log |2+ dot] = glog (2+ 427
= tlog (2 +42%) 4+ ¢,c € R.
Exemplo 5.9 Consideremos a fun¢ao f(x) = fb , com a,b numeros reais nao
a+ bx
simultaneamente nulos e x € D f.
T 1 bx 1o fbr+ta—a 1o (b +a a
= —P = —P — —P — =
(a~|—bx) b <a+bx) b ( a+bx ) Y \a+br a+bx

— PPt = - br ) -

=1z — Llogla+ bx| +c,c €R.

b b b b2

/
=1ly_ap [M}
a+ bz

Tal como na nota anterior vamos tentar encontrar uma expressao para uma
primitiva de uma funcao através da inversao duma regra de derivacgao.

Nota 5.7 Consideremos a funcio f(z) = (f(z)*™, a # —1, z € I sendo I um
intervalo de R onde a funcdo € diferencidvel.

(@)™ = @+ 0@ e e [P ) )
)
Logo: P[f'(x) (f(2))"] = % be ceR.

Consideremos alguns exemplos.
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Exemplo 5.10 Determinemos primitivas da fungao f(x) = 2, Vo € RT ea # —1.

a+1
Px*)=P(1 2% = , ceR.
(%) (1 x%) (a+1)+c c
. . . log x
Exemplo 5.11 Determinemos primitivas da fungdo f(x) = o Vr € RT.
3 1
P (log x) =P (E (log:p)3> = P ((logz)’ (logx)S) = l(logz)* =
x

17,4
=glog"z +c,ceR

Exemplo 5.12 Determinemos primitivas da fungao f(x) = zv1+ 22, Vo € R.

P (eVT+a) :=P(&%M1+ﬁﬁ)=§P(u+x%%rwﬁﬁ)=égifﬁéz

3
2 5

1 2\3
=3(1+2%)2 +cceR.

Exemplo 5.13 Determinemos a unica funcdao [ definida em R que verifica:

f"(z) = (1 +senx)cosz, f(0)=1¢e f(0)=3.

Tem-se:
/ 1" , (1 —i—sena:)2
f'(x) = P(f"(z)) = P[(14senx) cosz] = P[(14senx)(1+senx)’| = TqLcl, cg €R
1 1 S|
Como f'(0) =1, entdo ¢; = 3 Logo f'(x) = % + 3" Entao:
) = P(f(x)) _P_(1+Senx)2+l . l_}_sen%s QSenx_i_l _
B | 2 2] |2 2 2 2|

[ 1(1—cos2x) 1 sen 2x
=P|l+—-———"+sencx ::)3+Z T — 5 — COST + Co =

5 sen 2x
= - —

4 8

—cosx + co, o € R.

Como f(0) = 3, entdo cy = 4.
Finalmente podemos definir a funcao f.

5 sen 2x

fla) = o -

1 3 —cosx + 4.
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5.1.3 Primitivacao por partes

A primitiva da soma de duas funcoes primitivaveis é a soma das primitivas dessas
fungoes (consequéncia imediata da correspondente propriedade para as derivadas).
Sera que o mesmo se passa para o produto? Nao! Podemos, no entanto, provar o
seguinte resultado.

Teorema 5.2 (Primitivagcao por partes). Seja I um intervalo de R com mais de

um ponto e sejam f e g duas funcoes diferencidveis em I. Entao f'g € primitivdvel
em I se e sé se fg' o for, e tem-se (em I)

P(f'g) = fg— P(fd).
Como f e g sao fungoes diferenciaveis em I, o produto também ¢é uma funcao
diferencidvel e (fg)' = f'g + fg’. Entao P[(fg)'] = P[f'g+ f¢'] donde fg =
Pf'g+ Pfg'. Temos, entao, que: P(f'g) = fg— P(fq).

Exemplo 5.14 Seja f(x) = xlogx, com x € RT. Fazendo f'(x) = = e g(z) =
log z, tem-se

Pzlogx :%logx—P——:—logx—PE:x—logx——:
x

Exemplo 5.15 Seja f(x) =logx, com x € RY. Fazendo f'(x) =1 e g(x) = logz,
tem-se

1
Plogz = Pllogx = zlogx — Pr— =xzlogx — Pl =zlogx —x =
x

=z(logz —1)+¢, ceR.

Exemplo 5.16 Seja f(r) =€ cosx, com x € R.

Pe*cosx = e senz — P (e”senx), apliquemos novamente o teorema anterior
=e"senx — [e” (—cosx) — Ple* (—cosz)|| = e"senx + e® cosz — Pe* cosx
2Pe*cosx = €* (senx + cosx)
x
Pe® cosx :E(Senl'-i-COSl’)—i-C, ceR.

Exemplo 5.17 Seja f(x) = cos?x, com x € R.

Pcos’z = Pcoszcosx =cosxsenw — P (—senxsenz) = coswsenz + Psen’z =
=coszsenz + P (1 — cos?z) = coszsenz + Pl — Pcos®z.
2Pcos’r = coszsenz + .

1
Pcos’z = E(cosxsena:+x) +¢, c€R.
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Exemplo 5.18 Seja f(z) = cos"x, n € N, n > 2, com z € R.

Pcos"x = Pcos" twcosx =cos" txsenw — P[(n—1)cos" 2x(—senx)senx| =
= coszsenx + Psen’z = cos" ' zsenx + (n — 1)P[cos" 2z (1 — cos? x)] =
=cos" tzsenz + (n—1)Pcos" 2z — (n—1)P cos" z.

nPcos"x =cos" 'xsenz+ (n—1)Pcos" % x.

1 1
Pcos"z = —(cos" tzsenz)+ (1 ——)Pcos" %z +¢c, ceR.
n n

5.1.4 Primitivacao por mudanca de variavel (ou substituicao)

Nesta seccao vamos obter um novo método de primitivagao como consequéncia do
teorema da derivacao da fungao composta.

Teorema 5.3 (Primitivacao por substituicdo) Sejam I;J dois intervalos de
R com mais de um ponto. Seja f : I — R uma funcao primitivavel em I e seja
¢ J — I uma bijec¢ao diferencidvel em J tal que ¢'(t) # 0, para todo ot € J.
Suponhamos ainda que a funcio g : J — R definida por g(t) = f(o(t))'(t) é
primitivdvel em J. Entdo, sendo G uma primitiva de g em J, a fungd o Go o=t €
uma primitiva de f em I. Isto €, tem-se para todo o x € I,

P(f(z)) = [P(f(e®)e" )] imp-1(a) -

Demonstragao. Seja x = ¢(t), com t € J. Entao:
1 1

(Gop™) (x) i ?(’(s;l(x)) (™) (z) = g(t)-go,(t) = f((t))sa’(t)'(p,(t) = f((1))

Logo, podemos concluir que

Pf(z)=(Goyp ") (z)+c,ceR.

]
Uma das principais dificuldades na primitivagao por substitui¢ ao reside na es-
colha da mudanca de variavel adequada. Vamos estudar alguns exemplos.

2
Vo —1

Consideremos a bijec¢ao diferencidvel ¢ : (—o0,4+00) — (1,400) definida por
o(t) =1+ 1. Entao ¢'(t) = 2t.

Exemplo 5.19 Queremos determinar a P ( ) com x € (1,+00).

P(%;ﬁ) =Pﬂ@=JﬂﬂwwM%ﬂ=Pg%ilm=2PW+ﬂﬂ+D=

:2<§+§t3+t>:2<(—w_1)5+

Wl N

- (¢;rn3+vzti+qceR>.
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1
et +e "
a mudanca de varidvel e* = t, ou seja, consideramos a bijeccao diferencidvel o :

1
R* — R definida por o(t) =logt. Entdo ¢'(t) = 7

Exemplo 5.20 Queremos determinar a P ( com x € R. Consideramos

et +e %

P(otes) =PI = PUGOW0) = Pt g = P = arctgt =

= arctg (e”) + ¢, c € R.

Exemplo 5.21 Calculemos a P (\/ a? — :c2) em [—a,+a] com a > 0. Consideremos

a bijeccao diferencidvel o : [—g, —i—%} — [—a, +a] definida por p(t) = asent. Entdo

¢'(t) = acost.

P(Va>—2?) =P ( a? — (asent)’.a cos t) =P (\/(12 cos? t.a cos t) = P (a*cos?t) =

2 2 2 2

— a?Pcos?t — a2P (ﬂ) — 2 (Pl +PCOSQt> _ 2 <E N sen 2t

CL2 a2 €T T aQ _ I.Q
=3 (t + sentcost) = Bl <arcsen (—) + <—> —> —

2

= % arcsen (E) + g\/cﬁ —224c,ceR.
a

4

)
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5.1.5 Primitivacao de funcgoes racionais

Nesta seccao vamos tratar da primitivagao de fungoes racionais, isto é, func¢oes da
forma = em que f, g sao polinémios inteiros e g # 0. O processo classico consiste
g

em decompor uma tal funcao em funcoes racionais mais simples que se possam
primitivar por métodos conhecidos.

Para obter uma tal decomposi¢ao vamos recordar algumas propriedades dos
polinémios.

Definicao 5.2 Chama-se fung¢ao racional a toda a funcao definida por
fi: DCR—=R

P(x
x%f(w):L), com D ={z € R:Q(z) # 0}
Q(x)
onde P(z) = apt+a1z+asr?+..+a,z" e Q(x) = bo+bix+box®+...4b,,x™, comn, m €
N e a,, b, # 0 sao dois polinomios com coeficientes ag, arx, ..., Ay, bo, b1, ..., b,y € R
e de graus n e m respectivamente.

Definigao 5.3 Dois polindmios P e @ dizem-se iguais, com P(x) = ag + a1z +
asx?® + ... + a2 e Q(x) = by + bix + box® + ... + ba™, e denota-se por P = Q
quando P(z) = Q(z), Vr € R.

Tendo como base a definicao anterior tem-se o chamado método do coeficientes
indeterminados: dados dois polinémios P e Q, com P(z) = ag+az+asx?+...+a,z"
e Q(z) = by + bz + byx® + ... + b, z™, tem-se que P = @ se e s6 se n = m e ag = by,
ay = bl, vy Ay = bn.

Nota 5.8 Deve-se recordar também que, dado um qualquer par de polinémios P, () #
0, existe um unico par de polinomios D, R tal que

_ P(z) R(x)

P(z) =D(x)Q(x) + R(z), 1istoé, ——==D(x)+—=

() = D()Q() + R(x) 50 = P+ e

onde grau de R < grau de Q). A operacdo que determina D, R chama-se divisdo, a
P chama-se dividendo, a D dividor, a () quociente e a R resto.

Podemos realcar o caso do quociente ser Q(x) = z —a, a € R. Neste caso tem-se

P(z) = D(z)(z — a) + R(x), ou seja, f(xi = D(z) + % , com R(z) = P(a)

constante. Se, em particular P(a) = 0, P(z) é divisivel por z — a.

Definicao 5.4 Um polinédmio P de grau > 1 diz-se redutivel se existirem dois
polindmios Py e Py de graus menores que o grau de P, tais que P(x) = P(z)Py(x).
O polinomio diz-se irredutivel se nao for redutivel.

Se k # 0 é constante, P ¢é irredutivel se e s6 se kP ¢ irredutivel. Assim basta
considerar polinémios irreduti veis em que o coeficiente do termo de mais alto grau
éigual a 1, isto é, da forma P(x) = ag+ayz+asx*+ ...+ z" - um polindémio unitdrio.

No que se segue vamos apresentar alguns resultados, de Algebra, sobre polinémios
que nao demonstraremos.



182 CAPITULO 5. CALCULO INTEGRAL EM R

Nota 5.9 Consideremos um polindmio unitdrio P(x) = ag + a1x + asx® + ... + a™.

a) Os 1nicos polindmios irredutiveis desta forma, sao os polindmios de grau 1,
P(z) = x — a e os polindmiose grau 2 sem raizes reais, P(x) = 2> 4+ bx + ¢, com
b? — 4c < 0. sdo os polindmios da forma

r—a, comac€R e (v—a)’+p% coma,BER eB#0,
onde o £ (i sao as duas raizes complexas conjugadas do polindmio (x — a)* + 52

b) Todo o polindmio P de grau > 1 pode ser escrito, duma forma unica, como
produto de polinomios irredutiveis da maneira sequinte:

P)=(z—a)" ..(z—a)™ [(z—a)* + 8] .. [(w — ap)* + B°]",

onde n;,m; € N representam o grau de multiplicidade das raizes associadas ao
correspondente factor.

Podemos agora decompor uma funcao racional em elementos mais simples.
Chama-se fraccao simples a qualquer fracgao racional da forma

A Bx+C
ou

(x —a) (2 —a)* + 5]

comr,s€Nea,a,[,A B,C e€R.

Teorema 5.4 (Decomposi¢cao em fracgoes simples) Qualquer fracgao racional
se pode decompor na soma dum polindmio com frac¢oes simples.

Este teorema permite-nos considerar o processo seguinte de decomposicao duma
funcao racional em elementos mais simples, que, como veremos, podem ser primiti-
vados através dos processos de primitivacao ja estudados.

. R(z
1) Consideremos uma fracg¢ao racional % em que grau de R < grau de Q.
x

a) Cada raiz real a de Q(x) de multiplicidade r d4 origem a uma soma de r

fraccoes simples da forma

Ay Ay Ay,
+ s
r—a (r—a) (x —a)

b) Cada par de raizes complexas a+ i e § > 0 de Q(z) de multiplicidade s d&
origem a uma soma de s frac¢oes simples da forma

Bl.ilﬁ + Cl Bgl‘ + 02 i i le’ + OS
(m—a)2+52 [(x—a)Q—l—ﬁzf [(z—a)Q-i-ﬁZ]S'

P(z)
Q(z)

Neste caso esta fraccao racional pode decompor-se na soma dum polinémio com

2) Consideremos uma frac¢ao racional em que grau de P > grau de Q.
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outra fracgao racional nas condic¢oes da alinea 1), basta efectuarmos a operagao de
divisao que referimos atras:

P(z) = D(2)Q(z) + R(x), isto é,

R(z)
Q(z)

na soma de um polinémio com um nimero finito (soma das

Ja vimos em 1) como decompor em fraccgoes simples. Obtem-se a decomposicao

P(x)
Q(x)

multiplicidades das raizes reais e dos pares de raizes complexas) de fracgoes simples:

P(z) . R(x) _ JsiU—l-st
0w~ P Qw) Zrz ZZ VBT

=1 s=1

da fracgao racional

Depois de termos decomposto uma fraccao racional na soma de polinémios e de
fraccoe simples é necessario calcular a primitiva de cada uma das parcelas.

Nota 5.10 Primitivacao duma frac¢ao da forma

(z —a)’
1) r=1,
A 1
P = AP = Alog |z — af
T —a r—a
2)r>1,
A —a)”"" A
P r:AP(x—a)fr:A(x %) = —
r—a) —r+1 (=r+1)(x—a)
A Alog|x —a| ser=1,
Entao: P = A
(r —a) — ser> 1L
(—r+1)(x—a)
Bx +C

Nota 5.11 Primitivacao duma fraccao da forma

[(z — a)’ + BQ]S
1) s = 1, utilizemos o método de substitui¢cio com x = «a + ft = @(t). Serd

¢'(t) = 8.

Bx +C B {B(a—l—ﬂt)—i-cﬁ}_P{B(oﬁ—ﬁt)—k(]}_P{ Bt +Boz+C’
(z—a)+p* 321+ 12) B B(1 + t2) LR B +t2)

2t Ba+C 1 B Ba+C
P P = —log|l +¢? tgt =
<1+t2)+ 5 (1+t2> 5 og |1+ t*| + 5 arctg

+Ba+carct (x—a)
E *\"s )
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2) s > 1, utilizemos, novamente, o método de substituicao com x = a+ 5t = p(t).

Serd ¢'(t) = .

Bx+C _
[(z — o)’ + 62]8

B 2% Ba+C 1\ B(@+6) " Ba+cC N
_5P<(52t2+62)3>+ T P((Hﬁ)’“)‘? SN P(<1+t2>8)‘

B B N Ba + CP 1
- — s 528—1 (1 +t2)s .

2(1 - ) (62< 3 )2+62>

Temos que determinar a P (

B(a+pt)+C

5 BA* Bfa+CB
(B2 + %)’

P (52?52 n BQ)S + (52752 n Bg)s

1
m) para s > 1. Tem-se que

I i 1 2 1 t 2t
I+ 1+  q+e) " 1+2)° 1+ 20+8)°

E, utilizando o método de primitivagcao por partes, tem-se que:

t 2t t 1 1 1
Plom—ms) =5 o1 P P
2 (1+12) 2(1—s)(1+12) 2(1—5) (1+12)
Entao:

Pﬁ i {(1+11t?)8 %<1+2tt2) } -7 (ﬁ) -F <5(1+2—ttz>) -

(1“2 ) { (1-s) i+t2)s‘1_2(11—8)P(1+12)S_1]:

- (1+t2 )_%1—5 +t2)81+2(11—8)P((1+;)81>:
:<2s—2><t1+t2>8—1+(1+2<1—1—s>>P(<1+—12>H):

T (25-2) <t1 ey (Z - 2) i (ﬁ) '

Finalmente obtemos uma formula de recorréncia para esta primitiva:

P(l +1t2>5 T (25— 2) (t1 +2)"! " (zz - 2) i ((1 +12>“) '
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Consideremos alguns exemplos.

:134—x+1_

Exemplo 5.22 Calculemos uma primitiva da fungdo racional f(x) = 5

P(x)
Q(x)

O grau do polinomio P é superior ao grau do polindmio (), estamos num caso
em que € necessario efectuar a divisao inteira de polinomios.

3 —x

. O dominio desta fungdo é o conjunto D = {x € R: Q(x) # 0} =\ {0, 1}.

P(x) R(z) , t—x+1 2 —x+1
00 = D(z) + 00 ou seja, neste caso, 52 ¢ +1+ 5z
O grau do polinédmio R(z) = x* —x + 1 jd é inferior ao grau do polinémio

R(x)

Q(x)

Q(x) =z — 22, podemos decompor a frac¢io racional em fraccoes simples. O

3

denominador Q(z) = x3 — 2% tem duas raizes reais:

a1 =0 com multiplicidade 11 = 2
as =1 com multiplicidade — ry = 1.

Entao:
> —z4+1 ®—z+1 A B C

3 —22  22(z—1) _;1:—0+(;p_0)2+a:—1'

Determinemos o0s coeficientes através do método dos coeficientes indeterminados.
Logo:
P —r+1l=Az(z—-1)+B(x—-1)+Cs* &

srP-r+1=(A+C)*+(-A+B)r— B &

A+C=1 CcC=1
—A+B=—-1 &< A=0
-B=1 B =—1.
Logo
?—x+1 1 1
-2 22 -1
Entao:
—r+1 +1+x2—x+1 1 1+ 1
—_— =z —_— =z - — )
3 — 2 3 — 2 2 x—1
Donde:

r—r+1 1 1
Pl|—— =P 1 Pl—— P =
() —reever(-g)er(c5)

2

1
:%+x+—+log]a:—1|—|—0,c€]R.
x
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Exemplo 5.23 Calculemos uma primitiva da funcdao racional
ot — 23+ 622 — 42+ 7
flz) = 2 2
(x—1) (22 +2)

O dominio desta fungdo é o conjunto D = R\ {1}. O grau do polinémio R(x) =

ot — 2% + 622 + 7 jd € inferior ao grau do polinémio Q(z) = (x —1) (22 + 2)°,

(v em fraccoes simples. O denominador
Q(z)

Q(z) = (x — 1) (z% +2)* tem uma ra iz real e um par de raizes complezas:

podemos decompor a frac ¢ao racional

a=1 com multiplicidade — r1 =1
a+ Bi==+V2 com multiplicidade s, = 2.

et — 2P+ 62 —dr+7 A +Ba:—|—C’ Dz + E
(z —1) (22 +2) r—1 2242 (2242)7%

Determinemos os coeficientes através do método dos coeficientes indeterminados.

:r;4—x3—|—6a:2—4x—|—7:A(x2+2)2+(Bx+0) (z—1) (2*+2)+(Dz+ E) (x — 1)

Fazendo x = 1, tem-se que A = 1. Podemos simplificar um pouco mais e obtemos a
wgualdade:

ot 13 4+62°—42+7 = (1+B)z*+(C—B)2*+(2B — C + 4) 2*+(2C — 2B — D + E) 2—2C+4—F &

1+B=1 B
C—B=-1 oY
& 2B—-C+4=6 &= D : |
20 —-2B—D+E=4 E:—l
—2C04+4—FE=17 -
Logo
R Y 1y Ry 1 -1 x—1 1 -1 x 1
— = +—5——=+ 5 = +——+ 5— 5
(x—1)(z*+2) r—1 2242 (2242 r-1 2242 (2242)° (22+2)
Entao:

] () () () )

Calculemos cada uma das primitivas:

P<wi1) gz —1].
Porrs) =) -r K_—
\/5
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1
Falta apenas calcular a P <—2> .
(224 2)

()b ) () (25 )

Mas:

(35) bl Hme() )
() -irlm) il b

2
~3 log |lx — 2| + £ arctg (%)

;)
&)
]
o
—

o
/T
~__

Il

Finalmente obtemos que:

P[a:4—:1:3—|—6:1:2—4:c—|—7

V2 x V2 x
=1 —1]—- Zarctg | —= | — 54— + — arctg [ —
(x— 1) (22 +2)° ] oglz =1 = g(ﬂ) ity arcg(ﬂ>+

2
—glog |z — 2| + \/(;arctg (\%) :

at — a3+ 622 —Ax+ 7 7 3v/2 K2

Muitas vezes necessitamos de calcular uma primitiva que através duma substi-
tuicao se reduz a primitivacao de funcoes racionais.

Exemplo 5.24 Calculemos a

1
Pﬁ(%+%) em (0,400).

Como m.m.c.{2,3,4} = 12 seja v = t'2.
Consideremos a bijecgdo diferencidvel ¢ : RT — (0, +00) definida por o(t) = t12.
Entao ' (t) = 12¢11.

r s et e ()

Estamos perante uma primitiva de uma fungao racional.

2 2141 1 D+1 1
1op (L _pop (B2t Cgop t-D@E+1D+ —12P(t—1+—
t+1 t+1 t+1 t+1
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2

1 1 ¢
P (t—1+—)=12|Pt—Pl+P—| =125 —t+1oglt +1]].
( +t+1> { * t+1] {2 +loglt + 1

Entao:

1 t?
P =12 |=—t+loglt+1|| =67x—12 % 1 by 1 R.
N AN 5 + log |t + 1] & Va+log (W + 1)+c,c €
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5.1.6 Exercicios Propostos

1) Calcule as seguintes primitivas, tendo

189

em conta um intervalo onde elas se veri-

fiquem:
o) Az 43 D @241’ S VI L
Y Y xs l1.27 2’
o+3. 5248. 99 372 R) — .
) e f) s, 0 VISEE )
, 1 3senz (log z)”
1) e”sene’; — k) ——; 1 :
) J) V1—2z ) (14 cosz)’ ) x
L . 5%- 23:c+1. 3x521.
m) 1"—1:2’ n) Y 0) Y p) ?
) tg?w r) cosx s) ol t) o
q g ) * x2+2x7 1—’—1’67
3 x/r x 3 1

2) Resolva as seguintes equagoes diferencias, sujeitas as condigoes dadas:

a) f(z) =122 =6z + 1, f(1)=5;

b @) =dr—1, f(2)=—2 f(1)=3.

R
o 14a?

0 f@ f(0)=2.

3) Se um automdvel parte do repouso, qual a acelera¢ao constante

que lhe permitira percorrer 150 metros em 10 segundos?
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4) Determine uma primitiva da fungao:

Cos T
3 + 222 b ; inh ;d) sinh (2x -
a) 3senx + 2x% ) e ¢) sinh (cosx)senzx; d) sinh (2z
tgx 3 9 5 T
- - : h 2
e) oy f) cos® xsen® x; g) sen®x; ) cos 7

T . &+ (arcsen (33:))2‘ sen+/x jy _Sena

i) cos? (x2)’ 7 V1I=922 ) \/E(l—i-cos\/i); ) cosa + 2

1 ) (14t 9 it ) sen 2x ) arcsen x
) x T 0) —— —_—

log x
i t) + -
) T ) ") varctgr 5) e . T 13
q cos? (3 — 2x2)’ 1422 (3 + €4x)2’ 4
x log x log
. /1 1 3 arctg:c(i)
u) e*te; v) ﬂ; : x) JU+e—; z) sen (log z)

x 2 +1

5) Determine a funcao f que verifica as condigoes:

a) f:R—=R, f'(x)=cos’zsen’z e f(0)=1.

b) f:]—o0,—1[U]1, +oo[ = R, f’(a:):ﬁ, f(2)=0 e f(-2)=1.
a4 —1)°
¢ fiRR, ff(:c):(”ffrggx) e F(0)=0
" 1
d R\ {1 R, r) = 3x 5
) TR SR, F o) =30k

f(0)=0, flle+1)=1, fle+1)=0 e f'(0)=0.

6) Usando o método de primitivagao por partes determine as seguintes primitivas,
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tendo em conta um intervalo onde elas sejam validas:

a) we® ; b) z2e”;

e) x 2%

log (1
i) logx; ) og(ogx);
x
7
m) zde ", n) —
(1—a%)
5
q) x arctg®z; r) a

¢) Tsenw;

g) €"senz;

k) x*senz;

0) log (2z + 3);

log (arcsin )

u) sen (log () +1); )

5)

V1—22

191

d)x cos x;

h) xlogx;

senx

) x

cos?zx’

p) z?sinh x;

(5}
t)z arcsen | —
x

T

1
x) 3zv1 — x%arcsenx; z) log < + 1) .

7) Determine as seguintes primitivas, usando as substitui¢oes indicadas:

x
C 9
) vr+1
d) arctg+/z,
63:5
¢) e2r 41’
1

t=+vzx—1;

t = b5a? — 3;
t =z +1;
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8) Usando o método de primitiva¢do por substitui¢do determine as seguintes
primitivas, tendo em conta um intervalo onde elas sejam validas:

62:E

1

T

a) —— ; b) ——; C) ——;

) vVbxr — 2 )\/x+1 )\/ex—i—l

1 1 e’
6) €x+6_$7 f) e \/57 g) \/mv
) sen /x ) 22 +3 k) log =
i : —— —
N J V9 — 22 zy/1+1logx

n) \/1+x; o) 2+ x;

e + 3e%* 4 6

5)

d)z (22 +5)";
n) VitV
IV

log 2z
xlogdx’

vi-z—-1 ‘
(I1-2)(1+vV1I-2)

p)

2logz — 1

e3% + 3e
1 V1—2? logz
u) ) — - ) ;
z(1l—1x) T 14+

zlogx (logz — 1)

(1°por partes).

V1—a?

9) Calcule uma primitiva para cada uma das seguintes fungoes racionais:

) T 1 ) 2x d) x3

a ) ) )

1422’ z? — a?’ (x+2)(z—3) z—1
x? 1 x+2 2 +1

) x?2 -1’ 7) x?2—4r+3’ 9) x?2 —Adx 4+ 4’ )$2+x’

AR x+1 3r+1 x?

D) = ) 5 5 1) 5 m) ———s;

z (2?2 +1) 23 (r —2) e —w (z* +1)
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10) Primitive cada uma das seguintes fun¢oes em intervalos a determinar:

COST — senx

a)

cosx +senx

e) __t
Vit Ve
7

Rt

m) senzxsen (2x);

VT oo
V31

q)

sen T

u)

senz + cosx’

Ssen r
14 cosz’

f) 7

n) tgdx + tghx;

r)

arctg’ x
1+a2’

arctg (log z?%)

x (1 + log? x2)

; x) cos2zlog (tgz);

1

d) =
)3:1:—|—\3/P

h) tg3z;

cos (arcsinz)

Ve

1 1
— cos —;
x3 x’

p)
t) z (x* + 1) arctg z;

1

1—senx —cosx

)

I\

11) Determine a funcao posigao de uma particula que se move com a velocidade

v (t) = cos (7t) ao longo do eixo dos zz, sabendo que em ¢t = 0

a particula tem coordenada z = 4.

12) Determine uma fungao ¢: R — R que verifique as condig¢oes seguintes:

hmx—)—oo g/(l') = _17

lim, 400 g(z) =

SE

13) Suponha que uma nave espacial intergaldctica usa vela e ”vento solar” para
produzir uma aceleragao constante 0.032 m/s?. Sabendo que a velocidade da nave
é de 10 000 m/s quando a vela é desfraldada pela primeira vez, até onde viajara a
nave em 1 hora e qual sera a sua velocidade?

14) Determine a fungao f: R — R que satisfaz as condic¢oes seguintes:
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€3a: _ 6235 -1
/ = — Vl’ € R,
f(z) et + 3edr

f(0) = % arctg v/3.

15) Determine a primitiva da fungao definida por

cos /T
Vi

fz) =

que toma o valor zero para x = 2.

16) Uma bola ¢é atirada directamente para cima com uma velocidade inicial de
49 m/s,

a partir de um ponto a 8m do solo. Qual a altura maxima a que chega a
bola?

17) Determine todas as fungoes f(z) tais que:
f'(x) = log® |z,

f)+ f(=1) =0

18) Um ponto percorre o eixo dos zx com aceleracao 12 — 8t m/s? em cada
instante .

Sabendo que ocupava a posicao x = 0 no instante t = 0 e

tinha velocidade 0 nesse instante, calcule:

a) a sua velocidade no instante t = 2;

b) a sua posigao no instante ¢ = 3 segundos;

¢) a sua velocidade positiva maxima durante todo o movimento e
o instante em que essa velocidade foi atingida;

d) excluindo o instante inicial ¢ = 0, o ponto esteve parado em mais algum
instante?
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5.1.7 Solucgoes dos exercicios

1) Em todas as alineas ¢ € R

7
3
a)2z® 4+ 3z + ¢ b)%+5x5+x3+x—|—c;
d)V 23 + ¢ e)e™ ™ + ¢;

1 N3 . 1] 2 7 )
9) —5(2—32%)3% +¢ h)zlog (x* +7) + ¢;

. 4 3

m)log (1+2%) + Mg+

) o + )—z+tgr+c
; - ;

b log 75 1 &

s)3 log |22 + 2z| + ¢; t)5 arctg (2%) + ¢;

v)ilogla? + x4+ 1| — 3

_\/Tgarctg<\%(x+%)>+c; x)—x+2+05

2) a) f(x) = 42> — 32*> + z + 3.
b) f(x) = 22% — = — 8x + %

o) f(z)=1log(z? +1)+2.

3) a=3m/s>

195
) L3y
¢)——+—+c¢
202 x
65x+8
== +s¢
i) — cose” + ¢
(log )”
l— .
) 3 +C7
23x+1
0>3log2+c7
r)senz — sen®x + ¢
u)6\/5+1i0\/ﬁ+c;
) 2
Z—
V15

arctg (\/% (x + %)) + c.
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1
a) —3cosx + 223 b) — p—— ¢) — cosh (cosz) ; d) (cosh (2z + 1))% ;
to2 3 5 3
PR DI g ccose s O s (),
1
. j) = gV =923+
i)ﬁthZL‘; 1 3 k) —2log |1 4+ cos/x|; 1) —log|cosx + 2|;
+§ (arcsen 3z)";
tg? x (arcsen z)*
m)2\/tgxr — 1; n) 5 0) cos (cos ) ; p)T;
9 3 log® x
0 tte(3-22%); 1) (arctg x) ‘ 5 — 1 ‘ t) + log (log ) +
’ 3 4(3+et) +log |log (log )| ;
e’. 3\3. .27)% log ('%2 + 1)
u)ec; v)gy/ (L +3loga?)”; arctg o( 1) z) — cos (log x) .
5)
1 sen 2x
== (a- |
0 fo) =g (o= 5%
! + ! > 1
— se
b flz) = 2\/:(;11 —1 215 .
————+1+—= se z<-L
2Vt — 1 2v/15
(142 arctgz)’ 1
L s
3% +log|l — x| —x se r<1
- 1
d) f(x) 5t Hlog|l—a| -z (1-F(e+1)"+7) -
se x> 1.
(L e+’ —1—(e+1)(1-3(e+1)*+1)
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6) Em todas as alineas ¢ € R

a)e*(x —1) + ¢
d)xsenx + cosz + ¢;

6.73

g);(senx —CosT) + ¢

j)log zlog (log z) —
—logx + ¢

1
m) — 56_:62 (22 +1)+c

p) (2? 4+ 2) cosh z—
—2xsinhz + ¢;

s) arcsin z log (arcsin x) —
—arcsinx + ¢;

v)tgz (log (tgz) — 1) +¢;

7)a) ;o -

1

b
)80
2

2
1)5/2 + g ($ o

(522 —3)° + 3 +¢;

) \/x—i-l——\/x—i-l—i-c—

b)e® (2% — 2 — 2) + ¢

)2 ( - ! ) +
e - C;
log2  (log2)?

1'2
h);(logx -1+

k) — 2% cos v+
+2zrsenx + 2cosx + c;

l’4

gt

1
+Z—llog\1 e

241
q) (x 2+ > arctg? r—

1
log (2 +1);

t)xQ ) 1
“_arcsin [ — | —
5 aresin  —

1

—5\/:1:2 —1+4¢

—zarctgx + =

)1/ (1 — 22)*aresen z+
3

tr— 4
r— —+c
3

1) + ¢

2
3@+ 1)%% —

d) x arctg/x — \/x + arctg \/z + ¢;

e) e* — arctg (e*) + ¢;

8)

f)

COsS T

197

¢) —xcosT +senzt + ¢

f)— 3 (senzcosz + ) + ¢

i)xlogr — x + ¢

Xz

1)

cos
lothgx + —’ + ¢

0) (a:+ g) log (22 +3) —

—T + ¢

>2m

\/ 1+£C3

u)la: sen (log () + 1) —
—g%cos (log (z) + 1) + ¢;

1
z)x log (E +1)+

+log |z + 1| +c.

2(z+ 1" 4 ¢
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Vor —2+¢

ot b

a)
(22 4 5)"
)=

)
11 2z 45" + ¢

) arcsin ( 2e*
arcsin | —e N
g 5 ;

— arcsin ——
)

3 x?
21— =
2" 9

1 .
m) — 1 cotg (arcsm 5) + ¢

p) — darctg /1 — o+

+log 11— 2 +

0g —————— + ¢
vi—z+1

arctg | —

2 e*
S)—+x— +
)= 7
+3 log (1 + Tx) + ¢

(1—a2)’
v) — 3.3 + ¢

CAPITULO 5. CALCULO INTEGRAL EM R

2
b)§@+¢fﬂ—
—2(z+ 1)+

e) arctg (e*) + ¢;

w3y 0+ v e

2
k) 3 (1+logz)’—

—2y1+logx + ¢

(1+ V)’

n)4 5 ; + ¢
1+ V@)
3

q) — 6% + 3Yr + 2\/x—
— 32 — 8V/a5 4+ +8V/aT+

+6 arctg () — 3log (1 + V/x) +¢;

) — ——
) logx — 1
—log (log x) + ¢;

z)darctg (vV1+ )+
+2v/1 4z (logz — 2) + ¢;

+log (logx — 1) —

i) —2cos\/T+¢;

[) log|arcsin x| + c.

u)arcsin (2z — 1) + ¢;

2)V1 — 22+
—i—logx(l—\/l—xQ)—
—log (1+V1—22) +c
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9)

a) r —arctgx + ¢ ;

1 1
d) T + 55(72 + §$3+

+log(z —1) + ¢

g) log(z —1) - — +¢
7 11
| =

J) jgloslrl =5, — 5

31

_ _9|_2_ =

1
b) %log(q:—a)—

1
—%log(a:jta) +¢;

1
e)m+§10g(x—1)—

1
—élog (x+1)+¢
h) x + logz—

—2log(z+1) +¢;

199

4
c) 510g(m+2)+

+—log (z — 3) + ¢

) 3loa(z ~3) -

1
—§log(a;—1)— + ¢

2x + 2

i) x +log|z| —

1
—§log (2 +1) +¢

1
S 1 :
2(x2+1)—|—2arc gxr + ¢
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10)

a)log |cosz + senz| + ¢; b) — log |cosx + 1| + ¢;

€)2v/a? — 4z +

d)log |3¢/x + 1| + ¢ +log |[Va T 1| +¢;

g) — cosz+
h —11 3x| + ¢
+-cos®x + ¢ ) 3 og [cos 3z| + ¢;

3

k)15log (x — 3) —

j) log(e”" = 1) =z +¢ 11log (z —2) + ¢

2 3

tgmr  tg'x
5 n) 5T,k —tga+
m)=sen’ x + ¢;
3 +log|cos x| + x + ¢;
1 1 1 4 4
p) — —sen — — cos — + ¢; q)=vVa3 — - log (1—1—\4/1:3) +¢;
x x x 3 3

1 1 2 gt
s)—log]x+1]—zlog(x2—|—1)+ t) 5—1-?—1-1 arctg x—

¥

—— — <t

+—arctgx + ¢;
2 12 4

arctg? (log z?)

v) fjtc;

1
x)§ sen 2z log (tg z) + ¢;

11) z(t) = %sen (mt) + 4.

12) g(z) =log (1 +e7*) + g

13) 36 207 400 m e 10 115 m/s.

14) f(z) ="+ % arctg (v/3e”) + élog (1+ 3e*) — 1.

15) f(z) = 2sen/x.
16) 130, 5 m.

c)r — 2\/x+
+2log |1 + Vx| + ¢

1
f) §$8+C;

7
7) §log|2x+3| +¢;

[) log(1+tgx)—
—2log(1+tg?z) + ¢

) L || !
__O R —
°) 16 B T 4

1 1 .
—?++3—210g(x +4)—

i

arct (x) +

——ar =) +¢

g e\g) T
1 5

7’)5 arctg’ x + ¢;

u)=—

—3 log (cosz +senx) + ¢;

z)log |1 — +c.
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zlog? |z| — 2xlog|z| + 22 +¢, x>0

vlog® |x| — 2xlog |z| + 22 —¢, .z < 0. com ¢ real arbitrdrio.

17) ) = {

18) a) 8 m/s b) 18; c)Im/s e t=— d) t=3.
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X0 x1 x2 x3 x4 x5

Figura 5.4: Soma inferior de Darboux.
5.2 Integracao

5.2.1 Definicoes

Defini¢ao 5.5 Seja [a,b], a < b, um intervalo limitado e fechado de R. Chama-se
particao de [a,b] a um conjunto de pontos P = {xg, x1,...,x,} tal que a = xo < 21 <
e < xp =0

Esta partigao P divide o intervalo [a, b] em n subintervalos [z, z1], [T1, Z2] , ... [Tn_1, Zn] -
Podemos denotar por P ([a,b]) o conjunto de todas as parti¢oes de [a, b] .
Defini¢ao 5.6 Sejam f : [a,b] — R uma funcdo limitada e P = {xg,21,...,2,}
uma parti¢ao de [a,b]. Sejam

mi = inf  f(2) e M= sup f(x).

z€[T)—1,7K] TE[TK—1,Tk]

Chamam-se soma inferior de Darbouzr de f relativamente a partica o P e soma
superior de Darboux de f relativamente a particao P, respectivamente, as somas:

s(f,P) = ka(xk —xp_q) = my(r1 — o) + ma(xe — 1) + oo + My (Tp — Tp1)
k=1
e

S(f, P) = ZMk(xk — xk—l) = Ml(l’l - .T()) + MQ(IQ — $1> + ...+ Mn(xn - xn—l)'
k=1

A soma inferior de Darboux de f relativamente a particao P e soma superior de
Darboux de f relativamente a particao P n ao sao mais do que as somas das areas
dos quadriléteros (cujos lados tém comprimentos (rx — zx_1) € my ou comprimentos
(xx — xk—1) e My) representados nas figuras seguintes:

Exemplo 5.25 Seja f : [1,8] — R, f(x) = 2®> + 3. Consideremos a parti¢do
P ={1,2,58} de[1,8].

1(2—=1)+ma(5—2)+m3(8—5) =

MR-+ f2)(6E-2)+f3)B-5)=
42 = 1) +7(5 - 2) + 28(8 — 5) = 109.

s(f,P) = ka(l'k — Tp-1)
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X0 x1 x2 x3 x4 x5

Figura 5.5: Soma superior de Darboux.

f@)2-1)+ f(B)(5-2)+ f(8)(B8-5) =
7(2 = 1)+ 28(5 — 2) + 67(8 — 5) = 292.

B
Il w
—

Defini¢ao 5.7 Sejam P = {xg,z1,...,x,} e Q duas particoes de [a,b]. Diz-se que
Q) € uma parti¢ao mais fina que P (ou que € um refinamento de P) quando P C Q.

Exemplo 5.26 Seja [a,b] = [—1,8]. O conjunto P = {—1,0, V2,4, 8} e o conjunto
Q = {—1,0,%,\/2_,2,3,4,8} sao particoes de [—1,8]. @Q € uma parti¢io mais fina
que P uma vez todos os elementos de P sdo, também, elementos de Q).

Proposicao 5.4 Dadas duas parti¢coes P e Q) dum intervalo [a,b] € sempre possivel
construir uma terceira particio F' mais fina que P e Q.

Demonstracgao. Basta considerar F ' = PU(Q. =

Teorema 5.5 Sejam f : [a,b] — R uma funcdo limitada, P e Q duas quaiquer
particoes de [a,b] sendo Q) um refinamento de P. Entao:

1) s(f,P) < 5(f,P).

2) s(f,P) <s(f,Q) e <S(f,Q) < S(f, P).

Demonstragao. Exercicio. =

Corolario 5.1 Sejam f : [a,b] = R uma fun¢do limitada, m = il[lfb]f(x) e M =
z€[a,

sup f(z). Entao:
z€[a,b]

m(b—a) < s(f,P) < S(f,P) < M(b—a).

Intuitivamente sabemos que o valor da drea, A, da regiao delimitada superior-
mente pelo grafico da fungao nao-negativa f, inferiormente pelo eixo dos zz, lat-
eralmente pelas rectas verticais r = a e x = b,
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x0 x1 x2 x3 x4 x5

Figura 5.6: Somas inferior e superior de Darboux.

A

X0 x1 x2 x3 x4 x5

Figura 5.7: Area.
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serd inferior a soma superior e superior a soma inferior de Darboux de f, isto é,

s(f,P) < A<S(f,P).

Consideremos novamente o exemplo anterior: f : [1,8] — R, f(z) = 22 + 3.
Como calculdmos anteriormente s(f, P) = 109 e S(f, P) = 292.
Podemos observar que s(f, P) =109 < A < S(f, P) = 283.

Defini¢ao 5.8 Seja f : [a,b] — R uma funcgao limitada. Definimos:
1) O integral inferior de Darbouzx de f em [a,b], como sendo o nimero real

/f: /f(az)dxz sup s(f, P).
PeP([ab))

2) O integral supem'or de Darboux de f em [a,b], como sendo o nimero real

/f /f o= inf S(FP)

Proposicao 5.5 Sejam f : [a,b] — R wuma fungdo limitada, m = ggér[sz]f(x) e
M = sup f(x). Entao:
z€[a,b]
b b
m(b—a)g/f e /fSM(b—a).

Demonstragéo Como m(b —a) < s(f,P), VP € P ([a,b]), entdo m(b — a) <

sup s(f, P) /f
PeP([a,b])

b

Como S(f,P) < M(b—a), VP € P ([a,b]), entdo /f = Pgl)lg[f b])S(f ,P) <

MMb—a). =

Teorema 5.6 Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Entdo:
b b
[r< ]

Demonstracao. Temos que s(f, P) < S(f,Q), VP,Q € P (|a,b]). Logo /f =

b

su P inf S(f, P / ]
Pep([lzb” s(f, P) < peitf (f,P)= [T
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Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Diz-se que f é integravel a Riemann em

[a, b] se e sé se o
b b
-]

b b
Neste caso, o numero real /f = /f = /f = /f(m)dm chama-se o integral (de

Riemann) de f em [a, b].

Exemplo 5.27 Consideremos a fungio f : [-1,7] — R, f(x) = 3. Seja P =
{zo, 21, ..., 2} uma particio qualquer de [—1,7]. Entao:

> m(wy — zp) = ma(z — (=1) + ma(r2 — 21) + o+ (7 — 201) =

k:: inf  f(x)(z; —(=1)+ ...+ inf f(x)(T—2,1)=

z€[—1,z1] ) T€[Tn—1,7]
=3(1 = (=1)) + .. +3(T—2n1) =
=3[(x1 = (1) + (2 = 21)) .. + (Tn1 = Tnz) + (7 — 2p1)] = 3(7 = (=1)) = 24,

> My(ae — we1) = My(ay = (—1)) + Ma(za — 21) + .+ My (7 — 201) =

= sup f(z)(z; — (=1))+ sup f(x)(xa—x1))+...+ sup [f(2)(7T—2pq)=

z€[—1,x1] ) T€[x1,22] TE[Tn—1,7]
=3[(z1 — (=1)) + (22 — 901)) + (@n-1 = Tn2) + (T = 2,1)] = 3(7 = (1)) = 24.

)

VP eP([-1,7]) :s(f,P)=24 logo/f— sup s(f, P)=24.

PeP([-1,7) b DX
:>/f:/f:24.

b
VP eP([-1,7]):S(f,P)=24 logo/f: inf  S(f,P)=24.

PeP([-1,7])

Ve

Esta fungao € integravel d Riemann no intervalo [—1,7] e o valor do integral

- o

Exemplo 5.28 Consideremos a funcao f : [—1,7) = R, f(z) =

0 se ze[-1,7NQ

1 se ze|[-1,7N(R\Q)
Seja P = {xg, 1, ...,z } uma particao qualquer de [—1,7]. Entdo:

ka(mk — 1) =my(r1 — (1)) +mae(xe — 1) + oo. + My (T — 2p1) =
= inf f@)(zy — (1) +...+ inf f(2)(7T—xp1)=

x€[—1,21] x€[rn_1,7]

= 0(zy — (—1)) + . + 0(7 = 2p_y) = 0(7 — (—1)) = 0.
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S(f,P)= Y My(xy — x5-1) = Mi(z1 — (=1)) + Ma(az — 1) + oo + My (7T — 221) =

= sup f(a)(z1— (-1))+ sup f@)(m—21)+ ..+ sup f(@)(T—30) =

z€[—1,z1] z€[x1,22] TE[Tn—1,7]

=1(z1 — (1) + ...+ 1 (7T—2p_q1) == 1(T— (—1)) =8.

f= sup s(f,P)=0. ) -

PeP([-1,7]) :/f;é/f

VP eP([-1,7]): S(f,P) =38 logo/f = Pepi(r[lflj])s(f, P)=3s. a

VP e P([-1,7]) : s(f,P) =0 logo

@"g\@

b b

Com /f # /f, podemos concluir que esta fung¢ao nao é integravel ¢ Riemann
no intervalo [—1,7] .

Vamos considerar uma relacao entre as somas de Darboux que é uma condigao
necessaria e suficiente de integrabilidade duma funcao.

Teorema 5.7 Sejam f : [a,b] — R uma fun¢ao limitada. Entao f € integrdvel (d
Riemann) em [a,b] se e s6 se para todo o 6 > 0 existe uma particio P do intervalo
[a,b] tal que:

S(f,P) _S<f7p> < 0.

Demonstragao. Exercicio. m
Estes teorema permite-nos mostrar a integrabilidade de diversas classes de fungoes.

Proposicao 5.6 Sejam a,b € R, a <b, f,g:]a,b] = R duas fungoes integrdveis
e c e R. Entao:

b b b
1) f+ g € integrdvel e /f+/g = /(f+g)

o
S\G‘
s

b
2) cf € integrdvel e /(cf) =

3) f g € integravel.

Demonstracao. Exercicio. m
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Proposicao 5.7 Sejam a,b € R, a <b, f,g:|a,b — R duas fungdes integraveis.

Entao:

d
Se d € ]a,b] entao /f+/g

f € integravel em la,d] e [d,b] e

Vo € [a,b] : f(z) < g(x) entao /f(x)dx
|f| € integrdvel em [a,b] e /f(x)dx

Vo € [a,b] : |f(x)| < M entao /f(x)dx

Demonstracao. Exercicio. m

IN

IN
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5.2.2 Teoremas fundamentais

Definicao 5.9 Seja f : [a,b] — R limitada e integravel em |a,b]. Chama-se inte-
gral indefinido de f com origem em a a uma funcao definida por:

F: [a,)] =R

x — F(x) = /f(t)dt

Teorema 5.8 (Teorema Fundamental do Cdlculo Integral): Seja f : [a,b] —
R uma funcgao limitada e integravel em [a,b]. Entdo o integral indefinido de f com

origem em a, F(x /f t)dt, é continua em [a,b].

Além disso, se f : [a b = R for uma funcgdo continua em [a,b] entao a fungao
F é diferencidvel em [a,b] e tem-se que F'(xq) = f(x0), Vo € [a,b].

Como f ¢ limitada em [a,b], existe M > 0 tal que |f(z)] < M, para todo o
x € [a,b].
Demonstracao. 1. Seja g € [a, b] arbitrariamente fixo.Tem-se

|F(x) = F(xo)| = 7f(t)dt—7f(t)dt = 7f(t)dt+7f(t)dt = 7f(t)dt < M [z — ol

aplicando uma das propriedades estudadas no teorema anterior. Através da de-
sigualdade
|F(2) = F(xo)| < M |z — 0|

M

dado ¢ > 0 qualquer, podemos tomar ¢ = =

e obtemos o seguinte resultado

M
se |z — x| <e= 5 entdo |F(z)— F(zo)| <0,

ou seja, provamos que F' é continua em [a, b|.
2. Suponhamos agora que f é continua em qualquer zo € (a,b). Vejamos que

F'(xq) = f(2o)-

T

‘W‘f@@'ﬁ Q;_%]f(t)dt—f(fco) = x—lxo/f<t)dt_x—1x0 (& — @) f(x0)
:x—:vo/f t)dt — w—o/fxodt_x—xo/f (o) dt_:v—azo/f
‘W—ﬂxo) Sx_lxo 7[f(t) fwo)] dt <x_x /‘f F(ao)| dt

Zo
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Mas como f é continua

Vd > 0 Je > 0 tal que para zp <t <z < xo+ ¢ se tem |f(t) — f(xo)| <.

Logo
F(x)— F(x 1 i 1 y
PO )| < L 150 = fGan)lde < —— [ =5
r — g r — 2o r — Xy
xo xo
Donde F(x) - Fxo)
Mt — 15 L) = F\To)
De forma andloga se provaria que
F(x)—F
Pey) = tim T ZE@O) _ py
T—To T — X

Portanto obtemos que

F'(x0) = f(x0),Vao € [a,b].

[
Este teorema, tal como o nome indica, é um resultado fundamental. Referenci-
amos trés consequéncias muito importantes.

Nota 5.12 Seja f : [a,b] — R continua em [a,b]. Entao, a fungao f € primitivdvel
neste intervalo e uma sua primitiva € a fungao

F(z) = / F(t)dt.

uma vez que se tem F'(xq) = f(xg), Vo € [a,b].

A segunda consequéncia é um método muito eficaz para o calculo de integrais de
fungoes continuas.

Corolério 5.2 (Regra de Barrow (RB)) Seja f : |a,b] — R continua em |a,b].
Entao, sendo F : [a,b] — R definida por

Fz) = / F(t)dt
para todo = € [a,b], tem-se a
FO) - Fla) = [ fla)da,
o escreve-se b
[t = (P} = ) - Fl),

onde F' € uma primitiva de f em [a,b].
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»Em construcao”

5.2.3 Exercicios Propostos:
19) Seja f(z) =x + 3 em [0, 5].
Determine as somas superior e inferior de Darboux quando:

a) P =1{0,2,4,5}.

b)  P,={0,1,2,3,4,5}.

20) Seja f(x) definida em [—1, 2] por:

—x+3 se —-1<z<0
flr)=¢ 2241 se 0<x<1
3 se 1<x<2

e uma particao P do intervalo I:

1 13
P = _]-7__707_7_72 :
2" 7272
Determine a soma inferior de Darboux de f relativamente a P.

21) Calcule os integrais superior e inferior da fungao seguinte no intervalo indi-
cado.

[0 se zeQn]0,1]
f@)_{l se z € (R\Q)NI0,1]

A fungao f é integravel no intervalo [0, 1]7Justifique.

22) Seja f(x) uma fungdo continua e nao negativa no intervalo limitado [a, b] C
R.

Prove que se f(x) nao é identicamente nula em [a, b], entao:

b

/ F@)dz > 0.

a
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23) Determine, sem os calcular, o sinal dos integrais:

24) Diga, justificando, sem calcular, qual dos seguintes integrais é maior:

1 1
a) [V1+4 22 dx ou [z du;
0 0

1 1
b) [a*sen®z dx ou [ xsen®z du;
0 0
w/2 /2
¢) [ cosx dx ou J senx du.
0 0

25) Verifique que se tem:

e
e < /er logx dr < e

1

26) Seja f uma fungao continua em [1, +00) e
/ () dt=e"(Va—1).
1

a) Determine, justificando, f ().

b) Sem calcular o integral, mostre que ff f(t) dt =2e3 — e
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27) Calcule os seguintes integrais:

3m
2 e 0
a) [ senx du; b) [logz du; ¢) [sen®x du;
0 1 1
3 4 .3 1
21 x 1
d d d dx;
) [ O e O e K

T 1 1
g) [ sen?x dx; h) [ ¥z dx; i) [av1+ 2 d;
-1 0

3 2 s
i) | s du k) [atloga di 1) [ e cost da
% 1 ™ 9
m) Efm du; n) Of:c senx dr; 0) 1f36\3/1 —x d.
3
1 . 3 sen2x g tgx
z+e® I _ dx: dx;
p) {6 X3 Q) {1+Sen4x L5 T) OfCOS2.CE x5
2 . 2
S xlogx dx; t) | sinhxsenx dx; u ——— duz;
) ef g ) { ) {x\/aﬁ——i—l
% ; ]
2 2 COS T 1
2 dx: dx: R —
v) gmarcsenx “ z) 46—5senx—|—sen2w 7 2) 0fx2+4x+5

28) Seja f uma fungao integréavel em [0,1] e g(z) = /f(t)dt com a € [0,1].

Justifique que g é uma funcao integrével em [0, 1] e mostre que existe b € [0, 1] tal

que
/ g(t)dt = / )t

a

29) Sendo f uma fun¢ao continua em R e diferencidvel no ponto 0,

g(z) = /f(t)dt, vz € R
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e h =gog, calcule h”(0) expresso em f(0) e f'(0).

senx

30) Justifique que a fungao f(z) = ¢ integravel em [O, g} e mostre que

1

T
2
sen T
dr = / dz.
[ x V1 — z2arcsen

0

31) Sendo f uma fungao com 2%derivada continua,

consideremos a funcao g : R — R definida por

T

g(z) = / (x 1 1) F(t)dt.

0

a) Calcule, ¢ (x), ¢"(z), " (x).
Justifique que, se f(0) # 0, entao g tem um ponto de inflexao em x = 0.

b) Através duma integragao por substituicao, mostre que:

2z

glz) = / w?g(u — z)du.

x

32) Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das fungoes:

a) f(z)= [logt dt; b) g(z) = ff V14t dt;

1

2
At d = [T et dt.
gt yr(z)= [ e

0

&) hiz) =[5

33) Considere a funcao: g(z) = / (3+ t3)_% dt.
0

Indique o seu dominio e calcule ¢’ (0) e ¢’ (1).

34) Defina-se uma funcao f(z) pelo integral indefinido /t (t—1)e Pdt.

0
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Estude os extremos relativos de f(x).

35) Considere a funcao g : (0,+00) — R definida por

xT

t
r) = | ———logt dt.
9(x) [(lthQ)z g

a) Calcule ¢(2).

b) Justifique que g é diferencidvel em R e calcule ¢'(x) para x > 0.

c) Estude g quanto & monotonia e verifique que hd um e um s6 ponto ¢ > 0
tal que g(c) = 0.

36) Seja f : RT — R a funcao definida por

log z

flz) = /xet2 dt — z.

0

Verifique que f tem um minimo em 1.

37) Sejam f:[0,2] > Reg:[—1,1] — R fungdes continuas. Verifique que:

a) /(:1: —1) f[(z - 1)2] dx =0 b) /g(senx) cosx dr = 0.

38) Consideremos uma funcao f continua, duas fungoes g(z) e h(x) diferenciaveis

9(x)

num intervalo aberto I e F(x) = / f(t)dt. Mostre que:
h(x)
Fi(z) = f(9(x)) d'(z) = [ (h(z)) I (x).

39) Justifique a diferenciabilidade de cada uma das seguintes fungdes e

calcule as respectivas derivadas.
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21 x? T

a) f(x) :/SGH%COSL‘2 dt;  b) g(x) =/10g(1+t2) dt: ) h(x) :/a“lr(jfgtf dt.

T x 1

40) Calcule a 4rea dos seguintes subconjuntos de R? :
a) {(z,y) eR?:y <5, y>-5r+5e y>loga};

b) {(z,y) €R?: w0 <y < —a+2};
1
) {(fc’y)eRQ:—méyégﬂf—l};

d) {(z,y) e R?: 22 + 4> <10 e |z| + |y| > 4};
e) {(z,y) eR*:0<ax <1, y>0 e y<arctga};
f)A{lzy) eR?:2>0, y>z, y>a* e y<dr};

9) {(z,y) eR? iy < —w+2, y>2* e y<2};

41) Calcule a drea da regido do plano limitada pelas linhas de equagao:

a)r=0, x=2y=ux(r—-2), y=§;
3 x 1
b = .
¢) =3<x<3, 0<y < (z41)e"t
d) 0 log x
xr =€ = _ 2 .
v Y Y N

42) Calcule os comprimentos dos arcos:
, 2
a) da curva definida por y = g\/ x3, com x € [0, 1];

b) de parébola de equagio y = 2%, com x € [—1,2];

241
¢) da curva de equacao y = coshz, entre Py = (1,0) e P| = (1, ¢ 2+ >
e

et —1

et + 1’

d) da curva de equagao y = log compreendido entre



5.2. INTEGRACAO 217

os pontos de abcissas a e b com 0 < a < b.

43) Considere a regiao A do plano limitada pelas linhas de equacao:

0< y<logrex<a, coma>1

a) Calcule a drea da regiao A;

b) Calcule o comprimento da linha (formada por um arco de curva e dois
segmentos

de recta) que "limita” o conjunto A.

44) Determine o volume do cone de altura h =1 e cuja base é um disco de raio
r=1.

45) Determine o volume do sélido de revolucao gerado pela rotagao de 2w da
regiao A
em torno do eixo dos zz, sendo A a regiao definida por:

A:{(x,y)GRZ:OSygex—l e nggl}.

46) Considere a area da regiao A do plano limitada pelas linhas de equagao:

y=0, y=—ux, y:26x2+y2:4.

a) Determine a drea da regiao A;
b) Determine o volume do sélido de revolugao gerado pela rotacao
de 27 da regiao A em torno do eixo dos zzx.
47) Um fluido escorre para dentro de um tanque a velocidade de 2t + 3 litros
por minuto,
onde t é o tempo medido em horas depois do meio-dia.
Se o tanque estiver vazio ao meio-dia e tiver a capacidade de 1000 litros,

a que horas estara cheio?

48) Considere uma mola em espiral de comprimento 15 cm.
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Determine o trabalho necessario a reduzir a % do seu comprimento

sabendo que é necessaria uma forca de 2 K¢ para reduzir a mola de 1 cm.

49) Considerando que a aceleragao da gravidade perto da terra é de 9,8 m/s,

determine o trabalho necessario para levantar 2 m, acima da superficie da
Terra,

um objecto que pesa 50 Kg?

50) Determine o centro de massa:

a) da regiao limitada superiormente pelo grafico da funcao f(z) = 2% e

pelas rectas de equagoes y =0, x =0e x = 1;

b) do arco da semicircunferéncia 22 + y? = 1 com y > 0;

¢) do conjunto formado pelo disco de raio 1 e centro na origem e
pela regiao limitada superiormente pelo grafico da funcao sen x

entre os pontos de abcissas 27 e 3m.e inferiormente pelo eixo dos zx.
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Solucoes dos exercicios

19)a) s(f,P)=23eS(f,P)=32; b) s(f,P)=25eS(f,P)=30.

20) s (f, P) = 5,5.

1 1
21) /f($)d:£ =0e /f(:z)dx = 1; Nao é integravel.

0 0

wlx
[VE]

23) a) /Senxdx>0 b) [ zsenzx dx > 0.
T

=B
|
wlx

1 1
24) a) [V1+2?dx > [z da;
0 0

1 1
b) [a?sen’z dr < [xsen®x du;
0 0

w/2 w/2
¢) [ cosx dr= [ senz dux.
0 0

219
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27)
a) 1;
1
d) — Ogg;
2
9) ™
log 21
j) logd — ==
2
V2 V2 V6
m) > arcth—arctg? ;
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2 31
b) 1; c)§—|—cosl—coz :
2 2
e) % — log 5; f) log 3
4
15
7 8log2
k) —— ) =(e" =1
) —gt 3 Dl =1
468
n) m; 0) — —
1
q) arctgz; T) 6;
sinh (\/g— 1) (\/§+ 1)
) ; u) log
2 (V3+1) (vV2-1)
4
x) log 5; z) arctg 3 — arctg 2.

29) 1"(0) = £'(0) (£(0))* + f(0)£(0).

31) a)

xT x

g (z) :2x/f(t)dt+2/tf(t)dt+4x2f(x);

0 0

T x

g () :2x/f(t)dt+2/tf(t)dt+4x2f(:v);

0 0

" (x) = 14f(x) + 20z f'(z) + 422 f" ().

I
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32)
a) Dy = (0,+00) ; é mondtona decrescente em (0, 1), monétona crescente em (1,400);
minimo local o ponto (1,0).
b) D, = R; é mondtona decrescente em R; ndo tem extremos locais.
¢) Dy, = (0,400) ; 6 mondtona decrescente em (0, +00) ; ndo tem extremos locais.
d) D, = R; é mondtona decrescente em (—o0,0), mondtona crescente em (0, +00) ;
minimo local o ponto (0,0).

33) Dg = (—V/3,400); ¢'(0) =

34) A funcdo tem um mdaximo no ponto zero com f(0) = 0 e um minimo no
1

ponto de abcissa 1 com f(1) = /t (t—1)e "dt.
0
V2

35) 0) 9(2) = log <=3 b) ¢'(+) = ﬁloga

c) g é estritamente crescente em [1, +00) e estritamente decrescente em (0, 1];

c=1.
39)
a)f'(z) = — sen 2z cos x?; b)g'(z) = —log (1 + 2?) + log (1 + z*) 2u;
)b (z) = e (2 arctgx — %) :

7 9 2 1 4 3 1
40) a)ed — 3 6)5; ¢) — = + - arcsen o d)20 (arcsen— — arcsen —) -

5 2 £/ 10 v 10
16410 + 34;
T 1 15 7482
— ——log2; f) —; g) ———.

7 5  3V2
41) a) 3 b) E—I—% (arctg2—%);c) —3e?+3e* +2; d) 4 — 2y/e.

42) a) %(2\/5—1);17);l[4\/ﬁ—log(4+\/ﬁ)+2\/3+10g(—2+\/5)];
e 1 e —1
c) 37 55 d)a—b+10g€2a_1.
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43) a) aloga;
1
b) (a— 1)+10ga+\/1+a2+§10g

VitaZ-—1 1. V2-1
——ﬁ——log .
Tra2+1 2 V241

s
44) —.
)3

e? 5
45 — =2 — .
)77(2 e—|—2>

32

46) a) ™+ 2; b) 3™

A7) 14 : 51H.
48) 0,25 Kgm.

49) 980 J.
3 3\ 4\ br T
50) Cl) (Z?E) ) b) (07 371')’ C) (24—7‘(” 9 —|—7T) .
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