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Resumo

O problema de Frobenius consiste em encontrar uma férmula, em ter-
mos dos elementos de um sistema minimal de geradores de um semi-
grupo numérico, para calcular o niimero de Frobenius e o género. Neste
trabalho apresentaremos algumas classes de semigrupos numéricos para
o qual este problema foi resolvido. Damos férmulas para o nimero Fro-
benius, tipo e o género para MED-semigrupos, semigrupos numéricos
de Mersenne, semigrupos numéricos de Thabit, semigrupos numéricos

de Repunit e semigrupos numéricos com multiplicidade igual a quatro.

Palavras-chave: Semigrupos numéricos, nimero de Fro-

benius, género e tipo.
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Numerical semigroup -
Frobenius number

ABSTRACT

The Frobenius coin problem consists in finding a formula, in terms
of the elements in a minimal system of generators of S, for computing
the Frobenius number and the genus. In this work we will present
some classes of numerical semigroups for which this problem is solved.
We give formulas for the Frobenius number, type and the genus for
MED-semigroups, Mersenne numerical semigroups, Thabit numerical
semigroups, Repunit numerical semigroups and numerical semigroups

with multiplicity four.
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1. INTRODUCAO

Seja Z o conjunto de niimeros inteiros relativos e N o conjunto dos
inteiros nao negativos. Um semigrupo numérico é um subconjunto S
de N, fechado para adicao, contém 0 e o seu complementar é finito em
N. O problema de Frobenius (muitas vezes conhecido por problema
da moeda de Frobenius em homenagem a Ferdinand Frobenius) con-
siste em encontrar a maior quantidade de dinheiro que se pode obter
utilizando s6 moedas com denominagcoes especificas.

Se ay, . .., a, sdo inteiros positivos com p > 2 e mdc{ay,...,a,} =1

entao o cojunto
(a1, ... ap) ={Nar + -+ Xpap | A eNyie {1,...,n}}.

é um semigrupo numérico. Além disto qualquer semigrupo numérico
pode ser escrito desta forma. Portanto o estudo dos semigrupos
numéricos pode ser visto como o estudo das solucgoes inteiras nao ne-
gativas duma equacao linear nao homogénea com coeficientes inteiros
positivos. De facto trata-se de um problema classico amplamente tra-
tado na literatura (ver por exemplo [2]).

A partir da segunda metade do século passado o estudo dos semigru-
pos numéricos foi essencialmente motivado pelas suas aplicagoes na Ge-
ometria Algébrica. Seguindo esta linha classica, dois invariantes tém es-
pecial relevancia: o maior inteiro nao pertencente a S (respectivamente
o cardinal de N\ §) é chamado nimero de Frobenius (respectivamente,

género de 5), é denotado por F(S) (respectivamente, g(S)). Frobenius



propos nas suas palestras os seguintes problemas. Dados ay, ..., a, in-
teiros positivos com mdc {ay, . . ., ap} encontrar uma formula para obter
F(S) e g(S) em termos dos inteiros dados anteriormente. Este problema
foi resolvido por Sylvester para semigrupos com p = 2 e encontras-se
em aberto para p > 3. O nosso objectivo neste trabalho é encontrar
formulas para resolver este problema para algumas classes de semigru-
pos numéricos: MED-semigrupos, semigrupos numéricos de Mersenne,
semigrupos numéiricos de Thabit, semigrupos numéricos de Repunit
e semigrupos numéricos gerados por {4 < as < az} (ver em [12], [11],
[13], [14], e [15]) ).

Dizemos que um semigrupo numérico tem dimensao de imersao ma-
ximal (MED-semigroup) se a; = p, isto é, tem um nimero maximo de
geradores.

Um inteiro positivo x é um ntimero de Mersenne se x = 2" — 1 para
algum n € N\{0}. Estes ntimeros sao assim nomeados em homena-
gem a Marin Mersenne, um padre franceés, que os estudou no inicio
do século XVII. Estes nimeros tém sido estudados pelas suas proprie-
dades notaveis de a cada primo de Mersenne corresponde exatamente
um numero perfeito. Além disso, é muito mais facil testar se um dado
nimero de Mersenne é primo do que fazer o mesmo teste a outro qual-
quer numero arbitrario do mesmo tamanho.

Dizemos que o semigrupo numérico S é um semigrupo numérico
de Mersenne se existe n € N\{0} tal que S = ({2""" —1 | i € N}).
Esta classe de semigrupos numéricos serd denotada por S(n) =

({2 — 1] i e N}
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Dois niimeros m e n sao chamados de niimeros amigdveis se a soma
dos seus divisores préprios (os divisores excluindo o préprio ntimero)
de um nimero é igual ao outro. A titulo de exemplo, pense no nimero
220. Se dividido por 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 e 110, o resultado
é um numero inteiro. Por isso, estes numeros chamam-se divisores
de 220. Se os somarmos todos obtemos 284. Acontece que a soma
dos divisores de 284, que sao 1, 2, 4, 71 e 142, é 220. E é por causa
desta coincidéncia que o 220 e o 284 se chamam numeros amigaveis.
Um inteiro positivo x é um nimero de Thabit se x = 3.2" — 1 para
algum n € N (assim chamado em homenagem ao matemético, médico,
astronomo e tradutor Al-Sabi Thabit ibn Qurra al-Harrani 826-901).
Estes nimeros expressos em representacao bindria tém n + 2 digitos
de comprimento, comeca por ”"10”seguido de n 1’s, isto é, 1011...1.
Thabit ibn Qurra foi o primeiro a estudar estes nimeros bem como a
sua relagao com os nimeros amigaveis (ver [5]). Ele descobriu e provou
quesep =3.2"—1,¢=32"1-1er =9.2""1—-1 sdo nimeros primos,
entao M = 2"pg e N = 2"r sao um par de nimeros amigaveis.

Dizemos que S é um semigrupo numérico de Thabit se existe
n € N tal que S = ({3.2"7" — 1 | i € N}). Esta classe de semigrupos
numéricos serd denotada por T'(n) = ({3.2"7" — 1| i € N}).

Na teoria dos numeros, um repunit é um nimero que consiste de
copias do unico digito 1. Os numeros 1,11,111 ou 1111, etc., sao
exemplos de repunits. O termo significa uma unidade repetida e foi
cunhado por Albert H. Beiler em (ver [3]). Um semigrupo numérico S

¢ um semigrupo numérico repunit se existirem inteiros b € N\{0,1} e
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b—1

numéricos serda denotada por S(b,n) = <{bn;_i1_1 | i€ N}> Observar

n € N\{0} tal que S = <{ oL e N}> Esta classe de semigrupos

que todos os digitos dos niimeros de Mersenne na base-2 sao iguais a 1
e portanto sao nimeros de repunit.

A finalizar estudamos os semigrupos numéricos gerados por
{4 < as < az} em que estes elementos sao relativamente primos. Se
S é gerado por {ai,as,a3} e d = mdec{ay,asz}, entdo como conse-
quencia de [6] e [9], temos que F(S) = d.F ((%,% a3)) + (d—1)as
e g(5) = dg ((F % as)) +3(d—1) (az = 1).

Por isso, para resolver o problema de Frobenius dos semigrupos
numéricos gerados por {4 < as < ag}, focamos o nosso estudo no caso

em que os geradores sao relativamente primos.



2. PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas nogoes e deficoes basicas sobre
semigrupos numéricos, que vao ser necessarias ao longo deste trabalho.

Seja N o conjunto de nimeros inteiros nao negativos. O semigrupo
numérico ¢ um submondide de N por isso comegamos por introduzir
algumas defini¢oes sobre os mesmos.

Um semigrupo é um par (S, +), em que S é um conjunto e + é uma
operacao bindria que é associativa em S. Um subsemigrupo 7T do se-
migrupo S é um subconjunto que é fechado para a operacao binéria
considerada em S. Claramente, a interseccao dos subsemigrupos de
um semigrupo S é ainda um subsemigrupo de S. Assim dado um sub-
conjunto nao vazio A de S, o menor subsemigrupo de S que contém A
¢ a intersecgao de todos os subsemigrupos de S que contém A. Deno-
tamos este semigrupo por (A), e dizemos que é subsemigrupo gerado

pelo conjunto A. Donde temos que

(A) ={ a1 + -+ Ma, | n e N\{0},a, € A, N €N, ie{1,...,n}}.

Dizemos que S é gerado por A C S se S = (A). Neste caso, A
¢ um sistema de geradores de S. Se A for finito, entdao dizemos que
S é finitamente gerado. Um semigrupo M é um mondide se tiver o
elemento neutro, isto é, existe um elemento neutro em M, denotado
por 0 tal que 0 + a = a para todo a € M (aqui estamos a assumir
que o semigrupo é comutativo, e isto é véalido para os mondides). O

subconjunto N de M é um submondide de M se é um subsemigrupo de
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M e 0 € N. Temos que se M é um monéide, entdao {0} é um submondide
de M, chamado submonoide trivial de M. Como nos semigrupos, a
interseccao dos submondides de um monoide é também um monoide.

O menor submondéide de M que contém um conjunto A é
(A) ={Ma1 + -+ a, | neN\{0},a;, € A\, N, ie{l,...,n}}

diz-se submondéide de M gerado por A. Também como no caso dos
semigrupos, o conjunto A é um sistema de geradores de M se (A) = M,
e diremos também que M é gerado por A. Além disso , dizemos que um
mondide M é finitamente gerado se existe um sistema de geradores de M
com um numero finito de elementos. Note que (#) = {0} = (0) . Dados
dois semigrupos X e Y a aplicacao f: X — Y é um homomorfimo de
semigrupo se f(a+0b) = f(a) + f(b) para todo a,b € X. Dizemos
que f é um monomorfirmo, um epimorfismo, ou um isomorfismo se é
injectiva, sobrejectiva ou bijectiva respectivamente. Claramente, se f é
um isomorfismo entdo a sua inversa é f~!. Dois semigrupos X e Y sao
ditos isomorfos se existe um isomorfismo entre eles. Vamos denoté-los
por X 2 Y. Uma aplicacao f: X — Y com X e Y mondides é um
homomorfismo de monoide se for um homomorfismo de semigrupo e
f(0) = 0. Os conceitos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfirmo
do mondide estao definidos para semigrupos.

Se S é um semigrupo numérico e S = (A), tal que S # (X) para todo
X G A, entao A é um sistema minimal de geradores de S. O cardinal
de um sistema minimal de geradores de um semigrupo numérico S é

conhecido como dimensao de imersao de S, denota-se por e(S). A
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multiplicidade é o menor inteiro positivo que pertence a S, denota-se
por m(S5).

Se S é um semigrupo numérico entdo N\S tem-se um nimero finito
de elementos. O conjunto formado por N\ S é chamado conjunto das
lacunas de S e denota-se por G(S). Por sua vez, o cardinal de G(S) é
chamado género de S (ou grau de singularidade de §), denota-se por
g(5). O maior inteiro que nao pertence a S é conhecido como o nimero
de Frobenius de S, isto é, o menor inteiro tal que x +n € S para todo
n € N, denotado por F(.5).

O seguinte resultado da-nos outra forma de definir semigrupo

numérico.

Lema 1. Seja A um subconjunto ndo vazio de N. Entdo (A) é um

semigrupo numeérico se e somente se mdc (A) = 1.

Prova. Seja d = mdc(A). Claramente, se s pertence a (A), entao d | s.
Como (A) é um semigrupo numérico, N\ (A) ¢ finito, entdo existe um
inteiro positivo = tal que d | x e d | x + 1. Assim tem-se que d = 1.
Para provar a implicagdo contréria é suficiente mostrar que N\ (A) é
finito. Se 1 = mdc(A) entao existem inteiros z1,...,2, e as,...,a, € A
tais que z1ay + - - - 4+ zpa, = 1. Movendo estes termos com z; negativo
para o lado direito, podemos encontrar iy, ..., g, j1, ..., 5 € {1,...,n}
tal que zja; +- - -+ zigaiy, = 1 — 251051 —- - - — 250 Consequentemente
existe s € (A) tal que s+ 1 também pertence a (A). Provemos que se
n > (s—1)s+s—1,entdaon € (A). Seja g e r inteiros tais que n = gs+r
com0<r<s Den>(s—1)s+(s—1), deduzimos que ¢ > s—1 > r.

De onde segue que n = (rs+r)+(qg—r)s =r(s+1)+(qg—r)s € (4). O



Trivialmente temos seguinte resultado.

Proposicao 2. Seja S um semigrupo numérico. Entao:

(1) m(S) = min(S\ {0});
(2) e(S) < m(S).

Notemos que e(S) = 1 se e somente se S = N. Temos também que
S = {0,m —} é um semigrupo numérico com e(S) = m = m(S).
O resultado seguinte diz-nos que os semigrupos numéricos classificam

a menos de um isomorfismo os submonoides de N.

Proposicao 3. Se M é um submonoide nao trivial de N, entao M é

isomorfo a um Semigrupo numerico.

Prova. Se d = mdc(M), entdo temos pelo Lema 1 que S =
<{% | m € M}> ¢ um semigrupo numérico. A aplicacao f : M — S,

f(m) =2 é claramente um isomorfismo de monoides. O

Seja S um semigrupo numérico. Escrevemos S* = S\ {0}. Temos
que o conjunto S* 4+ S* corresponde aos elementos de S que sao soma

de dois elementos nao nulos em S.

Lema 4. Seja S um submonoide de N. Entdao S*\ (S* 4+ S*), € um
sistema se geradores de S. Além disso, todos os sistemas de geradores

de S contém S*\ (S* + 5*).

Prova. Seja s um elemento de S*. Se s ¢ S*\ (S*+ S5*), entao existem
r,y € S* tal que s = x + y. Repetimos este procedimento para x

e y, e depois de um numero finito de passos (s,y < ), encontramos
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81,y Sp € S*\ (S* + 5%), tal que s = 57 + ... + s,. Isto prova que
S*\ (S* + 5*) é um sistema de geradores de S. Por outro lado, seja A
um sistema de geradores de S. Suponhamos que z € S*\ (S* + 5*).
Existe n € N\ {0}, A\1,..\, € Neay,...,a, € A tal que x = A\jag +
o + Anap. Assim x ¢ (S* + 5*), deduzimos que z = a; para algum
ie{l,..,n}. O

Definigao 5. [1] Seja S um semigrupo numérico e seja n um dos seus
elementos nao nulos. Chama-se conjunto Apéry de n em S ao conjunto

Ap(S,n)={seS|s—n¢S}.

O conhecimento do conjunto Ap(S, n) para algum n € S\ {0} déd-nos
bastante informacao acerca de um semigrupo numérico S. De facto,
veremos que este conjunto da-nos mais informacao do que o conjunto

de geradores de S.

Lema 6. Seja S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. Entdo
Ap(S,n) = {0 = w(0),w(1),...,w(n — 1)}, onde w(i) é o menor ele-

mento de S congruente com i médulo n para todo i € {0,...,n — 1}.

Prova. E suficiente mostrar que para todo i € (1,...,n — 1}, existe

r€Ntalquei+kneS. O

Observemos que do resultado anterior concluimos que o cardinal do

conjunto de Ap(S,n) é igual a n.

Exemplo 7. Seja S um semigrupo numérico gerado por {4,9,11}.
Entao S = {0,4,8,9,11,12,13,15 —} (o simbolo — significa que todo o
inteiro maior do que 15 pertencem a S). Entao Ap(S,4) = {0,9,11, 18}
de onde temos que 0 = w(0),9 = w(1),11 = w(3) e 18 = w(2).
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Temos que #Ap(S,4) é igual a 4.

Usando o Lema 4 facilmente deduzimos o seguinte resultado.

Lema 8. Seja S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. Entdo para

todo s € S, existe um unico (k,w) € N x Ap(S,n) tal que s = kn + w.

Teorema 9. Todo o semigrupo numérico tem um unico sistema mini-

mal de geradores. Além disso este sistema € finito.

Prova. O Lema 4 afirma que S*\ (S* + S*) é um sistema minimal de
geradores de S. Pelo Lema 6 temos que para qualquer n € S*, obtemos
que S = (Ap(S,n) U {n}). Como Ap(S,n)Un é finito, nés deduzimos
que S*\ (S* 4 S*) ¢é finito. O

Usando o Lema 1 temos o seguinte resultado.

Corolario 10. Seja M um submonoide de N. Entao M tem um unico

sistema minimal de geradores que além disso € finito.

Prova. Definimos d = mde(M). Entao T = {4 | x € M} é um sub-
monoide de N tal que mde(T) = 1. De acordo com o Lema 1, isto
significa que T' é um semigrupo numérico. Se A é o sistema minimal de

geradores de T, entdo {da | a € A} ¢ o sistema minimal de geradores

de M. O

Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que um inteiro x é um
ntimero pseudo-Frobenius se z € Z\S e x+s € S para todo s € S\{0}.
Denotaremos por PF(.S) o conjunto dos nimeros pseudo-Frobenius de

S, e o seu cardinal é o tipo de S, denotado por ¢(S) ( ver [11]).
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Seja S um semigrupo numérico, definimos em S a seguinte relagao
de ordem parcial:

a<gb if b—ae€sb.

Em seguida temos a seguinte caracterizagao de PF(S) em termos dos

elementos do conjunto Apéry de n em S.

Lema 11. Seja S um semigrupo numérico e x um elemento nao nulo

de S. Entao
PF(S) = {w — 2 | w € max<,Ap(S,x)}.

Prova. Seja k € PF(S). Vamos assumir que k ¢ S e k+x € S, isto
é, k+x € Ap(S,x). Seja w € Ap(S,x) tal que k + 2 <, w. Entao
w—(k+z) =w—Fk—2x € S e isto significa que w —z = k + s
para algum s € S. Como w —z ¢ e k € PF(S), pois forga o s a ser
zero e assim w = x + k. Tomemos agora w € max< Ap(S,z). Entao
w—x ¢ S. Sew—x+s ¢S para algum elemento nao nulo s de S,

entdo w + s € Ap(S, x), contradizendo maximalidade de w. O

Exemplo 12. Seja S um semigrupo numérico gerado por {4,9,11}.

Entao max< Ap(S,z) = {18, 11}, assim PF(S) = {14, 7}.

Corolario 13. Se S é um semigrupo numérico, entdao tem-se que

t(S) < m(S).

Nenhuma férmula é conhecida para calcular o nimero de Frobenius
e 0 género de um semigrupo numérico S. No entanto se conhecermos o
conjunto Apéry de n em S o seguinte resultado, introduzido por Selmer

em [17], resolve-nos este problema.
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Lema 14. Seja S um semigrupo numérico e seja x € S\{0}. Entdo
(1) F(S) = max (Ap(S,)) — 7 ;
2) 8(5) = 1 (Sueansm @) — 5

Demonstracdo. Tem-se por definicao dos elementos do conjunto Apéry
que, max (Ap(S,z))—x € S. Se x > max (Ap(S,x)) —x, entdao x +n >
max (Ap(S,z)) Seja w € Ap(S, z) tal que w e x + n sdo congruentes
modulo n Como w < x + n, isto implica que n = w + kx para algum
inteiro k, e consequentemente n — x = w + (k — 1)z pertence a S.
Observemos que para todo o w € Ap(S, x), se w é congruente com i
médulo z e 7 € {0, ...,n — 1}, entdo existe um inteiro ndo negativo k;
tal que w = k; + 4. Assim usando a notacao do Lema 6, Ap(S , z) =
{0,w(l) =kn+1,w?2) =kex+2, ..., win—1) =k, 1xz+n—1. Um
inteiro p ¢ congruente com w(i) médulo n pertencente a S se e somente
se w(i) < p. Assim g(S) =ki+ ko + ... + kpoy = L((kiz + 1) + . +

(k:n_lx +n— ]')> - IT_I = %ZwEAp(s,w) W= IT_I O
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3. SEMIGRUPOS DE DIMENSAO DE IMERSAO 2 E MED-SEMIGRUPOS

Neste capitulo vamos fornecer férmulas para os niimeros de Frobenius
e género de semigrupos tais que e(S) = 2 e para Med- semigrupos.
Se S é um semigrupo numérico tal que e(s) = 2 e gerado por (a, b),

entao Ap(S,a) = {0,b,2b, ..., (a — 1)b}.

Proposicao 15. Se a e b sdo inteiros positivos com mdc(a,b) = 1

entao:
(1) F({a,b)) = ab— aq — b;

(2) g({a,b)) = ==t

Dizemos que S é um semigrupo numérico com dimensao de imersao

maximal (MED-semigroup) se e(S) = m/(S).

Proposicao 16. Seja S um semigrupo numérico minimalmente gerado
por {ng < ny--- <n,_1}. Entdo S é um MED-semigrupo se e somente

se Ap(S,ng) ={0,n1,...,np_1}.
Como consequéncia do resultado anterior temos o seguinte.

Corolario 17. Seja S um MED-semigrupo minimalmente gerado por

{no <mni <---<ny_1}. Entao
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4. SEMIGRUPOS NUMERICOS DE MERSENNE

Um inteiro positivo x é um nimero de Mersenne se x = 2" — 1 para
algum n € N\{0}. Estes nimeros sdo assim nomeados em homena-
gem a Marin Mersenne, um padre francés, que os estudou no inicio do
século XVII. Estes nimeros tém sido estudados pelas suas as proprie-
dades notaveis de a cada primo de Mersenne corresponde exactamente
um numero perfeito. Além disso, é muito mais facil testar se um dado
nimero de Mersenne é primo do que fazer o mesmo teste a outro qual-

quer numero arbitrario do mesmo tamanho.

Definigcao 18. Dizemos que um semigrupo numérico S é um se-
migrupo numérico de Mersenne se existe n € N\{0} tal que S =

({2"*" — 1| i € N}) e sera denotado por S(n).

Uma sucessao (ay,...,ax) é k-upla residual se satisfaz as seguintes
condigoes:
(1) para todos i € {1,...,k} temos que a; € {0, 1,2};

(2) seie€{2,....,k} ea;=2entdoa; =---=a;_; =0.

Teorema 19. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e seja
S(n) um semigrupo numérico de Mersenne minimalmente gerado por
(20 — 1,271 — 1., 221 —1}. Entdo Ap (S(n),so) = {a1(2”+1 -

D+ ta, 1221 =1) | (ay,...,a,_1) é um (n—1) —upla residual}

Agora como consequéncias do Lema 14 e do Teorema 19 temos o

seguinte.
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Corolario 20. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e seja S(n)

um semigrupo numérico de Mersenne associado an. Entdao F (S(n)) =

22 _9n 1,

Coroldrio 21. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e seja S(n)
um semigrupo numérico de Mersenne associado a n. Entao t(S(n)) =

n—1. Além disso
PF (S(n) = {F (S(n)) ,F (S(n)) — 1,...., F (S(n)) — (n — 2)}.

Corolario 22. Seja n um inteiro positivo e seja S(n) um semi-
grupo numérico de Mersenne associado a n. Entio g(S(n)) =

on=1 (2" 4 — 3).

4.1. A dimensao de imersao. Seja n um inteiro positivo. Vamos
comegar esta secgao provando que S(n) é um semigrupo numérico ve-

rificando 2s + 1 € S (n) para todo s € S(n)\{0}.

Lema 23. Seja A um subconjunto dos inteiro nao negativo tal que

M = (A). As sequintes condigdes sao equivalentes:

(1) 2a+1 € M para todo a € A;
(2) 2m+ 1 € M para todo m € M\{0}.

Prova. 1) — 2). Se m € M\{0}, entao existe ai,...,a; € A tal que
m=ay+---+ag. Se k =1entdo m = ay e portanto 2m+1 = 2a,+1 €
M. Se k>2entao 2m+1=2(a; +-+-+ax_1) +2ax +1 € M, porque
M ¢ fechado para adicao.

2) — 1). Trivial. O
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Proposicao 24. Se n € um inteiro positivo entiao S(n) € um semigrupo

numérico. Além disso, 2s + 1 € S(n) para todo s € S(n)\{0}.

Prova. Claramente, S(1) = N é um semigrupo numérico e para todo
s € N\{0} temos que 2s + 1 € N. Suponhemos agora n > 2 ¢ vamos
mostrar que S(n) é um semigrupo numérico. Desde que S(n) seja um
monoide de (N, +) é suficiente provar que N\S é finito, isto é equiva-
lente a mde (S(n)) = 1. Desde que 2" — 1 e 2" — 1 € S(n), obtemos
que mdc {2" — 1,2"" — 1} = mde{2" —1,2(2" — 1) + 1} = 1.

Temos que S(n) = ({2""" —1 | i € N}). Se: € Nentao 2(2" " —1)+
1 =2""* —1 € S(n). Pelo Lema 1, concluimos que 2s + 1 € S(n)

para todo s € S(n)\{0}. O

O nosso préximo objectivo é fornecer um sistema minimal de gera-

dores para o semigrupo numérico de Mersenne.

Lema 25. Seja n wum inteiro positivo e seja S =
({2t —1|i€{0,1,...,n—1}}). FEntao 2s + 1 € S para todo
s € S\{0}.

Prova. Se n =1 entao S = N e o resultado é verdade. Suponha agora
quen >2. Sei€{0,1,...,n— 2}, entao 2(2"" —1)+1 =2"T+ 1 ¢
S. Por outro lado, 2(22" ' — 1)+ 1 =2 —-1=(2"-1)(2"+1) € S.

Aplicando o Lema 1, obtemos que 2s+1 € S para todo s € S\{0}. O

Antes de apresentarmos os proximos resultados, notemos que se X
e Y sao conjuntos de nimeros inteiros nao vazios tais que ¥ C X e

X C (Y, entao obtemos que (X) = (Y)



17
Proposicao 26. Se n € wum inteiro positivo, entdo S(n) =

({2 —1]i€{0,1,...,n—1}}).

Prova. Seja S = ({2 —114i€{0,1,...,n —1}}). Pela nota prece-
dente, é suficiente mostrar que 2"*" — 1 € S para todo i € N. Usamos
indugao em i. Para ¢ = 0 o resultado ¢é trivial. Assumamos que a
proposicao é verdadeira para i e vamos mostrar para ¢ + 1. Assim
2ntitl 1 = 2(2"" — 1) + 1 assim pela hipétese de inducao e pelo

Lema 4 nés temos que 2"+t —1 ¢ S. O

A proposigao acima diz-nos que {2"" —1|i€{0,1,...,n—1}} é
um sistema de geradores de S(n). O préximo resultado é fundamental

para mostrar que esse conjunto ¢ o sistema minimal de geradores de

S(n).

Lema 27. Seja n um inteiro maior ou igual a dois. Entdo 22"~ —1 ¢

({2 —1]i€{0,1,...,n—2}}).

Prova. Assumamos pelo contrario que existe a,,...,a,_o € N tal que
9211 ] = (2" — 1) + -+ + an_o(22""% — 1). Entdo 221 — 1 =
2" + -+ ap_922""%2 — (a,+ -+ -+ a,_2) e consequentemente (a, +
o 4 ap—9) = 1(mod 2"). Com isso, temos que (a, + -+ + ay—2) =
1+ 2"k para algum £ € N. Se k = 0O entao a, + -+ a,_ o = 1 e
assim existe ¢ € {0,1,...n —2} tal que a; = 1 e a; = 0 para todo
7 €40,1,...,n—2}\{i}. Assim deduzimos que 2?"~! —1 = 2"+ — ]
para cada i € {0,1,...n — 2}, o que é absurdo . Se k # 0 entao a, +

st an_g > 1427 Isto implica que a, (2" —1)+- - +a, (2?2 —1) >
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(@o+-Fans) (2" =1) > (142" (2" =1)=2"-1>2""—1,0

que é absurdo. O

Podemos agora enunciar os resultados sobre o sistema minimal de

geradores de S(n) anunciado acima .

Teorema 28. Seja n um inteiro positivo e seja S(n) o semigrupo

numérico de Mersenne associado a n, entao e (S(n)) = n. Além disso

{2t —11i€e{0,1,...,n—1}} € o sistema minimal de geradores de
S(n).
Prova. Para n = 1, o resultado segue trivialmente. As-

sim, suponhemos que n > 2. Usando a Proposicao 2 temos
que {2""" —11]i€{0,1,...,n—1}} é um sistema de geradores de
S(n). Se ndo for minimal entdao existe h € {1,...,n—1} tal
que 2"th — 1 e ({2t —11i€{0,1,...,h—1}}). Seja S =
({2r"—11ie{0,1,...,h—1}}). Se i € {0,1,...,h—2} entdo
202" —1) 4+ 1 = 2"t — 1 € S, Além disso 2 (271 —1) + 1 =
2nth _ 1 € S. Aplicando o Lema 23 obtemos que 2s + 1 € S para
todo s € S\{0}. Agora vamos usar a indugao em ¢ para provar que
27t — 1 € S para todo i € N. Para i = 0 o resultado é valido. Assu-
mamos que o resultado se verifica para i e provemos para ¢ + 1. Assim
2n+itl 1 = 2 (2" — 1)+1 aplicando a hipétese de indi¢ao e 2s+1 € S
para todo s € S\{0}, obtemos que 2" — 1 € S. Consequentemente

22n=1 _ 1 € S, o que contradiz o Lema 27. O

Observemos que, como consequéncia dos resultados nessa sec¢ao nos

obtemos que para todo o inteiro positivo n existe um unico semigrupo
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numérico de Mersenne S(n) com a dimensao de imersao n. De facto,
S(4) = ({2 — 1,25 — 1,2 — 1,27 — 1}) = ({15,31,63,127}) ¢é o tnico
semigrupo numérico de Mersenne com a dimensao de imersao igual a

4.

4.2. O conjunto Apéry. O nosso objectivo nesta sec¢ao é de descre-
ver o conjunto Ap(S(n),2" — 1), em seguida nés vamos denotar por s;
os elementos 2" — 1, para cada i € {0,1,...,n —1}. Sendo assim,
com esta notagao, nds temos que {so, s1,. .., S,—1} ¢ 0 sistema minimal

de geradores de S(n). E facil de deduzir as seguintes igualdades.

Lema 29. Seja n um inteiro maior ou igual a dois. Entao:

(1) se0<i<j<n—1entio s; +2s; =281 + Sj41;

(2) se0<i<n-—1entdo $; +25,-1 = 28,1 + (2" + 1) s0.

Dizemos que uma sequéncia (aq, . .., ax) é um k-upla residual se sa-

tisfizer as seguintes condicoes:

(1) para todo i € {1,...,k} temos que a; € {0, 1,2};

(2) seie€{2,....,k} ea;=2entdoa; =---=a;_; =0.

Lema 30. Seja mn um inteiro maior ou igual a dois. Se x €
Ap (S(n), so) entao existe um (n — 1)-upla residual (ay,...,an,—1) tal

qQue r = a181 + -+ + AQp—1Sp—1-

Prova. Vamos provar este Lema usando o principio de inducao em x.
O resultado fica claro para = 0. Suponhamos que x > 0 e seja

j=min{i€{0,...,n—1} |z —s; € S(n)}. Observemos que j # 0
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porque z € Ap (S(n), sp). Por hipdtese de indugao existe um (n — 1)-
upla residual (ay,...,a,-1) tal que x —s; = a;sy + -+ + Ap_15,-1-
Consequentemente r = a151+- - '+(a/j+1)8j+' -+a,_18,_1. Para con-
cluir a prova nds sé precisamos mostrar que (ay,...,a; +1,...,a,-1)
¢ um (n — 1)-upla residual. Se a; + 1 = 3 entao, aplicando o Lema
29, percebemos que (a; + 1)s; = 3s; = 2s;_1 + s;41 no caso j <n —1
ou (a; +1)s; = 3s; = 2sj_1 + (2" + 1)sp no caso j = n — 1. Em
ambos os casos isto leva a x — s;_1 € S(n), cantradizendo a minima-
lidade de j. Se existir k > j tal que ax = 2 entao, usando novamente
o Lema 29, ebtemos s; + 2s;, = 2s;_; + Sp41 no caso k < n — 1 ou
s;j+2s, = 2s;_1+(2"+1)sp no caso k = n—1. Em ambos os casos ob-

temos mais uma vez que  —s;_1 € S(n) contradizendo a minimalidade

de j. Agora pela minimalidade de j temos que a; = --- = a;—; = 0
e consequentemente (ai,...,a; +1,...a,-1) é um (n — 1)-upla resi-
dual. O

Notemos que se h é um inteiro positivo, entao a sequéncia dos
ndmeros 27,271 . 27" & uma progressao geométrica com razdo
igual a 2 e a soma dos seus termos é 2" 4 271 4 ... £ 27+ que é

igual a 2nth+1l — on,

Teorema 31. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e seja
S(n) um semigrupo numérico de Mersenne minimalmente gerado
por {so,S1,...,Sn—1}.  Entio Ap(S(n),so) = {ms1 + -+ +

an_18n-1 | (@1,...,a,_1) € um (n — 1) — upla residual. }
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Prova. Denotemos por R o conjuntos de todas as (n—1)-uplas residuais.
Esté claro que R = {0,1Y""" U {(as,...,an1) €R | a; =2} U--- U
{(a1,...,an_1) € R | a,—1 = 2}. Observemos que R é a uniao disjunta
desses conjuntos, consequentemente o cardinal de R é igual a 2"~ +
M2 40 =9 ] =g

Sabemos que
Ap (S(n),s0) CH{ais1+ - -+ an_18.-1 | (a1,...,a,-1) € R}.

Por outro lado, pelo paragrafo anterior, obtivemos que o cardi-
nal do conjunto {ays1+ -+ apn_15,-1 | (a1,...,a,1) € R} é me-
nor ou igual a sg. Ja tinhamos visto que o cardinal de
Ap (S(n), sp) é exactamente sy, e consequentemente Ap (S(n),sy) =

{arsi+ - +an—15n-1 | (a1,...,0,-1) € R}. O

Como consequéncia imediata da prova do Teorema anterior temos o

seguinte resultado.

Corolario 32. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e sejam
(a1,...,ap-1) € (b1,...,bu_1) dois distintos (n — 1)-uplas residuais.

Entao nds temos que a181 + -+ + ap_15p-1 #F b1sS1+ -+ bp_15,1
Vamos ilustrar o Teorema anterior com um exemplo.

Exemplo 33. Vamos calcular Ap (S(4),s9). Temos que sp = 15 e
S(4) = ({15,31,63,127}). As 3-uplas residuais sao (0,0,0), (0,1,0),
(0,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (1,1,1), (2,0,0), (2,1,0),
(2,0,1), (2,1,1), (0,2,0), (0,2,1) e (0,0,2). Desde que s; = 31



22
S9 = 63 e s3 = 127, pelo Teorema 19, obtemos que Ap (S(4),sg) =
{0,63,127,190, 31,94, 158, 221, 62, 125, 189, 252, 126, 253, 254}.

Vamos terminar esta seccao dando um procedimento para ver
se um inteiro positivo pertence ou nao a S(4). Lembremos que
S é um semigrupo numérico, z € S\{0} entdo Ap(S,x) =
{w(0) =0,w(1),...,w(x — 1)} onde w(i) é o menor elemento de S que
é congruente com ¢ modulo n. Entao podemos concluir que um inteiro
z pertence a S se e somente se z > w(z mod z) (onde z mod x denota
o resto da divisao de z por z).

Como vimos no exemplo anterior

Ap (S(4), s0) = {w(0) = 0,w(1) = 31,w(2) = 62,w(3) = 63,w(4) = 94,
w(5) = 125,w(6) = 126,w(7) = 127, W(8) = 158, w(9) = 189, w(10) = 190,
w(11) = 221, w(12) = 252, w(13) = 253, w(14) = 254}.

A partir dai, facilmente segue que 172 € S(4) e 222 ¢ S(4), porque
172 > w(172 mod 15) = w(7) = 127 € 222 < w(222 mod 15) = w(12) =
252.

Teorema 34. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e seja S(n) um
semigrupo numérico de Mersenne associado a n. FEntio F(S(n)) =

22 —on 1,

Prova. Aplicando o Teorema 19, o Lema 14 e a Proposicao 15, De-
duzimos que max (Ap (S(n), sp)) = 2s,-1. Usando agora o Lema 14,
obtemos que F(S(n)) = 25,1 — sy = 2(2" 1 —1)) — (2" - 1) =
L O
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O nosso proximo objectivo é determinar o conjunto de todos os
nimeros pseudo-Frobenius e o tipo de S(n). O seguinte resultado for-
nece uma férmula para os numeros pseudo-Frobenius em funcao do

conjunto Apéry.

Teorema 35. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e seja S(n)
o semigrupo numérico de Mersenne associado a n. Entao t(S(n)) =

n—1. Além disso

PF (S(n)) = {F (S(n)) . F (S(n) — 1,.....F (S(n)) — (n — 2)}

Prova. Pelo Teorema 19 e 0 Lema 11,
deduzimos que max<,, Ap (S(n), so) C
{281+ 89+ -+ 81,282+ 83+ -+ Sp1,.--,28,1}- Usando

o Lema 14, temos que os elementos nesse conjunto sao intei-
ros positivos consecutivos e assim a diferenca entre qualquer par
destes nimeros ¢ menor ou igual a n — 2. Desde que 2" — 1
seja menor inteiro positivo em S(n) e 2" — 1 > n — 2 entdo
concluimos que a diferenca entre dois quaisquer elementos dis-
tintos de  {2s1+So+ -+ S,-1,25+ S5+ Sp1,--, 28,1}
nao estd em S(n).  Consequentemente max<,, Ap(S(n),so) =
{281+ 824+ +5,1,289+ 83+ 4+ Sp_1,.--,28,1}

Temos  que  F(S(n)) = 28,1 —  So. Do
Lema 25, Obtemos ~ que  maxc<y, Ap(S(n),so) =
{F(S(n))+ 50, F(S(n))+so—1,...,F(S(n)) +s0— (n—2)}.
Finalmente, = pelo Lema 27,  obtemos PF(S(n)) =
{F(S(n)),F(S(n)—1,....,F(S(n)) — (n—2)}. O
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Observemos que o Teorema anterior nao é valido para n = 1, desde
que S(1) =N, PF (S(1)) = {—1} e consequentemente t (S(1)) = 1.

O préximo resultado fornece uma férmula para obtermos o género

do semigrupo numérico de Mersenne S(n).

Teorema 36. Seja n um inteiro positivo e seja S(n) um semi-
grupo numérico de Mersenne associado a n. Entio g(S(n)) =

21 (2" +n - 3).

Prova. Para n =1 o resultado ¢é trivial. Suponha que n > 2 e seja R o
conjunto de todas as (n — 1)-uplas residuais. Aplicando o Lema 14, o

Teorema 19 e o Corolario 13 temos que

80—1

NCCIE I ST R

S0
(a1»---,an—1)€R

E claro que

Z ai81+ -+ ap_15p—-1 = Z S1+

(a1,..;an—1)ER (a1,.,an—1)ER, a1=1

+ E 251+ -+ E Sp—1+ E
(a1,....an—1)ER, a1=2 (a1,..,6n-1)ER, an_1=1 (a1,..,0n—-1)ER, an_1=2
Seja i € {1,---,n — 1}. Podemos provar o seguinte:

- o cardinal de {(a1,...,a,-1) € R | a; =2} ¢ 277174
- o cardinal de {(a1,...,ap—1) ER | a;=1e2¢{ay,...,a;1}}
is 272,

-se 1 < J < 1 entao o cardinal de

{(ala' ‘. aan—l) €ER | a;=1e a; = 2} is 2n—i—2,
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De onde deduzimos que

n—1
Z 181+ +any_ 18,1 = Z (2n72 43 anl—z') s+
(a1yesan—1)ER =1
n—1 n—1 n—1
+Y 2 e =y (2 2 ) s Y 2 s =
=1 =1 =1
n—1 n—1

— (271,71 . 2n717i + 2n71) $; = Z (2%71 € 271,7171‘) s; =
1 i=1
1 n—1
<2n—1 + 2n—1—i) (2n+l _ 1) — Z (22n+’i—1 _|_ 22n—1 _ 2n—1 o 2n—1—i) —

1 =1

— 23n—1 _ 22n + (TL _ 1) 22n—1 _ (TL _ 1) 2n—1 _ <2n—1 _ 1) _

i

n

7

— 23n—1 o 2271, + (n o 1)22n—l . n2n—l + 1=

=@2" -1 (2" =2 +n2" —1).
Consequentemente, obtemos que

2" =2

g(S(n)) =2""1-2"4p2" 11— 5

— 22n71_2n+(n o 1) 2n71 —

=21 (2" +n—3).

O

Concluimos esta secgao dando um exemplo que ilustra o resultado

anterior.

Exemplo 37. Vamos calcular o nimero de Frobenius, o tipo e o género
do semigrupo numérico de Mersenne S(4). Pelo Lema 14 obtemos que

F(S(4)) = 28 — 2 — 1 = 239. Usando o Teorema 19 obtemos que
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t(S(4)) = 3 e PF(S(4)) = {239,238,237}. Finalmente, aplicando
agora o Coroldrio 17 temos que g (S(4)) = 2% (2* + 4 — 3) = 136.
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5. SEMIGRUPOS NUMERICOS DE THABIT

Dois niimeros m e n sao chamados niimeros amigaveis se a soma dos
divisores préprios (todos os divisores excluindo o préprio nimeros) de
um numero for igual ao outro e vice versa. Um inteiro positivo = é
um numero de Thabit se x = 3.2" — 1 para algum n € N (nomeado
em honra do matematico, fisico, astréonomo e tradutor Al-Sabi Thabit
ibn Qurra al-Harrani 826- 901). Estes ntimeros expressados na repre-
sentagao bindria tém n+ 2 digitos, sendo "10” seguido de n 1's. Thabit
ibn Qurra foi o primeiro a estudar estes nimeros e a sua relacao com os
nimeros amigaveis (ver [5]). Ele descobriu e provou que se p = 3.2" —1,
q=32"1—1er=9.2"1—1s3o nlimeros primos, entao M = 2"pq
e N = 2"r sao um par de ntimeros amigaveis.

Dizemos que um semigrupo numérico S é um semigrupo numérico
de Thabit se existem n € N tais que S = ({3.2"7" — 1 | i € N}) e serd

denotado por T'(n).

Lema 38. Seja n um inteiro ndo negativo e seja S =
({3.2"% —1}i € {0,1,...,n+1}}). Entao 2s +1 € S para todo o
s e S\ {0}.

Prova. Sei € {0,1,...,n}, entao 2(3.2"" — 1) +1=3.2""" 1€ S.
Além disso, 2(3.227+1 — 1) + 1 = 3.22+2 — 1 = (3.27 — 1) + (3.27+! —
1)+ (3.22" — 1) € S. E portanto, pelo Lema 27 obtemos o resultado

esperado. O
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Teorema 39. Seja n um inteiro nao negativo e seja T'(n) um semi-
grupo numérico de Thabit associado a n, entao e (T'(n)) =n+2. Além
disso {3.2"7 —1 |1 €{0,1,...,n+ 1}} € o sistema minimal de gera-

dores de T(n).

Prova. Seja S = ({3.2""" —1|i€{0,1,...,n+ 1}}). Compreende-se
facilmente que S C T'(n). Para provarmos a outra inclusao, precisamos
mostrar que 3.2""! — 1 € S para todo o ¢ € N. Para isso, vamos usar
o principio de inducao em relacao a 7. Para ¢ = 0 o resultado é trivial.
Assumindo que é valido para i, precisamos mostrar que também serd
vélida para i+ 1. Se 3.2"T+ —1 = 2(3.2"" —1) 41 entdo, por hipdtese
de inducao e Lema 38, concluimos que 3.2"7*t —1 € S. O

2n41)

Vamos mostrar a seguir que 3.2 —1 pertence ao sistema minimal

de geradores de T'(n).

Lema 40. Seja n um inteiro ndo negativo, entio 3.*"t1 — 1 ¢

({3.2+ —1]i € {0,1,...,n}}).

Prova. Suponhemos que 3.22"1—1 € ({3.2"% — 1|4 € {0,1,...,n}}).
Entao existe ag, ..., a, € N tal que 3.22""! — 1 =q((3.2" — 1) +--- +
a,(3.22"—1) = 3(ap2"+- - -+ a,2%")— (ap+- - - +a,) e consequentemente
ap+- - -+a, = 1(mod3.2"). Se ap+- - -+a, = 1+k3.2" para algum k € N.
Por outro lado esta claro que k # 0 e portanto ag+---+a, > 1+ 3.2™.
E com isso ag(3.2" —1)+- - +a,(3.22"—=1) > (ag+- - - +a,)(3.2"—1) >
(1+3.2n)(3.2n — 1) = 9.22" — 1 > 3.2*"*! — 1 que é absurdo. O

O conjunto Apéry do nimero 3.2" — 1 para o semigrupo numérico

de Thabit T'(n) sera definido por Ap(7T'(n),3.2" — 1). Passaremos a
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representar os elementos de 3.2"" —1 por s; para cadai € {0,1,...,n+

1}. Assim, o sistema minimal de geradores de T'(n) é sg, s1,. .., Spt1-

Lema 41. Seja n um inteiro nao negativo. Entao:
(1) se0<i<j<n+1entio s;+2s; =2s;_1 + Sj+1;

(2) se 0 <i<n-+1 entio s; + 28,41 = 28;_1 —0—8%-1-81 + sy,

Prova. (1) Se 0 < i < j <n+1, entdo nés temos que s; + 2s; =
320+ 1 42(3.27H — 1) = 2(3.271) 4 320+ 1 = 25, +

Sj+1-
(2) Se0 < i < j < n+1, obtemos portanto que s;42s,,1 = 3.2" —
14+2(3.220+1 — 1) = 3.20H — 24 392042 _ ] = (32201 _1) 4
(3.27 —1)? 4 (3.2"7 — 1) + (3.22" — 1) = 28;_1 + 82 + 51 + Sn.
U

Denotamos A(n) o conjunto de todos os elementos (ai,...,a,41) €
{0,1,2}™"! obedecendo a seguinte condigao: se 1 < i < j<n+1e
a; = 2 entdo a; = 0. E denotamos por R(n) o conjunto das sucessoes
(a1,...,ans1) € A(n) satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) (pt1 € {07 1}7
(2) se a, = 2 entao a,1 = 0;

(3) sel <i<mnea,=a, =1 entdo a; =0.

Lema 42. Seja n € N e T(n) um semigrupo numérico de Tha-
bit minimalmente gerado por {so,...,ani1}. Entdo Ap(T(n),sy) C

{alsl + -4 Apn+1Sn+1 | ((1,1, . ,an+1) € A(n)}

Prova. Vamos tomar um k € Ap(T'(n), sp). Vamos usar inducao em k

e provar que k = a1+ 4+ ap118p41 com (ag, ..., a,41) € A(n). Para
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k = 0entao k = 0s;+- - -+0s,,11 e com isso fica claro. Assumamos k > 0
ej=min{i € {0,...,n+1} |z —s; € T(n)}. Se k € Ap(A(n), so)
observemos que j # 0 e k — s; = ai151 + -+ + Apy15,41. Desde que
k=aysy+---(a; +1)s; + -+ + ant15,4+1. Para finalizarmos a prova,
é suficiente observar que (as,...,a; +1,...,a,41) € A(n). Provando
com isso que (ay,...,a; +1,...,a,41) € {0,1,2}""! é suficiente para
verificarmos que a; + 1 # 3. Suponhemos que a; +1 = 3. Usando o

Lema 42, identificamos dois casos a depender do valor de j:

e se j <n—+1entdo (a; +1)s; =3s; = 2s;_1 + s; + 1;

e se j=n+1entao (a; + 1)s; = 3s; = 2s;_1 + 3 + $1 + Sn.

Nos dois casos, deduzimos que k — s;_1 € T'(n) contradizendo de novo
a minimalidade de j. Por conseguinte, apartir da minimalidade de j
temos que a; = 0 para 1 < ¢ < j. Verifiquemos que nao existe um
m > j tal que a,, = 2 Assumamos agora pelo contrario que a,, = 2,

pelo Lema 41 temos que :

e se m <n+1entao s; + 28, = 25,1 + Sp41;

e se m=n+1entdo s; + 28, = 28;_1 + S5 + 51 + Sn.

Nos dois casos obtemos que k—s;_1 € T'(n) contradizendo de novo a

minimalidade de j. Concluimos portanto que (ai,...,a; +...,an11) €
A(n). 0
Exemplo 43. Vejamos que T(1) = ({511,23}) e que
Ap(T(1),5) = {0,11,22,23,34}. E claro que A(l) =

{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0)(1,1),(2,0),(2,1)} e assim {a;11 +
1223 | (a1, as) € A(1)} = {0,23,46, 11,34, 22,45},
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O nosso préximo objectivo é encontrar um subconjunto R(n) de

A(n) que preserve a igualdade verificada no Lema 41 se substituirmos

A(n) por R(n).

Lema 44. Seja k € T(n) e k £ 0 mod sy entdo k—1 € T(n) para todo

on € N.

Prova. Se k € T'(n) entao existem ag, ..., a,11 € N tal que k = agso +
oo + Api1Sn+1. Por outro lado se k # 0 mod sy entao existem i €
{1,...,n+ 1} tais que a; # 0. Consequentemente k — 1 = agsg + - - - +
(a; —1)8; + ++ Apg1Sni1 + 32" — 2 =qapsg + -+ + (a; — 1)s; + -+ +
Uni1Sni1 +2(3.27T 1 — 1) = agsg + -+ + (ai_1 + 2)si_1 + (a; — 1)s; +

o+ api1Sne1 € T(n). O

O proximo resultado mostra que se Ap(T(n),so) =

{w(0),w(1),...,w(so — 1)} entdo {w(0) < w(l) < --- <w(sp—1)}.

Lema 45. Seja n € N e w(i) o menor elemento de T(n) congruente
com 1 mddulo sy para todo i € {0,...,s0 — 1}. Entdo {w(0) < w(l) <

e <w(sg— 1)}

Prova. Mostremos que w(i) < w(i+ 1) para todo oi € {0,...,s0—2}.
Sew(i+1) € T(n) e w(i+1) # 0 mod s, temos que w(i+1)—1 € T'(n)
pelo Lema 44. como w(i + 1) — 1 = i mod sq, podemos deduzir que

w(i) Sw(i+1) -1 O

Como resultado do lema anterior obtemos que w(sp — 1) =

max(Ap(T(n), so))-

Lema 46. Se n € N entao max(Ap(T(n), so)) < Sn + Spi1-
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Prova. Tomemos s, + 8,11 = 3.2 — 1+ 322+ — 1 =27(3.2" — 1) +
(20 —1)+27+1(3.20 — 1) 4 (271 — 1) = (20427 ) 5p 27 — 1427+ —] =
(27 + 2" 50 + 59 — 1, podemos concluir que s, + $,41 = so — 1 mod s.
Sendo assim w(sg—1) < s, + S,+1 € pelo Lema 45 obtemos o resultado

desejado. 0

Como consequéncia do Lema 46 obtemos o seguinte resultado.

Lema 47. Seja n € N entao

(1) Sn+1 §§ Ap(T(n), 50);
(2) sp+ Spi1 + 8 & Ap(T(n), so) para todo i € {0,...,n+ 1}.

Vamos supor a partir de agora que que n ¢ um nudmero inteiro
maior ou igual a 1. Denotaremos por R(n) o conjunto das sequéncias
(ay,...,a,41) € A(n) satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) a, +1€{0,1};
(2) se a, = 2 entao a,4; = 0;
(3)sel<i<nea,=a, =1entdao a; =0.

O nosso objectivo é provar que Ap(T'(n), so) = {a151 + -+ +

Ant1Sp1 | (a1, .., ant1) € R(n)}.

Nota 48. Notemos que se n > 2 entao R(n) é o conjunto das sequéncias
(a1,...,an41) € A(n) que satisfazem as seguintes condigoes:

(1) (a1,...,an41) #(0,...,0,2);

(2) (a1, an41) #(0,...,2,1);

(3) se ap =apyy =lentdaoa; =+ =a, 1 =0

Lema 49. Seja n um inteiro positivo, entao #R(n) = 3.2" — 1.
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Prova. Vamos distinguir dois casos.

(1) Se (ay,...,ant1) € R(n) e 2 ¢ {ai,...,a,11}, entdo a; €
{0,1} para todo i € {1,...,n — 1} e além disso a, =
nt1 = 0oua, =0ea; = loua, =1¢ea; =0
ou (ay,...,ans1) = (0,...,0,1,1). Onde #{ai,...,an41 €
R(n)|2¢{ay,...,an1}}=32""1+1.

(2) Se (a1,...,an41) € R(n) e 2 € {a1,...,a,41}, entao existe um
tnico i € {1,...,n} tal que a; = 2. Além disso, se i = n entao
(a,...,ap41) = (0,...0,2,0). Por outrolado, sei € {1,...,n—
1} entaoa; = ... =a;—1 =0 aj41,...,a,-1 € {0,1} e com isso,
oua, =ap1 =0oua,=0ea,,;=10ua,=1ea,1 =0.
Por outro lado #{(a1,...,an+1) € R(n) | 2 € {a1,...,an41}} =
337 2n=i=1 4 1. Consequentemente #R(n) = 3.2" 1 + 1 +
3y lon-icl ] Zgonl 4] 4320141 =627 — 1=
3.2" — 1.

0

Teorema 50. Seja n €  N\{0} e seja T(n) semi-
grupos — numéricos de  Thabit  minimalmente  gerado  por
{327 — 1,32 —1 ... 322 — 1}, Entio Ap(T(n),s0) =
{a1(3.2”+1 ) bt an (3.2 1) | (an,. . ang) € R(n>}.

Prova. Notemos que a cada 3.2""7 —1=s; | i=(0,1,...,n+1).
Como consequéncia dos Lemas 42 e 47, obtemos que Ap(T'(n), so) C
{a1s1 4+ -+ + ans1Sns1 | (a1,...,a,41) € R(n)}. Aplicando os Lemas

6 e 47, vamos ter #{a1s1 + -+, +an115041 | (a1,...,an41) € R(n)} <
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#R(n) =3.2" —1 =359 = #Ap(T(n), sg). Sendo assim Ap(T'(n), sy) C

{a1s1 + -+ any1Sns1 | (a1,...,a041) € R(n)}. O

Como consequéncia da prova do Teorema anterior, temos o seguinte

resultado.

Corolario 51. Se (ai,...,an41),(b1,...,0nt1) €  R(n) e
(ar, ... Gng1) 7 (b1, ..., bpy1), estao temos que a151+- -+ Apy18n41 7

b181 + -+ bn+13n+1-

Reparemos que, pela Nota 48, desde que (0,0,...,1,1) esteja em
R(n) quando n € N\ {0} entao s, + s,41 € Ap(T'(n), s¢). Usando o
Lema 46 temos que maxz(Ap(T(n), sp)) = S$n + sp41. Por outro lado o

Lema 14 fornece uma férmula para o nimero de Frobenius.

Corolario 52. Seja n € N\ {0} entao F(T(n)) = sp + Spt1 — So =
9.22" —3.2" — 1.

[lustremos o ultimo resultado com um exemplo.

Exemplo 53. Seja T'(1) = ({5,11,23}). Pelo Corolério
52, obtemos que F(T(1)) = 11 + 23 — 5 = 29. Te-
mos que R(1) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0)} e asim, pelo
Teorema 50, Ap(7(1),5) = {0,23,11,34,22}.  Seja T(2) =

({11,23,47,95}). Usando o Coroldrio 52, obtemos que F(7T'(2)) =
95 4+ 47 — 11 = 131. E facil verificar que R(2) =
{(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (0,2,0), (1,0,0), (1,0, 1),
(1,1,0)(2,0,0), (2,0,1),(2,1,0)}.
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Consequentemente

Ap(T(2),11) = {0,95,47,142, 94,23, 118,70, 46, 141, 93}. Observemos
que para T'(2) temos que Ap(T'(2),11) = {w(0) = 0,w(1) = 23, w(2) =
46, w(3) = 47,w(4) = 70,w(5) = 93,w(6) = 94,w(7) = 95, w(8) =
118, w(9) = 141,w(10) = 142}. Temos que, por exemplo 129 € T'(2)
e 119 ¢ T'(2), portanto 129 > w(129 mod 11) = w(8) = 118 e 119 <
w(119 mod 11) = w(9) = 141.

5.1. Nimeros pseudo-Frobenius e o tipo. Notemos que se
w, w € Ap(S,z), entdo w' —w € S se e somente se w' —w € Ap(S, z).
assim sendo Maximais<s(Ap(S,z)) = {w € Ap(S,z) | v’ — w ¢
Ap(S,z) \ {0} para todo o w' € Ap(S,z)}. Consequentemente,
temos que Maximais<r(1)(Ap(T'(1),5)) = {22,34} (vejamos o Exem-
plo 53). Pelo Lema 11, temos que PF(T(1)) = {17,29} e entao
t(T'(1)) = 2. Seja n um inteiro maior ou igual a 2. Estd claro que os
elementos maximais em R(n) (com respeito a ordem do produto) sao
(2,1,...,1,0),(0,2,1,...,1,0),...(0,...,0,2,1,0),(0,...,0,2,0),
(2,1,...,1,0,1),(0,2,1,...,1,0,1),...,(0,...,0,2,0,1),(0,...,0,1,1),.
Por outro lado, desde que 2s;, + 1 = ;.7 para todo
i € {1,...,n} temos que {a181 + -+ ,+a,118021 | (a1,...,an11) €
(2,1,...,1,0),(0,2,1,...,1,0),...(0,...,0,2,1,0),(0,...,0,2,0)} =
{25, — (n — 1), 28, — 1 : 2s,} e
{arsy  + -+ (p41Sn+1 ‘ (ar,...,Gn41) €
(2,1,...,1,0,1),(0,2,1,...,1,0,1),...,(0,...,0,2,0,1),(0,...,0,1,1)} =
{sn+snt1—(n—=1),...,8y+8p11—1, Sy +5,11. Como uma consequéncia

do Teorema 50, obtemos o seguinte.
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Lema 54. Seja n um inteiro maior ou igual a 2 , entdo
max<, n)(Ap(T'(n), s0)) = Max<,(m){25n,25, —1,...,25,—(n—1), 5, +

Sna1ySn+ Sni1— 1, S+ Spy1 — (m—1)}

Estamos agora em condicoes de apresentar o préximo resultado, que

¢ o mais importante nesta seccao.

Teorema 55. Seja n um inteiro maior ou igual a 2 e seja
T(n) um semigrupo numérico de Thabit associado a m.  Entdo
max<,(m) (Ap(T'(n), s0)) = {280 — (0 = 1),80 + Sn1, 80 + Sn1 —
..., 4+Spt1 — (n—1)}.

Prova. Sejai € {0,...,n—2}. entdo s, + S$pp1 — (i +1) — (28, — i) =
Sp A+ Snp1 — (28, + 1) = S + Spg1 — Spe1 = Sp € consequentemente
temos que (25, — 9)<7m)Sn + Sn41 — (1 + 1). Pelo Lema 54 obtemos
que max<, ) (Ap(T'(n), s0)) = max<,m){2sn — (0 — 1), 5, + Sp41, Sn +
Spr1— 1,0 Sy + Sy — (n— 1)} Como 2s, — (n — 1) < Sy + Spt1 —
(n — 1), os elementos s, + Spt1 — (M —1),...,8p + Spe1 — 1, Sp + Spaa
sao n inteiros consecutivos e n < 3.2" — 1 entdao deduzimos que {s, +
Spp1—(n—=1),..., 80+ 5p41 — 1,80+ Spq1} € maz<yp) (Ap(T(n), so)).
Finalmente, vamos mostrar que s, + 41 — 1 — (25, — (n—1)) ¢ T(n)
max<, ) (Ap(T'(n), s0)) = max<,m{2s,,2s5,—1,...,25,—(n—1),s,+
Snt1y SntsSni1—1, ..., SpFspr1—(n—1)}, ouigualmente s,+n—i ¢ T'(n)
max<, n)(Ap(T'(n), s0)) = Max<,(;m){25n, 25, —1,...,25,—(n—1), 5, +
Sna1ySn + Sne1 — 1, o oy Sy + Spa1 — (n — 1)}, Assumamos que existem
max<, ) (Ap(T(n), s0)) = max<,(n){25n, 25, —1,...,2s, — (n—1),5,+

Sni1,Sn+ Sni1— 1, ... Sp+ Spa1 — (n—1)} tal que s, +n —i € T(n).
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Desde que s, +n—1=232""—14+n—71=2"(3.2"-1)+2"—1+n—ie
1 <2"—1+4n—i < 3.2"—1, pelo Lema 44, concluimos que s,+1 € T'(n).
Entao existem ayg,...,a,_1 € Ntal que s, +1 =agso+ -+ anr15n_1.
Como s, + 1 # 0 mod sy entao existem j € {1,...,n — 1} tal que
a;j # 0. Portanto s, = agso + -+ + (aj — 1)s; + -+ + ap_15,-1 +
32" —2 =aqagso+- -+ (aj—1)sj+ -+ an_15,-1 +2(3.2" "1 —1) =
apso + -+ + (a; — 1)s; + -+ + ap_15,—1 + 25;_1. Consequentemente

Sn € {({S0,---,8n-1}) 0 que contraria o Teorema 39. O

Aplicando agora o Lema 11 e o Corolario 52 obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 56. Seja n um inteiro positivo e seja T'(n) um semigrupo
numérico de Thabit associado a n. Entdao
PF(T(n))={F(T(n)—ilie{0,....n—1}}U{2s, —so— (n—1)}
et(T(n)) =n+1.

[lustremos com um exemplo.

Exemplo 57. Seja T'(2) = ({11,23,47,95}). Pelo Corolario 52 sa-
bemos que F(T(2)) = 95+ 47 — 11 = 131. Além disso, temos que
25, —so—(n—1) =2x47—11—1 = 82. Aplicando agora o Coroldrio
56, obtemos que PF(T(2)) = {131,130, 82}.

5.2. O género de T'(n). Vamos a seguir, introduzir e demonstrar o
Teorema 60 que nos ira fornecer uma férmula para calcular o género

de T'(n). Para isso, precisamos de alguns resultados preliminares.
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Lema 58. Seja n um inteiro maior ou igual a dois e seja i €

{1,....,n + 1}.  Entio #{(a1,...,n +1) € R(n) | a; = 2} =

/

3.2n L sedie {l,...,n— 1},

1 se i =n,

0 sei=n-+1.

\

Prova. Se i € {1,...,n — 1}, (a1,...,an41) € R(n) e a; = 2, entdo
nés temos que a3 = ag = -+ = a;—1 = 0,a;41,...,a,41 € {0,1} e além
disso ou a,, = 0 ou a,;; = 0. Consequentemente #{(ai,...,a,+1) €
R(n) | a; = 2} = 3271, Por outro lado, também esté claro que
{(a1,...,an41) € R(n) | ay =2} ={(0,...,0,2,0)} e {(a1,...,an41) €
R(n) | any1 =2} =10. O

Lema 59. Seja n um inteiro mator ou igual a dois e seja

ie{l,....,n+1}. Entao

#{(ay,....,n + 1) € R(n) | = 1} =
3(2nt —on=imhy seie {1,...,n— 1},

2" se i€ {n,n+1}.

Prova. (1) Sejai € {1,...,n — 1}. Vamos identificar dois casos.

1.1 Se 2 ¢ {ai,...,;a;i_1}, entao
A1y ey i1y Aig1y -y 0ny1 € {0,1} e a, = 0 ou a,y = 0.
Sendo assim #{(ai,...,n +1) € Rn) | a; = 1 e 2 ¢
{ay,...,a; 1}} =3.2"2
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1.2 Se 2 € {ay,...,ai — 1}, entdo a; = 2 para algum j €
{1,...;i—=1}. Assimay = -+ = a;_1 = 0,aj41,...,0p41 €
{0,1},a;, =1l ea, =0o0ua,+1=0. Assim #{(ay,...,n +
1) € R(n) | a; = 1 e a; = 2} = 3.2"772 Consequentemente
#{(a1,...,n+1) € R(n) |a; =1} = 3.2"*2—|—Z;;11 3.20172 =
=3.2"2 4 3.2"73 .. 4 3.2 = 3(2nmt — on—itl),

Seja ¢ = n. Vamos distinguir dois casos.

2.1se2¢{ay,...,a,_1} entdo ay,...,a,_1,a,41 € {0,1}.
Se por outro lado a,,; =1, entao a; = ... = a,_1 = 0. Assim
#{(ar,...,n+1) € R(n) | a, =1e2 ¢ {ar,...,an_1}} =
on—l 41,

22 Se 2 € {a1,...,a,_1, entdo a; = 2 para algum j €
{1,...,n—1}. Nesse caso a1 = --- = aj_1 = 0,a41,...,0n41 €
{0,1} e apy1 = 0. Onde #{(a1,...,n+1) € R(n) |a; =1lea; =
2} = 277771 Finalmente #{(a,...,n+1) € R(n) | a; = 1} =
A D D
=2n o2 42041 =2m,

Para ¢ = n + 1. Temos também dois casos.

3.1 Se 2 ¢ {ay,...,a,, entdo ay,...,a, € {0,1}. Se por
outro lado a, = 1, entdao a4 = ... = a,-1 = 0. Assim
#{(a,...,n+1) € R(n) | apy1 = 1 e 2 ¢ {ay,...,a,}} =
2t ],

32 Se 2 € {ay,...,a,, entdo a; = 2 para algum j €
{1,...,n—1}. Nesse caso a; = --- = aj_1 = 0,a41,...,0p_1 €

{0,1} e a, = 0. (Observemos que nesse caso nao existem
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elementos tal que a, = 2 e a, = 1). Consequentemente

#{(a1,...,n+1) € R(n) | apy1 = 1 e a; = 2} = 27771

Consequentemente
n—1
#{(ar,...,n+1) €ERM) |apy =1} =2""141+ Y 2m 7t =2n
j=1

4

Teorema 60. Seja n um inteiro nao negativo e seja T(n) um semi-

grupo numérico de Thabit associado a n. Entao
g(T(n)) =9.2"""1 4 (3n — 5) 2" .

Prova. Podemos facilmente verificar que o resultado é também verda-
deiro para n € {0,1}. Suponhemos agora que n > 2. Aplicando o

Lema 14, Teorema 50 e o corolario 51, temos que

1 S0 — 1
g(T(n)) = S_O Z aisy+ -+ Ap4+1Sn+1 — 5 .
(a‘lv"'va‘n+1)6R(n)

Claramente,

E a181 + -+ Qpr1Spy1 =

(at,...,an+1)ER(N)

= Z S1 + Z 251+"'

(a1,....,an+1)ER(n),a1=1 (a1,....,an+1)ER(n),a1=2
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n—1

= Z 3.2" 195, + 2s, +
=1
n—1

+3 032 = 2 s 4 2, + 270 =
=1
n—1 n—1
=3> 232" 1) 43271 ) (3.2 — 1)—
=1

i=1

n—1
=3 2" (B2 — 1) 4 (2" 4 2)s, + 2" =
=1

n—1 n—1
=3) 327 -3) 2"y
=1 i=1

n—1

+9.2"71 Y "o — (n — 1)3.2" 71—
=1

n—1 n—1
=9 2P 43 "2 4 (27 4 2)s, + sy =
=1 i=1
=9(n — 1)2%" — 3(2" —2) +9.2" 7 1(2%" — 2" )~
—3(n—1)2""1—9(n—1)22n — 1+ 3(2" ' — 1)+

+(2" +2)(3.22" — 1) + 2"(3.2*"*1 - 1) =
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=272 4 (9n —15)2*" 1 — (Bn+4)2" 1+ 1=

= (3.2" = 1)(9.2>"" ' + (3n — 2)2" 1 — 1).

Assim sendo,

g(T(n)) =9.22""1 4 (3n —2)2"~! — 1 — 322 —

— 9.22n1 4 (3p — 5)2n 1,
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6. SEMIGRUPOS NUMERICOS DE REPUNIT

Na teoria dos nimeros, um repunit é um nimero que consiste nas
cépias do algarismo 1. Os ntimeros 1, 11, 111 ou 1111, etc, sao exemplos
de repunit. O termo significa repetir unidades e foi criado por Albert
H. Beiler em [3].

Um semigrupo numérico S é um semigrupo numérico de repu-
nit se existem inteiros b € N\ {0,1} e n € N\ {0} tais que S =
<{bn+i_1 | i e N}> e sera denotado por S (b, n).

b—1

Seja M (by,n) um submonoide de (N,+) gerado por
{t"*"—1]i€N}. O Lema 62 a baixo mostra que S (b,n) =
{2 | me M(bn)}. Dai a aplicacio ¢ : M (b,n) —> S (b,n),

definido por ¢(m) = 7, ¢ um isomorfirmo do monoide.

6.1. Dimensao de imersao. Nesta sec¢ao, b representa um inteiro
maior do que 2 e n denota um inteiro positivo. Comprende-se facil-

mente que b" = (b—1)(b" ' +b" 24 - -+b+1) e assim £ = ¢ um nimero

inteiro. Por outro lado mde{%=, bn;_ll’l} = s (mde{d" — 1,0" —

1}) = L (mde{t" — 1,b(b" — 1) +b—1}) = = (mde{b" — 1,b— 1}) =

= o1 = 5
=((b—-1)=1.

Essa informacao mostra que:
Proposicao 61. S(b,n) é um semigrupo numérico.

Lema 62. Sen € M(b,n)\ {0}, entao bm +b—1¢€ M(b,n).
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Prova. Como M(b,n) = ({0""" —1|ieN}) ebd"™ —1)+b—1 =
bt — 1 € M(b,n) entao pelo Lema 23, obtemos que bm +b — 1 €

M (b,n) para todo o m € M(b,n) \ {0}. O

Lema 63. O conjunto {b"*" —1|i € {0,...,n—1}} é um sistema de

geradores de M(b,n).

Prova. Assumamos que M = ({0"""—1|:1€{0,...,n—1}}). Para
ja temos que mostrar que se m € M \ {0} entdo bm +b—1 € M.
Para n = 1 o resultado é verdade. assim, suponhemos que n > 2. Se
i€40,...,n—2 entao (0" — 1) +b—1= """ —1 € M. Além
disso b(0*" ' —=1)+b—1=0""—1= (V" —1)(b" — 1) € M. Pelo Lema
23, obtemos que bm +b—1 € M para todo n € M \ {0}. Vamos agora
mostrar que M (b,n) = M. Para isso basta mostrarmos que "™ — 1 €
M para todo o i € N. Aplicando o principio de indugao em relacao a
1 temos: Para ¢ = 0 o resultado é valido. Vamos mostrar que é valido
para i+ 1 se ela for valida para i. como " —1 =p(b"T —1)+b—1
entao, pela hipétese de inducao e como bm + b — 1 € M para todo o

n € M \ {0}, obtemos que b"**! —1 € M. O

Estamos agora em condigoes mostrarmos que o sistema de geradores

de M (b,n) apresentado no lema precedente ¢ minimal.

Teorema 64. O conjunto {b"*"—11]i€{0,1,...,n—1}} € o sistema

minimal de geradores de M(b,n).

Prova. Se n = 1 o resultado é valido.  Assim, suponhemos

que n > 2. em primeiro lugar, vamos provar que b** 7! —
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1 ¢ ({""—1]:€{0,1,...,n—2}}). De outra forma existem
ag, .-, ano € Ntal que 0?1 —1 =qao(b" — 1)+ -+ a, (0> 2-1) =
agh™ + -+ + @, 9% — (ag + - + Ap_o). Porisso ag+ -+ ap_o =
1(mod b™) implica que ag+- - -+a,_» = 1+kb"™ para algum k € {N\{0}}
e assim ag + -+ + an—2g9eql + b". Consequentemente, temos que
Pl —1 =ag(0"—1)+-++a,_o(b*2=1) > (ag+- - +a,_2)(0"—1) >
(1+6™) (0" —1) = b*"—1 > "' —1, 0 que é impossivel. Pelo Lema 63,
sabemos que {0"—1 |4 € {0,...,n—1}} é um sistema de geradores de
M(b,n). E se este nao for o sistema minimal de geradores, entao existe
he{l,...,.n—1}tal que b"™" —1 € {0""" —1|ie{0,...,h —1}}).
Seja M = ({v"""—1]|i€{0,...,h—1}}}. Sei € {0,...,h — 2}
entao b(b"* — 1) +b—1 = v"T*l — 1 € M. Além disso, relativa-
mente ao pardgrafo anterior b(b"""! — 1) +b—1 = p**" —1 € M.
Sendo assim, pelo Lema 47 obtemos que bm + b — 1 € M para todo
om € M\ {0}. Usando a inducdo em relacdo a i é facil mostrar
que b —1 € M para todo o i € N. Para i = 0 o resultado
é valido. Assumamos que é valido para i. Por definicao e, dada
a hipétese de indugao b1 — 1 = (0" — 1) + b — 1 nds pode-
mos deduzir que "t *! — 1 € M. Como consequéncia, temos que
vVrl—1e M C ({0 —1]i€{0,...,n—2}}), o que contradiz o

facto de que b1 —1 ¢ ({b""" —1|ie€{0,...,n—2}}). O
Como consequeéncia do teorema anterior temos:

Corolario 65. O semigrupo numérico S (b,n) tem dimensao de

imersao n. Além disso, o seu sistema minimal de geradores €

{b”lfj;l |i€{0,...,n—1}}.
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6.2. O conjunto Apéry. Vamos basear das defini¢oes, dos Lemas 6
e 14 para estender o conceito do conjunto Apéry para os submonoides
de (N, +). Se M é um submonoide de (N,+) e m € M \ {0} entao o
conjunto Apéry de m em M é Ap(M,m)={x e M |z—m¢ M}. O

préximo resultado fica facil de provar.

Lema 66. Seja M um submonoide de (N, +) tal que M # {0} e seja
d =mdc(M). Assim

(1) S={Z | me M} éum semigrupo numérico;

(2) se m € M\ {0} assim Ap(M,m) = {dw | w € Ap(S,2)};

(3) o cardinal de Ap(M,m) é 7.

Denotemos por R (b,n) o conjunto de todos os (n — 1)-upla

(ay,...,a,_1) que verificam as seguintes condigoes:

(1) para todo i € {1,...,n — 1} temos que a; € {0,1,...,b};

(2) set€{2,...,.n—1}ea; =bentaoa; =---=a;_1 = 0.
Vamos também considerar, apartir daqui, que m; = b"" — 1
para cada i € {0,...,n — 1}. Teremos com isso que o conjunto
{mo,m1,...,mu_1} é o sistema minimal de geradores de M (b,n) e
{2 ”g*fll} é o sistema minimal de geradores de S(b,n).

Lema 67. Seja n um inteiro maior ou igual a 2. Entdo
(1) se 0 <i<j<n-—1 entao m;+bm; =bm;_1 +mjq;

(2) se 0 <i<n—1 entao m; + bm,_; =bm;_1 + (b" + 1)my.

Lema 68. Seja n um inteiro maior ou igual a 2. Se x €
Ap(M(b,n), mg) entao existe (ai,...,an — 1) € R(b,n) tal que x =

aimy + -+ Qp_1Mp_1.
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Prova. Podemos usar inducao em z atendendo a notagao mencionada
anteriormente relativa ao m;. Para x = 0 o resultado é claro. Suponhe-
mos que x > 0 esejaj=min{i € {0,...,n—1} | x —m; € M(b,n)}.
Observemos que, como = € Ap(M(b,n), my) obtemos que j # 0.
Por hipétese de indugdo, existem (ay,...,a,_1) € R(b,n) tal que
r—mj = aymy + -+ Ap1My_1. Portanto * = aym; + --- +
(a; +1)m; + -+ - + ap—1my,_1. Antes de proseguir vamos verificar que
(a1,...,a;+1,...,a,_1) € R(b,n) Se a; +1 = b+ 1, ent@o aplicando

o Lema 67, verificam-se as seguintes condigoes:

-se j <n—1entao (a; + 1)m; = (b+ 1)m; = bm;_y +mjt1,

- se j =n—1entao (a;+1)m; = (b+1)m; = bm;_1 + (" +1)my.

Deduzimos em ambos casos que x —m,;_y; € M(b,n) o que contradiz a
minimalidade de j. Suponhemos agora que k > j tal que a, = b entao,

pelo Lema 68, temos as seguintes condicoes:

- se k <n —1entao m; + bmy, = bmj_1 + My,

- se k =n — 1 entdo m; + bmy, = bm;_1 + (0" + 1)my.

Obtemos nos dois casos que * —m;_; € M(b,n), que contradiz a mi-

nimalidade de 7. Além disso, pela minimalidade de j sabemos que

a; = ---=aj_1 = 0. Concluimos assim que (a1,...,a; +1...,04,41) €
R(b,n). O
Teorema 69. Seja n um mteiro maior ou
igual a 2. Entao  Ap (M (b,n),b" —1) =

{a (0" = 1)+ +a, 1 (0* P =1) | (a1,...,an_1) € R(b,n)}.
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Prova. Claramente R(b,n) = {0,...,b — 1} P U {(ay,...,an_1) €
R(b,n) | a; =b}U---U{(as,...,an_1) € R(b,n) | a,_1 = b}. Entao
R(b,n) é igual a b"t +b"2 4 .. + b0 = &=L = %0 Pelo Lema 68,
temos que Ap(M (b, n),mg) C {aymi+---+a,_1m,_1 | (a1,...,a,1) €
R(b,n)}. Percebe-se pelo Lema 66 que o cardinal de Ap(M (b, n), my)

¢ igual a {"¢. Além disso, no pardgrafo anterior, sabemos que o cardi-

nal do conjunto {a;m; + -+ + ap_1mp_1 | (a1,...,a,-1) € R(b,n)} é
menor ou igual a {*%. E com isso concluimos que Ap(M(b,n),mg) =
{a1m1+--~ + Qp—1Mp—1 | (al,...,an,l) S R(b, n)} O

Como consequéncia imediata do Lema 66 e do Teorema 69, temos o

seguinte resultado.

Corolario 70. Seja n um inteiro maior ou
iqual a 2. Entao Ap (S (b,n), b;__ll) =

{al b";’j;l + 4 Ojnflbz’;__llil (al, Ce ,an,l) € R (b, Tl)}

A partir destes resultados e para conhecer os elementos maximais

(com respeito a ordem do produto) em R (b, n) temos o seguinte.

6.3. O problema de Frobenius. Em seguida vamos obter uma
férmula para o nimero de Frobenius de S(b,n). O lema que se segue é

de resultado imediato.

Lema 71. Seja n um inteiro maior ou igual a trés. Entao os elementos
mazimais (relativo a ordem do produto) em R(b,n) sdo (b,b—1,...,b—

1),(0,b,b—1....,b—1) e (0,...,0,b).
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O préximo resultado mostra que bm; + (b — L)ma + -+ + (b —
Dmy—1,bmo+(b—1)mg+---+(b—1)my,_1, ..., bm,_; é uma sequéncia

de inteiros em que cada termo se obtém adicionando b — 1 ao anterior .

Lema 72. Seja n uma inteiro maior ou igual a trés e seja 1 €

{1,...,n—2}, entdo bm; +b—1=m; + 1.
Prova. De facto, bm; +b—1=b(b""" — 1) +b— 1 =yt — 1. ]

Teorema 73. Seja n um inteiro mior ou igual a 2. Entao F (S (b,n)) =

b —1pn
b 1.

Prova. Pelo Corolario 70 e dos Lemas 71 e 72, deduzimos que

max(Ap(S(b,n), %)) = bMa=t  Aplicando o Teorema 19, obtemos

que F(S(b,n)) = pmazl — mo - WZZZ)pol _bielyn O

E de salientar que para n = 1 a férmula anterior nao se aplica, pois

S(b,1)=Ne F(N)=-1#2b—-1=b-1.

Exemplo 74. Vamos calcular o nimero de Frobenius para o semi-

grupo S(3,4) = <3;;11, P o1 337;11> — (40,121, 364, 1093). Usando

o Teorema 73 obtemos que F(D(3,4)) = =134 — 1 = 3239.

3—1

A seguir vamos determinar o conjunto de todos os ntimeros pseudo-
Frobenius e o tipo de S(b, n).

Recordemos que, como consequéncia do Corolario 17, se quisermos
calcular o numero pseudo-Frobenius de S(b,n) basta calcularmos o

conjunto dos max<gpn) (AP(S(ba n), gﬁ—%)) :
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Teorema 75. Seja n wum inteiro maior ou igual a dois.
Entao t(S(b,n)) = n — 1. Além disso PF (S (b,n)) =
{F(S(b,n))—il|ie{0,...,n—2}}.

Prova. Assumamos que A é o conjunto dos elementos maximal em
R(b,n) (respeitando a ordem do produto) e B = {a;7® + --- +

mn

(y—1 b—_11 | (a1,...,a,—1) € A}. Pelo Corolario 70, deduzimos que

max< ) (Ap(S(b,n), £2&)) = max<ywq)B. Entao, aplicando os Le-

mas 71 e 72, o conjunto B é formado por n — 1 inteiros positivos

consecutivos. Sendo assim, a diferenca entre dois quaisquer elemen-
mo bn—1

tos de B ¢ menor ou igual a n — 2. Como ;*¢ = %= ¢ o menor

inteiro positivo em S(b,n) e b;_—_ll > n — 2, podemos com isso concluir
que B é o conjunto dos elementos incomparéaveis com respeito a ordem
<s (b,n) e assim max<g s, B = B. Usando agora o Corolario 17,
obtemos que PF(S(b,n)) = {w — %% | w € B} A partir da prova do
Teorema 73 temos que max(B) = F(S(b,n))+ ;% e consequentemente

PF(S(b,n)) = {F(S(b,n)) —i|iec{0,....,n—2}}. O

Notemos que para n = 1 o Teorema anterior nao se verifica, isto
porque S(b,1) = N, PF(N) = {—1} e assim #(N) = 1. Informamos
ainda que para cada inteiro positivo n existem infinitos semigrupos
numéricos de Repunit com o tipo n. Este conjunto é igual a {S(b,n +
1) | be N\ {0,1}} e coincide com o conjuntos de todos os semigrupos

numeéricos de Repunit com a dimensao de imersao n + 1.

Exemplo 76. Calculemos os nimeros pseudo-Frobenius para o semi-

grupo numérico S(3,4). Do exemplo 74 sabemos que F(S5(3,4)) =
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3239. Aplicando o Teorema 75 temos que PF(S(b,n)) =
(3239, 3238, 3237}

O préximo resultado fornece-nos uma férmula para o género do se-

migrupo numérico de Repunit.

Corolario 77. Seja n wum inteiro positivo. Entao g (S (b,n)) =

(G +n—1).

Prova. Para n = 1 o resultado é trivial. Assumamos agora que n > 2

e para cada i € {0,...,n — 1} definimos s; = ;4. Usando o Lema 14
temos que
1 So — 1
S(b = — o n—1°9n— - :
g9(5(b,n)) p Z apsy+ -+ ap-18p-1 5
(a1,..yan—1)€R(bn)
Claramente,
Z a181 + -+ ap_18p—1 =
(at,...,.an—1)ER(b,n)
= Z s1+---+ Z bsy +---
(at,...,an—1)ER(bn),a1=1 (at,...,an—1)ER(bn),a1=b
o4 Z Spo1 T+ + Z bsy_1.
(at,...,an—1)ER(bn),an—1=1 (at,....an—1)ER(n),an—1=b
Sejai € {1,---,n — 1}. Prova-se facilmente que:

- o cardinal de {(ai,...,a,1) € R(b,n) | a; = b} é b1,
-se x € {l,...,b — 1}, o cardinal de {(ai,...,an,-1) €
R(b,n) | ai=z}ebd¢ {ar,...,a;1}} 6 "%
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- se 1 < j < ientdo o cardinal de {(ay,...,a,-1) € R(b,n) | a; =
z}ea; =b} é b2

Aplicando o ultimo resultado, temos que

E a1S1+ -+ ap_1Sp—1 =
(a1,;an—1)€ER(bn)

b—1 n—1 n—1
Z (x (B2 4 b”_l_i)si) + bz s =
i=1

r=1 i=1
b b 1 n—1 n—1
_ ( ) (ban 4y 1— z SZ+ben i— 1 _
2 i=1 i=1
b(b . 1) n—1 bn_l bn_l_l n—1 n—1

1 n—1

o b2n+z‘ —_p b2n . bn—i —
206—1) ;( * )

_ 2(b1— 5 (bgnb__binﬂ =D+ (0 — 1) — (T:f’)) _

- 2(b1— D <(bn T o - 1)> B

A W4 Ly S Ry Vi
- — 1) ).
2(b—1)( b—1 =) )

O

Exemplo 78. Calculemos o género do semigrupo numérico S(3,4).
aplicando o Coroldrio 77 temos que g(5(3,4)) = % <?§%13 +4- 1) =
1701
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7. O PROBLEMA DE FROBENIUS COM MULTIPLICIDADE QUATRO

Se S é um semigrupo numérico com um sistema minimal de ge-
radores {nj,ng,nz} e d = mdc{ny,ny}, entdo como consequéncia de
6] e [9], temos que F(S) = dF( %,%,n3>) + (d—1)n3 e g(9) =
dg((%,22,n3)) +1(d—1) (ns —1).

Por isso, para resolver o problema de Frobenius com a dimensao de
imersao trés, podemos focar o nosso estudo nos semigrupos numéricos
tais que os seus trés geradores minimais sao primos entre si.

Seja F o conjunto de todos os semigrupos numéricos S com multipli-

cidade quatro, dimensao de imersao trés e os seus geradores minimais

sao primos entre si.

Proposicao 79. Seja S um semigrupo numérico em F com sistema

minimal de geradores {4 < ny < ns}, entdo Ap(S,4) = {0, ns, n3, 2ns}.

Prova. Notemos em primeiro lugar que ns e ng sao inteiros impares e
positivos. Claramente temos que {0, ng,n3} C Ap(S,4). Para concluir-
mos a prova é suficiente provarmos que 2ny —4 ¢ S. Se 2ny —4 € S,
entao existiriam A, u,y € N tal que 2ny — 4 = M + uny + yn3. Esta
claro que p < ley < 1. Se u =1, entdo ny = (A+1)d+~yn3 € (4,n3),
contradiz a hipdtese inicial. Consequentemente = 0 e assim 2n, —4 =
M + yn3. Como v < 1,n3 é impar e 2ny — 4 é par, podemos deduzir
que v = 0. Assim sendo 2ny = (A + 1)4 e assim ny é um nimero par,

0 que é mais uma vez contraditério. O
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Como consequéncia do Lema 14 e Proposicao 79, vem o seguinte

resultado.

Corolario 80. Seja S um semigrupo numérico em F com o conjunto
minimal de geradores {4 < ny < ng}. Entdo
(1) F(S) = max{ns,2ns} — 4, (note que F(S) = n3 — 4 € impar e
F(S) =2ny — 4 € par);

(2) g(5) = dmatpst.

Corolario 81. Seja S um semigrupo numérico em F com o conjunto

minimal de geradores {4 < ny < n3}. Entao PF(S) = {n3—4,2ny—4}.

Exemplo 82. Para (S) = (4 <5 < 7), temos:
F(S)=max{7,2x5} -4=10—4=6

g(S) _ 3><5—£7—6 — 152—1 =4

Ap(S,4) = {0,5,7,10}

PF(S)={7—4,2x5—4}={3,6}
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Na tabela que se segue estao calculados os nimeros de Frobenius e

o género até 39. Para cada inteiro positivo F' (respectivamente, inteiro
g) Escrevemos o nimero de semigrupos numéricos (ng) dos ntimeros
de Frobenius dados F(S) (respectivamente, o nimero de semigrupo
numeérico (n, ) dos géneros dados g(.5)). Bras-Amords em [4] calculou o
nimero do semigrupos numéricos com um género fixado menor ou igual
a 50. Contudo ainda nao esta provado que existem mais semigrupos

de género g do que de género g + 1.

1 1 11| 51 |21 ] 1828 || 31| 70854

2 |1 |[12] 40 || 22| 1913 || 32| 68681

2 || 131106 || 23| 4096 | 33| 137391

| w
[\

14 1103 || 24| 3578 | 34| 140661

5 || 151200 || 25| 8273 | 35| 292081

4 116|205 | 26| 8175 | 36 | 270258

11 || 17 | 465 || 27 | 16132 || 37 | 591443

10 || 18 | 405 || 28 | 1627 || 38 | 582453

O |0 | | O | Ot

21 || 19| 961 || 29 | 34903 || 39 | 1156012

10| 22 1120 | 900 || 30 | 31822 || - -
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g | Ny g Ng g Ng g Ny
0| 1 | 10] 204 | 20| 37396 | 30| 5646773
1| 1 |11 343 | 21| 62194 || 31| 9266788
21 2 [[12] 592 |22 103246 | 32| 15195070
3 4 |[13] 1001 || 23] 170963 | 33| 24896206
41 7 14| 1693 | 24| 282828 | 34| 40761087
5112 || 15| 2857 || 25| 467224 | 35| 66687201
6|23 || 16| 4806 | 26 | 770832 | 36 | 109032500
7139 | 17| 8045 | 27| 1270267 | 37 | 178158289
8| 67 | 1813467 | 28 | 2091030 | 38 | 290939807
9| 118 | 19| 22464 || 29 | 3437839 | 39 | 474851445
o F
8,000 ~ * +g
S6.000
g% |
]
i
£4,000 |
2
&b
éz,ooo .
=
0 |
| | | | | |
0 5 10 15 20 25

nimero de Frobenius e género




1]

2]

57

REFERENCIAS

Apéry, R.: Sur les branches superlinéaires des courbes algébriques, C. R. Acad.
Sci. Paris, 222, 1198-1200, (1946).

Barucci V., Dobbs D. E. and Fontana M., “Maximality Properties in Numeri-
cal Semigroups and Applications to One-Dimensional Analytically Irreducible
Local Domains”, Memoirs of the Amer. Math. Soc. 598 (1997).

Beiler, Albert H.: “Recreations in the Theory of numbers : The Queen of
Mathematics Entertains”, Dover Publications, New York, 1964.

Bras-Amorés M.: Fibonacci-like behavior of the number of numerical semi-
groups of a given genus Semigroup Forum, vol. 76, Issue 2, 379-384, (2008).
Brents, Sonja, Hogendijk, Jan P: Notes on Thabit ibn Qurra and his rule for
amicable numbers, Historia Math, 16, 373-378, (1989).

Johnson,S. M.: A linear diofhantine problem, Can. J. Math., 12, 390-398,
(1960).

Ramirez Alfonsin, J.L.: “The Diophantine Forbenius Problem ”, Oxford Uni-
versity Press, London (2005).

Fernandes Sara, Clara Gracio Clara, Correia Ramos Carlos: Systoles in discrete
dynamical systems, Journal of Geometry and Physics, 63, 129-139, (2013).
Rgdseth, @ . J.:On a linear Diophantine problem of Frobenius, J. Reine Angew.
Math. 301, 171-178, (1978).

Rosales, J.C., Branco M.B.: Numerical semigroups that can be expressed as an
intersection of symmetric numerical semigroups, J. Pure and Applied Algebra,
171, 303-314 (2002).

Rosales, J.C., Branco M.B.: Irreducible numerical semigroups, Pacific J. Math.
209, 131-143, (2003).

Rosales, J.C. and Branco, M.B.: The Frobenius problem for numerical semi-
groups with multiplicity four, Semigroup Forum 83, n°3, 468-478, (2011).
Rosales, J.C., Branco, M.B., Torrao, D.: The Frobenius problem for Thabit
numerical semigroups, J. of Number Theory 155, 85-99, (2015).



58

[14] Rosales, J.C., Branco. M.B., Torrao, D.: The Frobenius problem for Repunit
numerical semigroups, The Ramanujan Journal, 1-12, (2015).

[15] J. C. Rosales, J.C., Branco, M.B., Torrdo, D,: The Frobenius problem for
Mersernne numerical semigroups, Mathematische Zeitschrift, 286:741-749 DOI
10.1007/s00209-016-1781-z, (2017).

[16] Rosales, J.C., Garcia-Sanchez, P.A.: “Numerical semigroups ”, Developments
in Mathematics, vol. 20, Springer, New York, (2009).

[17] Selmer, E.S.,: On linear diophantine problem of Frobenius, J. Reine Angew.
Math., 293/294, 1-17, (1977).



