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Summary

Functions of limited accumulation

Measures on the real line may be decomposed into a regular, singular and
atomic part. The objective of the present thesis is to provide analogous decom-
positions for a class of nonstandard, discrete functions defined on an infinitesimal
discretization of the real line.

We consider five types of decompositions. Firstly, we identify atomic, sin-
gular and regular contributions for the discrete integral of a function of limited
accumulation. Secondly respectively thirdly we identify internal and external
subsets where the contributions are realized. The fourth decomposition con-
cerns a decomposition of the function of limited accumulation itself, in atomic,
singular and regular functions. The final decomposition links a given decomposi-
tion of the function of limited accumulation with a decomposition of its discrete
primitive into a kind of jump-function, a sort of discrete Cantor-function and a
sort of discrete absolutely continuous function.



Sumario

Medidas na recta real podem ser decompostas numa parte regular, singular e
atémica. O objectivo da presente tese é obter uma decomposicdo andloga de
uma classe de funcdes discretas nao standard definidas sobre uma discretizagao
infinitesimal da recta real.

Consideramos cinco tipos de decomposicbes. Em primeiro lugar, identifi-
camos contribuigbes atémicas, singulares e regulares para o valor do integral
discreto duma fungio de acumulagdo limitada. Em segundo e em terceiro lu-
gar, identificamos subconjuntos internos e externos onde as contribuigbes sao
efectuadas. A quarta decomposigio representa a prépria funcio de acumulagao
limitada como soma de uma funcio atémica, singular e regular. A dltima asso-
cia uma decomposicio dada de uma fung¢do de acumulagdo limitada com uma
decomposigio da sua primitiva discreta, numa fungéo com saltos, numa espécie
de funcgéo de Cantor discreta e uma espécie de fungdo discreta absolutamente
continua.
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Introducao

Este trabalho integra-se na Anélise nao-standard e tem por objectivo principal
a demonstracéo de um teorema que afirma que uma funcio de acumulagéo lim-
itada pode ser decomposta na soma de trés fun¢des: uma funcao S-integrével,
uma fungdo S-singular e uma fungdo atémica. Assim obtemos uma alterna-
tiva ao teorema classico de decomposicao de medidas. O designado Teorema
da decomposigio de Lebesque [1] permite representar uma fungéo de variagao
limitada como soma de duas funcbes: uma absolutamente continua e outra sin-
gular. Este teorema pode ser estendido utilizando a nogéo de medida, ou seja, o
teorema assim obtido decomp®e uma fun¢éo de variago limitada numa soma de
medidas: uma absolutamente continua, uma continua singular e uma discreta.

O problema é que certas dessas medidas néo correspondem a integrais de
funcdes, pois sdo distribuigdes, e assim precisam de uma teoria avangada. A
abordagem nao standard alternativa que desenvolveremos aqui substitui inte-
grais por somas finitas, e assim fica dentro da anélise discreta real. Neste con-
texto obtemos até 5 tipos de decomposicdes: além da decomposi¢io da prépria
funcéo discreta, uma decomposigéo da sua primitiva discreta, uma decomposigao
dos valores do seu integral discreto e duas decomposi¢des do seu suporte.

A nogéo de S-continuidade é uma propriedade de regularidade fundamental
de funcdes discretas e é expressa em termos dos infinitesimais néo standard.
A ligagio na direcgio discreta-continua faz-se através da nogio fundamental
de sombra de um niimero real e de uma funcdo. A sombra de uma funcio de
classe S° é de classe C° e assim existe uma analogia entre certas propriedades
de regularidade de fungdes discretas e as propriedades cldssicas de fungoes de
classe C°.

A Anélise ndo-standard foi inventada por Abraham Robinson (1918-1974),
no contexto da Légica Matemética [8]. Em 1960, Robinson conseguiu resolver
um problema de h4 mais de trezentos anos, dando um tratamento rigoroso
a0 célculo baseado nos nimeros infinitesimais. Recupera a nogio informal de
infinitésimo introduzida inicialmente nos séculos X VII e XVIII nos trabalhos de
Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1643-1727) e, com o auxilio dos
métodos da Légica Moderna, designada Teoria dos Modelos, cria os fundamentos
da actual Anadlise ndo-standard.

Chamou ao seu método Andlise ndo-standard, porque utiliza um modelo
ndo cldssico de anslise, no entanto o termo mais adequado & o de "Andlise com
Infinitesimais". O seu método é ajustével, e tem sido e continua sendo, aplicado
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gular e uma parte regular, também é possivel decompor fungdes de acumulagao
limitada definidas num intervalo discreto.Consideramos cinco tipos de decom-
posigBes: Em primeiro lugar identificamos as respectivas contribuigdes atémicas,
singulares e regulares para o valor do integral discreto duma fungao de acumu-
lagao limitada, a menos de valores infinitesimais. Em segundo lugar identifi-
camos, a menos de conjuntos discretos de medida infinitesimal, subconjuntos
internos onde as contribuigdes sio efectuadas. Uma terceira decomposigao lo-
caliza as contribuigdes de modo mais candnico, isto &, em conjuntos externos
explicitos (classes de distribui¢do). Em quarto lugar decompomos a proépria
fungdo de acumulagio limitada, numa fungdo atémica, numa fungao singular e
numa funcéo regular. A quinta associa uma decomposigao dada de uma fungao
de acumulagéo limitada com uma decomposigao da sua primitiva discreta, numa
funcio com saltos, numa fungdo S-continua, quase-sempre constante (uma es-
pécie de funcio de Cantor discreta) e uma fungéo absolutamente S-continua.



Capitulo 1

Niumeros standard e nao
standard

Este capitulo tem como principal objectivo recordar e introduzir algumas nogoes
e resultados preliminares da andlise ndo-standard, tais como: Regras de Leibniz,
a axiomética ST, medida de um conjunto finito e intervalo discreto. Pressupo-
mos que (*R) designa o corpo com a nova extensao do corpo ordenado dos reais.
Todos os teoremas validos em R continuam a ser validos em *R,temos sémente
uma linguagem mais rica .

1.1 Regras de Leibniz (L)

Nesta extensao (*R) as regras de Leibniz (ZF L) sdo uma consequéncia de (IST)
para o novo predicado st, (ou parte standard que serd enunciado mais & frente).
Um conjunto X pode ser standard (st X), e le-se "X & standard" ou nao
standard ( Tst X). O mimero 0 é standard e por enquanto atribuimos s6 a
alguns nimeros naturais o predicado unério st.

1. st(0);

2. Vn €N, st(n) = st(n+1);

3. Vn,m € N, st(n,m) = st(n+m);
4. ¥Yn,m € N, st (n,m) = st(n-m);
5 Vn,m €N, st(n,m) = st(n™).

Uma outra consequéncia da IST é a existéncia de numeros inteiros nao
standard dentro do conjunto da matemaética cléssica N:

JweN,] st(w).

1



1.4. BREVE INTRODUCAO A TEORIA DOS CONJUNTOS INTERNA -(IST)3

dos reais infinitesimais, limitados, aprecidveis positivos, infinitamente grandes
positivos ,e também para representar um elemento arbitrario de qualquer uma
dessas classes. Representam os chamados "conjuntos externos” informais. Os
Conjuntos internos no sentido da Teoria dos Conjuntos|[6] ZFC descrevem um
"universo" de conjuntos que podem ser definidos com um inico conceito primi-
tivo binario, o de pertence (€)..0s Conjuntos externos sao classes contidas em
conjuntos definidas em termos do novo predicado (st). Exemplos disso, séo as N-
galdrias Ugs n enAn, com (Ap)nen uma sucessdo interna crescente de conjuntos
internos. N-halos Ng n enBn, com (Bn)neny uma sucessdo interna decrescente
de conjuntos internos. Os simbolos st, @, ¢o, representam halos e os simbolos
£,Q@, galdxias. Outros halos sio, os chamados halos hal(z) de um nimero real
qualquer z. Um Teorema da teoria de conjuntos néo standard (Principio de
Fehrele [vdbnaa]) diz que nenhum halo é uma galdzia.

As operagdes aritméticas sobre as ordens de grandeza @, £,@,e 9o, séo ap-
resentadas nas tabelas seguintes :

Tabela para Adigao:

+ © @ £
D @ @ £
@ @ @ £
£ £ £ £
b g g g 7
Tabela para Multiplicagao:
- @ @ £
@ o o @ 7
@ @ @ £ %
£ © £ £ 7
g 7 g T &%
Tabela para Poténciagao:
@ 77 @ ©
£ 77 £ @
@ o ? @ @
o b g K 7
1/—= © @ £ &k

1.4 Breve Introducao a Teoria dos Conjuntos In-
terna -(15T)

Segundo Nelson,"Os axiomas da Teoria dos Conjuntos Interna-IST sao simples-
mente as propriedades bésicas dos conjuntos internos numa aproximagéao usual
3 andlise ndo-standard”.



1.4. BREVE INTRODUCAO A TEORIA DOS CONJUNTOS INTERNA -(1ST)5

($)
VA 3%B V'z (zr€ B e ANd(x))

Dado A standard, um conjunto standard B, tal que
Vig(zx € B € AN (x))

& vinico, pois por Teorema de Extensionalidade externa, se B/ é standard é
também tal que

Vir(z € Bl &z € AA ¢ (x))

entao
V2 (x € B4z € B')

logo B = B/. Denota-se
stlze A:¢(2)}.

e & chamado (conjunto) standardizado da classe (externa, se ¢ for externa)
{z€eA:¢(x)}.

A nocéo da sombra ou préximo-standard estabelece uma ligagao fundamental
entre nimeros standard e ndostandard. O Teorema que se segue afirma que
todo o mimero real limitado é préximo standard. . A demonstragao utiliza uma
propriedade essencial de R, o Principio do supremo: Todo o subconjunto nao
vazio e majorado de R tem supremo em R.

Teorema 1.4.5 {Teorema da parte standard) Para todo o nimero real lim-
itado T eziste um dnico nimero real standard a tal que T =~ a.

Dado z € R limitado, o iinico real standard a tal que z ~ a chama-se a
parte standard ou sombra de x, e denota-se 0x. Um ntimero real que possui
uma sombra diz-se prézimo-standard (ps) ou quase-standard (gs)

A demonstragio utiliza uma propriedade essencial de R, o Principio do
Supremo: todo o subconjunto nio vazio e majorado de R tem supremo em
R.

Demonstragdo. Unicidade: Se x ~ a e z ~ b, com a e b ambos standard,
entdo a =~ b, logo a = b pelo Principio de Carnot.

Existéncia: Supomos  ndo-standard, (caso contrério, ndo hé nada a demon-
strar: se x é standard,’z = z) e comegamos por observar que, dado x limitado,
o conjunto standard

X="{yeR:y<z}

& ndo vazio e majorado. Com efeito, como z é limitado, por definigdo existe
r € RT standard tal que —r < z <7, logo —7 € X, e por definigio de X,

viye X (y<r)
. Tem-se por transferéncia (T),

Yye X (y<r).



1.4. BREVE INTRODUCAO A TEORIA DOS CONJUNTOS INTERNA -(IST)7

8. St{%0<z<1}=1001]
9. sup St {St(z)|0<z <1} =1

10. Se b & limitado, sup 5t {St(z) |0 <z < b} =0 b.

O principio a seguir afirma que todo o conjunto infinito contém inevitével-
mente todos os objectos standard.

Axioma 1.4.7 (Azioma de Idealizagio) (I) Para qualquer afirmagio ez-
terna B (z,y) ,temos

(1)
yit finz 3y oz € 2z B(x,y) < 3y V°'z B(z,y).

Este axioma gera elementos néo-standard dentro de conjuntos infinitos que
podem ser standard. Por exemplo, o Axioma de Idealizagéo aplicado a férmula
B (z,y) definida por

teNAyeENAT <Y

mostra a existéncia de elementos de N, superior a todos elementos standard de
N, isto &, nlimeros inteiros, infinitamente grandes.

Os Principios de Permanéncia tal como o nome indica vém como que pro-
longar (manter vélidas) em certas condigbes, certa propriedade (relagao ou até
fungio) num dominio mais vasto que o inicialmente suposto. O Principio de
Cauchy afirma que nenhum conjunto externo é interno. Como consequéncia,
um conjunto interno que contém certo conjunto externo, contém este conjunto
externo estritamente, logo é estritamente maior. Assim, j4 temos uma forma de
"permanéncia” de propriedades que se prolongam para ld do conjunto interno.
Esta ideia é utilizada na demonstracio do seguinte Principio de Permanéncia,
introduzida por Robinson.

Lema 1.4.8 (Lema de Robinson) Seja (un), .y uma sucessio interna de reais.
Se u, ~ 0 para todo n standard, entio emiste w ilimitado tal que u, =2 0 para
todo n < w.

Demonstragdo. 1 jFacamos v, = maxy<n |up| para n € N. Consideremos
o conjunto interno
H={neN:v, =0}

Ele é um préhalo que contém a galdxia “N (conjunto externo de inteiros
standard). Contém portanto estrictamente, em virtude do Principio de Cauchy
se ele é interno ou o principio de Fehrele se é externo. ou ®m

Demonstragio. 2 Facamos v, = maXp<n |up| .Consideremos o conjunto
interno

I={neN:nv, {1}.
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No caso geral, consideremos primeiramente o conjunto standard Y’ = P (Y)
e a relagao R’ definida por

R(z,z2):ze€XAz=""{ye€Y :R(z,y)}

Obviamente
vStz € X 32 € Y'R (z, 2)

isto ¢, R’ & funcional , logo, pela primeira parte demonstrada (com R’ no
lugar de R), existe uma fungao standard C : X — Y” tal que

vire X C,=5"{y€Y:R(z,y)}

Por hip6tese sobre R, C, # 0 para todo z € X, Utilizando a relativizagao do
Axioma da Escolha (AC) (num conjunto parcialmente ordenado em que toda
a cadeia é majorada existe pelo menos um elemento maximal) aos conjuntos
standard para escolher em cada tal C; um membro f (z) obtemos uma fung¢do
standard

f:X —Y tal que R(z, f (z)) para todo o = standard de X.

Isto implica o enunciado, W

1.5 Conjuntos discretos de nimeros reais.

Procuraremos imitar certas partes da anélise das fungdes reais (e mesmo de cer-
tas distribuigdes) por uma anslise quase-continua de fungdes discretas. Primeiro
consideraremos” infinitamente finas"particGes contidas na recta real. Podemos
discretizar qualquer intervalo standard I = [a,b] utilizando um conjunto finito
D C I que contém todos os elementos standard de I.Seja D = {zo, Z1,...Zn}
coma =12y < 1 < ..< Tp = b, de modo que entre x; e x; 43 ndo hd nen-
hum elemento standard de [0, 1}. Tem-se « >~ z; 41 para¢=0,1,..,n — 1, caso
contrario, como = < z; 41, existiria r standard tal que

O, < 2 <7 < Tip1 <0 Ti

[por exemplo, r = (Dx,- 40 aci_H) /2], o que é absurdo.

Definic¢ao 1.5.1 Seja I = [a,b] um segmento de R e xq, 1, .7, elementos de
[a,b] tais que
a=39 < 11 < ..<2Zp=2">

Dizemos que D = {xo, €1,..Z»} €é uma decomposicio ou partiio de [a,b] e
que esta partigao & infinitésimal (ou infinitamente fina) ou uma discretizagéo
do intervalo I = [a, b]

Consideremos em particular a discretizagdo infinitésimal seguinte da recta
real .

Por conveniéncia, aqui estudaremos uinicamente fungdes discretas sobre par-
ticdes infinitesimais em que o valor de 4z permanece regular num dado intervalo
[0,z].



Capitulo 2

Funcoes discretas
S-continuas
S-diferenciaveis, e
S-integraveis a Riemann

2.1 Fungoes discretas S-continuas

Os conceitos de S-continuidade, S-diferenciabilidade e de S-integrabilidade s&o
nogdes de regularidade de fungdes, que provém da anélise continua, mas, vamos
ver, que estes sao aplicveis também, & andlise de fungdes discretas sobre quase-
intervalos.

Definicao 2.1.1 Sejam A C R um conjunto e f : A — R uma funcgo. A
funcéo f diz-se S-continua em A se

Vz,ye A, sy = f(2)~f(y).

Definigdo 2.1.2 Seja A C R um conjunto e f : A — R uma fungdo. A fungéo
f diz-se de classe S% em A sse f é S-continua e limitada para os elementos
limitados de A.

A toda funcio f : R — R de classe S°, podemos associar uma fungao
standard continua °f : R — R, tal que f(z) ~ (°f)(z) para todo z € R
limitado. De facto, para todo standard = € R, o nitmero °f(z) é bem-definida.
A sua extensdo a R inteiro, é entao obtida pelo Principio de Extensdo Funcional.
A funcéo °f assim definida é de classe C° NS0 e infinitamente préximo a f (ver

(8], [5])-

11



2.3. FUNCOES DISCRETAS S-INTEGRAVEIS 13

Ora, a funcio ndo é S-continua para = = 1/0x, que é ilimitado. Sejay =
1/6z + dx. Entdo, segue do cdlculo acima que

2x8% + oz
2 + 6z2
2 0.

fly) = f (=)

Il

Exemplo 2.2.4 Seja €: X — R definida por €(z) = (1 + 5z)%. Provemos
que a fungdo é de classe S*. A demonstragdo processa-se em duas etapas:
Mostramos em primeiro lugar que é%ﬁ = €(z). Em seguida basta mostrar
que a funcio € ¢ de classe S°. De facto:

€ (x) €(z+6z) — €(=)
éx - ox
s - atF
- éx
L +)F A+ - (1+m)F
- ox
1+ m)F(Q+z-1)
a éx
= €(z).

Se x ¢é limitado, entdo €(z) = (1 + cS:c)ﬁ ~ ¢* (forma nao-standard da férmula
de Euler). Sendo e® limitado, pelas regras de Leibniz, o valor €(z) ¢é também
limitado. Sejay € X comy ~z. Com 6=y —z, 6 >~ 0 temos

v =
e®.ed
= . (1+0)

e+ 0.

It

entdo
€(y)~e¥ e = €(x).

Entéio, a funcio € é de classe S°, logo € de classe St.

2.3 Fungoes discretas S-integraveis

Consideremos uma funcéo real f, definida sobre um intervalo [a, b] .Se para todas
as discretizacdes infinitesimais de [a,b], a soma superior e a soma inferior sdo
infinitamente préximas, a funcio f & S-Riemann-integravel, e se dz ~ 0 a soma

de Riemann Y. f(z)dz éum S —integral de f .
alz<b
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n

A Proposicio 2.3.3 permite a aproximagao de somas complicadas por inte-
grais simples e limitados.

Em seguida ddo-se exemplos de uma tal aproximagao:

Exemplo 2.3.4 Sabe-se que €(z), fungdo de Euler é a "primitiva discreta” de
€(x), pelo exemplo anterior. Entdo

Y €@)iz=€(1)-€(0)~e(l)—e(0).

0<zs1

Ora "€= exp, e a funcdo ezponencial é uma fungdo continua. Pela Proposi¢ao
2.3.8 temos também que:
1

Z € (x) oz Z exp(x)é:c:/exp(x) dz

0<z51 0<zs1 0
e(l) —e(0).

Exemplo 2.3.5 Sabemos que para y > 0

k¢

i

Sabendo ainda que uma progressao aritmética, verifica a igualdade seguinte:

S NWoD NN
- 2 T2 2"
n=1

Introduzindo a substituicdo x = n.dz, e usando a igualdade anterior vem para
y limitado que:

0<zS ¥ 0<ns 0<ns
2

o \2 Y 1 Y 1

= (6 ——=c
(6) ((ax)22 5$2)

_ ¥y
2 2
yz

—_— —2_.

Para y limitado esta aprozimagdo obtém-se também da Proposigio 2.3.3 ,

2

v
Z xriz:/ xda:zzi—.
0 2

0<zSy



Capitulo 3

Funcoes de acumulagao
limitada

3.1 Defini¢oes e exemplos

Consideraremos somas do tipo

Z ¢ (z) bz,

zeX

em que ¢ (z) é uma fungio de X em R* e dz ~ 0. Em seguida procuraremos
condigBes para que estas somas sejam limitadas em quase-intervalos [a...b].

Comecaremos por definir as nogdes de fungéo de acumulagéo limitada, nimero
de acumulago oy, ponto de acumulagao de ¢, dominfo de acumulagao de ¢, e
funcio de acumulagio infinitésimal num certo dominio D, em simulténeo com
alguns exemplos.

Definigdo 3.1.1 Seja [a...b] um quase-intervalo. Uma fungéo ¢ : [a..b] — R*
diz-se ser de acumulacio limitada se para todo y,z € [a..b] com y=~z,y<z

Y ¢a)dz==£.

y<z<z

Apresenta-se a seguir um exemplo de uma fungéo de acumulagdo limitada.

Exemplo 3.1.2 Sejam os pontosa < ¢ < b, a,b, ¢ € X limitados e seja A (z)
[a .8} = R a fungdo Dirac discreta definida por:

rw={ % ¢

¢ - 0, z#e

17



3.1. DEFINICOES E EXEMPLOS 19

e em seguida, o seu nimero de acumulagdo:

oy, = supsr 0 Z h{z) oz Ial ~ b~y
a1 Sx<hy
1
= sup{O,—2-,1}
= 1.

Definigio 3.1.5 Uma fungio ¢ : [a..b] —> RT diz-se de acumulagéo in-
finitesimal num certo dominio D C [a...b] se para todo o y,z € D tal que

y=zysTsz
Z ¢ (z) oz ~ 0.
y<z<Lz, €D

Definigio 3.1.6 Uma funcdo ¢ : [a...b) — R* diz-se S-integrdvel num certo
dominio D se para todo o 1 C D

A(n):0=>2¢(x)5m:0.

TEN

No exemplo seguinte apesentamos uma fungdo que apesar de tomar valores
infinitamente grandes é fungdo de acumulagao infinitesimal e S-integravel:

Exemplo 3.1.7 Sejam c1,c2 € [a..b] tais que a < 1 < ¢cg £ b, a1 # ca,
¢ ~ca. Seja ¢ (z): [a..b] = R a funcdo definida por

<P(93)={ Vi T=aour=cy

0, x # C1,Co.
Seja D C [a...b]. Entéo para todo n C D com A(n) = 0, verifiguemos que
1 1
0< ¢ x5:r§——.5x+——-.5m:x/5x—|—ﬁ:0.
EZEH‘P( ) Viéz Véx

Entio ¢ é uma funcdo de acumulag@o infinitesimal e € S-integrdvel.

Observe-se que as fungdes de Dirac discretas néo sdo de acumulagéo infini-
tesimal e que toda a fungio S-integravel é de acumulacao infinitesimal.

A nocgéo de fungio de acumulagio limitada s6 é definida para funges pos-
itivas. A nogio ndo pode ser estendida a fungbes que tomem simultaneamente
valores positivos e negativos. Consideremos o exemplo seguinte.

Exemplo 3.1.8 Seja f :[0...1] — R a fungdo definida por

1 z
(@) ={ e
32 S€ 3 mnpar,
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Exemplo 3.1.10 . Seja g(z) : [a..b] = R uma fungdo de acumulagdo limi-
tada. Verifiqguemos que a fungio g definida por

22

e 2Viéx

g(z) = ———==
2mv oz

¢ atémica. Para verificarmos que g é uma fungio de acumulagdo limitada sub-
o 1 . S\l -
stituamos € = z - (62)7. Entdo oz = 6¢ - (3z)% e 2 = y>.Vdéz. Tem-se

2

Z e%: 5 Z e;éi O_E (5 )%
a<z<b V 2mV/ oz e <t< b - V2. (Ox)“
(5z)4 (s2)4

(85)3 (62>

pelo Lema de Aprozimagdo dominada verifica-se que

Resulta que g é fungio de acumulagdo limitada. Além disso, seja w limitado
1
de modo que w - (6z)T =~ 0. Entdo

-z

2 NN

—w~(5z)é <z $w~(6a:)%

e 2
- X"

—w <z Sw

1R

oo a2
N/i;d -1
= ,——27T77 ;
—0oQ

Logo, 0 é um ponto de acumulagio de g. O seu mimero de acumulagio &
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de acumulacio limitada, mas que o produto de duas funcdes de acumulagao
limitada nfo é necessariamente uma fungao de acumulagéo limitada. Também
a derivada discreta de uma fungio de acumulagio limitada nao é necessariamente
uma funcdo de acumulagéo limitada.

3.2.1 Limite superior de uma fun¢ao de acumulagao limi-
tada

Proposigio 3.2.1 Se o fungdo [ é de acumulagéo limitade, entdo é limitada
por & para algum valor limitado ¢ € [a...b].

Demonstragao. Utilizaremos um método de demonstragao por contradigao.
Seja f uma fungdo de acumulagio limitada e suponhamos que para todo o valor
C

z € [a..b], f(z) > £&. Pelo Principio de Cauchy existe v = +oo tal que
f(z) > &£. Entdo se a,b sdo tais que a < z < b, temos

Y flyée (0_157) 5z

a<lz<d
= 7.

v

que é um nimero ilimitado. Logo, a hipotese considerada é Falsa pois a funcao
é limitadae f(z) < & =

3.2.2 Soma de duas fungoes de acumulacao limitada

Proposicao 3.2.2 A soma de duas funcdes de acumulagdo limitada é uma
fungdo de acumulag@o limitada.

Demonstracdo. Sejam f e g duas fungdes de acumulagio limitada e y,z €
X limitados, tais que ¥ < z. Somando as duas fung¢des f e g viria

> (fl@) +g(=))ix Y fla)dz+ Y g(z)dz

y<z<z ySw<z ySx<z

£+ £
£

1

3.2.3 Produto de duas fungées de acumulagao limitada

Proposicio 3.2.3 O produto de duas fungdes de acumulagdo limitada nao é
necessdriamente uma funcdo de acumulagdo limitada.

Vejamos um contra-exemplo. Consideremos duas fungdes de Dirac discretas
tal como definidas no exemplo 3.1.2 iguais a Ap. Sejam y,z € X limitados tais
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Note que °h € °[a,b]. Seja B,y € [a..b] com B.v ~ h tal que B < ne
~v > (.Entao

1

Y el ~ O ( > w(r)5w> < © ( > ¢<x>5z)
n<z<( n<z<( B<z<y

< mm{“k( > v@ﬁﬂﬁmﬁh,BSmWZCH}
BLx<y
= Gp.
Entao
Y. elz)éz S an. (3.3)
Nzl

Em seguida mostra-se que existe ¥,z ~ h, y < z tal que

Y ¢le)dr 2 an
y<z<z

Seja n € N standard. Existem 8,7 € [a...b[ tais que em que 8 <7, S~ h ~ ve

- 1
> g(z)dr >ap— —
BLx<y n
Pelo Principio da Extensdo, existem sucessdes internas (8,,),cn € (Yn)nen
tais que
< 1
> p(z)dx>ap——
Bo<z<y, n
Pelo Principio da Extensdo, existem sucessbes internas (8,),en © (Yn)nen que
se estendem as sucessbes externas (8,),enstn © (Yn)nensin: FPelo Lema de
Robinson e o Principio de Cauchy afirma-se que se existe v € N, ilimitado tal
que ainda 83, >~ h ~ 7, para n = v mantém-se

- 1
S5 o¢(z)ér >an—— 2 ap.
8,<z<y, v

Finalmente como também consideramos Y. ¢ (z)dx < ap pode-se concluir,
n<z<(
comy =B, ez="r, que

paratodon,{~hcomn<ye(>z ™

Exemplo 3.2.6 Seja x # 0, z # 0z, z # —dz. Seja ¢ : X — RT definida por

¢(0) = 3=
g (dr) = oz
p(—dz) = dz

p(x) = 0,sex¢{—0z,067dx}.
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Entao M, é limitado. Entao

1= % w)éz;g( > 90(96)5&")

alz<b Z; LTLTipr

IA

n—1

> Me
1=0

= n.Me.

que é limitado. ®

Como consequéncia obtemos que o conjunto de pontos de acumulagio de uma
funcdo de acumulagio limitada & externamente enumerdvel (i.é., em bijecgao
com o conjunto externo dos elementos standard de N).

Teorema 3.2.9 Seja ¢ : [a...b] — RY uma funcdo de acumulagdo limitada.
Entdo o conjunto dos pontos de acumulacgo é pelo menos externemente enu-
merdvel.

Demonstragdo. Sejam a,b limitados e seja ¢ : [a...b] — Rt uma fungio

de acumulacdo limitada. Entao > ¢ (z)dz é limitado pelo teorema anterior.
alz<b
Seja @ () = Y. ¢(z)dz, entdo ®{a) = 0 e ¢ (z) é limitado para todo = €
aly<z

[a...8]. Suponhamos que h é um ponto de acumulagido com a < A < z. Neste
caso existem ainda pontos 7,{ ~ h com n S ( e ®({) — ®(n) & positivo e
aprecidvel. Pelo Principio da transferéncia, existe um niimero racional standard
gn, com °® (1) < gp < °®(z). Assim a cada ponto de acumulagéo h de ¢, isto
é a cada salto de @, pode-se associar um racional standard g,. Ora o conjunto
externo dos racionais standard é externamente enumerdvel, entdo o conjunto
dos pontos de acumulagdo é no méximo externamente enumerdvel. =

3.2.6 Contribuig¢ao para o integral discreto

Consideraremos funcdes ¢ de acumulacao limitada definidas num intervalo dis-
creto [a...b] .

Pelo Teorema 3.2.9, o dominio H de ¢ pode ser disposto numa sequéncia.
Com o auxilio de H podemos identificar trés tipos definidos de contribui¢cdo para
o valor do integral discreto

I= 5 ¢(z)dz.
alz<b

de ¢.

Notacgéo 3.2.10 Seja ¢ : [a..b] — RT uma fungdo de acumulagdo limitada.
Escreveremos dominio de acumulacio de ¢ na forma

H:(h")nEN7

onde h,, € um ponto de acumulagdo de ¢ para todo o standard n € N.
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Demonstragao. Se H = (hn), oy ¢ um dominio de acumulaggo finito.
Como & standard, também ), .y @k, ¢ standard e nada mais hd a demonstrar.
Se H é infinito podemos encontrar H na forma de uma sequéncia standard
(hn)nen- Seja m € N standard. Pelo Lema 3.2.14 ha m intervalos inter-
nos Ji, J2, .., Jm, tais que Jy C hal(hy), Jo C hal(h2), ... ,Jm C hal(hm) e

m m m
San, =3 | 2 ¢(x)dz ) <I. Sejal= 3 ¢(z)dz. Entdo ) ap, <°T[
n=0 n=0 \z€J, zeX n=0

m
para todo m € N standard. Pelo Axioma de Transferéncia vem que }_ an,
n=0

n
< ° J para todo m € N. Logo Y. ap, converge, porque a sucessio das somas
n=0
parciais é uma sucessao nao decrescente. B

Teorema 3.2.16 Seja ¢ : [a...b] — RT uma fungdo de acumulagéo limitada.

1. Entdo erxiste um v € N e uma sequéncia interna (Jn), <, de intervalos

disjuntos tais que com C = |J Jn:
nsv

(a) A(C)=0
(b) Para todo o n € N standard ). ¢ (z)dz ~ an,.

z€Jn
(c) 3 ¢(z)bx~ A
zeC

2. Além disso se v1 € N e (J},),,«,, é uma sequéncia interna tal que C' =

U J. com as mesmas propriedades, tem-se y, ¢ (z)dz ~0.
n<v zeCAC’

Demonstragao. 1.Se H é standard finito, digamos da forma {h1,...,him}
com standard m, pela Proposicdo 3.2.5 e pelo Lema 3.2.14 existem m intervalos
internos disjuntos Ji, Jo, .., Jm C [a...b] tais que Ji C hal(hy), Jo C hal (hz),

Jm C hal(hy), > ¢(z)0x =~ ap, para todon com 1 < n < m, e
TEJp

> (Z (,a(:c)éz) ~ Y ap, = A Seja C = |J jn. Entdo a medida
n=0

n=0 \*€jn 1<ns<m
de C satisfaz

n<m n<m

)\(G):)\( U Jn)z S A(Jn) = 0.

¢ Tecow (@)0s= 3 (Z @(r)&r) :ngoahn =A

n=0 \ z€j,
2. Seja H = (hy), ¢ y infinito. Pelo método da Parte ?7 desta demon-
stra¢do obtemos uma sucessao externa (J,),, ,, de intervalos disjuntos internos
de comprimento infinitesimal tais que para todo n standard J, C hal(hn),

m m
S @ (x)dz =~ ap, e para todo m standard Y, [ X ¢ (2)dz | =~ 3 an, e,
z€J, n=0 \z€J, n=0
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1. Egziste um congunto M C [a...b], com A (M) ~ 0, tal que ¢, € uma

fungdo de acumulacdo infinitésimal e 5, ¢ (z)dx =2 §. Se M/ tem
zEM
as mesmas propriedades, entdo

> pl(z)dr=0.

TEMMDM'

1. 2. Eziste um conjunto o C [a..b], com A(0) ~ b—a, tal que p|0 €S-

integravel e Y. ¢ (z)dx =~ R. Se o’ tem as mesmas propriedades, entio
TEC

> p(z)éz~0.

zET Do’

3. Os conjuntos M e o podem ser escolhidos disjuntos e tais que MNa =

e M Uc é complementar a qualquer conjunto interno C C [a...b] tal que
A(C)~0e

Z:p(a:)éz:/—l.

zeC

Demonstraggo. 1.Em virtude do Teorema 3.2.16, seja C C [a...b] um
conjunto interno tal que A(C) ~0e ) ¢ (x)dz ~ A

1. 2.Para cada n € N standard existe um conjunto interno M, C [a..}]\C
tal que A (M,) = 0e 3 ¢y ¢ (z) 6z > §— L. Usando o Principio da Ex-
tensao podemos estender a sequéncia interna (M, )ren & uma sucessao ex-
terna (M) st nen-Aplicando o Lema de Robinson e o Principio de Cauchy
podemos supdr que existe v =~ co tal que ainda A (M) ~ 0, M, C [a..)]\C
e, Yiem ¢(z)dz > S — 1. Se M = N, temos entdo M C [a..b]\C, e
a funcéo ¢ & de acumulagéo infinitésimal em M. Além disso, A (M) =~ 0
e Y pen ¢ (z) 0z = §. Assumamos que M/ tem as mesmas propriedades.
Entao E:tGM’\M" ¢ (z) 6z ~ 0, pois que ¢ é de acumulag¢do infinitésimal
em M e ZzEI\/[”\M ¢ (z) 6z ~ 0, pois que ¢ é de acumulagao infinitesimal
em M’ Portanto ) peap @ (%) 0z >0

3.Seja o = [a...b] \ (C U M). Entéo o é um conjunto interno e A (o) =~ b—a.
Entdo ¢ & S-integravel em o pois s6 se n C CUM com A(n) =~ 0 ha

hipétese de 3 ¢ (z) 6z % 0. A demonstragao de que ), ¢ (z)dz ~ Re
z€N zTET

deque Y. ¢(z)dx~0se, o’ C[a..b] tem as mesmas propriedades que
zEoAo’

o prova-se pelo mesmo método que foi utilizado na Parte 1 .

As propriedades em questdo seguem da construgao do conjunto M e o.

Teorema 3.2.19 ??S8eja ¢ : [a...b] —» RY uma funcdo de acumulacdo limitada.
Entégral discreto I pode ser escrito na forma I ~ A+ S+ R, onde A é o



Capitulo 4

Teoremas de decomposicao

Medidas clédssicas podem ser decompostas em partes atémicas, singulares e reg-
ulares. Provaremos que existe uma decomposi¢ao ansloga para fungGes de acu-
mulacio limitada. A decomposigao nao é tnica mas quase nica no sentido de
uma propriedade de tipo L; n&o standard: Os integrais discretos dos valores
absolutos das diferencas das fung¢des relacionadas com as duas decomposigoes
$30 quase iguais.

4.1 Decomposicoes

4.1.1 Decomposi¢cao do dominio

Decompomos o intervalo de definicdo [a...b] da fun¢do de acumulagéo limitada
de uma forma que corresponde & decomposicdo em valores do teorema ?7. A
decomposicio do intervalo [a...b] sera feita de duas maneiras : uma em conjun-
tos internos outra em conjuntos externos. Assim como primeiro adaptdmos a
decomposicio [a...b] = CUMUo,no sentido de obter uma decomposi¢ao natural
mais ligeira.

Teorema 4.1.1 ??Seja p uma funcio de acumulagdo limitada. Entdo [a...b] =
CUMUogc. onde C, M e o sdo disjuntos dois a dois, satisfazendo A(C) =
A (M)~ 0 e ¢ toma 56 valores ilimitados em C UM, tais que ) ¢ (x)dz ~ A,

zeC
S e(x)dz~=S5e . ¢(z)dz~R.
TEM TECT
Demonstracdo. Pelo Teorema 7?7 existem conjuntos internos C, M e o

que sio disjuntos dois a dois, satisfazendo A(C) =~ A(M) =~ 0 e tais que
S e(x)dz~A, Y ¢(z)dz~Se )y ¢(z)dz~R. Defina-se paran €N
zeC TEM TET

M, = {z € Mg (z) = n}.

Entio Y. ¢(zx)dézx ~ 3 paratodon standard. Pelo Lema de Robinson eziste
TEM\M,

33
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do teorema 77 afirma que Y, @ (z)6z ~ S.Definamos ¥ = |, € para cada
TE€E O

n € N facamos ™ a func¢do ¥ truncada em m e P, C o seja o suporte de
™ Observemos que v é regular em o. Afirmamos que ) v (z) 6z ~ S para

€ o
todo o v ~ +0o. Sendo, seja v =~ +oo de tal modo que ¥ () oz 298
z€ T
Entao
¥ -y (z)dx > pA(c— P) 20
TE O
Se A(c—Pu) 2 0, 3 ¥(z) - W™ (z)dz ~ +oo, verifica-se uma con-
AS-4

tradicgdo pelo facto de ¢ — w(”) ser singular em o — P,, consequentemente
também Y > ¥ — w(”),em contradicdo com o facto que v €é assumido como
sendo regular.Isto prova a afirmagdo. Seja € > 0 standard. Obtém-se com a
ajuda do

Principio de Cauchy que para algum standardn € N

Y W (@)se = X 9" (2)dx

T€ O TE &

S —e€

v

o facto de P, C 8, prova o teorema. B

Observe-se que em geral pode nao existir um conjunto interno P C ¢ tal que

> ¢{z)dz ~R.

€ P

4.1.2 Decomposicao da funcao

Obtem-se uma decomposicio da prépria fungao ¢ de acumulagéo limitada em
trés funcbes que correspondem & parte acumulada, & parte singular e & parte
regular do seu integral discreto.

Teorema 4.1.3 Seja ¢ : [a..b] —» RY uma funcdo de acumulagdo limitada.
Entdo existem fungées ¢4, ¢g, ¢ : [a-..b] = RY com suportes disjuntos tais
que @4 ¢é atémica, ¢ € singular, pp € Teqular e ¢ = g4 + ¢s + ¥r- Os seus
integrais discretos satisfazem

pafz)dz ~ A

z€la...b]
> ps(@)oz =~ S
z€la...b]
> ¢grlz)éz ~ R
z€la...b]

Além disso, se @'y, ¢'s, ¢'n € uma qualquer decomposicdo de @ com as mesmas
propriedades, entdo

X (@) —pala)ldz Y les(z) — s () 0x
z€[a...b] z€[a...b}

S @ (2) — ¢g (2)] 6z = 0.
z€la...b]

12

R
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conjuntos internos, a menos de intervalos discretos de cumprimento infinitesi-
mal (Proposicdo ?7), e em conjuntos externos (4.1) e decomposigao da prépria
fungao como soma de uma funcio atémica, singular e regular (Teorema 4.1.3).
Veremos mais adiante uma decomposicao do valor do integral discreto da funcao
numa contribui¢io atémica, singular e regular (também a Proposi¢éo ?7), a
menos de valores infinitesimais.

Daremos em seguida alguns exemplos de fungées de acumulagao limitada e
de decomposic¢oes relacionadas.

Exemplo 4.1.4 Seja \/-% € N. Consideremos a fungio f : [0..1] — R*
definida em (8.2) por

8]

2z T
f(:c):{m’ 7= €N

0. caso.contrdrio

Aqui podemos fazer C = 0, M = nvdz N [0..1] e @ = [0...1[]\M . Entdo s6
fs € ndo nulo. Consideremos M como um quase-intervalo com pontos de igual
incremento de distdncia Voz e seja M = [0...1{.Entdo para esta fungdo singular
temos

S = sup® {0 (Z f (=) 5;5) |V C [01[} =
zeN
~ 3 fs(z)oz
zEM
= > ——2?—5:1:
reM VOX
= ¥ 2z
z€[0...1]
jl'2xda: =1
0

R

Portanto S = 1, sendo standard.
Exemplo 4.1.5 Seja ¢ (z) : [0...2] = R definida por:
1
- 3z rz=1
cp(:f:)-{ z, z#l.
Podemos tomar C =1, M =0 e 0 =[0...2]\ {1} e temos

Amp, (o ¥ A 1)oo= ~ bz=1
:I:E{l} (SQL‘
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Exemplo 4.1.7 Seja g : [0...1] = R™ @ fungdo definida por:
1 T
7= V=N
glz)=< & x =0z
2z caso contrario

o]

Entdo g escreve-se como soma de trés fungdes ga, gs € gr, onde ga = Asz
com suporte C = {0z}, gs € igual a fungdo f definida em (3.2) com suporte
M= {kv6x|0 <kS = k€ N} e gr(z) = 2z com suporte o = [0..1\MUC.
Segue em consequéncia do exemplo anterior que a contribui¢do atémica A e a

contribuicio singular S do integral discreto I de 3 tém ambos o valor 1. Afim
de determinar a contribuicdo regular R observemos que

o) =A([0..1\CUM) =1— 6z -z ~ 1.

Entdo se o C [0...1] é interno e gg é S—integrdvel em o,

R = sup® {0 (Z gr (z) 6z> |o C [0...1] interno, gr é S — integrdvel em a} =

TET

- (p2e)

0 ( S o 2mdz— Y 2x6z)

z€l0...1] we {6z }UM

O Y 2zéx
z€[0...1]

Pelo Teorema 2.8.8, resulta que:

Il

1
R= [2zdz=1
0
Segue que I ~1+1+1=3.

4.1.3 Decomposi¢ao da primitiva discreta

Nesta tltima seccio acrescentaremos um quarto tipo de decomposigao, agora
para a primitiva discrete ®(z) =} <, <, #(y)0z da fungéo de acumulagao lim-
itada. Comegamos por enunciar algumas defini¢bes. Para z € [o...b] definimos
a funcfo diferenca d¢ (z) = ¢ (z + dz) — ¢ (z).

Definigdo 4.1.8 Uma fungio ¢ : [a...b] — R diz-se absolutamente S-continua
se para todo N C [a...b] com AN =~ 0 temos

> Op(z) ~0,
T€EN

com by¢ (z) = p{z + dz) — (z).
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A seguinte proposicdo relaciona os pontos de acumulaggo de uma funcao
atémica com os comprimentos do salto da sua primitiva discreta. Também
relaciona os respectivos valores de acumulagio com os comprimentos de salto, e
os respectivos intervalos infinitesimais onde a acumulagéo ocorre efectivamente
com os intervalos infinitesimais onde o salto ocorre de facto. A proposicao é
entao semelhante ao Teorema 3.2.16.

Proposicao 4.1.14 Seja @ : [a...] — R* a primitiva discreta de uma funcéo
atomica. Entdo eziste v € N e uma sequéncia interna (Jn), <, de intervalos
disjuntos tais que, com Jp = [jn...kn] e C= U Jn,

n<v
1. A(C) ~0.
2. Para todo o n € N verifica-se que ®(k,,) — @(jn) ~ an,, .
3. @by~ A.

Demonstracio. Sémente a parte 3 precisa de ser demonstrada. Observe-se
porém que .

B(b) = B(b) - o(a) (4.2)
= > e@z+dy, D pla)a+
z€la....jo| n=0z€[jn...kn|
v—1  Jh+1 b
+ Yo pl@dz+ Y gla)e. (4.3)
n=02€(jn..kn| zcfkr...b|

pelo Teorema 3.2.16 o conjunto C pode ser escolhido de modo que A (C) =~ 0

v

YooY ez an, A (4.4)

n=0gE[jn.. kn| h=0

Os trés ultimos termos correspondem ao integral discreto de uma fungao in-
finitesimal sobre o conjunto [a...b]\ C de medida limitada quase-igual a b — a.
Portanto a contribuigio para I é infinitesimal. Concluimos entao que ®(b) ~ A.
=

Proposicao 4.1.15 Seja ¢ : [a..b] — R wuma funcdo de acumulagdo limi-
tada e @ : [a..b] — RT seja a sua primitiva discreta. Entdo:

1. ¢ é atémico com contribuicdo acumulada A > 0 sse @ € uma funcdo salto
com ®(a) =0 e ®(b) ~ A.

2. ¢ ¢ singular com contribuigdo singular S > 0 sse @ é S-continua e quase-
sempre constante com ®(a) =0 e ®(b) >~ S.

8. ¢ ¢ reqular com contribuigdo regular R > 0 sse @ é absolutamente S-
continuo com ® (a) =0 e ®(b) ~ R.
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regular para I. Entdo ®4(b) — ®a (a) ~ A, @5(b) — Ps{a) ~ S e Pr(b) —
bp(a) =~ R. Se <I’A,<DS <I>R é uma segunda decomposicio de ® numa funcgdo
salto @4, numa funcdo S-continua, que é quase semp're constante @, e numa
fungdo absolutamente S-continua @y, entio ¥ (z) ~ @, (z), D (z) = T5(2)
e & (z) =~ g (z) para todo € [a...b].

Demonstracdo. Seja ¢ 4,¢g. ¢ & decomposicido de ¢ = 5 dada pelo
Teorema 4.1.3. Sejam &4, ®s respectivamente ® g a primitiva discreta de ¢4,
¢ respectivamente ¢p. Pela Proposigio 4.1.15 a funcao ®, & uma funcdo
salto, a funcdo ®g & S-continua e quase sempre constante e a fungio Pg é
absolutamente S-continuo. Porque os suportes de ®4, ®s e g séo disjuntos,
setem ® = @4 +P5+Pr. Aindapela Propomgao 4.1.15 tem-se @4 (b)—Pa (a) =~
A, Bg(b) ~ Ps(a) = S e Pr(b) — Pr(a} ~ R. Seja Q’A,@s, @, uma segunda
decomposicdo de ® numa fungao salto @4, numa fungdo S-continua e quase
sempre constante @, bs e numa funcéo absolutamente S-continua ®p. Sejam C,
C', M, M', 5 e ¢ os conjuntos dados pela Proposigao ??. Seja z € {a...b].
Entao pelo teorema 4.1.3

[ @4 (z) — ®a(2)]

I

D (h) — paly)iz
asy<x

Il

S (Pal) - paly))ie

a<y<z,yECAC’

< > I¢alw) —ealy)loz
eLy<z,yeCAC

< > Eh) —ealw) e
yeCAC!

~ (

Entdo &/, ()

~ ®,4(z). De mesmo modo mostram-se ®5(x) ~ P5(x) e
p(z) > Dr(z). m
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