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Numerical semigroups

Abstract

A numerical semigroup is a submonoid of (N, +) such that its complement of N is
finite. In this work we study some invariants of a numerical semigroup S such as:
multiplicity, embedding dimension, Frobenius number, gaps and Apéry set of S. We
characterize a minimal presentation of a numerical semigroup S and describe an
algorithmic procedure which allows us to compute a minimal presentation of S. We define
an irreducible numerical semigroup as a numerical semigroup that cannot be expressed as
the intersection of two numerical semigroups properly containing it. Concluding this work,
we study and characterize irreducible numerical semigroups, and describe methods for
computing decompositions of a numerical semigroup into irreducible numerical semigroups.



Semigrupos numéricos

Resumo

Um semigrupo numérico é um submonoide de (N, +) tal que o seu complementar
em N é finito. Neste trabalho estudamos alguns invariantes de um semigrupo numérico S
tais como: multiplicidade, dimenséo de imersdo, nimero de Frobenius, falhas e conjunto
Apéry de S. Caracterizamos uma apresentagdo minimal para um semigrupo numeérico S e
descrevemos um método algoritmico para determinar esta apresentagdo. Definimos um
semigrupo numérico irredutivel como um semigrupo numérico que n3o pode ser expresso
como interseccio de dois semigrupos numéricos que o contenham propriamente. A
finalizar este trabalho, estudamos os semigrupos numéricos irredutiveis e obtemos a

decomposicio de um semigrupo numérico em irredutiveis.



Indice

AGradeCimentos ...........cccoiuiuiienirninnii i
ADSETACE ... e e SRt ii
2 Y T 1 1 1o YT PP PR PPPPPRPPTPPIECUPITTETUUPITTELLE iii
INEFOAUGEO ..ot s 1

Capitulo 1. Preliminares e conceitos basicos
1.1 PrEIIMINGIES «.ovvveeieeeeeeeeeeeeeeieetessassesesssssesessassaesaessssssssessasanesiesssanessssssnesssasesssssnnsssns 4
1.2, CONCEILOS DASICOS ....veeeeeeeeeeseeeeeeeseeesseseseesssrassensseessseasseessneessssssassasnssssaesssnnsnsssnssssass 8

Capitulo 2. Apresentacio minimal para um semigrupo numérico

2.1. Apresentagiio minimal para um SEMIgrupo NUMENICO.........occruresisssssssssnssessasianens 20
2.2. Apresentagdo minimal para um semigrupo numérico com dois geradores............ 29
2.3 Apresentacdo minimal para um semigrupo numeérico com trés geradores.............. 29

Capitulo 3. Limite superior para o cardinal de uma apresentacao para um

SEMIGIUPO NUMEBKICO ........ocieiiiiitter et s 31

Capitulo 4. Semigrupos numéricos irredutiveis
4.1. Semigrupos NUMEricos SIMEtricos € PSEUSO-SIMELTICOS. ........cvvreririnsiisrssssissssans 52

4.2 Semigrupos numéricos irredutiveis com multiplicidade 3 0u 4 .......cccceeereiennnnnee. 60

Capitulo 5. Decomposicio de um semigrupo numérico em irredutiveis

5.1 Decomposicio de um semigrupo NUMErico em irredutiveis ..........c..cooeeneiciuinnne. 66
5.2 Decomposicdo de um semigrupo NUMErCO €M SIMELFICOS .......ovvurversierescsinsiencanns 72
5.3 Decomposicio de um semigrupo numérico em pseudo-SIMELFCoS ............ovuueun. 79

Capitulo 6. Limite superior para o cardinal de uma apresentacdo para um
semigrupo NUMENICo irredutivel.................oo e 85

ENAICE @ NOLAGBES ............ceeeeeees e eeee s sssssn s sa s 92

BiblOGrafia ..........cccoveurirccet s 94



Introducao

Ao longo do ensino bésico e secundario, o estudo dos nimeros, e em especial o dos
inteiros, ocupa uma grande parte do curriculo da Matemdtica. De facto, os numeros
inteiros estdo omnipresentes em vdrias areas do conhecimento e as suas relagbes com as
outras ciéncias foram, e continuam a ser, fonte de inspiragdo para o desenvolvimento da
Matematica.

Os semigrupos numéricos sdo uma generalizagdo imediata da estrutura dos naturais
e aparecem de forma natural em diversos contextos da Matematica. O estudo dos
semigrupos numéricos é um problema classico equivalente ao estudo das solugdes naturais
de um sistema de equacdes com coeficientes em N. A partir de 1970, o seu estudo foi
motivado pelas suas aplicagdes na Geometria Algébrica. Um semigrupo numérico é um
subconjunto dos nimeros naturais fechado para a adigdo, contém o zero e gera 0s inteiros
€OmMO um grupo.

Um dos problemas interessantes relacionados com os semigrupos numéricos €
conhecido por “The exchange coin problem”, chamado assim pela sua ligacdo com a
possibilidade de obter certas quantias de dinheiro dispondo de moedas de valores pré-
definidos. Este problema foi levantado por Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917): dado
um conjunto de inteiros ndo negativos a,, a,, ..., a,, relativamente primos, encontrar o
maior inteiro natural (chamado numero de Frobenius) que ndo é representado como
combinag3o linear de a,,ay, ..., a,. Este problema foi resolvido por Sylvester para p = 2
(ver Proposigdo 1.17) mas continua em aberto para p > 2.

Ao longo deste trabalho estudamos também outros invariantes de um semigrupo
numérico S. Dedicamos especial atencdo aos semigrupos numéricos irredutiveis. Estes
constituem uma classe de semigrupos numéricos bastante estudada, ndo s do ponto de
vista semigrupista, mas também em virtude das suas relagbes com a Teoria de Anéis e
com a Geometria Algébrica.

No Capitulo 1, apresentamos algumas definigdes, caracterizagbes e resultados que
suportam o presente estudo. Comegamos por definir semigrupo numérico S como um
submondide de (N, +) tal que o seu complementar em N é finito. Assim, o complementar
de S em N determina o semigrupo numérico S, e o maior elemento que ndo pertence a S é
designado por nimero de Frobenius de S e denotado por F(S). Além disso, 0 maximo

divisor comum dos elementos do semigrupo numérico é igual a um. Um semigrupo



numérico S admite um (nico sistema de geradores {ny,..,n,} € um elemento n
pertencente a S é da forma n =¥!_, a;n;, com a; € N. Dado n um elemento de S \{0},
definimos conjunto Apéry de n em S o conjunto Ap(S,n) = {s €eS|s—n ¢S}. Este
conjunto caracteriza S. De facto, todo o elemento s pertencente a S é escrito de forma
dnica w + kn, com w € Ap(S,n) e k€N, e {n} U (4p(S,n)\ {0} é um sistema de
geradores de S. O menor inteiro positivo que pertence ao semigrupo numérico é chamado
multiplicidade de S e denotado por m(S). Merece especial atencdo o conjunto Apéry de S
referente 3 sua multiplicidade. Neste capitulo estudamos invariantes, ndo menos
importantes do que os ja referidos, tais como: a dimensdo de imersdo de S, o grau de
singularidade ou género de S, os pseudo-niimeros de Frobenius de S, otipo de S, etc.

Um semigrupo numérico S é isomorfo a N"’/cr , com ¢ uma congruéncia em N7,
Rédei mostra que a congruéncia ¢ € finitamente gerada e portanto existe um subconjunto

p de NP x NP tal que § = Np/a (ver [17]). A este subconjunto chama-se apresentagao para
o semigrupo numérico S e diz-se que S é finitamente apresentado. Se o cardinal de p for o
menor de entre os cardinais de todos os subconjuntos de NP x NP que geram o, O
subconjunto p diz-se uma apresentagao minimal para S. No capitulo 2 caracterizamos uma
apresentagdo minimal para um semigrupo numérico S e descrevemos um método
algoritmico para encontrar uma apresentacdo minimal para S. Neste estudo usamos alguns
conceitos da teoria de grafos. Este método de caracterizar uma apresentagdo minimal para
um semigrupo numérico em termos de conexidade de certos grafos foi introduzido por
Rosales, ver [11].

O capitulo 3 é dedicado a determinagdo de uma quota para o cardinal de uma
apresentacdo minimal para um semigrupo numérico S. A partir de Herzog [9] e de Rosales
[11], temos que o cardinal de uma apresentacdo minimal para um semigrupo numeérico é
sempre maior ou igual a sua dimensdo de imers3o menos um e que S30 0S Semigrupos
numéricos que sdo intersec¢io completa que atingem o menor cardinal. Além disso,
Bresinsky mostra que o cardinal de uma apresentagdo minimal ndo pode ser limitado
superiormente somente em termos da dimensdo de imers3o do semigrupo numérico. Neste
capitulo vamos estabelecer uma quota para o cardinal de uma apresentagdo para um
semigrupo numérico em fungdo da multiplicidade e da dimensdo de imersdo do semigrupo
numérico. Mostramos ainda que, no conjunto de todos os semigrupos numeéricos com uma
dada multiplicidade, sdo os semigrupos com maxima dimens3o de imerséo que admitem
uma apresentacdo minimal com cardinalidade maxima.

No capitulo 4 iniciamos o estudo dos semigrupos numéricos irredutiveis, que sao os
semigrupos numéricos que nao podem ser expressos como interseccao de dois semigrupos
numéricos que o contenham propriamente. Mostramos que 0s semigrupos numéricos



irredutiveis s30 os elementos maximais no conjunto de todos os semigrupos numéricos
com nimero de Frobenius F(S). Caracterizamos estes semigrupos em fungdo da paridade
do seu nimero de Frobenius (simétricos ou pseudo-simétricos) e em fungdo dos seus
conjuntos de Apéry. A finalizar, estudamos os semigrupos numéricos irredutiveis com
multiplicidade 3 e 4, explicitando uma apresentacao minimal para estes semigrupos
nNUMEricos.

O capitulo 5 é também dedicado aos semigrupos numéricos irredutiveis. Comegamos
por mostrar que todo o semigrupo numérico S que ndo é irredutivel pode ser expresso
como interseccio de semigrupos numéricos irredutiveis e descrevemos um processo para
fazer a decomposicdo de um semigrupo numérico em irredutiveis. Em seguida,
caracterizamos 0s semigrupos numéricos que podem ser expressos como interseccdo de
semigrupos numéricos simétricos e, também, os que admitem uma decomposigao em
pseudo-simétricos. Neste capitulo descrevemos ainda métodos para fazer cada uma destas
decomposigdes.

Por Ultimo, no capitulo 6, determinamos uma quota para 0 cardinal de uma
apresentacdo minimal para um semigrupo nNuMErico irredutivel S em fungdo da sua
multiplicidade e da sua dimens3o de imers&o.
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Capitulo 1

Preliminares e conceitos basicos

Neste capitulo apresentamos algumas definigdes, caracterizagOes e resultados
importantes que suportam o estudo dos semigrupos numéricos que aqui iniciamos.

1.1 Preliminares

Seja F um conjunto ndo vazio. Uma relagdo bindria ¢ em F é um
subconjunto de FxF. Se (a,b) €Ec escrevemos aocb € dizemos que a estd
o —relacionado com b. A relacdo binéria ¢ diz-se uma relagdo de equivaléncia se
verifica as trés propriedades seguintes:

1. ao a, para todo o a € F (reflexiva);
2. Quaisquer que sejam a,b € F taisque ac b, entdo bo a (simétrica);
3. Quaisquer que sejam a,b,c € F tais que acb ebog, entdo aoc

(transitiva).

Uma relagio de equivaléncia divide o conjunto F em classes de equivaléncia:

para cada a € F, definimos a sua classe modulo —o

[al,={b€EF|ach}

que designamos por ¢ — classe de a. O conjunto de todas as g-classes que é
possivel formar com os elementos de F é designado por conjunto quociente de
F por o e denotado por —, isto &,

F

— = {[al;|a€F}

g

Uma relacdo de equivaléncia o diz-se uma congruéncia sobre F, se para

todos os a,b € F taisqueachb e ceFsetem(a+c)o(b+0).

O conjunto 7 = {(u, u)|u € F} é uma congruéncia, chamada congruéncia trivial.
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Dado um subconjunto p S F x F, temos que a interseccdo de todas as
congruéncias que contém p é ainda uma congruéncia. Definimos esta congruéncia
como congruéncia gerada por p, denotamo-la por 5 . Além disso, é a menor
congruéncia que contém p, no sentido em que tem cardinal minimo entre todos os
subconjuntos de F x F que geram p.

O préximo resultado mostra que a congruéncia p existe.

Proposicio 1.1: Seja p, um subconjunto de F x F. Definimos

p®=puptur , com p~l={(v,u) EFXF|(uv) € p} e
pl= {(w+uw+u) EFXF|(v,w)€p® e u€F} Entdo p é o conjunto dos pares
(v,w) EFxF tal que existe k€N € vy,vy,.., EF COM v =v, V=W €

(v, vi41) Ept paratodooi € {0,....k — 1}.
Dem. Vejamos entdio que /5 construida desta forma é uma congruéncia.
1) Visto que t € p, entdo p é reflexiva.

2) Se (v,w) € j deve existir k €N e vo,vy,..., v EF talque vo=v, vy, =we
(Vi Vi41) € pt para todo 0 i € {0, ...,k — 1}. Como (v;,vi41) € p! entdo (vi4q,v;) € pt.
Se definirmos w; = vj_; com i € {0, ..., k}, obtemos (w,v) € p, isto &, p é simétrica.

3) Se (u,v) e (v,w) pertencem a j entdo existem k€N € v, ..,V
Wo,..,w, EF tal que vo=u, vpy=wo=v, wp=w € (V1) (wj,wjs1) €p%,

para adequados i e j. Ligando as sequéncias {v;}; e [Wi}j' obtemos (u,w) € p.

Portanto 5 é transitiva.

4) Se (v,w) €Ep e u€F, entdo existem k €N € vy, vy, ..., EF tal que vy =
v, vy =w € (v;,V41) € p* para todo o i €{0, ...,k —1}. Se definirmos w; = v; +u

para todo o i € {0, ..., k} obtemos que (w;, w;,1) € p* eassim (v +u,w+u) €p .

Finalmente, temos que qualquer congruéncia contendo p devera conter 5,

donde 5 é a menor congruéncia que contém p.

Dado p um subconjunto de A X A € uma congruéncia g, se p = o temos que a
congruéncia o é gerada por p e que p € um conjunto de geradores de 4. No caso em
que p é finito, dizemos que ¢ é finitamente gerada.

Um semigrupo é um par (S,+) em que S é um conjunto e * € uma operagao
bindria associativa definida em S. Os conjuntos envolvidos neste trabalho sdo
subconjuntos de inteiros e a operagdo bindria neles definida é a adigdo usual,
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consequentemente 0s semigrupos sao todos comutativos (a+b =b+a, para
quaisquer a e b pertencentes a S), pelo que serd omitida a referéncia a esta
propriedade. Para simplificar a escrita, omitir-se-4 também a indicagdo da operagdo
bindria. O semigrupo (S, +) , por exemplo, sera designado apenas por S.

Um subconjunto ndo vazio T de um semigrupo S diz-se um subsemigrupo des
se é fechado para a operacdo binéria considerada em S. Dado um subconjunto A,
ndo vazio de S, merecem especial atengdo os subsemigrupos de S que contém A. A
interseccdo dos subsemigrupos de S que contém A é um subsemigrupo de S, e 0
menor no sentido da inclus3o, de todos os subsemigrupos que contém A. Denotamos
este subsemigrupo por (4), e chamamos-lhe subsemigrupo gerado por A. Tem-
se, entdo

(4) = Na; + ..+ A,a, |IneN\{0}, 44,..,4, €N, a5,..,a, € A}.

Se (A)=S , dizemos que S € gerado por A e que A é um sistema de
geradores de S. Se A é um conjunto com um numero finito de elementos, dizemos
que S é finitamente gerado.

Sejam S e T dois semigrupos. Uma aplicagdo f : S - T € um homomorfismo
de semigrupos se f(a+ b) = f(a) + f(b) , para todos os elementos a e b de S.
Dizemos que f é um monomorfismo, um epimorfismo ou um isomorfismo, se f é
injectiva, sobrejectiva ou bijectiva, respectivamente.

Se existe um isomorfismo f entre dois semigrupos S e T, estes dizem-se
isomorfos e escreve-se S =T. Se f é um isomorfismo entre dois semigrupos, f -1
também o é.

A um semigrupo S que contém um elemento u tal que, para todo 0 s€S,
u+s=s+u=s, chamamos mondide, e ao elemento u, que é unico, chamamos
elemento identidade, ou apenas identidade. Neste trabalho, u = 0. Um subconjunto
T de S é um submondide de S se é um subsemigrupo de S e 0 € T. Observe-se que
{0} é um submondide de M. Chama-se o submondide trivial de M.

A interseccio de submondides de um mondide S é também um submondide de
S. Dado um mondide S e um seu subconjunto A, 0 menor submondide de S que
contém A é (4) = {La; + ..+ Apa, |neN\{0}, 4;,..,2, €N, a3,..,a, €A} € é
designado por submondide de S gerado por A. A semelhanca dos semigrupos, se
(4) = S, também se diz que S é gerado por A e que A é um sistema de geradores de
S. Além disso, se o sistema de geradores de S for finito, o mondide S diz-se
finitamente gerado. Nota: (@) = {0} = (0).
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Uma aplicacdo entre dois mondides S e T é um homomorfismo de mondides se
f(a+b)=f(a)+ f(b) , para todos os elementos a e bdesS, e f(0)=0. Os
conceitos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo sdo validos nos mondides.

Proposicdo 1.2: Seja S um mondide e & uma congruéncia sobre S. Entdo

S/ munido com a operago [al, + [b], = [a + b], € um mondide.

Dem. Comecemos por mostrar que a operagdo esta bem definida. Sejam
a, b, ce deStaisqueaah e cod. Queremos mostrar que (a + c)o (b + d). Ora,
seach eceS, tem-se(a+c)o(b+c),esecadebeS, tem-se (b+c)o(b+
d), visto que ¢ é uma congruéncia, donde (a +c)a (b +d), por transitividade.

Além disso, a operacdo é comutativa e associativa e a identidade € a classe [0], . O

0 mondide (S/4 ,+) é designado o mondide quociente modulo-o.
Consideremos agora f, um homomorfismo entre dois mondides S e T.
Definimos kernel congruéncia de f como

Ker (f) = {(a,b) € S xS |f(a) = f(B)}-

Este conjunto é uma congruéncia sobre S e a imagem de f, definida como
Im(f) ={f(a)| a €S}

é um submondide de T.

Note-se que existem diferengas entre as definigdes para mondides e para
grupos abelianos. Nos grupos abelianos, a condigdo f(0) =0 ndo precisa de ser
imposta, uma vez que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) e é valida a lei cancelativa,
donde £(0) = 0. Também a definicdo de kernel num grupo é feita como pré-imagem
da identidade. De facto, f(a) = f(b) € equivalente a f(a — b) = 0.

Teorema 1.3: Seja f:S — T um homomorfismo de mondides . Entdo

F: S fyer () = 1M,

tal que F([alker () = f (@) é um isomorfismo de mondides.

Dem. A aplicagdo F estd bem definida e € um homomorfismo, uma vez que f

é um homomorfismo. Além disso, € injectiva e sobrejectiva. O

Como consequéncia do Teorema 1.3, todo o mondide S finitamente gerado é
isomorfo a N”/;, para algum p € N. De facto, se {ny,n,, ..., n,} for um conjunto de

geradores de S, basta considerar a fungdo f: N¥ — S, definida por f(a) = ¥ amy,
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onde (a,,..,a,) € NP. Esta fungdo f é um epimorfismo entre os dois mondides.

Considerando ¢ = ker (f), tem-se que NTP é isomorfo a S.

Proposicdo 1.4: Seja S um mondide finitamente gerado e {ny,na ey Ty} UM
conjunto de geradores de S. Entdo existe uma congruéncia ¢ sobre N? tal que S é

isomorfo a N?/,.

Este resultado permite estudar um mondide finitamente gerado recorrendo ao
monoide N?, para algum p € N.

A um subconjunto p de NP x NP tal que § = N”/ﬁ chama-se apresentagao

para S e o mondide S diz-se finitamente apresentado. Se o cardinal de p for o
menor de entre os cardinais de todos os subconjuntos que geram 5, o subconjunto p

diz-se uma apresentacdo minimal para S.
Temos, entdo, o seguinte resultado (ver em [17]).

Teorema 1.5 (Rédei): Todo o mondide finitamente gerado é finitamente
apresentado.

1.2 Conceitos basicos

Vamos agora caracterizar os submondides que sdo objecto de estudo neste
trabalho.

Definigio 1.6: Um semigrupo numeérico ¢ um submondide de N tal que o

seu complementar em N é finito.

O resultado seguinte da-nos uma forma alternativa de definir um semigrupo
numérico.

Lema 1.7: Seja A um subconjunto, ndo vazio, de inteiros positivos. Entao
S =(A) é um semigrupo numérico se e s6 se m.d.c.(4) =1.

Dem. Seja d = m.d.c.(4) . Tem-se d|s qualquer que seja s € (4) , uma vez
que s = A0y + ..+ A, a, € d|a;. Além disso, como (4) € um semigrupo numérico,
o0 seu complementar em N é finito, logo a partir do maior elemento de N \(4) todos
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os inteiros pertencem a (4). Podemos, entdo, considerar x € (4) tal que x e x+1
pertencem a (A). Tem-se que d|x e d|x + 1, 0 que obriga a que d = 1.

Para demonstrarmos a condicio suficiente, basta provar que N \(4) é finito.
Por hipdtese, mdc(4) =1 entdo existem inteiros z,, ...,z, € a,,..,a, € A tais que
2,0, + ..+ zpa, = 1. Mudando os termos negativos do primeiro para o segundo

membro, obtemos uma igualdade em que os termos sao todos positivos

Zj1Qi1 + ...+ Zip Qi = 1- zjlajl —_ . thajt .
Ora, =—zjaj;— ..— Zj@jy © ZpQy+ ..+ Zy Ay Ppertencem a (A) , donde
existe s €(4), s=-zjai;— ..— z;a; , tal que s+1€(A4),0 que implica que

{s,s+1,25+2,..,(s—1)s+s—-1}cS.

Provemos que se n > (s — 1)s + (s — 1), entdo n € (4) . Consideremos q e r
inteiros tais que n=gs+r , com 0<r<s-—1. Por hiptese, n=gqs+r =
(s—1)s+(s—1) ,donde gs+(s—1)=(s—1)s+(s—1). Assim, gs=(s—1Ds
e, consequentemente, gq=>s—1,0useja q=s—1>r.Vistoqueq—-r=0,

ention=(s+r)+ (q—=r)s=r(s+1)+(q—1)s €(A). O

Seja M um submondide de N e d o maximo divisor comum entre os elementos
de M. Pelo Lema anterior, 0 conjunto S = ( {% |me M}) é um semigrupo numeérico,
uma vez que 0 mdc {% |me M} = 1. Se considerarmos a fungdo que a cada
elemento m de M faz corresponder o elemento % de S, obtém-se um isomorfismo

entre M e S, pelo que podemos dizer que qualquer submonoide de N é, a menos de

um isomorfismo, um semigrupo numérico.

Proposicdo 1.8: Todo o submonoide de N, ndo trivial, é isomorfo a um

semigrupo numeérico.

Nimero de Frobenius e Género de um semigrupo

Uma vez que o complementar de S emN ¢é finito, vamos em seguida
caracterizar este conjunto. Designamos o complementar de S em N por conjunto
das falhas de S§ e denotamo-lo por G(S),

GS)={x€eN|xeS)
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O cardinal de G(S) designa-se por género de S, ou grau de singularidade
de S, e denota-se por g(S). O maior inteiro que ndo pertence a S designa-se por
niumero de Frobenius de S e denota-se por F(S),

F(5) = max (G(S)).

Proposicdo 1.9: Seja S um semigrupo numérico e F(S) o seu numero de

Frobenius. Entdo S U {F(S)} € um semigrupo numérico.

Dem. O complementar de S U {F(S)} em N é finito, uma vez que esta contido
no complementar de S em N. Para completar a prova basta mostrar que Su {F(S)} é
fechado para a soma. Sejam a,b € SU{F(S)}. Se a e b pertencem a S entdo
a+b €S, dado que S é um semigrupo numérico. Se a e b ndo pertencem a S, tem-
se a+ b = 2F(S) > F(S), donde a + b € S. Se um deles, apenas, ndo pertence a S,
por exemplo a, tem-sea+ b =F(S) + b= F(S) e SU{F(S)}. O

Seja S um semigrupo numérico € n um elemento de S\{0}, definimos

conjunto Apéry den em S o conjunto

Ap(S,n) = {s €S|s—n &S}

Apresentamos, em seguida, um exemplo que ilustra os conceitos introduzidos
anteriormente.

Exemplo 1.10: Seja S =(4,7,9), tem-se $={0,4,7,8,9,11,12,13,14,~ }.
O simbolo - significa que todos os numeros maiores do que 14 pertencem a S.
Logo F(S) = 10, G(S) ={1,2,3,5,6,10} , g(5) =6 e Ap(S,4) = {0,7,9,14}.

O resultado seguinte caracteriza os elementos do conjunto Apéry de n em S.

Lema 1.11: Seja S um semigrupo numérico e n um elemento de S \{0}.
Entdo,
Ap(S,n) = {0 =w(0),w(1),..,w(n—1)},
onde w(i) é o menor inteiro de S congruente com i médulo n, para todo o
ie{0,..n—1}%

Dem. Para cada i€{0,..,n—1}, se i €S consideremos w(i) =i. Caso

contrario, consideremos os inteiros da forma i + kn , com k € N. Uma vez que N\S
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é finito, existe um k'€ N tal que para k > k', i+kn€S. Entdo w(i) € o menor

destes nimeros que pertence a S. O

Atendendo ao lema anterior, podemos concluir que o niimero de elementos do
conjunto Ap(S,n) é igual a n.

Corolario 1.12 : Seja S um semigrupo numérico e n um elemento de S \{0}.
Entdo,
# Ap(S,n) = n.

Lema 1.13: Seja S um semigrupo numérico € n um elemento de S \{0}.
Entdio, para cada s € S existe um e um s6 par ordenado da forma (k,w) € N x
Ap(S,n) tal que

s=w+kn.
Dem.Dados €S, tem-ses=i+kn,comie{0,..,n—1}ek’eN.
Consequentemente, existe um e um s6 w(i) € Ap(S,n) tal que s = w(i)(modn) e,

dado que s = w(i), tem-se que s —w(i) = kn , para algumk eN. O

Dado um elemento n em S\{0}, obtemos que {{n} U (4p(S,m\{0}) } é um
sistema de geradores de S com cardinal igual a n, a partir do Lema 1.13.

Dizemos que um sistema de geradores de um semigrupo numérico é minimal
se nenhum dos seus subconjuntos proprios gera 0 semigrupo numérico. Veremos em
seguida que todo o semigrupo numérico admite um e um sO sistema minimal de

geradores e que esse sistema de geradores é finito.

Teorema 1.14: Seja S um semigrupo numérico e S*=S\{0}. Entdo
$*\ (S* + $*) é um sistema minimal de geradores finito de S.

Dem. Seja s€S*. Se s ¢&S*\(S*+S*) entdo existem x,y €S~ tais que
x +y =s. Repetindo este procedimento para x e y , ap6s um numero finito de
etapas, uma vez que x,y <s, encontramos si,..,Sp € $*\ (S* +S*) tais que
s = 51 + ...+ Sp, O Que prova que S*\ (S* +S*) € um sistema de geradores de S.

Em seguida provamos a minimalidade de $*\ (S* + S*). Suponhamos que A é
outro sistema de geradores de S. Seja x € S*\ (S* +S*). Existem 4;,..,4, €N e
a,..,a, €A tais que x = ,,a; + ...+ Ap,a,. Como x & S* +S*, x = a; para algum
i €{1,..,n}. Concluimos, assim, que S*\(S*+S%) é um sistema minimal de
geradores de S.
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Além disso, como Ap(S,n)\{0} U {n} é um sistema de geradores de S com n
elementos, o conjunto S*\ (§* +S*) tem no méaximo n elementos, portanto S*\
(§* +5*) éfinito. O

Seja S um semigrupo numérico e seja {n1 <n, < ...<n1,} 0 seu sistema
minimal de geradores. O inteiro n,, que é o menor dos geradores de S, é
denominado a multiplicidade de S e é denotado por m(S), isto € m(S) =n,;. O
cardinal do sistema minimal de geradores de S ¢é denominado dimensdo de
imersdo de S e é denotado por e(S), ou seja, e(S) = p.

Proposicdo 1.15: seja S um semigrupo numérico. Entao
1) m(S) = min(S\{0}).
2) e(S) < m(S).

Dem. A multiplicidade é sem dvida o menor inteiro de S\{0}. Relativamente a
segunda afirmagdo, uma vez Ap(S, m(S))\{0} U {m(S)} é um sistema de geradores
de S com m(S) elementos, o sistema minimal de geradores de S ndo podera ter mais
de m(S) elementos. O

O resultado seguinte foi obtido por Selmer em 1977 e permite calcular o
ntimero de Frobenius e género de um semigrupo numérico S a partir de um conjunto

Apéry de um elemento de S\{0}.

Proposicdo 1.16 (Férmula de Selmer): Seja S um semigrupo numérico e
seja n um elemento de S \{0}. Entdo

1) F(S) = (médx Ap(S;n)) —n.

2) g(8) = %(ZweAp(S,n) W) - nT_l

Dem. 1) Por definigio, o nimero de Frobenius de S é o maior nimero inteiro
que ndo pertence a S. Tem-se F(S)+neSeF(S)+n—ngS, donde F(S)+n€
Ap(S,n). Além disso, F(S) +n é o maior elemento deste conjunto, uma vez que se
x>F(S)+n, tem-se x—-n>F(S) o que implica que x—n€S , donde x ¢
Ap(S,n).

2) Temos que Ap(S,n) = {0 = w(0),w(1),..,w(n—1)} , onde w(i) é o
menor inteiro de S congruente com i médulo n, para todo o i € {0, ...,n — 1}, pelo
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Lema 1.11. Assim, para cada w(i) € Ap(S,n), existe k; € N tal que w(i) =i + k;n.
Temos, entdo,
Ap(S,n) =
={0=w(0),w(1) =kyn+1,w(2) =kn+2,..,wn—1) = kp_n+ (-1}

Notemos que um numero inteiro x congruente com n maddulo i ndo pertence a
S se e s6 se x < w(i), uma vez que w(i) é o menor inteiro de S congruente com i
médulo n. Assim, para cada i € {1,...,n— 1}, existem k; inteiros menores do que
w(i) que sdo congruentes com imddulo n. Entdo para cada i€f{1,..,n—1},
on+i,in+i,..,(k,—1n+i¢S. Logo,

9 =ky+ ot knog= kg itk + = (S ) =

= (Glan+3) 4+ Clepan +27) - (F572) =

n

1+n-1 —1
(kyn+ 1) + - +;1(kn_1n +n-1) - (—Jl—)) =

n

3le

= %( (kln + 1) + o4 (kn—1n +n-— 1)) _ (n(n—l) )=

2n

= %(ZweAp(S,n) W) - nT_l o

O problema de Frobenius consiste em encontrar uma férmula para F(S) e g(S)
a partir dos geradores minimais de um semigrupo numérico S. Sylvester resolveu
este problema no final do sec. XIX para semigrupos com dois geradores minimais, no
entanto esta questdo ainda se encontra em aberto para semigrupos com dimensdo
de imersdo maior ou igual a 3, ver [10].

Vejamos o caso em que o semigrupo numérico tem dimenséo de imersdo dois.
Seja S = (a,b). Tem-se

Ap(S,a) ={0,b,2b, ..., (a — 1)b}.

Proposicdo 1.17: Sejam a e b inteiros positivos tais que m.d.c.(a,b) = 1.
1) F{(a,b)) =ab—a—b

2) g((a, bY) = ==

Dem. Seja S = (a, b). Entdo, atendendo a Proposicéo 1.16, obtemos

1) F(S) = (mdxAp(S;a))—a=(a—1)b—a=ab—a-b.

2) 99) = i(zWGAp(S,a) w) - aT—l = %(M(az_l—)b x (a— 1)) - aT_l =

_1fab _ _a1 _b _ _a-1 _ (a-1)(b-1) _ ab-a-b+1
—a(zx(a 1)) 1 Ly (g-1)-2t SN0 B
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Observamos que se S tem dimensgo de imersdo igual a 2, entdo g(S) = ——F(SZ)H '

0 que permite concluir que F(S) é impar. Esta propriedade ndo pode ser generalizada
a semigrupos com dimensdo de imersdo maior que 2, no entanto alguns semigrupos
numéricos verificam esta propriedade e constituem uma classe muito importante de
semigrupos numéricos que estudaremos a frente.
Seja S um semigrupo numérico. Denotamos por N(S) o conjunto de todos os
elementos de S menores do que F(S).
N(S) = {s € S|s < F(5)}

Este conjunto, por si s6, ndo determina S. Contudo, se considerarmos também
F(S), obtemos que S = N(S)U{F(S)+1,-}.
O cardinal de N(S) é denotado por n(S) e temos que
g +n(S) =F(S) +1.

Dado um semigrupo numérico S e um elemento sde S, com s <F(S),
F(S)—s ndo pode pertencer a S (se F(S)—s €S, entdo F(S)=s+s7 com
s’€ S\{0}, o que é absurdo visto que F(S) pertenceria a S). Assim, a cada elemento
de N(S) corresponde um elemento de G(S). Donde g(S) = n(S). Podemos entdo
enunciar a seguinte propriedade:

Proposicdo 1.18: Seja S um semigrupo numérico. Entdo

F(S)+1
g(s) = T

Nota: Na relagio anterior, quando a igualdade se verifica, o semigrupo
numérico tem o menor nimero possivel de falhas.

Pseudo-numero de Frobenius

Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que x é um pseudo-nimero de
Frobenius de S se x &€ Se x + s € S para todo o s € S\{0}. Denotamos o conjunto
dos pseudo-nimeros de Frobenius de S por PF(S). O cardinal de PF(S) é denotado
por t(S) e denominado tipo de S.

# PF(S) =# {x € Z\S| x + s € S para todo 0 s € S\{0}} = t(5).

Se S =N, tem-se que PF(S)={F(S)}={-1} e se S=N, verifica-se que
{F(5)} € PF(S) < N\{0}.
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Exemplo 1.19: Consideremos o semigrupo numérico S = (5,7,9).
Tem-se que S ={0, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 15, 16, »} e Z—-S= {...,—1, 1, 2,
3,4,6, 8, 11, 13.
Assim PF(S) = {11,13},vistoque 6+5=11¢S, 8+ 5 =13 ¢ S, 0 mesmo
acontecendo para 11 +s > 11 + 5 € S, qualquer que seja s € S \{0}. Logo t(S) = 2.

Da defini¢do anterior resulta que F(S) é um pseudo-numero de Frobenius, este
é 0 maior elemento no conjunto dos pseudo-nimeros de Frobenius, relativamente a

ordem usual em Z.

No conjunto dos inteiros define-se a seguinte relagao:

a<s bseb—ac€s.

Como S é um semigrupo numérico, esta relagdo é uma relagdo de ordem

(reflexiva, anti-simétrica e transitiva).

Notamos que os elementos minimais de S \ {0}, relativamente a relagdo <s,
s30 os elementos do sistema minimal de geradores de S. E, se atendermos a
definicdo de pseudo-nimeros de Frobenius de S, podemos concluir que estes sao os
elementos maximais em Z\S relativamente a relagdo <s. Donde obtemos uma

caracterizacdo alternativa para os pseudo-nimeros de Frobenius.

Proposicdo 1.20: Seja S um semigrupo numérico. Entao
PF(S) = Maximais <g (Z\S).

Dem. De facto, dados a,b € PF(S), se a <g b significa que b—a=s€S, ou
seja, b = a + s. Mas, como a € PF(S), tem-se b =a +s € S, 0 que é absurdo, uma
vez que b € PF(S).O

O resultado anterior estabelece uma relacdo entre os geradores minimais do
semigrupo numérico S e os seus pseudo-nimeros de Frobenius, uma vez que os
primeiros sdo os elementos minimais de (S \ {0}) e os segundos sao os maximais de
(Z\S).

Consideremos, novamente, o semigrupo numérico S =(5,7,9). Tem-se
s={0,5 7 9 10, 12, 14, 15, 16, »} e Z-S={...,-1, 1, 2, 3, 4,6, 8, 11,

13 . Verificamos que

134511 e 8<g13, 6<513, 4<s13, 3<¢13, 2<g11,

e assim sucessivamente, logo PF(S) = {11,13}.
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Como consequéncia da Proposigdo 1.20, obtemos outra caracterizagdo dos
pseudo-nimeros de Frobenius de um semigrupo numérico S, agora em fungdo dos
conjuntos Apéry.

Proposicio 1.21: Seja S um semigrupo numérico e n um dos seus
elementos, nao nulo. Entao
PF(S) = {w — n| w € Maximais <, Ap(S,n)}.

Dem. Seja x € PF(S) e n€S—{0} . Entdo x¢S e x+ne€S (visto x € PF(S)),
donde x +n € Ap(S,n). Tomemos w € Ap(S,n) tal que x+n <gw. Entdo w-—
(x+n)=w—-x—-n€S.0useja, existeseStalquew-—x—n=s, donde w—n=
x+s.Comow—ngS, tem-se x+s &S . Ora, visto que x € PF(S) conclui-se que
s=0.Logow =x+n.

Consideremos, agora, w € Maximais, Ap(S,n) € provemos que w-—ne€
PF(S). Seja se S\{0} tal que w—n+s¢S. Entdo w+s€eAp(S,n) ew <s w+s
(uma vez que w+s—-w=s€S) 0 que contraria 0O facto de
w € Maximais ¢, Ap(S,n). Logo w—-n+s €S para todo 0o seS—{0} e w—ne
PF(S).0

No préximo resultado estabelecemos o papel desempenhado pelos pseudo-

nGimeros de Frobenius num semigrupo numérico.

Proposicio 1.22: Seja S um semigrupo numérico, f;, ..., f; 0s pseudo-nimeros
de Frobeniusde Sex e Z. Entiox ¢ Sseesése f,—x € S, para algumi € {1,...,t}.

Dem. Condigdo necesséria . Seja x € S e n € S — {0}. Existe w(i) € Ap(S,n) tal
que x =w(i)mod(n), com x <w(i). Logo x=w(i)—kn, com k>O0. Seja
w1, ...,wjt} = Max, Ap(S,n) e i €{1,..,t} tal que w;; —w €ES. Seja wj; —n = f;.
Entdo  fi—x = (wj,—n) — (w(@) —kn) =w;, —w(@ +nk-1) €S, visto que

w,—w(i)eESek—-120.

Condicdo suficiente. Seja x €Z e f; € PF(S) verificando que f; —x € S. Se x
pertence a S , tem-se f; = x + s,coms € S, donde f; € S €& impossivel. Logo x & 5.0

Uma vez que o cardinal de Ap(S, m(S)) é igual a m(S), e zero ndo é elemento
maximal, podemos também concluir que ndo existem mais de m(S) —1 pseudo-
numeros de Frobenius.
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Corolario 1.23: Seja S um semigrupo numérico. Entdo t(S) < m(S) — 1.

Foi referido anteriormente que a dimensdo de imersdo de um semigrupo
numérico nunca excede a multiplicidade. Vejamos se é possivel relacionar t(S) e
e(S). Se a dimensdo de imersdo for igual a dois 0 semigrupo numeérico é do tipo um,
pelo Corolario 1.23. Neste caso t(S) < e(S). Veremos mais a frente que esta
desigualdade ainda é vélida para semigrupos numéricos com dimensao de imersao
igual a trés, nestes casos, t(S) = 1 ou t(S) = 2, no entanto, esta propriedade ndo se
generaliza a semigrupos numéricos com mais de trés geradores minimais. Num
semigrupo numérico com dimensdo de imersdao superior a trés pode ser que t(S)
seja maior do que a sua dimensdo de imersdo, como mostra o exemplo de Backelin

(ver em [7]) que a seguir se apresenta:

Exemplo 1.24: Seja S=(s, s+3, s+3n+1, s+3n+2)comn=2,r2
3n+2es=r(3n+2)+3. Tem-sequet(S) =2n+3=7.

Se considerarmos, por exemplo,n=2er=8, temos s=43 e S=
(67,70,74,75). Logo e(S) =4 e t(S) =7.

Proposicido 1.25: Seja S um semigrupo numérico. Entdo
g(S) < t(SHn(S).

Dem. Seja x ¢ S. Entdo, pela Proposicdo 1.22, existe f; € PF(S) tal que
fi—x€S.
Seja f, = min { f € PF(S)| f — x € S} e consideremos a aplicagao
G(S) » PF(S) x N(S)
x = (fe . fx = %).

Esta aplicagdo € injectiva, assim g(S) < t(S)n(S). O

Esta desigualdade é equivalente a F(S) + 1 < n(S)[t(S) +1].
De facto, g(S) + n(S) < t(S) n(S) +n(S), ou seja g(S) +n(S) < n(S)[t(S) + 1]
donde,
F(S) +1 < n(S[t(s) +1].

H. S. Wilf conjecturou que F(S) + 1 < e(S)n(S) (ver [18]). Sabemos que para
algumas familias de semigrupos esta conjectura € valida, no entanto o caso geral
continua por provar.
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Semigrupos numéricos com maxima dimenséo de imersao.

Dizemos que um semigrupo numérico S é um semigrupo com mdxima

dimensado de imersao se m(S) = e(S).

Exemplo 1.26: Dado um ndmero inteiro m positivo, o conjunto S = {0, m, -}
é um semigrupo numérico com méaxima dimensao de imersdo. De facto, o conjunto
Apéry de m em S é Ap(S,m) = {0, m +1,m +2,...,(2m — 1)}. Tem-se que todos 0s
elementos de Ap(S,m) sdo maximais, a excepgao do zero, umavezque 0<i<j<
m—1, m+j—(m+i)=j—i<m¢S, donde
PFS)={m+1m+2,..,2m-1)}.

Nos semigrupos com méxima dimens&o de imersdo PF(S) tem o maior cardinal
possivel
t(S) = m(S) — 1.
De facto, PF(S) = {n, — ny, ...,np, —n,}. Daqui resulta que F(S) =n, —ny, €
aplicando a Proposicio 1.16 (Férmula de Selmer), obtém-se também o género de S
em fungdo dos seus geradores minimais.

Proposicdo 1.27: Seja S um semigrupo numérico com maxima dimensdo de

imers30 e com sistema minimal de geradores {n; < ... < n,}. Entdo:
1) F(S) =n, —ny;
_ _1_ _n -1
2) g(8) ==(nz+ .t 1) =7~

A Proposicio seguinte caracteriza os semigrupos numéricos com maxima

dimens3o de imersao.

Proposicio 1.28: Seja S um semigrupo numérico e {n; < ...< n,} 0 seu

sistema minimal de geradores. As proposigdes seguintes sdo equivalentes.
1) S é um semigrupo numérico com maxima dimens&o de imers&o.
2) Ap(S,ny) = {0, ny, ..., mp}.
3)Sei,je{2..,plentdon; +n;—n, €S.

4) Se x,y € S\{0}, entdox +y —n,; €.
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Dem. 1)implica2). Se i€{2,..,p}, ni—n, €S, visto n; e n; serem
geradores minimais de S. Entdo, {0,n,, ...,np}; Ap(S,n;). Como S tem méxima
dimens3o de imersdo temos p = n,, donde os conjuntos anteriores tém ambos n,

elementos. Logo concluimos que Ap(S,ny) = {0, ny, ..., ny}.
2) implica 3). Basta notar que n; +n; € Ap(S,n,), assimn; +n; —n; €.

3) implica 4) Sejam x,y € S\{0}. Tem-se que x =n; +s, para algum i€
{1,...p}es€S, ey=nj+s , paraalgumje€{l, .. p}es €S. Donde x+y-—

n=n+s+n+s —n;. Entdox+y—-ny =n;+nj—n; +s+s'€S.

4) implica 1). Seja Ap(S,n,) = {0 =w(0),w(1),..,w(n, —1)} e suponhamos
que existe i € {1,...,n; — 1} tal que w(i) que nao é gerador minimal de S. Entdo
w(@)=nj+s, com j€{2,..,p} € s€ s\{0}. Mas w(i)—n, =n;+s—n, €S, por
hip6tese, 0 que é um absurdo visto que w(i) € Ap(S,n,). Concluimos que todos os
elementos de Ap(S,n,), & excepgdo do zero, sdo geradores minimais de S. Portanto

{n,} U (Ap(S,n,)\{0}) é um sistema minimal de S com n, elementos. O
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Capitulo 2

Apresentagio minimal para um semigrupo numérico

2.1. Apresentagdo minimal para um semigrupo numeérico

Neste capitulo, bem como nos seguintes, S denotard um semigrupo numérico
finitamente gerado por {n,, ..., n,}.

Seja ¢ 0 homomorfismo de semigrupos, ¢:NP — S, definido por

M-

o(ay, ... ay) = ) amny,

i=1
e o a congruéncia kernel de ¢, definida por:
(ay, ., @p) (@, s Bp) & @@y, o, tp) = @@, s Ep) -
Tem-se
NP

~

ag

Nesta seccdo pretendemos caracterizar e determinar uma apresentacao
minimal para um semigrupo numérico, que é uma congruéncia capaz de gerar
o com o menor nimero de elementos. Para realizar este estudo vamos utilizar
alguma teoria de grafos.

Paran € N denotamos por [n] a imagem inversa de n por ¢, isto é,

[n] = {(ay, .-, &) € NP2 @(ary, ..., @) = n}.

Note-se que o conjunto [n] € finito e n € 5 \{0} se e s0 se [n] # @.

Em NP definimos a seguinte relagao:

Dados dois elementos a = (ay, ...,a,) € b= (&, .., &,) pertencentes a N,
dizemos que awb seesésea=b=0ouexistemne N e ky, ...k €[n], tais
quea=k, eb =k, ekky,, +0, qualquerquesejai € {1,..,t—1}.

Claramente w é uma relagio de equivaléncia em NP. Aos elementos do
conjunto quociente N—: chamamos w — classese a w — classe que contém a € N?

é denotada por [¢(a)].
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Observemos que se a,b € [n], entdo para s € N?, com s # (0, ... ,0), tem-se
(a+5s)w(b+s). De facto, p(a+s)=g(a)+o(s) =) +o(s) = +s) = n,
assim a+s e b +s € [n']. Além disso, se s = (ay,...,a,) # (0,...,0), entdo existe
a; #+ 0, donde (a+5s)|(b+s) # 0.

Exemplo 2.1: Consideremos S=(5,8,11,12). A w- classe de a=

(0,1,2,0) é
[¢(0,1,2,0)] ={(0,1,2,0),(2,1,0,1),(6,0,0, 0)} = [30].

Observamos que quaisquer dois elementos de [30] estdo relacionados por w.

Se considerarmos n =23, tem-se [23]={(0,0,1,1), (3,1,0,0)}. Os dois
elementos deste conjunto ndo estdo w-relacionados ((0,0,1,1)|(3,1,0,0) = 0).

Para cada n € N denotamos por n,, 0 nimero de w — classes contidas em [n].
Assim, relativamente aos dois exemplos anteriores, tem-se 30, = 1 e 23, = 2.

Consideremos n € N e sejam Xy, X,, ..., X, as distintas w — classes de [n]. Se
y € uma relagdo binaria em NP, denotamos por
Yo =¥ N ([n] X [n])
e denotamos por G, o grafo associado a particio {X,X,,...,X,} de [n]. Os vértices
deste grafo s3o os elementos de {X,,X,,..,X,;} € X, X, , com i # j, € uma aresta de

G,, se existe x € X; ey € X; tal que (x,y) ey U y L

Estes grafos irdo ser importantes para caracterizar uma apresentagao para um
semigrupo numeérico.
O resultado seguinte d& uma condigdo necessaria e suficiente para que uma

relagdo bindria y € o gere a congruéncia o.

Teorema 2.2: Seja S um semigrupo numérico, n€ N e X;,X,,..,X, as
distintas w — classes de [n]. Uma relag3o bindria y c o de NP gera o se e 6 se G,,

é conexo para todoon € N.

Dem. Condigio suficiente. Sejam Xy, X5, ..., X, as distintas w — classes de [n].
Sejam tes € {1, ...,r} com t # s. Provemos que existe em G, um caminho ligando
X, e X,. Tomemos k € X, e h € X;. Tem-se que koh, uma vez que h,k € [n]. Dado
que y gera o, isto é, 7 = g, existem by, by, ...,b; € NP tal que que k = by, h=b, e
(b;, biy1) € y', para todo o i €{0,1,..,1—1}. Dado que (b;b;;,) € y*, existem
(x;,y:) eyUy~t ez €NP tal que (b, biy1) = (x; + 21, yi +2i)-

Temos entao
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k=by=ky+ 2,
bi=hi_1+zi_1=ki+z;€[n], i=12.,1,
by =h_y4+2_1 =h.
Se z; # 0 entdo (h; + z)w(k; +z;) e portanto (h; + z;)w(h;—y +2;-,) , donde
bjw bi41.
Se z;=0, entdo (b;b;4q) = (kih;) € yoUy,~'. Consequentemente, 0s

elementos b; determinam um caminho em G, que liga os vértices X, e X;.

Condigio necessaria. Provemos, agora, que y gera g, isto é, ¥ = a. Claro que
7 € 0. Basta mostrar que para todo o n € N, se k, k' € [n] entdo (k, k') € y. Usamos
induco em N. Se n =0, entdo [n] = {0} e tem-se (0,0) € y. Consideremos, por
hipétese de inducdio, que o resultado é valido para valores menores do que n.
Mostremos que o resultado ainda é valido para n. Se n g S, [n] =@ e o resultado
estd demonstrado. Consideremos, entdo, que n € S.Sejam k, k' € [n]. Dois casos se
podem dar:

1) (kk)E w;

2) (k') ¢ .

No primeiro caso, tém de existir elementos k, = (ki, i KBy s K =
(kE, ..., k5) €[n], tais que k =k; e k' =k, € kilk;,, # 0, qualquer que seja i€
{1,..,t —1} . Vejamos que k; 7 ki;; . Seja b; = min{k}, kj*'}, com je€({1,..,p}.
Dado que k;lki,; #0, qualquer que seja i€{1,..,t—1}, tem-se (by,..,by) #
(0, ..., 0). Além disso, existem (bi, ..., b}) e (bi*%, ..., bi**) que verificam

(K, ..., kL) = (B}, ..., b) + (b1, o Bp),

(ki*Y, .., kitt) = (b, .., bEHY) + (by, .., by) €

o(bi, ..., bL) = @(bi*:, .., bit*) =m, comm <n.

Aplicando a hipétese de inducdo tem-se que (b, ..., bs) 7 (bi*?, ..., b5*) e,
como ¥ é uma congruéncia, resulta que
(b, o BE) + (as b)) 7 ((BE7%, - BE) + (b, ..by)), ou seja,
(KL, ..., kb) 7 (ki .., k5). Por transitividade, concluimos que k 7 k'.

No segundo caso, como (k,k') & w, entdo n, =2 e, consequentemente,
Yo #@. Suponhamos que n,=r. Se (al,..,ab),..,(af,..,ap) €[n] sdo os
representantes de cada uma das r w —classes contidas em [n], entdo y, =
{((a}, wrab), (ab, ,a;,)) €[n] x[n],i=2, ...,r} cy. Existem, portanto, i,j €

{1,..,r}, comi#j , que verificam k w (ai,..,al) e k'w(al,...,a}). Ora, estamos



Apresentacdo minimal para um semigrupo numérico 23

nas condicdes do caso anterior, pelo que obtemos que k7 (ai, —ab) e

k'y(al, ...,a{;) . Concluimos que k7 k'. O

Observamos que, se o cardinal de y é o menor dos cardinais das relagdes que
geram ¢, y diz-se minimal. Vejamos que y € minimal. Seja § uma relagao que
também gera ¢ e suponhamos que # B <# y. Para cada n € N, seja B, =g N [n] x
[n]. Tem-se B = UnenBn € esta unido é disjunta. Como B gera o, o grafo Gg, é
conexo, assim Gz tem r —1 lados, pelo menos, e portanto # B, =7 —1= # ¥n.
Logo # B, = # v, =7 —1, onde r= nimero das distintas w — classes contidas em

[n].

Corolario 2.3: Seja S um semigrupo numérico. Um subconjunto y de o é uma
apresentacdo minimal (equivalentemente, uma relagdo minimal) para S se e sO se 0
cardinal de y, é igual ao nimero de w —classes contidas em [n] menos um € 0 grafo
Gy, € conexo para todoon € S.

Atendendo aos resultados anteriores, dada uma relagdo bindria y S o
construimos os grafos G, (vn € N), cujos vértices sdo os representantes das r
w —classes contidas em [n]. Pelo teorema 2.2, y gera ¢ se e sO se todos estes
grafos s3o conexos e, dado que o menor grafo conexo com r vértices tem r—1
arestas, poderemos caracterizar uma apresentagdo minimal para S.

Assim sendo, para construir uma apresentagdo minimal para S (ou seja uma
relacio minimal para o) basta fixarmo-nos nos elementos n de S tais que o nimero
de w-classes contidas em [n] é maior ou igual a dois. Consideremos, para n € N, 0
grafo conexo G, com r — 1 arestas e r vértices: os representantes das r -classes
contidas em [n],0u seja, Xy,X,,..,X,. Este grafo € o menor grafo conexo que é
possivel construir com os vértices referidos.

Definimos em [n] a seguinte relagao y,:

Sen, <1, entdoy, = 0.

Se n, =2, sejam X, X,,...,X,, as distintas w — classes contidas em [n], e
a;jeb;;, elementos representativos das w —classes X; e X;, respectivamente.
Definimos

¥n = {(aij.b;i) | ai; € [n] e by; € [n] ,com XX, aresta de Gy}

Logo, a relagdo bindria ¥ = Upesyn € uma relagdo minimal para o, uma vez

que y S o e o grafo G, associado a y € igual a G,. Assim, atendendo ao Teorema

2.2,y gerao.
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Em seguida, vamos descrever um método algoritmico para determinar uma
apresentacdo minimal para um semigrupo numeérico.
Consideremos S = (ny, ...,n,). Para cada n € S, define-se um novo grafo, G,

grafo associado a n em S, com vértices V,, e arestas E, , em que

V= {n; € {ng,..,mp}In—m; €5}
E,={mm In—-(ni+n)€S, ij e{l,...p}i#j}

Sejam X;, X5, ..., X, sdo as distintas w — classes de [n]. Denotamos por 4; , com
i € {1, ...,7}, 0 subconjunto de {n,,...,n,} constituido da seguinte forma:
A ={n: 3(ay, .., a),..ap) €X;, cOMa; # 0},
Temos que A; €V, paratodo o i € {1, 2,...,r}. Além disso, estes conjuntos
contém todos os vértices de G,,.

Exemplo 2.4: Retomando o semigrupo numérico S =(5,8,11,12), do
exemplo 2.1, e considerando novamente n = 23 tem-se
[23] = {(0,0,1,1), (3,1,0,0)}. Entdo V,3 = {58,11,12} e sabemos que
existem duas w —classes em [23]:
X, ={(0,0,1,1)} e X, ={(3,1,0,0)}.
Assim, A; ={11,12,} e A, = {5,8}.

Usando a notag3o anterior, temos os seguintes lemas.
Lema 2.5: O conjunto {4,,4,, ..., A,} € uma particéo de V,.

Dem. Vejamos, em primeiro lugar, que

r
Vn = UA"

i=1

Se n; €V, tem-se que n —n; € S, donde existe (ay, ... @), ...arp) € [n] tal que
@ #0, ou seja, existe uma o —classe X; de [n], tal que (ay, - @), ..ap) €
X;, com a; # 0. Consequentemente, n; € A;.

Provemos agora que A; n A, = @, qualquer que seja i # k.

Consideremos que A; N Ay # @, com i # k , e seja n; € A; N Ay. Entdo, existe
(a1, ., @), @) € X;,cOMa; # 0 e existe (&,...,&,..ap) € Xy, cOM; * 0. Temos
que (@1, o, ), o )| (@1, e, @y o @) # 0 e, consequentemente,

(ay, v @), o ap) @ (&4, ..., @, .. &) AsSiM, X; = X, donde i = k. O
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Vejamos, em seguida, que ndo existe nenhuma aresta em G, ligando um

vértice em A; com um vértice em A;, se i # j.
Lema 2.6: Sejan €S, n, € A; e n, € A;, i #j. Entdo, mn; € En.

Dem. Suponhamos que k < t. Consideremos, com vista a um absurdo, que
nne € Ey

Tem-se que n— (n, +n,) €S logo, existe (ay,...,ax, ..., ac, .., ap) € [n], com
a, #0 e a, # 0. Ora, visto que ny € 4; e n, € A;, existem (by, ..., by, ., b,) € X; €
(c1, s Ctyonrcp) EX;, COM by #0e .

Tem-se, assim, que

(al, vy Ay oeey Qg ...,ap)w(bl, we, by, ...,bp)

e (al, ey Ay oeey A ...,ap)w(cl, s Ct) ...,cp).

Logo, (by, ., by, -, by)w (cy, ., Cp-nrcp), donde X; =X;, e portanto i =j, 0

que é absurdo .
Por (ltimo, mostremos que dados quaisquer dois vértices de A; existe sempre
um caminho que os liga.

Lema 2.7: Se n,, e n; € A, com k # [, existe um caminho em G,, com vértices

em A, ligando n, a n;.

Dem. Consideremos n, € n; € A,. Entdo, existem elementos (al, I ...,ap)

e (by, ..., by, .., b,) pertencentes a X;, com q, e b, diferentes de zero, e tem-se que

(ay, ., ak, -, ap) @ (by, . by, ...,b,,) : Logo existem elementos
(a},...,a},),...,(af, ) ] tal que (al,...,a},) = (al,...,ak, ...,ap), (af,...,ag) =
(by, e, by, e by) e (al,...d)l(al*?,..,alt)#0.  Tem-se,  entdo,
(a,...,a))|(a3 ..,a2) #0,..., (ai ...ab)l(ai*", ., aktt) 0,

(ai*t, ..., abtt)|(ad??, ..., at?) # 0, o (@, ad™)I(a], .. ag) # 0. Assim, para

cada i € {1,...,q} existe k; € {1,...,p} tal que a} .a;** # 0.

Vejamos em seguida que e, Mk, € E,. De facto, visto que
(a,..,a)|(ai*, ..,ait) =0 e  (ai*!, .. a;")|(ai*? .. apt?) #0, temos que
aj.agt # 0. Entdo aii' #0 e aiytly.ait? # 0, portanto aity #0, com ki, kiyq €
{1,..,p}. Entdo (ai*%,..,alt", a’}y, .. ajt') € [n], com alt' 0 e aif! #0, 0 que

RS
nos permite concluir que n — (ny, +ny,,,) €S €, assim, MM, € En. Repé

este procedimento para todos os g —1 pares da sequéncia anterior, obtembs um
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caminho e T, / Ty, 1 -+ T, T, g1 1 nkq—lnkq' em que ny, =ny € My, =M.

Obtemos, assim, uma sequéncia nas condigdes pretendidas.O

Face ao exposto, temos que os conjuntos dos vértices de cada componente
conexa de G, S30 Aj, ..., A,. Assim, o niimero de componentes conexas de G, é igual
ao nimero de w — classes contidas em [n].

Teorema 2.8: Seja S um semigrupo numérico e n € S\{0}. O numero de
componentes conexas de G, € igual ao ndmero de w — classes contidas em [n].

Dem. Sejam X,,X,,.., X, as distintas w — classes de [n]. Para cada i€
{1,..,r}, definimos o subgrafo G = (V,E;) de G, do seguinte modo: Vi =4; e
Ei = {mm | n;, n; € A; }. Pelos Lemas 2.5, 2.6 € 2.7, concluimos que G}, GZ,.., Gy,

s3o0 as componentes conexas de G,.0

Observemos que para obter uma relagdo minima para o, temos de nos
preocupar apenas com aqueles elementos de S para 0s quais o grafo G, tem mais do
que uma componente conexa, ou seja, com 0s elementos n € S\{0} tal que G,, é ndo
conexo. Para cada um destes valores de n, construimos o grafo que lhe esta
associado, e em cada uma das r componentes de G,, ou seja, para cada i€
{1,..,7}, escolhemos um vértice n, pertencente a Vi e um elemento a'=
(al,..,al) € [n], com aj, # 0. Entdo, [a}], , - , [a"], sdo as r distintas w —

classes contidas em [n] e podemos definir y, = {(a',a?), ..., (a*,a"}.

Proposicio 2.9: Seja S um semigrupo numérico, {nl,nz, n,,} o seu sistema

minimal de geradores e s€S. Entdo existe uma Unica expressao
P

S =Zaini

i=1

COM  @jpqMyyq + -+ ANy € Ap(S,my) N AP(S, ny) N ...N Ap(S,n;41), para todo o
ie{l,..,p—1}

Dem. Seja s € S. Utilizando o Lema 1.13, tem-se que s = a;n, +wy, COM
wy EAp(S,ny) € W= &ipaMNyyq +Wipqg COM Wiy € Ap(S,ny) N Ap(S,nz) N ...N
Ap(S,n;). Uma vez que os pares ordenados (a;w;) sdo Unicos, concluimos a

unicidade da expressao s = a;n; + azn; ...+ apny. U



Apresentagio minimal para um semigrupo numérico 27

Definicio 2.10: A expressao s = aing + azny ... + ApTp , referida na
Proposicdo 2.9 é chamada a forma canénica de s para a ordenagdo dos geradores

Ny, Ny, ..\ Ny

Necessitamos, entdio, de saber quais os valores de n para 0s quais G, é nao

conexo. Isto é possivel utilizando a seguinte propriedade:

Teorema 2.11: Seja S um semigrupo numérico, {n; < n, < ... < n,} 0 seu
sistema minimal de geradores e n € S\{0}. Se G, é ndo conexo entdion=w+n;,

com w € Ap(S,n)\{0} ej €{2,..,p}-

Dem. Seja n € S tal que G, é ndo conexo. Observamos, em primeiro lugar,
que n ndo pode ser gerador minimal, caso contrario o grafo associado é conexo
(reduz-se a um vértice). Consideremos, entdo, n#mn; com i€ ({1,..,p}. Vamos
supor que: n—n; ¢ Soun—mn, €S.

Se n—n, ¢S, entdo n =w € Ap(S,n,)\{0}. Como G, é n3o conexo, V, # 0,
obtemos que existem i,j € {2,...,p} , com i # j, tal que m,n; € E,. Donde n=(n-—
n)+n; € n—mE Ap(S,n)\{0}. De facto, se n—n; & Ap(S,n,)\{0}, temos que
n—nj—n, €S, ouU seja, n=(nj+n)+s,coOMs€S, €, consequentemente, n ¢
Ap(S,n)\{0} , 0 que contradiz a hipStese.

Se n—n, €S, entdo n, € V,. Mas, como o grafo Gy, é n3o conexo, podemos
considerar n; pertencente a outra componente conexa de G,. Donde n=(n—n;) +

n e (n - nj) -n,¢Sen—n; €S, portanto n—n; € Ap(S,n)\{0}. O
Passemos, agora, a descrigao do procedimento que permite obter uma
apresentagdo minimal para o semigrupo numérico S.

Método algoritmico 2.12: Para determinar uma apresentagdo minimal p

para um semigrupo numérico S devemos percorrer as etapas seguintes:
1) Determinamos Ap(S,n,)
2) Determinamos (4p(S,ny)\ {0}) + {nz, .

3) Para cada elemento n € (4p(S,ny)\ {0}) + {nz, ...,np}, construimos o grafo
G, .

4) Para cada grafo G, nao conexo obtido na etapa anterior, escolhemos um

vértice n; em cada uma das suas r componentes conexas € expressamos n
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na forma canbnica para a ordenagdo  dos geradores
N )Ny, s Mio1, Mig1, -, M. (Observe-se que nesta representagdo podem

aparecer apenas vértices desta componente conexa.)

5) Definimos
pn = { (alt az). LR (a1: ar)}-

6) Definimos

o=

Nota: Tem-se que # p, € igual ao nimero de componentes conexas de G,

menos um.

Exemplo 2.13: Determinar uma apresentagdo minimal para 0 semigrupo
numérico S = (5, 8, 11,12).

Comegamos por determinar S e F(S) e o conjunto Apéry relativamente a 5.

Entdo S ={0,5,8,10,11,12,13,15,16,17,18,19,-}; F(S) = 14 e Ap(S,5) =
{0,8,11,12,19 }.

Determinamos (Ap(S,5)\{0}) + {8,11,12} = {16,19,20,22,23, 24, 27,30,31}.

Estudamos os grafos G, com n pertencente ao conjunto anterior. Para cada

valor de n obtém-se

Grafo Componentes conexas Expressdo de n

Gie 81,(5,11} 2x8=5+11

Gio (8,11}

Gzo (5},{8,12} 4%x5=8+12

[ 11},{5,12} 2x11=2x5+12
[ {581,{ 11,12} 3x5+8=11+12
Goa {5,8,11},{12} 3x8=5+8+11=2x12
[ {5,8,11,12}

Go {5,8,11,12}

Ga1 {5,8,11,12}
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Para n = 24, podemos escrever duas expressoes de n que envolvem o vértice
8. Neste caso escolhemos uma delas para representar os elementos da componente

conexa onde pertence este vértice e definir a relagao pretendida. Portanto, uma

relagdo minimal para S é

p = {((0,2,0,0),(1,0,1,0)), ((4,0,0,0),(0,1,0,1) ), ((0,0,2,0), (2,0,0,1)),
((3,1,0,0),(0,0,1, 1)),((0,3,0,0),(0,0,0, 2))}.

2.2. Apresentag@o minimal para um semigrupo numeérico

com dois geradores minimais

Exemplo 2.14: Seja S semigrupo numérico e {a, b} 0 seu sistema minimal de
geradores. Vejamos que

& = {((p,0),(0,a))} é uma apresentagdo minimal para S.

Com efeito,

Ap(S,a) = {0,b,2b, ...,(a — 1)b}.

Logo,

Ap(S, a)\{0} + {b} = { 2b,3b, ..., ab}.

Visto que m.d.c.(a,b) =1, 0s a—1 elementos de Ap(S, a)\{0} + {b} tém
todos grafos associados conexos, a excepgao de ab, cujo grafo associado tem duas
componentes conexas: {a} e {b}, uma vez que ab =b.a+ 0.b=0.a+a.b.

Assim,

& = {((v,0),(0,@))}.

2.3 Apresentagdo minimal para um semigrupo numérico

com trés geradores minimais

Seja S semigrupo numérico e {n,, n,,n3} 0 seu sistema minimal de geradores.
Para cada i € {1, 2, 3}, definimos
¢; = min{k € N\{0} | kn; € (n;,n,),com {i,j,t} = {1,2,3}ej # t}.
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Dado n € S, o grafo associado a n € N30 CONexo apenas se n € {ciny, cany,
c3n3. Vamos distinguir trés casos:

Se c;n; = c;n, = c3ngz, tem-se

8 = {((c1,0,0),(0,¢3,0)),((c1,0,0), (0,0, )}

Se ¢iny =1, + 1 N3 € CaNp = C3Ng F 17y, tem-se

6= {((cl. 0,0),(0,7,, rls)) ,((0,¢5,0),(0,0, c3))}.

A finalizar, se o cardinal de {c,ny, c;n,, c3ng} € trés, tem-se
€y =1y, Ny +11,M3,
CaNy =T, Ny + 12N,
C3ng =13, My +73,N,.

Obtemos neste caso

5= {((cl, 0,0),(0,7,, 7”13)) , ((0, ¢2,0), (12,,0, rzs)) ) ((0, 0,¢3), (13,73, 0))}

Exemplo 2.15: Os semigrupos (6,10,15), (6, 7,9) e (5,6,8), sdo exemplos
dos trés casos anteriores.

De facto, se S = (6,10, 15), temos que {c;n;, c;nz, c3ng} = {30},

entdo

8 ={((5,0,0),(0,3,0)),((5,0,0), (0,0, 2))}.

Se S =(6,7,9), temos que {c;n;, c;ny, csn3z}={3x%x6, 3x7, 2X 9}, donde
3x6=2X9e3x7=2%xX6+1x9.
Obtemos
5 ={((3,0,0),(0,0,2)),((0,3,0), (2,0, 1))}.

Se S = (5,6,8), temos c;n; = 20, c;n, = 18 € czng = 16.

Assim,
20=4x5=2%x6+1x8,
18=3x6=2%x5+1x38,
16=2%x8=2x5+1X6.
Entao,

5 ={((4,0,0),(0,2,1)),((0,3,0), (2.0, 1)),((0,0,2),(2,1,0))}.
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Capitulo 3

Limite superior para o cardinal de uma apresentagao

minimal

A partir de Herzog [9] e de Rosales [11], temos que o cardinal de uma
apresentacdo minimal para um semigrupo numérico é sempre maior ou igual a sua
dimens3o de imersio menos um € que S3a0 OS Semigrupos numéricos que sao
interseccdo completa que atingem o menor cardinal. Além disso, Bresinsky [6]
mostra que o cardinal de uma apresentacdo minimal ndo pode ser limitado
superiormente somente em termos da dimens3o de imers3o do semigrupo numérico.
Neste capitulo, vamos estabelecer uma quota para 0 cardinal de uma apresentagao
para um semigrupo numérico em fungao da multiplicidade e da dimens3o de imersdo
do semigrupo numérico. Mostraremos que, no conjunto de todos os semigrupos
numéricos com uma dada multiplicidade, s30 os semigrupos numéricos com maxima
dimens3o de imers3o que admitem uma apresentacdo minimal com o maior nimero

de elementos.

Comecamos este estudo determinando o cardinal de uma apresentagao
minimal para um semigrupo numérico com maxima dimens3o de imersao, ou seja,
m(S) = e(S).

Denotamos o cardinal de uma apresentacdo minimal para um semigrupo
numérico por # RMS.

Teorema 3.1: Seja S um semigrupo numérico com sistema minimal de
geradores {n,, n; +1,..n; + (n, — D} Entdo o cardinal de apresentagdo minimal

para S é igual a

ny(n, — 1)
—

Dem. Denotemos n, =n;, np=n;+1, ..,ny, =ny + (3 — 1). Dado que
n, = e(§) = m(S), tem-se Ap(S,ny) = {0, n,, ...,nnl}.
Sejan €S tal que G, é ndo conexo entdo, aplicando o Teorema 2.11 obtemos

n=w+mn; , comw € (4p(S,n;) \{0}) e n; € {na ...,nnl}, ou seja, n =n; + n; , cOM
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i, j€{2,.., ny}. Portanto, dois casos se podem dar: n=n;+ n; , cOm i# j €

i, je{2..,n},oun=2n;,i€{2..,n}. No primeiro caso,

no———o°Mn

é uma componente conexa de G,. De facto, se existir outro vértice, n;, nesta
componente conexa, temos que 7, (OU T, 7k) é outra aresta de G,. Obtemos

que n; + n; - (n;+my) €S, 0u seja, nj- n, €S € consequentemente, n; = n.

Analogamente, se 7,7, for uma aresta de G,, temos n;+ n; - (n+m)ES €
portanto, n= ng.
No segundo caso,

n; o

7

é uma componente conexa de G,. Se existir outro vértice, n,, nesta
componente conexa, temos que 7,7 é uma aresta de G,. Obtemos que 2n; -
(n;+ny) € S, ou seja, n; - nx €S €, consequentemente, n; = M.

Mostremos que G, é N30 conexo nos casos anteriores. Se n =n; + n; , COM
izjei j€e{2..,n}, umavezquen=n;+ n; ¢ Ap(S,ny), tem-se n-n, €S, 0
que significa que n; € V,. Suponhamos que n; (ou nj)e ny estdo na mesma
componente conexa. Donde 7;7, € Ey, assim n; + n; - ( ny+n;) €S, ou seja, n; -
n, € S, 0 que é absurdo visto que n; € Ap(S,n,). Se n =2n;, a situacdo é analoga.

Isto prova que G, é ndo conexo se e s6 se n=mn; +n;, COM i, j € {2,..,m}.
Além disso, G, tem uma componente conexa correspondente ao vértice n, e outra
correspondente aos vértices n; € n;. Portanto, uma apresentagdo minimal para S
tem tantos elementos quantas as expressoes da forma n; +n; , com i, j € {2,..,n},

isto &, as combinagdes com repeticdo de n; — 1 elementos dois a dois, ou seja,

-1y, —2)
2 +

(n1_1)=£1£l_1:_1_)'

# RMS = )

o0 que conclui o pretendido. O

Seja S um semigrupo numérico e {n, <7n, < ...< nn,} 0 seu sistema minimal
de geradores. Dado que e(S) =m(S), tem-se Ap(S,ny) = {0,n,, ...,n,,l}, pela

Proposicdo 1.28. Podemos, assim, generalizar a propriedade anterior.

Teorema 3.2: Seja S um semigrupo numérico tal que e(S) = m(S).
Entdo o cardinal de qualquer apresentagdo minimal para S é igual a

m(s)(m(s) — 1)
> :
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Vamos, agora, estudar os semigrupos numéricos que nao tém necessariamente
maxima dimensdo de imersdo.
Seja S um semigrupo numérico e {nl, n,, ...,np} o seu sistema minimal de

7

geradores, com p<n; <F(S). Sabemos que S=SuU{F(S)} é também um
semigrupo numérico, pela Proposigdo 1.9. Além disso, dado que F(S) > n,, temos
que m(S) = n,. Mostramos, seguidamente, que é possivel obter uma relagéo minima
para § partindo de uma relagdo minima para S, suprimindo algumas relagbes e
acrescentando outras. Para realizar este estudo iremos distinguir dois casos, que
estudaremos separadamente, consoante {ny, n,, ., 1y, F(S)} €, ou ndo, um sistema
minimal de geradores para S . Veremos que, se {nl, Ny, ...,np,F(S)} € um sistema
minimal de geradores para §, o cardinal de uma apresentagdo minimal para § excede
o de uma apresentagdo para S entre duasap +1 relagbes, e que no caso contrario

esse nimero é igual ao de uma apresentagdo para S.
Denotamos 0 nimero de componentes conexas de um grafo G, , com n € N,

por Ncc(G,).

Lema 3.3: Seja S =(ny, ny, ..,np), com n, <F(S), e S=SU{F(S)},
verificando que {n,, n,, ...,np,F(S)} é um sistema minimal de geradores para S. Se

n € S, entdo
1) ne€Ap(5,F(S)) = G, = Gy.

2) n¢Ap(S,F(8)) = U {F(S)}E W

3) ¥, U{F(S)} c 7, = existe n; € {n,, n, ...,n,} tal que n = F(S) +n;.
4) [Ncc(Gp) < Nce(Gp) € Vo U{F(S)} = V] = n = 2F(S).

5) [Ncc(Gy) < Nee(Gn) € Vy U{F(S)} =Vl =

=n=F()+n, +n;, para algum i€{2,..,p}, e com n, € mn; €M

componentes conexas distintas de G,.
Dem. (1) e (2) sdo imediatas.

(3) Se V, U{F(S)} c 7, entdo existe n; € {ny, ..., n,} tal que n—n; € S\S),
donde n = F(S) +n;.

(4) Por hipdtese, F(S) é o Unico vértice de ¥, que ndo esta em V,. Portanto o
grafo G, pode ser obtido a partir de G, juntando-lhe o vértice F(S) e algumas
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arestas. No entanto, G, ndo pode ter nenhuma aresta com vértice F(S), caso
contrario  Ncc(G,) < Ncc(G,) . Tem-se n—F(S) € §, assim n=F(S)+s, com
s € 5§\{0}. Além disso, uma vez que n — (n; + F(5)) € §, visto que F(S) é Unico na
sua componente conexa, tem-se que s =F(S) ( se s € S\{0}, s=n;+ s’, com
s’ € S, tem-se n — (n; + F(S)) € S). Logo n = 2F(S).

(5) Por hipétese, F(S) é o Unico vértice de ¥, que ndo esta em V,. Assim o
grafo G, pode ser obtido a partir de G, juntando-lhe o vértice F(S) e algumas

arestas que serdo da forma 7@, ou F(S)n, , com n;, n; € Vy. Se n,n, € uma nova

aresta, n—(n;+n;) € (5\S) , entdo n=ni+n; +F(S), donde F(S)n, e F(S)n,
também pertencem a E,. Assim, relativamente ao nimero de componentes conexas
de G,, basta juntar a G, as arestas da forma F(S) n,.

Tem-se n = F(S) + s, com s € §\{0}, visto que F(S) €V, , entdo n > F(S) +
n, > F(5) + n, 0 que implica que n & Ap(S,n,), donde n, € ¥,. Visto que 7= V,u
{F(S)}eF(S) #n,, tem-se n, € ;, .

Além disso, Ncc(G,) < Ncc(Gy), portanto Ncc(G,) = 2. Consideremos n; € V,
tal que n, e n; estejam em diferentes componentes conexas de G, en—(F(S)+
n;) € 5. Tem-se que n=n; +w, com w € Ap(S,n,) Visto que n — n+n) =(Mn-
n)-n, €S. Entdon;+w =F(S)+n;+s, com s€ S\{0} (s # 0 porque se s =0
= w = F(S)). Assim, w = F(S) + s = F(S) +n,, por outro ladow < F(S) +n; , uma
vez que w € Ap(S,n,). Donde w = F(S) + n;.

Logo n=F(S)+n, +n; para algum i€ {2,..,p}, com n;, e mn; em
componentes conexas distintas de G,. O

Lema 3.4: Seja S=(ny, ny, ..,np), com n; <F(S), e S=Suf{F(®},
verificando que {n,, n,, ...,np,F(S)} é um sistema minimal de geradores para S. Seja

n € S. As condigdes seguintes sdo equivalentes:
1) Ncc(Gp) < Ncc(Gy).
2) ne{F(S)+ny, .., F(S)+ny,2F(S)}
3) Ncc(G,) = Nce(Gy) + 1.

Dem. 1) implica 2). Se G, # G, , aplicando 1) do Lema 3.3, tem-se que
n & Ap(S,F(S)) . Entdo, novamente por (1) e (2) do Lema 3.3 obtém-se F(S) eV, e
V,U{F(S)} ¥, Se V, Uu{F(S)} c ¥, entdo existe um n; € {ny, ny, ..,n,} tal que
n=F(S) +n; , por 3) do Lema 3.3, uma vez mais.
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2) implica 3). Seja n =F(S) +n;, com i€ {1, ...,p}. Mostremos que o grafo
G, pode obter-se a partir de G, juntando-lhe apenas os vértices F(S) e n;, e a aresta
F(S) n,. Assim, concluiremos que G, tem mais uma componente conexa do que G,,.

Notemos que G, # @, visto que n € S\{0}, e que n; ¢ V, (porque n—n; ¢ 9.

Vejamos que V, U{n,F(S)}=V, E imediato que V, U{n,F($)} <.
Mostremos que esta inclusdo ndo pode ser estrita, 0 que prova a igualdade.
Suponhamos, com vista a um absurdo, que V, U {n; F(S)} c V,. Nesta situagdo,
existe nj € 7\ (, U {n;, F(5)}), e portanto n —n; € (5\S), ouseja, n=F(S)+n; =
F(S) + n; , donde n; = n; , 0 que € um absurdo.

Vejamos, agora, que E, = E, U{F(S)n, } . E claro que E, U{F(S)n, } S En.
Mostremos que esta inclusdo ndo pode ser estrita, o que prova a igualdade.
Suponhamos, com vista a um absurdo, que E, U {F(S) n, }cE, Sen—(n+n)e€
(5\5), entdo n— (n; +n) = F(S), donde n = F(S) + n; + ny, OU S€ja, F(S)+n; =
F(S) + n; + ny €, consequentemente, n; = n; +m , 0 qué € um absurdo visto que
{ny, na, ..,n,} € um sistema minimal de geradores de S

Se n—(F(S)+n;)€S, entdo n=F(S)+nj+s, com s€ 5\{0}, ou seja,
F(S)+n;=F(S)+ nj+s. Assim, n;=n;+s € portanto, n; = n; , Visto que
{ny, Nz, .., np, F(S)} € um sistema minimal de geradores de S.

Concluimos assim, o grafo G, pode obter-se a partir de G, juntando-lhe uma
componente conexa cujos vértices sdo F(S) e n;.

Agora, seja n = 2F(S). Tem-se que G, # @, visto que n € S.

Vejamos que V, U {F(S)} = V. E imediato que V,, U {F(5)} € ¥},. Suponhamos
que V, U{F(S)}c ¥, . Se n—n; € (5\5), entdo n = 2F(S) = F(S) +n; , ou seja,
F(S) = n; , 0 que é absurdo.

Vejamos agora que E, = E,. E claro que E, € E,. Suponhamos que E, c Ej,.

Se n— (F(S) + nj) €5, existe s €5 tal que n=2F(S) =F(S) + m +s, logo
F(S) = n; +s, 0 que é absurdo porque {ny, na, ...,np, F(S)} € um sistema minimal de
geradores de §. Se n — (n; + m) € (5 \ S), tem-se que n = 2F(S) = n; + m + F(S),
donde F(S) =n; + ny , 0 que é absurdo pela raz3o anterior, também.

Concluimos assim, que o grafo G, pode obter-se a partir de Gy, juntando-lhe

uma componente conexa com um unico vértice: F(S).

3) implica 1). E imediata. O
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Lema 3.5: Seja S=(ny, ny ..,n,), oM n, <F(S), e S=Su{F©},
verificando que {n;, n,, ...,n,, F(S)} é um sistema minimal de geradores para S. Seja

n € S. As condi¢Bes seguintes sdo equivalentes:
1) Ncc(G,) < Nce(Gyp)-

2) n=F(S)+n, +n;, para algum i€{2,..,p} e com n, € mn; €m

componentes conexas distintas de G,.
3) Ncc(G,) = Ncc(Gy) + 1.

Dem. 1)implica2). Se Ncc(G,) < Ncc(G,) entdo G, # G,, donde n¢
Ap(S,F(S)) e portanto V, U {F(S)} € V,. De facto, verifica-se a igualdade, uma vez
que se V, U{F(S)} c 7}, existiria n; € {ny, na, ..., np} tal que n=F(S) +my ((3) do
Lema 3.3) , donde, pelo Lema 3.4 teriamos Ncc(G,) < Ncc(G,). Mas, se V, U
{F(S)} =V, e Ncc(G,) < Ncc(Gy), aplicando 5) do Lema 3.3, concluimos que
n=F(S)+n, +n;, para algum i €{2,..,p},e n, € n; em componentes conexas
distintas de G,,.

2) implica 3). Vejamos que ¥, =V, U{F(5)}. Se n=F(S) +ny +mny, entao
F(S) € V,, e portanto V, U{F(S)} SV, Se existisse n; € {ny, ny, ...mp} tal que
n—n;€(S\S), entdo n=F(S)+n; , ou seja, F(S)+n, +n;=FS)+n; , €
portanto n, +n; =n;, 0 que € absurdo. Portanto a inclusdo anterior ndo pode ser
estrita, o que prova a igualdade ¥V, =V, U {F(S)}.

Estudemos agora as arestas de G,. Se mmy € (E,\E,) tem-se n— (n; +m) =
F(S), donde n = F(S) +n; +n, e portanto F(S)n, € E, € F(S)n, € E,. Logo para
calcular o nimero de componentes conexas de G,, em funcdo do de Gy, basta juntar
a G, os lados da forma F(S)n, .

Por hipdtese, n=F(S)+n, +n; , assim n, e n; estdo em componentes
conexas distintas em G, € na mesma componente conexa em G, , donde Nce(Gyp) <
Nce(G,) + 1. Vejamos que ndo existe n; pertencente a uma componente conexa
distinta de n, e de n;, tal que F(S)n,, € E,. Se existisse n, nestas condicdes, entdo
n=ng+w,comw € Ap(S,n,), vistoque n—n, €S € n—n—n, €S. Como
FS)ng € E,, entdo n = F(S)+n, +s, com s€ S5\{0} . Assim, F(S)+my +s=mn;+
w, ou seja, F(S)+s=w. Entdo w=F(S)+s=F(S)+n, e por outro lado,
w € Ap(S,n,) = w = F(S) + ny, assim w = F(S) +n;. Tem-se que n=F(S) +n; +
n; = F(S) + ny +n, = n; =n, 0 que é impossivel.

Logo Ncc(G,) = Nee(G,) + 1.
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Além disso, sabemos que G, tem pelos menos duas componentes conexas,
uma delas onde pertence o vértice n, e outra onde pertence o vértice n; , e o grafo
G, tem um novo vértice F(S) e duas novas arestas que vdo ligar as duas
componentes acima referidas:

. FoA
n1/ \ni

Gn

3) implica 1). E imediata. D

Teorema 3.6: Seja S um semigrupo numérico e {n; < 1, < ..< n,} 0 seu
sistema minimal de geradores, com n, < F(S), verificando que {ny, ny, ...,n,,,F(S)}
& um sistema minimal de geradores para 5§ = S U {F(S)}. Seja n € S. Entdo

# RMS + 2 <# RMS <# RMS+p+1.

Dem. Temos que

# RMS = z [Nce(Gy) — 1]
nes\ {0}

# RMS = [Nce(Gy) — 1].
nE;(O}

Visto que 5 \S = {F(5)} e Gr(s) € um grafo que contém apenas o vértice F(S),

deduzimos que
# RMS = z [Nce(Gy) — 11.
nes\ {0}

Seja A={F(S)+mny,.., F(S)+n,2F(S)} e B={neS|n=F()+m+n,
com i € {2,..,p}, e n, e n; em distintas componentes conexas de G,.}.

Entdo,

# RMS = E[Ncc((_}n) — 1)+ Z[Ncc(c'n) — 1]+ Z [Nce(Gy) — 11
neA neB nes \ (AuBu {0})

Ora, se n € A, tem-se que Ncc(Gy) = Nec(Gn) + 1, pelo Lema 3.4, e se n € B,
tem-se que Ncc(G,) = Ncc(G,) — 1, pelo Lema 3.5. Claroque se n¢ (AUBU{0}),
G, € G, tém o mesmo nimero de componentes conexas.
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Assim, obtemos

Z[Ncc(ﬁn) -1]= Z[NCC(Gn) -1]+p+1

neaA neA
e
Y INee(@n) — 112 ) [Nee(Go) = 11~ (o = 1.
neB neB
Entao
$RMS+p+1—-(p—-1)< #RMS < $#RMS+p+1.
Logo

$RMS+2< #RMS <#RMS+p+1

Estudemos, em seguida, o caso em que {n,, n,, ...,np, F(S)} ndo € um sistema

minimal de geradores para S.

Lema 3.7: Seja S=(ny, ny ..,n,), cOmM ny <F(S), e S§=SU{F(S)},
verificando que {ny, n,, ...,n,, F(S)} ndo é um sistema minimal de geradores para S.

Seja n € S. Entao:
1) n, =F(S) +n,.
2) {ny, ny ..., np_1,F(S)} € um sistema minimal de geradores para S.
3) n € Ap(S,F(5)) = G, = G,.
4) v, U{F(S)} c 7, = existe n; € {ny, ...,np_,} tal que n = F(S) +n;.
5) [V, U{F(S)} =V, & Ncc(Gp) < Nee(Gr)] = n = 2F(S).
6) n € Ap(S,n,) = Ncc(Gy) < Nee(Gp)
7) , U{F($)} =W, = Ncc(Gy) < Nee(Gr)
8) [Ncc(Gp) < Ncc(Gp) € V, U{F(S)} =V, U n}]=
=ne€n, +ny ., Ny +np_y, 20y}

Dem. 1) Se {n,, n,, .., n,, F(S)} ndo é um sistema minimal de geradores de S,

entio existe n; € {ny, n,, ..,np} tal que n; =F(S)+s, com s € §\{0}. Portanto
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n; = F(S) + ny = Max Ap(S,n,). Dado que n, € Ap(S,n,), tem-se necessariamente

que n; = n,, logo n; =n, € n, = F(S) +ny.

2) Por 1) tem-se que {ny, ny, ...,np, F(S)} = {ny, na, w11, F(S) + 1y, F(S)},

logo {ny, n,, ...,np_y, F(S)} é um sistema minimal de geradores de S.

3) Por hipétese n € Ap(S,F(S)) , ou seja, n—F(S) ¢ S, portanto F(S) & V.
Vejamos que n, ¢ V,. Suponhamos, com vista a um absurdo, que n, é vértice de G,.
Tem-se que n—n, €S, entdo n=n, +s= F(S)+n, +s, para algum s €S, e
portanto n ¢ Ap(S, F(S)). Assim n, & V,. Concluimos que V, €V, e E, S E, .

Vejamos que ¥V, =V, e E,, = Ey,.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que se verifica V, c V,. Neste caso,
existe n; € {ny, ny, ...,np_4} tal que n—n; €(S\S) . Tem-se que n=n+mn +
F(S), o que implica que n — F(S) = n; € S. Logo ¥, = V,,.

Suponhamos agora que E,, c E,. Uma vez que ¥, = V,, existem n;, n; € V, tal
que n— (n; + ny) € (S\S), logo n = F(S) +n; + n; e portanto n — F(S) €S ,oque

contradiz a hipétese. Logo E,, = E,,.

4) Como V, U {F(S)} c ,, existe n; € {ny, ny, ...,np_4} tal que n—n; € (5\S5)
= n = F(S) + n;. Assim, basta mostrar que n; # n,. De facto, se n; =n, tem-se
quen =F(S)+n, =n, en, €V, , masn, ¢, éum absurdo. Portanto n = F(S) +

ng, COM n; € {ny, Ny, wo,Mp—q}-

5) Se V, U{F(S)}
a partir de G, juntando-lhe o vértice F(S) e algumas arestas. Visto que Ncc(G,) <

V7, tem-se F(S) € ¥, e n, & V;,, e o grafo G,, pode obter-se

Ncc(G,), as novas arestas ndo podem ser da forma F(S)n, . Assim, tem-se que
n—F(S)eS\{0} e n—F(S)—n; 5, donde n=F(S)+s, com seS tal que
s—n; € 5, para todo 0 n; € {ny, ny, ...,np_4} . Assim, s =F(S), e portanto n =
2F(S).

6) Se n & Ap(S,n,) , tem-se que n, €V, e F(S) €V}, , portanto 1, U{F($)} €
VU {np}-

Se V,U{F(S)}cV,u{n,}, tem-se que n=F(S)+n; para algum n; €
{ng, ..,np_1}. Além disso, n—n, =n—(F(S)+ny) =F(S) +n — (F(S)+n) €S .
Tem-se que n; —n, € S, € portanto n; = n,, donde n = n,,. Assim, G, tem uma Unica

componente conexa cujo Unico vértice é n,, e G, também tem apenas uma
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componente conexa, sendo ¥, = {F(S),n;} e E,={nF(S)}. Logo Ncc(G,) =
Nce(G) = 1.

Mostremos que, no caso em que V, U{F($)}=V, U {np], tem-se Ncc(G,) <
Ncc(Gy).

Comecemos por observar que n — (n, +n;) =n— (ny + F(S) +n;) Assim, se
iom, € E, , tem-se n,F(S) € E,. Além disso, @7, € E, implica que m;m; € E,. Ou
seja, o grafo G, pode obter-se a partir do grafo G,, substituindo o vértice n,, por
F(S) e acrescentando novas arestas, se for caso disso. Uma vez que nao se
acrescentam outros vértices, o nimero de componentes conexa do grafo G, € menor

ou igual ao nimero de componentes conexas do grafo G,,.

7) Se V,U{F(S)} =V, = n, &V, e F(S) € V,. O grafo G, pode obter-se a

partir do grafo G, juntando um novo vértice e algumas arestas que podem ser da

forma w7, ou F(S)n, , com n;,n; €V,. Ora, n=F(S)+s, com s € §\{0}, logo
n>F(S) +n,, e portanto n—n, € S. Tem-se n, € V,, € uma vez que n; # F(S),
concluimos que n, € V,. Além disso, n,F(S) ¢ E, , umavezquen, &V, .
Suponhamos que Ncc(G,) > Ncc(G,). Neste caso, Ncc(G,) =2, e portanto
existe um vértice n; € {n,, ...,n,_,} tal que n, e n; estdo em componentes conexas
diferentes de G, e , n,F(S) € E,. Se n; e n; estdo em componentes conexas
diferentes de G,, tem-se que n=n;+w, com w € Ap(S,ny). Assim, n=mn; +
w=n; +F(5)+s,coms € S. Portanto w= F(S) + s, 0 que implica que s = n,. Entdo

n =n; +n, , 0 que é impossivel, uma vez que n, & V.

8) Se V, U{F(S)} =¥, u{n,}, tem-se que n & Ap(S,n,) , entdo G, pode ser
obtido a partir de G, mudando o nome do vértice n,, para F(S) e juntando algumas
arestas, se for caso disso (ver demonstragdo de 6)). Além disso, n; € V,, uma vez
que {F(S)} € ¥, (ver demonstragdo de 7)).

Como, por hipétese, Ncc(G,) < Ncc(Gy), entdo Ncc(Gy) = 2, e portanto existe
um vértice n; € {ny, ..,np_,} tal que n; e n; estdo em componentes conexas
diferentes de G, e n,F(S) € E,.

Consideremos em primeiro lugar que n; #n,. Se n, e n; estaio em
componentes conexas diferentes de G,, entdo n = n; + w, com w € Ap(S,n,). Tem-
se que n=n;+w=n; + F(S) +s, com s € S. Portanto w=F(S) +s, 0 que implica
que s = n,. Assim, n=n;+n,, com n; € {ny, ..,n,_1} tal que n,; e n; estdo em

componentes conexas diferentes de G,,.
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Suponhamos, agora, que n; = n,. Isto significa que o dnico vértice de G, que
n3o estd na componente conexa que contém o vértice n, € n,, entdo este é o Unico
vértice dessa componente, pelo que n = kn,,. Uma vez que Ncc(G,) # 1, tem-se que

n #n,, logo n = 2n,. 0

Lema 3.8: Seja S=(n, ny ..,n,), OM ny <F(S), e §=SU{F(},
verificando que {n,, n, ...,n,, F(S)} ndo é um sistema minimal de geradores para S.
Seja n € S. As condiges seguintes sdo equivalentes:

1) Ncc(G,) < Ncc(Gy).

2) ne{F(S)+ny.., F(S)+mn,_q, 2F(S)}.
3) Ncc(G,) = Ncc(G,) + 1.

Dem. 1) implica (2). Se n & Ap(S,n,), pelo 6) do Lema 3.7, tem-se que
Nce(G,) < Nce(G,), donde n € Ap(S,n,). Além disso, podemos considerar que
n ¢ Ap(S,F(S)), visto que G, # G,, pelo 3) do mesmo Lema. Assim, n—F(S) € S,
logo V, U{F(S)} < ¥,. Se V, U{F(S)}c ¥, existe n; € {ny, ...,np_,} tal que n=
F(S)+mn;, pelo 4) do Lema 3.7. Se V,U{F(S)}=V, , dado que Ncc(G,) <
Nce(G,), por hipétese, tem-se n = 2F(S), pelo 5) do mesmo Lema.

2) implica 3). Seja n € {F(S) + ny, ..., F(S)+mny,_y, 2F(S)}. Vejamos como
podemos obter o grafo G, a partir de G,. Para efectuarmos este estudo
consideramos separadamente os casos n=F(S)+n;,com i€{2,.,p—1} e
n = 2F(S).

Seja n = F(S) +n;,com i € {2,..,p — 1}. Observamos em primeiro lugar que
n¢V, en,¢V,. Defacto, n—n;=F(S)¢S, esen, €V, temsen=n, +s=
F(S)+n,+s, com s € S\{0}, donde n; =n, +s 0 que é impossivel. Entdo V, U
{F(5),n;} € V,. Suponhamos que existe n; € {ny, ...,n,,_l} tal que n—n; € S \9S).
Tem-se que n=n;+F(S)= F(S)+n; , donde n;=n; . Verifica-se assim a
igualdade V, U {F(S), n;} = V.

Analisemos E,,.

Tem-se que F(S)m, € E,. Mostremos que E,=E,U{F(S)n}. Se existir
mm € (En\E,) tem-se que n— (n; +mny) = F(S), entdo F(S)+n; =F(S) +nj+n
e portanto n; =n; +m, , 0 que & impossivel. Se existir F(S)n, € (Ey \ En), tem-se
que n— (F(S) +ny) = F(S), logo F(S) +n; = F(S) + F(S) + np = F(S), e portanto
n; = F(S) + ny , 0 que é impossivel.
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Entao

Gn F(S) . ° n;

Gn

Seja n = 2F(S). Também neste caso n, & V,. Se n,, € V,, tem-se que 2F(S) =
n,+s= F(S)+n;+s , logo F(S)=n, +s €S, 0 que é impossivel. Entdo V, U
{F(S)} € 7,. Suponhamos que existe n; € {n,, ...,n,-} tal que n —n; € (§\S). Tem-
se que n=n; +F(S) = 2F(S), donde n; = F(S), 0 que é impossivel. Verifica-se
assim a igualdade V, U {F(S), n;} = V.

Mostremos que E,= E,. Se existir m;m, € (E,\Ey) tem-se que n— (n; +ny) =
F(S), donde 2F(S) = F(S) +n; + ny € portanto F(S) =n; +n, 0 que é impossivel.
Se existir F(S)n, € (E,\E,) tem-se que n— (F(S) +n) = F(S), assim 2F(S) =
F(S) + F(S) + ny, e portanto n; = 0 , 0 que é impossivel.

Entdo

Gn F(S)*

Gn

Logo Ncc(Gy) = Nec(Gy) + 1.
3) implica 1). E imediata. O
Lema 3.9: Seja S=(ny, ny ..,n,), com n, <F(S), e S§=SU{F()},

verificando que {n, ny, ...,np, F(S)} ndo é um sistema minimal de geradores para S.

Seja n € S. As condiges seguintes s3o equivalentes:
1) Ncc(G,) < Nee(Gp).

2) nefn, +ny.., ny+n,_y, 2np).

3) Ncc(Gy,) = Ncc(Gy) + 1.
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Dem. 1)implica2). Se Ncc(G,) < Ncc(G,) tem-se que G, # G, , entdo
n & Ap(S,F(S)). Concluimos que F(S) € ¥, . Além disso, a condigdo Ncc(Gy) <
Ncc(G,) obriga a que Ncc(G,) =2 , pelo que n #n,, uma vez que em Caso de
igualdade o grafo G, tem apenas o vértice n,,.

Vejamos que n, € V. De facto, se n, ¢ V, isto significa que ¥, U {FS) ey,
Se esta inclusdo for estrita, existe n; € {n,, ...,n,_,} tal que n —n; € (§ \ S), donde
n = F(S) +n;. Assim, pelo Lema 3.8 concluimos que Ncc(Gy) < Nce(G,), 0 que
contradiz a hipédtese. Logo V, U{F(S)} = ¥},. Mas, nestas condicdes, o Lema 3.7
garante que Ncc(G,) < Ncc(Gy), 0 que também ndo se pode verificar. Logo n, € V,

Mostremos que V, U {F($)} = ¥, U {n,}.

Como n-n,€S en—F(S)eS , entdo 1, U{FS} cVu{n,}. Se VU
{F(}cu{n,}, tem-se que n—n; €(S\S), para algum n; € {ny, o mpoaks
donde n = F(S) +n;. Pelo Lema 3.8 concluimos que Ncc(G,) < Nce(G,), o que
contradiz a hipétese.

Assim, V,U{F($)}=V,u{n,} e Ncc(G,) < Ncc(G,), por hipbtese, logo
ne{n, +ny ., np+n,-1, 20y}

2) implica 3). Vamos estudar separadamente os casos n = 2n, e

n € {ny, + g, ..,y + Np_y ).
Sen=n,+n;,paraalgumi€ {2,..,p — 1}, o grafo G, tem uma componente

conexa constituida pelos vértices n, e n; e pela aresta 7,7, . Mostremos que ndo
existe outro vértice nesta componente conexa:

Sen, +n; — (n, + ;) €S, entdo n, +n; =np +n; + 5, portanto n; = n;.

Sen, +n; — (n; +n;) €S, entdo n, +n; =n; +n; + 5, logo ny, = ;.

Vejamos em seguida que n, € V,,.

De facto, n—n; =n, +n; —ny = F(S) +ny +n; —ny =F(S) +n; €S. Assim,
n, é um vértice de G, e pertence a uma componente conexa distinta da componente
cujos vértices sdo n, e n;.

Mostremos que V, U {F(S)} = V, U {n,}

Tem-se que V,U{F(S)}=V,u{n,}, uma vez que n,€G, e F(S)€E Gy
Suponhamos que se verifica V, U{F(S)}c ¥, U {np} Entdo, existe n;,comj €
{2,..,p—1}, tal que n—n; €(S \S), donde n=n,+n; = F(S) +n;. Portanto,
F(S)+n, +n; = F(S) +n; , logo ny +n; = n; , 0 que é impossivel visto que n,, n;
e n; pertencem a um sistema minimal de geradores de S.

Analisemos agora as componentes conexas dos grafos G, e Gy,.
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Designemos por V1, V2, ..,V os conjuntos dos vértices das r componentes
conexas de G,, com V! = {n;, n,} e n, €yZ. )4 vimos que n, e n; pertencem a
componentes conexas distintas de G,,, no entanto os vértices n,,n; e F(S) pertencem
3 mesma componente conexa do grafo G,, uma vez que n =n, +n; = F(S) +ny, +
n;. Designemos esta componente por ;.

Mostremos que os conjuntos dos vértices das componentes conexas de G, s3o:

7= \{mH U U FS)),
VZ= V2. W=V

Por construcdo de 72, obtém-se que ¥ < (\{n,}) U V;Z U {F(S)}. Mostremos
que esta inclusdo ndo é estrita. Suponhamos que existe outro vértice n; nesta
componente conexa, entio n, € (VI\{n,) UVZU{F($} e n e A\{n,puUVZu
{F(S)} tal que 7, € E,,.

Suponhamos que n; # F(S). Entdo n — (n,+n;) € (5 \ S), ou seja, n=F(S) +
ne+n;. Mas n, € ;2 , donde n = ny +w , com w € Ap(S,ny). Assim, F(S) + ny+n; =
n, +w, portanto F(S) +n; =w, entdo n; =n, € n; = n, O que € absurdo visto que
n; €Vl

Suponhamos que n; = F(S). Entdo n— (n, +F(S)) €S, ou seja, n=mn+
F(S)+s,coms €S . Mas n=n; +w, com w € Ap(S,n,), portanto n, + F(S) +s =
n, +w , entdo F(S) + s = w. Como F(S) + 5 = F(S) +ny € F(S) +s =w € Ap(S,ny),
tem-se que s =n,, donde w =n,. Tem-se que n=n, +n; =n, +np, € portanto

n; = ng, 0 que é absurdo.

7448 1=V1‘
n -

Provemos que V2 = V;3,.., VI~

Basta mostrar que se n, € VP e n; € Vif, com p#t e p,t € {3,..,7}, entdo
n—(n +n) €S,

Suponhamos que n, €VF e m; €Vf, comp#t e p,t€(3,..,r}, en—(n +
n;) € S. Dado que n — (n, +n;) € S, uma vez que ny e 1y pertencem a componentes
conexas distintas de G,, tem-se que n = ny + n; + F(S). Além disso, n, & 7!, donde
n=n,+w , com w € Ap(S,n,). Assim, w=mn;+F(S), logo n; =n;, 0 que é
absurdo.

Se n = 2n,, a situagdo é analoga.

Mostremos que o grafo G, tem uma componente conexa, apenas, € que n, € 0
dnico vértice dessa componente. Suponhamos que n — (n, +ny) € S. Entdo 2n, =
ny,+n,+s,CONsES, donde n, = ny + s, e portanto s = 0 en;, = n,, Uma vez que

n, e n,, pertencem a um sistema minimal de geradores de S.
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Vejamos que n, € V,. De facto, n—ny = 2—ny =2n; + 2F(S) —ny =ny +
2F(S) €S.

Mostremos que V, U {F(5)} =V, U {n,}

Tem-se V,U{FS)}cVufn,), uma vez que n,€G, e F(S)E Gn.
Suponhamos que se verifica V, U{F(S)}c ¥, U {np} Entdo, existe n;, comj €
{2,..,p— 1} tal que n—n; € (S \S), donde n = F(S) +n;. Portanto, 2n, = F(S) +
ny +n, = F(S) +n; , e portanto n, +n, = n; , 0 que é impossivel visto que n,, n, e
n; pertencem a um sistema minimal de geradores deS.

Analisemos agora as componentes conexas dos grafos G, e G,.

Designemos novamente os conjuntos dos vértices das r componentes conexas
de G, por V1, V.. VI ,comVl= {n,}en, €2. )4 vimos que n; e n; estdo
em componentes conexas distintas de G,, no entanto os vértices n; e F(S)
pertencem a mesma componente conexa do grafo G,, uma vez que n=2n, =
2F(S) + 2n,. Designemos esta componente por ¥}

Mostremos que os conjuntos dos vértices das componentes conexas de G,, sdo:

7= W\ p U R ULF(S)),
‘7112 — Vn3' '"rVnr_l =Vr.

Por construcio de 71, obtém-se que 7! < (V1\{n,}) U V;Z U {F(S)}. Mostremos
que esta inclusdo ndo é estrita. Suponhamos que existe outro vértice n; nesta
componente conexa. Tem-se que n, & (V1\{n,}) UKZ U{F(S)} e nj € G\{n,H U
V2U{F(S)} tal que mm, € E,. Suponhamos que n; # F(S). Entdo n — (ne+n;) € S
\S), ou seja, n=F(5)+mn+n;. Mas n, ¢V? , entdo n=n,+w , com wE
Ap(S,n,). Assim, F(S) + n+n; = ny +w, donde F(S) +n; =w, € portanto n; = n,,
logo w = n,. Tem-se que n = 2n, = ny+n,, € portanto n, = n,, 0 que é absurdo
visto que n,, € V. Suponhamos que n; = F(S). Entdo n — (n, + F(S)) € §, ou seja,
n=ng+F(S)+s,coms€S . Ora, n=n,+w, com w € Ap(S,n,), assim n +
F(S)+s=n,+w , e portanto F(5)+s =w. Como F(S)+s=F(S)+n, e F(5) +
s =w € Ap(S,n,), tem-se que s = n,, donde w = n,. Tem-se, assim, que n = 2n,, =
n, +n,, resultando que n, =mn,, o que é absurdo. Logo V! = vi\{n,hulZu
{F(9)}.

Provemos agora que V2 = V3,..,7~1 = V7. Basta mostrar que se n, € V; €
n €V, com p#t e pte(3,..,r} entdo n— (n, +mn;) € S. Suponhamos que
n€VP e nje, com p#t e pte3,..r}, € n—(n+n)€S. Dado que
n—(n, +mn;) €S, visto que n,, e n; estdo em componentes conexas distintas de G,

tem-se que n=mny +n; +F(S). Além disso, visto que n, ¢ V! , obtemos que
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n=n,+w , COM wE Ap(S,n,). Assim, w=n;+F(S), logo n;=n,, 0 que é
absurdo.

Assim, o grafo G,, pode obter-se de G, juntando duas componentes numa so e
mantendo as restantes. Logo, Ncc(G,) = Ncc(Gy,) + 1.

3) implica 1). E imediata.0

Teorema 3.10: Seja S um semigrupo numérico e {n; < n; < ... < n,} 0 seu
sistema minimal de geradores, com n, < F(S), verificando que {ny, n, ...,np, F(S)}

n3o é um sistema minimal de geradores para § = S U {F(S)}. Seja n € S. Entdo
# RMS =# RMS.

Dem. Tem-se que

# RMS = z [Nee(Gy) — 1]
nes\ {0}

# RMS = Z [Nce(G,) — 1].
nes\ {0}

Além disso, 5\S = {F(S)} e Gr(s) € um grafo que contém apenas o vértice
F(S), logo

# RMS = z [Nce(Gy) — 11
nes\ {0}

Seja A = {F(S) + Ny, .., F(S) + np_1,2F(S)} € B = {ny + Nz, ., Mp + 11,21y }
Entdo,

# RMS = Z[Ncc(én) ~ 1] +Z[Ncc(6,,) 1]+ z [Nee(G,) — 11.

nea neB nes \ (AUBuU {0})

Mas, se n € A, tem-se Ncc(G,) = Ncc(G,) + 1, pelo Lema 3.8, e se n € B, tem-
se Ncc(G,) = Ncc(G,) — 1, pelo Lema 3.9. E claroquese n¢ (AUBU{0}), G, e
G, tém o mesmo nimero de componentes conexas.
Entao
Z[Ncc(@n) -1]= Z[NCC(Gn) -1]+p-1

neAa nea

Z[Ncc(Cn) —1]= Z[Ncc(Gn) —1]-(-1).

neB neB
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Logo # RMS =#RMS.O

Proposicio 3.11: Consideremos a seguinte sucessdo de semigrupos
numéricos

$5:=S e Sy =S U{F(S)}
Entdo

1) Existe e € N tal que S, = (ny, n; +1,...,2n; — 1).
2) # RMS; + 2 < # RMS;,, se e s6 se F(S)) +n; € Ap(S,n)\{0,ny, ..., mp}.
Dem. 1) E trivial.

2) Condigdo necessaria. Se # RMS; # # RMS,,,, aplicando o Teorema 3.10,
obtemos que {ny, n,, sy, F(Sp)} € um sistema minimal de geradores para Si;1,
donde F(S;) + ny # n,. Assim, F(S;) +n,; ndo ¢é gerador minimal de S; , e portanto

concluimos que F(S)) + n, € Ap(S,n)\{0,n,, ..., n, }.

Condigio suficiente. Se F(S;) +n; € Ap(S,n)\{0,n;,...,n,}, temos que
F(S;) +n, ndo é gerador minimal de S;. Entdo {ny, ny, ...,n,, F(5;)} € um sistema
minimal de geradores para S;,,. Entdo, aplicando o Teorema 3.6, concluimos que
# RMS; + 2 <# RMS;;,. 0

Teorema 3.12: Seja S um semigrupo numérico e seja {n, <n, < ..<np} 0
seu sistema minimal de geradores. Entdo o cardinal de uma apresentagdo minimal
para S é menor ou igual a

ny(ny, — 1)

2 - 2(ny — p).

Dem. Consideremos a sucessao

S, =S e Si1 =S U{F(S)}, comi € {1,2,..}. Pela Proposicdo 3.11, existe e
tal que S, =(ny, n, +1,...,2n, — 1). Pelos Teoremas 3.6 e 3.10, podemos afirmar
que em cada etapa desta sequéncia # RMS; = # RMS;,, ou # RMS; < # RMS;,, — 2.
Além disso, sabemos que os aumentos, quando existem, correspondem aos
elementos de Ap(S,n,)\{0} que n3o s3o geradores minimais de S, que sdo
exactamente n, — p elementos.

Entdo
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-1
# RMS + 2(n, — p) <# RMS, = nl—(nlz——)
Logo
-1
# RMS < n_1§n12__)_ 2(ny — p).

Exemplo 3.13: Consideremos o semigrupo numérico S = (5,8,14). A
sequéncia acima referida é

S, =5, U{17} =(5,8,14,17),

S, =5, U {12} = (5,8,12,14,17) = (5,8,12,14),
S, =S;U{11} =(5,8,11,12,14),
Ss=S,U{9}=(5,8,9,11,12),
Se=SsU{7}=(5,7,8,9,11),

S, =S¢uU{6}=(5,6,7,8,9).

Observamos que 0s semigrupos numéricos S, Ss, Sg € S; tém todos maxima

dimens3o de imers3o, pelo que uma relagdo minima para qualquer um destes

5(5-1) _
=

Além disso, pelo Teorema 3.2, podemos concluir que o cardinal de uma relagao

semigrupos numéricos tem dez elementos, ou seja, # RMS; = 10.

minima para § = S; € menor ou igual a 10 —2(5—3) = 6.

De facto, uma relagdo minimal para S, é
2x5+14=3x%8,
2xX14=4x%x5+38,
6x5=2x8+14.

E, assim # RMS; = 3.

Por outro lado, a partir de uma apresentagdo para S; podemos encontrar uma
apresentacdo para cada um dos outros semigrupos da sequéncia, uma vez que
sabemos, em cada passo, quais as relagdes a juntar e quais a suprimir.
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Na primeira etapa desta sequéncia, tem-se que {5,8,14} U {17} é um sistema
minimal de geradores de S, U {17}, donde ao passar de S, para S, ganham-se
quatro relagdes e podem perder-se duas relagdes. As relagdes que se ganham sdo

17+5=8+14,
17+ 8 =5x%35,
174+14=3x5+2x38,
174+17=4x5+14=3%x8+2x5.

E as que se podem perder correspondem a n € {22 + 8,22 + 14}.
Verificamos que se perde 22+8=17+5+8=6x5=2Xx8+14.
Neste caso perde-se uma relagdo e ganham-se quatro, donde # RMS, = 6.
Uma relagdo minimal para S, é
17 +5 =8+ 14,

2x5+14=3x38,

17 +8=5x5,
2X14=4x5+8,
17+14=3%x5+2x8,
17+17=4x5+14=3x8+2Xx5.

Quando passamos de S, para S;, ganham-se tantas relagdes quantas as que se
perdem, dado que {5,8,14,17} U {12} ndo é um sistema minimal de geradores de
S3 = S, U {12}. De facto, ganham-se

124+8=4x5,

12+14=2x%x8+2x35,
2x12=3%x8=2x5+14.
E perdem-se
17+8=5%x5=5+12+8,
174+14=5+12+14= 3x5+2X38,

2Xx17=2%x54+2%x12=4%x5+14=3x8+2X5.
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Uma relagdo minimal para S; é
4x5=8+12,
2x5+12 =8+ 14,
2x5+14=3x8=2x12,
2x5+2x8=12+ 14,
2x8+12=2x14.

Quando passamos de S; para S,, 0 nimero de relagdes aumenta, atingindo o
valor maximo para semigrupos com esta multiplicidade.
As relacGes que se ganham sao

11+5=2x%8,
11+8=5+14,
11+12=3%x5+38,
11+14=5+8+12=5x5,

2x11=14+8.
E as que se perdem sdo
16 +8=11+5+8=2%X17=2%x5+4+2%x12=4x5+14=3%x8+2X5,

164+12=11+5+4+12=2%x14=4%x5+8.

Urna relacdo minimal para S, =(5,8,11,12,14) é

5+11=2x8,
11+8=5+14,
12+8=4X35,

2x11=14+8=2x5+12

11+12=3x5+38,

2x12=3x8=8+5+11=2x5+14,

11+14=5+8+12=5X35,
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124+14=2x8+2x35,

2x14=2x8+12.

Confirma-se, assim, que # RMS, = 10.



Semigrupos numéricos irredutiveis 52

Capitulo 4

Semigrupos numeéricos irredutiveis

Neste capitulo, iniciamos o estudo dos semigrupos numéricos irredutiveis.
Comecamos por mostrar que os semigrupos numéricos irredutiveis sdo os
semigrupos numéricos maximais, relativamente a inclusdo, no conjunto dos
semigrupos numéricos com um dado nimero de Frobenius, e mostramos que dado
um semigrupo numérico qualquer existe sempre um semigrupo numérico irredutivel
que o contém. Em seguida, caracterizamos os semigrupos numéricos irredutiveis em
funcdo da paridade do seu nimero de Frobenius (simétricos e pseudo-simétricos) e
em funcio dos seus conjuntos de Apéry. Observamos que os Unicos semigrupos
numéricos irredutiveis com maxima dimensdo de imersdo s3ao 0s semigrupos
numéricos simétricos com multiplicidade 2 e os pseudo-simétricos com multiplicidade
3. A finalizar, estudamos os semigrupos numéricos irredutiveis com multiplicidade 3 e
4, determinando uma apresentag&o minimal para estes semigrupos numéricos.

4.1. Semigrupos numeéricos simétricos e pseudo-simétricos

Um semigrupo numérico diz-se irredutivel se ndo pode ser escrito como
interseccdo de dois semigrupos numéricos que o contenham propriamente. O
resultado seguinte caracteriza os semigrupos numéricos irredutiveis como
semigrupos maximais, relativamente a inclusdo, no conjunto dos semigrupos
numéricos com um dado nimero de Frobenius.

Teorema 4.1: Seja S=(ny, ny ..,n,). As condiches seguintes s3o

equivalentes:
1) S é irredutivel.

2) S é maximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos com 0 mesmo
numero de Frobenius.

3) S é maximal no conjunto de todos os semigrupos que ndo contém F(S).
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Dem. 1) implica 2). Seja T um semigrupo numérico tal que F(T) =F(S) e
S CT.Entdo S = (S U {F(S)}) nT. Dado que S é irredutivel, por hipétese, concluimos
queS=T.

2) implica 3). Seja T um semigrupo numérico tal que F(S) ¢ Te S<T. Entao
T=TU{F(S)+1, F(S)+2, »} é um semigrupo numérico com ndmero de
Frobenius igual a F(S) e que contém S. Como por hipdtese S € maximal no conjunto
de todos os semigrupos numéricos com o mesmo niimero de Frobenius, concluimos
queT < S.logo, S=T.

3) implica1). Sejam S; e S, dois semigrupos numéricos e suponhamos que
Scs,eScs,.Como S é maximal no conjunto dos semigrupos numéricos que nao
contém F(S), entdio F(S) € S, e F(S) € S, , portanto F(S) €S, N S;, assim S # $; N
S, , donde S é irredutivel.0

O resultado anterior, além de dar uma caracterizagdo alternativa para os
semigrupos numéricos irredutiveis, como ja referimos, garante que, dado um
semigrupo numérico S qualquer existe um semigrupo numérico irredutivel com o
mesmo numero de Frobenius que contém S. A construgdo deste semigrupo numérico
irredutivel é possivel utilizando o lema seguinte.

Lema 4.2: Seja S um semigrupo numérico. Suponhamos que existe

h=méx{xEZ\S|F(S)—xeSex¢£(22}.

Ent3o S U {h} é um semigrupo numérico e F(S U {h}) = F(S).

Dem. O complementar de S U {h} em IN é finito e 0 € S U {h}. Provemos que

a+b eSu{h}, quaisquer que sejam a,b € S U {h}. Basta mostrar que a+h € S,
para todo o a € S\{0}, e que 2h € S. Seja H = {x EZ\S|F(S)—x¢Sex #:?}

Comecemos por observar que h > F—(zs—) De facto, se x € H, entdo F(S) —x € H,
donde h > F—(zﬂ Seja a € S\{0}. Suponhamos que a+h ¢ S. Dado que a+h > h,
tem-se que F(S)—(a+h)ES ou a+h= @ Mas a segunda hipdtese ndo é
verdadeira, visto que h > @, portanto F(S)—(a+h)=t€S. Entdo F(S)—h =
a+t €S, o que contradiz a definigdo de h. Logo a + h € S. Suponhamos, agora, que
2h ¢ S. Analogamente ao caso anterior, concluimos que F(S) —2h =t € S. Temos

que F(S)—h=h+t , com t€S, e portanto F(S)—h€S, o que contradiz a
definigio de h. Concluimos que 2h € S. Assim, S U {h} é um semigrupo numérico.
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Por Ultimo, observemos que F(S) ¢ S U {h}, o que implica que F(S)>h e
F(Su {h}) = F(S). De facto, F(S) € (Z\S) mas F(S) — F(S) = 0 € S. Entdo

F(S)e{xEZ\sw(S)—xeSex;eF—(:—)}.

Assim, S U {h} é um semigrupo numérico e F(S U {h}) = F(S). O

Observamos que se S é um semigrupo numérico tal que F(S) é impar basta
considerar h = max{x € Z\S | F(S) —x ¢ S }.

No conjunto dos semigrupos numeéricos irredutiveis podemos distinguir duas
classes de semigrupos numéricos, atendendo a paridade do seu numero de
Frobenius. Um semigrupo numérico irredutivel com nimero de Frobenius impar diz-
se simétrico. Se o nimero de Frobenius for par, o semigrupo numérico diz-se
pseudo-simétrico.

A proposicdo seguinte, que é considerada frequentemente como definigao, da-
nos uma caracterizagdo alternativa para estes semigrupos numéricos.

Proposicio 4.3: Seja S um semigrupo numérico. Entdo
1) S ésimétricose esdse F(S)éimparex ¢S = F(S)—x€ES.

2) S é pseudosimétrico se e s6 se F(S) é par e x¢ S=F(S)—x €5 ou

F©)
9,

X =

Dem.1) Condigio necessaria. Suponhamos que existe x ¢ S tal que F(S) —x ¢
S. Dado que F(S) é impar, tem-se que x # @ Entdo existe um inteiro h ¢ S tal que
F(S)—x<h eSu{h}é um semigrupo numérico, pelo Lema 4.2. Mas este
semigrupo numérico tem numero de Frobenius F(S) e contém S propriamente, o que

contradiz a hipdtese de S ser maximal no conjunto dos semigrupos numéricos com
numero de Frobenius F(S). Logo F(S) —x € S.

1) Condicio suficiente. Uma vez que F(S) é impar, basta provar que S é
maximal no conjunto dos semigrupos numéricos que ndao contém F(S). Suponhamos
que existe um semigrupo numérico T que ndo contém F(S) tal que S & T. Seja
x € (T\S). Por hipétese, F(S)—x€S, logo F(S)—x€T, ou seja F(S)=x+
t,comt €T, donde F(S) €T, o que contradiz a hipdtese. Logo S é maximal no
conjunto dos semigrupos numéricos que ndo contém F(S).

2) Condigdo necessaria. Suponhamos que existe x € S tal que F(S)—x €S e

F©)

X #— O Lema 4.2 garante a existéncia de um inteiro h ¢ S tal que F(S) —x <
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h com Su{h} um semigrupo numérico. Mas este semigrupo numérico tem ndmero
de Frobenius F(S) e contém S propriamente, o que contradiz a hipotese de S ser
maximal no conjunto dos semigrupos numeéricos com nimero de Frobenius F(S).
Entdo F(S) —x € S.

2) Condigio suficiente. Uma vez que F(S) é par, basta provar que S é
maximal no conjunto dos semigrupos numéricos que n3o contém F(S). Suponhamos
que existe um semigrupo numérico T que n3o contém F(S) tal que S & T. Seja
x € (T\S). Por hipltese, F(S)—x €S, assim F(S)—x€T, ou seja, F(S) =x+
t,comt €T, donde F(S) €T, o que contradiz a hipétese. Logo, S é maximal no
conjunto dos semigrupos numéricos que ndo contém F(S). O

A partir da proposicdo anterior podemos ainda caracterizar os semigrupos

numéricos irredutiveis em fungdo do seu género.

Corolario 4.4: Seja S um semigrupo numérico.

F(S)+1

1) S é simétrico se e s se g(S) = —;

F(S)+2

2) S é pseudosimétrico se e s se g(S) = —;

Dem. 1) Dado um semigrupo numérico simétrico S, temos F(S) + 1 inteiros
menores ou iguais a F(S). S6 metade destes inteiros pertencem a S, uma vez que a
cada inteiro x que n3o pertence a S corresponde outro, F(S) — x, que pertence a S.

2) Temos F(S) + 1 inteiros menores ou iguais a F(S). Um destes inteiros é
F(S)/2 que ndo pertence a S. Os restantes podem agrupar-se em pares daformaxe

F(S) — x. Em cada um destes ? pares, um dos numeros pertence a S e o outro

F(S) __F(S)+2
-

ndo pertence a S. Donde, g(S) = —~+1 0

Observamos que, dentro da classe dos semigrupos numéricos com 0 Mesmo
nimero de Frobenius, 0s semigrupos numéricos simétricos sdo os que tém o menor
género possivel, uma vez que 0s semigrupos dessa classe verificam a condicdo

F(s
g() =

)“, como foi referido na Proposicio 1.18, e os semigrupos simétricos
verificam a igualdade. Outro resultado importante que se obtém do corolario anterior

2

é que qualquer semigrupo com dois geradores minimais é simétrico, uma vez que

verifica a igualdade g(S) = f%l (Proposigao 1.17).
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Corolario 4.5: Todos os semigrupos numéricos com dimensdo de imersao
dois sdo simétricos.

Os conjuntos Apéry de semigrupos numéricos irredutiveis tém caracteristicas
particulares, como veremos em seguida.

Lema 4.6: Seja S um semigrupo numérico tal que x,y €S e n€ s\{o}.
Se x +y € Ap(S,n), entdo {x,y} & Ap(S,n).

Dem. Sejam x,y €5, e n € S\{0}, tais que x +y € Ap(S,n). Se x ¢ Ap(S,n)
isso significa que x—n€S. Entdlo x +y—n=(x-n)+yE€S, contrariando o facto
deque x+y € Ap(S,n). O

Proposicdo 4.7: Seja S um semigrupo numérico e n € S\{0} . Consideremos
Ap(S,n) = {wo < wy < - < Wy_y = F(S) + n}. Entdo
S é simétrico se e s6 se w; + Wy_1—; = Wn_; , paratodoo i €{0, 1,..,n—1}.

Dem. Condicio necessaria. De facto, pela Proposicdo 1.16, sabemos que
wp_y —n =F(S). Como w;—n &S eS é simétrico, entdio F(S) — (w; —n) =wp_q —
w; € S (Proposicdo 4.3). Assim, existe s € S tal que w,_, —w; =5, OU seja, Wp_; =
w; + s. Pelo Lema 4.6, concluimos que existe j € {0,1,.,n—1}talque s=w; e,

dado que wy < w; < -+ < wy,_,, Obtemosque j =n—1—1.

Condigdo suficiente. Da hipétese concluimos que {wy_1}= Maximaisgg
Ap(S,n). Pela Proposigdo 1.21, temos que PF(S)= {F(5)}. Assim, {F(S)}=
Maximaisc (Z\S). Entdo dado x € Z\S, tem-se F(S) —x € S. Além disso, F(S) €

impar, caso contrario, g € Z\S e, pelo que acabdmos de mostrar, F(S) —i(is—) =

F—(zs—) € S, 0 que é uma contradigdo. O

Da proposico anterior, e da sua demonstragéo, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.8: Seja S =(ny, ny, ..,n,). As condicdes seguintes sao
equivalentes:
1) S é simétrico.

2) PF(S)={F(S)}

3) t(S) =1
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Atendendo a relagiio existente entre o conjunto dos pseudo-nimeros de
Frobenius de S e os elementos maximais dos conjuntos Apéry de S , podemos dar

outro enunciado a este corolario.

Corolario 4.9: Seja S um semigrupo numérico e n € S\{0}. S é simétrico se e
sO se Maximais <g Ap(S,n) = {F(S) +n}.

Mostra-se facilmente que o semigrupo numérico S =(m,m+1,... m+m—2 )
é um semigrupo numérico simétrico com nimero de Frobenius 2m — 1. De facto,
s={0,mm+1,..m+m—2,2m,2m+1,-}, donde F(S)=2m—1 e Ap(S;m) =
{0, m+1,m+2,..m+m-2, 3m—1}. Tem-se, assim, Maximais <g Ap(S,m) =

{3m — 1}, o que permite concluir o pretendido.

Em seguida, vamos caracterizar 0s semigrupos numéricos pseudosimétricos,

dando especial atengdo ao elemento £

Lema 4.10: Seja S um semigrupo numérico e n€S\{0}. Se S é

pseudosimétrico entio 22 +n € Ap(S,n).

Dem. Dado que ﬂS—)<.¢.S, basta provar que f—(zs—)+n € S. Se assim nao for,

F(S)

temos que F(S) — ( ) F—(zsl—nes, o que é absurdo, uma vez que isto

) — F®

implica que — ( —n+n €S.0

Proposicdo 4.11 Seja S um semigrupo numérico com numero de Frobenius
par e seja n € S\{0} . Entdo S é pseudo-simétrico se e s se

Ap(S,n) = {wy <w; < -+ < Wy =F(S) +n}u {F(S)

+n}

e w;+W, ,_;=w,, paratodoo i€{0, 1,..,n— 2}.

F(S)

Dem. Condigio necessaria. Pelo Lema 4.10, temos que —=+n¢€ Ap(S,n).

Entao ELZS—)+n<méXAp(S,n)=F(S)+n , pela Proposicdo 1.16. Seja w; €

Ap(S,n)\ {5(22+n}. Como S é pseudo-simétrico e w;—né¢Se w;—n ¢ﬂs—)

entdo F(S)— (w; —n) = F(S) +n— w; €S, pela Proposicdo 4.3. Mas (FS)+n-—

w;) + w; € Ap(S,n) e w; € Ap(S,n), assim F(S) +n — w; € Ap(S, n), pelo Lema 4.6.

Além disso, tem-se que F(S)+n—w; ¢is)+n, caso contrario verifica-se que
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w; =5(2—s2 . Donde, para cada i €{0,1,..,n —2}, existe j € {0,1, ..,n—2} tal que

Wi+Wj =F(S)+Tl.

Condigdo suficiente. S€ja x €S € x # F—(Z‘Q Provemos que F(S)—x€S.

Consideremos w € Ap(S,n) tal que w = x(modn). Como x ¢S , entdo x<w e
portanto x = w — kn, para algum k € N\{0} , pelo Lema 1.11. Distingamos dois

Casos:

Se w=¥+n, entdio F(S)—x=F(S)—(w—kn)=F(S)-—F—(2£)-—n+kn=

FS) 4 (k- 1)n. Dado que x = =2 , tem-se que F(S) - x +™9 donde k-1>0,

logo F(S)—xE€S.

Se w¢§z+n, tem-se que F(S)—x=F()—(w—kn)=F(S)-w+kn=

FS)+n—-w+kn—n=F@)+n—-w+((k—-1n,comk >1. Mas, por hipdtese,
F(S) +n—w € Ap(S,n), logo F(S) +n—w+ (k—1)n€ S, ou seja F(S) —x € S. Por
altimo, dado que F(S) é par, concluimos que S é pseudo-simétrico. [

Corolario 4.12: Seja S um semigrupo numérico. As condigdes seguintes sao

equivalentes:

1) S é pseudosimétrico.

2) PF(S) = {F(S),f@}.

2

Observemos que se S é um semigrupo numérico pseudosimétrico conclui-se
que t(S) = 2. A condigdo t(S) =2, por si s6, ndo é suficiente para que se possa

concluir que S é pseudo-simétrico, como ilustra 0 exemplo seguinte.

Exemplo 4.13: Seja S= (5,7, 9)={0,5 7 9, 10, 12,14, - }. Tem-se
que G(S) ={1, 2, 3, 4, 6, 8, 11,13}. Entdo PF(S) ={11,13}, donde t(S) =2 e S
n3o é pseudosimétrico, visto F(S) = 13.

Atendendo ao Corolario 4.12 e a definicio de pseudo-nimero de Frobenius,
obtemos o seguinte resultado.

COROLARIO 4.14: Seja S um semigrupo numérico e n € S\{0}. Entdo S é

pseudosimétrico se e s6 se Maximais <5 (Ap(S,n)) = {@ +n; F()+n }
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Sabemos que a dimensdo de imersdo de um semigrupo numérico nunca
excede a sua multiplicidade. Mostremos, em seguida, que nos semigrupos numéricos
simétricos com multiplicidade maior do que dois e nos pseudo-simétricos com
multiplicidade maior do que trés, a multiplicidade excede a dimensdo de imersdao em
pelo menos uma unidade.

Lema 4.15: Seja S um semigrupo numérico simétrico e m(S) = 3. Entdo
e(S)<m(s)—-1.

Dem. Seja S um semigrupo numérico simétrico com m(S) = 3. Tem-se que
Ap(S,m(S)) = {0 =wo <wy <+ <Wps)-1 = F(S) + mS)} e  witWme-1-i=
Wm(s)-1, Para todo o i€{0, 1,..,m(S) - 1} (Proposigao 4.7). AsSSiM, Wps)-1 =
F(S) + m(S) ndo é um gerador minimal. Tem-se que pelo menos um dos elementos
de Ap(S, m(5))\{0} ndo é gerador minimal, logo e(S) < m(S) — 1. O

Do Lema 4.15 conclui-se que os (inicos semigrupos numéricos simétricos com
dimensdo de imers3o maxima sdo os que tém multiplicidade igual a dois.

Vejamos que o Lema 4.15 é valido para semigrupos numéricos pseudo-
simétricos com multiplicidade maior ou igual a quatro. Os semigrupos numéricos
pseudo-simétricos com multiplicidade igual trés ndo verificam esta propriedade. Na
verdade, todos 0s semigrupos numéricos pseudo-simétricos com multiplicidade igual

a trés tém maxima dimens3o de imers3o, uma vez que um conjunto de geradores de

S & {m($), F(S) +m(5),"2 + m(s)}.

Lema 4.16: Seja S um semigrupo numérico pseudosimétrico com m(S) = 4.
Entao
e(S)<m(s)—-1.
Dem. Seja S um semigrupo numérico pseudosimétrico com m(S) = 4. Tem-se
que Ap(S,m(S)) = {wO <wy < < Wipsy-2 = F(S) + m(S)} U {@ + m(S)} e
Wi+ Wp_a_; =W,_, paratodoo i€{0, 1,..,m(S)— 2}. AsSim, Wps)—2 = F(S) +

m(S) ndo é um gerador minimal. Entdo, pelo menos um dos elementos de
Ap(S,m(S))\{0} ndo é gerador minimal, donde e(S) < m(S) — 1.0
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42 Semigrupos numéricos irredutiveis com

multiplicidade 3 e 4

Nesta seccdo estudamos 0s semigrupos numeéricos irredutiveis com m(S) = 3
ou m(S) = 4. Pela Proposigdo 1.15, sabemos que e(S) < m(S) €, além disso, temos
que e(S) < 3, atendendo aos Lemas 4.15 e 4.16. Por outro lado, os semigrupos
numéricos com e(S) = 2 s3o simétricos, como sabemos pelo Corolario 4.5, e foram
estudados anteriormente no Exemplo 2.14. Vamos, entdo, considerar que e(S) =3.

Seja S um semigrupo numérico irredutivel com e(S) =3 e m(S) =3. Pelo

Lema 4.15, concluimos que S é pseudo-simétrico.

Teorema 4.17: Seja S um semigrupo numérico. Entdo S é irredutivel com
e(S)=3 em(S)=3 seesdse S=(3, x+3, 2x+3), em que x é um inteiro ndo
divisivel por 3.

Dem: Condigio necessiria. Se e(S) = m(S) =3, entdo {3, nz,n3} é um
sistema minimal de geradores para S. Além disso S ndo pode ser simétrico. Entao S
é pseudo-simétrico, e portanto F(S) € par e Ap(S,3) = {O,F—(2§+ 3, F(S) +3}.
Consideremos que x = f(zi) . Podemos concluir que x & (3), uma vez que x ¢ S, entdo

Ap(S,3) = {0,x +3,2x + 3}, em que x € um inteiro n3o divisivel por 3. Logo,
S=(3,x+3,2x+3).

Condigio suficiente . Dado que {3, x + 3, 2x + 3} é um sistema minimal de
geradores para S, temos que m(S) =e(S)=3 e Ap(5,3)={0,x+3,2x+3}.
Entdo, pela Proposicdo 1.16, concluimos que F(S) +3 =2x+3, donde F(S) = 2x.
Entdo F(S) € par e, considerando x = @, tem-se que

Ap(S,3) = {o,f%+ 3, F(S) +3}.

Aplicando a Proposicdo 4.11, concluimos que S é pseudo-simétrico. O

Determinemos uma apresentagdo minimal para o semigrupo numérico pseudo-
simétrico S = (3, x + 3, 2x + 3), em que x é um inteiro ndo divisivel por 3.

Consideremos que 3 =n,, x +3 =n, € 2x + 3 = n;. Sabemos pelo Teorema
2.11 que se G, é ndo conexo entdo n € { 2n,, n, + n3, 2n3 }. Estudemos os grafos
associados a cada um destes valores de n.
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Se n=2n,, temos que n=2x+6=3+(2x+3). Entdo
n=2n, =n, +n;. Além disso, 2n, —(n, +ny) =n, —n, €S € 2ny; — (N3 +nz) =
n, —ns & S, logo G,,, € ndo conexo.

Se n=n,+ nz, temos que n=3x+6=3(x+2). Entdo n=n, + n3 =
(x+2)n,;. Como ny+ nyg—(ny+ny)=nz3—n €S € ny+ nzg—(ng +nz) =ny —
n, € S, concluimos que G, », é ndo conexo, também.

Se n = 2n,, tem-se que n = 2n3 = 4x + 6 & (ny, n,). Entdo nz € o nico vértice
do grafo G,,, , 10go G,,, € conexo.

Entdio, & = {((1,0,1),(0,2,0)), ((x +2,0,0),(0,1,1))}.

Por exemplo, fazendo x = 4, obtemos o semigrupo numérico S = (3,7,11) =
{0,3,6,7,9,10,—} . Entdo F(S) =8 e{4 + 3, 8+ 3} € Ap(S, 3)={0,7,11}.
Concluimos que S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico, pela Proposigao 4.11.
Uma apresentacdo minimal para S é

8 ={((1,0,1),(0,2,0)),((6,0,0),(0,1,1))}.

Passemos ao caso em que e(S) =3 e m(S) = 4. Nestas condigbes, S pode
ser simétrico ou pseudosimétrico. Analisemos estes dois casos separadamente.

Vejamos em seguida que se S é um semigrupo numérico simétrico com
multiplicidade maior ou igual a 3, qualquer gerador minimal de § é menor do que
F(S).

Lema 4.18: Seja S um semigrupo numérico simétrico com m(S) = 3. Entdo

todos os geradores minimais de S sao menores do que F(S).

Dem.: Seja S um semigrupo numérico e {n; < n, < .. < m,} um sistema
minimal de geradores de S, com n, > 3. Mostremos que F(S) >n,. Tem-se que
n,— n, €5, visto que n, e n, s3o geradores minimais de S, entdo F(S) — (n, —
n,) € S. Vejamos que n, — n; # F(S). Suponhamos que n, — n, = F(S). Tem-se
que n, = n; + F(S). Se p=2tem-se que S=(n;, n; + F(5)). Por outro lado,
F(S)+1 e F(S)+2 pertencem a S, e F(S)+2<F(S)+mn,, portanto F(S) +
1, F(S)+2€(n,), o que é impossivel. Concluimos que p>3. Neste caso,
considerando outro dos geradores minimais de S, por exemplo n,, tem-se que
n,— ny, €S com n, — ny # F(S) (visto que n, — n; = F(S)) , logo F(S) — (n, —
n,) € S\{0}, uma vez que S é simétrico. Assim, F(S) =n, — n, +s, para algums €
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S\{0}, ou seja F(S) =n, + F(S) — n, +s, donde n, = n,; +s, com s € S\{0}, o que
é absurdo. EntSo n, — n, # F(S). Por Ultimo, como F(S) — (n, — ny) € S\{0}, tem-
se que F(S)=n,— n,+s, paraalgums € S\{0}. Dado que s=n,, obtém-se

F(S) 2 n, e, umavez que F(S) ¢ S, concluimos que F(S) >n,. O

Teorema 4.19: Seja S um semigrupo numérico. Entdo S é simétrico com
e(S)=3 em(S)=4seesdse S=(4 2x, x+2y), emquey € N\(0} exé um

inteiro impar maior ou igual a 3.

Dem: Condigio necessaria. Seja { 4,n,,n; } um sistema minimal de geradores
de S, em que n, ndo é necessariamente menor do que n;. Sabemos que n,, n; e
F(S) + 4 pertencem a Ap(S,4) e que F(S)+4 ndo pode ser gerador minimal.
Atendendo ao Lema 4.18, obtemos que Ap(S,4) = {0, ny,n;, F(S) + 4}. Além disso,
n, + ng = F(S) + 4, 0 que nos permite concluir que um destes geradores minimais é
par e o outro é impar. Consideremos que n, € o gerador par. Tem-se que n, = 2x >
4, e 2x ¢ (4), o que implica que x é um nimero impar maior ou igual a 3. O gerador
minimal n; é um ndmero impar, logo n; = x + 2y . Vejamos quais as exigéncias a
fazer ao inteiro y. Basta considerar y #0, caso contrario n, =2n;. Nestas
condicBes, n; é um inteiro impar maior ou igual a 5. Assim, S = (4, 2x, x + 2y ), em
que y € N\{0} e x é um inteiro impar maior ou igual a 3, e F(S§) =2x+ x+2y —
4=3x+2y—4.

Condicdo suficiente. Seja S = (4, 2x, x +2y) , sendo x um numero impar
maior ou igual a 3 e y um inteiro positivo. Notemos que x > 3 e y € N\{0}, assim 4 é
o menor dos geradores do semigrupo numérico. Além disso, x é impar, donde
2x¢(4), e x+2y¢&(4 2x) visto que x+2y & impar. Concluimos que
m.d.c(4,2x,x +2y) = 1, logo e(S) = 3.

Provemos que S é simétrico, mostrando que n, + n; € Ap(S,4), 0 que implica
que n, + n; = F(S) + 4. Suponhamos que n, + nz & Ap(S,4). Entdo n, + ny = 4k +
s, com k € N\{0} e s € S. Trés casos se podem dar: n, + n3 = 4k , n, + ny = 4k +n,
e n, + ng = 4k + nz. O primeiro é impossivel visto que n, + n; é impar e 4k é par;
se n, + ns = 4k + n, , tem-se que n; = 4k. Este caso também é impossivel visto que
4 e n; sdo geradores minimais. O mesmo argumento se aplica para justificar a
impossibilidade de n, + ng = 4k + n3, ou seja, n, = 4k. Obtemos que Ap(S,4) =
{0, ny,n3,ny + 13}, logo S é simétrico e F(S) =3x+2y —4.0
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Determinemos uma apresentagdo minimal para O semigrupo numerico
simétrico S = (4, 2x, x + 2y ), em que y € N\{0} e x é um inteiro impar maior ou
igual a 3.

Consideremos que 4=n,, 2x=n, € x+2y=mn3 Dado que Ap(S,4) =
{0, ny,n3,n, +n3 = F(S) +4}, obtemos que se G, é ndo conexo entdo n€
{2n,, n, + ns, 2n3, F(S)+4+n,, F(S)+4+n;)}, pelo Teorema 2.11. Estudemos
o grafo associado a cada um destes elementos de S:

Se n = 2n,, obtemos que n = 4x = x.n,. Temos que 2n, — (n; +np) =n; —
n, ¢ S, donde G,,, € ndo conexo.

Se n = n, + ns, obtemos que n = n, + n3 = F(S) + 4, entdo n —n, = F(S) &
S.Logo Gp,4+n, € conexo.

Se n = 2n;, obtemos que n = 2x + 4y = n, + yn,. Entdo 2n; = n, + yn,. Por
outro lado, 2n; — (n; +nz) =nzg —n, € S € 2n; — (n3 +ny) =nz —n, € S, 10go Gz,
é nao conexo.

Se n=F(S)+4+n, obtemos que n=n,+n;+n,=2n,+ nz. Como
n—n, =F(S)+n, €S, concluimos que n; € Vi(s)144n, Além disso, temos que
n—(n,+ ny) =F(S) &S masn—(n, + nz) €S, porque n— (ny + n3) =3x+ 2y —
A+4+2x—(4+x+2y)=4(x-1)=n(x—-1)€S , com x=>3. Logo o grafo
Gr(s)+4+n, € CONEXO.

Se n= F(S5)+4+n; obtemos que n=n;+ 2n3 =2x+2x+4y=2n, +
yn,. Assim, n =n, + 2n3 = 2n, + yn,, e portanto o grafo associado a n = F(S) +
4 + n; também é conexo.

Entdo
p = {((0,2,0), (x,0,0)),((0,0,2), (v, 1,0))}.

Por exemplo, fazendo x =5 e y =3, obtém-se S = (4,10,11), ou seja,
S = {0,4,8,10,11,12,14,15,16,18,-}. Tem-se que Ap(S,4) = {0,10,11,21}, donde
Maximais <s (Ap(S,4)) = {21}, o que nos permite concluir que S é simétrico e
F(S)=21—-4=17=3x5+2x3—4.

Utilizando o resultado anterior, obtém-se uma apresentagdo minimal para S:

p ={((0,2,0),(5,0,0)),((0,0,2), 3,1,0))}.

Teorema 4.20: Seja S um semigrupo numérico. Entdo S é pseudo-simétrico
come(S)=3 em(S)=4 seesdse S=(4 x+2, x+4)comy€eN\{0} ex
impar maior ou igual a 3.
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Dem. Condicio necessaria. Seja {4, n,,n3z } um sistema minimal de geradores
para S. Dado que S é pseudo-simétrico, temos que Ap(S,4) = {0, np, n3 ,F(S) +4},
pela Proposigdo 4.11. Além disso, sabemos que F—(ZSZ + 4 € Ap(S, 4), pelo Lema 4.10.

Dois casos se podem dar: %s) + 4 pertence ao sistema minimal de geradores de S

ou £ (s) + 4 ndo pertence ao sistema minimal de geradores de S.

_F (5)

No primeiro caso, obtemos Ap(S,4) = { 0,n3,F(S) + 4 = 2n3} U { + 4}

(Observemos que 2 n, ¢ Ap(S,n,) porque 2n, —n, = F(S) +4 €S). Consnderando

que x = F(s) _ obtém-se n, =x+4 € nz =x+2. Além disso, uma vez que F(S) =

2x e F(x) ¢ (4) , concluimos que x é impar e maior ou igual a 3, uma vez que 4 é o

menor elemento positivo de S.
No segundo caso, verificamos que Ap(S,4) ={0, np, n3} U {F(S) } . Entdo,

F(S)+4 vai ser igual a n, ou a ns. Suponhamos que F(S)+4 = n,. Pela
proposicdo 4.11, n, — n; € S, 0 que contradiz o facto de {4, n,,n3 } ser um sistema
minimal de geradores de S.

F(S)

Entao + 4 pertence ao sistema minimal de geradores de S. Logo S =

(4,x+2,x+4 ), em que X é um inteiro impar maior ou igual a 3.

Condigio suficiente. Dado que {4, x +2, x +4} é um sistema minimal de
geradores para S, temos que m(S) = 4 e e(S) = 3. Como x é impar e maior ou igual
a 3, entdo 2x ¢ (4), e portanto 2(x + 2) € Ap(S, 4). Assim,

Ap(S,4) = {0,x + 2,x + 4, 2x + 4}, donde F(S) = 2x. Obtemos que

F(S)+4 @

) +4, F(S)+4},

Ap(S,4) = {0,

e pela Proposico 4.11, concluimos que S é pseudo-simétrico. O

Determinemos uma apresentacdo para este semigrupo numérico.
Consideremos S = (4, x + 2, x +4), com y € N\{0} e x impar maior ou igual a 3.

Sabemos pelo Teorema 2.11 que se G, € ndao conexo entdo
n € {2n,, n, + n3, 2n3, F(S) +n, +n,, F(S)+n, +n3}. Estudemos o grafo
associado a cada um destes elementos:

Se n = 2n,, tem-se n € Ap(S,n,),logo n, & V,. Além disso, 2n, —n; =x €S,
visto que se x+4 ¢é um gerador minimal. Entdo n, é o Unico vértice de G, , e
portanto G,,, € conexo.

Se n = n, + n,, tem-se que n = 2x + 6 ¢ Ap(S,n,), logo n; € V,. Verificamos
que n, é o Unico vértice de uma componente conexa, uma vez que n — (ny +n;) =
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n—m €S e n—(n+n3)=n,—n, €S. Entdo n = kn;, ou seja, 2x + 6 = 4k,

donde k = "—:3 Observamos que ainda que k é um inteiro maior ou igual a 3. Entdo

G ny+n, € NE0 CONEXO € N, + N3 = x—?nl.

Se n = 2n,;, tem-se que n = 2x + 8 = 2n, +n,. Vejamos que n; € o Unico
vértice de uma componente conexa: n— (n, +ng) =nz—mn; €S e n—(m,+n3) =
nz —n, € S. Entdo G,,, € ndo conexo e 2n; = n, + 2n,.

Se n = F(S) + ny + n, = 3n,, tem-se que n,,n, € V,, e mn, & E,. Vejamos se
nyn; OuU Myn; € E,. Temos que n—(ny +n3) =2x—2=2(x—1) €S porque x — 1
é um inteiro par maior ou igual a 2, donde 2(x — 1) é um multiplo de 4. Assim

2x — 2 = 4k, com k € N\{0} , donde k =§. Entdon=n, + ng + kn, = (k+ 1)n, +
ng = xT“nl + ns. Finalmente, n — (n, + n3) = x € S. Entdo 0 grafo Ge(sy4n,+n, € NAO
conexo e F(S) +ny +n, =3n,; = -’%nl + ns.

Se n = F(S) + n, + ns, temos que ny, n; € V, e nm; € E,. Além disso, dado

que F(S) +n,; = 2n,, obtemos que n =2n, +n3, donde n, €V, e n;n3 €E,.

Vejamos que myn, € E,. De facto, temos que n— (n; +n;) = F(S) +ny +n3 —ny —
n, = 2x+2 = 2(x + 1) € S porque x + 1 é um inteiro par maior ou igual a 4, donde
2(x+1) é um miltiplo de 4. Assim, n=n,. = +n; +n, = Zn; +ny, entdo
n=mn, +ny =n; +ny, logo o grafo G, é conexo.

Assim,

p= {((o, 1,1), (x—;'—e’ 0, o)), ((1,2,0),(0,0,2)), ((o, 3,0), (—"—245—1 0, 1))}
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Capitulo 5

Decomposi¢do de um semigrupo numérico em irredutiveis

Neste capitulo estudamos a decomposicdo de um semigrupo numérico em
semigrupos numéricos irredutiveis. Comegamos por mostrar que todo o semigrupo
numérico pode ser expresso como intersecgao de semigrupos numéricos irredutiveis
e apresentamos um método algoritmico para determinar uma decomposigao minimal
em irredutiveis, relativamente ao nimero de semigrupos numéricos. Em seguida,
caracterizamos 0s semigrupos numéricos que sdo intersecdo de semigrupos
numéricos simétricos e, a finalizar, os que sdo intersecgdo de semigrupos numéricos

pseudo-simétricos.

51. Decomposi¢io de um semigrupo numérico em

irredutiveis

Seja S um semigrupo numérico. Mostremos que S pode ser expresso como
interseccdo de semigrupos numéricos irredutiveis, ou seja, existem Si,...,S,
irredutiveis, tal que S=5,n ..n S,. Uma vez que S<S; qualquer que seja
i €{1,..,n}, importa entdo conhecer os semigrupos numéricos que contém S.
Vejamos que, dado um semigrupo numerico S é possivel determinar o conjunto de
todos os semigrupos numéricos que contém S. Para construirmos estes semigrupos,
precisamos de caracterizar os elementos x de G(S) para os quais S U {x} é ainda um

semigrupo numérico. Obtemos o conceito de falha fundamental.

Dado um semigrupo numérico S, designa-se por falha fundamental de S

todo o elemento do conjunto
EG(S) = {x € PF(S)|2x € S }.

Note-se que {F(S)} € EG(S) S PF(S) € G(S).
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Proposicdo 5.1: Seja S um semigrupo numérico e x € G(S). Entdo x € EG(S)
se e s6 se S U {x} é um semigrupo numérico.

Dem. Condigio necessaria. Seja S um semigrupo numérico e x € EG(S).
Provemos que S U {x} é um semigrupo numérico. O complementar de S U {x} em N é
finito. Ent3o basta provar que a soma de dois elementos quaisquer de S U {x} é um
elemento de S U {x}. Sejam a,b € SU{x}. Se a,b €5, tem-seque a+bES, visto
que S é semigrupo numérico. Se um deles for igual a x, por exemplo a, ese b # 0,
tem-se a+b=x+b €S, visto que x € PF(S). Se forem ambos iguais a x, tem-se
a+b=2x€S,vistoque x € EG(S).Sea=xeb=0,tem-sea+b=x € SU{x}.

Condigio suficiente. Seja S um semigrupo numérico. Consideremos x € G(S),
tal que S U {x} é um semigrupo numérico. Provemos que x € EG(S). Consideremos
seS\{0}. Temosquex+s€SuU{x}ex+s#x,donde x+s€S qualquer que seja
s € S\{0}. Analogamente, 2x =x+x € SU{x}, € 2x # x, 0 que implica que 2x € S.
0

Dados dois semigrupos numéricos S e T, com S & T, € possivel encontrar um
semigrupo numérico W tal que S c W < T. De facto, considerando x = max(T\S),
tem-se que x+s €T e x +s > x , donde x + s € S, qualquer que seja s € S\{0}, e
portanto x € PF(S). Analogamente, 2x > x e 2x €T, donde 2x € S. Concluimos que

x € EG(S) e, consequentemente, que W =S U {x} é um semigrupo numérico.

Lema 5.2: Sejam S e T semigrupos numéricos tais que S & T. Entdo SU
{max(T\S)} é um semigrupo numérico, ou equivalentemente, max(T\S) € EG(S)-

Em particular, se os semigrupos S e T referidos no lema anterior tiverem o
mesmo nUmero de Frobenius, entdo F(SU{x}) =F(S) = F(T). Efectivamente, o
elemento que se junta a S pertence a T, donde x # F(T) = F(S), pelo que
max (N\ (SU {x}) = F(S) = F(T).

Seja S um semigrupo numérico. Denotamos por O(S) 0 conjunto de todos os
semigrupos numéricos que contdm S. A Proposigdo 5.1 da-nos um método
algoritmico para construir O(S), que passamos a descrever. Comegamos por
considerar 0(S)= {S}. Numa primeira etapa, determinamos EG(S) e juntamos ao
conjunto O(S) os semigrupos numéricos da forma S’ =S U {x;} , com x; € EG(S).
Repetimos este procedimento para 0s novos semigrupos S’ de 0(S) que ndo sejam
iguais a N até ndo haver mais elementos para juntar. Esta construcdo terminara apds
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um ndGmero finito de etapas, uma vez que o complementar de S em N é finito e
EG(N) = @. Assim, o conjunto O(S) é finito.

Observemos que os semigrupos numéricos formados a partir da Proposigao 5.1
podem ou ndo ter o mesmo ndmero de Frobenius.

Seja S um semigrupo numérico e x; € EG(S). Consideremos o semigrupo
numérico S’ = S U {x;}. Se x; % F(S), os semigrupos S e S’ tém o mesmo nimero de
Frobenius e S c S U {x;}. Assim, S ndo é irredutivel, uma vez que ndo é maximal no
conjunto dos semigrupos numéricos com nimero de Frobenius F(S) (ver Teorema
4.1). Se x; = F(S), tem-se F(§") < F(S). Concluimos que um semigrupo numérico S
é irredutivel se F(S) é a sua Unica falha fundamental, o que nos permite apresentar
uma caracterizagdo alternativa para os semigrupos numéricos irredutiveis.

Corolario 5.3: Um semigrupo numérico S é irredutivel se e s6 se # EG(S) = 1.

Observemos que o coroldrio anterior ndo contradiz a caracterizagdo dos
semigrupos numéricos pseudo-simétricos em fungéo do seu tipo, que foi apresentada
no Corolario 4.12. De facto, 5(2—5) ¢ EG(S), uma vez que 2%)- =F(S) &S.

Consideremos o semigrupo numérico S = ( 5,6,8 ). Calculando EG(S) = {7,9} e
seguindo a construgdo anterior, obtém-se na primeira etapa Su{7}=(5,6,7,8) e
Su{9} = (5,6,8,9). Estes dois semigrupos numéricos contém S e sdo os unicos
elementos de 0(S) que diferem de S em um elemento, apenas. Em seguida,
calculando EG(Su{7})={9} e EG(SuU{9})=1{3,4,7}, obtemos trés novos
semigrupos numéricos: SU{7,9}, SU{3,9} e SU{4,9}, e assim sucessivamente. A
figura seguinte mostra quais sdo e como ficam ordenados os elementos de 0(9),

relativamente a inclusao de conjuntos.
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(5,68)
2N
(5.6,7,8) (5.6,8,9 )
{9}1 ‘/{7,\/{3} l \‘{4}
(5.6,7.8,9) (3.5) (4,5,6)
{4} {7
{3}1 /{7}
(3,5,7) (4,5,6,7)
{N y |@
(3,4,5) (2,5)
{2&. ./{3}
N\{1}
J'{i}
N

Utilizando o Coroldrio 5.3, podemos remover de O(S) todos os semigrupos
numéricos que ndo sdo irredutiveis. Obtemos assim o conjunto que contém todos os
semigrupos numéricos irredutiveis que conttm S, que denotamos por

3(S) = {S irredutivel| S € 0(S) }-

Resulta que S = NregisyT- Além disso, podemos remover 0s semigrupos
numéricos que n3o sdo minimais, relativamente a inclusdo de conjuntos, que o
resultado ndo se altera.

Relativamente ao semigrupo numérico S do exemplo anterior, tem-se que
3((5,6,8)) = {(5,6,7,8),(3,5),(4,5,6),(3,5,7),(3,4,5),(2,5),(2,3) }.

Logo
$=(56,7,8)n (3,5)n (4,5,6)n (3,5,7) N (3,4,5) N (2,5) n(2,3).
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Vejamos quais sdo os elementos minimais neste conjunto. Atendendo ao
método utilizado para a obtengdo destes semigrupos numéricos, os elementos
minimais s30 0s que se situam na parte de cima dos “ramos” .

(5,6,8)
(5,6,7,8) (5,6,8,9)
IRREDUTIVEL
N @ % 3)
5,6,7,8, ,5
(5,6,7,8,9) 45,6) (3,5)
i IRREDUTIVEL
IRREDUTIVEL

O semigrupo (5,6,7,8,9) ndo é irredutivel, visto que tem maxima dimensdo de
imersdo (e(S) = m(S) =5), mas contém O semigrupo numérico (5,6,7,8) que é
irredutivel, pelo que qualquer semigrupo numérico irredutivel que contenha
(5,6,7,8,9) ndo serd minimal em J(S), sendo desnecessario procurar mais abaixo
Nos ramos.

Assim, Minimais ¢ 3(S) = {(5,6,7,8), (3,5), (4.5, 6)}, logo

$=(5,6,7,8)n (3,5 N (4,5,6).

Observamos que podemos tirar o semigrupo numérico SuU{3,9} ou o
semigrupo numérico SU {4,9} que o resultado n3o se altera, obtendo, assim,
decomposigdes distintas de S.

Apresentamos em seguida o resultado seguinte.

Teorema 5.4: Seja S um semigrupo numérico e Minimais ¢ (3(8) =
{5, ....5,}. Entdo S =5, n... NS,

J4 vimos que esta decomposigio ndo é necessariamente minimal, no sentido
de envolver o menor numero possivel de irredutiveis, no entanto para obtermos uma
decomposicdo minimal com o menor nimero possivel de elementos basta procurar

entre as decomposigdes S = S; N ... N S,, com S; € Minimais ¢ (S(S)).
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Teorema 5.5: Seja S um semigrupo numérico. Se S=S§;Nn..NS, com
S; € 3(S), entdo existem S'y, ..., S', € Minimais ¢ (3(5)) , taisque S =S"; N ... N §',.

Dem. Para cada i € {1, ...,n}, se S; ndo pertencer a Minimais ¢ (3(S)), toma-se

um elemento §’; € Minimais ¢ (3I(S)) tal que §'; € S;. O

A propriedade seguinte da-nos informagao sobre os semigrupos numeéricos que
fazem parte de uma decomposigao minimal.

Teorema 5.6: Sejam S e S;,...,S, semigrupos numéricos, com S; € J(S).
Entdo S =S, n..NS, se e so se para cada h € EG(S) existe umi € {1, ...,n} tal que
hes;.

Dem. Condicio necessaria. Se h € S; , qualquer que fosse i € {1, ...,n}, temos
que h € S.

Condicio suficiente. Visto que S; € 3(S), temos que S €5, N ... N S,. Agora,
suponhamos que S c S; N ...N S,,. Entdo S U {max((S; N ... N S,)\S)} é um semigrupo
numérico, pelo Lema 5.2, donde h = max((S; N ... N SH\S) € EG(S). Obtemos que
h € EG(S) e hE€S;, qualquer que seja i € {1, ...,n}, 0 que contradiz a hipétese. Logo
$=5N..NS, 0

Para cada S; € Minimais c3(S) = {Sy, ..., S,}, definimos
C(S) ={h€EGS)|heS;)

Usando a Proposicao anterior, temos que
§=S, N..nS;, seesdseC(S,)u..uc(s;,)=EGS).

Com os resultados anteriores podemos obter um método algoritmico para a

determinagdo de uma decomposigao minimal de S:

Método algoritmico 5.7: Seja S um semigrupo numérico ndo irredutivel.
Podemos obter uma decomposi¢do minimal de S em irredutiveis utilizando o seguinte
procedimento:

1) Determinar EG(S).

2) Considerar =@ e C = {S}.
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3) Para cada S’ pertencente a C, calcular (usando a Proposicdo 5.1) os
semigrupos S tais que # (S\S’) = 1. Remover S’ de C. Considerar B o

conjunto dos semigrupos numéricos assim formados.
4) Remover de B os semigrupos S’ tais que EG(S) € S'.
5) Remover de B os semigrupos S’ tais que existe SeIcom Sc§'.
6) Considerar € = {S’ € B| S'ndo é irredutivel}.
7) Considerar I =1U{S’ € B| S’ é irredutivel}.
8) Se C # @, ir para a etapa 3.
9) Para cada S; € I, determinar C(S;).

10) Escolher {S;,...,S,} tal que r é o menor inteiro que satisfaz a condigdo
C(S) VU ... UC(S,) = EG(S).

11) Fazer S,,...,S,-

Obtém-se S =S, n..N S,.

Exemplo 5.8: Utilizemos o método anterior para decompor novamente o
semigrupo numérico S = (5,6,8) novamente. Calculamos EG(S) = {7,9}. Percorrendo
as etapas do algoritmo, obtém-se em 6) C ={(5,6,8,9)} e em 7) I = {(5,6,7,8)}.
Como C # @, voltamos a etapa 3). Calculamos EG((5,6,8,9)) = {3,4,7} e obtemos
B ={(3,5),(4,5,6),(5,6,7,8,9)}. O semigrupo numérico (5, 6,7,8,9) é excluido de B
porque contém EG(S), e 0s semigrupos numéricos (3,5) e (4,5,6) sdo irredutiveis,
donde I ={(5,6,7,8),(3,5),(4,5,6)} e C =@. Na etapa 9) obtemos C({5,6,7,8)) =
{9}, €((3,5)) = {7} e C((4,5,6)) = {7}. Assim, as decomposigdes minimais de S sdo

$=(56,7,8)Nn(3,5) e S =(5,6,7,8) N (4,5,6).

Proposicdo 5.9: Todo o semigrupo numérico S pode ser escrito como interseccéo

de um ndmero finito de semigrupos numéricos irredutiveis.
5.2 Decomposi¢do em semigrupos numéricos simétricos

Analisemos agora os semigrupos numéricos da decomposigdo. Dizemos que

um semigrupo numérico é impar se pode ser expresso como interseccdo de



Decomposicio de um semigrupo numérico em irredutiveis 73

semigrupos numéricos simétricos e par se a decomposicdo envolve apenas
semigrupos numéricos pseudo-simétricos. Notemos ainda que todo o semigrupo
numérico é impar, par ou interseccdo de um semigrupo numérico impar com um par.
Nesta seccdo estudamos os semigrupos numéricos que podem ser expressos como
interseccio de semigrupos numéricos simétricos. Vejamos como se caracterizam
estes semigrupos.

Atendendo a Proposicio 4.1 e a definicdo de semigrupo numérico simétrico,
podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 5.10: Seja Fum inteiro e S(F) o conjunto de todos os semigrupos
numéricos com nimero de Frobenius F. Entdo um semigrupo S € S(F) é simétrico se

e sé se F é impar e S é maximal relativamente a inclusdo de conjuntos em S(F).

Lema 5.11: Sejam S um semigrupo numérico e x € G(S). Entdo existe um

semigrupo numérico irredutivel StalqueSc § e F(S) = x.

Dem. Seja S um semigrupo numérico e T=SUf{x+1,x+2,..}. T é um
semigrupo numérico e F(T) = x. Consideremos o conjunto S(x) e um semigrupo §
maximal em S(x) tal que T < §. Utilizando o Teorema 4.1, podemos concluir que S é
irredutivel. O

Em particular, se x for um inteiro impar, o semigrupo numérico S referido no
Lema 5.11 é simétrico e se x for um inteiro par, S é pseudo-simétrico.

Lema 5.12: Sejam S um semigrupo numérico e x um inteiro par que ndo

pertence a S. As duas condigOes seguintes s3o equivalentes.
1) Existe um semigrupo simétrico S que contém S tal que x ¢ S.
2) Existe um inteiro positivo impar y tal que x +y €& (S, y).

Dem. 1) implica 2). Sejam x um inteiro par que ndo pertence a S e F(S) o
nimero de Frobenius de § . Como § é simétrico, temos que F(S) é impar, entdo
y =F(5)—xé impar e além disso ye S. Donde x+y=F(5) ¢S e dado que
(S,y) € §, concluimos que x + y & (S, y).

2) implica 1). Consideremos o inteiro impar x + y que ndo pertence a (S,y ).
Entdo existe um semigrupo numérico simétrico S que contém ( S,y ), e contém S, tal
que F(5) =x+y (a existéncia de S estd garantida pelo Lema 5.11). Por ditimo,
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verificamos que x ¢ S, caso contrario x +y € §, o que é impossivel atendendo a que
x+y=F(@).C

Podemos agora apresentar uma condigdo necessdria e suficiente para que um
semigrupo numérico possa ser expresso como intersecgdo de semigrupos numéricos

simétricos.

Teorema 5.13: Seja S um semigrupo numérico. Entdo S pode ser escrito
como intersecgdo de semigrupos numéricos simétricos se e sO se para cada inteiro
par x & S existe um inteiro impar y tal que x + y ¢ (S, y).

Dem. Condigio necessaria. Seja x um inteiro par que ndo pertence a S. Por
hipétese, S pode ser escrito como intersecgdo de semigrupos numéricos simétricos,
ou seja, S =S; N S,N ..Nn S,, com S; simétricoe S CS;, qualquer que sejai €
{1,..,n}. Entdo existe j € {1,...,n} tal que x ¢ S;. Dado que o semigrupo numérico
simétrico S; contém S, utilizando o Lema 5.12, concluimos que existe um inteiro

impar y tal que x + y & (S, y).

Condigdo suficiente. Seja G(S) ={x;,..,x;} € x€G(5).Se x é impar
consideremos o semigrupo numérico simétrico S, , com nimero de Frobenius x e
que contém S, cuja existéncia estd garantida pelo Lema 5.11. Se x é par
consideremos S, um semigrupo numérico simétrico que contém S e tal que x ¢ S, ,
cuja existéncia esta garantida pelo Lema 5.12. Mostremos que S = Se, N N Sy, E
claro que Sc S, n ..n S,, , uma vez que S < S,, qualquer que sejai € {1,...,t}.
Vejamos agora que S ndo esta contido estritamente em S, N ...n S, €, portanto,
S =Sy N ..N S,. Suponhamos que Sc S, N ..Nn S,,. Entdo existe s € S,, N ..N
Sy, talques ¢S, dondes ¢S, ,paraalgumie({1,..,t}, logos¢s, n..n Sx, 10

que contradiz a hipdtese. O

De acordo com o teorema anterior, o semigrupo S =(6,7,8,9,10,11), por
exemplo, nao pode ser escrito com interseccdo de semigrupos numéricos simétricos.
De facto, 4 € G(S) e 4+y €(S,y), para todo o inteiro impar y (4+1€(S,1) =
Ne4+ye(Sy) sey=>3).

Lema 5.14: Sejam S, S, S,, ...,S, semigrupos tais que S =S§; NS, ..N S,.
Entdo F(S) = max {F(S,),F(S2), ..., F(Sn)}-

Dem. Tem-se que F(S) ¢S, logo existe i€({1,..,n} tal que F(S)¢S;.
Entdo F(S;) > F(S) e portanto méx {F(S,),F(S,), ..., F(5,)} = F(S). Além disso, como
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S € S;, qualquer que seja i €({1,...,n}, obtém-se F(S) > F(S;) e, em particular,
F(S) = max{F(5,),F(S,), -, F(Sy)}. Logo F(S) = max{F(S,),F(S;), ..., F(Sy)}.0

Daqui resulta que sé os semigrupos numéricos com nimero de Frobenius
impar podem ser escritos como interseccio de semigrupos numéricos simétricos.

Lema 5.15: Se S pode ser expresso como interseccdo de semigrupos
simétricos, entdo F(S) é impar.

O reciproco desta propriedade ndo é necessariamente verdadeiro. Se
considerarmos novamente o semigrupo S = (6,7,8,9,10,11 ), verificamos que o seu
ndmero de Frobenius é impar, F(S) =5, € S ndo pode ser escrito como interseccio
de simétricos, como ja referimos.

A proposigao seguinte generaliza o exemplo anterior.

Proposicao 5.16: Seja m um inteiro maior ou igual a 3. Entdo o semigrupo
numérico S={(m,m+1,m+2,...,m+m—1) ndao pode ser expresso C€OMO

intersecgdo de semigrupos numéricos simétricos.

7 7

Dem. Se m é impar, F(S) é par e a conclusdo é imediata (Lema 5.15).
Vejamos o caso em que m é par. Temos que F(S) =m —1 é um ndmero impar.
No entanto, considerando, por exemplo o inteiro par m — 2, que nao pertence a S,
temosque m—-2+1€(S,1)em—2+y €S c(S,y) qualquer que sejay > 3, logo
S ndo pode ser expresso como intersecgdo de semigrupos numéricos simétricos, pelo
Teorema 5.13. O

Relembremos que qualquer semigrupo numérico com dimensao de imersdo 2 é
simétrico, pelo que qualquer semigrupo que possa ser escrito como interseccio de
semigrupos com dois geradores minimais pode ser escrito como interseccdo de
simétricos.

Por exemplo, o semigrupo S = (4,5)N(4,7) = (4,14,15,21) pode ser escrito

como intersecgao de dois semigrupos numéricos simétricos.

Estudemos, em seguida, condigbes suficientes para que um semigrupo
numérico possa ser expresso como intersecgdo de semigrupos numéricos simétricos.
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Os pseudo-nimeros de Frobenius de S tém um papel semelhante ao do
nimero de Frobenius de um semigrupo numérico simétrico, como sabemos pela
Proposigao 1.22.

Proposicio 5.17: Seja S um semigrupo numérico. Se todos os pseudo-
ndmeros de Frobenius de S s3o impares, entdo S pode ser escrito como intersecgao
finita de semigrupos numéricos simétricos.

Dem. Suponhamos que e f, ..., f; s30 os pseudo-nimeros de Frobenius de S,
todos impares. Para cada i € {1, ..., t }, existe um semigrupo simétrico Sy, que contém
S e cujo nimero de Frobenius é f; (a existéncia destes semigrupos é garantida pelo
Lema 5.11).

Mostremos que S =S, N ..N S;. Dado que todos os semigrupos contém S,
basta mostrar que Sy N ..n S;.cS. Consideremos x ¢ S. A Proposicdo 1.22
assegura que existe um pseudo-nimero de Frobenius f; tal que f; —x € S, entdo
fi—x€S;, n..n S, e consequentemente, f; —x € S;,. Utilizando novamente a

Proposigdo 1. 22, concluimos que x & Sg- O

O reciproco desta propriedade nem sempre é verdadeiro. Consideremos
novamente o semigrupo referido no exemplo anterior, S =(4,14,15,21). Entdo
Ap(S,4) ={0,14,15,21}, donde PF(S) = {10,11,17}. Verificamos que o0 semigrupo
S pode ser escrito como intersec¢do de semigrupos numéricos simétricos, no entanto
um dos pseudo-nimero de Frobenius de S € par.

Teorema 5.18: Seja S um semigrupo numérico e f,, ..., f; 0s pseudo-nimeros
de Frobenius de S. Entdo S pode ser expresso como interseccdo de semigrupos
numéricos simétricos se e s6 se para cada pseudo-nimero de Frobenius par, f;, de S

existe um inteiro impar y; tal que f; + y; € (S, ;).

Dem. Condigio necessaria. E uma consequéncia do Teorema 5.13: para cada
f; par (f; ¢ S) existe um inteiro impar y; tal que f; + y; & (S, ;).

Condigio suficiente. Seja f; € PF(S). Se f; é par o Lema 5.12 garante a
existéncia de um semigrupo numérico simétrico Sy, tal que S Sy, e f; & Sf,. Se f; é
impar o Lema 5.11 garante a existéncia de um semigrupo numeérico simétrico S, tal
que SSS;, e F(S;,) = f;. Temos que S=S; N ..N S;. A demonstragdo desta

igualdade € igual a efectuada na demonstragdo da Proposigdo 5.17. O
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Corolario 5.19: Seja S um semigrupo numérico que possa Ser expresso como
interseccio de semigrupos numéricos simétricos. Entdo S pode ser expresso como
intersecgdo de t(S) semigrupos numéricos simétricos.

A demonstracio da condicdo suficiente do teorema 5.18 sugere um método
para escrever um semigrupo numérico como interseccdo de semigrupos numéricos
simétricos: para cada um dos t pseudo-nimeros de Frobenius de S é construido um
semigrupo numérico com nidmero de Frobenius impar (f; se f; € impar ou f; +y;,
com y; impar, se f; é par) e é determinado um semigrupo numérico simétrico que
contém esse semigrupo numérico e tem o mesmo nimero de Frobenius. O
semigrupo numérico S pode ser expresso como interseccdo dos t semigrupos
numéricos simétricos obtidos. Vejamos como se constroem estes semigrupos
numeéricos simétricos.

Seja S um semigrupo numérico com numero de Frobenius impar. Vamos
considerar que o0 semigrupo numérico em causa nao é simétrico, uma vez que se o
for a decomposicdo é trivial. Utilizando o Lema 5.11, podemos construir um
semigrupo numérico com o mesmo nimero de Frobenius de S e que contém S. De
facto, tomando h = max{x e N|x ¢ Se F(S) —x ¢ S}, tem-se h # g, visto que F(S)
é impar, logo Su {h} é um semigrupo numérico e F(S U {h}) = F(S) (Lema 4.2).
Repetindo este procedimento, podemos construir uma sequéncia de semigrupos
numéricos que contém o semigrupo numérico S e que tém o mesmo numero de
Frobenius de S:

50 =35,

Si*1 =siu{h} comh;=méx{xeN|x &S/ eF—x ¢S5/}

Esta sequéncia vai ser finita, uma vez que o complementar de S em N é finito.
Assim, existe um inteiro r tal que {x e N|x ¢ STeF—x¢S"}=@. O semigrupo
numérico S™ que se obtém na Gltima etapa é simétrico, por construgdo, contém S e
tem o mesmo niimero de Frobenius que S, F(S™) = F(S) = F.

Podemos agora apresentar um exemplo para ilustrar o método aqui sugerido.

Exemplo 5. 20: Consideremos o semigrupo numérico S = ( 4,14,15,21).

Tem-se S ={0,4,8,12,14,15,16} U {x > 18}, logo F(S) = 17. Escrevamos S
como interseccio de semigrupos numéricos simétricos.

Comegamos por determinar PF(S) = {10,11,17 }. Ja sabemos que S pode ser
expresso como interseccio de semigrupos numéricos simétricos (porque S =
(4,5)Nn(4,7)). Se n3o tivéssemos esta informagdo, teriamos de averiguar se S
satisfaz as condicdes do Teorema 5.18. De facto, o semigrupo numérico S satisfaz
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essas condigdes, visto que 10+ 7 ¢ (S,7). Pela demonstracdo do Teorema 5.18,
concluimos que para cada f; € PF(S) existe um semigrupo numérico simétrico Sy,
que contém S e tal que S = 53¢ N 531 N Sy7.

Vejamos quais sdo e como se obtém o0s semigrupos numéricos da
decomposigao:

S;7é um semigrupo numérico simétrico que contém S e com F(S;;) =17,
entdo S;; contém S’ = Su{x > 18} = 5. A existéncia deste semigrupo numérico é
garantida pelo Lema 5.11 e a sua construgdo pode fazer-se recorrendo ao Lema 4.2
e a sequéncia referida antes deste exemplo. Comegamos por determinar as falhas de
s, G(S) ={1,2,3,56,7,9,10,11,13,17 }, e em seguida construimos a sequéncia de
semigrupos numéricos com 0 mesmo ndmero de Frobenius de S’ e que contém S”:

s0=g,

S1=5%Ufhy}, com hg=max{xeN|x&5°e17—x¢S°} =13, logo S'=
S'u {13}

$2=S1u{h,}, com h, =méx{xeN|xeS'el7—x¢5'}=11, logo S'=
S’ u{11,13}.

$3=52u{h,} comh, =max{x € N|x ¢52e17 —x & S?} = 10, logo S =S'U
{10,11,13}.

O conjunto {xeN|x¢S3el17—x ¢ S3} é vazio, logo S* é simétrico, e
pOl’tantO 517 = 53-

Assim,S;; = S’ U {10,11,13} = (4,10,11,13).

S;; € um semigrupo numérico simétrico que contém S e cujo numero de
Frobenius é 11, entdo S;; contém S'=Su{x>12}={0,4,812,13 -}. A
construcdo de S,, pode fazer-se recorrendo novamente ao Lema 4.2. Construimos a
sequéncia de semigrupos numéricos com o mesmo nimero de Frobenius de S’ e que
contém S’

s°=§,

$1 =5y {hy} com hyg =max{x EN|x ¢5°e11—x & S°} =10, logo S* =S'U
{10}

$2=51u{h,} com hy =max{xeN|x¢Slell—xgS'}=9, logo S*=5"U
{9,10}.



Decomposicdo de um semigrupo numérico em irredutiveis 79

$3=52uU{h,} com h, =max{xeN|x¢S?ell—x¢S?}=6 logo S* =S'vU
{6,9,10}.

{xeN|x¢S3ell—x¢S53}={ }, logo S3 é simétrico.
Tem-se S;; = S3=(4,6,9).

Por dltimo, o semigrupo numérico S, € um semigrupo numérico simétrico que
contém (S,7), e consequentemente contém S, cujo nimero de Frobenius é 17, ou
seja, S;o contém (S,7)U{x >18}=(S,7). Mas (S5,7)=1{0,4,7,8,12,14,15,16} U
{x =18}, donde {x e N|x ¢ (S,7)e17 —x & (5,7)} ={ }. Concluimos que (S,7) é
simétrico, e portanto S;, = (S,7) = (4,7).

Entdo S=(4,7)n(4,6,9)Nn(4,10,11,13).

O método apresentado permite escrever alguns semigrupos numéricos como
interseccio de semigrupos numéricos simétricos, contudo esta decomposigdo ndo é
necessariamente minimal no sentido de envolver o menor nimero possivel de
semigrupos. De facto, o semigrupo estudado no exemplo anterior foi decomposto em
trés semigrupos numéricos simétricos utilizando este método, no entanto foi
apresentado anteriormente como intersecgao de apenas dois, S = (4,7) N (4,5).

5.3 Decomposi¢do em semigrupos numeéricos pseudo-

simétricos

A semelhanga do estudo anterior, alguns semigrupos numéricos podem ser
expressos como interseccdo de semigrupos numeéricos pseudo-simétricos. Nesta
seccdo caracterizamos esses semigrupos numeéricos e exemplificamos um método
para fazer a referida decomposigao.

Vejamos quais 0s semigrupos numéricos que admitem uma decomposigdo em
pseudo-simétricos. Comecamos naturalmente por observar que uma condigdo
necessaria para que O Semigrupo possa ser expresso como interseccdo de
semigrupos numéricos pseudo-simétricos é ter nimero de Frobenius par (Lema
5.14). No entanto, o nimero de Frobenius ser par ndao é uma condigdo suficiente
para que esta decomposicdo exista, como veremos a frente.

Seja S um semigrupo numérico que admite uma decomposi¢ao em semigrupos

numéricos pseudo-simétricos e fi,...,f os pseudo-nimeros de Frobenius de S.
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Vamos mostrar que para cada f; € PF(S) existe um semigrupo pseudo-simétrico Sg,
que contém S, com f; ¢ S, e tal que S =S, n ..n Sg. Observamos que, visto que
F(S) é par, uma vez que estamos a considerar que S admite uma decomposicao em
pseudo-simétricos, o Lema 5.11 assegura a existéncia de um semigrupo numérico
pseudo-simétrico S que contém S e tal que F(5) = F(S). E de notar ainda que
@ ¢ S e portanto S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico que ndo contém

F(S) nem %S) Assim, neste estudo, vamos considerar f; # F—(ZS—)
O Teorema 5.22 permite caracterizar os semigrupos que podem ser expressos

como interseccdo de semigrupos numéricos pseudo-simétricos.

Lema 5.21: Sejam S um semigrupo numérico e x um inteiro impar que ndo
pertence a S, com x # f% S3o equivalentes as condigdes seguintes:

1) Existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico S que contém S tal que

x€&S.
2) Existe um inteiro positivo impar y tal que x + y & (S, y).

Dem. 1) implica 2) Consideremos o inteiro impar x que ndo pertence a S, tal
que x # @ . Por hipétese, existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico § que
contém S tal que x ¢ S, temos que F(5) é par e F(5) —x € S (porque F(§) — x #
%S_)). Seja y = F(5) —x. Entdo y é impar e x +y = x + F(§) —x ¢ S. Além disso,

dado que (S, y) € S, concluimos que x + y & (S,y).

2) implica 1) Consideremos o inteiro impar x que ndo pertence a S, tal que
x ¢@, e o inteiro positivo impar y tal que x +y nao pertence a (S,y). Entdo
existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico S que contém ( S,y ) e contém S, tal
que F(S) = x +y (note-se que x +y é par, donde a existéncia de S esta garantida
pelo Lema 5.11). Por (ltimo, verificamos que x & S, caso contrdrio x + y € §, 0 que é
impossivel atendendo a que x +y = F(5). O

Teorema 5.22: Seja S um semigrupo numérico e f;, ..., f; 0s pseudo-nimeros
de Frobenius de S. Entdo S pode ser expresso como intersecgdo de semigrupos
numéricos pseudo-simétricos se e s6 se para cada pseudo-nimero de Frobenius

impar, f;, de S, com f; # f(zi), existe um inteiro impar y; tal que f; + y; € (S, y;)-
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Dem. Condigio necessaria. Sejam S, ...,S, semigrupos numéricos pseudo-
simétricos tais que S =5; N .. N S,. Seja f; € PF(S), tal que f; # @ . Temos que
figSin ..nS, donde f; ¢ S; para algum j € {1,..,n} e S c §;. Utilizando o Lema

5.21, concluimos que existe um inteiro impar y; tal que f; +y; € (S, y;).

Condigio suficiente. Seja S um semigrupo numérico, PF(S) ={f,...ft} €
suponhamos que f; = F(S). Mostremos que para cada f; € PF(S), existe um
semigrupo numérico pseudo-simétrico S que contém S tal que f; ¢ S;, . Seja
fi € PF(S). Se f; é par, consideramos o semigrupo numérico pseudo-simétrico Sj,
que contém S e com F(S;,) = f;, cuja existéncia é garantida pelo Lema 5.11. Se f; é
impar e f; # @, tem-se que o inteiro par f; + y; & (S,y;), para algum inteiro impar
y;. Entdo o Lema 5.11 garante a existéncia de um semigrupo numérico pseudo-
simétrico S;, que contém (S,y;) com numero de Frobenius f; +y;. O semigrupo

numérico Sy, contém S visto que S c (S,y;). Observamos que se existir k € {2, ..., t}

tal que fi, ==, tem-se f; & S;,. Assim, S;, = Sj,.

2 ! 1

Mostremos que S=5; N ..n S.. E claro que S< S N ..n S, portanto
basta provar que S, N ..n S; € S. Seja x € S, mostremos que x € S;, N ...N Sg,.
Dado que x ¢ S, a Proposicdo 1.22 assegura que existe um pseudo-nimero de
Frobenius f; tal que f; —x €S e, por consequéncia, f; —x €Sy, N ..N S;. Temos
que f;—x €S, para todo o j€e(1,..,t}, em particular, f; —x € S;,. Dado que
fi € Sy, concluimos que x € Sy, utilizando novamente a Proposicdo 1.22, e portanto

xX€S; N ..NnS; Logo S=5, n..nS.. O

Corolario 5.23: Seja S um semigrupo numérico. Se todos os pseudo-nimeros
de Frobenius de S sdo pares, entdo S pode ser escrito como intersecgdo finita de
semigrupos numéricos pseudo-simétricos.

O reciproco desta propriedade nem sempre € verdadeiro, como ilustra o
exemplo seguinte.

Exemplo 5.24: Verificamos facilmente que os semigrupos numéricos
(5,6,13) e (6,7,17) sao pseudo-simétricos. Seja S =(5,6,13)n(6,7,17) =
(6,13,17,20,21,28). Obtemos Ap(S,6) ={0,13,17,20,21,28} e PF(S) =
{7,11,14,15,22}. Verificamos que o semigrupo S pode ser escrito como intersecgdo
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de semigrupos numéricos pseudo-simétricos e, no entanto, S tem dois pseudo-

nimeros de Frobenius impares diferentes de ——= F(s)

Vejamos em seguida um método para escrever um semigrupo numeérico como
interseccdao de semigrupos numéricos pseudo-simétricos: a cada um dos t pseudo-

n(imeros de Frobenius de S, diferentes de = — associamos um semigrupo numMeérico

com nimero de Frobenius par (f;, se f; é par, ouf; +y; com y; impar, se f; é
impar). Em seguida determinamos um semigrupo numérico pseudo-simétrico Sg, que
contém esse semigrupo numérico e que tem o mesmo nimero de Frobenius. O
semigrupo numérico S é a intersecgdo dos semigrupos numéricos pseudo-simétricos
obtidos. Vejamos como é que se constroem estes semigrupos numéricos pseudo-
simétricos.

Seja S um semigrupo numérico com nimero de Frobenius par. Vamos
considerar que o semigrupo numérico em causa ndao € pseudo-simétrico, uma vez
que se o for a decomposigdo € trivial. Utilizando o Lema 4.2, podemos construir um
semigrupo numérico com o mesmo nimero de Frobenius de S e que contém S. De

facto, basta tomar h = max {x ENxgS,x# @ eF(S)—x¢ S}. O conjunto

S U {h} é um semigrupo numérico e F(S U {h}) = F(S) . Repetindo este procedimento
com o semigrupo numérico que se obtém, podemos construir uma sequéncia de
semigrupos numéricos que contém o semigrupo numérico S e que tém o mesmo

ndmero de Frobenius de S:

§0=s5,

§i*1 = 5i u{h;} comh; —max{xeN|erSJ x;eF(s) eF(S)-—xesf}.

Esta sequéncia vai ser finita, uma vez que o complementar de S em N é finito.
F(s)

Assim, existe um inteiro r tal que {x EN|xgS",x+— €eF(S)—x¢ S’} =¢.0
semigrupo numérico S™ que se obtém na Ultima etapa é pseudo-simétrico, por
construgdo, contém S e tem o mesmo nimero de Frobenius que S, F(S™) = F(S).

Vamos agora apresentar um exemplo para ilustrar o método aqui sugerido.

Exemplo 5.25: Consideremos o] semigrupo numérico
§$=(6,13,17,20,21,28). Temos que S ={0,6,12,13,17,18,19,20,21} U {x = 23},
donde F(S) = 22.

Escrevamos S como interseccdo de semigrupos numéricos pseudo-simétricos.

Comegamos por determinar PF(S)\ {2} = {7,11,14,15,22 \(11} = {7,14,15,22}.
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Sabemos que S pode ser expresso como interseccdo de semigrupos numéricos
pseudo-simétricos (Exemplo 5.24). Se n3o tivéssemos esta informagdo, teriamos de
averiguar se S satisfaz as condigbes do Teorema 5.22. De facto, o semigrupo
numérico S satisfaz essas condigoes, visto que 7 + 15 € (S,15) e 15+ 7 & (S, 7). Pela
demonstragdo do Teorema 5.22, concluimos que para cada f; € PF(S)\ {f(z—s)} existe
um semigrupo numérico pseudo-simétrico S;, que contém S e tal que S=
Nr.epr(s)Sry OU S€JA, S =57 NS4 N S35 N Sya.

Vejamos quais s30 e como se obtém os semigrupos da decomposigdo:

S, € um semigrupo numérico pseudo-simétrico que contém S tal que F(S,;) =
22,entdo S,, contém S’ =S U {x > 23} = 5. Sabemos que S’ é maximal no conjunto
dos semigrupos numéricos com nimero de Frobenius igual a 22. A existéncia deste
semigrupo numérico é garantida pelo Lema 5.11 e a sua construgdo pode fazer-se
recorrendo ao Lema 4.2 e a sequéncia referida antes deste exemplo. Comegamos
por determinar as falhas de S, G(S) ={1,2,3,5,7,8,9,10,11,14,15,16,22}, € em
seguida construimos a sequéncia de semigrupos numéricos com o mesmo numero de
Frobenius de S e que contém S:

s0=s5,

S1=5%°U{hy}, com hy =max{x EN|x & S%x # 11 e22 — x ¢ S°} = 15, entdo
St =5u{15}.

S2=S'u{h,}, com h =max{xeN|x&S',x+11e22—x¢S'}=14,
entdo S = S U {14,15}.

O conjunto {x e N|x ¢ §% ,x # 11 e 22 — x ¢ S?} é vazio. Concluimos que S?
é pseudo-simétrico, e portanto S,, = S2.

Entdo S,, = SuU{14,15} =(6,13,14,15,17).

S14 € um semigrupo numérico pseudo-simétrico que contém S e cujo nimero
de Frobenius é 14. Entdo S,, contém S’'=Su{x >15}={0, 6,12,13,16,-}. A
construgdo de S,, pode fazer-se recorrendo novamente ao Lema 4.2. Construimos a
sequéncia de semigrupos numéricos com o mesmo nimero de Frobenius de S’ e que
contém S

s°=s,

S1=5%U{hy} com hy=méx{x e N|x ¢ S°,x #7e14—x ¢ S°} =11, donde
st=s5'vu{11}
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S2=S1u{h,} com h; =max{x eN|x & S*,x # 7 e 14 —x € §'} = 10, donde
st =5"vu{10,11}.

$3=52uf{h,} com h, =max{xeN|x&S%x+#7 eld—x ¢ S?} =9, donde
S'=5'u{9,10,11}.

{(xeN|xeS3x+7 ela—xgS3}={ }, eportanto S* é pseudo-simétrico.
Entdo S,, = S% =(6,9,10,11,13).

S, é um semigrupo numérico pseudo-simétrico que contém (S, 15), e contém S,
cujo nimero de Frobenius é 22, ou seja, S;o contém S’ =(S,15)U{x 223} =SU

{15}.
s° =g,

S1=5%U{hy}, com hy =max{x EN|x & S%x # 11 e 22 —x ¢ S°} = 14, logo
st =5"u{14}.

O conjunto {xeN|xgS! ,x#11e22—x¢S'} é vazio, 0 que permite
concluir que S é pseudo-simétrico, donde S; = S* = S,,.

Entdo, S, = S U {14,15} = (6,13,14,15,17).

Por (ltimo, o semigrupo numérico S;s é um semigrupo numérico pseudo-
simétrico que contém (S,7), e contém S, cujo nimero de Frobenius é 22, ou seja,
S,5 contém (S,7) U {x > 23} =(5,7)=1{0,6,7,12,13,14,17,18,19,20,21} U {x = 23}.
Portanto {x eN|x&(S,7), x#11 e 22—-x¢(S5,7)}={ } Concluimos, assim,
que (S, 7 ) é pseudo-simétrico, donde S5 = (S,7) =(6,7,17).

Logo S = (6,13,14,15,17)n(6,7,17) N (6,9,10,11,13).

O método apresentado permite escrever alguns semigrupos numéricos como
interseccdo de semigrupos numéricos pseudo-simétricos, contudo esta decomposigao
ndo é necessariamente minimal, no sentido de envolver o menor nimero possivel de
semigrupos. De facto, o semigrupo estudado no exemplo anterior foi decomposto em
trés semigrupos numéricos pseudo-simétricos utilizando este método, no entanto foi
apresentado no Exemplo 5.24 como intersecgdo de apenas dois, S =(5,6,13) N
(6,7,17).
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Capitulo 6

Limite superior para o cardinal de uma apresentagao

minimal para um semigrupo numérico irredutivel

Em consequéncia de alguns resultados apresentados no capitulo 4, vamos
neste capitulo estabelecer uma quota para o cardinal de uma apresentagdo minimal
para os semigrupos numéricos irredutiveis, em termos da sua multiplicidade e da sua
dimens3o de imers3o, que apura a quota anteriormente estabelecida no Teorema
3.12. Notamos que iremos considerar e(S) =4, uma vez que 0S Casos em que

e(S) < 3 foram estudados em detalhe nas secgbes 2.2 e 4.2.
Estudemos, em primeiro lugar, os semigrupos numéricos simétricos.

Lema 6.1: Seja S um semigrupo numérico simétrico e fni<ny< < n,,} o
seu sistema minimal de geradores. Seja n € {F(S) +ny +ny, ..., F(S) +ny +np}.

Entdo G,, é conexo ou p = 2.

Dem: Seja n = F(S) + n; +n;, com i € {2, ..., p}. Observemos que para todo o
jE€{2, ..,p}, com i#j, tem-se que n—(n;+mn)=F©S)+n +n—(n+m)=
F(S) +ny —nj = w(n, — 1) — n; € Ap(S,n,), pela Proposicao 4.7. Entdo os vértices
ny, .., n, pertencem a mesma componente conexa. Concluimos que G, € Ndo conexo
se e s se n, for o Unico vértice de uma componente conexa, ou seja, se n = kn,.

Vejamos que a situagdo anterior ocorre quando p =2. Comecemos por
mostrar que w + n; € Ap(S,n,), para todo o w € Ap(S,n,), tal que w # w(n, — 1).
Suponhamos, com vista a um absurdo, que w + n; & Ap(S,n,). Neste caso, w +n; =
a;n; + a;ny+ ... +apn, , COM a; > 0. Por outro lado, uma vez que S é simétrico,
existe w' € Ap(S,n,) tal que w+w' =w(n, —1). Dado que w' = d;n,+ ... +dyny,
obtém-se w+w’' +n; = ayny + (az +dy) np+ ... +(ap +dp)np,=w(n, — 1) +n; ou
seja, kny, = an, + (a + dy) np+ ... +(a, +dp)n,, € portanto k =a, € a; =d; =
0,..,a, =d, =0. Concluimos que w'=0 e w=w(n—1). Entdo w+n; €
Ap(S,n,), para todo o0 w € Ap(S,n,), tal que w # w(n, —1). Por ultimo, dado que

w(0) +n; = w(l) € Ap(S,ny), w(1) +n; =w(2) € Ap(S,ny), ... e w(n, —2) +n; =
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w(n, — 1) € Ap(S,n,), obtém-se que Ap(S,n,) ={0,n;,2n4,...,(ny —2)ny}, logo
S =(ny, ny). O

Vejamos qual é o limite superior para o cardinal de uma apresentacdo minimal
para um semigrupo numérico simétrico S com o maior numero possivel de geradores

minimais, i. é, e(S) = m(S) — 1.

Teorema 6.2: Seja S um semigrupo numérico simétrico e o seu sistema de
geradores {n; <n, < ..<np,_4}, com n, >4. Entdo o cardinal de uma
apresentacdo minimal para S € igual a

-2 —-1) _

1.
2

Dem: S é simétrico logo

Ap(S,ny) = {0,w(1) = n,, ..w(ny —2) = ny,_q,W(ny — 1},
com w(i) + w(n,,_;-;) = w(n, — 1), qualquer que seja i€ {0,..,n, —1}. Entdo
Ap(S,ny) = {0, ny, ...,ny 1, Nz + Ny, _,}. Sabemos que G, é ndo conexo se n =w +
n;, com w e (Ap(S,n,) \{0}) e n;€{n,..,n,}. No entanto, pelo Lema 6.1,
concluimos que se n = w(n, — 1) + n;, comj € {2,...,n; — 1}, entdo G, é conexo.

Logo, G, é ndo conexo se n=n; +n; , COM i,j € {2,..,ny — 1}. Neste caso,
pode ter-se n;+mn; =w(n, —1) €EAp(S,n;) ou n;+mn; & Ap(S,ny). Assim, para
obtermos uma relagdo minima para S, temos de estudar os grafos Gy (n,-1) € Gn;+n;
em que n; +n; & Ap(S,ny).

No primeiro caso, tem-se que w(n; —1) =n; +n, 1 =nz3+n, = -=m +

. nyg—2
n;, com n; +n; =w(n, —1). Logo, se n; € par, Gy(n,-1) tem 12

componentes

V4 PR rr 7 '-1
conexas todas com um s6 lado da forma m,7; , e se se n, € impar, Gy(n,-1) tem -"‘2—

componentes conexas, uma destas apenas com o vértice n, e as restantes com um

n;—-1 _ 1 ou ny,-2
2 2

-1

s6 lado da forma 7,7, . Assim, uma relagdo minima para S tera

elementos associados a este grafo.
No segundo caso, dado que n; +n; & Ap(S,n,), tem-se que n; +n; —n, €S €

portanto n; + n; = a;n; + 5, com s € S. Assim, ;7 € uma aresta desta componente
conexa e n, € um vértice deste grafo mas pertence a outra componente conexa,
uma vez que n; +n; — (ny +nj) =n; —n; € 5. Logo 0 numero de elementos de uma

relacdo minima para S associados a estes grafos é igual ao nimero de pares ndo
ordenados da forma (n;,n;), em que n; +n; # w(n, — 1).
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Portanto, uma relagao minima para S tem tantos elementos quantos os pares,
ndo ordenados, da forma (n;n;), com i,j € {2,..,n, —1}, menos um, ou seja,

4 Rms = T 2)2("1 =D -y -1=" 1)2(n1 -2)

1.

Vejamos um exemplo de aplicagdo da propriedade anterior.

Exemplo 6.3: Sejas =(6,8,10,13,15). Tem-se F(S)=17 e Ap(S,6) =
{0,8,10,13,15,23 }. Verificamos que S é simétrico e tem méxima dimensdo de
imersdo (e(S) = m(S) — 1), donde, aplicando o teorema anterior, obtemos # RMS =

- - 1 = 9. Confirmemos este resultado.

Sabemos que se G, € ndo conexo entdo n € {16,18,20,21,23,25,26,28,30 }.
Temos que
16=2x8=10+6
18=6x3=8+10
20=2x6+8=2x10
21=6+15=8+13
23=8+15=10+13
25=10+15=2x%x6+13
26=6+2x10=2x13
286=3x6+10=13+15
30=5x6=3%x10=2%x15=2x6+8+10

Concluimos que, qualquer que seja n € {16,18,20,21,23,25,26,28,30}, G, é
n3o conexo e que cada um destes nove grafos tem apenas duas componentes
conexas. Logo o cardinal de uma apresentagdo minimal para S € igual a 9.

O resultado seguinte da-nos um limite superior para o cardinal de uma
apresentacdo minimal para um semigrupo numérico simétrico que apura a quota
anteriormente estabelecida no Teorema 3.12.
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Teorema 6.4: Seja S um semigrupo numérico simétrico, com sistema
minimal de geradores {n, <n, < .. <n,}, tal que p = 3. Entdo o cardinal de uma
apresentagdo minimal para S € menor ou igual a

(n, - 2)2("1 -1) — (- ).

Dem: Uma vez que S é simétrico, F(S) + n, nao é gerador minimal de S, logo
{ny <ny < .. <np} U{F(5)} é um sistema minimal de geradores de S = S U {F(S)}.
Entdo, podemos escrever uma apresentacdo minimal para S a partir de
apresentacdo para S, uma vez que sabemos que podemos ganhar p + 1 relagdes e
perder até p — 1 relagdes. Neste caso ndo se perdem relagbes dado que os grafos
correspondentes a F(S) + n; +ny, ..., F(S) +n, +n, sdo todos conexos (p > 2).
Donde, # RMS+p+1=# RMS. Além disso, sabemos que uma apresentacao

minimal para o semigrupo numérico § = (ny, ..., n,, F(S)) verifica

_ -1
#RMSsnl—(an—)—Z(nl—(PH)'
portanto
-1
1=t1'eMss&"’2———)—2(n1—1—p)—(p+1)=
na(ny — 1) (ny — 2)0 — 1)
=2 12 - -1)-(ny—-1-2p)—p-1= : 2 : ~(m-p).

Observemos que se 0 semigrupo numérico atinge o limite maximo deste

cardinal isso implica que n, — p assuma o valor minimo, ou seja, e(S) = m(S) — 1.

Corolario 6.5: Seja S um semigrupo numérico simétrico, com sistema
minimal de geradores {n, <n, < ... <n,}, tal que p > 3. Entdo

(n—2)(n, - 1) _

e(S)=m(S)—1 seesdse # RMS = >

1.

Estudemos, em seguida, os semigrupos numéricos pseudo-simétricos.
Observemos em primeiro lugar que se S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico
e {n, <np < ..<n,} é um sistema minimal de geradores de S, com p > 4, entdo
{ny,ny, ..., n,, F(S)} € um sistema minimal de geradores de § =S U {F(S)}. De facto,
n, # F(S) + n;, uma vez que de outra forma ter-se-ia n,, = ny + n;.

O seguinte resultado é estabelecido a partir do Lema 3.5.
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Proposicdo 6.6: Seja um semigrupo numérico pseudo-simétrico, com p > 4.
Se {ny,ny, ..,n,, F(S)}€ um sistema minimal de geradores de S=SU{F(5)} e
n=F(S)+n,+n;, com i €{2,..,p}, € n, en; pertencem a mesma componente
conexa de G,, entdo

# RMS +p+1=#RMS.

Lema 6.7: Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico e o seu sistema
minimal de geradores {n, <n,<--<mn,} , com p>4. Se i€{2,..,p}, wE€
Ap(S,n,) e n, e n; estdo em diferentes componentes conexas de G, ., €ntdo para
todo o w' € Ap(S,n,), tal que w—w' € Ap(S,n;y) \{0}, temos que w'+n;€
Ap(S,ny).

Dem. Suponhamos que w’ +n; € Ap(S,n,). Entdo w' +n; —n; € 5. Uma vez
que w—w' € S\{0}, existe j€{2,..,p}tal que w=w'+n;+s, coms €S. Assim,
w+n; — (n;+mn) €S. Por outro lado, w+n; — (nj+n)) =w'+s+n;—nj—n; =
w'+n —n +s—n;€S, porque w +n;—n, €S es—n; €S. Donde mn; e nm,;
€ E, e portanto n, en; estdo na mesma componente conexa G- L0go w’ +n; €

Ap(S,ny). 0

Lema 6.8: Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico e o seu sistema
minimal de geradores {n, <n, <:-<mn,}, comp >4.Se n=F(S)+n, +n;, com

i € {2,...,p}, entdo n, en; pertencem a mesma componente conexa de G,.

Dem. O semigrupo numérico S é pseudo-simétrico, entdo Ap(S,n,) =

0,w(1) <w(2) < ..w(n, —2) = F(S) +n)u {52+ ny}, com w(i)+w(n; —2—

i) = w(n, — 2), qualquer que seja i € {0, ...,n, — 2}. Suponhamos que n = F(S) +

n, +n;, com i € {2,...,p} € que n, en; pertencem a componentes conexas distintas

F(S)

de Gr(s)sn,+n,- S€JA j E{2,..,p} tal que m; #—=+ n, € n; # 1y (a existéncia de n;

nestas condicbes estd assegurada, uma vez que p > 4, portanto Ap(S,n,) tem pelo
menos trés elementos que sdo geradores minimais). Dado que F(S) +n, —n; €

Ap(S,n,), pela Proposicdo 4.11, concluimos que F(S) +n; —n; +n; € Ap(S,ny),

utilizando o Lema 6.7. Notemos que F(S) +ny —nj +n; = 5(55—) + n,. Caso contrario,

utilizando a Proposigdo 4.11, obtemos F(S) +ny — [F(S) + ny + n; —ny] € Ap(S,ny),
ou seja, n;—n; €S, 0 que é impossivel, visto que {nyny, ..,n,} é um sistema

minimal de geradores de S. Observemos ainda que n; # ?+ n,. De facto, dado
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que (F(S)+n)—nj+n; = ﬂzi) +ny, SEM= ? + n,, obtemos n; = F(S) +n, e

portanto S = (n,, 5(25—)+ ny, F(S) +n,), 0 que contradiz a hipétese : p > 4. Agora

. 4. . . S s ~ . .
vamos distinguir dois casos conforme ? + n, é ou nao gerador minimal de S.

1) Se @ + ny € {ny,ny, ...,n,}, obtemos que

w(0) +n; = w(l),w(1) + n; = w(2),...,w(n, —3) +n; = F(S) +n.

Assim,  Ap(S,n,) = {0, n;,2n;, ..., (ny — 2)n;} VU {%)‘ + nl}, donde S=

F(S)

(ny,ny, ==+ ny), 0 que é impossivel uma vez que, por hipétese, p = 4.

2) Se LO n, & {ny,n,, ..., n,}, obtemos que
2 (4

F(S)
Ap(S,ny) = {O,ni, 2n;, ..., kn; = —= + ny, n,n +ng, .., n+tng = F(S)+ n},

donde S = (ny,n;, n;) € p =3, 0 que contradiz a hipdtese.

Ent3o n, en; pertencem a mesma componente conexa de Gg(sy4+n, +n; - U

Podemos agora apresentar uma quota para o cardinal de uma apresentacdo

minimal para um semigrupo numérico pseudo-simétrico.

Teorema 6.9: Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico e o seu
sistema minimal de geradores {n, <n, <--<mn,}, com p > 4. Entdo o cardinal de
uma apresentacdo minimal para S € menor ou igual a

(n, - 2)2("1 -1 yep—

Dem. Pela Proposicio 6.6, temos que # RMS +p + 1 =# RMS. Além disso,
sabemos, pelo Teorema 3.12, que uma apresentagdo minimal para o semigrupo
numérico § = (n,, ..., n,, F(S)) verifica

n(n; —1)
2

# RMS < -2(n; - (p+ 1),

portanto

-1
#RMSSnl(—n—lz—)—Zn1+2(p+1)—(p+1)=
ny(n, — 1)

2 —2n1+(p+1)=

— ny(ng — 1)

> -y -1)—-n—-1+4+p+1

Logo
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n—2)(n; - 1) _
2

# RMS < (ny — p).

Podemos, agora, generalizar o resultado anterior aos semigrupos numéricos

irredutiveis com dimensdo de imersao maior ou igual a quatro.
Teorema 6.10: Seja S um semigrupo numérico irredutivel com e(S) = 4.
Ent3o, o cardinal de uma apresentagdo minimal para S € menor ou igual a

(m(S) —2)(m(S) - 1)
2

= (m(S) —e(5)).
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Indice de Notacdes

A; ={nj:existe (ay, ..., q;,..ap) €X;, coma; =0}, pag. 24
(A) - conjunto gerado por A, pag. 6
Ap(S,n) - Conjunto Apéry de n em S, pag. 10

a = b(mod n) — a é congruente com b, mddulo n, pag. 11
C(S;)) ={h€EG(S)|h &S5;}, pag. 71

# A - cardinal do conjunto A, pag. 11

[aly - o —classe de a, pag. 4

E,,- conjunto das arestas do grafo G,, pag. 24

EG(S) - conjunto de falhas fundamentais do semigrupo numérico S, pag. 66
e(S)- dimensao de imersao do semigrupo numérico S, pag. 12

F(S)- nimero de Frobenius do semigrupo numérico S, pag. 10

G (S) - conjunto de falhas do semigrupo numérico S, pag. 9

g(8)- cardinal de G(S), pag.10

Gy, - o grafo associado a particdo {Xy,X,, ...,X,} de [n], pag. 21

G,, - grafo associado ao elemento n, com n € S, pag. 24

G,- grafo associado ao elemento n , com n € §, pag. 33

S(S)- conjunto dos semigrupos numéricos irredutiveis que contém S, pag. 69
Im(f) - imagem de f, pag. 7

ker (f) - kernel congruéncia de f, pag. 7

m.d.c (a, b) - maximo divisor comum entre a e b, pag. 8

m(S)- multiplicidade do semigrupo numérico S, pag. 12
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N - conjunto dos inteiros ndo negativos, pag. 6
{ny,ny, ...,n, }- sistema de geradores do semigrupo numérico, pag. 12

N(S)- conjuntos dos elementos do semigrupo numérico S que sao menores do
que F(S), pag. 14

n(S)- cardinal de N(S), pag. 14

Ncc(G,)- nimero de componentes conexas do grafo G,,, pag. 33
T, - aresta com vértices n,, e n,, pag. 24

n,, - himero de w — classes contidas em [n], pag. 21

0(S)- conjunto dos semigrupos numéricos que contém S, pag. 67
PF(S) - conjunto dos pseudo-nimeros de Frobenius de S, pag. 14

# RMS- cardinal de uma apresentagao minimal para S, pag. 31
S(F)-conjunto dos semigrupos numéricos com nimero de Frobenius F, pag. 73
(S, y) - semigrupo numérico gerado por S U {y}, pag. 73

t(S)- cardinal de PF(S), pag. 14

V,- conjunto dos vértices do grafo G,,, 24

X1, X, ..., X, - as distintas w — classes contidas em [n], 21

Z - conjunto dos inteiros, 14

F /s - conjunto quociente de F por o, pag. 4

{21, %5, s xp, = }={x1, %3, e 21, } U {x € N |x > .}, PAg. 10

a < b- relagdo de ordem definida no conjunto dos inteiros, pag. 15
p - apresentagdo minimal para o semigrupo numérico, pag. 27

p - congruéncia gerada por p, pag. 5

w - relagdo que define as w-classes das expressoes de um dado elemento num
semigrupo numérico, pag. 20
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