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RESUMO:

O objectivo deste trabalho é o estudo da dimensdo fractal, nomeadamente a dimen-
sdo de Hausdorff, dimensdo de capacidade e dimensdo de correlagdo, relacionando-as e
efectuando o cédlculo em alguns exemplos.

Sempre que se considere indispensdvel, sdo apresentadas nogoes introdutérias para
uma melhor compreensio dos conceitos analisados. O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da
dimensio de Hausdorff, introduzindo, previamente, uma nog¢io de medida de Hausdorff.
No Capitulo 3 analisamos a dimensdo de capacidade, suas propriedades e inconvenientes,
relacionando, no final, esta dimensdo com a dimensao de Hausdorff.

O Capitulo 4 estuda técnicas para calcular dimenses. Sdo estudados subconjuntos
de medida finita, sistemas de fungses iteradas, conjuntos auto-semelhantes e auto-afins e
dimensoes de gréficos.

O Capftulo 5 é dedicado 4 dimensdo de correlagdo. Estuda o expoente de correlagao
v introduzido por Grassberger e Procaccia. Sdo analisadas fun¢des de dimenséo 1 e no

plano. Terminamos com o estudo de séries temporais de varidvel dnica.

PALAVRAS-CHAVE:
Geometria fractal, dimensao fractal, dimensao de Hausdorff, dimensdo de capacidade,

dimensao de correlagéo.



Fractals dimensions and correlation dimension

ABSTRACT:

The aim of this work is the study of the fractal dimension, namely the Hausdorff dimen-
sion, the box-counting dimension and the correlation dimension, relating and computing
them in some examples.

Everytime it is necessary we introduce the basic concepts to a better understanding of
the concepts analysed in this work. Chapter 2 is dedicated to the study of the Hausdorff
dimension, introducting first the notion of Hausdorff measure. Chapter 3 is concerned with
the box-counting dimension, its properties and problems. Then we relate this dimension
with Hausdorff dimension studied in Chapter 2.

Chapter 4 is dedicated to the tecniques for calculating dimensions. We study subsets
of finite measure, iterated function schemes, self-similar and self-affine sets and dimensions
of graphs.

Finally, in Chapter 5 we present the correlation dimension. We study the correlation
expoent v, introduced by Grassberger and Procaccia. We finish this Chapter with a study

of single-variable time series.

KEY-WORDS:
Fractal geometry, fractal dimension, Hausdorff dimension, box-counting dimension,

correlation dimension



Indice

1 Introducao

1.1

1.2

1.3

As minhas motivagBes . . . . . . . . . et e e e e e e e
Geometria fractal . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e e e e e

Aestruturadatese . . . . . . . i it e e e e e e e e e e e e e e e e

2 Dimensao de Hausdorff

2.1
2.2

Nogoes introdutérias de teoria de medida. . . . . . . .. ... ... ...
Medida e dimensdo de Hausdorff . . . . . ... ... ... ...........

221 MedidadeHausdorff . . . . .. . ... .. ...
2.2.2 Dimensaode Hausdorff . ... .. ... ... ... ... ...,

3 Dimensao de capacidade

3.1
3.2

Dimensaodecapacidade . . . . . ... ... .. ... oo,

Relacdo entre dimenséo de Hausdorff e dimens&o de capacidade . . ... . ..

4 Exemplos de técnicas para calcular dimensoes

4.1

4.2
4.3

4.4
4.5
4.6

Métodos b4sicos . . . . v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Subconjuntos de medida finita. . . . . ... ... o 0oL

Sistemas de fungbes iteradas . . . . . .. .. ... oo o oL,

Dimensdes de conjuntos auto-semelhantes . . . ... ... ..........
Conjuntos auto-afins . . . . . . . . . . . L e e e

Dimensbes de grdficos . . . . . . . . .. oot e e e

11

13

13
18

19
22

29
30
36

45



Tit

5 Dimensao de correlacao 87
5.1 Dimensdodecorrelagdo . . . .. . . .. . ... e 87
52 Fungdesdedimensdo 1 .. . . . . . . . . .. it 89
53 Fungbesmoplano . . . . . . . . . ... e e e 91
54 Relagioentrevedimyg ... ... ... . ... ..., 92
5.5 Séries temporais de varidvel dnica. . . . . . ... ... L oL L. 94

6 Conclusao 97



Capitulo 1

Introducao

1.1 As minhas motivagoes

Ao longo do meu percurso escolar sempre tive um gosto especial pela disciplina de Matemdtica.
Desde que comecei a pensar num futuro profissional, esta disciplina sempre fez parte das
minhas expectativas e dos meus interesses. A relagdo da Matemdtica com a realidade e a
utiliza¢do das novas tecnologias sempre foram motivagbes para o meu estudo.

Foi na licenciatura que ouvi falar pela primeira vez sobre fractais e desde logo me
suscitou interesse e me incitou a aproveitar outras oportunidades que foram surgindo para
aprofundar este assunto. Comecei por notar a forma como o estudo de um sé fractal
pode conectar uma vasta lista de conceitos matematicos e como a sua representagdo gré-
fica no computador pode tornar esse objecto de estudo muito interessante e apelativo.
Depois, de forma mais gradual, fui-me dando conta da enorme aplicabilidade destes ob-
jectos geométricos ao estudo de elementos e fenémenos naturais o que torna, portanto,
perfeitamente evidente a ligagdo da Matemética com o real.

Mais tarde, j& como docente de Matemética, ingressei no Mestrado em Matemética

e Aplicagoes e frequentei a disciplina Sistemas Dindmicos onde, de entre outros, o tema
1



Introdugdo

dos fractais foi explorado e me interessei pelo tema da dimensao fractal, que é onde se

concentra o trabalho desta dissertagao.

1.2 Geometria fractal

As formas dos objectos no mundo sao geralmente pensadas em termos de figuras geométri-
cas cldssicas (cfrculos, tridngulos, quadrados, esferas, cubos,...). Mas nada no Mundo tem
a perfeiciio dessas figuras (e poucas sio as que a parecem ter). Os seres humanos apreciam
bastante essas formas e é das suas méaos que geralmente surgem objectos que as repre-
sentam (mas apenas aproximadamente, mesmo que isso néo seja visfvel a olho nu). Ea
mente humana que aproxima as formas dos objectos por figuras geométricas clédssicas.

Mas se assim &, qual a verdadeira forma das coisas no mundo? Terd a Matemdtica
(como tinica lente correcta para a observacdo do mundo) explicagdes e descrigbes para a
forma como as coisas realmente se apresentam (e menos como "nés" gostarfamos de as
ver)?

O mundo é um pocgo de surpresas mas o ser humano tem conseguido permanentemente
alargar a sua consciéncia, a sua cultura e o seu conhecimento de forma a compreender
mais e mais a infinita complexidade do Universo no qual nasceu e no qual foi moldado
(uma complexidade que se espelha no préprio cérebro humano que a procura entender).

Muitos matematicos tém desenvolvido conceitos matematicos geométricos que vao mais
além da geometria tradicional. Benoit B. Mandelbrot, com o seu trabalho criativo e
monumental, estudou a geometrica fractal, um conceito introduzido por si préprio. Deste
estudo podem surgir vdrias questées. O que é um fractal? O que é a dimensao fractal?

Como se pode encontrar a dimensdo de um fractal?



1.2 Geometria fractal

O ponto fulcral deste trabalho é fornecer um tratamento matematico de fractais e suas
dimensées, podendo responder a estas questoes.

O Conjunto de Cantor de razao %, ¢ um dos fractais mais conhecidos, de f4cil construcao
que mostra diversas caracterfsticas dos fractais tipicos. Consideramos o intervalo unitédrio
[0, 1], que designamos por Egy. Prosseguimos dividindo este segmento em trés partes iguais,
removendo a parte central. Seja E; o conjunto obtido pela eliminacgo do centro de Ejy,

1

tal que E; consiste em dois intervalos [0,3] e [2

£,1]. Dividem-se novamente cada um

destes intervalos em trés partes iguais removento a parte central, obtendo Ej. Assim, E

8
9

consiste em quatro intervalos [0, %] , [%, %] , [%—, g] e [ 1]. Continuamos este processo
com E}, obtido pela remocao do centro de cada intervalo de Ey_1. Assim, Ej consiste em
2k intervalos de comprimento 3~%. O Conjunto de Cantor F é a intersecgdo N2 o Ey. Num
primeiro olhar, durante a construgdo, parecers que ndo restou nada do intervalo [0, 1]. De

facto, F é um conjunto infinito e incontével de pontos.Veja-se a Figura 1.1.

O Conjunto de Cantor de razao % apresenta diversas caracterfsticas encontradas em

muitos outros fractais:

2
3

i) F é auto-semelhante. Os intervalos [0, -:1;-] e [ 1] de E; sio geometricamente semel-
hantes a F, reduzido a um factor % Novamente, cada um dos intervados de E» é semel-
hante a F mas reduzido a um factor %, ... O Conjunto de Cantor contém cépias de si
préprio em diversas escalas diferentes;

ii) O conjunto F' tem uma "estrutura fina", isto é, contém detalhes em escalas arbi-
trariamente menores. Quanto mais ampljarmos a representacio do Conjunto de Cantor,

maior passa a ser o buraco visivel aos olhos;

iii) Embora F tenha uma complicada e minuciosa estrutura, a sua definicio & muito
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Figura 1.1: Construgdo do conjunto de Cantor F' de razéo %

facil de compreender;

iv) F é obtido por um processo recursivo. A construgdo consiste na remogio repetida

do intervalo central . Os passos sucessivos fornecem-nos aproximagdes Ej, do conjunto F;

v) A geometria de F ndo é facilmente descrita em termos cldssicos: néo é o lugar dos
pontos que satisfazem alguma condigio geométrica simples, nem o conjunto das solugdes

de uma equagao simples;

vi) E dificil descrever o lugar geométrico de F - perto de cada um dos pontos, estd um
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largo mimero de outros pontos, separados por aberturas de diversos comprimentos;

vii) Embora F seja um conjunto infinito ndo numerével, o seu tamanho nao é quan-
tificado por uma medida usual como o comprimento - por qualquer definigao razodvel, F'
tem comprimento zero.

A Curva de Von Koch é também um fractal bastante conhecido. Seja Ep o segmento
unitario no intervalo [0,1]. O conjunto E; consiste em quatro segmentos que se obtém
dividindo o segmento inicial em trés partes iguais e removendo-se a parte central de Eo,
substituindo-a por outros dois lados de um triangulo equildtero baseado no segmento
removido. Construimos Fs aplicando o mesmo procedimento a cada um dos segmentos
de E;. Assim, Ej, obtém-se substituindo o centro de cada segmento de Ej_; pelos outros

dois lados do tridngulo equildtero, como se pode ver na Figura 1.2.

Figura 1.2: Processo iterativo da construcdo da Curva de Von Koch F.
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A Curva de Von Koch tem muitas caracteristicas semelhantes as do Conjunto de Can-
tor. Este fractal é composto por quatro segmentos, cada um semelhante ao todo, mas
reduzidos por um factor % E razodvel chamar-lhe uma curva, mas é demasiado irregular
para ter tangentes no sentido cldssico. E} tem comprimento (%)k. Fazendo k tender para
o infinito, concluimos que F' tem comprimento infinito. Por outro lado, F ocupa drea zero
no plano. O seu tamanho nao ¢ quantificado por uma medida usual como o comprimento
ou a drea.

Muitos outros conjuntos podem ser construidos usando procedimentos recursivos, como

por exemplo a Piramide de Sierpinski, como pode ser observado na Figura 1.3.

Figura 1.3: Construcao da Piramide de Sierpinski.

Existem, também, muitos outros tipos de construcoes, como por exemplo a estrutura

complicada mas de uma beleza extraordinaria do Conjunto de Julia, que pode ser visto



1.2 Geometria fractal

na Figura 1.4, que se origina a partir de uma fun¢ao quadrética f(z) = 2% 4 ¢ para uma
constante ¢ apropriada. Este conjunto nao é estritamente auto-semelhante no sentido do
Conjunto de Cantor ou da Curva de Von Koch, mas é "quase auto-semelhante", uma vez
que pequenas porcoes arbitrdrias do conjunto ampliadas e distorcidas fazem-se coincidir

com grande parte do conjunto.

Figura 1.4: Conjunto de Julia.

Estes sao alguns exemplos de fractais, palavra inventada por Mandelbrot para descrever
objectos demasiado irregulares para caber na geometria tradicional. Propriedades como as
enunciadas para o Conjunto de Cantor sdao caracteristicas de fractais. Métodos e célculos
da geometria cldssica sao impréprios para estudar fractais.

A geometria fractal adapta-se bem a representacao de objectos naturais (Veja-se o
exemplo demostrado na Figura 1.5.). Ao contrério dos objectos criados pelo Homem que
sao caracterizados por possuirem linhas e Angulos rectos, circulos perfeitos, etc, os objectos
naturais estdo repletos de irregularidades, assimetrias e "imperfei¢oes", factos estes, que
a geometria fractal tanto tem em conta. Utiliza algoritmos e férmulas iterativas, estando,

desta forma, intimamente ligada a utilizacao de computadores.

A ferramenta principal da geometria fractal é a dimensao fractal. Um conjunto de
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Figura 1.5: Modelo do sistema arterial do coracao. O coragao estd repleto de redes fractais:
as corondrias, as artérias e as veias, as fibras que ligam as valvulas & parede do coracao,
os musculos cardiacos e o sistema His-Purkinje (que ¢ constituido pelas fibras através das
quais viajam os impulsos eléctricos que fazem contrair os ventriculos). (Imagem retirada
de http://cfte.cii.fc.ul.pt /PRISMA /capitulos/capitulo2/modulo4 /topico6.php.)

pontos que formam uma linha no espago Euclideano tem dimensao topolégica Dy = 1.
Similarmente, um conjunto de pontos que formam um plano tem dimensao topoldgica
Dr = 2. Finalmente, uma bola ou esfera tem dimensao topolégica Dy = 3, (veja-se a
Figura 1.6. No entanto, o Conjunto de Cantor ou a Curva de Von Koch nao podem, como
jé foi referido acima, ter o seu tamanho quantificado por estes valores. Para resolver este
problema temos o conceito de dimensao fractal, que assume valores fracciondrios em vez
de apenas nimeros inteiros. Por exemplo, a constru¢ao do Conjunto de Cantor gera um

fractal com dimensao D entre 0 < D < 1 e a Curva de Von Koch dimensao 1 < D < 2.

Desde os primérdios, a curiosidade e a inteligéncia humana levaram-nos a procurar

padroes naquilo que era aparentemente aleatério. Assim se foi construindo o conhecimento
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=ﬂ A« ds > d;-’l _,_a
d i e p — e
1 T
Reta Plano Cubo
Dimens#o 1 Dimensio 2 Dimensao 3

Figura 1.6: Ilustracao do conceito de dimensao do Espaco Euclidiano R", onde uma recta
possui dimensao 1, um plano dimensao 2 e um cubo dimensao 3. (Imagem retirada de
http://www.inf.ufsc.br/ ~visao/)

cientifico, descortinando a ordem que se esconde por detrds dos fenémenos naturais. A
Teoria do Caos, ao contrario do que o nome possa sugerir, vem no seguimento dessa busca

de um padrao em todo o comportamento irregular.

Imaginemos um saco de berlindes. Se o despejarmos no chao, os berlindes vao espalhar-
se e é praticamente impossivel prever a posicao final de cada um, embora possamos ter uma
ideia da drea que irdo ocupar. Repetindo a experiéncia, nunca conseguiremos que estes
voltem a posicionar-se da mesma forma, mesmo que tenhamos uma grande preocupagao
em repetir as condicoes iniciais do despejo. Isto sucede porque nao é possivel ter em
conta tudo o que pode influenciar a experiéncia: a posigdo do saco em relag¢ao ao chao,
a distribuicao dos berlindes dentro do saco, as pequenas irregularidades de cada berlinde

e do chdo, o movimento do despejo, a velocidade do vento (se houver), etc.; o que nao

significa que o resultado nao respeite leis fisicas exactas.

Daqui vem a nocao de elevada sensibilidade as condicoes iniciais, introduzida por
Poincaré, que estd relacionada com a existéncia de inimeros equilibrios instdveis e com a

consequente complexidade de um sistema.
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Um dos sistemas mais complexos que se conhece é o clima. A sua imprevisibilidade
s6 comecou a ser verdadeiramente entendida quando Edward Lorenz observou um fené-
meno extraordindrio. Lorenz estava a trabalhar num modelo informdtico de previsao
meteoroldgica, baseado em doze equacoes diferenciais, na demanda histérica de vislum-
brar a ordem nas alteracoes climatéricas. Naquele momento, analisava uma sequéncia
num longo periodo de tempo, apés introduzir os parametros iniciais. Ao repetir a se-
quéncia, deparou-se com um resultado dramaticamente diferente. Reparou entao que, da
segunda vez, tinha arredondado um dos nimeros introduzidos. Uma diferenca da ordem
dos décimos de milésimo nos valores iniciais, acabava de se revelar catastréfica no periodo

de tempo estudado!

Lorenz conseguiu ainda reduzir o modelo meteorolégico a apenas trés equacoes difer-
enciais. Quando o computador representou graficamente o novo modelo, revelou-se um
peculiar tipo de ordem. A curva desenhada era uma dupla espiral no espago: nao tinha um
comportamento ciclico, visto que nunca passava duas vezes no mesmo ponto, mas estava
restringida a um determinado volume. A essa figura chamou-se Atractor de Lorenz, que

pode ser vista na Figura 1.7.

Lorenz tinha descoberto um sistema caético, de onde ficou célebre o conceito de Efeito
Borboleta. Iustrado com a anologia: "O bater das minisculas asas de uma borboleta no
Brasil pode desencadear semanas depois um violento tornado no Texas". Inspirado pela

extrema sensibilidade as condi¢oes iniciais de um sistema tao complexo como o clima.

A Teoria do Caos estuda sistemas dindmicos nao-lineares ou, de uma forma mais
simples, sistemas deterministicos cuja elevada sensibilidade as condi¢oes iniciais origina

resultados aparentemente aleatérios. E a "linguagem do caos" é a prépria geometria



1.3 A estrutura da tese 11

Figura 1.7: Atractor de Lorenz.

fractal: s6 esta permite a irregularidade infinitesimal e s6 esta nos dd a nocao de que
uma perturbacio numa escala microscépica pode estar associada a uma perturbagao de
enormes proporcoes, através das ideias de escala e padrao; enfim, s6 esta permite descrever

o Universo, que é bastante mais rico do que a Geometria de Euclides pode conceber.

1.3 A estrutura da tese

Este trabalho estd estruturado em 6 Capitulos. O Capitulo 1 refere-se a Introdugao e o
ultimo, Capitulo 6, a Conclusdo. No Capitulo 2 é apresentada uma definigao de dimensao
fractal, a dimensdao de Hausdorff, tendo por base um estudo da teoria de medida. Sao
mostrados alguns exemplos, onde se efectuam os cédlculos para determinar a dimensao de

Hausdorff.

O Capitulo 3 versa sobre o estudo da dimensdo de capacidade, outra definigao de
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dimensao fractal e o estudo das suas propriedades, vantagens e inconvenientes do seu uso.
Seguidamente, serd feita a comparacao entre estas duas definicées de dimensao: dimenséao
de Hausdorff e dimensao de capacidade. Finalmente apresentam-se alguns exemplos e
calculos da dimensao de capacidade.

O Capitulo 4, intitulado exemplos de técnicas para calcular dimensoes, apresenta out-
ras formas de calcular dimensoes. Sao analisados subconjuntos de medida finita, sistemas
de funcoes iteradas, dimensoes de conjuntos auto-semelhantes, conjuntos auto-afins e di-
mensoes de grificos.

No Capitulo 5 ¢ apresentada outra defini¢do de dimensao, a dimensao de correlacao,
menos conhecida mas de grande interesse, pois pode ser aplicada ao estudo de séries
temporais. E estudada em funcoes de dimensdo 1 e no plano. E, também, apresentada
uma relagao entre a dimenao de Hausdorff e a dimensao de correlacdao. Termina com o
estudo de séries temporais de varidvel tinica.

Os documentos que fundamentam a maior parte do contetido deste trabalho sdo os
seguintes: -Fractal Geometry- Mathematical Foundations and Applications de Keneth Fal-
coner [8]; -Dynamical Systems with Applications using MAPLE de Stephen Lynch [20];
-Essential MATLAB- for Engineers and Scientists de Brian Hahn e Daniel T. Valentine
[16]; e -Measuring the Strangeness of Strange Attractors de Peter Grassberger e Itamar
Procaccia [15].

Dada a diversidade de notagao dos diferentes documentos consultados, foi necessdrio
proceder a escolhas e ajustes de modo a tornd-la uniforme em toda a dissertacao.

Ao longo de todo este trabalho serdo apresentados exemplos sempre que se considerar

oportuno.



Capitulo 2

Dimensao de Hausdorff

A dimenséo fractal é uma ferramenta essencial para o estudo dos objectos fractais. Ela
representa o grau de ocupacio destes no espago, estando relacionada com o seu grau de
irregularidade. Definimos, entéo, como sendo um mimero que caracteriza a maneira como
a distancia entre dois pontos aumenta 4 medida que a escala diminui. A dimensio estudada
neste Capftulo é a dimensdo de Hausdorff, talvez a defini¢io mais conhecida e utilizada
para a estimagdo da dimensio de um fractal, pois pode ser entendida como uma extensao
da defini¢do cldssica de dimensédo topolégica.

Para definir dimensdo de Hausdorff é necesséria a definicdo de medida de Hausdorff,
pelo que antes é necessério definir medida. Assim, neste Capftulo, far-se-do primeiro essas
definicGes, com a devida apresentacio dos conceitos basicos necessérios para tal e s6 depois
serd apresentada a definigdo de dimensdo de Hausdorff. Finalmente, serdo apresentados

alguns exemplos onde se aplica o célculo da dimenséo.

2.1 Nocoes introdutérias de teoria de medida

Uma medida & uma forma de atribuir uma grandeza numérica a conjuntos, de modo que se

um conjunto é decomposto num nimero finito, ou numeréavel, de pegas, entdo o tamanho
13
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do todo é a soma dos tamanhos das pegas.
Chamamos a p uma medida em R™ se u associa um nimero nio-negativo, possivelmente

00, a cada subconjunto de R™ tal que:

(a) u(2) = 0;
(b) (4) < u(B) se AC B;

(c) Se A1, Ag, ... é uma sequéncia numerdvel (ou finita) de conjuntos, entéo

7 (EIAZ') < g# (4:)

com igualdade,

© (;leAi) = gﬂ (4:)

se A; € uma sequéncia de conjuntos Borelianos disjuntos. O conjunto dos Borelianos é
a mais pequena sigma-dlgebra que contém os conjuntos abertos, ou seja, os Borelianos
sdo os conjuntos que se podem escrever através de unides contdveis e complementares de
conjuntos abertos. Os conjuntos abertos, os conjuntos fechados e os conjuntos numergveis
sdo Borelianos.

Chamamos a p (A) a medida do conjunto A.

A condicdo (a) diz-nos que o conjunto vazio tem medida zero.

A condigdo (b) diz-nos que o conjunto maior tem medida maior.

A condigdo (c) diz-nos que, se um conjunto ¢ uma unido de um nimero numerével de
pecas (que se podem sobrepér), entdo a soma das medidas das pecas é maior ou igual &

medida do todo. Se um conjunto é decomponivel num mimero numerdvel de conjuntos
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Borelianos disjuntos entdo a medida total das pegas é igual & medida do todo.

Se A D B entdo A pode ser expressa como uma unido disjunta, A = BU (A \ B),
o0

assim, conclufmos imediatamente a partir de p ('CL’JolAi) = Y u(A4;) que, se A e B so
= i=1

conjuntos Borelianos, temos

1 (ANB) = p(A) — p(B).
Analogamente, se A7 C Az C ... é uma sequéncia crescente de conjuntos Borelianos

entao

[o o]
ﬁmMAD=#(MAO-
i—00 i=1
Para ver isto, note-se que U, A; = A; U (A2\\A1) U (A3\\42) U ..., com esta unido

disjunta, logo

b (Bs) = )+ 5 (s Aien) — e (40)
= i=1

—(A) + Jm 3 (s (Aer) — (A1)

=1

= lim 4 (Ag).

Mais geralmente, segue que se, para § > 0, A; sdo conjuntos Borelianos crescentes

conforme & decresce, isto & Ay C As , para 0 < 6 < &, entdo
limy (As) = As}.
lim. (Ag) = p (5L>Jo 5)

O suporte de uma medida é o conjunto no qual esta se concentra. Formalmente, o

suporte de u & o menor conjunto fechado X tal que p(R™\ X) = 0. O suporte de uma
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medida é sempre fechado e z estd no suporte de p se e s6 se (B, (z)) > 0 para qualquer
bola de raio r, centrada em z. Dizemos que p é uma medida de probabilidade em A, se
p(A)=1.

Uma medida num subconjunto limitado de R™ para o qual 0 < yx (R™) < oo pode ser
chamada uma distribui¢do de massa, e consideramos p (A) a massa do conjunto A.

No contexto deste trabalho, as medidas mais importantes sao as medidas de Hausdorff
s-dimensionais em subconjuntos de R”, onde 0 < s < n. Estas medidas sio generalizacgoes

da medida Lebesgue para dimensdes que ndo sdo necessariamente inteiras.

Exemplo 2.1.1 Medida de Lebesgue em R™
Se A = {(z1,....,2n) € R : a; < z; < b;} € um paraleleptpedo em R™, o volume

n-dimensional de A é dado por

vol™ (A) = (b1 - al)(bz — a2)...(bn — an).

(vol* é o comprimento; vol? é a drea; vol® é o usual volume 3-dimensional. ) A me-
dide de Lebesgue n-dimensional L™ pode ser interpretada como a extensio do volume

n-dimensional pare uma grande classe de conjuntos. Obtemos a medida de Lebesque em

R™ definindo

o0
L™(A) :mf{;vol (Ai): Ac U A}

onde o nfimo é tomado sobre todas as coberturas de A por paraleleptpedos A;. Temos que
L™ (A) = vol™ (A) se A é um paralelepfpedo ou qualquer conjunto para o qual o volume

pode ser determinado pelas regras de medi¢do usuais.(]
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Dizemos que uma propriedade é vélida para quase todos os z, ou quase por toda a
parte (com respeito a uma medida p) se o conjunto para o qual a propriedade falha, tem
medida p nula.

As vezes, é necessdrio integrar fungdes com respeito a medidas. Uma grande classe de
funcdes, incluindo as fungbes continuas, satisfaz a seguinte condicdo: para f : D — R uma
funcdo definida num subconjunto Boreliano D de R”, o conjunto f~1(—oco,a] = {z € D:
f(z) < a} & um conjunto Boreliano para todos os mimeros reais a. Estas funges podem
ser integradas.

Para definir integracdo, primeiro supomos que f : D — R é uma fun¢do simples, ou
seja, que toma um conjunto finito de valores ai, ..., ax. Definimos o integral com respeito

3 medida p duma fung¢do simples ndo-negativa f como

[ fin= St 1 (@) = o

O integral de fungdes mais gerais é definido usando aproximagdes através de fungdes

simples. Se f : D — R é uma fungio nio-negativa, definimos o seu integral como

J fdp =sup{f gdp : g é simples,0 < g < f}.

Para completar a definigdo, se f tomar valores positivos e negativos, temos

f+ (z) = max{f (z),0} e f-(x)=max{-f(z),0}

de forma que f = f; — f—, e definimos

[ rau= [ edu- [ s-au
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desde que [ fydu e [ f_du sejam ambos finitos.

Todas as propriedades usuais sdo vilidas para estes integrais, por exemplo

/(f+9)d#=/fd#+/gdﬂ8//\fd,u=/\/fd,u

se A é um escalar. Temos, também, o teorema da convergéncia monétona, ou seja, se

f: D — R é uma sequéncia crescente de fungdes ndo-negativas convergindo para f, entao
lim [ frdp = [ fdp.
k—o00

Se A é um subconjunto Boreliano de D, definimos a integragio sobre o conjunto A,

por

/Afdu=/fx,4du

onde x4 : R® — R é a "funcdo caracterfstica", tal que x4 (z) = 1 se = estd em A e
x4 (z) = 0 caso contrério.

Note-se que, se f(z) > 0e [ fdu =0, entdo f(z) = 0 para p—quase todo o z.
2.2 Medida e dimensao de Hausdorff

Existe uma grande variedade de "dimenstes fractais". A dimensdo de Hausdorff tem
vantagem de ser definida para qualquer conjunto e é matematicamente conveniente, pois
como é baseada em medidas é relativamente fécil de calcular ou estimar.

Depois de definida a medida de Hausdorff, serd definida a dimensao de Hausdorff.
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2.2.1 Medida de Hausdorff

Se U & algum subconjunto néo-vazio do espago Euclidiano n-dimensional, R”, o didmetro
de U é definido como |U| = sup {|z — y| : =,y € U}, isto &, a maior disténcia entre qualquer
par de pontos em U. Se{U;} & uma colec¢do numersvel (ou finita) de conjuntos de didmetro
no méximo J§ que cobre F, isto ¢ F C U2;U; com 0 < |U;| < 6 para cada ¢ € I, dizemos
que {U;} é uma 6 — cobertura de F.

Supondo que F & um subconjunto de R” e s é um nimero nio negativo, para qualquer

4 > 0 definimos

H; (F) = inf {Z |U;|° : {U;} é uma & — cobertura de F} . (2.1)

i=1

Assim olhamos para todas as coberturas de F' por conjuntos de didmetro no maximo d e
procuramos minimizar a soma das s — ésimas poténcias dos didmetros. Quando ¢ diminui,
a classe das coberturas posstveis de F' é reduzida. Entdo, o fnfimo H3 (F') aumenta, e entao

aproxima-se um limite quando § — 0 e escrevemos

W (F) = limH3 (F). (2.2)

Este limite existe para qualquer subconjunto F' de R™, embora os valores limites possam
ser (e usualmente sdo) 0 ou co. Chamamos a H® (F') a medida de Hausdorff s-dimensional
de F.

Em particular, H® (&) = 0, se E est4 contido em F entdo H® (E) < H* (F), ese {F;}

& alguma, colecgio numersvel de conjuntos Borelianos disjuntos, entao

He (,fj’lFi) = S H* (F).
i= =1
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A medida de Hausdorff generaliza a familiar ideia de comprimento, drea, volume, etc.
Pode ser demonstrado que, para subconjuntos de R™, a medida de Hausdorff n-dimensional
é, a menos do produto por uma constante, a medida de Lebesgue n-dimensional, isto é, o

usual volume n-dimensional. Mais precisamente, se F' é um subconjunto Boreliano de R”,

H™ (F) = cpwvol™ (F)

onde a constante ¢, = 2" (%n) 1/ 73" & o volume de uma bola n-dimensional de didmetro
1. Analogamente, para subconjuntos de R”™ de dimenséo inferior, temos que H° (F) é
o nimero de pontos em F se F fér um conjunto finito; H! (F) d4-nos o comprimento
duma curva suave F; H? (F) = (4,/7) x drea (F) se F é uma superficie suave; H® (F) =
(6,/7) xvol (F); e H™ (F) = ¢m X vol™ (F') se F & uma subvariedade suave m-dimensional
de R™ (isto é, uma superficie m-dimensional no sentido cldssico).

Existem propriedades de escala para comprimentos, dreas e volumes. Numa amplia¢io
por um factor A, o comprimento de uma curva é multiplicado por A, a drea de uma regiso
plana é multiplicada por A? e o volume de um objecto 3-dimensional & multiplicado por

X3. Tais propriedades sdo fundamentais para a teoria dos fractais.
Propriedade de escala

Se FF CR" e XA > 0 entdo

HE (AF) = MH? (F)

onde A\F = {dz:x € F}, isto é, o conjunto F é alterado por um factor \.

Demonstragdo:
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Se {U;} é uma & — cobertura de F entdo {AU;} é uma A — cobertura de AF'. Daqui
H35 (AF) < X |AU|° = A* Y |Us)° logo, como isto se passa para qualquer 0 — cobertura
{Ui} de F, obtemos H3; (AF) < X*H3 (F). Fazendo § — 0 obtemos H* (AF) < A*H? (F).

Substituindo A por % e F por M\F dé-nos a desigualdade oposta requerida.Ml

Proposicao 2.2.1 Seja F CR" e f: F — R™ uma fungdo tal que

If@)—-f@l<eclz-yl* (zyecF)

para constantes ¢ > 0 e a > 0. Entdo para cada 8

HY/® (f (F)) < caH® (F).

Demonstragao:
Se {U;} é uma & — cobertura de F, entdo, visto que |f (F NU;)| < ¢|Us|*, segue-se
que {f (FNU;)} é uma & — cobertura de f (F), onde ¢ = ¢6*. Assim ) ;|f (F'N Up)la <

ca ¥, |UJ%, da He® (f (F)) < caM3 (F). Como & — 0, entdo ¢ — 0.H

A condigdo |f (z) — f (¥)| < clz—y|” para todos os z,y € F & conhecida como
uma condi¢io de Holder de expoente a; tal condigdo implica que f é contfnua. Particu-

larmente importante é o caso a =1, isto é

If@)~-f@l<clz-yl (zyeF)

onde f é chamada uma funcdo Lipschitz, e
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H(f (F)) S H° (F). (2.3)

Qualquer fungao diferencidvel com derivada limitada é necessariamente Lipschitz, como
uma consequéncia do teorema do valor médio. Se f é uma isometria, isto é |f (z) — f (v)| =
|z — y|, entdo H® (f (F)) = H* (F). Em particular, as medidas de Hausdorff sdo invariantes
por translagdes (isto é H® (F + z) = 'H*(F), onde F + z = {z + z : ¢ € F}), e invariantes

por rotagoes.

2.2.2 Dimensao de Hausdorff

Retomando a definigdo (2.1) é claro que para qualquer conjunto F e qualquer § < 1, H3 (F)
é ndo-crescente com s, entdo por (2.2), H® (F') é também nao-crescente. De facto, é verdade

que, se t > s e {U;} é uma & — cobertura de F temos

DUl < Y (U

K] 2

entdo, tomando o infimo, obtemos HE (F) < 6*7*H3(F). Fazendo § — 0 vemos que se
H® (F) < oo entdo H!(F) = 0 para t > s. Assim o gréfico de H® (F) em funcio de s
mostra que existe um valor critico de s em que H*® (F) "salta" de oo para 0, veja-se a
Figura 2.1. Este valor critico é chamado de dimensdo de Hausdorff de F', e escreve-se

dimH F.

Formalmente

dimyg F =inf{s: H* (F) =0} =sup{s: H*(F) = oo}
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[ o
B5(F)
o { \
(o] dimHF n
5

Figura 2.1: Gréfico de H*® (F') em fungdo de s para um conjunto F.

ou seja,

s _J o se 5 < dimyg F
H (F)_{ 0 se s >dimg F

Se s = dimy F, entdio H® (F) pode ser zero ou infinito, ou pode satisfazer

0 < H* (F) < oo.

Um conjunto Boreliano satisfazendo esta iltima condi¢do & chamado um s — conjunto.

Seja F um disco plano de raio 1 em R3. Das propriedades sobre comprimento, 4rea e
volume, temos H! (F) = comprimento (F) = oo, 0 < H2 (F) = (4/7) x drea (F) =4 < 0o
e H3(F) = (6/m) x vol (F) = 0. Assim dimg F = 2, com H*(F) = cose s < 2 e
HE(F)=0ses>2.

A dimensdo de Hausdorff satisfaz as seguintes propriedades.
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Conguntos abertos: Se F C R™ é aberto, entdo dimg F = n, desde que F contenha
uma bola n-dimensional de volume positivo.

Conjuntos suaves: Se F' & uma subvariedade suave m-dimensional de R” entdo dimy F =
m. Em particular, curvas suaves tém dimenséo 1 e superficies suaves tém dimensio 2.
Essencialmente, isto pode deduzir-se da relagdo entre medidas de Hausdorff e medidas de
Lebesgue.

Monotonia: Se E C F entdo dimy F < dimy F. Isto é imediato pela propriedade de
medida em que H?® (E) < H® (F) para cada s.

FEstabilidade numerdvel: Se Fi, Fs,... ¢ uma sequéncia de conjuntos (numersvel) entdo
dimg UZ F; = SUP1 << oo {dimp F;}. Certamente, dimg U, F; > dimy F; para cada
J pela propriedade da monotonia. Por outro lado, se s > dimg F; para todo i, entdo
H? (F;) =0, logo H® (U2, F;) = 0, dando a desigualdade oposta.

Conjuntos numerdveis: Se F' & numerdvel entdo dimyg F = 0. Se F; é um ponto

singular, H° (F;) =1 e dimg F; = 0, entdo pela estabilidade numersvel dimpy UZ, F; =0.

Proposigao 2.2.2 Sejam FF C R" e f : F — R™ uma funcdo que satisfaz a condicdo de

Hélder,

If (z) - f)| <clz—y® (z,y € F).

Entio dimy f (F) < (1/a)dimg F.

Demonstragdo:
Se s > dimpy F entdo, pela Proposigdo 2.2.1, na pagina 21, H*/® (f (F)) < ¢*/*H* (F) =

0 implicando que dimpy fF < s/a para todo s > dimy F.l
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Coroldrio 2.2.1 (a) Se f : F — R™ é uma transformagdo Lipschitz entdo dimp f (F) <
dimH F.

(b) Se f : F — R™ é uma transformacdo bi-Lipschitz, isto é, tal que

alz—y|<|f@)-Ff@lLelz—yl (z,y € F)

onde 0 < ¢; < ¢3 < 0o, entdo, dimy f (F) = dimg F.

Demonstragao:
A parte (a) segue pela Proposigéo 2.2.2 tomando o = 1. Aplicando isto a f 1. f(F)—

F dé-nos a outra desigualdade requerida por (b).H

Este corolério revela uma propriedade fundamental da dimensao de Hausdorff: a di-

mensao de Hausdorff é invariante segundo transformagoes bi-Lipschitz.

Proposigio 2.2.3 Um conjunto F C R™ com dimpy F' < 1 ¢ totalmente desconezo.

Demonstragao:

Sejam z e y pontos distintos de F. Define-se uma fungéo f : R™ — [0, 00) por f(z) =
|z — z|. Como f ndo aumenta distancias, isto é | f (2) — f (w)| < |z — w|, temos pela alinea
(a) do Coroldrio 2.2.1 que dimp f (F) < dimy F < 1. Assim f (F) é um subconjunto de R
com ‘Hl-medida ou comprimento zero, e entfio tem um complementar denso. Escolhendo

rtalquer ¢ f(F) e0<r < f(y) segue que

F={zeF:|lz—z|<r}U{z€F:|z—z|>r}.
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Assim F est4 contido em dois conjuntos abertos disjuntos com z num conjunto e y no

outro, ou seja e y permanecem em diferentes componentes conexas de F.l

Cédlculo da dimensao de Hausdorff

Podemos, entdo, ver como calcular a dimensio de Hausdorff em dois fractais simples: a

Poeira de Cantor e o Conjunto de Cantor

Exemplo 2.2.1 Seja F' a Poeira de Cantor construtda a partir do quadrado unitério. (A
cada passo da construcdo os quadrados sdo divididos em 16 quadrados com uma quarte
parte do comprimento do lado, de forma que o mesmo padrio de quatro quadrados é
mantido, tal como mostra a Figura 2.2.) Entio 1 < H' (F) < v/2, deste modo dimy F =

1.

Figura 2.2: Construgéo da Poeira de Cantor (dimg F' = 1).
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Célculo: Tomando a cobertura de F por 4% quadrados de lado 4% (isto ¢, de didmetro
8 = 47%/2) em Ej, no k — ésimo passo de construcio, obtemos uma estimativa H(F) <
4¥4~*/3 para o ffimo em (2.1). Como k — oo entéio § — 0 dando H! (F) < v/2.

Proj representa a projec¢io ortogonal no eixo zz. A projecgéo ortogonal ndo aumenta
distancias, isto & |proj x — proj y| < |z —y| se z,y € R?, proj ¢ uma fungio Lipschitz.
Em virtude da construcgio de F, a projec¢do ou "sombra" de F no eixo zz, proj F, estd

no intervalo [0,1]. Usando (2.3)

1 = comprimento[0,1] = H* ([0,1]) = H! (proj F) < H* (F).

Usar a projeccio ortogonal para minimizar a medida de Hausdorff & um truque que sé
funciona em circunsténcias especiais e ndo é a base de um método mais geral. Normalmente

conseguir um mfmimo d4 muito mais trabalho do que neste exemplo.[]

Exemplo 2.2.2 Seja F o Conjunto de Cantor de razdo % ( O seu processo de construgdio
j6 foi explicado e pode ser visto na Figura 1.1 da pdgina 4.) Se s =log2/log3 = 0.6309...

entdo dimHF=se%$'H3(F)Sl.

Célculo Heurfstico: O Conjunto de Cantor F divide-se na parte esquerda Fg = F'N
[0, %] e na parte direita Fp = FN [%, 1] . Claramente ambas as partes sdo geometricamente
semelhantes a F' mas reduzidas pela razao %, e F = Fg U Fp com essa unido disjunta.

Assim para qualquer s

He (F) = H* (Fi) + H° (Fp) = 3 H* (F) + 3 H° (F)
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pela Propriedade de Escala da medida de Hausdorff. Assumindo que no valor critico s =
dimy F temos 0 < H® (F) < oo podemos dividir pela H® (F) obtendo 1 =2 (3)° ou s =

log2/log 3.

Célculo Rigoroso: Chamamos aos intervalos de comprimento 37% (k =0, 1,2, ...) que
constituem os conjuntos Ej, na construgdo de F intervalos elementares. A cobertura {U;}
de F consistindo em 2* intervalos de Ej de comprimento 3% d4-nos que H3_, (F) <
S |Us|® = 253753 = 1 se s = log2/log 3. Fazendo k — oo dd-nos H* (F) < 1.

Para provar que H® (F) > % mostramos que

N[ =

Z|Ui|8 >

para qualquer cobertura {U;} de F. Claramente, ¢ suficiente supor que {U;} sfo intervalos,

=3¢ (2.4)

e aumentando ligeiramente e usando a compacidade de F, precisamos apenas verificar (2.4)
se {U;} é uma coleccdo finita de subintervalos fechados de [0,1]. Para cada Uj;, seja k o

inteiro tal que

3=+ < U] < 3%, (2.5)

Entao U; pode intersectar no médximo um intervalo elementar de Ej, desde que a sepa-
ragio entre esses intervalos elementares é pelo menos 37%. Se j > k entéo, pela construgéo,
U; intersecta no maximo 2/~% = 2135k < 243 |U;|° intervalos elementares de E;, usando
(2.5). Se escolhemos j suficientemente grande tal que 3~U+1) < |U;| para todo U;, en-
tdo, como os {U;} intersectam todos os 2/ intervalos elementares de comprimento 377, a

contagem de intervalos dé 27 < 3".273° |U;|® o que se reduz a (2.4).00



Capitulo 3

Dimensao de capacidade

O que é fundamental para quase todas as defini¢des de dimensdo é a ideia de medida &
escala d: para cada 4, o conjunto é medido desprezando as irregularidades de tamanho
inferior a 8, depois observam-se como os resultados dessas medicdes se comportam & medida

que J tende para zero.

A definicdo de dimensdo estudada neste Capitulo é a dimensdo de capacidade, uma
das dimensdes mais usadas e a sua popularidade deve-se essencialmente & facilidade com
gue se pode calcular e estimar empiricamente. Na literatura poderd aparecer com outras
designacoes mas aqui utilizar-se-4 a designacio de dimensdo de capacidade e representar-
se-4 por dimp, em conformidade com a bibliografia utilizada que é maioritariamente de

lingua inglesa e onde esta dimenséo se designa por "boz-counting dimension".

Neste Capitulo que se segue apresentar-se-d, entdo, a definicio de dimensao de capaci-
dade e seré feita uma relacio entre esta e a dimensdo de Hausdorff (estudada no Capiftulo
anterior), mencionando as suas propriedades, vantagens e inconvenientes. Serdo dados

alguns exemplos para os quais calcularemos a sua dimens&o de capacidade.

29
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3.1 Dimensao de capacidade

Seja F' um qualquer subconjunto ndo-vazio de R™ e Ns (F) o menor nimero de conjuntos
de didmetro no méximo ¢ que pode cobrir F. As dimensdes de capacidade inferior e

superior de F' sao, respectivamente, definidas como

. . log N5 (F)

F = lim—————*~ .
dimpg 613:(1) “Togd (3.1)
— . ——logNs(F)
dimpF = }—»0 —logé

Se estes forem iguais referimos o valor comum como a dimensao de capacidade de F

dimg F = lim 28N (F).

—0 — ].Og ) (32)

Counsiderando a colecgdo de cubos na §—rede coordenada de R™, isto é cubos da forma

[m16, (m1+1) (5] X .o X [mné, (mn + 1) 6]

onde my,...,m, sdo inteiros. (Relembrando que um "cubo" é um intervalo em R! e um
quadrado em R2.) Seja N} (F) o nimero de cubos da §—rede que intersectam F. Estes,
obviamente fornecem uma colec¢do de Nj (F) conjuntos de didmetro §y/n que cobrem F,

assim

Nsy (F) < Ng (F).

Se dy/n < 1 entédo
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log Nj. /= (F) < log Nj (F)
—log (dy/n) ~— —log+/n—logd

assim tomando limites quando § — 0, obtemos

log N5 (F)

impF < li .
dimp F' < lim =75 (3.3)
e
— _—log Ni(F)
< Tm—28 :
s < [ L 2

Por outro lado, qualquer conjunto de didmetro no méximo § estd contido em 3™ cubos

de lado d (Veja-se a Figura 3.1).

ek [ thlla

Quadrade

Cuabo

Figura 3.1: Ilustracdo da 6 — rede em R, R? e R3.

Assim
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N (F) <3"Ns (F)

e tomando logaritmos obtemos as desigualdades opostas de (3.3) e (3.4). Para encontrar
a dimensdo de capacidade (3.1) e (3.2), podemos tomar N5 (F) como sendo o nimero de
cubos de lado § que intersectam F.

Para encontrar a dimensao de capacidade de um conjunto plano F' podemos desenhar
uma rede de quadrados ou caixas de lado J e contar o nimero Nj(F) de caixas que
intersectam o conjunto para vérios 4 pequenos (daqui o nome "contagem de caixas"). A
dimenséo ¢ a taxa logarftmica com que N; (F') aumenta quando § — 0, e pode ser estimada
pelo gradiente do grafico de log N5 (F) em funcgio de —logd.

O nimero de cubos de lado § que intersectam um conjunto, ¢ uma indicacédo de como
um conjunto se dispersa, ou da sua irregularidade quando examinado numa escala 6. A
dimensao reflete a rapidez com que as irregularidades se desenvolvem quando § — 0.

Outra definicdo frequentemente usada de dimensdo de capacidade é obtida tomando
N5 (F) em (3.1) e (3.2) como sendo o menor nimero de cubos arbitrarios de lado J que
cobrem F. A equivaléncia desta defini¢do segue como no caso da rede de cubos, notando
que qualquer cubo de lado § tem didmetro d+/7, e que qualquer conjunto de didmetro no
méximo ¢ estd contido num cubo de lado 4.

Analogamente, obtemos exactamente os mesmos valores se em (3.1) e (3.2) tomarmos

Ns (F) como o menor nimero de bolas fechadas de raio § que cobrem F.

Definig¢ao 3.1.1 Definigao Equivalente

As dimensées de capacidade inferior e superior dum subconjunto F de R™ sdo dadas
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por

. log N5 (F)

i = — o/ b
dl.__gBF ;l-jn(l') —10g5 (3 )
J— _ —=—log N5 (F')
dmpl = g s
e a dimensdo de capacidade de F por
. .. log N5 (F)
dimg F = }13(1) ~“Tog? (3.6)

(se estes limites existem), onde N5 (F') é algum dos seguintes:
(i) o menor nimero de bolas fechadas de raio 6 que cobre F;
(ii) o menor nidmero de cubos de lado & que cobre F;
(iii) o ndmero de d—rede de cubos que intersectam F';
(iv) o menor niimero de conjuntos de didmetro no mdzimo & que cobre F;

(v) o maior ndmero de bolas disjuntas de raio § com centro em F.

Em (3.5) e (3.6), é suficiente considerar limites quando & converge para 0 (zero) através
de alguma sucessdo decrescente dj tal que 1 > cd) para alguma constante 0 < ¢ < 1,

em particular para 8 = c*. Visto isto, note que se d;41 < § < 8, entdo

log N5 (F) < log Nsg11 (F) < log Nsg41 (F) < log Nsk41 (F)
—logd ~ —logd, ~ —logdxy1 +log(fk+1/0k) ~ —logdrs1 +loge

e assim

ElogNé (F) < Tm log N5, (F)
6-0 —logé k—oo — logdg
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A desigualdade oposta é trivial; o caso dos limites inferiores pode ser desenvolvido da
mesma, forma.
Existe uma definigdo equivalente de dimensédo de capacidade, com uma forma um pouco

diferente, que vale a pena mencionar. Relembrando que o corpo § — paralelo Fs de F &

Fs={z cR": |z —y| <6 para algum y € F'}

isto é, o conjunto de pontos dentro da distancia § de F. Consideramos a taxa com que o
volume n—dimensional de Fj5 diminui quando § — 0. Em R3, se F é um ponto singular
entdo Fs é uma bola com vol (F5) = %71'53, se F' & um segmento de comprimento [ entdo
F5 é uma "espécie de salsicha" com vol (Fs) ~ 7l6%, e se F é um conjunto plano de drea
a entdo Fj; & essencialmente uma extensdo de F com wol (F5) ~ 2ad. Em cada caso,
vol (F5) ~ ¢63~% onde o inteiro s é a dimensio de F, entdo o expoente de § & indicativo
da dimensdo. O coeficiente ¢ de 632, conhecido como o contetido de Minkowski de F, é
uma medida do comprimento, drea ou volume do conjunto quando apropriado.

Esta ideia é extensivel as dimensdes fracciongrias. Se F' é um subconjunto de R" e,
para algum s, vol™ (Fs) /"% tende para um limite finito positivo quando 6 — 0, en-
tao faz sentido considerar F' como s—dimensional. O valor limite é chamado conteddo
s—dimensional de F' - um conceito de uso restrito, visto que ndo é necessariamente aditivo
em subconjuntos disjuntos, isto é, ndo é uma medida. Ainda se este limite ndo exis-
tir, podemos ser capazes de extrair o expoente critico de &, que estd relacionado com a

dimensdo de capacidade.

Proposicao 3.1.1 Se F é um subconjunto de R™, entdo
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. _ —log vol™ (Fys)
dimpF = = %lf»%) logd
n
TmpF = n—lim log vol™ ( Fs)
6—0 log 4

onde Fy5 é o corpo 6—paralelo a F.

Demonstragdo:
Se F pode ser coberto por Nj (F') bolas de raio § entéo F5 pode ser coberto pelas bolas

concéntricas de raio 24. Daqui

vol™ (F5) < N5 (F) cq (26)"

onde ¢, é o volume da bola unitéria em R™. Tomando logaritmos,

log vol™ (Fy) < log 2™¢cy, + nlogd + log N5 (F)

—logd ~— —logé
obtemos
. logwol™ (F5) )
e e .
;133 Togd =~ n+dimgF (3.7

com uma desigualdade similar para limites superiores. Por outro lado, se existirem Nj (F')

bolas disjuntas de raio é com centro em F, entdo

N5 (F) en (26)" < vol™ (Fp).

Tomando logaritmos obtemos a desigualdade oposta a (3.7) usando a Definigdo 3.1.1 de-

scrita na pédgina 32.H
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A dimensao de capacidade é as vezes referida como a dimensao de Minkowski.

3.2 Relagao entre dimensao de Hausdorff e dimensao de ca-

pacidade

E importante entender a relagéo entre a dimensdo de capacidade e a dimensdo de Haus-
dorff. Se F' pode ser coberto por N5 (F) conjuntos de didmetro 4, entdo, pela Propriedade

de Escala, na pégina 20, no Capitulo 2,

H3 (F) < Ny (F) 6.
Se 1 < H°(F) = lims_,o Hj (F) entdo log N5 (F) + slogd > 0 se & é suficientemente

pequeno. Assim s < lims_,qlog N5 (F) / (—log ) portanto

dimg F < dimgF < di_mBF

para qualquer F' C R™. Em geral ndo obtemos aqui a igualdade. Embora a dimenséo de

Hausdorff e a dimensao de capacidade sejam iguais para muitos conjuntos "razoavelmente

regulares", existem abundantes exemplos onde estas desigualdades sao estritas.
Grosseiramente falando, (3.2) diz que Ns (F) ~ §—° para é pequeno, onde s = dimp F.

Mais precisamente, diz que

N5 (F)6° — o0 se s < dimg F

Ns(F)é° — 0 se s > dimp F.
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Mas

N; (F) 6° = inf {Zés : {U;} é uma § — cobertura (finita) de F} ,
i

o que ocorre na defini¢io de medida de Hausdorff e dimensdo de Hausdorff. Calculando
a dimensdo de Hausdorff, atribuimos diferentes pesos |U;|° aos conjuntos de cobertura
U;, considerando que para as dimensdes de capacidade usamos o mesmo valor §° para
cada conjunto da cobertura. As dimensGes de capacidade podem ser entendidas como
indicando a eficiéncia com que um conjunto pode ser coberto por conjuntos pequenos
de igual tamanho, enquanto a dimensdo de Hausdorff envolve coberturas por conjuntos
pequenos mas de tamanhos possivelmente muito variados.

Visto que a dimenséo de capacidade é determinada através de coberturas por conjuntos
de igual tamanho, tende a ser mais facil de calcular do que a dimensdo de Hausdorff. No
entanto, tem algumas propriedades com consequéncias indesejdveis. Essas propriedades

irdo ser referidas neste trabalho um pouco mais a frente.

Exemplo 3.2.1 Seja F o Conjunto de Cantor de razéo % (Veja-se ¢ Figura (1.1), na

pdgina 4.) Entio dimgF = dimpF = log?2/log3.

Céleulo: A cobertura 6bvia por 2% intervalos de Ej de comprimento 3—% d4-nos que
Ns(F) < 2F se 37 < § < 37%+1, Por (3.1)
—log N5 (F) < Tm log 2% _log2

dimpF = lim = .
mBs 50 —logd ~ k—oolog3k—1  log3

Por outro lado, qualquer intervalo de comprimento & com 37%~! < § < 37 intersecta no

méximo um dos intervalos elementares de comprimento 3% usados na construcdo de F.
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Existem 2* intervalos tais que ao menos 2% intervalos de comprimento & sio necessarios
para cobrir F. Daqui Nj (F) > 2%, logo dimg F = log 2/ log 3.00

Assim, ao menos para o Conjunto de Cantor de razéo %, dimyg F = dimpg F.

As seguintes propriedades elementares da dimensdo de capacidade retratam as con-
hecidas para a dimensdo de Hausdorff, e podem ser verificadas da mesma maneira.

(i) Uma subvariedade suave m—dimensional de R" tem dimg F = m.

(ii) dimp e dimp sdo monGtonas.

(iii) dimp é finitamente est4vel, isto &

&imp (B U F) = max {TmpE, dmpF)

contudo dimg ndo é.

(iv) dimp e dimp sio Lipschitz invariantes. Isto acontece porque se |f (z) — f (y)] <
clz — y| e F pode ser coberto por Nj (F) conjuntos de didmetro no méximo J, entdo as
Ns (F') imagens desses conjuntos por f formam uma cobertura por conjuntos de didmetro
no méximo cd, assim dimp f (F) < dimp F. Similarmente, as dimensdes de capacidade
comportam-se como dimensoes de Hausdorff sob transformagoes bi-Lipschitz e Holder.

Vejam-se agora algumas desvantagens da dimenséo de capacidade. A préxima proposicao

é, a principio, apelativa, mas tem consequéncias indesejdveis.

Proposigdo 3.2.1 Seja F o fecho de F (isto é, o menor subconjunto fechado de R™ que

contém F ). Entéo

dimgpF = dimpF e dimgF = dimgF.
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Demonstrag¢do:

Seja Bi, ..., B uma coleccdo finita de bolas fechadas de raio 8. Se o conjunto fechado
U¥_,B; contém F, também contém F. Consequentemente o menor mimero de bolas
fechadas de raio & que cobre F ¢ suficiente para cobrir o conjunto maior F, o resultado

segue.ll

Uma consequéncia imediata é que se F' é um subconjunto denso de uma regido aberta

de R” entéo dimgF = dimgF = n.

Exemplo 3.2.2 F={0,1,3,1,..} é um conjunto compacto com dimp F = §.

Célculo: Se |U| =6 < } e k & o inteiro que satisfaz 1/ (k — 1) k > & > 1/k (k + 1) entéio
U pode cobrir no méximo um dos pontos {1, %, vy 1/ k} Assim pelo menos & conjuntos

de didmetro & sdo necessdrios para cobrir F, entdo

log N5 (F) > logk
—logd “logk(k+1)

Quando 4 — 0 d4-nos dimgF > % Por outro lado, se % > 4§ > 0, tomamos k tal que
1/(k—1)k > 6 > 1/k(k+1). Entdo (k + 1) intervalos de comprimento ¢ cobrem [0, 1/k],

deixando k — 1 pontos de F' que podem ser cobertos por outro &k — 1 intervalos. Assim

log N5 (F) < log (2k)
—logd ~ logk(k—1)

obtendo
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A partida, néio seria de esperar que este conjunto cujos pontos sio todos isolados,

excepto um, fosse um fractal; no entanto, ele tem dimensao de capacidade fraccionéria.l]

Tal como sdo muito convenientes na prética, as dimensoes de capacidade sdo também
muito tdteis na teoria. Se, como acontece regularmente, se puder demonstrar que um
conjunto tem dimensdo de capacidade igual 4 dimensdo de Hausdorff, da relagdo entre
essas duas defini¢gbes podem surgir resultados proficuos.

O teorema seguinte simplifica o processo de cdlculo da dimensao de capacidade porque

permite que se substitua a varigvel continua § por uma varidgvel discreta.

Teorema 3.2.1 Seja F € H(X), sendo (X,d) um espaco métrico. Seja 6, = C.r* para

. F o
numeros reais 0 < r <1l eC >0eparak € N. Se D = khm%—(——) entdo, F tem

o —log &1,

dimensdo de capacidade igual a D.

Demonstragao:

Considerem-se os mimeros reais r e C' e a sucessao {0y } <y como definidos no enunciado
do Teorema.

Considere-se § < r e seja f (§) = max {d : 6 < J, k € N}. Entdo, Cr*f = f(6) <6 <

@ = Cr*~1 (porque 0 < r < 1) e, portanto,

Ny (F) 2 Ns(F) 2 Ny (F). (3.8)

r

Para valores de § pequenos tais que f(4) < § < %«5) < 1 vem ﬁﬁ > %
Como log z é uma fungdo crescente e positiva para z > 1, vem que log (7%5—)) > log (%) >

log (ﬁ) que é 0 mesmo que escrever
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—log f(6) > —logd > —log (I—gl) . (3.9)

De (3.8) e (3.9) vem

log (V10 (F)) < log (N5 (F)) _ log (N (F))
~logf(d) — —logd — —log(@) .

(3.10)

Assumindo que N5 (F) — oo & medida que § — 0 (caso contrdrio, o Teorema é ver-
dadeiro porque se terd D = 0) o segundo membro da segunda desigualdade em (3.10)

verifica

. log N(s) (F) s log N5, (F) —
lim N = lim | ———=| =
-0\ _log (@) koo \ —log (%)

_ . logr — log dg _1__
- k—oo log Nék (F) -
log Nj, (F)

k—oo —log O )

O primeiro membro da primeira desigualdade em (3.10) verifica

i (2 O)) e, ()Y
-0 |  —log f (9) koo \ —log e

logNs, _, (F)
k—oo—logr — logdp_1
log Ns,_, (F)
k—oo — log ‘Sk—l -
log N5, (F)

k—oo — log 5k '

Portanto, & medida que é§ — 0, ambos os extremos de (3.10) convergem para o valor
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D indicado no enunciado do Teorema 3.2.1 de onde, o limite quando § — 0 do termo

intermédio de (3.10) também existe e tem o mesmo valor D.W

Este tltimo resultado permite que o célculo da dimensdo de capacidade se torne mais

simples, sempre que seja possivel determinar uma sucessdo {0} adequada.

Exemplo 3.2.3 Seja F o Conjunto Poeira de Cantor apresentado no Exemplo 2.2.1, na

pdgina 26, no Capftulo 2. A sua dimensdo de capacidade € igual a 1: dimg F = 1.

Célculo: Considere-se a sucessdo & = Zlk' com k = 1,2,3,.... Usando a alinea (ii)
da Definicao 3.1.1, na pégina 32, basta considerar que, para cada valor de J; os cu-
bos pretendidos coincidem com os quadrados que constituem cada um dos conjuntos Ey
correspondentes as vérias etapas de construgdo do conjunto F. Para cada 0, tem-se
Nj (F) = 4* para todo k£ € N. Quando k tende para infinito, § tende para zero e pelo

k
Teorema 3.2.1 dimp F' = }im log (4 =1.0

—0—log (4_k
Para este conjunto j4 tinha sido determinada a sua dimensdo de Hausdorff, cujo valor

também é 1 (Exemplo 2.2.1, na pégina 26, no Capitulo 2).

Exemplo 3.2.4 Seja F o Tridngulo de Sierpinski em R™ cujo processo de construgdo
se inicia com um triéngulo equildtero e se remove repetidamente um tridngulo equildtero
invertido cujos vértices sGo 0s pontos médios de cada lado do tridngulo inicial, como mostra

a Figura 3.2. Entdo, dimg F = log 3/ log 2.

Célculo: Considere-se a sequéncia d; = (%)/c Sendo Nj, (F) o nimero de quadrados
de lado & que cobre F, tem-se: J; = % e N5, (F) =3; 62 = % e N5, (F) =9; 03 = % e

N5, (F) =2T;... e, em geral, Ns, (F) = 3™; veja-se a Figura 3.3.
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Figura 3.2: Ilustracao do processo iterativo de construgao do Triangulo de Sierpinski.

S-S
b b

Figura 3.3: Recobrimento do Triangulo de Sierpinski por quadrados de lado %, % e %.

Entao, pela alinea (ii) da Defini¢do 3.1.1, na pédgina 32, e pelo Teorema 3.2.1, a dimen-

sao de capacidade do Triangulo de Sierpinski é

I log 3" _log3
Pt 1k log2
> —log (3) &
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Capitulo 4

Exemplos de técnicas para calcular
dimensoes

Neste Capftulo serdo introduzidas técnicas para calcular dimens6es. Para muitos frac-
tais, podemos obter estimativas superiores para a dimens8o, usando coberturas naturais
por conjuntos pequenos. Estudamos fractais gerados por sistemas de fungdes iteradas.
Muitos fractais sdo constitufdos de partes as quais sdo, de alguma maneira, semelhantes
ao todo, esta propriedade denominada por auto-semelhanca, para além de ser uma das car-
acterfsticas dos fractais, pode também ser usada para os definir. Estes porém, constituem
apenas uma pequena parte dos fractais. Para esta definigdo introduzir-se-4 previamente e
brevemente, o conceito de contracgio, de métrica e de métrica de Hausdorff.

Nas Secgoes seguintes sio apresentados conjuntos auto-semelhantes e conjuntos auto-

afins e dimensGes de graficos.

45
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4.1 Métodos bdsicos

Para muitos fractais, podemos obter estimativas superiores para a dimenséo, usando cober-

turas naturais por conjuntos pequenos.

Proposicao 4.1.1 Supondo que F pode ser coberto por ny, conjuntos de didmetro no mdz-
imo &, com 0 — 0 quando k — oo. Entdo
log nyg

dimg F < dimpF < lim ———
o B = e —log by

e, se 0ry1 > ¢l para algum 0 < ¢ < 1, entdo

I — logng
F < lim ——.
dimpF < lim — s,

Além disso, se nid} permanece limitado quando k — oo, entdo H?® (F) < ooc.

Demonstra¢do:
As desigualdades para a dimensio de capacidade sdo imediatas a partir das definigGes.
Para a iltima parte, H3, (F)) < ngdj, entdo Hj, (F') tende para um limite finito H® (F)

quando k& — co.ll

Assim, no caso do Conjunto de Cantor de razio % (veja-se a Figura 1.1, na pégina 4),
a cobertura natural por 2 intervalos de comprimento 3% d4 dimg F < log 2 /log 3.

Para obter um limite superior é suficiente calcular somas da forma Y |U;|° para cober-
turas especificas {U;} de F, enquanto que para um limite inferior precisamos mostrar que
3" |U;|® é maior que alguma constante positiva para todas as é—coberturas de F. Clara-

mente existe um ndimero grande de tais coberturas disponfvel. Em particular, quando
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trabalhamos com a dimensao de Hausdorff, em oposigdo & dimenso de capacidade, temos
que ter atencdo a coberturas onde alguns dos U; sdo muito pequenos e outros tém um
dismetro relativamente grande - isto impede-nos de obter estimativas para Y |U;|° tais
como a obtida para limites superiores.

Uma maneira de contornar estas dificuldades & mostrar que nenhum conjunto individ-
ual U pode cobrir demasiado de F, comparado com o seu tamanho medido como [U|°.
Entdo se {U;} cobre totalmente F a soma Y |U;|° ndo pode ser demasiadamente pequena.
A maneira usual de fazer isto é concentrar uma distribuigdo de massa p em F e comparar
a massa u (U) coberta por U com |U|° para cada U. (Relembrando que uma distribuicdo

de massa em F é uma medida com suporte contido em F tal que 0 < p(F) < oo, como

pode ser consultado na Seccdo 2.1. do Capftulo 2.)

Teorema 4.1.1 (Principio de Distribui¢do de Massa)
Seja p umao distribuicdo de massa em F e suponha que para algum s existem nidmeros

c>0ed >0 tais que

pU) <clUf® (4.1)

para todos os conjuntos U com |U| < 8. Entdo H* (F) > u(F)/ce

s <dimg F < dimp < dimpF.

Demonstragdo:

Se {U;} é alguma cobertura de F' entdo
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0< (R =1 (Y1) < Su(U) < 630Gl (42)
2 2
Tomando o fnfimo, H3 (F) > p(F') /c se § é suficientemente pequeno, entdo H® (F) >

p(F)/ch

Note que a conclusdo H?® (F) > pu(F) /c continua verdadeira se p é uma distribui¢do
de massa em R" e F' ¢é algum subconjunto de R".

O Teorema 4.1.1 d4 rapidamente uma estimativa para a dimensdo de Hausdorff do
Conjunto de Cantor de razio % F. Seja p a distribuicdo de massa em F, tal que cada um
dos 2* intervalos elementares de comprimento 37% em Ej na construcio de F, conduz a
uma massa 2~%, (Imaginamos que comegamos com uma massa unitéria em Ey e dividimos
repetidamente a massa em cada intervalo de Ej, entre os dois subintervalos em FEy1.) Seja
U um conjunto com |U| < 1 e k o inteiro tal que 3~(+1) < [U| < 37*. Entdo U pode

intersectar no maximo um dos intervalos de Ej, dai

log2/log3
p(O) <27 = (374) 7 < et

e consequentemente H°62/1983 () > 0 pelo Teorema 4.1.1 dando dimy F > log 2 /log 3.

Exemplo 4.1.1 Seja Fy = F x [0,1] C R? o produto cartesiano do Conjunto de Cantor
de razdo % F, com o intervalo unitdrio. Entdo dimp Fy = dimyg F; =1+ 1log2/log3 = s,

com 0 < H® (F1) < oc.

Célculo: Para cada k, existe uma cobertura de F por 2¥ intervalos de comprimento 37,

Uma coluna de 3% quadrados de lado 3% (didmetro 37%+/2) cobre uma parte de F; sobre
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cada intervalo, portanto tomando todos juntos, Fi pode ser coberto por 2¢3* quadrados
de lado 37%. Assim ’Hg_kﬁ (F) < 3k2k (3"‘\/5)8 = 25/2 portanto H® (Fi) < 28/2 ¢
dimyg Fy < dimpF < dimpF; < s.

Definimos uma distribuicio de massa y em F; tomando a distribui¢do natural de
massa em F descrita em cima (cada intervalo elementar de F de lado 37 tem massa
27%) e "expandindo-a" uniformemente ao longo dos intervalos acima de F'. Assim se U é
um recténgulo de altura h, com lados paralelos aos eixos coordenados sobre um intervalo
elementar de F de lado 37%, entdo u (U) = h27%. Qualquer conjunto U ests contido num

quadrado de lado |U| com lados paralelos aos eixos coordenados. Se 3~k < |U| < 37

entdo U cobre, no méximo, um intervalo elementar de F' de lado 3%, entdo

P’(U) < lUIz—k < |U[3~klog2/log3 < |U| (3[U|)log2/log3 < 3log2/log3 |Uls .

Pelo Teorema 4.1.1 H® (Fy) > 0.0

Note que neste exemplo a dimensdo do produto cartesiano de dois conjuntos é igual &

soma das dimenstes dos conjuntos.

A seguinte construgio geral de um subconjunto de R pode ser entendida como uma
generalizacdo da construgio do Conjunto de Cantor. Seja [0,1] = Eg D Ey D E3 D ...
uma sequéncia decrescente de conjuntos, com cada Ej uma unido de um ndmero finito de
intervalos fechados disjuntos (chamados intervalos elementares), com cada intervalo de Ej,
contendo ao menos dois intervalos de Ej41, e 0 comprimento médximo de intervalos em Ej

tendendo para 0 quando & — oco. Entao o conjunto
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F=NE (4.3
T k=0 F 3)

é um subconjunto totalmente desconexo de [0, 1], que é geralmente um fractal.

Os limites superiores 6bvios para a dimensio de F sdo obtidos considerando os inter-
valos de Fj, como intervalos de cobertura, para cada k, mas, como usual, limites inferiores
sao diffceis de encontrar. Note que, nos exemplos seguintes, as estimativas superiores para
dimz; F' dependem do nimero e tamanho dos intervalos elementares, enquanto as estima-
tivas inferiores dependem do seu espagamento. Para estas serem iguais, os intervalos de

Ey11 devem ser "distribufdos quase uniformemente" nos intervalos de E.

Exemplo 4.1.2 Seja s um nimero estritamente entre 0 e 1. Assuma que os Ex na con-
strugdo anterior tém a seguinte propriedade: para cada intervalo elementar I de Ey, os
intervalos I, ..., I, (m > 2) de Exqq contidos em I sdo de igual comprimento e com igual

espagamento, os comprimentos sdo dados por

it = 11 (1<i<m) (4.4)

em que as extremidades dos lados esquerdos de Iy e I coincidem, e as ertremidades dos
lados direitos de I, e I coincidem. Entdo dimp F = s e 0 < H? (F) < oo. (Note que
m pode ser diferente para diferentes intervalos I na construgdo, logo os intervalos de Ey

podem ter comprimentos muito diferentes.)

Cdlculo: Com I, I;, como acima, temos
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111° =Y |5l (4.5)

=1
Aplicando isto indutivamente aos intervalos de Ej para sucessivos k, segue que, para cada
k, 1= |IL|°, onde a soma é sobre todos os intervalos em Ey. Os intervalos de Ej cobrem
F; visto que o comprimento m#ximo dos intervalos converge para 0 quando k — oo, temos

3 (F) £ 1 para § suficientemente pequeno, dando H?® (F) < 1.

Agora distribuimos uma massa ¢ em F de tal maneira que u (I) = |I]° sempre que I
é um intervalo elementar. Assim, comegando com uma massa unitéria em [0, 1] dividimo-
la igualmente entre cada intervalo de Ej, a massa em cada um desses intervalos vai ser
dividida igualmente entre cada subintervalo de Fo, e assim sucessivamente. A equacio
(4.5) assegura que temos uma distribui¢io de massa em F com p (I) = |I|° para todos os
intervalos elementares. Estimamos u (U) para qualquer intervalo U com os extremos em
F. Seja I o menor intervalo elementar que contém U; suponhamos que I é um intervalo
de Eg, e sejam I;, ..., I, os intervalos de Ej; contidos em I. Entéo U intersecta um
nimero j > 2 de I;, doutro modo U podia estar contido no menor intervalo elementar. O

espagamento entre consecutivos I; é

([ =m|L]) /(m 1)

(| (1 =m|L[/|I])/ (m = 1)

= 111 (1-m!Y) /- 1)

cs |I| /m

v

usando (4.4), onde ¢, = (1 — 21‘1/3). Assim



52 Exemplos de técnicas para calcular dimensédes

Jj—1 J
> = .
m eIl 2 2mcs Ml

Ul >

Por (4.5)

) < n() =51 =Ly (46)

IN

.\ 1—s
99c7 (i> UP < 2% |UJ°.
m

Isto & verdade para qualquer intervalo U com os extremos em F, e assim para qualquer
conjunto U (aplicando (4.6) ao menor intervalo contendo U N F'). Pelo Teorema 4.1.1

HE(F) > 0.0

Exemplo 4.1.3 Conjuntos de Cantor Uniformes

Seja m > 2 um inteiro e 0 < A < 1/m. Seja F um conjunto obtido pela construgdo
em que cada intervalo elementar I é substituido por m subintervalos iguelmente espagados
de comprimento M\|I|, os extremos de I coincidem com os extremos dos subintervalos

eztremos. Entdo dimy F = dimp F = logm/ (—log A), e 0 < H8™/(=18}) (F) < oo,

Célculo: O conjunto F é obtido tomando m constante e s == logm/ (—log A} no Ex-
emplo (4.1.2). A equagdo (4.4) passa a ser (A|I])® = (1/m)|I|?, o que é satisfeito iden-
ticamente, assim dimg F = s. Para a dimensdo de capacidade, note que F & coberto
por m¥ intervalos elementares de comprimento A% em Ej para cada k, conduzindo a

dimgF <logm/(—logA).0
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Exemplo 4.1.4 Suponhamos que na construgéo geral (4.3) cada intervalo de Ey_, con-
tém ao menos my, intervalos de Ey (k = 1,2,...) que sdo separados pelo espago de ao menos

€k, onde 0 < €x+1 < €k para cada k. Entéo

dimg F > lim log (ml...mk_l). @)
k—oo — log (miex)

Célculo:Podemos assumir que cada conjunto Ex_; contém exactamente my intervalos
de Ej; se ndo, podemos retirar os intervalos em excesso obtendo conjuntos Ej e F mais
pequenos para os quais é assim. Podemos definir uma distribui¢do de massa p em F
associando uma massa de (ml...'mk)_1 a cada mj...my, intervalos elementares de E.

Seja U um intervalo com 0 < |U| < e1; estimamos p(U). Seja k o inteiro tal que
e < |U| < k-1 O niimero de intervalos de E}, que intersecta U é

(i) no méximo my, visto que U intersecta no méximo um intervalo de Eg_1

(ii) no méximo |U| /ex, + 1 < 2|U| /i, visto que os intervalos de Ej tém espagos de ao

menos ¢ entre eles. Cada intervalo de Ej, suporta massas (ml...mk)_1 tais que

pU) < (my..mg) " min{2|U|/ex, me}

< (my..mz)"L2|U| Jer) mp~®

para algum 0 < s <1.

Daqui

p0) . 2°
|U|s - (ml...mk_l)miez
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o que é limitado superiormente por uma constante desde que

s < lim log (m1...mg—1) / — log (mgek) .

k—oo

O resultado segue pelo Teorema 4.1.1, na péagina 47.00

Agora supomos que no Exemplo 4.1.4 os intervalos de Ej séio todos de comprimento
d%, e que cada intervalo de E;_; contém exactamente my, intervalos de Ej, que sio "gros-
seiramente igualmente espagados" no sentido em que mye; > ¢di_1, onde ¢ > 0 & uma

constante. Entdo (4.7) passa a ser

lim log (m...mg—1) ~ lim log (mq...mg_1)

dimg F' > lim = lim
k—oo—logc—logdr_1 g —logdry

Mas Ejy_; inclui m;...my_ intervalos de comprimento d;_1, assim esta expressio é igual ao
limite superior para dimg F' dado pela Proposigao 4.1.1, na pégina 46. Assim na situaco

onde os intervalos sdo bem espagados, obtemos uma igualdade em (4.7) .

Exemplo 4.1.5 Seja 0 < s < 1 € ny,ng,... uma sequéncia de inteiros rapidamente cres-

cente, digamos, tal que ngq1 > max {nﬁ,3nllc/ S} para cada k. Para cada k, H, C R con-

1/s

siste em intervalos igualmente espagados de comprimentos n,/~ com os pontos médios de

intervalos consecutivos ¢ distdncia n;l. Entao dimg F = dimp F = s, onde F' = N2 Hy.

Célculo: Visto que F' C Hy para cada k, o conjunto F N[0, 1] estd contido no méximo

1/

em n+1 intervalos de comprimento n, #, assim a Proposicao 4.1.1, na pégina 46, d4-nos

dimp (F N[0,1]) < limy_,o log (ny, 4+ 1) /—log n,zl/s = s. Similarmente, dimpg (F N [n,n + 1]) <

s para qualquer n € Z, portanto F, como uma unido numersvel de tais conjuntos, tem

d—iIﬁBF <s.
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Agora Ey = [0,1] e, para k > 1, Ej consiste nos intervalos de Hj, que estdo completa-

mente contidos em Ej_;. Entéo cada intervalo I de Ej_; contém ao menos ng [I| —1 >

nkn,::{s —1 > 2 intervalos de E¥, que s&o separados por espagos de ao menos n,:l —n;c'l/ >

%n;l se k é grande o suficiente. Usando o Exemplo 4.1.4, na pégina 53, e substituindo

1/

- -1 = -
nkng /® — 1 por ngni */® ndo afecta o limite,

log ((nl---nk—2)1_1/s nk—-l)

k—o0 — log (nkn;ﬂs %n;l)

dMHF Z d.lmH ,:{lek = lim

— lim log (nl...nk_g)l_l/s + log Np—1
koo  log2+ (logni—1) /s

Como ny, é rapidamente crescente, os termos em logng—; no numerador e denominador
desta expressdo sdo dominantes, logo dimy F > s, como requerido.[]

Embora o Teorema 4.1.1, na pégina 47, seja baseado numa ideia simples, vimos que
pode ser muito 1itil para encontrar dimensoes de Hausdorff e de capacidade. Vamos agora

desenvolver algumas variagées importantes deste método.

E necessério usar o seguinte lema para a demonstracio da alfnea b) da Proposigio

4.1.2 que se ird seguir.

Lema 4.1.1 Lema da cobertura
Seja C uma famdlia de bolas contidas em alguma regido limitada de R™. Entdo existe

uma subcolecgio (finita ou numerdvel) disjunta {B;} tal que

UBCUB (4.8)

onde ﬁz é a bola fechada concéntrica com B; e com raio quatro vezes o seu.
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Demonstragao:

Por simplicidade, faremos a demonstracdo no caso em que C é uma familia finita; a
ideia bésica é a mesma no caso geral. Escolhemos {B;} indutivamente. Seja B; uma
bola em C de raio méximo. Supomos que By, ..., By_1 tenha sido escolhido. Tomamos By,
como sendo a maior bola em C (ou uma das maiores) que néo intersecta By, ..., Bg_1. O
processo termina quando nfo existe mais nenhuma bola nessas condigdes. Claramente as
bolas seleccionadas séo disjuntas; devemos provar que (4.8) se verifica. Se B € C, entdo
B = B, para algum %, ou B intersecta uma das B; com |B;| > |B|; se este nao for o caso,
entdo B pode ser escolhido em vez da primeira bola By com |Bg| < |B|. De qualquer
maneira, B C B;, entdo temos (4.8). (E facil ver que o resultado permanece verdadeiro
tomando E, como a bola concéntrica com B; e de 3 + € vezes o raio, para algum € > 0; se

C & finito podemos tomar ¢ = 0.)l

Proposigcao 4.1.2 Sejam p uma distribuicéo de massa em R™, F C R™ um conjunto
Boreliano e 0 < ¢ < oo uma constante.
(a) Se Tim,_op (B, (z)) /r° < ¢ para todo z € F entio H* (F) > u(F) /c

(b) Se lim,_ou (B, (z)) /r° > ¢ para todo = € F entio H® (F) < 2°u(R") /c

Demonstracdo:

(a) Para cada § > 0 seja

Fs={z € F:pu(By(z)) < (c—¢)r® para todo 0 < r < § para algum & > 0} .

Seja {U;} uma 6 — cobertura de F e logo também de Fj. Para cada U; contendo um ponto

z de Fj, a bola B com centro z e raio |U;| certamente contém U;. Pela definigio de Fj
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1 (Ui) < p(B) <clUif

logo

p(Fs) < Z {1 (Us) : U; intersecta Fs} < cz [U;}°.
i i
Logo {U;} é uma 0 — cobertura de F, segue entdo que p (F5) < cHj(F) < cH® (F). Mas
Fs aumenta para F' quando § diminui para 0, entdo p (F) < ¢H® (F).
(b) Por simplicidade, provamos uma versdo simples de (b) com 2° subtituido por 8°,
mas a ideia bésica é similar. Primeiro supomos que F é limitado. Sejam 6 > 0 e C uma

colec¢do de bolas

{Br(z):z € F,0<r<éep(B,(x)) >cr’}.

Entdo pela hipétese de (b) F' C UpecB. Aplicando o Lema de Cobertura 4.1.1 para
a colecgdo C, existe uma sequéncia de bolas disjuntas B; € C tal que UgeeB C Uiﬁi,
onde f?z é a bola concéntrica com B; mas de quatro vezes o seu raio. Assim {EZ} é uma

80 — cobertura de F, entao

B

Hs(F) < |B| <o IBif

< SSC_IZ/L (B;) < 8°c ' (R™).
i
Fazendo § — 0, temos H® (F) < 8¢ ! (R") < oco. Finalmente, se F' & ndo limitado e

H2 (F) > 8°c 1 (R™), a H® — medida de algum subconjunto limitado de F pode também

ultrapassar este valor, ao contrdrio do acima.ll
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Note que é imediato da Proposigdo 4.1.2 que dimg F = lim,_,¢ log i (B, (z)) /logr se
este limite existir.

As densidades lim,_,g i« (B (z)) /r* que ocorrem na Proposigéo 4.1.2 sdo por vezes us-
adas para definir a dimensdo de um conjunto. Muitas vezes um fractal F' possui natural-
mente uma distribuicdo de massa i, por exemplo, uma medida invariante no atractor dum
sistema dinidmico. Se a massa das bolas pequenas obedecer a regralog . (F N By (z)) /logr —
s quando r — 0 para todos os z em F, entdo a dimensdo de Hausdorff de F é igual a s.
Isto & por vezes usado como um método pratico para estimar uma "dimensdo" dum con-
junto portador duma distribui¢io de massa natural. Para um ponto "tipico" z, podemos
estimar u (F N B, (z)) para uma série de pequenos valores de r, e ver a dimensao como o

gradiente do gréfico de log p (F N B, (x)) em funcdo de logr.

4.2 Subconjuntos de medida finita

O Teorema 4.2.1 que se ird seguir, assegura que qualquer conjunto (Boreliano) F' com
H* (F) = oo contém um subconjunto E com 0 < H*(E) < oo (isto é, com E um s —
conjunto). E posstvel existir uma sequéncia decrescente de conjuntos E; D E3 D ... com
H? (Ex) = oo para todo os k, mas com H® (N2, E;) = 0. (Para um exemplo simples,
tomamos E; = [0,1/k] C Re 0 < s < 1.) Para demonstrar o teorema precisamos olhar

mais profundamente para a estrutura das medidas de Hausdorfl.

Teorema 4.2.1 Seja F um subconjunto Boreliano de R™com H*® (F) = co. Entdo existe

um conjunto compacto E C F tal que 0 < H® (E) < oo.
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Uma maneira de aproximar conjuntos s — dimensionais com H®(F) = oo é usar o
Teorema 4.2.1 para extrair um subconjunto de medida finita positiva, estudar as suas
propriedades como um s — conjunto, e entdo interpretar essas propriedades no contexto
do conjunto maior F. Similarmente, qualquer conjunto F' de dimensdo de Hausdorff £ > 0
tem H® (F) = oo se 0 < s < t, e entdo contém um s — conjunto.

A Proposicio 4.2.1, que é efectivamente um Coroldrio da Proposigdo 4.1.2, na pégina

56, permite-nos fortalecer o Teorema 4.2.1.

Proposigao 4.2.1 Seja F um conjunto Boreliano satisfazendo 0 < H® (F') < oo. Eiste

uma constante b e um conjunto compacto E C F com H?® (E) > 0 tais que

He (EN B, (z)) < br (4.9)

para todos os x € R™ e r > 0.

Demonstragdo:
Na alfnea b) da Proposigdo 4.1.2, na pégina 56, tomamos p como a restrico de H*®

para F, isto é, u(A) = H® (F N A). Entéo, se

F={ceRr": FmH® (F N B, (z)) /r* > 21+8}
segue que H* (Fy) < 22~ (149} (F) < 1H® (F). Assim H® (F|F1) > 3H? (F) > 0, entdo
se E; = F|F) entio H®(E;) > 0 e lim,_.oH* (F N B, (z)) /r® < 21*¢ para z € E;. Pelo

Teorema de Egoroff! segue que existe um conjunto compacto E C E; com H*(E) > 0

!Teorema de Egoroff: Seja D um conjunto Boreliano de R® e y uma medida com p (D) < co. Sejam
f1, f2,... e f fungbes de D para R tais que fi (z) — f(z) para cada  em D. Entéo, V550, existe um
Boreliano F C D tal que p{(D\E) < § e {fx} — f uniformemente em E. Para as medidas utilizadas neste
trabalho, pode tomar-se E compacto.
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e um nimero ry > 0 tal que H®(F N B, (z)) /r® < 22%° para todos os z € E e todo

0<r <rg. Mas H® (FN B, (z)) /r® <H*(F)/r§ se r > ro entéo segue (4.9).1

Coroldrio 4.2.1 Seja F um subconjunto Boreliano de R™ com H® (F) = oo. Entdo existe

um conjunto compacto E C F tal que 0 < H® (E) < oo e tal que para alguma constante b

H (ENBy(z)) <brf

para todos os t € R"® e r > 0.

Demonstracao:
O Teorema 4.2.1 fornece-nos, a este conjunto, um subconjunto de F' de medida finita

positiva, e aplicando a Proposi¢do 4.2.1, obtemos o resultado.l

4.3 Sistemas de fungoes iteradas

Muitos fractais sdo feitos de partes as quais sdo, de alguma maneira, semelhantes ao todo.
Por exemplo, o Conjunto de Cantor de razéo % ¢ a unido de duas cépias semelhantes de
si préprio, e a Curva de Von Koch ¢é feita de quatro cépias semelhantes. (Vejam-se as
Figuras 1.1 e 1.2, nas péginas 4 e 5, respectivamente.)

Seja D um subconjunto fechado de R"”. Uma fungdo S : D — D é chamada uma
contrac¢do em D se existe um nimero ¢ com 0 < ¢ < 1 tal que |S(z) — S (y)| < cl|z —y|
para todos os z,y em D. Claramente qualquer contracgdo é uma fungéo continua. Se se

verificar igualdade, isto &, |S (z) — S (y)| = ¢|z — y|, entéo S transforma conjuntos noutros

geometricamente semelhantes, e chamamos a S uma semelhanga.
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Sejam Sy, ..., S;, contracgbes. Dizemos que um subconjunto F' de D é invariante para

as transformacdes S; se

F= iglsi (F). (4.10)

Tais conjuntos invariantes sdo frequentemente fractais.

Isto é facilmente ilustrado quando F é o Conjunto de Cantor de razdo -:1; Sejam
51,82 : R — R dadas por S; (z) = 32; 52 (z) = 3z + 2. Entdo S1 (F) e S3 (F) sio as
"partes" esquerda e direita de F, tais que F' = S; (F) U Sz (F') Assim F & invariante para
as funcdes Sy e Sz, as duas fungbes que representam a auto-semelhanca fundamental do
Conjunto de Cantor.

Mostramos que familias de contracgdes, ou sistemas de fungdes iteradas, como estas sdo
por vezes conhecidas, definem conjuntos compactos invariantes (nio vazios) unicos. Isto
significa, por exemplo, que o Conjunto de Cantor de razio % é completamente especificado
como o conjunto compacto invariante das fungées S; e Sy dadas acima.

Vamos agora definir uma métrica ou uma disténcia entre subconjuntos de D. £ significa
a classe de todos os subconjuntos compactos ndo vazios de D. Recordamos que o corpo
& — paralelo de A € £ é o conjunto dos pontos dentro da distdncia § a A, isto &, A5 =
{r e D:|z—a|l <épara algum a € A}. Fazemos de L um espago métrico definindo a

distancia d (A, B) entre dois conjuntos A, B como sendo o menor § tal que o corpo 6 —

paralelo de A contém B e vice-versa:

d(A,B)=inf{5: AC Bse B C As}. (4.11)

Uma simples verificagio mostra que d é uma distdncia ou métrica, conhecida como a
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métrica de Hausdorff em L. Assim (i) d (A, B) > 0, com igualdade se e s6 se A = B, (ii)
d(A,B) =d(B,A), e (iii) d(A,B) < d(A,C) + d(C, B) para quaisquer A,B e C em L.
Em particular, se d (A4, B) é pequena, entdo, num certo sentido, A e B sdo préximos um

do outro.

Teorema 4.3.1 Sejam Si, ..., Sy contracgées em D C R™ tais que

ISi (z) — Si (v)| < cilz —yl (z,y € D)

com ¢; < 1 para cada i. Entdo existe um tdnico conjunto compacto ndo vazio F que é

invariante pare os S;, isto é, satisfaz

F:Q&wy

Além disso, se definirmos uma transformacdo S na classe L de conjuntos compactos ndo

vazios por

S(E)= U S;(E) (4.12)

e escrevermos S* para a k — ésima iteracdo de S, dada por S°(E) = E, S*(E) =

S (Sk‘l (E)) para k > 1, entdo

S*(E) (4.13)

para qualquer conjunto E em L tal que S; (E) C E para cada i.

Demonstragao:



4.8 Sistemas de funcdes iteradas 63

Note-se que os conjuntos em £ sic transformados por S noutros conjuntos em L.
Seja E algum conjunto em £ tal que S;(E) C E para todos os i; por exemplo D N
B, (0), desde que  seja suficientemente grande. Entdo S* (E) C §*~1(E), logo S* (E) &
uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos ndo vazios, que necessariamente tém
intersecgdio compacta ndo vazia F = NP, S* (E). Visto que S*(E) é uma sequéncia
decrescente, segue que S (F) = F, logo F é invariante.

Para mostrar que o conjunto invariante & dnico, note-se que se 4, B € L entdo

a5 (), ) =a (54, B5:(8)) < max d(5.(4),5:(8)

(visto que se d & tal que o corpo & — paralelo (S;(A)); contém S; (B) para cada i, entdo

(UZ,8: (A))s contém U, S; (B)). Assim

d(5(4),8(B)) < (1%% cz) d(A,B). (4.14)

Segue que se S (A) = A e S(B) = B sio conjuntos invariantes, entéo d (4, B) =0, o que

implica que A = B.1l

De facto, a sequéncia de iteragdes S* (E) converge para F qualquer que seja o conjunto
inicial E em L, no sentido que d (S* (E),F) — 0. Isto segue visto que (4.14) implica
que d(S(E),F) = d(S(E),S(F)) < cd(E,F), logo d(S*(E),F) < c*d(E,F) onde
¢ = MaXj<i<m ¢; < 1. Assim os Sk (E) fornecem de forma crescente boas aproximagoes
a F. (Se F & um fractal essas aproximagdes sdo is vezes chamadas pré-fractais para F.)

Para cada k
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S* () = USiy 0 .0 Sy, (B) = USi; (i (.- (i, (B)))) (4.15)

onde a unido é sobre o conjunto Ji de todas as sequéncias de k termos (i1,...,%%) com
1 <i; <m. Se S; (E) estd contido em E para cada i e z € um ponto de F, segue por (4.13)
que existe uma sequéncia (i1, 42, ...) (ndo necessariamente nica) tal que z € S;; 0...05;, (F)

para todos os k. Assim

F = U {milyi2v"}

onde

o
Tiy ig,... = kglsil 0..08; (E). (4.16)

Esta expresséo para z;, ;,,... ¢ independente de E desde que S; (E) esteja contido em E para
todos os 1.
Note-se que, se a unido em (4.10) é disjunta entdo F' serd totalmente desconexo, uma

Vez que S€ Tiji,,.. # Ty .. Podemos encontrar k tal que (i1, ...,ik) # (41, ...,1%) logo

os conjuntos fechados disjuntos (S;; © ... 0 Sj, ) (F)) e Sy o ...0 Sy (F) desconexam os dois
pontos.

De novo isto pode ser ilustrado por S; (z) = %x, Sa(z) = %x + % e F' o Conjunto
de Cantor. Se E = [0,1] entdo S* (E) = E}, o conjunto de 2* intervalos elementares de
comprimento 3% obtido no k — ésimo passo da usual construcio do Conjunto de Cantor.

Além disso, z;, s,.... € o ponto do Conjunto de Cantor com expansao em base 3, 0-aias...,

onde ap, = 0 se iy =1 eap =2 se i = 2. Os pré-fractais S* (E) fornecem a usual
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construcdo de muitos fractais, tomando um conjunto inicial fechado E conveniente; os

Si; 0...08;, (E) séo chamados os conjuntos elementares da construgéo.

4.4 Dimensoes de conjuntos auto-semelhantes

Vamos analisar o caso onde Sy, ..., S : R® — R” sdo semelhangas, isto &, com

|Si (z) — Si (¥)| = ¢i |z -yl (z,y €R") (4.17)

onde 0 < ¢; < 1 (¢; é chamada a razdo de S;). Assim cada S; transforma subconjuntos
de R™ em conjuntos geometricamente semelhantes. Um conjunto que é invariante sob tais
colecgdes de semelhancas é chamado um conjunto (estritamente)-auto-semelhante, sendo
a unido de um nimero de pequenas cépias semelhantes de si préprio. Exemplos deste tipo
incluem o Conjunto de Cantor de razao %, o Tridngulo de Sierpinski e a Curva de Von

Koch (Vejam-se as Figuras 1.1, 3.2 e 1.2, nas pédginas 4, 43 e 5, respectivamente).

Mostramos que, sob certas condigbes, um conjunto auto-semelhante F' tem dimensao

de Hausdorff e dimensdo de capacidade iguais ao valor de s satisfazendo

dg=1 (4.18)

e que F tem H® — medida finita e positiva. Se F = UZ;S; (F) com a unifo "quase

disjunta", temos que

He(F) =) H° (Si(F)) = ) _eH* (F) (4.19)
i=1

=1
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usando (4.17) e a propriedade de escala. Na suposi¢do que 0 < H?® (¥') < oo para o valor
s = dimy F temos que s satisfaz (4.18).
Dizemos que os §; satisfazem a condigao de conjunto aberto se existir um conjunto

aberto limitado ndo vazio V tal que

Vo ﬁlsi V) (4.20)

com a unido disjunta. Mostramos que, desde que os S; satisfacam a condigio de conjunto
aberto, a dimensdo de Hausdorff de conjuntos invariantes é dada por (4.18).

E necessério o seguinte resultado geométrico.

Lema 4.4.1 Seja {V;} uma colecgio de subconjuntos abertos disjuntos de R™ tais que cada
Vi contém uma bola de raio air e estd contido numa bola de raio asr. Entdo qualquer bola

B de raio T intersecta no mdzimo (14 2a3)" a;™ dos fechos V;.

Demonstragdo:

Se V; intersecta B, entdo V; est4 contido na bola concéntrica com B de raio (1 + 2ag) r.
Suponhamos que g dos conjuntos V; intersectam B. Entéo, somando os volumes das bolas
interiores correspondentes de raio a;r, segue que g (a;7)" < (1 + 2a3)"™ r®, dando o limite

para .1

Teorema 4.4.1 Supondo que a condi¢do de conjunto aberto (4.20) se verifica para as

semelhangas S; em R™ com raios ¢; (1 <i <m). Se F é o conjunto invariante que satisfoz

F= iglsi (F) (4.21)
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entdo dimg F = dimp F = s, onde s é dado por

Y g=1 (4.22)

Além disso, para este valor de s, 0 < H® (F) < oo.

Demonstragdo:
Suponhamos que s satisfaz (4.22). Para algum conjunto A escrevemos A;, .. =
S;, ©...08;, (A). Ji, indica o conjunto de todas as sequéncias com k termos (i1, ..., ;) com

1 <i; < m. Segue, usando (4.21) repetidamente, que

F = ‘%Eh...,ik .

Verificamos que essas coberturas de F fornecem uma estimativa superior apropriada para
a medida de Hausdorff. Visto que a fungéo S;; o- - -05;, é uma semelhanca de raio ¢;, - - - ¢;,,

entdo

Z |Fig,ie]” = Z (ciy -+ cip)’ |F° = <ch1) o Zc’?k |F|® = |F|° (4.23)
Jg Jy i@ iz

por (4.22). Para algum & > 0, podemos escolher k tal que |F;,, ;| < (max; a)f < 4,
entdo H3 (F) < |F|® e consequentemente H*® (F) < |F|°.

O limite inferior & mais dificil. Seja I o conjunto de todas as sequéncias infinitas
I = {(i1,32,...): 1 <i; <m}, e L, 5 = {(81, o bk, Qht1s --.) 1 1 £ g5 <m} o "cilindro"
consistindo nas sequéncias em I com termos iniciais (i1,...,%x). Podemos colocar uma

-

distribui¢iio de massa p em I tal que pu (I, ;) = (ciy - - ¢, )°. Visto que (¢, - -¢;,.)° =
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Yy (e ege)’, isto & ([l ) = D Py, i), segue que p é na verdade
uma distribui¢do de massa em subconjuntos de I com p(I) = 1. Podemos transferir p
para uma distribuicdo de massa [t em F de uma maneira natural pela definicdo i (4) =
pw{(%1,42,...) : Ziy 4,,.. € A} para subconjuntos A de F. (Relembramos que z;, 4. =
NP Fy, i) E fécil verificar que % (F) = 1.

Mostramos que Ju satisfaz as condigées do Teorema 4.1.1, na pégina 47. Seja V o
conjunto aberto de (4.20). Visto que V O S (V) = U, S; (V), a sequéncia decrescente
de iteragdes S* (7) converge para F. Em particular V D F e V’h,...,ik D Fy, .. para
cada sequéncia finita (i1, ...,%%). Seja B alguma bola de raio r < 1. Estimamos i (B)
considerando os conjuntos V;, .. ; com didmetros compardveis com os de B e com fechos
que interceptam F' N B.

Truncamos cada sequéncia infinita (i1,42,...) € I depois do primeiro termo i para o

qual

(mmc,) T < CiyCiprrCiy ST (4.24)

e seja ) denotando o conjunto finito de todas as sequéncias (finitas) obtidas desta maneira.
Entdo para todas as sequéncias infinitas (41,42, ...) € I existe exactamente um valor de k
com (i1,...,4¢) € Q. Como Vi,...,V, sdo disjuntas, também o s8o Vi;,.. s 15 Vi, igm
para cada (41, ...,%). Usando isto desta maneira, segue que a colec¢ao de conjuntos abertos
Vs, ¢ (B15+., k) € @} € disjunta. Analogamente F' C UgF;, . 4 C UQVil,,,_,ik.
Escolhemos a; e as tais que V contém uma bola de raio a; e estd contida numa
bola de raio ap. Entdo, para (i1,...,%) € @, o conjunto V;; . ; contém uma bola de

raio ¢;, - - ¢;,a1 e portanto uma de raio (min;¢;) a1, e estd contida numa bola de raio
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Ciy - - - Ci, G2 € consequentemente numa bola de raio azr. Seja Q1 o conjunto das sequéncias
(i1y...,i%) em Q tais que B intersecta V;,,. ;.. Pelo Lema 4.4.1 existem, no méximo,

g = (1 + 2a2)" a7™ (min; ¢;) ™" sequéncias em Q;. Entéo

E(B) = B(FnB)< p{(i,iz, ) : Tiryis,.. € FNB}

< p {QUlIil,...,ik}

logo, se x;, 4,,... € FNB C Uqlvil,...,ik, entdo existe um inteiro k tal que (i1, ...,%) € Q1.

Assim

E(B) < Y bl
Q1
= Z(c'u "'cik)s < ZTS S"'sq
(971 Q1
usando (4.24). Visto que qualquer conjunto U estd contido numa bola de raio |U|, temos
i (U) < |UJ® g, entdo o Teorema 4.1.1, na pégina 47, dd-nos H* (F) > g~ > 0, edimp F =
s.

Se @ & um conjunto de sequéncias finitas tais que para todos (i1,2,...) € I ex-
iste exactamente um inteiro k com (i1,...,4x) € @, segue indutivamente por (4.22) que
g (cinciz - cy)" = 1. Assim, se @ for escolhido como em (4.24), @ contém no msx-
imo (min; ¢;)™° 7% sequéncias. Para cada sequéncia (i1, ...,%x) em @ temos |Vi1,___,,-k| =
Ciy-+-Cig |7| <r IVI, entdo F pode ser coberto por (min;¢;)”° 7~° conjuntos de didmetro
T IVI para cada r < 1. Segue pela alfnea (iv) da Defini¢do Equivalente 3.1.1, na pégina
32, no Capitulo 3, que dimgF < s; visto que a dimensdo de Hausdorff é também s,

completamos a demonstracio.ll
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Se ndo assumirmos a condi¢do de conjunto aberto no Teorema 4.4.1, podemos ainda
demonstrar que temos dimy F' = dimp F' ainda que este valor seja menor do que s.

O Teorema 4.4.1 facilita-nos determinar a dimensao de muitos fractais auto-semelhantes.

Exemplo 4.4.1 Triéngulo de Sierpinski
O tridngulo de Sterpinski F' é construido a partir de um tridngulo equildtero removendo
repetidamente tridngulos equildteros invertidos, como pode ser visto na Figura 3.2, na

pagina 43, no Captiulo 3. Entdo dimy F = dimp F = log 3/ log 2.

Cdlculo: O tridngulo F é o conjunto invariante sob as trés 6bvias semelhancas de razéo
% que transformam o tridngulo Fy nos tridngulos de E;. A condigdo de conjunto aberto
é verificada, tomando V como o interior de Fy. Assim, pelo Teorema 4.4.1, dimyg F =

dimp F = log3/log 2, que é a solugdo de Z? (%)s =10

O Exemplo 4.4.2 que se segue, envolve transformagGes de semelhanca de mais do que

uma razao.

Exemplo 4.4.2 Curva de von Koch Modificada

Fizemos 0 < a < % e construamos a curve F' substituindo repetidamente a parte central
proporcional a a de cada intervalo por outros dois lados dum tridngulo equildtero, como
pode ser visto na Figura 4.1. Entdo dimyg F = dimpg F ¢ a solu¢do de 2a5+2 (% (1- a,))s =

1.
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Figura 4.1: Construcio da Curva de Koch Modificada- veja-se a Figura 4.2 que representa

uma curva, fractal construfda através de um gerador.

Célculo: A curva F é invariante sob as semelhancgas que transformam o intervalo

unitério em cada um dos quatros intervalos em Ej;. A condigdo de conjunto aberto &

verificada, tomando V' como um tridngulo isésceles de base com comprimento 1 e altura

—%— 3, entdo o Teorema 4.4.1 d4-nos a dimenséo esperada.[]

Figura 4.2: Construgéo de uma curva fractal por um gerador. As dimensdes de Hausdorff
e de capacidade da curva sdo dadas por 3 (%)s +2 (%)3 =lous=1,34.
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4.5 Conjuntos auto-afins

Os conjuntos auto-afins constituem uma importante classe de conjuntos, que incluem
os conjuntos auto-semelhantes como um caso particular. Nesta sec¢io apresentar-se-a a

definicdo destes conjuntos.

Uma transformacgéo afim S : R®™ — R" é uma transformacdo da forma

S(z)=T(z)+b

onde T é uma transformaggo linear em R™ (representada por uma matriz n X n) e b um
vector em R". Assim uma transformacdo afim S é uma combinagio de uma translacao,
rotacgdo, dilatagdo e, possivelmente, uma reflexdo. Em particular, S transforma esferas em
elips6ides, quadrados em paralelogramos, etc. (Ao contrério das semelhancas, transfor-
macgoes afins contraem com diferentes razoes em diferentes direcgdes.)

Se Si, ..., Sm s@o contraccoes afins em R™, o dnico conjunto compacto invariante F para
as S; assegurado pelo Teorema 4.3.1, na pédgina 62, é chamado um conjunto auto-afim.

E natural procurar uma férmula para a dimenséo de conjuntos autc-afins que gen-
eralize a férmula (4.22) para tais conjuntos. Podemos esperar que a dimensdo dependa
de transformagbes afins de uma maneira razoavelmente simples, facilmente exprimivel em
termos de matrizes e vectores que representam a transformagdo. Infelizmente, a situagio
é muito mais complicada do que isto - o seguinte exemplo mostra que podemos variar
transformacoes afins de uma forma continua, sem que a dimensdo do conjunto auto-afim

varie continuamente.
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Exemplo 4.5.1 Sejam Sy, Sy contracgdes afins em R? que transformam o quadrado unitdrio
nos rectdngulos Ry e Ry de lados % econdel<e< % O rectdngulo Ry acenta no eiro
dos yy, mas o lado esquerdo de Ry estd & distdncia A do eizo dos yy. Se F é o conjunto in-
variante para Sy e Sz, temos dimg F > 1 quando A > 0, masdimpy F =log2/ (—loge) < 1

quando X = 0. (Veja-se a Figura 4.3.)

R
_mJ R1€ E nm—l R‘e £
i |
1 L
2 2
5 L3
_—-J R l_--' ﬁ
21e 2le
ad S O e ] el
proj F t_
(g) (5)

Figura 4.3: Descontinuidade na dimensdo de conjuntos auto-sfins. Em (a) A > 0 e
dimg F > dimg projF =1, mas em (b) A =0, e dimy F = log2/ — loge < 1.

Céleulo: Seja A > 0. Entdo o k — ésimo passo da construcdo, Ey = US; o...0
Si, (E) consiste de 2% rectangulos de lados 2% e € com a projecgio de Ej no eixo
dos zz, projEy, contendo o intervalo [0,2)]. Visto que F = NX, Ey segue que projF'
contém o intervalo [0,2)\]. (Outra maneira de ver isto é notando que projF pode ser
invariante sob as transformacdes Si,S2 : R — R dadas por S (z) = %w, S, (z) = %z + A
em que o tinico conjunto invariante é o intervalo [0,2)].) Assim dimy F' > dimg projF =
dimg [0,2)] = 1.

Se A = 0, a situacdo muda. FE} consiste em 2k rectangulos de lados 27k ¢ gk os
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quais tém todos os seus lados limitados pelo eixo dos yy, com FEj contido na faixa
{(w,y) :0<z <27k } Fazendo k£ — oo vemos que F' é um conjunto de Cantor uniforme
contido no eixo dos yy, que pode ser obtido removendo repetidamente uma proporgéo
1 — 2¢ em relagdo ao centro de cada intervalo. Assim dimg F = log2/(—loge) < 1.

(Veja-se o Exemplo 4.1.3, na pégina 52.)0

Com tal comportamento descontinuo, que se torna ainda pior para outros conjuntos
de transformacgoes afins, é naturalmente dificil obter uma expressio geral para a dimensao
de conjuntos auto-afins. No entanto, uma situagdo que tem sido completamente analisada

é o conjunto auto-afim obtido pela seguinte construgdo recursiva.

Exemplo 4.5.2 Seja o quadrado unitério Ey dividido em p x q rectdngulos semelhantes de
lados 1/p e 1/q onde p e q sio inteiros positivos com p < q. Escolhemos uma subcolecgdo
desses rectdngulos para formar Ey, e seja N; o nimero de rectGngulos escolhidos para a
j — ésima coluna para 1 < j < p. Repetimos esta constru¢do no maneira usual, com cada

rectdngulo substituido por uma cépia afim de E1, e seja F' o conjunto limite obtido. Entdo

1

P
dimy F =log | Y N8/ 18¢ s

=1

. log p1 1 1
dimg F = +log| —)» N; | —
BE " Togp T8 p1jg1 7| logg

onde p1 é o numero de colunas contendo ao menos um recténgulo de E;.

Neste exemplo omitimos os cdlculos.



4.5 Conjuntos auto-afins 75

Nota-se neste exemplo, que a dimensdo depende néo s6 do mimero de rectangulos
escolhidos em cada passo, mas também das suas posigdes relativas. Além disso, dimpy F' e

dimp F ndo sdo, em geral, iguais.

O exemplo acima & muito especifico pois as transformagoes afins sdo todas translagées
umas das outras. Obter uma férmula de dimensdo para conjuntos auto-afins gerais &
um problema intratdvel. Esbocamos brevemente uma aproximagdo que nos leva a uma
expressio da dimensdo do conjunto invariante para as contracgdes afins ; () =T (z) +
b; (1 < i < m) para quase todas as sequéncias de vectores by, ..., bm.

Seja T : R” — R” uma fungdo linear que é contractiva e nao-singular. Os valores
singulares 1 > a1 > a2 > ... > a, > 0 de T podem ser definidos de duas maneiras: sao os
comprimentos dos semi-eixos principais da elipséide T (B) onde B ¢ a bola unitdria em R™,
e sio as rafzes quadradas positivas dos valores préprios de T*T, onde T* é a adjunta de
T. Assim os valores singulares reflectem o efeito contractivo de T’ em diferentes direcgses.

Para 0 < s < n definimos a fungdo dos valores singulares

¢* (T) = qyag...0p_105" 11 (4.25)

onde 7 & o inteiro para o qual »r — 1 < s < r. Entdo ¢°(T) é continua e estritamente

decrescente em s. Além disso, fixando s, demonstra-se que ¢° é submultiplicativa, isto é,

¢° (TU) < ¢°(T) ¢ (U)

para quaisquer funcdes lineares T e U. Introduzimos as somas do k — ésimo nivel Zz =

Y5 ¢’ (Tyo.0 T;,) onde Ji, representa o conjunto de todas as sequéncias com k termos
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(41, ..., %) com 1 < 4; < m. Fixando s, temos

Ziﬂ = Z‘ps(ﬂ'lo'"oTikw)

Jiet+q

< ZSDS (Tiy 0. 0 T ) ° (T © .. 0 Tirsa)

Jktq

ngs (T, 0...0T3,) ngs (Til o...oTiq) :ZZZ;
Ji Jq

isto &, a sequéncia ) ;é submultiplicativa em k. Pelas propriedades das sequéncias sub-

It

multiplicativas, (EZ)I/ k converge para um ndmero » . quando k — oco. Visto que ¢® é
decrescente em s, também o &€ 35 . Como Y~ < 1, existe um tnico s, que designamos por

1/k
d(T1,..Tn), tal que 1 =Y 5 = limg_o0 (ZJk ¢*(T;, 0...0 Ek)) . Da mesma forma

oo
d(T1, ., Trn) =inf {553 D> ¢ (T 0..0T;,) < oo p. (4.26)
k=1 J

Teorema 4.5.1 Sejam T, ..., T,, contracgdes lineares e by, ..., by, vectores. Se F é o con-

Junto invariante afim que satisfaz

F= U0 (T(F) +b)

entio dimy F' = dimp F = d (11, ...Tr,) para quase todos 0s (b1, ...,bn) € R™™ no sentido

da medida de Lebesgue nm — dimensional.

Demonstragdo (Parcial):
Mostramos que dimy F < d (711, ..., T)n) para quaisquer by, ..., by,. Escrevemos S; para

a transformacao afim contractiva S;(z) = T;(z) + b;. Seja B uma grande bola tal que
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S; (B) C B para todos os i. Dado § > 0 podemos escolher k suficientemente grande para
obter |S;, ©...0 S, (B)| < § para todas as sequéncias com k termos (i1, i) € Jg. Por
(4.15) F C Uy, S, © ... 0 Sy, (B). Mas Sj; © ... 0 S, (B) € uma translagéo do elipséide
T;, 0...0T;, (B) cujos eixos principais tém comprimentos c; |Bl,...,an |B|, onde o, ..., an
sdo valores singulares de Tj, 0...0T;, . Assim Sj, 0...08;, (B) esté contido num paralelepipedo
rectangular P com comprimentos de lados a1 |B|,...,an |B|. Se 0 < 8 < n e r é o menor

inteiro maior ou igual do que s, podemos dividir P em, no méximo,

(_2_02> (202) (%‘i—i) < 2"aj..0p 107"
ar aT Ob,-

cubos de lado a, |B| < 4. Consequentemente S;, o ... o S;, (B) pode ser coberto pela

colecgdo de cubos U; com |U;| < d4/n tal que

S U < 2"or.0rak "0l |BI
i

IA

2" |B* ¢ (Tiy 0.0 Ty,).

Tendo entdo essa cobertura de Sj, o ... 0 S;, (B) para cada (i1, ...ix) € Ji, segue que

My /m(F) <271BI"Y ¢° (Thy 0.0 Ty,).
Ik

Mas k — oo quando § — 0, entfo por (4.26), H*(F) = 0 se s > d(T1,...,Tm). Assim

dimg F < d(Ty, ..., Ty) B



78 Ezxemplos de técnicas para calcular dimensdes

4.6 Dimensoes de graficos

Consideramos fungGes f : [a,b] — R. Sob certas circunstancias o grafico

graph f = {(t,f(t)):a <t < b}

considerado como um subconjunto plano de coordenadas (¢, z) pode ser um fractal. (Note
que trabalhamos com coordenadas (t,z) em vez de (z,y)). Se f tem uma derivada con-
tfnua, entéo néo é dificil ver que o grafico de f tem dimenséo 1 e, de facto, & um conjunto
regular. O mesmo é verdade se f é de variacdo limitada; isto é, se Zi";?)l If (&) — f (tis1)] <
¢ para alguma constante c, para todas as particdes 0 = ¢y < t; < ... < t,, = 1. No entanto,
é possivel uma funcdo continua ser suficientemente irregular de forma a ter um grafico de

dimensdo estritamente maior do que 1. Possivelmente o melhor exemplo conhecido &

oo

f@)= Z)‘(s—z)k sin (/\kt)

k=1

onde 1 < s < 2e A > 1. Esta fungdo, é um exemplo de Weierstrass de uma funcgéo
contfnua que em parte alguma é diferencidvel, o seu gréfico tem dimensdo de capacidade

s, e julga-se ter dimensdo de Hausdorff s. (Veja-se a Figura 4.4.)

Primeiro procedemos a algumas estimativas simples mas aplicéveis para a dimensao de
capacidade de graficos. Dando uma fungéo f e um intervalo [t1, £2], escrevemos Ry para a

variagdo méxima de f sobre esse intervalo,

Rpltr,te] = sup |f (¢) = f (u)]

t1<t,u<ts
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Figura 4.4: Funcio de Weierstrass f (f) = A=k gin (Akt) .
k=1

Proposigao 4.6.1 Seja f: [0,1] — R contfnua. Tomemos que 0 < d <1, e m o menor
inteiro maior ou igual a 1/8. Entdo, se N5 é o nimero de quadrados da rede de lado 0

que intersecta o grdfico de f, temos que

m-—1 m—1
513 Ry [id, (i +1)8] < N5 <2m+ 487" > Rylis,(i+1)4]. (4.27)
i=0 =0
Demonstragdo:

O nimero de quadrados da rede de lado & na coluna sobre o intervalo [id, (i + 1) 8] que
intersecta o grafico de f & pelo menos Ry [i6, (i + 1) §] /8 e no méximo 2+ Ry [id, (i + 1) 4] /4,

sendo f continua.l
Esta Proposicdo pode ser aplicada imediatamente em fungdes que satisfazem a condic¢ao

de Holder.

Coroldrio 4.6.1 Seja f : [0,1] — R uma funcdo continua.

(a) Suponhamos
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If &) = f(u)] < elt —u*~ 0<tu<1) (4.28)

ondec>0el <s<2. Entio H®(F) < oo e dimy graph f < dimp graph f < s. Isto
permanece verdade se (4.28) é verificado quando |t — u| < & para algum & > 0.
(b) Suponhamos que ezistem nimeros ¢ > 0,00 > 0 el < s < 2 com a seguinte

propriedade: para cadat € [0,1] e 0 < § < &y existe u tal que [t —u| < J e

If (£) = f (u)] > e, (4.29)

Entdo s < dimggraph f.

Demonstragdo:
(a) E imediato por (4.28) que Ry lt1,to] < clty —ta*™® para 0 < t,¢5 < 1. Com

notacdo como na Proposic¢io 4.6.1, m < (1 + 5_1) logo

Ny < (14671 (24e6716%7%) <1672

onde c; ¢ independente de d. O resultado segue pela Proposicdo 4.1.1, na pégina 46.
(b) Da mesma maneira, (4.29) implica que Ry [t1,t2] > ¢ |t — to|>°. Visto que 67! <

m, temos por (4.27) que

Ns > 67167 1ed? 2 = c6~°

entdo a alfnea (iii) da Definicio Equivalente 3.1.1, na pégina 32, no Capftulo 3, dd-nos

s < dimggraph f.1
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Infelizmente, limites inferiores para a dimens&o de Hausdorff de gréficos sdo geralmente

muito mais dificeis de encontrar do que a dimensdo de capacidade.

Exemplo 4.6.1 A fungdo de Weierstrass

Suponhamos que A > 1 e 1 < s < 2. Defina-se f : [0,1] = R por

F@) = f;w—m sin (,\kt) . (4.30)

k=1

Entdo, sendo A suficientemente grande, dimp graph f = s.

Célculo: Dado 0 < h < 1, seja N o inteiro tal que

AVHD < p < AN, (4.31)

Entao

FEermor@ < SN |sin (3 (e 1) —sin ()|
k=1

+ i Als—2)k ‘sin ()\k (t+ h)) — sin (/\kt) ‘

N oo
< Z A2 yEp 4 Z L
k=1 k=N+1

usando o teoremsa do valor médio nos primeiros N termos da soma, e uma estimativa ébvia

na parte restante. Somando essas séries geométricas,

h)\(s—l)N 2A(3_2) (N+1)
t+h)—-f() <
If( + ) f()l = 1_/\1—s+ 1_As—2

ch2—s

IA
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onde c ¢ independente de h, usando (4.31). A alinea a) do Corol4rio (4.6.1) dé-nos que
dimpggraph f < s.
Da mesma maneira, mas decompondo a soma em trés partes - os primeiros N — 1

termos, e o resto - temos que

FE+h) = F() — 2N (sin AN (£ 4 h) — sin ANt)| (4.32)
/\(3—-2)N—s+1 2/\(3—2)(N+1)

< +

T 1= 1— a2

se ATV < p < AV,

Suponhamos que A > 2 é suficientemente grande para que o lado direito de (4.32)
seja menor do que %A(s_z)N para todos os N. Para § < A7!, tomamos N tal que
AN <8 < A1 Para cada t, podemos escolher h com A~(V-1) < h < AN tal

que |sin AV (¢ + k) — sin )\Nt] > {5, entdo por (4.32)

1 1
. > (8—2)N > s—2 2—8.
£ (E4R) = £ (O] 2 gAY > a2

Segue pela alfnea b) do Coroldrio 4.6.1 que dimggraph f > 5.0

E imediato pela estimativa acima que a dimensao de Hausdorff do grafico da funcéo de
Weierstrass (4.30) é no mdximo s. Julga-se ser igual a s, pelo menos para muitos valores
de A. Isto ainda néo foi demonstrado rigorosamente - pode ser que existam coberturas do
gréfico da fungdo por conjuntos de vérios tamanhos que ddo um pequeno valor. Mesmo
para mostrar que dimgy graph f > 1 néo é trivial. Os limites inferiores conhecidos surgem
de métodos de distribui¢dio de massa dependendo de estimativas para £ {t: (t, f (t)) € B}

onde B é um disco e £ é a medida de Lebesgue. A répida oscilagio em pequena-escala de
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f faz com que o gréfico s6 raramente esteja no interior de B, logo esta medida é pequena.

Desta maneira é possfvel mostrar que existe uma constante ¢ tal que

s > dimg graph f > s —c/logA

entdo quando X é grande a dimensdo de Hausdorff nio pode ser muito menor que o valor
conjecturado.

A funcdo de Weierstrass (4.30) é representativa duma ampla classe de funcoes, as quais
estes métodos se aplicam. Se g & uma funcdo peri6édica apropriada, um método similar

pode mostrar que

F) = ik“‘z)’“g (/\’“t) (4.33)

k=1

tem dimp graph f = s. Em primeiro lugar tais fungbes parecem um pouco inventadas,
mas elas ocorrem como repulsores em certos sistemas dindmicos, dando-lhes uma nova
importéncia.

Vimos atrds que conjuntos auto-afins sdo muitas vezes fractais; fazendo uma escolha
apropriada de transformagdes afins, podem também ser gréficos de fungdes. Sejam S; (1 < i < m)

transformagdes afins representadas numa matriz com respeito & coordenada (t,z) por

AR ARG -

Assim as S; transformam linhas verticais em linhas verticais, com a faixa vertical 0 <t <1

transformada na faixa (i — 1) /m <t < i/m. Suponhamos que

1/m<e<1 (4.35)
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de forma que a contracgdo na direcgdo ¢ € maior do que na direc¢do z.
Sejam p1 = (0,b1/ (1 ~¢1)) € pm = (1, (@m + by) / (1 — ¢)) 0s pontos fixos de S; e

Sm. Assumimos que as entradas da matriz tenham sido escolhidas de forma que

Si (pm) = Si+1 (p1) (1<i<m—1) (4.36)

tal que os segmentos [S; (p1), S; (Pm)] unem-se na forma duma curva poligonal E;. Para
evitar casos triviais, assumimos que os pontos Si (p1) , ..., S (1) , Pm né0 sd0 todos colin-
eares. O conjunto invariante F das S; pode ser construido pela substituicdo de segmentos
de recta repetidamente por imagens afins de E1. A condigio (4.36) assegura que os seg-

mentos se unem de forma que F & o grafico de uma fungéo contfnua f: [0,1] — R.

Exemplo 4.6.2 Curvas auto-afins

Seja F = graph f a curva auto-afim descrita acima. Entdodimp F = 1+log(c; + ... + cm) [ logm.

Célculo: Seja T; a "parte linear" das S;, representada pela matriz

[ 2],

Seja I;;,... ;. um intervalo do eixo ¢ consistindo dos ¢ com expansao base m de inicio 0.7}...7 &
onde ¢} = i; — 1. Entéo a parte de F acima de I;;,_; é a imagem afim S5 0...08; (F),
que é uma translagdo de T;; o ... o Ty, (F). E ficil de ver por inducdo que a matriz que

representa Tj, o...o T;, (F) é

m~k 0 }

1-k 2—k
[ m aj; +m Ci1Cig F oo + Cig Cig-n Gy G4y Ci1 Cig---Ciy,
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Esta transformagdo contrai a linha vertical por um factor ¢;, ¢;,...c;,. Observamos que o

lado esquerdo é limitado por

\ml_"a + mz_kcila, + .+ iy eCip 1@
< ((mc)l_k + (me)> F 4.+ 1) Ciy-:Cify_1 @

< PCiy o Cipy

onde @ = max |a;|, c = min {¢;} > 1/mer=a/ (1 - (mc)—l). Assim a imagem T}, 0...0
T;, (F) est4 contida num rectangulo de altura (r + h) ¢;; ...ci, onde h &€ a altura de F. Por
outro lado, se q1, g2, g3 3o trés pontos ndo colineares escolhidos de S1 (p1) ; --.s Sm (1) » Pms
entdo T}, 0...0T;, (F) contém os pontos T;, 0...0T;, (¢5) (j = 1,2,3). A altura do tridngulo
com esses vértices é pelo menos ¢, ...c;, d onde d ¢ a distancia vertical de g2 ao segmento

[q1,gs]. Assim a série de fungGes f, sobre I;;,.. i, satisfaz

dc’il"-c'ik < Rf [Ii1,...,ik] < T1Ciy..-Cij

onde 71 =r+ h.
Para k fixo, somamos isto sobre os m* intervalos I,.,...ii de comprimento m~* para

obter, usando a Proposigdo (4.6.1), na pégina 79,

mkdz CiyoeCijy < Npp—ie (F) < om* + mfr. 3 ¢y iy

onde N,,— (F) & o nimero de quadrados da rede de lado m~* que intersecta F. Para
. . . k
cada j o nimero c;; varia entre os valores c1, ..., Cm tais que 3 Ciy...Ci = (c1+ ... +em)"-

Assim
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dm® (c1 + .cm)® < N, i (F) < 2m* + rimk* (c1+ oo+ cm)E.

Tomando logaritmos e usando a alfnea (iii) da Definicdo 3.1.1, na pégina 32, da dimenséo

de capacidade obtemos o valor declarado.[

As fungbes auto-afins sdo usadas para interpolacéo fractal. Suponhamos que queremos
encontrar uma curva fractal duma dada dimensdo, passando pelos pontos (i/m, ;) para
i=0,1,...,m. Escolhendo transformacdes do tipo (4.34) de tal maneira que S; transforma
o segmento [p1, pm] no segmento [((i — 1) /m,z;_1), (i/m,z;)] para cada i, a construcio
descrita acima d4-nos uma fungéo auto-afim com grafico passando pelos pontos dados.
Adaptando os valores das entradas da matriz podemos assegurar que a curva tem a di-
mens&o de capacidade requirida; existe também alguma liberdade para variar a aparéncia
da curva.

Fungoes auto-afins podem ser generalizadas tal que as S; ndo tém todas a mesma razéo
de contracgdo na direcgdo t. Isto leva-nos & interpolagiio fractal de pontos que ndo estdo
igualmente espagados. Com esforgo adicional, a dimensdo de capacidade de tais curvas

pode ser encontrada.



Capitulo 5

Dimensao de correlagao

Neste Capitulo ir4 ser estudada a dimensdo de correlagdo v, introduzida por Grassberger
e Procaccia como uma medida caracterfstica de atractores estranhos que servem para
distinguir entre o caos determinfstico e rufdo aleatério. O expoente v estd préximo da
dimens#o fractal, mas o célculo é consideravelmente facil. Irdo ser apresentados algoritmos
para calcular v em séries temporais de varidvel unica. Ir4 ser feita, também, uma relagdo
entre o expoente de correlacio e a dimensdo de Hausdorff. Para jé segue-se a definigdo de

dimenséo de correlacao.

5.1 Dimensao de correlagao

Os autores Grassberger e Procaccia introduziram uma nova medida que é obtida através da
correlagiio entre pontos aleatérios nos atractores. Consideremos o conjunto {X;,i=1,..,N}
de pontos num atractor, obtidos por exemplo a partir de uma série temporal, isto &
X; = X (t+47) com um crescimento do tempo fixo 7 entre medigSes sucessivas. Dev-
ido & divergéncia exponencial de trajectérias, a maioria dos pares (X;, X ;) com i # j serdo
pares de pontos essencialmente aleatérios ndo correlacionados dinamicamente. Os pontos

permanecem, no entanto, no atractor. Por conseguinte podem ser correlacionados espa-
87
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cialmente. Medimos esta correlagéo espacial com o integral de correlagio C (1), definido

de acordo com

1
c{l)= N]jm mx{numem de pares (i,j) em que a distincia |X; — X;| é menor que l}.
—00
(5.1)

Um dos ojectivos centrais é estabelecer que para pequenos I, C (I) cresce como uma

poténcia

C()~1r, (5.2)

e que este "expoente de correlagdo" pode ser tomado como uma medida mais 1itil da

estrutura local de um atractor estranho.

Dado um sinal experimental, se determinarmos (5.2) com v < F, em que F é a dimen-
s80 do espago de fases, sabemos que o sinal detém mais caos determinfstico do que rufdo

aleatério, visto que o rufdo aleatério resulta sempre em C (1) ~ IF.

Uma das principais vantagens de v é que pode ser medida facilmente, pelo menos mais
facilmente que a dimensdo de Hausdorff. Isto é particularmente verdade para casos onde
a dimenséo fractal é grande (2 3) e uma cobertura por células pequenas se torna virtual-
mente impossivel. Desta forma a medida v pode ser usada nas situagdes experimentais,

onde tipicamente existem sistemas de grandes dimensdes.



5.2 Fungées de dimensdo 1 89

5.2 Funcoes de dimensao 1

Os casos mais simples de sistemas caéticos sdo representados por fungoes de um intervalo

em si préprio, como por exemplo a fungdo logfstica

Tpt1 = aZn (1 —zn). (5.3)

Estudamos esta funcéio quando a = ax = 3.5699456... e para a = 4.0. O primeiro caso da

funcdo logistica é apresentado na Figura 5.1 e o segundo na Figura 5.2.

Dc=0.55889
T T T T T T
of i ! M |
]

2 | ] ........... | -
I DL

| I
b= l SRS~ <RI l -

[ |
L . ! ]

= |- |
O .ot [ -~ S ! ]

= 10 1 I

g 1 [
42 F .. l. - A . | -
A4+ ) : a

L~ |
18 | | g
48 | : : b
_ U - : T J

200 i i i i i 1
-25 -20 -15 -10 -5 0

log ()

Figura 5.1: Cslculo da dimensdo de correlagdo para a fungdo logistica (5.3) quando @ =
Qoo = 3.5699456... .

Da série temporal, gerada por um atractor, descartamos os primeiros 1000 pontos.
Depois, com os restantes 1000, calculamos a disténcia entre todos os pares de pontos e

contamos quantos pares de pontos estdo a uma disténcia menor que [, como a fungao (5.1),
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sendo N o nimero de pontos considerados. Tomamos um N grande e aproximamo-nos
do limite. Finalmente construimos o grafico de log(C(l)) em funggo de log(l), dando uma

recta aproximada com declive v.

D _=0.96461

T T T T

log,,(C)

Ll i i i
-20 -15 -10 -5 0
logz(l)

Figura 5.2: Célculo da dimensdo de correlagio para a fungao logistica (5.3) quando a = 4.0

E conhecido que para a funcéo logistica o atractor ¢ um Cantoriano com uma dimensio
de Hausdorff que satisfaz exactamente o limite 0.5376 < dimpy < 0.5386. Encontramos
v = 0.500 & 0.005. Para distancias muito pequenas, os dados para C (I) desviam-se de
uma poténcia, mas isto era esperado: o comportamento para ¢ = a nao é cadtico ainda,
e por conseguinte os valores x,, estdo fortemente correlacionados. Verificamos que de facto
a poténcia se mantém para valores pequenos de ! se aumentarmos N ou usarmos somente
valores T;, Ti4p, Tit2p; Lit3p, ... cOm p sendo um nimero fmpar grande.

A mesma fungdo pode ser usada também para introduzir a importante questio de
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correccdes para escalas. Essas encontram-se para o pardmetro a = 4. Aqui, o atractor

consiste no intervalo [0, 1], e a densidade de probabilidade invariante é igual a

p(z)

= Jl@-o

Por isto, encontra-se facilmente

v = dimH =1.
5.3 Fungoes no plano
Consideremos a fung¢éo de Hénon
Tptl1 = Yn+1-— axi,
Yn+1 = bzn,

coma=1,4eb=0,3, e a funcio de Kaplan-Yorke

Tn+1 = 2z, (modl),

Yn+tl = OYn+COS4TTy

com o = 0,2.

1 N
IR WS

(5.4)

(5.5)
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Nestes casos, encontramos excelentes acordos com a regra de poténcia; enquanto para
a fun¢do Kaplan-Yorke encontramos v = 1,42+0, 02 de acordo com o valor de dimy, uma
fungéo de Hénon apropriada produz v = 1,21, (veja-se a Figura 5.3), menor que o valor
de dimpy = 1,261 £ 0,003. O valor de v para a fun¢do de Hénon é subestimado, e toma o
valor de v = 1,25 + 0,02 = dimy.

Podemos dizer que excepto para a funcéo logfstica com a = as (atractor de Feigen-

baum) encontramos em todos os casos que v & dimg dentro dos limites de exactidéo.

5+

log ,(CO)

i i i i i i i

&
-16 -14 -12 -10 8 4 2 0 2

6
Iogz(l)

Figura 5.3: Célculo da dimenso de correlagdo para a fun¢do de Hénon (5.4) quando
a=1,4eb=0,3.

5.4 Relacao entre v e dimg

Consideremos p; como a probabilidade de um X}, arbitrério cair na célula i sendo
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. 1
pi= Jm ks (55)

onde p,; é o niimero de pontos X que caiu na célula i.
Seja M (1) o nimero de células necessérias para cobrir o atractor.

Pela defini¢do de C (1), obtemos um factor de ordem unitéria

1 M) M(1)
C(H) = lim <5 pf =) p}. (5.7)

i=1 i=1
Aqui, temos de substituir o nimero de pares com disténcia < ! pelo mimero de pares que
caiu na mesma célula de comprimento [. O erro cometido é independente de [, e assim

ndo afecta a estimativa de v. Usando a desigualdade de Schwartz temos
1
= 2 > : 2 T —— D_ .
C()=M(Q) [pf] > M) (p:) 710 l (5.8)

Nesta equacéo os paréntesis rectos indicam a média sobre todas as células. Comparando

(5.8) e (5.2) encontramos imediatamente v < dimp .

Observagdo: Pela demonstragdo é claro que se o atractor & coberto uniformemente,

temos a igualdade

v =dimg. (5.9)

E uma questdo interessante como a cobertura ndo uniforme a pode quebrar. Com a
excepcio da funcdo de Feigenbaum (fungdo logfstica com a = ac), que é no entanto ndo

genérica, todos os exemplos anteriores sdo compatfveis com (5.9).
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Em casos onde v # dimy, alegamos que de facto v é a observacdo mais relevante.
Nesses casos a vizinhanca de certos pontos tem uma maior "antiguidade" no sentido em que
eles sdo visitados mais vezes que outros. A dimensdo de Hausdorff ignora a antiguidade,
sendo um conceito puramente geométrico. Mas a dimensao de correlacdo pondera regides

de acordo com a sua antiguidade.

5.5 Séries temporais de varidvel tinica

Muitas vezes ndo temos acesso a uma série temporal {X,} de vectores F—dimensionais.
Em lugar disso temos apenas um ou quanto muito alguns componentes de X,. Isto &
particularmente relevante para experiéncias reais onde o mimero de graus de liberdade
é frequentemente muito alto se ndo infinito. Tais sistemas contudo podem ter atrac-
tores de baixa dimensio. E entdo muito desejdvel possuirmos um método seguro que
permita uma caracterizagdo desses atractores para uma série temporal de varigvel tnica.
{:Ei,i =1,.,N;z; € R}.

A ideia essencial consiste em construir vectores d—dimensionais

& = (T4, Tit1, ooy Tigd—1)

e usar o espago dos £ em vez do espago dos X. O integral de correlagio pode ser, por

exemplo

N

Mais geralmente, pode-se usar
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&= (zt), 2zt +7), et +(d-1)7)),

com 7 fixo nalgum intervalo. A magnitude de 7 ndo deve ser muito pequena visto que
doutro modo z; & Tiyr ~ Titar X ... € 0 atractor no espago dos £ serd esticado na diagonal
e assim dificulta a separacéo. Por outro lado, T ndo deve ser muito grande visto que valores
distantes nas séries temporais ndo sdo fortemente correlacionados.

Um compromisso andlogo deve ser tido em conta na escolha da dimensdo d. Clara-
mente, d deve ser maior do que a dimensdo de Hausdorff dimy do atractor (doutro modo,
C (1) ~ I%). Se o atractor é um Cantoriano em dimenséo maior que 1, isto pode no entanto

ndo ser suficiente. Também, pode ser que, quando observada na dimenséao d, a densidade

N
p(€) = Jim +> 6(6-¢)
=1

desenvolva singularidades que estdo ausentes em dimensdes maiores que d (tais singular-
idades ocorrem por exemplo quando projectamos uma esfera com densidade constante,
p(€) = pb (22 +y? + 2% — R?), no plano zy: a nova densidade p(z,y) é infinita para
z? +y? = R?).

Por outro lado, ndo se pode tomar d grande sem provocar erros experimentais e falhas
estatfsticas.

Vamos agora aplicar estas consideragdes & funcéo logfstica com a = 4, e & funcdo de
Hénon.

Na fungéo logfstica, vimos que existem correcgdes logarftmicas da regra C @ ~ v
Elas resultam precisamente de singularidades de p(z), para £ =0 e z = 1. Apesar de

mergulhar o atractor num espago de dimensdo maior néo remover completamente essas
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singularidades, reduz substancialmente a sua influéncia. A razdo é que o mergulho num
espago de dimensdo maior resulta sempre num alongamento do atractor. No entanto, as
porgdes que sao mais fortemente estendidas séo aquelas que s3o mais densamente povoadas
na dimensao inferior. Por exemplo na fungao logfstica com ¢ = 4 o "atractor" é o intervalo
[0,1] em 1d mas é a pardbola em 2d. A pardbola tem maiores declives nos pontos extremos,
exibindo o alongamento mais forte associado com regides de distribuicdes singulares na
dimenséo inferior. Um efeito similar aparece quando partimos de d = 2 para d = 3. Assim
esperamos que a importéncia das singularidades na distribuigdo possa ser reduzida nas
dimensdes maiores.

A fim de verificar isto, temos de calcular para a funcio logfstica com ¢ = 4 o in-
tegral de correlacdo original e o integral modificado, obtido mergulhando num espaco
2 e 3—dimensional. Observamos na verdade o esperado decréscimo de erros sistemdticos

quando aumentamos d, acompanhado por um aumento do erro estatistico.

Para a funcio de Hénon usamos como séries temporais as séries {zn, Tn12, Tnid, et

Enquanto o integral de correlagdo 2—dimensional nos d4 um v efectivo , o encaixe 3—dimensional

dé-nos um valor maior v = 1.25 £ 0.02 que coincide com o valor de dimg.

Tais efeitos ndo eram observados no modelo de Lorenz, onde o originalmente definido
C () e o integral de correlagio modificado usando apenas séries temporais de uma nica

coordenada nos déo valores de v que coincidem com dimg.

A conclusdo extraida destes exemplos é que é muitas vezes 1til representar o atractor
num espago de dimensdo maior do que absolutamente necessério, de forma a reduzir erros
sistemdticos. Esses erros resultam de uma cobertura ndo-uniforme do atractor, desde que

esta nao-uniformidade ndo seja tao forte quando fazemos v # dimg.



Capitulo 6

Conclusao

Apesar de bastante recentes, os fractais jd se espalharam por quase todos os dominios
da actividade humana e as suas aplicagbes parecem ndo ter limites. Por outro lado, a
geometria fractal aprofundou a ideia intuitiva de infinito. A geometria fractal em paralelo
com a teoria do caos teve, também, consequéncias filos6ficas drésticas. Durante milhares
de anos, muitos cientistas julgaram que, na posse das leis da Fisica que regem o Uni-
verso, seria possfvel prever o futuro. Hoje, o determinismo é apenas um conceito teérico:
nunca possuiremos aparelhos de medida suficientemente poderosos para que os erros ex-
perimentais ndo influenciem as previsdes. No entanto, a geometria fractal veio aprofundar
e aperfeicoar modelos para estudar o Universo, ndo se pode negar a eficiéncia das suas
aplicacoes. Este trabalho constata que a geometria fractal, nomeadamente os conceitos de

dimensdo fractal, tém uma grande aplidabilidade na Matemdtica e no Universo.

A frase que se houve muito na geometria fractal "a beleza dos fractais" mostra uma
vez mais a sua veracidade, tal como em 1918 esvreveu Bertrand Russel no seu livro "Misti-
cismos e Légica": "A matemédtica possui ndo apenas a verdade, mas uma beleza suprema -

uma beleza fria e austera como a de uma escultura". Este trabalho mostra que formas tao
97
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complexas e tdo bonitas, podem ser criadas ou simuladas por processos matematicos muito
simples. O computador é uma ferramenta muito valiosa no estudo da dimensio fractal,
porque permite realizar com rapidez uma enorme quantidade de cdlculos e representé-los
graficamente com grande precisfo. Ainda assim, e por muito potente que seja a maquina,
a sua capacidade de calculo e de representagao grifica é sempre limitada; hd que ter isso

em consideragdo e imaginar o que esta ndo consegue executar.

A dimensédo fractal é uma propriedade dos objectos fractais. Ela apresenta o nivel
de ocupagdo do espago euclidiano por um objecto fractal. Trata-se de uma caracteristica
importante dos fractais, uma vez que um nfvel maior de ocupagio do espago implica uma
estrutura fractal mais complexa, ou seja, a dimensao fractal pode ser utilizada para medir

algumas caracterfsticas ligadas & complexidade da imagem.

Essa ligacdo entre o nivel de ocupagao de espaco e a complexidade da imagem faz com
que a dimensdo fractal possa ser utilizada também como uma ferramenta para anislise
de formas. Isto pode ser observado acompanhando a literatura dos tdltimos anos, onde a
dimenséo fractal vem ganhando muita atengéo, passando a ser utilizada nas mais diversas

dreas do conhecimento.

Dito de outra forma, a dimensdo de uma curva fractal & um nimero que caracteriza
a maneira na qual a medida do comprimento entre dois pontos aumenta & medida que a

escala diminui.

No entanto, fractais sdo objectos exclusivamente mateméticos, ou seja, n&o existem no
mundo fisico (s6 na mente humana), pois é impossivel em tempo e em espago concretizd-
los graficamente, j4 que ndo podemos determinar um niimero infinito de iteradas de uma

fungdo. Isto faz com que a técnica utilizada para o célculo da dimensdo fractal necessite
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de ser adaptada para trabalhar com as limitages que o mundo fisico impde. Os métodos
existentes utilizam medicoes de diferentes caracterfsticas da imagem, o que torna alguns
deles limitados a certos grupos de imagens. Além dessas limitagbes, percebe-se que deter-
minados métodos sdo mais adequados para certas aplicagdes e grupos de imagens. O que
é feito entdo é adaptar a técnica de estimativa da dimenséo fractal para trabalhar com as
limitacoes fisicas e auto-semelhanca dos objectos, tornando a técnica 1til para diferentes

objectos fractais.

Como pode ser visto ao longo deste trabalho as técnicas utilizadas para o célculo da di-
mensao fractal: dimensdo de Hausdorff, dimenséo de capacidade e dimenséo de correlagéo,

apenas nos dao estimativas desse valor, valor este fracciondrio.

A dimensdo de Hausdorff e a dimensio de capacidade sdo dos métodos mais conhecidos

para estimar a dimensdo fractal. Isto deve-se & sua simplicidade de implementacao.

A dimensdo de Hausdorff &€ uma dimensdo que pode tomar valores inteiros e & igual 3
dimensdo topolégica para objectos uniformes e compactos, por exemplo, o espaco euclid-
iano R" tem dimensdo de Hausdorff n. Mas & uma dimensao aplicdvel a muitos outros

conjuntos, como objectos fractais, e toma um valor fracciondrio.

O método da dimensd@o de capacidade consiste em sobrepor & imagem uma rede de

quadrados e contar o niimero de quadrados necessdrios para cobrir toda a imagem.

De acordo com Grassberger e Procaccia, a dimensdo de correlagdo é uma medida da
densidade do atractor dentro do espaco de fases. Os resultados deste Capitulo foram basea-
dos em séries temporais pequenas. Comparando os algoritmos de dimensao de capacidade,
a dimensdo de correlagdo tem vantagens. Primeiro, porque a exigéncia de armazenamento

é drasticamente reduzida. Segundo, num algoritmo para o cdlculo da dimens&o de capaci-
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dade pode-se iterar até que todas as "caixas" ndo-vazias dum dado tamanho ! tenham
sido visitadas. Isto é claramente impraticdvel, em particular se [ é muito pequeno. Assim,
obtemos erros sistema&ticos se o nimero de iteragdes N é excessivamente grande. Na di-
mensdo de correlagdo ndo existe tal problema. Em particular, a restricdo de N ndo induz
a erros sistemdticos para além das correcges de escala C (1) ~ [Y. Na maioria dos casos
o valor da dimensao de correlagdo estd muito préximo da dimensdo de Hausdorff. Uma
conclusio importante é que se pode distinguir caos deterministico de caos aleatério.
Uma conclusao igualmente importante para mim, apés a conclusdo deste trabalho, é
que aprendi muito mais para além da curiosidade e do interesse inicial que tinha sobre
fractais e dimensdo fractal. A medida que fui pesquisando, sintetizando e ordenando
este trabalho fui compreendendo melhor os conceitos relativos a este tema. Também
importante, mas um pouco inquietante é que sinto que este trabalho serviu para adquirir
conceitos bésicos e fica a sensagio que s6 neste momento estaria em condigbes para iniciar
este estudo. A geometria fractal é um processo que ndo tem fim. Cada conceito tem
uma aplicabilidade noutro contexto de uma forma muito abrangente. Posso concluir que
o trabalho foi extremamente gratificante pois a curiosidade e o interesse inicial cresceu
amplamente, o que considero muito positivo, pois quanto mais aprendo, mais descubro

que muito mais h4 para aprender.
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