MODELOS DE CRESCIMENTO POPULACIONAL
EM AMBIENTE ALEATORIO: EFEITO DE
INCORRETA ESPECIFICACAO DO MODELO,
EFEITOS DE ALLEE E TEMPOS DE EXTINCAO

Clara Sofia Gomes Carlos

Tese apresentada & Universidade de Evora
para obtencédo do Grau de Doutor em Matematica
Especialidade: Matematica e Aplicacoes

ORIENTADOR: Professor Doutor Carlos Alberto dos Santos Braumann

EVORA, JULHO DE 2013

INSTITUTO DE INVESTIGAGAO E FORMAGAO AVANCADA






As minhas filhas

Inés e Leonor






Resumo

MODELOS DE CRESCIMENTO POPULACIONAL EM AMBIENTE ALEATORIO: EFEITO DE
INCORRETA ESPECIFICAQAO DO MODELO, EFEITOS DE ALLEE E TEMPOS DE EXTINQAO

Os modelos de crescimento populacional representam alteragoes no niimero de individuos de
uma determinada populacao ao longo do tempo. O seu crescimento em ambiente aleatério
pode ser modelado por equagoes diferenciais estocasticas. Estes modelos de crescimento
sao geralmente baseados em modelos deterministicos cléssicos, tais como o modelo logistico
e o modelo de Gompertz. No entanto, a verdadeira taxa de crescimento da populacao é
desconhecida, pelo que estudamos o efeito de uma incorreta especificacao do modelo. Por
outro lado, os modelos estocasticos classicos nao incluem efeitos de Allee, pelo que estudamos
modelos gerais e especificos que incorporam esses efeitos.

O objetivo principal deste trabalho é estudar o comportamento destes modelos de
crescimento populacional em ambiente aleatério e os tempos de extingao das populagoes.
Para os modelos em estudo, apresentamos expressoes explicitas para os momentos dos tempos

de extingao, em particular, a média e o desvio padrao.



il



Abstract

MODELS OF POPULATION GROWTH IN RANDOM ENVIRONMENTS: EFFECTS OF AN
INCORRECT MODEL SPECIFICATION, ALLEE EFFECTS AND EXTINCTION TIMES

Population growth models represent changes in the number of individuals of a given
population over time. Its growth in randomly fluctuating environments can be modeled
by stochastic differential equations. These growth models are usually based on classical
deterministic models such as the logistic model and the Gompertz model. However, the true
growth rate of the population is unknown. So, we study the effect of an incorrect model
specification. On the other hand, the classical stochastic models do not include Allee effects,
so we study general and specific models incorporating these effects.

The main propose of this paper is to study the behavior of these population growth
models in a randomly fluctuating environment and the time to extinction of the populations.
For these models we present explicit expressions for moments of the time to extinction, in

particular, the mean and standard deviation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os modelos de crescimento populacional representam alteracoes no nimero de individuos
de uma determinada populacao ao longo do tempo. O seu crescimento em ambiente
aleatério pode ser modelado por equagoes diferenciais estocasticas (EDE). Estes modelos
estocasticos sao baseados em modelos deterministicos classicos, usados na literatura, mas
que nao incorporam o efeito das flutuacoes aleatorias do ambiente. Dois dos modelos
classicos de crescimento populacional sao o modelo logistico e o modelo de Gompertz,
pela sua simplicidade e pela aparente boa especificacao do crescimento da populacao.
Estes modelos tém sido bastante estudados ao longo dos tempos quer na modelacao de
crescimento populacional quer no crescimento individual de organismos (animais ou plantas),

incorporando ou nao o efeito das flutuacoes aleatorias do ambiente.

Atualmente muitas espécies estao em perigo de extingao. Destruicao do seu habitat,
captura excessiva, caca furtiva, sao algumas das muitas causas. Assim, cada vez mais, é
uma preocupacao constante a previsao do tempo de extincao de qualquer populagao e o

efeito que nele exercem as alteragoes ambientais.

Vamos utilizar equacoes diferenciais estocasticas para descrever o efeito da aleatoriedade
ambiental no crescimento populacional. Nestes modelos assume-se que a populacao esta
extinta quando o seu tamanho atinge um limiar (de extin¢ao) ¢ > 0. Embora haja
bastantes estudos sobre os tempos de extingao em modelos de aleatoriedade demografica,
sao raros os estudos para os modelos aqui considerados de aleatoriedade ambiental. O caso
classico mais estudado tem sido o movimento browniano geométrico, em que se admite a
hipétese irrealista de a taxa de crescimento média per capita ser constante. Também o
modelo de Ornstein-Uhlenbeck e outros modelos pouco adequados ao estudo do crescimento

populacional tém sido considerados.
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Na tese de mestrado Carlos (2004) consideramos analiticamente o caso geral mais realista
de taxas médias de crescimento per capita dependentes da densidade populacional. Em
Carlos e Braumann (2005) e Carlos e Braumann (2006), obtivemos expressoes analiticas
para o tempo médio e desvio padrao dos tempos de extin¢ao. Fizemos, além disso, o estudo
numeérico para o caso particular dos classicos modelos logistico e de Gompertz. Braumann
(1995) também estudou os tempos de extingao, mas para modelos em que a aleatoriedade
ambiental afeta um parametro especifico da taxa média de crescimento. Podem ver-se nas
referéncias nele contidas mais alguns estudos de natureza semelhantes. Lande et al. (2003)

também contém um capitulo com o estudo do tempo de extincao para modelos especificos.

No entanto, a verdadeira taxa de crescimento per capita é desconhecida e considera-se os
modelos logistico e de Gompertz como uma aproximagao ao modelo real que se desconhece.
Assim, vamos estudar como se comportam estes modelos quando se introduzem alteragoes
na taxa de crescimento per capita.

Os efeitos de Allee predominam em muitas populagoes naturais mas nao tinham ainda
sido estudados por ndés no crescimento populacional. Quando a populacao, para valores
proximos de zero, tem taxa de crescimento per capita negativa dizemos que temos um modelo
que inclui os efeitos de Allee fortes. Se a taxa de crescimento per capita é positiva mas
muito reduzida para densidades populacionais muito baixas temos o chamado efeito de
Allee fraco. Estudamos as consequéncias da introdugao dos efeitos de Allee nos modelos de
crescimento populacional, quer no caso geral quer nos casos particular dos modelos logistico

e de Gompertz.

Suponhamos que o crescimento populacional em ambiente aleatério pode ser modelado

pela equagao diferencial estocastica
dX(t) = f(X(@) X(@)dt + o X (t)dW(t), X((0)=x>0, t>0,

onde X (t) = X é o tamanho da populagao (numero de individuos, biomassa) no instante t,
f(X) é a taxa média de crescimento per capita. Como vamos usar o cdlculo de Stratonovich,
f é a taxa média geométrica de crescimento per capita (ver, por exemplo, Braumann (2007b),
Braumann (2007¢) e Braumann (2007a)). Se usarmos o calculo de 1t6, deveriamos trabalhar
com a taxa média aritmética de crescimento per capita (ver Braumann (2007b), Braumann
(2007¢) e Braumann (2007a)) e obteriamos os mesmos resultados s6 que expressos em termos
desta taxa média. A intensidade do efeito das flutuacoes ambientais no crescimento é medido
pelo parametro o > 0 e W (t) é o processo de Wiener padrao. Diferentes escolhas de f
produzem diferentes modelos estocdsticos. Assim, quando f(X) =r (1 — %) temos o modelo
logistico estocastico, se f(X) = rln % temos o modelo de Gompertz estocéstico, onde r > 0

¢ a taxa de crescimento intrinseca e K > 0 é a capacidade de sustento do meio. Fazendo



as mesmas escolhas para f e com ¢ = 0 temos os modelos deterministicos logistico e de
Gompertz, respetivamente. Os modelos de equagoes diferenciais estocasticas sao bastante
adequados para descrever o comportamento de fenémenos dinamicos influenciados pelo acaso
e tém sido usadas como modelos explicativos de muitos fenémenos fisicos, bioldgicos, sociais,

entre outros.

A varidvel X (tamanho da populacdo) é, nestes modelos, uma varidvel continua, mas o
tamanho real da populagao é discreto. Assim sendo, pode acontecer que X assuma valores
muito préximos de zero, sem que ocorra a ”extingdo matemdtica” (populacdo nula ou
a convergir para zero), enquanto que, na realidade, valores inferiores a um individuo sao
impossiveis de ocorrer. Assim, quando estudamos a extincao, convém adotar um conceito
mais realista do que o de ”extingao matematica”, considerando-se extinta qualquer populagao
que atinja um limiar de extin¢ao ¢ > 0, adequadamente escolhido. Esse limiar pode ser um
individuo (ou 2 para populagoes sexuadas) ou um outro valor superior ¢ > 0 desde que

implique a extingao sempre que a populagao desga abaixo desse limiar q.

Considerando f de classe C! estritamente decrescente com f(07) > 0 e f(+o0) < 0
(estamos a excluir para ja os efeitos de Allee) verifica-se que a extingdo (no sentido
acima definido) ocorria com probabilidade um, havendo que determinar a distribuicao,
e os momentos, do tempo de extingao. Obtivemos (ver Carlos e Braumann (2005) e
Carlos e Braumann (2006)) expressoes para os momentos e, em particular, para o tempo
médio de extingao e desvio padrao. Estudamos graficamente os casos particulares dos
modelos logistico e de Gompertz e o comportamento desses momentos com os parametros

do modelo.

Neste trabalho, comecamos por apresentar sucintamente no capitulo 2 alguns resultados

fundamentais para o nosso estudo.

No capitulo 3 apresentamos alguns dos modelos classicos de crescimento populacional,
que representam alteragoes no nimero de individuos de uma determinada populagao ao
longo do tempo. Comegamos por apresentar alguns modelos deterministicos classicos.
Com base nos modelos deterministicos construimos os modelos estocasticos que descrevem
o crescimento populacional em ambiente aleatorio, em particular os modelos logistico e
de Gompertz estocasticos. Este trabalho centra-se neste dois modelos. Analisamos o
comportamento das fronteiras no espaco de estados e garantimos a existéncia de densidade

estaciondria.

O capitulo 4 é dedicado aos tempos de extingao. Apresentamos resultados explicitos
da média e da variancia dos tempos de primeira passagem pelo limiar ¢. Obtivemos estes

resultados através da resolucao de equacoes diferenciais ordinarias conhecidas com variavel
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independente X (0) = = (populagao inicial), que tém como solugdo os momentos de ordem
n dos tempos de primeira passagem por um dos limiares, um inferior ¢ e outro superior Q.
Para obter os momentos de ordem n para o limiar inferior ¢ (limiar de extingao) basta fazer
a passagem ao limite quando o limiar superior () se aproxima do limite superior do espaco de
estados, a fronteira inatingivel +o00. Usando mudancas de varidveis e algumas manipulacoes
algébricas adequadas, obtemos as expressoes gerais para o tempo médio de extingao e a
respetiva variancia as quais sao simples e explicitas. Particularizando essas expressoes e
fazendo algumas manipulagoes algébricas, obtemos as expressoes dos casos particulares dos
modelos logistico e de Gompertz. Thomas (1975) j& tinha obtido expressoes para a média
e para a variancia do tempo de primeira passagem (embora para o limiar superior) para o
modelo de Ornstein-Uhlenbeck, das quais se pode obter as do modelo de Gompertz, uma
vez que estas se obtém do modelo de Ornstein-Uhlenbeck por transformagoes logaritmicas.
No entanto, a expressdo para a variancia obtida por Thomas (1975) (quando adaptado para
o caso do limiar inferior) é bastante mais complicada do que a por nés obtida para o modelo

de Gompertz.

Na maior parte dos casos, existe um desconhecimento da lei que descreve a taxa média de
crescimento per capita, e usamos modelos cléssicos, como o modelo logistico e o modelo de
Gompertz, como uma boa aproximacao. Para estes modelos classicos estudados na literatura,
dispomos, como foi referido, de expressoes explicitas que permitem determinar a média e a
variancia dos tempos de primeira passagem, isto é, que permitem calcular o tempo médio
de extingao e respetivo desvio padrao. No capitulo 5 pretendemos determinar o efeito de o
modelo "real” nao ser o modelo cldssico mas apresentar em relacao a ele um pequeno desvio.
Estudamos as alteragoes no modelo deterministico e no modelo estocéstico, em particular
o comportamento das fronteiras e a existéncia de densidade estacionaria. Determinamos as
expressoes dos tempos de primeira passagem pelo limiar inferior e obtemos minorantes e
majorantes uteis para o comportamento da média e da variancia dos tempos de extingao,
0 que permitira utilizar os modelos classicos como aproximacgoes e, além disso, determinar
o erro maximo cometido por nao podermos utilizar o modelo "real”. Para os modelos em
estudo apresentamos alguns exemplos numéricos do comportamento da média e do desvio

padrao dos tempos de extingao.

No entanto, o erro na especificacao do modelo estocastico pode nao estar na parte
deterministica mas na parte estocastica da equacao diferencial estocastica. De facto, nos
modelos estocasticos classicos assume-se que o efeito destas flutuagoes na taxa de crescimento
per capita é uma constante ¢ > 0 independente do tamanho da populacao. Se, porém,
esse efeito tiver ligeira dependéncia da densidade, o modelo "real” pode desviar-se do
modelo padrao. No capitulo 6 apresentamos o efeito destas alteracoes, em particular, o

comportamento das fronteiras do espago de estados, a existéncia de densidade estacionaria



e o problema da estimacao dos tempos de extingao, estudando o efeito sobre os tempos
de extingao quando os modelos reais se desviam do modelo padrao. Para estes modelos
apresentamos as expressoes do comportamento da média e do desvio padrao dos tempos de

extingao e ilustramos os resultados obtidos com alguns exemplos numéricos.

No capitulo 7, apresentamos o estudo de um modelo geral de crescimento populacional
que inclue os efeitos de Allee. No caso de efeitos de Allee fortes consideramos f uma fungao
de classe C! estritamente crescente para X < E, onde E é o limiar de Allee, e estritamente
decrescente para X > K (0 < £ < K < 400) com f(07) <0 e f(4+00) < 0. Garantimos a
existéncia e unicidade de solugao, estudamos o comportamento das fronteiras e, para f(0")
finito, demonstramos a inexisténcia de densidade estacionaria. Introduzimos os efeitos de
Allee fortes nos modelos classicos anteriormente estudados, modelos logistico e de Gompertz,
e chamaremos a esses modelos, modelo logistico com efeitos de Allee e modelo de Gompertz
com efeitos de Allee. Embora neste tipo de modelos possa ocorrer ”extin¢cao matematica”,
estamos interessados em estudar a ”extincdo realista”. Apresentamos as expressoes dos
tempos de primeira passagem pelo limiar inferior e ilustramos os resultados obtidos com
alguns exemplos numéricos do comportamento da média e do desvio padrao dos tempos de
extingao.

Por ultimo, apresentamos um modelo geral com efeitos de Allee fracos. Consideramos
agora f uma funcdo de classe C! estritamente crescente para X < L e estritamente
decrescente para X > L (0 < L < K) com f(0") > 0 e f(4+o0) < 0. Estudamos o
comportamento das fronteiras do espaco de estados e garantimos que para este tipo de
modelos existe densidade estaciondria. Indicamos como exemplo o modelo logistico com

efeitos de Allee fracos.

Os graficos apresentados neste trabalho foram obtidos através do software Maple.

Por 1ultimo, no capitulo 8, terminamos com as conclusoes e eventuais trabalhos futuros.
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CAPITULO 2

NOCOES INTRODUTORIAS

Neste capitulo fazemos uma breve revisao sobre os principais conceitos e resultados essenciais
ao nosso estudo. Apresentamos algumas defini¢oes, teoremas e propriedades. Nao faremos
demonstragoes, ja que estas podem ser encontradas em livros de referéncia (por exemplo,
Cox e Miller (1965), Ghikman e Skorohod (1969), Ghikman e Skorohod (1972), Arnold
(1974), Karlin e Taylor (1981) ou @ksendal (2003)).

Comecamos por definir processo de difusao e apresentamos as equagoes de Kolmogorov,
muito tteis para o caraterizar. De seguida, definimos o processo de Wiener, que é um
caso particular especialmente relevante de um processo de difusao, ja que a partir dele se
podem construir os restantes processos de difusao. O processo de Wiener representa o efeito

acumulado das perturbacoes aleatérias na evolucao de determinados fenémenos.

Apresentamos uma breve introducao ao integral estocastico.  Consideramos, em
particular, os dois céalculos estocasticos mais utilizados, o calculo de It6, que possui boas
propriedades probabilisticas, e o cdlculo de Stratonovich, que usa as regras usuais de calculo
integral. Enunciamos o teorema que garante a existéncia e unicidade de solucao da equacao

diferencial estocéastica.

Finalizamos este capitulo com algumas defini¢bes tteis para classificar as fronteiras do

espaco de estados e estudar a existéncia de densidade estacionaria.



8 2. NOGOES INTRODUTORIAS

2.1 Processos de difusao

Os processos de difusao sao um caso especial dos processos de Markov continuos que servem
como modelos na teoria das probabilidades para descrever fenémenos fisicos, biolégicos,
etc. O exemplo mais simples e mais usado foi observado pela primeira vez em 1828 pelo
botanico escocés Robert Brown, o movimento irregular de um grao de pélen suspenso num
fluido, conhecido pelo movimento browniano (Brown (1828)). Mas foi sé em 1905 que
Einstein (Einstein (1905)), apresentou um modelo matemético do movimento browniano.
Em 2005 foi comemorado o centenario do movimento browniano e foi publicado um artigo,
Héngi e Marchesoni (2005), sobre o estudo do movimento browniano ao longo destes anos.

Comecamos por definir processo de difusao. Considere-se, num espaco de probabilidade
(Q, F, P), um processo estocdstico em tempo continuo X;(w), com ¢ > 0, isto ¢, uma colegao
de variaveis aleatdrias neste espaco indexada pelo indice t. E habitual abreviar X;(w) para
X;. Usamos indiferentemente as notagoes X; ou X (¢) conforme seja mais conveniente.

Se X(t) é um processo de Markov, escrevemos as suas probabilidades de transigao como
P(t,Bls,z) := P(X(t) € B|X(s) = z),

onde s < t. Para s, t e x fixos, P(t,.|s, ) é uma func¢do probabilidade na dlgebra-o de Borel

B. Se existir a densidade de transigao p(t,.|s, x), vira

P(t, Bls, z) = / p(t, yls, 2)dy
B

para todos os conjuntos B € B.

Definicao 2.1.1. Um processo de difusao X; (t € [0,T]) € um processo de Markov com
trajetérias quase certamente (q.c.) continuas tal que X, € L*M e, para todo o v € R e

s € [0,T[, se tem, com convergéncias uniformes com respeito a s € [0, T,

. 1
Ah_%l+ ZP [[Xsin — 2| >€lXs=2]=0 Ve>0, (2.1.1)
. Xs—i—A x o o
A11—>1{)1+ E l A | X = x} = a(s,x) (2.1.2)
6 (Yo = o)
. stA — T _ _ 2 2]
A11_>1101+E [ A | X x} b=(s, ). (2.1.3)

Se o processo estiver definido para todo o T > 0 podemos considerd-lo definido no

intervalo [0, +00[. A igualdade (2.1.1) significa que é muito pouco provavel que existam

MUm espago L? é um espaco de Hilbert real com produto interno (X,Y) = E[XY] constituido pelas
varidveis aleatérias reais X tais que (X, X) = F[X?] < +oo.

PlCaso os momentos (2.1.2) e (2.1.3) néo existam, podem ser substituidos por momentos truncados,
obtendo-se uma definicao mais alargada, mas, nos casos que vamos tratar, este problema nao se poe.
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alteragoes bruscas de X (t) num intervalo de tempo muito curto. Ao momento infinitesimal de
primeira ordem a(s, ) chamamos coeficiente de tendéncia ou média infinitesimal e representa
a velocidade média no instante s do movimento aleatério descrito por X (¢) quando X (s) = =.
Ao momento infinitesimal de segunda ordem b*(s,z) chamamos coeficiente de difusao ou
variancia infinitesimal. Mede a intensidade das flutuacoes aleatorias e representa a velocidade
da variancia do processo X no instante s quando X(s) = .

Quando A — 0T, obtemos

EXsn —2|Xs=2] =a(s,z)A 4+ o(A)

Var [ Xeoa — 2| X, = 2] = 0*(s,2)A + o(A).

Assim, X(s+ A) — X(s) ~ a(s,z)A + \/0%(s,2)Z, onde Z é uma varidvel aleatéria com
média 0 e desvio padrao v/A, que tem a mesma distribuicio que W (s+A)—W (s), onde W (t)
¢é o processo de Wiener padrao que adiante definiremos. Se quisermos passar aos diferenciais,
obtém-se a equacio diferencial estocéstica dX (s) = a(s,z)dt + 1/b2(s, x)dW (s). Por essa
razao, sob certas condigoes, é natural que a solugao da equagao diferencial estocéastica seja

um processo de difusao.

Definicao 2.1.2. O processo de difusao diz-se homogéneo se o coeficiente de tendéncia e

o coeficiente de difusao sao independentes de t. Neste caso, podemos designd-los por a(x) e

b2 (z).

Definigao 2.1.3. Seja {X;}icpo,r) wm processo de difusio. Chamamos operador de difusdo
! o 1 %
_ 2
D= a(s,x)% + §b (8,1‘)@.
Se {Xi e € um processo de difusio homogéneo, vem
o 1 0?
D= — + b (r)=.
a(x)(()x * 2 (I)GIQ

Suponhamos que a e b sao fungoes continuas e seja h uma fungao continua e limitada e,

para um t fixo com t > s, definamos
u*(s,x) = E[h(X(t))|X(s) =x]. (2.1.4)

Se u* ¢é limitada e continua com primeiras e segundas derivadas parciais com respeito a x
continuas e limitadas, entao u* é diferencidavel em s e satisfaz a equacao de Kolmogorov

regressiva (EKR)
ou*

ot

+ Du* =0,
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com a condi¢ao

liglu (s,z) = h(zx).

A demonstracdo pode ser vista em Ghikman e Skorohod (1969). Assim, conhecidos
u*(s,x) = E[h(X(t))|X(s) = x|, podemos determinar as probabilidades de transi¢ao. E de
facto para definir probabilisticamente um processo de difusao, basta conhecer os coeficientes

de tendéncia e de difusao.

No entanto, existe um método mais simples para determinar as probabilidades de
transigdo supondo que existe densidade de transigao p(t,y|s,x) continua em relacdo a s
e com primeira e segunda derivadas parciais continuas em relacao a x. Neste caso, para y

e t fixos e t > s, a densidade de transicao é solugao da equacao de Kolmogorov regressiva

(EKR)
dp
LDy =
as—l— =0

com condicao terminal liglp (t,yls,z) = §(x — y)B.

Para o caso particular de um processo de difusao homogéneo, se escrevermos
p(7,y|z) = p(t,y|t — 7,2), a densidade de transi¢ao nao depende de ¢ e, como s =t — T,
0 d

vem =

s 5~ € obtemos a equacao de Kolmogorov regressiva (EKR)

com condicao terminal liFOlp (T,ylx) = d(z — y).

No caso do processo de difusdo homogéneo, vem de (2.1.4)

u(r,z): = u(t—71,2)=FE[h(X(@)|X({t—7)==x]
= E[h(X({—(t-7))[X(0) =] =E[h(X(7))|X(0) = z].

Entao, u(r,x) := E[h (X (7)) |X(0) = z] satisfaz a EKR

ou
——+Du=0
o7 + Du ,

com a condi¢ao

l‘ggl u(r,z) = h(z).

Também se pode usar a equagao de Kolmogorov progressiva (EKP), também chamada
equagao de Folker-Plank, ou equagao de difusao, para a densidade de transicao p(t, y|s, z), se
op Oalty)p) (v (t.y)p)

Oy?

existir, supondo 37, oy

continuas. Para s e x fixos tal que s < t, a densidade

[BlChama-se funcao delta de Dirac & funcio generalizada § com as seguintes propriedades:
) 0(z) =0,Ye £0; i) §(z) = +oo,z =0; i) [T 8(z)dx = 1.
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de transicao é a solucao da equacao de Kolmogorov progressiva

dp  O(a(t,y)p) 10 (V(t,y)p)
T 5 g —0 (2.1.5)

com condi¢ao inicial limp (¢, y|s, x) = §(z — y).
tls
Para o caso particular de um processo de difusao homogéneo, se escrevermos

p(7,y|z) = p(s + 7,y|s,z), a densidade de transicdo nao depende de s e, como t = s + T,

vem % = % e obtemos a equagao de Kolmogorov progressiva (EKP)

9p , Olalyp(r.yle))  10(0Wp(r.ylz) _
or By 2 Dy

com condicdo inicial li?olp (1T,ylz) = d(x — y).
A demostragao rigorosa encontra-se em Ghikman e Skorohod (1969). As equagoes de

Kolmogorov sao uma ferramenta muito valiosa para o estudo dos processos de difusao.

2.2 Processo de Wiener

Para o estudo das equagoes diferenciais estocésticas é fundamental o processo de Wiener. O
processo de Wiener descreve o efeito acumulado das perturbagoes aleatérias que afetam a
dinamica de certos fenémenos. Foi estudado por diversos autores. Em particular, Bachelier
usou-o em 1900 para modelar a cotacdo de a¢oes numa bolsa (ver Bachelier (1900)), Einstein
usou-o em 1905 para modelar o movimento browniano (ver Einstein (1905)), mas s6 em
1920 foi detalhadamente estudado por Wiener e Lévy (pode ver-se em Wiener (1920)).

Comecamos por apresentar a definicao de processo de Wiener padrao.

Definigao 2.2.1. Um processo estocastico {Wy,t > 0} diz-se um processo de Wiener padrao

se verificar as sequintes condi¢oes:
a) W(0) =0 g.c.
b) W(t)—Wi(s) seque uma distribui¢cao normal de média O e variancia t — s, para s < t.

c) Osincrementos Wy, —Wo, Wy, =Wy, ,... Wy, =Wy com0 =1ty <t) < -+ <tp_q <ty,

sao varidveis aleatorias independentes.

A distribuicdo dos incrementos do processo de Wiener padrao, W; — W,, depende
apenas do comprimento do intervalo, o que significa que tem incrementos estacionarios. No
entanto, o processo de Wiener nao é estacionario, uma vez que a variancia nao é constante:
Var[Wy| = Var[W, — Wy| = t.

O processo de Wiener, também conhecido por movimento browniano, é um processo de

difusao muito simples uma vez que tem coeficiente de tendéncia nulo e coeficiente de difusao
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constante. Quando o coeficiente de difusao é igual a 1 temos um processo de Wiener padrao.
E usual, para simplificar, dizer-se processo de Wiener quando nos referimos ao processo de
Wiener padrao.

De seguida, enunciamos algumas das propriedades do processo de Wiener W;:

W (t) segue uma distribuigdo normal de média 0 e variancia ¢, o que representamos por
W, ~ N(0,1).

o COV[W(s), W(t)] = E[W(s)W(t)] = min(s, ).

e O processo de Wiener é nao diferenciavel q.c. em toda a parte.

As trajetérias do processo de Wiener tém q.c. variacao ilimitada em qualquer intervalo

de tempo finito.

Em qualquer instante ¢, a trajetéria tem valor médio 0 mas a variancia aumenta com o
tempo. Em Arnold (1974) pode ver-se o comportamento assintético de Wy quando ¢ — +o00.

Segue-se a definicao de ruido branco padrao.

Definigao 2.2.2. O ruido branco padrao e(t), com t € R, é um processo estocdstico

generalizado gaussiano com média
Ele)] =0

e funcao de autocovariancia
C(r) = Ele(s)e(s + 7)] = 6(7), (2.2.1)

onde 6 € a funcgdao de Dirac, isto €, £(t) tem autocorrelagoes nulas. A sua transformada de

Fourier € uma funcgao constante, ou seja, € tem densidade espetral constante

+oo
ﬂm——[_emnmm—%

para todo o A\ real.

De (2.2.1) temos que todas as frequéncias participam com a mesma intensidade, dai a
designacao de ruido branco, analogamente ao que acontece com a luz branca que também
tem densidade espetral constante.

O ruido branco padrao e(t) pode ser definido como a derivada no sentido das fungoes
generalizadas, em relagao ao tempo, do processo de Wiener padrao
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ou de forma equivalente, o processo de Wiener padrao W (t) é o integral do ruido branco

padrao em relacao ao tempo

Embora a interpretagao das equacgoes diferenciais estocasticas possa ser mais intuitiva, é
habitual evitar o uso explicito de ruido branco, preferindo usar-se o seu integral, o processo

de Wiener padrao.

2.3 Integrais estocasticos

Consideramos a equagao diferencial ordinéria

dX(t) = f(t,X(t))dt, (2.3.1)
com condigao inicial X(0) = z, o conhecido problema de Cauchy. A solucao de (2.3.1)
satisfaz X (t) ) + fo ))ds. Se X(t) representa o tamanho da populac¢ao no

instante t e X (O) éo tamanho da populagao no instante inicial, &¥ representa a sua taxa de

’ dt
crescimento. E natural admitir que o crescimento da populagao tenha pequenas variacoes
que nao sao explicaveis pela fungao f, isto é, a equagao (2.3.1) nao incorpora o efeito aleatério
que as flutuagoes ambientais tém na sua taxa de crescimento. Assim, torna-se necessario
adicionar um ruido que incorpore as flutuacoes ambientais, o que nos conduz a uma equagao

diferencial estocéstica (EDE) da forma
dX(t) = f(t,X(t))dt + g (t, X(t))e(t)dt,
ou, de forma equivalente,
dX(t) = f(t,X(t))dt + g (t, X (t)) dW (), (2.3.2)

onde f e g sado fungdes reais continuas com dominio [0,7] X R e a condigdo inicial
X(0) = x é uma varidvel aleatéria independente do processo de Wiener W(t). f
representa o valor médio da taxa de crescimento e g representa a intensidade da perturbacao
dessa taxa induzida pelas flutuacoes aleatérias do ambiente. O uso de um ruido nao
autocorrelacionado £(t) é uma aproximagao matematicamente conveniente e adequada desde
que os ruidos naturais, provavelmente autocorrelacionadas, tenham uma correlacao pequena.
A solugao X (t) = X(t,w) de (2.3.2) é um processo estocastico que satisfaz a equagao integral

estocastica

X(t):X(O)+/O f(s,X(s))ds+/0 (s, X(s)) dW(s). (2.3.3)
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Para determinar a solu¢ao da equagao (2.3.2) é necessario interpretar os integrais do lado
direito da equagao (2.3.3). O primeiro integral pode ser interpretado como um integral de

Riemann-Stieltjes e podemos usar as regras usuais de calculo. Quanto ao segundo integral

/0 g(s, X (5)) AW (s),

nao podemos seguir as regras usuais de calculo uma vez que o processo de Wiener tem, com
probabilidade 1, trajetorias continuas de variacao ilimitada em qualquer intervalo de tempo

limitado. Necessitamos por isso de definir integrais estocasticos da forma

/O e (s) W (s).

Vejamos o exemplo de G(t) = W (t), em que a fun¢ao G é tao irregular como o processo

de Wiener, tendo-se o integral estocastico

[ waw

Apesar de nao estarem reunidos os pressupostos, se aplicdssemos as regras usuais de célculo,
W2()-W?(0) _ W2(t)
2 - T2

o integral seria igual a

Vejamos o comportamento das somas de Riemann-Stieltjes

Sn = Z W(Ti,n) (W(ti,n) - W(ti—l,n)) )

com
OZtO,nStl,n< Stn,n:t (n:1,2)

uma qualquer partigao do intervalo [0, ¢], com diametro

571 = Inax (tz,n - tifl,n)
1<i<n
convergente para 0 quando n — +o00 e onde, para cada intervalo [t;_1 ,, t; ] da decomposicao,
Ti;n ¢ um ponto desse intervalo, conhecido por ponto intermédio.

E facil verificar que, utilizando as somas de Riemann-Stieltjes, escolhendo para ponto
intermédio um ponto inicial, um ponto intermédio ou um ponto terminal do intervalo de
decomposi¢do, nao existe um limite em média quadratica comum (o mesmo sucede se
adotarmos limites quase certos ou limites em probabilidade). Nao existe, pois, integral

de Riemann-Stieltjes. Pode ver-se em Arnold (1974), na pagina 59, que

ma. W2t O
0 Sy = G D (), (2.3.4)
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Assim a solucao da equacao diferencial estocastica difere consoante a escolha dos pontos

intermédios, 7;,, com 7 = 1...n. Por exemplo, se escolhermos
= (1 - )\)ti—lm + )\ti,n7 0 S A S 1, 1= 1TL,

obtemos para (2.3.4)

ma. W2(t) 1
S, 2 — 22 (N— 2 )¢,
n, I +( 2)

quando n — 400, limite que denotamos por

A /0 W (s)dIV (s)

Em particular, quando escolhemos A\ = 0, isto é, 7;, = t;_1,, obtemos o conhecido

/W )dW (s WU_t,

integral nao antecipativo, uma vez que os valores da funcao integranda sao independentes dos

integral de Ito,

incrementos futuros, W (t;,,) — W(t;—1,), do processo integrador, o processo de Wiener. O
que significa que, quando usamos o integral de It6 estamos a considerar que o comportamento
do fenémeno no presente nao depende de futuras perturbagoes aleatérias. Este integral nao
segue as regras usuais de célculo mas o calculo de It6 tem boas propriedades probabilisticas.

Quando usamos A = % temos o conhecido integral de Stratonovich,

/W )dW (s W2(>

que é um integral antecipativo. O calculo de Stratonovich tem a vantagem de utilizar as
regras classicas de integracao mas as propriedades probabilistica sao menos interessantes do
que no calculo de Ito.

Na literatura é usual escrever um ”(S)” quando se usa o cdlculo de Stratonovich e omitir
o ”(I)” quando se usa o calculo de It6. Neste trabalho vamos usar o célculo de Stratonovich.
Por isso, faremos o contrério, omitimos o ”(S)” quando usamos o cdlculo de Stratonovich e

escrevemos um " (I)” quando falamos do célculo de Ito6.

Definicao 2.3.1. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade, {X (t) : t € [0, T]} um processo
estocdstico definido nesse espaco e {Fi}ticpor) uma familia de sub-dlgebras-o de F tal que
Fs CFrpara 0 < s <t <T. A uma tal familia chamamos filtracao. Se F, € independente
dos incrementos futuros Wy — Wy, para t > s, do processo de Wiener, diz-se filtracao

nao-antecipativa.
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Definigao 2.3.2. Considere-se uma filtragao nao-antecipativa {Fi}icior). Chamamos
M?[0,T] ao espago das fungoes G : [0,T] x Q — R tais que:

i) G é conjuntamente mensurdvel nas suas duas varidveis;

it) G € nao-antecipativa em relagdo a filtragao Fs (também se diz adaptado a filtragao),
isto €, Gy € Fy-mensurdvel, dependendo portanto apenas da informacao disponivel até

ao wnstante s;

iii) o integral fOT G?*(s)ds existe e € finito q.c..
Definigao 2.3.3. Sejam W, wm processo de Wiener, {Fi}icjor) wma filtragdo
nao-antecipativa, Xo uma varidavel aleatoria mensurdvel -Fy e, portanto independente do
processo de Wiener, F uma func¢ao conjuntamente mensurdvel adaptada a filtracao F, e tal
que fOT |F(s,w)|lds < 400 g.c. e G uma fungdio do espago M?[0,T]. Chama-se processo de

It6 (ou integral estocdstico) ao processo estocdstico da forma

Xi(w) = Xo(w) +/O F(s,w)ds+ (I) /0 G(s,w)dW (s,w). (2.3.5)

Se X; é um processo de Itd na forma (2.3.5), a equagao (2.3.5) pode ser escrita na forma
diferencial

(I) dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (t).

Vimos anteriormente que o integral de Ito e o processo de It6 nao satisfazem as regras
usuais de calculo integral e diferencial, respetivamente. Necessitamos por isso de obter a
regra da cadeia do calculo diferencial e integral de It6. Esta regra, conhecida pela féormula

de It0, ¢é a referida no teorema seguinte.

Teorema 2.3.1. Seja X; um processo de Ito dado pela equagao diferencial estocdstica

Seja h(t, z) uma fungdo continua com derivada parcial continua em relagao at e com sequnda

derivada parcial continua em relacao a x. Entao

}/t = h(t7 Xt)
¢ também um processo de Ito e
oh oh 0%h 9
(1) dY= E(ta Xp)dt + %(ta Xp)dX: + @(t, Xy) (dXy)

onde (dXt)2 = dXdX; pode ser calculado de acordo com as sequintes regras

dtdt = dtdW, = dWydt =0, dW dW, = dt.
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A demostragao pode ser vista em Oksendal (2003) ou Arnold (1974).

Como exemplo podemos voltar ao integral

(I) /0 t W,dW.,.

Pelo célculo usual, o resultado seria %Wtz. Escolhemos

1
h(t,z) = 5:1:2

1
}/t = h(t7Wt) - §VVt2
Pela férmula de Ito vem

oh  Oh 18%h )
I adY, = —dt+ —dW;+ =——— (dW,
(1) ! ot +(91: t+2(‘3x2( )
1
= 0+ WidWi+ 5 (dW,)?

1

Portanto

Integrando entre 0 e ¢, temos
K 1., 1
(1) / WedWy = -W,* — —t,
0 2 2
como tinhamos visto anteriormente.

Como vimos anteriormente, a solugao da EDE (2.3.2) depende do calculo utilizado, sendo
os calculos de It6 e de Stratonovich os célculos de maior relevancia tedrica e de aplicabilidade
pratica. Existe, no entanto, uma relacao de equivaléncia entre estes dois calculos que pode
ser usada. A EDE de Stratonovich

dX(t) = f (£, X (1) dt + g (t, X (£)) dW (1)

¢é equivalente a EDE de Ito

10g (t, X(1))

2 1. X(0) ) i+ 9 0. X(0) AW (),

(1) dx(r) = (f (1, X(1)) +

isto é, tem a mesma solugao X (t). Esta relacao pode ser usada no sentido contrério, ou seja,
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a solucao da EDE de Ito
(1) dX(t) = f (& X(1))dt + g (¢, X (1)) AW (t)

¢ equivalente a EDE de Stratonovich

109(,X(1)

ax(o = (7 6.x(0) - ;252

g (t, X(t))) dt + g (t, X (t)) dW(t).

A demonstracao pode ser vista em Wong e Zakai (1969).
Obviamente os dois calculos coincidem quando a funcao g nao depende de x.

A escolha entre estes dois cédlculos tem sido um obstaculo na resolucao das equacgoes
diferenciais estocastica, uma vez que, dependendo do calculo utilizado, temos resultados
aparentemente diferentes. De acordo com a literatura, o calculo de It6 deve ser escolhido
quando a EDE ¢é usada como aproximacao a um fenémeno que ocorre em tempo discreto
(as perturbagoes aleatérias da taxa de crescimento per capita sdo descritas por um ruido
branco em tempo discreto). O cdlculo de Stratonovich parece ser a melhor escolha quando
a EDE (que usa ruido branco) é utilizada como aproximacao a um fenémeno que ocorre em
tempo continuo mas com perturbagoes descritas por um ruido colorido em vez de um ruido
branco. A dificuldade da escolha prende-se com a dificuldade em saber se o fenémeno ocorre

em tempo discreto ou em tempo continuo.

Braumann (2007b), Braumann (2007c) e Braumann (2007a) explica a utilizagdo dos
diferentes calculos, calculo de Ito e calculo de Stratonovich, para modelos de crescimento
populacional. Resolve a controvérsia dos dois célculos, explicando que a aparente diferenca
de solugoes se deve a suposicao incorreta que f representa a mesma taxa média de

crescimento nos dois calculos.

O célculo de Stratonovich parece ser o mais natural e tem a vantagem de seguir as regras
usuais de céalculo integral. Ao longo deste trabalho usaremos o calculo de Stratonovich.
No entanto, os resultados seriam equivalentes se usassemos o célculo de Ito, apenas seriam

apresentados em termos do comportamento de outra taxa média de crescimento.

2.4 Equacoes diferenciais estocasticas

Consideramos X (t) um processo estocastico, com ¢ € [0, 7] e W (t) um processo de Wiener
padrao. Sejam f e g duas fungoes definidas e mensuraveis em [0,7] x R. Consideramos a

equacao diferencial estocastica

(I) dX(t)=f(t,X(t))dt+ g (t,X(t))dW(¢)
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com X (0) = Xy conhecido e ¢ € [0, +o0o[, ou a correspondente equagao integral estocastica

X(t):X(O)—i-/O f(s,X(s))ds—i—(I)/og(s,X(s))dW(s).

Enunciamos um dos teoremas mais importantes das equacoes diferenciais estocasticas, o

teorema que garante a existéncia e unicidade de solucao da equacao diferencial estocéstica.

Teorema 2.4.1. Sejam [ e g duas fungoes definidas em [0, T| xR (com T > 0) mensurdveis.

Suponhamos que existe uma constante K > 0, tal que:

a) (condi¢ao de Lipschitz) para todo ot € [0,T] ey, z € R,
[ft,x) = fty) + gt z) — gt y)| < K|z —yl,

b) (condi¢ao de crescimento) para todo ot € [0,T] ey, z € R,

[t 2)* + lg(t 2)[F < K*(1+ []?).

Seja Xo uma varidvel aleatoria independente de W (t) para t > 0.

Entao a equacao diferencial estocastica
(1) dX(t)=f(t, X(@)dt+g(t, X(t)dW(t) com X(0)=X, 0<t<T <400

tem uma unica solugao X (t), continua com probabilidade um, que satisfaz a condi¢ao inicial
X(0) = Xo, isto €, se existirem duas solugoes continuas X (t) e Y (t), com a mesma condi¢ao
inicial X (0) =Y (0) = Xo, tem-se P [supy;<p | X (¢) = Y ()| > 0] = 0.

A demonstracao pode ser encontrada em qualquer bom livro de equacoes diferenciais
estocdstica, ver Arnold (1974), Ghikman e Skorohod (1972) e @ksendal (2003), por exemplo.

Satisfeitas as condi¢oes do teorema de existéncia e unicidade, a solucao X (t) da EDE
é um processo de Markov. A demonstragdo pode ser encontrada em Arnold (1974) ou
Ghikman e Skorohod (1972), por exemplo.

Se f e g sao fungoes independentes de t no intervalo [0,7], podemos escrever

f(t,z) = f(x) e g(t,x) = g(z). Neste caso, a equacao diferencial estocéstica
() dX(t) = f(X(t)dt + g (X(t))dW (1),

diz-se auténoma e a solu¢ao X (t), para t € [0, 7], é um processo de Markov homogéneo.
Se forem verificadas as condi¢oes do teorema de existéncia e unicidade e se as fungoes
f e g forem continuas em relagdo a t, se usarmos o cédlculo de Ito, a solugdo X(t) é um

processo de difusdo com coeficiente de tendéncia a(t,z) = f(t,z) e coeficiente de difusdo
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bi(t,z) = ¢*(t, z). A equagao diferencial auténoma é um processo de difusao homogéneo com
coeficiente de tendéncia a(z) = f(z) e coeficiente de difusdo b?(x) = ¢*(); a sua solugao

X (t) é conhecida por difusao de Ito.
Uma vez que a EDE de Stratonovich

dX (1) = f(t, X ()dt + g(t, X (£))dW (¢) (2.4.1)

é equivalente a EDE de Ito

19g(t, X (1))

1) axt) = (x50

o(8,X(0) ) i+ 90, X)W (),
a solugao de (2.4.1) quando usamos o calculo de Stratonovich, serd um processo de difusao

com coeficiente de tendéncia

19g(t, z)

10b%(t, x)
5oy I(62)

a(t,x) = f(t,z) + = f(t,z) + 1 0 (2.4.2)

e coeficiente de difusao
V(t,x) = ¢*(t, ). (2.4.3)

Em particular, a solugao X (t) da equagao diferencial estocdstica auténoma é um processo

1dg(z)

552 g(x) e coeficiente de

de difusao homogéneo com coeficiente de tendéncia a(z) = f(z) +
difusao b*(z) = ¢g*(z) (pode ver-se em Arnold (1974)).

Dado um processo de difusao X () com coeficiente de tendéncia a e coeficiente de difusdo
b%, basta que os dois coeficientes sejam de classe C'' para garantir a existéncia e unicidade
de solucao até um instante de explosao. Pode ver mais detalhes em Ghikman e Skorohod

(1972), por exemplo.

2.5 Classificacao das fronteiras

Consideramos um processo de difusao homogéneo
{X(t):t >0},

com valores no intervalo (0,+00), com fronteiras X = 0 e X = +oo. Ao intervalo
(0, +00) chamamos espaco de estados, e X () = X representa no nosso caso o tamanho
da populacao no instante t. Vamos supor, para valores no interior do espaco de estados, que
os coeficientes de tendéncia e de difusao, a e b2, sdo continuos. Como se trata de crescimento
populacional e vamos considerar populagoes fechadas a imigragao, vamos também supor que
a(07) =b*(0") =0 e b*(X) > 0 para todo o X > 0.
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Seja T, o tempo em que a populagao atinge pela primeira vez o tamanho y,
T, =inf{t > 0: X(t) =y},

com y € (0,400). Se y tender para 0 ou +o0o temos Tp+ = lim,_,o+ Ty e T oo = limy oo T},
respetivamente.
Definimos, no interior do espago de estados, as medidas de escala e de velocidade de X (t)

(ver Karlin e Taylor (1981)). A densidade de escala ¢ dada por

dy):exp(—lly%%g%w), (2.5.1)

onde n é uma constante arbitrariamente escolhida (mas fixa) no interior do espago de estados
e a e b* sao os coeficientes de tendéncia e de difusdo, respetivamente, de X (¢). Diferentes
escolhas para n correspondem a diferentes constantes multiplicativas da densidade de escala

mas nao afetam as propriedades relevantes. A densidade de velocidade é dada por

1
m(y) = SORG) (2.5.2)

As 7 funcgoes de distribuicao”

S(0) = [ sy

M) = [ mlw)y,

chamamos funcao de escala e funcao de velocidade, respetivamente, com n* uma constante
arbitrariamente escolhida (mas fixa) no interior do espaco de estados. As medidas de escala

e velocidade no intervalo [a, b] sao dadas por

Sla,b] = S(b) — S(a)

respetivamente.

Uma das classificagoes possiveis e de relevancia para o nosso estudo é saber se as fronteiras
sao atrativas ou nao atrativas. Apresentamos de seguida algumas defini¢bes uteis para a

classificagao das fronteiras, que podem ser vistas, por exemplo, em Karlin e Taylor (1981).
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Definigao 2.5.1. A fronteira X = 0 diz-se nao atrativa se existir uma vizinhanca R = (0,y),
tal que, para qualquer 0 < z <n € R, P[Ty+ < T,|X(0) =z] =0.

A fronteira X = 400 diz-se nao atrativa se ezistir uma vizinhanca R = (y, +00), tal que,
para qualquer R > n < x < +00, P[T}« < T,|X(0) =z] = 0.

Significa que a populacdo, comecando em x, leva mais tempo a chegar a fronteira do que a

desviar-se dela. A fronteira diz-se atrativa se ndao for ndo atrativa.

A nao atratividade da fronteira X = 0 implica que nao existe ”extingao matematica”,
ou seja, nao existe nenhum ¢ tal que X (¢) = 0 nem pode acontecer que X (¢) — 0 quando
t — +00.

A nao atratividade da fronteira X = +oo implica, no caso de a(z) e b*(z) serem de classe
C', a nao existéncia de explosoes e, portanto, garante a existéncia e unicidade da equacao
diferencial estocastica para todo ot > 0.

No entanto, quando as fronteiras sao atrativas podem ser nao atingiveis em tempo finito.

De seguida escrevemos a definicao de fronteira nao atingivel.

Definicao 2.5.2. A fronteira X = 0 diz-se ndo atingivel (ou inatingivel) se ezistir uma
vizinhan¢a R = (0,y), tal que, para qualquer 0 < z <n € R, P[Ty+ < +00|X(0) = z] = 0.
Significa que a populacdo, comecando em x, atinge a fronteira em tempo finito, com

probabilidade zero. Caso contrdrio, a fronteira diz-se atingivel.

Para classificar as fronteiras, precisamos dos préximos resultados (para mais detalhes,
ver Karlin e Taylor (1981)). A fronteira X = 0:

a) B nao atrativa sse S(0, zo] = +0o para algum o > 0;
b) E atrativa sse S(0,z0) < +oo para algum z > 0.
De modo analogo, a fronteira X = +oo:

a) B ndo atrativa sse S[xg, +00) = +0o para algum zy > 0;
b) E atrativa sse S|z, +00) < 400 para algum zq > 0.
Seja »
S(0.a0] = [ S0 p)ml)dy
com zy > 0 qualquer. A fronteira X = 0:
a) E atingivel sse (0, 2o] < 4-00;
b) E néo atingivel sse (0, zo] = +0c0.

Com as respetivas adaptagoes, obtém-se os mesmos resultados para a fronteira X = +oc.

Pode verificar-se que, se a fronteira é atingivel, entao a fronteira é atrativa. Ou de modo
equivalente, se a fronteira é nao atrativa entao a fronteira é inatingivel. Verifica-se ainda

que, se a fronteira é inatingivel, pode ser atrativa ou nao atrativa.
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2.6 Existéncia de densidade estacionaria

Quando ambas as fronteiras sao nao atrativas podemos dizer que ha uma tendéncia para
as trajetérias que se aproximam da fronteira serem empurradas para o interior do espaco
de estados. Admitindo que todos os estados comunicam entre si, a distribuicao transiente

(distribuigao de X (t)) podera ter uma densidade

p(ty) = fxp(y) (0<y<+oo).

Se a distribuicao transiente estabiliza de modo que, quando ¢t — 400, X (t) converge para

uma distribuicao limite com funcao densidade de probabilidade

p(y) = fx,.(y) (0<y < +o0),

chamamos a esta densidade estacionaria.

No entanto, o facto de as fronteiras serem nao atrativas nao garante a existéncia de
densidade estacionaria. A existir densidade estacionaria, é natural que esta seja proporcional

ao tempo de ocupacgao de cada estado, ou seja, proporcional a m, o que s6 acontece se
M = fOJrOO m(y)dy for finito.

A densidade estaciondria p(y), quando existe, terd de ser densidade invariante e satisfazer

a equacao de Kolmogorov progressiva (2.1.5). O processo de difusdo homogéneo tem

densidade invariante p(y) se, como o préprio nome indica, caso a fungao densidade de

probabilidade de X (0) seja p(y), a fungao densidade de probabilidade de X (¢) também serd
op(y)

p(y) para todo o t € (0, +00). Neste caso “5* = 0, e a equacao de Kolmogorov progressiva

(2.1.5) pode ser escrita da seguinte forma

dla(y)p(y))  1d*(*(y)p(y))

dy 2 d?y =0
Integrando em ordem a y temos
1d(b*(y)p(y
a(y)p(y) — 5% =Cy,

com C; constante. Multiplicando pelo fator integrante s(y), vem

“2s(yaly)p(y) + s<y>%§“y” _ LaCs(y)

que é equivalente a
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com C constante. Integrando novamente em ordem a y temos

s(y)b* (y)ply) = CS(y) + D,

com D constante, e como m(y) = m podemos escrever

p(y) = m(y)(CS(y) + D), (2.6.1)

com C e D constantes, tal que p(y) > 0 para todo o y € (0,400) e f0+oop(y)dy =1,
indispensavel para ser uma fun¢ao densidade de probabilidade.

A expressao (2.6.1) torna-se mais simples quando ambas as fronteiras sdo nao atrativas.
Neste caso, sendo ambas as fronteiras nao atrativas, significa que S(y) = —S(y,n*) - —oco
quando y — 0 e S(y) = S(n*,y) — +o0o quando y — +oo. Para ter p(y) positivo para todo

0y € (0,+400) é necessario que C' = 0 e a expressao (2.6.1) pode escrever-se

p(y) = Dm(y),

com D convenientemente escolhido, tal que, f0+°o p(y)dy = 1. Assim, quando as fronteiras sao
nao atrativas, a densidade estacionaria para o tamanho da populacao existe se a densidade de
velocidade for integravel, M = fOJrOO m(z)dz < 400, e a expressao anterior pode escrever-se

na forma

com 0 <y < +o0.

Um processo de difusao com ambas as fronteiras do espaco de estados nao atrativas e
com densidade estacionaria é um processo ergédico no sentido de que existe uma distribuicao
limite para a varidvel X(¢) com densidade positiva no interior do espago de estados e
todos esses estados interiores sao visitados infinitas vezes. Pode também provar-se que
certas esperancas mateméticas (médias de conjunto) podem ser aproximadas pelas médias
temporais correspondentes ao longo de uma s6 trajetéria. Pode ver-se mais detalhes, por
exemplo, em Ghikman e Skorohod (1972) e Kutoyants (2004).



CAPITULO 3

MODELOS CLASSICOS DE CRESCIMENTO POPULACIONAL

O nosso estudo centra-se em modelos de crescimento populacional. Estamos, por isso,
interessados na discussao da alteracao do tamanho da populagao ao longo do tempo. No
entanto, os modelos de crescimento populacional podem também ser usados para modelar
o crescimento individual, que representam alteragoes no tamanho de um individuo ao longo

do tempo.

Neste capitulo, comecamos por apresentar alguns dos modelos deterministicos mais
utilizados em crescimento populacional. Estes modelos sao pouco realistas uma vez que
nao tém em conta as flutuagoes aleatérias do ambiente onde a populagao estd inserida. Dos
modelos deterministicos classicos, destacam-se o modelo logistico e o modelo de Gompertz,

pela sua simplicidade e pela aparente boa especificacao do crescimento populacional.

Os modelos estocésticos sao geralmente baseados em modelos deterministicos e, na
medida em que incluem o efeito das flutuacoes aleatérias no modelo, sao mais realistas.
Assim, para descrever o crescimento populacional em ambiente aleatorio usamos modelos
estocasticos, em particular, apresentamos o estudo do modelo logistico e do modelo de
Gompertz. Modelos deste tipo foram estudados na literatura. Levins (1969) apresentou
um dos trabalhos pioneiros. O estudo de modelos estocasticos particulares de crescimento
populacional em ambiente aleatorio, quer os classicos ja referidos quer variantes destes,
prosseguiu ao longo dos anos (ver, por exemplo, May (1973), Capocelli e Ricciardi (1974),
Tuckwell (1974), Feldman e Roughgarden (1975), Braumann (1983) e Dennis e Patil (1984)
e referéncias neles contidas). Recentemente, Braumann (1999) e Braumann (2008)

estudaram as propriedades de modelos gerais de crescimento populacional em ambiente

25
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aleatério sem efeitos de Allee, que incluem os referidos modelos como casos particulares.

3.1 Modelos deterministicos

Seja X = X(t) o tamanho da populagao no instante ¢ e assumimos que X (0) = =z > 0
¢ o tamanho da populacao no instante inicial. Para descrever o crescimento populacional
usamos modelos deterministicos escritos sob a forma de uma equacao diferencial autonoma

dX
— = X f(X), (3.1.1)

em que f nao depende explicitamente de t. A taxa de crescimento per capita

1dX

é uma funcao real f definida para X > 0.

Um dos primeiros modelos matematicos aplicados ao crescimento populacional é o modelo
malthusiano criado em 1798 pelo inglés Thomas Malthus, economista e demdgrafo (ver
Malthus (1798)). O modelo de Malthus, ou modelo exponencial, corresponde a uma taxa
de crescimento da populagao diretamente proporcional ao seu tamanho, ou seja, a taxa de

crescimento per capita é dada por
1dX (3.1.2)
—— =7 1.
X dt ’

onde r é constante (também se diz que o crescimento é independente da densidade da

populagao). A solucdo da equagao diferencial (3.1.2) é
X(t) = xexp(rt),

conhecido por crescimento exponencial. Se r < 0 temos um decrescimento exponencial. Se
r > (0 temos um crescimento exponencial, que sé pode ser registado em intervalos de tempo
limitados. Este modelo é bastante simples mas pouco realista, uma vez que pressupoe a
inexisténcia de restricoes ao crescimento.

Em 1838, o belga Pearl-Verhulst, matematico, propos um modelo de crescimento
populacional que considera que a taxa de crescimento populacional pode depender da
densidade populacional (ver Verhulst (1838)). O seu crescimento ficou conhecido por modelo
logistico, ou modelo de Pearl-Verhulst, que se carateriza por a taxa de crescimento per capita

decrescer linearmente com o tamanho da populacao, ou seja,

1 dX X
g 1— = 1.
X dt r( K)’ (3:.1.3)
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sendo r > 0 a taxa intrinseca de crescimento e K > 0 a capacidade de sustento do meio. A
solucdo da equagao diferencial (3.1.3) é dada por

K
CENESS

X(t) = (3.1.4)

Em 1825 Benjamin Gompertz, matematico e atudrio, apresentou um modelo que
descrevia o crescimento geométrico da taxa de mortalidade (ver Gompertz (1825)). Este
estudo representou um avancgo significativo em relagao ao estudos de Thomas Malthus
no calculo de anuidades e seguros de vida. Posteriormente, o modelo de sobrevivéncia
foi descrito como um modelo de crescimento para fendémenos biolégicos e econémicos. O

conhecido modelo de Gompertz tem a taxa de crescimento per capita dada por

1dX 1 K
Xda X
A solucao deste modelo é dada por
—rt z
X(t) = Kexp <e In E) . (3.1.5)

Ao longo do nosso estudo vamos centrar-nos nestes dois ultimos modelos, o modelo
logistico e o modelo de Gompertz, por serem bastante simples e mais realistas do que o
modelo malthusiano. Estes modelos, tal como foram criados, nao incorporam efeitos de
Allee. Ambos se caraterizam por uma reducao da taxa de crescimento per capita a medida
que a populagao aumenta, refletindo a redugao de recursos disponiveis para a sobrevivéncia

e reproducao de cada individuo na populacao.

Chamamos pontos de equilibrio aos pontos onde % = 0, isto é, quando a taxa de

crescimento populacional é nula.
Para o modelo malthusiano, existe um tinico ponto de equilibrio, X = 0. Para os modelos

logistico e de Gompertz, existem dois pontos de equilibrio, X =0e X = K.

Recorde-se a definicao de estabilidade local para um ponto de equilibrio X €T de um
sistema dinamico X
ar 9(X)
onde g : T aberto C R — R é de classe C!. Diz-se que X é localmente estével se, para
qualquer vizinhanca U C T de X existir uma vizinhanca aberta U; C U de X tal que, se
X(t) é qualquer solucao da equagao diferencial com X (0) € Uy, entao X (t) € U, Vt > 0.
Se U, se puder escolher de forma a que, quando X (0) € Uy, se tenha tE+mooX(t) = X, entao

X diz-se localmente assintoticamente estavel. Um ponto de equilibrio diz-se instavel se nao

é estavel.
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Se X é um ponto de equilibrio, ¢ (X ) < 0 é condigao suficiente para que X seja
assintoticamente estavel e ¢ (X' ) > 0 é condigao suficiente para que o ponto de equilibrio
seja instavel.

Supondo r > 0, para os modelos malthusiano, logistico e de Gompertz, o ponto de
equilibrio X = 0 é instavel. Para os modelos logistico e de Gompertz, o ponto de equilibrio

X = K ¢ assintoticamente estavel.

3.2 Modelos estocasticos

O crescimento populacional deve ter em conta as flutuacoes aleatérias do ambiente que
afetam a taxa de crescimento per capita da populagao. O seu crescimento pode ser modelado

por uma equacao diferencial estocastica

1dX
onde X = X(t) representa o tamanho da populacao no instante ¢, f ja nao pode ser

interpretado como a taxa de crescimento per capita mas como a taxa média de crescimento
per capita. Como usamos o calculo de Stratonovich, trata-se de uma média geométrica (ver

Braumann (2007b)). Supoe-se que as flutuacoes aleatérias da taxa de crescimento per capita
1dx
X dt
oe(t), onde ¢ > 0 mede a intensidade das flutuagoes aleatérias e £(t) é um ruido branco

podem ser modeladas por um ruido aditivo, que aproximamos por um ruido branco

padrao.

A solugao da equagao diferencial estocdstica (3.2.1) é diferente consoante o calculo
estocastico utilizado. No entanto, as solugoes sao diferentes porque a taxa média de
crescimento per capita f nao é a mesma para os diferentes calculos. Quando usamos o calculo
de Stratonovich, trata-se de uma média geométrica, que é mais natural num fenémeno do tipo
multiplicativo como é o crescimento populacional. Quando usamos o cédlculo de Ito, trata-se
de uma média aritmética. Para mais detalhes, ver Braumann (2007b), onde se resolve
a controvérsia para modelos gerais de crescimento populacional com intensidade de ruido
constante, Braumann (2007a) estende ao caso de modelos com capturas e Braumann (2007¢)
apresenta resultados para modelos com intensidade de ruido dependentes da densidade
populacional.

A aparente diferenca entre os calculos de It6 e de Stratonovich deve-se a nao se ter em
conta que a parte deterministica da equacao representa diferentes tipos de taxa média de
crescimento. No modelo deterministico, a equagao (3.2.1) com o = 0, a taxa de crescimento

per capita r(x) quando o tamanho da populagao no instante ¢ é z, é dada por

r(z):= = lim = éxf(:p) = f(x).
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No modelo estocéstico, quando usamos o calculo de [t6 na equagao (3.2.1)

fi(x) = rari(x) representa a taxa média aritmética de crescimento per capita dada por

() = 1 - E[X(t+At)|A)§(t) =a]—z _ %a(x) _ )

T At—0

Se usarmos o célculo de Stratonovich na equagao (3.2.1)

fs(z) = rgeom(x) representa a taxa média geométrica de crescimento per capita, onde

ovom(z) = iAllitf_T}lo exp (E[ln X (t + iiﬂX(t) =zx])—= _ %a(:n) ),

Assim, f(x) representa duas taxas médias de crescimento per capita diferentes, a taxa média
aritmética quando usamos o calculo de It6 e a taxa média geométrica quando usamos o
calculo de Stratonovich. Se tivermos em conta a diferenca entre as duas médias, os dois
célculos coincidem. Sabendo uma das médias obtemos facilmente a outra. Para (3.2.1),

temos 74pit () = geom () + "—22, onde o ¢é a intensidade per capita do ruido ambiental.

Dois exemplos classicos sao o modelo logistico e o modelo de Gompertz com
f(X)=r(1-2)e f(X)=rInZ respetivamente, onde r > 0 representa a taxa intrinseca
de crescimento e K a capacidade de sustento do meio. As versoes estocasticas dos modelos
logistico e de Gompertz tém sido estudadas e aplicadas nao s6 para modelar o crescimento

populacional como também para modelar o crescimento individual.

Comegamos por fazer o estudo de modelos estocasticos descritos pela equagao (3.2.1),
onde os modelos logistico e de Gompertz sao um caso particular. Estes e outros modelos
especificos tém sido estudados na literatura, em particular o comportamento das fronteiras do
espaco de estados, a existéncia de densidade estacionaria e os tempos de extingao. Ver, por
exemplo, Levins (1969), Capocelli e Ricciardi (1974), Tuckwell (1974), Braumann (1993),
Braumann (1995) e Braumann (2005).

Na maior parte dos casos, pouco se conhece sobre a funcao f, mas, excluindo os efeitos
de Allee, é biologicamente realista supor que a funcao f para X > 0 satisfaz as condigoes:
f(0F) >0, f édeclasse C! e f é estritamente decrescente (isto é, quanto maior é a populagao
mais dificil é para um individuo sobreviver e reproduzir-se) e f(+00) < 0. Satisfeitas estas

condigoes, como € o caso dos modelos logistico e de Gompertz, a EDE tem solugao tnica até
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um instante de explosao e é um processo de difusao homogéneo com coeficiente de tendéncia

e coeficiente de difusao

usando as expressoes (2.4.2) e (2.4.3), respetivamente. Conhecendo os coeficientes de

tendéncia e de difusdo, usando (2.5.1) e (2.5.2), podemos escrever a densidade de escala

s(y):—exp( /f d@)
a2 [ 1),

respetivamente, com C' constante arbitraria.

e a densidade de velocidade,

m(y) =

O espaco de estados é o intervalo (0, +00) e as fronteiras sao X =0 e X = +o0.

Vejamos que a fronteira X = 0 é nao atrativa, ou seja, nao ocorre extingao matematica.
Seja K = inf{X > 0 : f(X) = 0} finito e consideramos modelos do tipo (3.2.1) com f
satisfazendo as condigoes acima referidas. Sao casos particulares os modelos logistico e de

Gompertz estocasticos. Para qualquer 0 < xp < n < K e para 0 < y < xg vem

2 [V f(9) 2 (" f(0)
= LA — Z [ X >
exp ( = /n 7 d«9> exp <02 /y g do | > 1,
porque, como f é decrescente e n < K, f(n) > 0 no intervalo de integragao. Vem
xo xo C
SOl = [ sy [ Sy =+,
0 o Y

o que mostra que a fronteira X = 0 é nao atrativa.

Vejamos que a fronteira X = 400 ¢é nao atrativa, pelo que nao existem explosoes. Seja

xg > K e xg <y < 4o0. Como f é negativa no intervalo de integracgao, vem

o (B[ 500) = o (5[ P (550
0 fo)

%) 10
exp | ——
P 02 . 0
e, portanto,

+oo ) f( ) +001
S[xo, +00) = / s(y)dy > C'exp (—; 5 ) / —dy = +00,

Y
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o que mostra que a fronteira X = +o0o é uma fronteira nao atrativa.

Acabamos de mostrar que ambas as fronteiras sao nao atrativas, ou seja, nao ocorre

extingao matematica nem existem explosoes, garantindo a existéncia e unicidade de solugao

da EDE.

Como as fronteiras X = 0 e X = 400 sao nao atrativas, a densidade estacionaria
para o tamanho da populagao do modelo estocastico existe se a densidade de velocidade
for integravel no intervalo (0, +00), isto é, M = fo m(y)dy < 4+o0o0. Vamos mostrar que
M < +o00. Seja

Y1 Y2 —+00
M = M, + My + M3 = / m(y)dy +/ m(y)dy +/ m(y)dy.
0 Y1 Y2

Fixamos n < K. Para n > K a demonstragao é andloga. Sejam y; e yo tais que
O<yy <n< K <uys.

Comegamos por mostrar que M; = [ m(y)dy < +oo. Sejam y € (0,41] e 6 € [y,n].
Como f é decrescente, f(0) > f( ). Seja V( ) = —=%f(n) fyn 5d9, o que implica que

V(0%) = —o0 e V'(y) = % f(n)L. Deste modo, podemos concluir que

([ o)
0 %5
g

1
Y

m(y) = , P

2 "1

< -
- C'a yexp 02 Gde)
e )
1 den(V(y)

2f(n)C dy

Donde,
1

M, = /Oy1 m(y)dy < (exp (V(y1)) — exp (V(07))) < +o0,

~ 2f(n)C

como queriamos mostrar.

Vamos agora provar que Mz = f+°o m(y)dy < +o00. Sejam y € [yz, +oo] e O € [n,y].

Y2

102 [ 100 2 [0 sy,

02 0 o? ), 0

Fazemos
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m(y) = C;dexp (% /n y@d@)

1 2 Y
Co2y exp <A + ;f(?h) In ;)

1 Y U%f(yQ)
= CU2yexp(A)exp In (;)

— Clya%f(w)*l7

com ¢ constante positiva. Como K < ys temos que f(yo) < f(K)=0¢e
+oo +oo 9
/ m(y)dy < / ey dy < 4o,
Y2 Y2
como queriamos demonstrar.

Por ultimo, é fécil justificar que M, < +00, porque a funcao integranda é continua num

intervalo de integragao fechado [y, ys).

Garantimos a existéncia de densidade estacionaria, dada por
1 2 [V f()
=D- — —~df 2.2
o) =Dre (5 [ 1 7an). (3.22)

com D constante positiva tal que f;oo p(y)dy =1, isto é, D =

3.2.1 Modelo logistico

Em ambiente aleatério, consideremos o modelo logistico de crescimento populacional,

descrito pela seguinte EDE

1dX X
}E =T (1 — E) +O'€(t>, X(O) =,

para o qual garantimos anteriormente a existéncia e unicidade de solucao. Para obter a

solucao, usando o calculo de Stratonovich, basta fazer a mudanga de variavel Z = % e
multiplicar ambos os membros da equacio por eV Obtemos
Kert-l—aW(t)
X(t) = (3.2.3)

Etr fot erstoW(s)ds

para solucao da EDE.
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Em relagdo & densidade estaciondria, fazendo f(X) =r (1 — %) em (3.2.2), obtemos

2r 2
p(y) = Diy=* " exp (— Y )

2K

com y € (0,400) e Dy constante positiva tal que f0+oop(y)dy = 1. Vé-se que p(y) é a

densidade de uma distribuicao Gama com parametro de forma % e parametro de escala

02K

5> belo que
1 2r_1 Y
p(y) = 5 o7 y”z exXp T 2K (O <y < +OO)
()7 T (%) o
A densidade estacionaria tem média K, variancia "225 ® e moda K <1 — g—i)

3.2.2 Modelo de Gompertz

Em ambiente aleatério, consideremos o modelo de Gompertz de crescimento populacional,
descrito pela seguinte EDE de Stratonovich

1dX K

—— =rln—+o0e(t), X(0) =2
para o qual garantimos anteriormente a existéncia e unicidade de solucao. Para obter a
solucao, basta fazer a mudanca de variavel Z = In %, multiplicar ambas as expressoes por
e e integrar entre 0 e t, obtendo-se

Z(t)=e"Z(0)+oe " /t e"*dW (s). (3.2.4)

Assim, a solucao da equacao diferencial estocastica é dada por

t

X(t) = Kexp (e‘rt In % + 06_”/ ede(s)> . (3.2.5)
0
Fazendo f(X) = rInZ em (3.2.2), obtemos a densidade estaciondria do modelo de
Gompertz
r K
p(y) = D1—exp (——2 In? —) ,
a Y

com y € (0, +00) e D; constante positiva tal que f0+°° p(y)dy = 1, que é a densidade de uma

distribuicao lognormal. Fazendo a mudanca de varidvel z = In £, temos
r
z) = Dex <——z2> )
p(z) P~

com D constante positiva tal que fj;o p(2)dz = 1, que é a densidade de uma normal.
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Logo, assintoticamente quando t — +oo, Z(t) = In X segue uma distribuicao normal com

K
densidade

p(z) = exp (—j—j) (—o0 < 2z < +00),

r

. , T . A . 2
isto é, com média 0 e variancia orE

Neste caso podemos obter a distribuicao transiente, isto é, a distribuicao num certo
instante ¢ finito, uma vez que em (3.2.4) a funcdo integranda do integral estocéstico é

deterministica. Logo, o integral estocastico é gaussiano com média zero e variancia

([ o)

Esta propriedade do integral de Itd0 que, neste caso de funcgao integranda deterministica,

2

E

=FE { /0 t ezde(s)} = % (e —1).

coincide com o integral de Stratonovich, pode ser vista em (Oksendal (2003), por exemplo.

[N . 2
" e variancia £ (1 —e
T

Quando t — +o0o, Z(t) converge para a distribui¢do estacionéria, pois Z(0)e™"™ — 0 e
o? (1 _ e—ZTt) — o2

2r 2r

Logo Z(t) segue uma distribui¢do normal com média Z(0)e~ —arty



CAPITULO 4

TEMPOS DE EXTINCAO

Atualmente muitas sao as espécies que estao em perigo de extin¢ao. As causas da extincao
sao muito diversas: intervencao humana, destruicao do seu habitat, captura excessiva,
caca furtiva, introducao de novos predadores, entre outras. Interessa por isso estudar os
tempos de extincao destas populacoes, ou seja, o tempo que leva para uma determinada
populacao se extinguir. Encontramos na literatura varios estudos sobre os tempos de
extingao: Lande et al. (2003) contém um capitulo com o estudo do tempo de extin¢ao para
modelos especificos; Braumann (1995) também estudou os tempos de extingdo, mas para
modelos em que a aleatoriedade ambiental afeta um parametro especifico de taxa média de
crescimento (podem ver-se nas referéncias nele contidas mais alguns estudos de natureza
semelhante); Patie (2004) escreveu a sua tese de doutoramento sobre os tempos de primeira

passagem para aplicacoes financeiras.

O facto de nao existir "extincao matematica” para certos modelos nao significa que
nao exista ”extingao realista”’, ou seja, a populagao nao esteja extinta no sentido bioldgico.
Para modelos em que a variavel de estado X, que representa o tamanho da populacao, é
continua e o tamanho real da populacao é discreto, pode acontecer que X seja igual, por
exemplo, a 0.5 individuos, nao havendo ”extingao matematica”, isto é, nao tomando X o
valor 0 ou nao convergindo para 0 quando ¢t — +o00. Existe, porém, "extin¢ao realista”,
uma vez que nao existem populacoes com menos de um individuo. Assim, para estudar a
extingao de qualquer populagao é preferivel usar o conceito de ”extingao realista” ao invés
de ”extingao matematica”. Definimos a partida um limiar de extingao ¢ e consideramos que
a populacao estd extinta quando atingir esse limiar pela primeira vez. Para a populacao nao
estar extinta a partida consideramos que a populacao no instante inicial é superior a esse
limiar (X (0) =z > q).

35
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Neste capitulo apresentamos alguns resultados que ja haviamos mostrado em trabalhos
anteriores e apresentamos outros que tinham ficado por resolver. Comecamos por obter
expressoes para os tempos de primeira passagem por dois limiares, um inferior ¢ e outro
superior (), relativamente ao tamanho = da populagdao no instante inicial. Apresentamos a
expressao para os momentos de ordem n dos tempos de primeira passagem e, em particular,
as expressoes da média e do desvio padrao do tempo de primeira passagem por um dos

limiares.

Fazendo o limiar superior ) tender para +0o e uma vez que, nos nossos modelos, esta
fronteira é inatingivel, obtemos as expressoes para os tempos de primeira passagem pelo
limiar inferior ¢q. Este limiar inferior pode ser considerado o limiar de extincao da populagao
e obtemos os momentos de ordem n dos tempos de extingao. Em particular, apresentamos
as férmulas da média e do desvio padrao do tempo de extingao. Claro que nada impede que
q seja outro limiar cujo tempo de primeira passagem queiramos estudar. Por exemplo, um
limiar minimo definido por razoes de prevencao ambiental ou, em caca ou pesca, um limiar

minimo de sustentabilidade econémica de exploracao.

Fazendo o limiar inferior ¢ tender para 0 e uma vez que, nos nossos modelos, esta fronteira
também ¢ inatingivel, obtemos as expressoes para os tempos de primeira passagem pelo
limiar superior ). Este limiar superior pode ser usado em varias aplicagoes, como sejam,
por exemplo, no controlo de pestes (limiar que representa grave prejuizo), ou no crescimento
de populagoes economicamente exploradas, representando um tamanho adequado para a

exploragao economica.

Braumann (2008) estudou o crescimento e exting¢ao de populagoes em ambiente aleatdrio.
Em Carlos e Braumann (2005) e Carlos e Braumann (2006) obtivemos resultados dos
tempos de primeira passagem pelo limiar inferior para modelos de crescimento populacional.
Aplicamos os resultados aos modelos logistico e de Gompertz com os dois calculos

estocéasticos mais utilizados, o calculo de It e o calculo de Stratonovich.

Em Braumann et al. (2009), Braumann et al. (2011) e Carlos et al. (2013) apresentamos
resultados dos tempos de primeira passagem pelo limiar superior () para modelos
de crescimento individual e ilustrdmos com o peso de bovinos Mertolengos da
estirpe rosilho.  Consideramos dois modelos, o modelo de Gompertz e o modelo
de Bertalanffy-Richards, usamos os parametros estimados pelo método da méxima
verosimilhanca (ver Filipe e Braumann (2007), Filipe et al. (2007), Filipe e Braumann
(2008), e Filipe et al. (2008)), baseados em dados de crescimento de bovinos. Modelos

deste tipo também foram usados para descrever o crescimento de drvores em Garcia (1983)
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e mais recentemente em Qiming e Pitchford (2007) para descrever o crescimento de peixes.
Em particular, dado um peso considerado ideal para abate, determinamos a média e o desvio

padrao do tempo necessario para um animal atingir esse peso.

4.1 Tempos de primeira passagem

Seja X (t), com t € [0,400), um processo de difusdo homogéneo com coeficiente de tendéncia
a e coeficiente de difusao b?, ambas funcoes continuas em x e sejam 0 e +00 as fronteiras do

espaco de estados. Suponhamos que o processo é regular , isto é,
P[T, < +00|X(0) =2] >0

com 0 < y < 400, onde
T,=inf{t > 0: X(t) =y}

¢ o tempo de primeira passagem de X(¢) por y (se o processo nao passar por y temos
T, = +00). A regularidade significa que todos os estados comunicam entre si, ou seja, a
probabilidade de transicao entre quaisquer dois pontos do interior do espaco de estados é
positiva, caracteristica que é verificada pelos processos ergddicos.

Consideramos ¢ e () dois pontos interiores do espaco de estados. Suponhamos que ¢ é um
valor inferior e () ¢ um valor superior relativamente ao valor do processo no instante inicial
X(0) = z. Assim, ¢q e ) sao dois pontos do espaco de estados tal que 0 < ¢ < x < @ < +00
e seja

T4 = min{T,, To}

o instante em que o processo X (t) atinge ¢ ou @) pela primeira vez.
Comecgamos por enunciar a féormula de Dynkin, fundamental para a demonstragao dos

teoremas abaixo enunciados.

Teorema 4.1.1. Formula de Dynkin
Seja h uma fungao real de classe C* e suporte compacto. Suponhamos que, para qualquer
tempo de Markov 7, E[7|X(0) = z] < +00. Entao

Eh(X()|X(0) = 2] = h(z) + E UO Dh(X(s))ds| X(0) = =

Para obter mais detalhes sobre a férmula de Dynkin e sua demonstragao, ver Qksendal
(2003) e Braumann (2005).
Os proximos teoremas, cuja demonstragao se pode ver, por exemplo, em

Ghikman e Skorohod (1972) (uma justificagdo heuristica pode ver-se em Karlin e Taylor
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(1981)), permitem-nos obter as férmulas explicitas para os momentos de ordem n € N do

tempo de primeira passagem, em particular, a média e a variancia de T g.

Teorema 4.1.2. Seja u(x), com x € [q,Q], uma solugcdo da equagao diferencial
Du(z) =0, (4.1.1)
com u(q) =0 e u(Q) = 1. Entao

u(x) = P[To < T,/ X(0) = z].

Demonstracao
Seja 7 = min{7, T, o} com T > 0 fixo. Obviamente E[r|X(0) = z] < 400 e aplicando a

formula de Dynkin a u vem
Elu(X(m)|X(0) =2 =u(z)+ E [/OT Du(X(s))ds| X(0) = x| .
Para s < 7, temos X (s) € [g, @] e, por hipdtese, Du(X(s)) = 0, donde
Elu(X(7))[X(0) = 2] = u(z).
Fazendo T' — +o00, temos que 7 — T}, ¢ e podemos escrever
Elu (X (T4,)) [X(0) = 2] = u(x).

Como
g se T, <Tqy

Q se T,>Ty,

X(ToQ) =
temos
Elu (X (Tq,0)) [X(0) = a] = u(q) (1 = P[Ty < T,|X(0) = 2]) + w(Q) P[To < Tg|X(0) = =],
Como u(g) =0 e u(Q) = 1, vem
u(z) = Elu(X (Ty,q)) |1X(0) = 2] = P[Tg < T,[X(0) = ],

como queriamos demonstrar.

De seguida resolvemos a equacao diferencial para obter uma expressao explicita para
P[Ty < T,|X(0) = z].
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Podemos escrever (4.1.1) na forma

a(x)dqzl—;@ + %bZ(x)dCZ(? =0,

que é equivalente a

1 2a(x)\ du(z) 1 d*u(x)
__b2 _ _b2 =0.
2 (@) ( bQ(m)) dx * 2 (z) dx? 0
Como §'(x) = —ig((i)) s(x), a equagao diferencial pode ser escrita do seguinte modo
1 §(x)du(z) 1 d*u(x)
__b2 _b2 =0
2 (z) s(x) dx T3 (z) dx? ’
ou seja
1 1 [ $(z)du(z) N 1 dPu(z)Y 0
2m(z) \ s%(z) dx s(x) da2 ) 7
pelo que
1 1 d 1 du(z)) 0
2m(z)dr \s(z) dx )
donde P du(z)
u(x
=0. 4.1.2
() (dS(w)) 412
Para obter a expressao explicita de u(x), basta integrar com respeito a M a equagao (4.1.2),
obtendo-se
du(r)
dS(x)

e, em seguida, integrar em relagao a S para ter
u(z) = AS(x) + B,

com A e B constantes. Utilizando as condigoes de fronteira, u(q) = 0 e u(Q) = 1,

determinamos os valores das constantes e vem
u(z) =P [TQ < Tq|X(0) == (4.1.3)

a probabilidade de o processo atingir () antes de atingir ¢, isto é, de a populacao atingir o
tamanho () antes de atingir o tamanho ¢, sabendo que no instante inicial o processo tinha o
valor z. A probabilidade de X (t) passar por ¢ antes de passar por @), com X (0) = z, é dada

por

PT,<Tph|X(0)=z]=1—u(r) = m———. (4.1.4)
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Teorema 4.1.3. Seja v(x), com z € [q,Q], uma solug¢ao da equagdao diferencial
Du(x) = —1, (4.1.5)

com v(q) = v(Q) = 0. Entao
v(x) = BTl X(0) = z].

Demonstracao
Seja 7 = min{T, T, o} com T > 0 fixo. Obviamente E[7|X(0) = z] < 400 e, aplicando a

formula de Dynkin a v, vem
Ev(X (1)|X(0)=2] =v(z)+ E {/OT Du(X(s))ds| X(0) = x| .

Para s < 7, temos X (s) € [¢, Q] e por hipétese Dv(X(s)) = —1, donde

Ev(X(7)[X(0) = 2] = v(z) — E[r|X(0) = z].
Fazendo T' — +o00, temos que 7 — T}, ¢. Como

E[7]X(0) = 2] = v(z) — Ev (X(7)) |X(0) = 2]
¢ uniformemente limitada em 7, vem E [7| X(0) = 2] — E[T,|X(0) = 2] < +00. Também
vem X (1) — X(T,0), que é igual a ¢ se T, < Tg; caso contrario é igual a (). Como
v(q) =v(Q) =0, logo v(X (7)) — 0, donde

v(x) = BT, X(0) = =],

como queriamos demonstrar.

Podemos escrever (4.1.5) na forma

donde

d do(z)\ _
e (dS@)) = -2 (4.1.6)
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Integrando agora com respeito a S, temos
z
o) = —2 / / m(6)d6dS(n) + A(S(x) — S(q)) + B,
a Jq

com A e B constantes. Utilizando as condigoes de fronteira, v(q) = v(Q) = 0, determinamos

os valores de A e B e obtemos

v(z) =2 <u(x) /q ¢ /q " n(6)d0dS () — /q ) /q nm(&)d@dS(n)).

Invertendo a ordem de integracao e depois de alguns calculos, obtemos

ola) = 2u(a) [ * () /  s(n)ndd +2(1 — u(x) / R0 / " (o),

expressao do tempo médio para o processo atingir o valor g ou o valor () pela primeira
vez, sabendo que o processo no instante inicial era x. Se X () representar o tamanho da
populac@o no instante ¢, v(x) representa o tempo médio para a populacdo atingir o limiar ¢
ou o limiar @) pela primeira vez, sabendo que X (0) = z.

O préximo teorema permite-nos determinar os momentos de ordem superior de T .

Teorema 4.1.4. Seja g uma funcdo de classe C* e

v =2 o[ a5)] = Bl

Seja U(x), com x € [q,Q], uma solu¢ao da equagao diferencial

DU(x) = =V (), (4.1.7)

v =8 [ ([ ) 10 = 2] = Bl 1) 1¥00) =51

Entao

v =Bfo ([ i) px0) =] = Blo () (0 =)

Demonstracao
Seja 7 = min{7, T}, o} com T" > 0 fixo. Obviamente E[7|X(0) = 2] < 400 e, aplicando a

férmula de Dynkin a U(x), vem

E[U (X(r)] = U(z) + E [/0 DU(X (s))ds| X (0) = x| .
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Fazendo T' — +o0, temos que 7 — T}, g e

Tq,Q

ElUX(T,0)|X(0)=z|=U(x)+ E { DU(X(s))ds| X (0) = a:] .

0

Seja T qX CSS) o tempo de primeira passagem por ¢ ou () quando o processo no instante inicial

assume o valor X (s) (omitimos quando X (s) = x). Utilizando (4.1.7), temos
To,Q [ rTe.Q
E [ DU (X (s))ds| X (0) = :L‘] = —F / V(X(s))ds|X(0) = x}
0 0

/OTQ’Q E g (T;87) 1X(s)] ds|x(0) = x}

TuQ 78"

/ Ely / du | |X(s)| ds|X(0) = &

0 0
- X (s

E

/OTQQ E (/ST‘“Q)“ du) \X(s)] ds| X (0) = x] |

Pelo teorema das probabilidades totais temos

= —K

E { OTq’Q DU(X (s))ds| X (0) = x} - B

Ty0 X 45
/ g (/ du) ds| X (0) = x] :
0 s

Usando as propriedades de Markov vem

E { OTq’Q DU(X(s))ds| X (0) = x] - B VOTQ’Q q (/OTQ’Q du) ds| X (0) = x] ,

equivalente a
E [ O " DU(X(5))ds] X (0) = } — 9(0) - E[g(T,0) 1X(0) = ].

Assim

EU(X(Ty0))[X(0) = 2] = U(z) + 9(0) — Eg (T40) [X(0) = ].

Como X(T,q) = q se T, < Ty, e X(T,0) = @ em caso contrario, e como
U(q) = U(Q) = g(0), temos U(X(T,q)) = 9(0). Logo

U(z) = Elg (Toq) |X(0) = 2],

como queriamos demonstrar.

Com g(x) = z™, temos ¢'(r) =nz" ' e

Un(z) = E[(Ty0)" |X(0) = 2]
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Deste modo, U,(x) é solugao da equacao diferencial
DU, (x) =nU,_41(x), (4.1.8)

com U, (q) = U,(Q) = 0. Isso permite-nos obter iterativamente os momentos de ordem n do

tempo de primeira passagem de T, . Note que, para n = 1, temos U, (z) = v(z).

Para obter a expressao explicita de U, (z), podemos escrever (4.1.8) na forma

1 d U, (z)
2dM(z) < dS(x)

) +nU,_1(z) =0,

de modo analogo ao que fizemos anteriormente. Integrando com respeito a M obtemos,

U, (77)
dsS(n)

n
_ 9 / nUs 1 (6)m(8)d0 + A.
q
Integrando agora com respeito a S temos
x  rn
x) = —2/ / nU,—1m(8)d0dS(n) + A (S(z) — S(q)) + B,
q q

com A e B constantes. Utilizando as condigoes de fronteira, U,(q) = U,(Q) = 0,

determinamos os valores de A e B e vem

Un(x ( / /nUn 1m(0)dhdS (n //nUn 1m(0)dhdS (n )>

Invertendo a ordem de integracao e depois de alguns calculos, obtemos

Un(x ( / / n)dnnU,—1(6)m(0)df + (1 — u(x / / n)dnnU,_, 9)m(9)d0),

expressao que nos da o momento de ordem n do tempo de primeira passagem do processo
X (t) por ¢ ou Q. Aplicando (4.1.3) e (4.1.4) podemos também escrever

Q
Uue) = 2] LSE‘))W)_s<q>>nUn_1<9)m<9>de

= S(Q)=5(g)
SQ) = S() (i i1 o
+ / S0 =50 SO~ S@InUa@m@ar}. (419
Com gy(x) = e temos g} (z) = —Xe ™ ¢
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Deste modo, U, (x) é solugao da equacao diferencial
DU)\(Q?) = )\U)\<£If),

com Uy(q) = Ux(Q) = 1. Isso permite obter a transformada de Laplace da densidade do
tempos de primeira passagem. Conhecida a transformada de Laplace, a fungao densidade de
probabilidade de T, o pode ser obtida pela sua inversa. No entanto é dificil, na maior parte
dos casos, escrever as expressoes explicitas. Conhecida a transformada de Laplace obtém-se
recursivamente os momentos de ordem ordem n dos tempos de primeira passagem de X (t)
por ¢ ou (), uma vez que, 871(,[9]/\*75”)\,\:0 = (-)"E[(T,0)"|X(0) =], com n = 1,2... Pode
ver-se a transformada de Laplace em Ditlevsen (2007), Alili et al. (2005), Ricciardi e Sato

(1988) e Siegert (1951). No entanto, a sua inversao s pode ser feita por métodos numéricos

e por vezes os resultados sao muito instaveis. Em Alili et al. (2005) podemos encontrar

expressoes para aproximar a densidade dos tempos de primeira passagem.

4.2 'Tempos de extincao

Na seccao anterior obtivemos expressoes para os tempos de primeira passagem do processo
X(t) por ¢ ou ). Estamos agora interessados no tempo de primeira passagem do processo
X(t) por q. Assim, basta fazer () — 400, uma vez que esta fronteira é inatingivel para os
modelos em estudo.

Se X (t) representar o tamanho da popula¢ao no instante ¢ e se considerarmos a partida

que a populagao esta extinta quando atinge o limiar ¢, com ¢ < x, entao o tempo que leva

X(t)

X
q '\Jm\"’umv
0 Tq Tempo t

Figura 4.1: Representa uma trajetéria de X (t) onde 7, é o tempo de primeira passagem do
processo X (1) por g.
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para o processo X (t) atingir ¢ pela primeira vez é o tempo de extingao da populagao.

Deste modo, para obter o tempo de primeira passagem pelo limiar de extingao vamos
usar a expressao (4.1.9) e fazer ) — +o00. O tempo de primeira passagem por ¢ ou +00 sera
necessariamente o tempo de primeira passagem por ¢. Como o processo é ergodico, podemos
obter E[(T,)"| X (0) = z], determinando o limite de E[(T, )" X (0) = 2| quando ) — +o0.

Note que, quando ) — +00, da expressao (4.1.3) temos
u(z) = P[Tyo < T,|X(0) = 2] = 0.

Denotemos por M,(z) = E[(T,)"|X(0) = z] o momento de ordem n de T,. Passando ao

limite quando ) — +o00 na expressao (4.1.9) e atendendo a que

_ ) 4
(@)  S(+o00)=S(q)

g2
+
g
|
Wnn

uma vez que S(+00) = 400, vem

+oo x
My (2) =2 ( [ 56 - s@) ndts@m@as+ [ (56) - 500) nMn_1<e>m<0>d9).

Invertendo a ordem de integracao obtemos
x “+o0o
M,(x) = E[(T,))"|X(0) =z] = 2/ S(C)/ n M,_1(0)m(0)dodc, (4.2.1)
q ¢

Quando n = 0, obviamente My(z) = 1, pelo que a expressao (4.2.1) pode ser usada

recursivamente para os varios momentos.

Em particular, fazendo n = 1, e usando a condigdo My(x) = 1 obtemos a média do tempo

de primeira passagem pelo limiar ¢, tempo médio de extincao,
x +oo
E[T,|X(0) = o] = 2 / 5(¢) / m(0)dodc. (4.2.2)
q ¢
Usando (4.2.1) com n = 2 deduzimos a expressao para o segundo momento de 7T,

M (z) = 2 / " 5(0) /C +°O OM, (0)m(0)dod¢ = H,y (x) + Hy(x), (4.2.3)

co1m

=2 [ () /g o (ML (0) — M) m(B)d0dc (4.2.4)

Hal) =2 [ 25(OM(C) /C Tm@)avc =2 [ (M ro0)-M(Q) dc

q



46 4. TEMPOS DE EXTINGAO

Usando (4.2.2) e M;(q) = 0, obtemos

) = [ 20 = () (4.2.5)

Consequentemente, por (4.2.3) e (4.2.5), temos que
Var[T,|X(0) = 2] = My(x) — (My(2))* = Hy(x).

Usando (4.2.2) e (4.2.4), resulta que

Varl (o) =] =2 [ 250) [ 2 [ s(©01(ro0) - M€ demyanic

Fazendo inversao de integracao entre £ e # e apds algumas simplificagoes, obtemos a expressao

para a variancia de T, variancia do tempo de extingao,

Var[T,|X(0) = 2] = 8 /q " 5(0) /C s ( /5 +°° m(@)d9>2 dedc. (4.2.6)

4.2.1 Modelo logistico

De facto, provamos que nao existe "extincao matematica” para o modelo logistico

estocastico mas ha extingao no sentido biolégico do termo. Assim, é preferivel usar o conceito

de "extincao realista”, em que consideramos que a populacao esta extinta quando atinja um

limiar de extincao ¢ > 0 definido a priori, ou seja, consideramos que a extingao ocorre
s Y Y s

quando o tamanho da populacao atingir esse limiar. Como o processo é ergddico, sabemos

que o limiar serd atingido com probabilidade um.

Estamos, portanto, interessados em estudar o tempo de extingao, que é o tempo de

primeira passagem 7 pelo limiar de extingao g.

Usamos a expressao (4.2.2) para escrever o tempo médio para atingir g,

2 z _2r QT oo 2r QT
E[T,X(0)=xz] = ;/ o2 texp (02_K ) /C 62 exp (—02—K0) dodcg.
q

e _ 2r _ 2r
Fazendo as mudancas de varidavel u = —52=¢ e y = —33-0, obtemos

2 o2 T +oo T
E[T,|X(0)=z] = —/ " u_;_le“/ y%_le_ydydu,
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equivalente a

2rx

2 [ r 2
ET|X(0)=2z] = —/ fum e (—Z,u) du,
o

2rq

2K

too o1 — / ~ .
onde T'(c,z) = [ y“'e¥dy ¢é a funcdo Gama incompleta. Podemos escrever

2Rdz
rE[T,|X(0) = 2] = 2R / u”?f1e T (2R, u) du := r EXEI (T, (4.2.7)

2Rd

com R= %5, d=4ez= 2, onde o indice superior L(R,d) se destina a referir que se

trata do valor esperado de 7T}, quando X (0) = = para o modelo logistico com os parametros
R = % e d= 4. Esta reducao de parametros feita em trabalhos anteriores tem a vantagem
de trabalhar com grandezas adimensionais. Assim R é uma espécie de relac¢ao sinal/ruido,
d representa o limiar de extingao expresso como fracao da capacidade de sustento do meio
e z é uma medida do afastamento relativo da populagao inicial relativamente ao limiar
de extincao. Daqui para a frente vamos trabalhar com estas grandezas adimensionais. A
expressao (4.2.7) ilustra o comportamento do tempo médio de extingdo multiplicado por 7.
Esta grandeza adimensional depende das grandezas adimensionais R, d e z. Se pensarmos
que r é uma espécie de taxa de substituicao ”intrinseca” da populacao, % é uma espécie de
tempo "intrinseco” de uma geragao, e, entao, (4.2.7) mede o tempo médio de extin¢do em

unidades do tempo ”intrinseco” de uma geracao.

Para escrever a variancia, usamos a expressao (4.2.6), e fazemos as mesmas mudangas

de variavel. Depois de simplificar, obtemos

8 (327‘;( 2r +oo 27 +o0 2r 2
Var [T,/ X(0) = z] = —/ u_ofle“/ v et (/ yﬂ_le_ydy> dvdu,

0'4 rq
2K

equivalente a

2Rdz +oco
r*Var [T,|X(0) = 2] = 8R2/ u_QR_le“/ v e (0 (2R, v))” dvdu = rVEED(T,],
2Rd U
(4.2.8)

Pode ver-se detalhadamente em Carlos ¢ Braumann (2005) ¢ Carlos e Braumann (2006)
o estudo dos tempos de primeira passagem pelo limiar ¢ para o modelo logistico usando os
dois céalculos mais utilizados, calculos de It6 e de Stratonovich. Ilustramos os resultados
obtidos com alguns exemplos numéricos do comportamento da média e do desvio padrao do
tempo de extin¢ao. Concluimos que, para o mesmo limiar de extincao ¢, quanto maior for
a populagao no instante inicial z (maior for z), mais tempo leva a populagao a extinguir-se.
A medida que d aumenta, o que significa que a capacidade de sustento K estd mais proxima
do limiar de extingao ¢, o tempo médio de extingao diminui. Para ¢ fixo, quando a taxa
intrinseca de crescimento r aumenta, o tempo médio de extingao também aumenta. O desvio

padrao do tempo de exting¢ao tem a mesma ordem de grandeza do tempo médio de extingao,
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o que significa que existe uma grande variabilidade do tempo de extincgao.
As curvas centrais (a cheio) das figuras 5.1 e 5.2 ilustram o comportamento de (4.2.7) e

(4.2.8) para alguns valores dos parametros.

4.2.2 Modelo de Gompertz

Nao havendo "extingao mateméatica” para o modelo de Gompertz mas sendo a ”extingao
realista” inevitavel, estudamos agora o tempo de extingao, ou seja o tempo de primeira
passagem 7, pelo limiar de extincao g.

Para obter a expressao do tempo médio de extingdo usamos a expressao (4.2.2) e vem

2 [*1 r K teoq r K

Fazendo as mudancas de variavel u = */FF In % ey = */7; In %, obtemos

9 (TR, e
E [Tq’X(O) — LE] e ; \/;1 . €u / e_y dydu,
o Mx w

equivalente a

ET,|X(0) = 2] = 2\f /:llK e’ (1- @ (V2u)) du,

onde ¢ (z) = L% ffoo exp (—%) dy é a funcao de distribuicao de uma varidvel aleatoria

gaussiana standard. Logo, o comportamento médio do tempo de extingao é descrito por:

rE[T,]X(0) = 2] = 2v/7 ) (1 — 9 (\/§u>> du = rECRIT] (4.2.9)
VRInd
com R=5,d=+%ez= 7 grandezas adimensionais e onde o o indice superior G(R,d) se
destina a referir que se trata do valor esperado de T, quando X (0) = x para o modelo de
Gompertz com parametros R = 5 e d = .
Usamos a expressao (4.2.6) e as mesmas mudancas de varidvel que fizemos para a média,

obtendo
Var [T,|X(0) = ] 8/” ;“2/%0 v /m dy ) dvd
ar = = — e (& (& vau
I r2 ﬁln% u v Y ’

equivalente a

vVRIn(dz)
r*Var [T,|X(0) = 2] = 87?/
VRInd

e /+<><> e’ (1 - (\/51)))2 dvdu := rVERIT ],
' (4.2.10)
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Esta expressdo é muito mais simples do que a obtida por Thomas (1975). Na realidade
Thomas (1975) obteve a expressdo para a variancia do tempo de primeira passagem para
o modelo de Ornstein-Uhlenbeck para o limiar superior, mas que ¢é facilmente adaptavel ao
modelo de Gompertz e ao limiar inferior. A expressdao do Thomas (1975) é equivalente mas

¢é bastante mais complicada que a nossa.

Em Carlos e Braumann (2005) e Carlos e Braumann (2006) fizemos o estudo detalhado
dos tempos de extingao para o modelo de Gompertz, usando nao sé o calculo de Stratonovich
mas também o calculo de Itd. Apresentamos as expressoes do comportamento da média e
do desvio padrao dos tempos de extingao e ilustramos os resultados obtidos com alguns
exemplos numéricos. Concluimos que o tempo médio de extingao é tanto maior quanto
maior for a populacao no instante inicial e diminui quando o parametro de crescimento
intrinseco diminui ou quando a capacidade de sustento se aproxima do limiar de extingao.

O desvio padrao tem a mesma ordem de grandeza do tempo médio.

As curvas centrais (a cheio) das figuras 5.3 e 5.4 ilustram o comportamento de (4.2.9) e

(4.2.10) para alguns valores dos parametros.

4.3 Tempos de primeira passagem pelo limiar superior

De modo andlogo, obtém-se expressoes para o tempo de primeira passagem de X (¢) por @,
basta fazer ¢ tender para 0 e, supondo que esta fronteira é inatingivel, o tempo de primeira
passagem de T}, o torna-se o tempo de primeira passagem Ty. Uma das muitas aplicagoes,
para modelos de crescimento individual é o tempo que leva um animal para atingir o peso
ideal para abate, onde Ty representa o instante em que o animal atinge esse peso pela
primeira vez (ver, por exemplo, Braumann et al. (2009) e Braumann et al. (2011)). Para
modelos de crescimento populacional, Ty pode, por exemplo, representar o tempo que leva
para a populagao atingir o valor médio assintético (como @Q = K). Pode também representar

o tempo que demora para a populagao atingir o limiar de perigo no controlo de uma peste.

A expressao do momento de ordem n do tempo de primeira passagem de X (t) por @,

sabendo que o processo se iniciou em z, é dada por

Q ¢
V() = E [(To)"| X (0) = 2] = 2 / 5(0) / 1 Vi (0)m(8)dBdL,

supondo que S(0) = +oo. Em particular, com n = 1 e usando a condigao Vy(z) = 1 vem
¢

Q
BTl X(0) =2 =2 [ s(¢) [ ml6)dsac

[e.e]

a expressao do tempo médio de primeira passagem do processo X (t) por (). A variancia é
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dada por
Q ¢ ¢ 2
Var 1aX(0) =21 =5 [0 [ st0) ([ mieyap) aeac
obtendo-se usando Vi(x) e V,(z) e algumas manipulagoes algébricas. A dedugao destas
expressoes pode ser vista em Braumann et al. (2009) e Carlos et al. (2013), e é semelhante
a apresentada para o tempo de primeira passagem pelo limiar inferior.

Uma das primeiras EDE ¢é o conhecido modelo de Ornstein-Uhlenbeck (ver
Uhlenbeck e Ornstein (1930)). O modelo de Gompertz estocéstico pode ser escrito como
o modelo de Ornstein-Uhlenbeck (ver Filipe (2011) para o logaritmo de X (¢)). Para este
modelo, é conhecida e simples a funcao densidade do tempo de primeira passagem pelo valor
assintético K, ver Linetsky (2004) e Ricciardi e Sato (1988). Infelizmente esta expressao
nao serve para outros limiares superiores. Também para este modelo, Yi (2010) relaciona a
probabilidade do processo ser inferior ou igual ao valor assintético e a funcao de distribuigao

do tempo de primeira passagem pelo valor assintético.



CAPITULO 5

EFEITO DE INCORRETA ESPECIFICA(}AO DO COEFICIENTE DE

TENDENCIA

A verdadeira taxa de crescimento per capita pode afastar-se dos modelos cldssicos e nada
nos garante que os modelos especificos utilizados retratem o comportamento da populagao.
Contudo, a utilizacao de modelos especificos é conveniente para estimar parametros e fazer
previsoes para populagoes reais, se bem que estas sigam provavelmente um modelo que nao
coincide exatamente com o modelo especifico escolhido. Importa, assim, conhecer o efeito
dessas alteracoes, em particular, o comportamento nas fronteiras do espago de estados, a

existéncia de densidade estaciondria e o efeito sobre os tempos de extingao.

Neste capitulo estudamos o efeito de incorreta especificacao do coeficiente de
tendéncia nos modelos logistico e de Gompertz. Chamaremos a estes modelos, modelo
aproximadamente logistico e modelo aproximadamente de Gompertz. Comecamos por
determinar a solucao implicita dos modelos deterministicos e comparamos com a solugao
dos modelos deterministicos classicos. Determinamos também a solugao implicita dos
modelos estocasticos e comparamos com a solugao dos modelos estocasticos. Provamos que,
também neste caso, as fronteiras sao nao atrativas, o que garante que nao existe ”extingcao
matematica” e nao existem explosoes, garantindo a existéncia e unicidade de solugao da EDE.
Para estes modelos garantimos ainda a existéncia de densidade estacionéria e apresentamos a
sua expressao. Finalmente, apresentamos as expressoes do comportamento do tempo médio
de extingao e respetiva variancia e ilustramos os resultados com alguns exemplos numéricos.
Obtemos minorantes e majorantes para estas expressoes, que sao exatamente as expressoes
do comportamento da média e da variancia do tempo de extin¢ao dos modelos classicos com

outros parametros.

o1
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5.1 Modelo aproximadamente logistico

Um dos modelos mais utilizados na literatura é o modelo logistico ou modelo de
Pearl-Verhulst, onde a taxa de crescimento per capita decresce linearmente com o tamanho
da populagao, isto é, f(X) =r (1 — %) , com r > (0 a taxa intrinseca de crescimento e K > 0
a capacidade de sustento do meio. No entanto, a verdadeira taxa de crescimento per capita
pode afastar-se dos modelos classicos, em particular, do modelo logistico. Suponhamos que
a verdadeira taxa de crescimento per capita f é apenas aproximada pelo modelo logistico
com parametros r e K e suponhamos que o desvio é a(X) = f(X)—r (1 — %) , isto é, temos

o modelo aproximadamente logistico, definido por

X
f(X)=r (1 - E) + a(X).
Podemos também escrever

B a(X) B X
f(X)—r(1+ r) 1 —K<1+@>

Suponhamos que a é uma funcao de classe C! e que w < 4, sendo 0 < 0 < 1 (tipicamente

0 deverd ser préximo de 0) uma espécie de erro relativo. Ao usarmos este modelo, estamos
a considerar a hipdtese de a verdadeira taxa intrinseca de crescimento da populacao nao
a(X(t)

ser r, mas r(t) = r (1 + T)? assim como a verdadeira capacidade de sustento do

meio, ao invés de K, ser K(t) = K (1 + M) . Note-se que r(t) € [r(1 —46),r(1+9)]
e K(t) € [K(1—-10),K(1+9)].

Considerando estas hipoteses, o modelo de crescimento populacional pode ser descrito

através da seguinte equacgao diferencial

- (r (1 _ %) 4 @(X)) X, (5.1.1)

ou por

que traduz a taxa de crescimento per capita. Supomos X (0) = x > 0 conhecido.

A equagao (5.1.1) pode ser escrita do seguinte modo

0;_); — X (1 - %) |
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temos 92 = —-L; e obtemos a seguinte expressao

Fazendo Z = 5 <

1
x>

iz + zr(tydt = - gt

Multiplicamos ambos os membros por elo 7(5)ds temos

d(ZefOt r(s)ds) _ %efot T(S)dsdt,

e, depois, integrando entre 0 e t,

t
7Z(t efotr(s)ds —7(0 :/ 7’(8) efosr(u)duds’
0 0= [

donde
Z(t) Z(O) — [y r(s)ds +e Jy r(s)ds /t T(S) I T(u)dUd
= € € . (S) € S.

Assim, voltando a variavel inicial,

1

1 t r(s) S r(u)du — [t r(s)ds
(W*fo 7e) ofi ds)e Jir(s)

X(t) =

¢é a solucao do modelo aproximadamente logistico deterministico. Mas, repare-se que nao ¢
uma solucao explicita ja que r(s) e K(s) dependem de X (s).
Usando o facto de r(s) € [r(1 —9),r(1 +0)] e K(s) € [K(1 —9),K(1+ )], depois de

algumas simplificagoes, podemos afirmar que

X(0) > K(1L-5)
B (%(1 —6) — 1) e-r(1-0)t 4 (20rt
(S
X(t) < K(1+9) |
- <%(1 +6) - 1) e—r(1+0)t 4 o—20rt

Pondo r* =r(1+9), 7 =r(1—46), K* = K(1 —0),e K** = K(1+ ), vem

K* * *
X(t) > e—25rt — _ e—26rtXL(r K )(t) (5_1_2)
(m — ].) e Tt +1
e K**
X(t) < 626rt — 626rtXL(r**,K**)<t)’ (513)

- K** ek
(m — 1> (& ¢ +1
onde XK () e X L™K (¢) sdo a solugao do modelo logistico deterministico encontrada

em (3.1.4) com parametros r* e K* e r** e K**, respetivamente, ao invés dos parametros
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r e K. As expressoes (5.1.2) e (5.1.3) sdo um bom minorante e um bom majorante,
respetivamente, pois caso § = 0 vem e = ¢ 2" =1 r* = =r e K* = K* = K, que
seria exatamente a solugao do modelo deterministico classico, isto é, a solucao do modelo
logistico (3.1.4).

Para determinar os pontos de equilibrio basta fazer dd—)t( = 0. Neste caso, os pontos
de equilibrio sao X = 0 e as raizes da equagao r (1 — %) + a(X) = 0, que equivale a
X =K (1 + @) , as quais se encontram entre K (1 — §) e K(1 + 0). Note-se que, como
r(1—0) >0, para 0 < X < K(1—0) vem £ > 0 e, para X > K(1 +4), vem £ < 0, pelo

que existe pelo menos uma raiz no intervalo [K (1 — 6), K (1 + )], pelo teorema de Bolzano.

Suponhamos agora que o ambiente estd sujeito a flutuagoes aleatorias, que podemos
aproximar por um ruido branco ce(t), com ¢ > 0 e £(t) um ruido branco padrao.
Essas flutuagoes afetam a taxa de crescimento per capita e obtém-se a equacao diferencial

estocastica de Stratonovich

Escrevendo na forma mais usual, temos
X
dX = (7“ (1 - f) + a(X)) Xdt + o XdW(t), (5.1.4)

equivalente a equacao de Ito

2

(I) dX = <r (1 - %) +a(X) + %) Xdt + o XdW(t),

com X(0) =z > 0.

Como a equagao diferencial estocastica é autonoma e os coeficientes de tendéncia e difusao
sao de classe C*, a solucao existe e é tinica até um possivel instante de explosao, que iremos
provar mais a frente ser infinito, donde a solucao existe e é unica para todo ot > 0. A

solucao é um processo de difusao homogéneo com coeficiente de tendéncia

a(z) = (7’ (1-%) +at@)+ ";) z

e coeficiente de difusao

b (x) = oz

Facilmente se obtém a densidade de escala

2 2r 2 (Y«
s(y) = Cy o2 Lexp <0’2Ky_§/ %d@)
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e a densidade de velocidade

1 2 2r 2 [Yalf
m(y) = 00_23/02 1eXp (_ﬁy_F ;/ %d@) )

onde C' é uma constante positiva arbitraria e n é um ponto no interior do espago de estados

arbitrariamente escolhido (o que implica que s e m sejam definidas a menos de uma constante

multiplicativa).

A expressao (5.1.4) é equivalente a

AX (1) = r(t) < _ &”) X (t)dt + o X (#)dW (1),

K(t)
Usamos as regras usuais de calculo porque estamos a usar o calculo de Stratonovich. De

forma semelhante a usada para o modelo deterministico, mas usando o fator integrante
€f0 s)+oe(s)ds _ €f0 s)ds+oW ( t)’ obtemos

1

X(t) = .
( ) w)du+oW (s) ds) e~ for s)ds—oW (t)

De novo, trata-se de uma solucao implicita. Assim, podemos afirmar que

K(l _ 5) r(1-0)t+oW (t)

>
%(1 _ 5) 4 r(l 4 5) f er(1+0)s+oW(s) g

X(t)

*  r*t+ocW(t)
672(5% K~e (

X(O) 4ok fO er*stoW(s)dg
= e Pt LUK () (5.1.5)

(1 + 5) r(1+8)t+oW (¢)

%(1 + 5) + 7"(1 - 5) fO er(1=8)s+oW(s) g

O+ er**tJrJW(t)

% 4 f(]t er**stoW(s)ds

= WXL (), (5.1.6)

207t

onde X7 (T*’K*)(t) e XHU *’K**)(t) sao a solugdo do modelo logistico estocdstico encontrada
em (3.2.3) com parametros r* e K* e r** e K** respetivamente, ao invés dos parametros r
e K. As desigualdades (5.1.5) e (5.1.6) sdo um bom minorante e majorante, respetivamente,

uma vez que, quando 0 = 0, temos exatamente a solucdo do modelo logistico estocastico
(3.2.3).

Como a(0) = 0 e b*(0) = 0 as fronteiras do espago de estados sao X = 0 e X = +oc.
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Vamos agora mostrar que as fronteiras sao ambas nao atrativas.

Comecamos por mostrar que a fronteira X = 0 é nao atrativa. Deste modo, nao héa
extingdo matematica da populacdo, ou seja, nao existe nenhum ¢ tal que X(t) = 0 nem
X(t) — 0 quando t — +00. Seja 0 < gy < n. Temos

ey 2r 2 [Yah)
S(0,x0] = C/o Yy o exp(aQK —ﬁ/n TdQ dy

TO g 2 (™«

> C/ y o2 exp (—2/ ﬂd&) dy
0 o), 0
o ., 2 n

> C/ y_%_l exp (——2/ %d@) dy
0 9% Jy

>

o . 26
01/ y_%_l exp (—glny) dy
0 o

o
> ¢ / y 720971y = oo,
0

onde ¢; é uma constante positiva finita. Logo, X = 0 é uma fronteira nao atrativa.

Vamos agora provar que X = +oo é uma fronteira nao atrativa. Deste modo garantimos

que nao existem explosoes e a solucao existe e é tnica para todo ot > 0. Seja 0 < n < x.

T e 2r 2 [Yab)
_ 251 2 [T alv)
Slxg, +00) = C’/xo y exp (aQKy g /n 5 d&) dy
ooy, 2r 2 [Yor
C’/mo Yy o2 " exp <02Ky = /n 7 d@) dy

+oo 2r 27”
— 22 (144)—1 _
cl/ Yy o2 exp (JQ_Ky) dy = 400,

Zo

Vem

v

v

onde ¢; é uma constante positiva finita. Com efeito, quando y — +o0, temos

— 2 (146)—1 2r
o2
Y P (JQK

y) — 00,
donde o integral é divergente e a fronteira X = 400 é nao atrativa.

Podemos concluir que nao hé explosoes, a solugao nunca se torna infinita e o espago de
estados é o intervalo (0, 400). As fronteiras sao inatingiveis em tempo finito ou infinito, isto
é, X(t) nao tende para 0 nem tende para +o0o quando ¢ tende para +oo.

Como as fronteiras X = 0 e X = 400 sao nao atrativas, ha uma tendéncia para as
trajetérias que se aproximam das fronteiras serem ”empurradas” para o interior do espago
de estados e como todos os estados interiores comunicam entre si, a distribuicao transiente
podera ter uma funcéo densidade de probabilidade, p(t,y) = fxu)(y), com 0 < y < 400
convergente quando ¢ — +00 para uma distribuicao limite com densidade p(y) = fx, .., (¥),

a que chamamos densidade estacionaria.
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Vejamos se o processo de difusao homogéneo tem densidade estacionaria. Como as
fronteiras X = 0 e X = +00 s@o nao atrativas, para existir densidade estacionaria é suficiente
que f0+°° m(y)dy seja convergente e, nesse caso, a densidade estaciondria terd de ser da forma
p(y) = Dm(y), com D constante convenientemente escolhida de modo que f0+°° p(y)dy = 1.

No caso em que f0+°° m(y)dy < +o00, obtemos

m(y)
p(y) = +o0o
Jo " mly)dy
Os proximos calculos provam a convergencia de M = f0+oo m(y)dy. Para mostrar que

M < +o0, suponhamos y; < K < K(14+0) < y2e0 <y < n < yo. Fixamos n < K.
Para n > K, a demonstracao é andloga. Assim, 0 < y; < n < K < K(14+6) < yz2 €

dividimos o integral na soma de trés integrais,

Y1 Y2 —+o00
M = M, + My + My = / m(y)dy +/ m(y)dy +/ m(y)dy.
0

1 Y2

Vamos mostrar que cada um deles é convergente e deste modo provamos que M < +o00.

Primeiro vamos mostrar que My = [ m(y)dy < +oo. Como y € (0,51] e 0 € [y,n],

M, = C’/O yo2 T exp (—ﬁy) exp (;/ﬂ Td9> dy
u ﬁ_l 27” 2 n 06(9)
= o2 — S —— —2dl | d
C/O Y exp( O'QKy) exp( 02/y g ) Y
ueo,, 2 (")
C/ yo2 texp (—2/ ld@) dy
0 o* ), 0
Y1 o
Cl/ y?(lfa)ildya
0

com ¢; constante positiva. M; converge para ¢ < 1.

temos

IA

IA

“+oo
Em segundo lugar vamos mostrar que M3 = ny

m(y)dy < +oo. Com y € [ys, +00) €

0 € [n,y|, decomponhamos:

2r (Y1 0 2r (Y21 0 2r (Y1 0
Tl o2 =2 ~(1-2 iy R R )
o? n@( K)de 02/71 9( K>d6+02/y29( K)da
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Sabemos que 2% fny T1-4)di<Z(1-%2)In (%) . Assim,

o 2r (Y1 7 2 [Yaf)

My = C - — —|1——=]db — —=df | d
’ y2 yexp<a2/n 9( K) )exp(g2/n 4 )y
too 2r Yo Y 2 [Yor
< Cexp (L (1= L = %) a
<o f geo(G0-Rmg)er (G [ o)

“+oo
< 02/ yang(K(H‘s)_yz)_ldy < 400,
Y2

com ¢ e ¢y constantes positivas, converge porque K (14 6) < ys.

Por 1ultimo, My = fy‘? m(y)dy < +oo porque a fun¢do m é continua no intervalo fechado

[yl ) y2] :

Provamos que as fronteiras X = 0 e X = 400 sao nao atrativas e que M < +o0. Deste

modo existe densidade estacionaria e esta é dada por

2 2 2 [Ya(d)
p(y) = Dy~ exp( UQKy) exp (02/71 70 ),

com D > 0 constante tal que f0+°o p(y)dy = 1.

Como vimos, a ”extingao matematica” nao ocorre porque a fronteira X = 0 é nao atrativa
mas é preferivel usar o conceito de ”extingao realista”, considerando que a populacao esta
extinta quando atinge pela primeira vez um limiar ¢ > 0, adequadamente escolhido (por

exemplo, ¢ = 1).

Para obter a expressdo do tempo médio de extingao usamos a expressao (4.2.2) e as

14 _ 2 _ 2r _ 2
mudangas de varidvel T = —5%=n, y = 550 e u = 3%(, obtendo

A 2r oo g 2r
E[T,|X(0) =2z = pe (o2 lexp (02K<>/< 02 1exp (_02K9>

2

27 oK
2 KT 2 Foo 2r _ 2 val T
1 u 1 —y
= — u 2 e yo2 e Vexp | —= ——=dr1 | dydu.
u u T

o2

Consideramos a grandeza adimensional |5(X)| = ‘O‘(:()' < 6. A semelhanca do que fizemos

em trabalhos anteriores e como é usual em sistemas dinamicos para reduzir o nimero de

parametros e trabalhar apenas com grandezas adimensionais vamos considerar R = -5

(uma espécie de relagao sinal/ruido), d = & (limiar de extincdo expresso como fragao da

capacidade de sustento do meio) e z = % (medida de afastamento da populagao no instante
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inicial em relagdo ao limiar de extingao). Assim a expressao anterior é equivalente a

2Rdz +00 y (&)
rE[T,|X(0) =z] = 2R/ quleu/ y*F e Y exp 2R/ —2R2 qr | dydu.
u u T

2Rd

Como 0 < g <u < 2.7 e u <y e usando o facto de 3(X) > —4, obtemos

02K 02K
a’K
y B < . 7’) v
/ N > —/ —dr = —=4In (E)
u T w T u
e
2
y 3 (U%{(T) Y\ 2R
exp 2R/ ——2dr | > (—) .
u T u
Logo, conclui-se que
2Rdz 400
rE[T,|X(0) =z] > 2R uQR(l‘;)le"/ yPROA=0=1e=y qy dy.
2Rd U

Pondo R* = R(1 —4), d* = f‘ld (que seria o que se obteria em vez de d se se substituisse K
por K* = K(1 —0)), vem

2R* 2R*d*z i} 400 .
rE[T,|X(0) =z] > . (5/ u 2 _16“/ y*f e Vdydu,
- 2R*d* u

equivalente a

QR+ (ML= 1 . g
rE[T,|X(0) = z] > / u 2R 1T (2R u) du = ——rEFET ] (5.1.7)
1 - 5 2R*d* 1 - (5

com I'(c, ) = [y~ le ¥dy a funcio Gama incompleta.

A expressao (5.1.7) é um bom minorante pois caso 0 fosse 0, 0 minorante seria exatamente
igual ao comportamento da média do tempo de extingao do modelo logistico (4.2.7). Assim,
quando temos o modelo logistico aproximado, a expressao de rE[T,|X(0) = z] é maior
ou igual a ﬁ vezes a expressao que se obteria com um modelo logistico (4.2.7) em que
tivéssemos R* em vez de R e K* em vez de K. Note-se que alterar R para R* pode obter-se
de vérias combinagoes de alteracoes de r e/ou de o, a mais simples das quais seria a de
alterar r para r(1 — J) e deixar ¢ inalterado. Se compararmos a expressao rE[T,| X (0) = z]
do modelo logfstico com diferentes parametros, concluimos que r By %) T, < r B T,],
uma vez que, a medida que d aumenta (capacidade de sustento do meio K estd mais préxima
do limiar de extingao ¢) e a medida que R diminui, o tempo médio de extingao diminui.
Note-se ainda que rE[T,|X(0) = z] > 1%{JE;CL(R*’C[*)[Tq] mas, como 1 > 1+6 > 1, hé
uma compensacao parcial do excesso, o que mais uma vez indica que (5.1.7) é uma boa
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minoragao.

De modo semelhante obtém-se a majoragao. Visto que 5(X) < §, vem

2R** R * ok
E[T,|X(0)=2] < u e T (2R u) du
a 1 + 5 QR** **

1 ok ok ok ok
= BT,

1.
1+6 (5:18)

com R* = R(1+46) e d™* = +§)'

A expressao (5.1.8) é um bom majorante pois, caso § fosse 0, o majorante seria
exatamente igual a rE[T,|X(0) = z| do modelo logistico (4.2.7). Assim, quando temos
o modelo logistico aproximado, a expressao de rE[T,|X(0) = z| é menor ou igual a m
vezes a expressao que se obteria com um modelo logistico (4.2.7) em que tivéssemos R** e
vez de R e K** em vez de K. De modo andlogo se conclui que rEL(R**’d**)[T] > ppLd) [Tq],
ﬁ < 1, ha uma compensagao parcial desse excesso, o que mais uma vez indica

I
que (5.1.8) é um bom majorante.

mas, COo1mo

Para obter a expressao da variancia do tempo de extingao, usamos a expressao (4.2.6) e

mudancas de variavel semelhantes as que fizemos para a média, obtendo

27
8 UQK:E 2r Foo 2r
—2r —2r
Var[T,|X(0)=2] = — u oz e v e
04 2r
QKq u
2
=y 2 ro(%)
/ yor e Vexp | — dr | dy
v g u T

equivalente a

2Rdz 400
TQVaT’[Tq|X(()) =z = SRQ/ u—2R—1€u/ p2B-1pv
2Rd u

+o0 Yy 5 K_
/ y2R’1 “Yexp 2R/ 2R dr | dy
v T
400 K_
/ y2R le™¥ exp <2R/ 2R
v T

) dydvdu.
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Como, por hipétese, 5(X) > —6, vem

2Rdz +oo +o00 Y —9R§
r*Var[T,|X(0) = 2] > 8R2/ u_QR_le“/ v‘QR_le”/ yitev (—) dy
2Rd U v U

+oo —2R$
/ Yty (%) dydvdu

2Rdz +o0
— 8R2/ u2R(16)16u/ U72R(175)716v
2Rd u
2

+0o0
(/ yzR(l_é)_le_ydy> dvdu

e temos a seguinte desigualdade para a variancia

2Rdz 400
r*Var[T,| X (0) = z] > 8R2/ uZR(l‘;)le“/ v 2RA=0=1ev (D (2R(1 — §),v))* dudu.
2Rd U

De modo andlogo, considerando 5(X) < §, vem

2Rdz
r*Var[T,| X (0) = z] < 8R? /

+o00
u_QR(H‘S)_le“/ v 2RAFO)=Lev (D (2R(1 + 0), v))2 dvdu.
2Rd u

As desigualdades anteriores sao equivalentes a

8R*2 2R*d*z . +00 .
r*Var[T,|X(0) = 2] > W/ uf _16“/ v e (T (2R 0))? dodu
- 2R*d* U
1 * *
= e e

8R**2 2R**d** z » +o0 »
TZVCLT[Tq’X(O) = 27] < m/ w2k 1eu/ p 2R Ly (F (QR**,U))Q dvdu
QR**d** u
]. * 3k % 3k
= ey e

Também ¢ possivel fazer comparagoes entre as variancias do modelo logistico aproximado e
do modelo logistico (4.2.8).

Com o intuito de verificar se este enquadramento pode ser util para os exemplos ja
analisados em trabalhos anteriores, vamos considerar R =1e R=10,d=0.0led=0.1¢

o novo parametro § = 0.01 e = 0.1. Os parametros R*, R**, d* e d** obtém-se facilmente.

Na figura 5.1 apresentamos os graficos do comportamento do tempo médio de extingao.
Os gréficos nao representam o tempo médio de extingao E[T,|X(0) = z] mas a grandeza
adimensional rE[T,| X (0) = z| ou log,, (rE[T,| X (0) = z]) em funcdo de z (z = z/q). Claro
que a partir das expressoes obtidas anteriormente podemos obter graficos correspondentes

a outras combinacoes. Escolhido o grafico pertinente, basta calcular z = %, ver esse valor
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no eixo das abcissas e ler o correspondente valor no eixo das ordenadas, valor esse que
serd rE[T,| X (0) = z] (ou log,, (rE[T,|X(0) = z])), o tempo médio de extin¢ao medido em
unidades do tempo ”intrinseco” de geragao. Para obter o tempo médio de extingao, basta
dividir o valor referido pelo valor de r (ou 10 elevado ao valor referido e depois dividir por
r).

Para o modelo logistico (curva central a cheio), & medida que z aumenta, isto é, quanto
maior for a populacao inicial comparativamente com o limiar de extingao, mais tempo leva
em média a populacao a extinguir-se. Independentemente da escolha dos parametros, a
partir de um determinado valor de z o tempo médio estabiliza. Se fixarmos o, a medida que

r aumenta (R aumenta) maior é o tempo médio de extin¢ao. Quanto mais proximo estiver

5000
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Figura 5.1: Comportamento da média rE[T,|X(0) = z| ou log, (rE[T,|X(0) = z]) do
tempo de extingao da populacao em funcao de z := f para o modelo logistico (linha a
cheio). A figura também mostra o minorante e o majorante para o modelo aproximadamente

logistico, com o erro relativo de 6 = 0.01 (linhas a tracejado) e § = 0.1 (linhas a ponteado).

Consideramos R := 3 = 1 (em cima) e R := 5 = 10 (em baixo), d := £ = 0.01 (a
esquerda) e d := % = 0.1 (a direita).
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a capacidade de sustento do meio K do limiar de extingao ¢ (ou seja, quando d aumenta)
mais rapida em média serd a extingao da populacgao.

Os exemplos apresentados na figura 5.1 mostram o efeito de incorreta especificagao
do modelo de crescimento populacional no comportamento do tempo médio de extingao.
Comparativamente com o modelo logistico cldssico obtivemos minorantes e majorantes do
tempo médio de extingao para o modelo aproximadamente logistico. Note-se que a figura
nao apresenta os tempos médios de extingao do modelo aproximadamente logistico mas os
intervalos onde sabemos que eles estao situados. Os limites inferiores e superiores destes
intervalos (minorantes e majorantes) correspondem ao comportamento da média do tempo

de extinc¢ao para o modelo logistico com outros parametros, como podemos ver nas expressoes

50001 ¢ 40
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Figura 5.2 Comportamento do desvio adrao rDP|T,| X (0 = x| ou
q
lo rDP|T,|X(0) =z|) do tempo de extingao da populagao em funcao de z = £
10 q q
para o modelo logistico (linha a cheio). A figura também mostra o minorante e o majorante
para o modelo aproximadamente logistico, com o erro relativo de § := 0.01 (linhas a
tracejado) e ¢ := 0.1 (linhas a ponteado). Consideramos R := % = 1 (em cima) e

R := % = 10 (em baixo), d := £ = 0.01 (& esquerda) e d := £ = 0.1 ‘Za direita).

(e
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obtidas. Quanto menor for a diferenca entre o modelo logistico e o modelo correspondente
ao verdadeiro crescimento da populacao (menor for o §), menor serd a diferenga entre os
tempos médios de extin¢ao dos dois modelos, isto é, a amplitude dos intervalos (minorante
e majorante) diminui. Concluimos que, se o verdadeiro crescimento da populagao estiver
muito proximo do modelo logistico, os tempos de extingao sofrem ligeiras alteracgoes e podera
ser mais vantajoso utilizar o modelo conhecido. Caso contrario, o erro na especificacao do
modelo pode implicar alteragoes bastante significativas no tempo médio de extingao.

A figura 5.2 representa o comportamento do desvio padrao do tempo de
extingdo. Também aqui consideramos a grandeza adimensional rDP[T,|X(0) = z]| ou
log,, (rDP[T,| X (0) = z]) ao invés do desvio padrao DP[T,|X(0) = z]. O desvio padrao
¢ da mesma ordem de grandeza do tempo médio de extin¢ao. Obtivemos o comportamento
do desvio padrao do tempo de extingao para o modelo logistico e minorantes e majorantes
para o desvio padrao do tempo de primeira passagem pelo limiar inferior ¢ para o modelo

aproximadamente logistico.

5.2 Modelo aproximadamente de Gompertz

Outro modelo bastante utilizado na literatura para modelar o crescimento populacional é o
modelo de Gompertz, com a taxa média de crescimento per capita dada por f(X) =rIn %,
comr > 0e K > 0. Suponhamos que a verdadeira taxa de crescimento per capita f é apenas
aproximada pelo modelo de Gompertz com parametros r e K e suponhamos que o desvio é

a(X)=f(X)—rln %, isto é, temos o modelo aproximadamente de Gompertz definido por
K
f(X) = rlny + a(X).

Podemos escrever
a(X)

Ke™r

f(X)=rln

Suponhamos que o é uma funcao de classe C! e que |°‘(T—X)‘ < d,onde 0 <0 <1 (6 devera

ser proximo de zero) é uma espécie de erro relativo. Este modelo de Gompertz aproximado

equivale a trabalhar com um modelo exatamente de Gompertz mas com a capacidade de
(X (1)

sustento varidvel K (t) = Ke~ » . Note-se que K(t) € [Ke™, Ke°l.

Considerando estas hipdteses, a taxa de crescimento per capita é dada por

1dX K

—— =rln— X
~ 3~y + a(X),
equivalente a
dX K(t)
% =rX 111 b% .

Para resolver a equacao diferencial, fazemos a mudanca de variavel Z = In X e multiplicamos
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todos os membros da equacao por €. Integrando entre 0 e ¢, vem
t

2(8) = Z(0)e™ + e / FIn(K (s))e™ ds,
0

Assim, a solucao do modelo de Gompertz deterministico é dada por

t
X(t) = exp (6_” In X(0) + e_”/ re” In K(s)ds) )
0

Mas esta solugdo é implicita uma vez que, K(s) depende de X(s). Usando o facto de

K(t) € [Ke™®, Ke’], podemos garantir as seguintes desigualdades para a solucao:

X(t) > K exp (e_’"t In @ (1 e_rt)>

X(t) < Kexp (6_” In % +0(1— e‘”)) :

equivalentes a

X(t) >exp (=6 (1—e)) Kexp (e” In %) = exp (=0 (1 — &™) XCU(1)

X(t) <exp(d(1—e™)) Kexp (e‘” In %) =exp (4 (1—e™")) XU @),

onde XCM)(¢) .= X(t) = Kexp <e*” In % ¢ a solugao do modelo de Gompertz
deterministico, encontrada em (3.1.5). Quando § = 0 temos exatamente a solugao do modelo
de Gompertz deterministico, o que significa que as expressoes encontradas sao uma boa
minoracao e uma boa majoracao.

Os pontos de equilibrio sao X = 0 e as raizes da equacao rln% + a(X) = 0, que
equivale a X = K exp <@> . as quais se encontram entre Ke® e Ke°. Note-se que, para
0< X < Ke™?, vem % > 0 e, para X > Ke’, vem % < 0, pelo que existe pelo menos uma
raiz no intervalo [Ke™°, K¢°].

Suponhamos agora que o ambiente esta sujeito a flutuacoes aleatérias, que podemos
aproximar por um ruido branco ce(t), com o > 0 e &(¢) um ruido branco padrao, e que essas
flutuagoes afetam a taxa de crescimento per capita. Temos

1dX

K
}E = Tlny —|—OZ(X) ‘I—Uf(t)

Escrevendo na forma mais usual, temos a EDE de Stratonovich

K
dX = (r In 3+ a(X)) Xdt + o XdW (t),
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equivalente a EDE de Ito

2

K
(I) dX = <r In T +a(X) + %) Xdt + o XdW (t),

com X(0) =z > 0.

Como a EDE auténoma tem coeficientes de classe C!, a solucao existe e é tinica até a um
instante de explosao, que iremos provar mais a frente ser infinito, pelo que a solugao existe e

é Unica para todo o t > 0. A solucao é um processo de difusao com coeficiente de tendéncia

a(z) = (rlng +alz) + ";) ©

e coeficiente de difusao
b (x) = oz

As fronteiras sao X =0 e X = +oo porque a(0) =0 e b*(0) = 0. A densidade de escala ¢

s) = L exp (LIHQE 2 /ny@de> (5.2.1)

Y o? y_ﬁ 0

e a densidade de velocidade
1 2r (Y1 K  «f)
m(y) = no?y exp <;/n i (lng + T) d@)

1 r LK 2 [Yad)
— —In? =4 = —2db 2.2
Co?y P ( o2 " y * o2 /n 0 ) ’ (5:2.2)

com C uma constante positiva arbitraria.

De modo analogo ao modelo deterministico, fazemos a mudanca de variavel Z = In X,

multiplicamos ambos os membros por e e integramos entre 0 e ¢, obtendo
t
Z(t) = Z(0)e " + e‘”/ (rln K(s) 4+ oe(s)) e"ds.
0
Voltando a variavel inicial X, temos
t
X(t) = exp (ln(X(O))e_” + 6_”/ (rin K(s) + oe(s)) e’"sds) .
0

De novo trata-se de uma solugao implicita. Podemos escrever as seguintes desigualdades
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para a solucao do modelo aproximadamente de Gompertz:
X(0 !
X(t) > Kexp <e‘” In % —5(l—e)+ ae_”/ erde(s)>
0

—rt ety X(0) e [ s
= exp(-0(l—e)) Kexp <e In N + oe /0 e dW(s))
= exp(=d(1—e)) XGrE) (1) (5.2.3)

—rt X(O) -t —rt ' rs
X(t) < Kexp(e ™In e +0(1—e) +oe e"*dW (s)
0

—rt —rtq,. X(0) e [ s
= exp(0(l—e)) Kexp (e In A + oe /0 e dW(s))
= exp(6(1—e)) XErE) (1), (5.2.4)

onde X&) (t) é a solugdo do modelo de Gompertz estocastico (3.2.5). As desigualdades
(5.2.3) e (5.2.4) sdo um bom minorante e um bom majorante, porque, caso 0 seja zero, temos

exatamente a solucao do modelo de Gompertz estocastico.

Vamos agora classificar as fronteiras do espaco de estados. Comegamos com a fronteira

X =0.Paratodoo 0 <zg<n< Kel<y< 1z, temos

%0 K 2 [Ya®
S(0,z9] = C’/ —exp(%an——T/ %d@) dy
0 Yy g Yy g n
%0 K 20r [™1
> c/ —exp(%an———ir/ ~do) dy
0o Y o y o°J, 0

o K .
= cl/ exp (%1112 —) y%_ldy
0 o )

—+00
r
= 0 exp (22 — 2(5£Z> dz = +00,
Vo, K o
o (1/'0

com ¢y e ¢y constantes positivas finitas e onde fizemos a mudanca de varidavel z = % In %

O integral ¢ divergente e a fronteira X = 0 é nao atrativa.

Para todoo K <n < zp e xg <y < 400, temos

+oc0 Y
S[xg,+o0) = C 1exp (LIHQ Lo z/ @de) dy

0 o? y o2 0
oo K 2
> C/ —exp(%l2———2rl 3)@
0 o y o n
T
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com c¢; > 0 constante. Como

exp ( In? ) K 25
lim 55 2 = lim exp <L2ln2 — = (—T + 1> In y)
o Yy

y—+o00 Yot +1 y—>+00 o2
) T oY 20r Y 20r

, 20T o 207
= Zgrfmexp(z2—( > +W)2_(?+1)IHK)

= +OO,

concluimos que o integral é divergente e a fronteira X = +o0o0 ¢é nao atrativa.

Mostramos que ambas as fronteiras sao nao atrativas e, portanto, inatingiveis. O que
significa que nao existem explosoes, ou seja, a solugao nunca se torna infinita e o espacgo de
estados é o intervalo (0,+00). O facto de as fronteiras serem inatingiveis em tempo infinito
garante que X (t) nao tende para zero nem para +oo quando t — +o0o. Nao existe extingao

matematica uma vez que X (¢) nao é zero nem tende para zero quando t — +o00.

Como ambas as fronteiras sao nao atrativas, para existir densidade estacionaria basta

provar que M = f m(y)dy é convergente e, nesse caso, a expressao da densidade

1

= mo) s Os préximos calculos
0

estaciondria ¢ da forma p(y) = Dm(y), com D =
demonstram que M é um integral convergente. Seja
Y1 Y2 +00
M = My + My + M; :/ m(y)dy —|—/ m(y)dy —|—/ m(y)dy.
0 Y1 Y2
Suponhamos y; < K < & <y e 0 <y < n < yo. Fixamos n < 655 Para n > g a

demonstracao é analoga.

Comegamos por provar que M; < +oo. Sejam y € (0,11] e 6 € [y,n]. Consideramos
h(y) = —3—2 (ln % — 5) fyn %d& e, como In % — 0 > 0, podemos escrever

m(y) = cléexp< Z/y 9< " +“§9>>de)
< cléexp< <1n——5>/"%d>

_ cléexp (h(y))

_ e (h(y))
dy '
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com ¢; e ¢y constantes positivas. Logo, tendo em atengao que h(0%) = —o0,

Y1
My, = / m(y)dy
0

¢z (exp (h(y1)) — exp (h(07)))
caexp (h(y1)) < +oo,

IN

A\

como queriamos demonstrar.
Vamos agora provar que Mz < +00. Sejam y € [y9, +00) e 6 € [n,y]. Fazemos
2r (Y1 K  «f) 2r (Y21 K «f) 2r (Y1 K  «f)
— | = (In— g = — —|In— dd+— [ - (In— df
a2n9(n9+r) 02n9<n6’+7‘ +J2/y20 n9+r
= A+ B(y).

Sabemos que

o2r Y1 K o0 2r K
B(y)z—/y ] (lng+¥) deﬁ; <1D—+5> In.

Yo Y2

Assim,

1 2r (Y1 K «f)
m(y) = claexp(g/n 5<ln?+ . >d9)

1 2 K
< ci—exp (A—i— —Z (ln— —I—(S) ln£>
Y o Y2 Y2
_ Qy%(m%%)fl,

com ¢ e ¢o constantes positivas. Como K < Z—% < 1o, temos In y% +0 <0, evem

oo oo 2 (n £ 45)-1
M; = / m(y)dy < 02/ yo? \ w2 dy < 400,

Y2 Y2

como queriamos provar.

Finalmente, My < +oo porque a funcao integranda é continua no intervalo fechado
[y1, 9]

Assim, garantimos a existéncia de densidade estacionaria dada por

Y
p(y) = Qexp (_Lhﬁ 5 + %/ @d0> 7
Yy n

o2 y o 0

com D constante tal que p(y) > 0Vy >0e f0+°° p(y)dy = 1.

Provamos que nao existe ”extingao matematica” mas existe ”extingao realista”. Estamos

por isso, interessados em estudar os tempos de extingao para populagoes descritas pelo
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modelo aproximadamente de Gompertz.

Para escrever a expressao do tempo médio de exting¢ao para o modelo aproximadamente

de Gompertz usamos a expressao (4.2.2) com a densidade de escala (5.2.1) e a densidade de

velocidade (5.2.2) e fazendo as mudangas de varidvel 7 = \/7; Ink,y= ‘/7; In % e = ‘/7; In <
obtendo
2 ("1 r K (77
ET,)X(0)= = — - Zn2= - =
7,1(0) = ] UQ/quxp(azng %[ an)
toq r . o K a(n)
— ——In =+ = ——=dn | dfd
/C g P ( o? 7 - o? n 1 ¢
9 gln% 400 2\/— (K %7‘
= —/ et / eV’ exp / dT dydyu.
"/ z

Como ¢é habitual em sistemas dinamicos, vamos reduzir o nuimero de parametros em
estudo e trabalhar com grandezas adimensionais. Como ja fizemos em trabalhos anteriores,
consideramos R = 73 uma espécie de relagao sinal /ruido, d = # o limiar de extingao expresso

como fracao da capacidade de sustento do meio e z = % a medida de afastamento relativo da
a(X)

populagao no instante inicial em relagao ao limiar de extingao. Fazemos ainda 3(X) = ==

Assim, obtemos a seguinte expressao para o tempo médio de extingao

VRIn(dz) , [To° ) y .
E[T,|X(0) =z] = 2/ et / e Y exp (2\/}_3/ g (K6ﬁ> dT) dydyu.
VRInd m m

Como consideramos |5(X)| < §, em particular, 3(X) > —d, podemos escrever a seguinte

desigualdade

VRIn(dz) 5 fHtoo 9
E[T,|X(0)=2] > 2 / (it VES) / e W) gy
VRInd ”w
\/Elﬂ(de‘;z)

= 2ym e (1 — @(ﬁu)) du

\/ﬁln(de‘s)

com P(x) f [fe % dy.

Por outro lado, 5(X) < ¢ e, de modo andlogo, obtemos a desigualdade

VRIn(dz) o [too 2
E[T,|X(0)=2z] < 2/ e(1—VES) / e~ (v=VRs) dydp
I

vVRInd
\/Eln(de"sz) )
= 2V et (1 — @(ﬂu)) du
\/Eln(de*‘5>

Para a variancia do tempo médio de extingao (4.2.6), fazemos mudangas de variaveis
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analogas as que fizemos para o tempo médio de extincao e vem

VRIn(dz) , [T, [F® ) Yy -
r*Var [T,|X(0) =2] = 8/ et / e’ / e ¥ exp <2\/}_%/ g (Keﬁ) dT) dy
VRInd o Y “w

+o0 Y -
/ eV’ exp (2\/}_2/ 15} <K6ﬁ> dT) dydvidyu.
9 W

Uma vez que —6 < B(X) < 4, podemos escrever as seguintes desigualdades

VRIn(dz) 9 [+o0 2 +oo 2 2
r*Var [T,|X(0) =2 > 8/ elitvED) / (V) (/ e~ (vVF) dy) didpu
9

vRInd ©
— & /ﬁl(ji:) v’ /u e (1 —<I>(\/§v)>2dvdu
(&
PVar [T,|X(0) =a] < 8 /fln(dz)e(u—mf / VR’ ( / " e‘(y—\/ﬁ5)2dy)2dz9du
Rind 1 9
= 87 /\/;lecidi;Z) e /+00 e’ (1 - @(ﬂv)>2dvdu.

As minoragbes e majoragoes feitas para a média e a varidncia nao sao excessivas pois
quando 6 = 0 temos exatamente as expressoes da média e da variancia do modelo de

Gompertz ((4.2.9) e (4.2.10)).
Pondo d* = de’ e d** = de™° temos

VRIn(d*z)

rE[T,|X(0) = 2] > 2v/7 v’ (1 - q>(\/§u)) du = r ESRAT]
\/ﬁln(d*)
€
VRIn(d™z) .
rE[T,|X(0) = 2] < 2v/7 e (1 - @(ﬁu)) du = rEGRAT].
VRIn(d**)

Assim, a expressao E[T,|X(0) = | do modelo de Gompertz aproximado pode ser minorada
e majorada pela expressao do comportamento do tempo médio de extingao do modelo de
Gompertz (4.2.9) com diferentes parametros, d* ou d**, em vez de d. Note-se que alterar d
para d* pode obter-se de vdrias alteragoes de ¢ e/ou K, a mais simples sendo a de alterar K
para Ke~® e deixar ¢ inalterado. Alterar d para d** poderia obter-se alterando K para Ke°

e mantendo o mesmo limiar de exting¢ao q.
Do mesmo modo, obtém-se as seguintes expressoes para a variancia:

VRIn(d*z
r*Var [T,| X (0) = z] > 87T/

) 2 Foo 2 2 *
e / e’ (1 — @(\/ﬁv)) dvdu = r*VEES) T |
VRIn(d*) u
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VRIn(d**z)
r*Var [T, X (0) = 2] < 87?/

2 +oo 2 2 *k
e / e’ (1 — @(\/51})) dvdu = r*VFESIT .
VRIn(d**) u

Logo, a expressao r?Var [T,| X (0) = z] do modelo de Gompertz aproximado ¢ maior (menor)
ou igual a expressao r*Var [T,/ X (0) = z] do modelo de Gompertz (4.2.10) com d* (d**) em
vez de d.

Consideramos R =1e R=10,d=0.01ed =0.1e 6 =0.01 e 6 = 0.1. Apresentamos

na figura 5.3 alguns graficos do comportamento do tempo médio de extingao e na figura 5.4

os graficos do comportamento do respetivo desvio padrao.

50{ T
2001 :
Il Il 1:
S > .
I = 1:
~ o i
B 2 100]:
S0HF
0—
z
95_ ----------------------------------------------------------------------------
24
94
"\93- =
= =
Loy 23]
S —— S P ——
S =
591' _________________ E _________________
I & 22
Foo E
89
214
88
g
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 & 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.3: Comportamento da média rE[T,| X (0) = =] oulog,, (rE[T,| X (0) = z]) do tempo
de extingao da populacao em funcao de z := % para o modelo de Gompertz (linha a cheio).
A figura também mostra o minorante e majorante para o modelo aproximadamente de
Gompertz, com o erro relativo de ¢ := 0.01 (linhas a tracejado) e § := 0.1 (linhas a ponteado).
Consideramos R := % = 1 (em cima) e R := %5 = 10 (em baixo), d := £ = 0.01 (a esquerda)
ed:= £ =0.1 (a direita).



5.2. Modelo aproximadamente de Gompertz 73

Os parametros r, e portanto R, tém significados diferentes no modelo de Gompertz e no
modelo logistico, por isso as curvas obtidas para um modelo nao sao comparaveis com as

obtidas para o outro. No entanto, o comportamento é muito semelhante.

Para o modelo exatamente de Gompertz, se fixarmos o limiar de extingao ¢, quanto maior
for a populagao no instante inicial maior serd o tempo médio de extincao, como facilmente se
verifica mostrando que na sua expressao o limiar superior de integragao aumenta. No entanto
a partir de um certo valor de z o crescimento é muito lento. A medida que d aumenta (o que
corresponde a diminuigdo de K no caso de fixarmos o limiar de extingao ¢), o tempo médio
de extin¢ao diminui. Para o fixo, a medida que r diminui, o que significa que R também

diminui, mais rapida serd em média a exting¢ao.

1,6X109' R R TP 250H
1,4x 10° :
200
1,2x 107 :
= =
T x 100 i
s b L
= =
g 8, x 10° g
ol e =
q : q
Sex1ff———— — — — — — ———— —- =
4,x 108
---------------------------------------- 50—
2, x 10°4
0- T T T T T T T T T 0— T T T T T T T T T
12 3 4 5 6 7 8 9 10 203 4 5 6 1 8 9 10
V4 z
e
94 24
93
" 9o I 234
92
S Coommmmmm e =
> | S
SO =
s S ———————
< 90 g 2
g g
891
881 21
87— ----------------------------------------------------------------------------------------------
23 4 5 6 7 86T 273 4 5 6 7 8 50
z z
Figura 5.4 Comportamento do desvio padrao rDP[T,|X(0) = 2] ou
log, (rDP[T,|X(0) = z]) do tempo de extincdo da populagdo em fungdo de z = £

q
para o modelo de Gompertz (linha a cheio). A figura também mostra o minorante e

majorante para o modelo aproximadamente de Gompertz, com o erro relativo de ¢ := 0.01
(linhas a tracejado) e § := 0.1 (linhas a ponteado). Consideramos R := 73 =1 (em cima) e
R:= % = 10 (em baixo), d := £ = 0.01 (& esquerda) e d := & = 0.1 (a direita).

(e
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O desvio padrao do tempo de extincao tem a mesma ordem de grandeza da média do
tempo de primeira passagem pelo limiar inferior ¢, o que significa que existe uma grande
variabilidade do tempo de extin¢ao da populacao.

Os graficos mostram os minorantes e majorantes para o comportamento da média e do
desvio padrao dos tempos de extingao da populagao descrita pelo modelo aproximadamente
de Gompertz. Assim, se a verdadeira taxa de crescimento médio estiver muito proxima
do modelo de Gompertz, o comportamento da média e do desvio padrao dos tempos de
extingao da populagao sao muito proximos do modelo cléssico. Podemos entao usar o modelo
conhecido, que é muito mais simples de trabalhar, como uma boa aproximacao e obter limites
para o erro cometido. Caso contrario, a utilizacao do modelo aproximado pode conduzir a

valores muito diferentes do modelo verdadeiro.



CAPITULO 6

EFEITO DE INCORRETA ESPECIFICAQ;‘;O DO COEFICIENTE DE

DIFUSAO

O crescimento populacional deve ter em conta as flutuacoes aleatérias do ambiente que
afetam a taxa de crescimento e os modelos estocdsticos sao bastante adequados para
descrever este fenémeno. Até aqui supusemos que a populacao cresce num ambiente sujeito
a flutuacoes aleatérias onde a intensidade do efeito das flutuacoes ambientais no crescimento
¢ medida pelo parametro o > 0. No entanto, a verdadeira taxa de crescimento per capita
pode nao ser exatamente desta forma e a intensidade das flutuagoes ambientais pode variar
ligeiramente com o tamanho da populagao. Estamos interessados em estudar o efeito dessa
alteragao no comportamento das fronteiras do espago de estados na existéncia de densidade

estacionaria e nos tempos de extingao.

Neste capitulo estudamos o efeito da incorreta especificacao do coeficiente de difusao
para os modelos logistico e de Gompertz. Iremos comecar por estudar o comportamento
das fronteiras e a existéncia de densidade estaciondria para ambos os modelos (na seccao
6.1). Na seccdo 6.2 apresentamos o estudo dos tempos de extingdo para o modelo logistico
com o aproximado. Na seccao 6.3 fazemos o estudo dos tempos de primeira passagem pelo
limiar ¢ para o modelo de Gompertz com ¢ aproximado. Para este modelo, apresentamos
dois métodos distintos para obter a minoracao e majoracao do comportamento da média e

da variancia do tempo de extingao.

75
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6.1 Modelos estocasticos

Suponhamos agora que a taxa de crescimento populacional per capita é descrita pela equagao
diferencial estocastica

S = 00+ o+ a(X))e()

—— = o+« €

X dt

ou na forma mais habitual, a EDE de Stratonovich
dX = f(X)Xdt+ (0 + a(X)) XdW (),

equivalente a EDE de Ito

(I) dX = (f(X) + % (0 + a(X)) (0 + a(X) +0/(X)X)) Xdt + (0 4 a(X)) XdW (t),
com X (0) =z > 0 conhecido.

A funcao f representa a taxa média de crescimento per capita e usamos os dois modelos
classicos, o modelo logistico com f(X) = r (1 — %) , a que chamaremos modelo logistico
com o aproximado, e o modelo de Gompertz com f(X) = rln %, que designaremos por
modelo de Gompertz com ¢ aproximado. A funcao a é uma funcao de classe C? e supomos
que@ﬁé,com0§5<l.

Como a EDE ¢ auténoma tem coeficientes de tendéncia e difusao de classe C*, a solucao
existe e é Unica até um instante de explosao (que provaremos adiante ser infinito). A solugao

¢ um processo de difusao com coeficiente de tendéncia

a(z) = (f(x) + % (0 + a(x)) (0 + alz) + o/(x)x)) x

e coeficiente de difusao
b*(z) = (0 + a(z))” 2°.

As fronteiras sio X = 0 e X = +o0, uma vez que, a(0) = b*(0) = 0. Facilmente se obtém as

expressoes da densidade de escala

o YO
W) = ey p( > | <a+a<9>>2ed9)

e da densidade de velocidade

SR S A O ()
") = BT aw)y p(z/n <a+a<e>>2ed9)’

com C > 0 constante arbitraria.
Vejamos agora o comportamento nas fronteiras destas difusoes. Suponhamos que

X(0) =z € (0,+00). Comegamos por mostrar que a fronteira X = 0 é nao atrativa, ou
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seja, nao existe extingao matematica. Para qualquer 0 < zp < n < K e para 0 < y < x,

2 " f0) 2 " fn)
02(1+5)2/y 0 d9202(1+5)2/y 0 @20,

o (e /) ) 2

temos

o que significa que

Logo

S0,z = C /0 IOWeXp (-2 /n ’ ((jj{i%d&) dy
> sars oo Gae [ 5w

O
- Zdy = +00
— o(1+49) J, yy ’

concluindo-se que a fronteira X = 0 é nao atrativa.

Mostramos agora que a fronteira X = 400 também é nao atrativa, o que significa que

nao existem explosoes. Seja K < xp <y < +00. Neste caso

oot [09) = o ([ [ 50)

= o (_02 (12+ o) /nK f(:)de)

porque f(f) < 0 para 6 > K e, portanto,

Slro too) = CL: ™ (‘2/5 %‘@ W

C 2 K £(0) oo q
> ——= | s —dy =
—oﬂ+wm(gm+wl 0 )A y e

0 que prova a nao atratividade da fronteira X = +oc.

Assim, ndo hd explosoes e o espago de estados é o intervalo (0, +00). O facto das fronteiras
serem inatingiveis em tempo infinito, garante que X (t) nao tende para zero nem para infinito
quando t — +o00. Em particular, nao ha extincao matematica e nao existem explosoes,
garantindo a existéncia e unicidade de solucao.

Como ambas as fronteiras sdo nao atrativas, para existir densidade estacionaria é

. +o0 . . . s . ’
suficiente que fo m(y)dy seja convergente e, nesse caso, a densidade estaciondria tera

1 . o —+o0
m. Seja, M = fO m(y)dy e

de ser da forma p(y) = Dm(y), com D = e
0

Y1 Y2 —+o00
M=M+m+m=/nmm+/nmm+/ m(y)dy.
0

Y1 Y2
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Suponhamos que y; < K < 55 e 0 < y; < n < y,. Fixamos n < K. Paran > K a
demonstracao é andloga. Assim, 0 < y; <n < K < ys.

Comecamos por mostrar que M; = Oylm(y)dy ¢ convergente. Sejam y € (0,y;] e
6 € [y,n]. Consideramos
_2f(n) (1
M) = 02(1+5)2/y 7"
Obviamente h(0") = —oo e podemos concluir que
1 1 /y f(0) )
m = —————exp|2 | ———~2——db
0 = ey ] G i
11 2f(n) ("1 )
< o= ep (=2 g
- Oaa—ay@@< o2 (L+0) Jy
1 1
= Em exp (h(y))
1 o(1+6)" d(exp(h(y)))
~ C(1-0)2f(n) dy
e (hiy)

dy ’

com ¢y constante. Logo,

Aﬁzlwmw@§q@ww%ﬁ—%mwﬁm<+w,

como queriamos demonstrar.

Em segundo lugar, vamos mostrar que Mz = [ oo

e m(y)dy é convergente. Sejam

Y € [y, +00) e 0 € [n,y]. Fazemos

A P A () LG
Sy Ny NSy g R

(o + af
= A+ B(y).

Sabemos que

Y f(9) 2/ (y2) 1 2/ (y2) wnz
2/3,2 (o + 04(9))29d9 = o2 (1+9)° /y2 6(19 o2 (1 +5)21 Y2

uma vez que f(6) < f(y2) < 0. Assim,

- l; ex QL
m(y) = Co+ay)y P <2/n (o + a(é’))2 ng)
1
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com c¢; constante positiva. Como K < ys, temos

+oo +oo £
/ m(y)dy < ¢ / y=o gy < oo,

Y2 Y2

Por 1ultimo, o integral My = f " m(y)dy é convergente porque a funcio m é contfnua no
intervalo fechado [y1, y2].
Deste modo, garantimos a existéncia de densidade estacionaria que é dada pela seguinte

exXpressao:
— m — ; ex ! f—e)
o) = D) =Dt (2 [ L),

com D constante tal que, p(y) >0 e fo y)dy = 1.

6.2 Tempos de extincao para o modelo logistico

Provamos que nao existe ”extin¢ao matematica”, mas existe ”extin¢ao realista”. Estamos
agora interessados em determinar os tempos de primeira passagem pelo limiar de extingao
¢, que definimos como os tempos de extincao. Apresentamos as expressoes para o
comportamento do tempo médio de extincao e para o comportamento da variancia do
tempo de extingao para o modelo logistico com ¢ aproximado e obtemos limites para o
erro cometido.

Para obter uma boa expressao do tempo médio de extin¢ao usamos a expressao (4.2.2)
e fazemos as mudangas de varidvel 7 = -3 Kn, Y= 3 KQ e p= 227}((’ . Obtemos, apds alguns

calculos,

T 1 +o0 1 6 _%
s =1 =2 [ e | wramn® (] ) 0
2K 7 1 oo 1
B 2/{3’%(1 (a—l—a("—ZK,u))u/M (a—i—oz(g—i[(y))y
Y 27’1_1
exp | o o7 dr | dydp.
p( /~<o—+a<§m>>2 ) “

Para trabalhar com grandezas adimensionais, fazemos R = 5, d =

9 - Z

¥ 2= e
X . . ~ ;9.

B(X) = % Assim, temos as seguintes expressoes para o comportamento do tempo médio

de extingao:

2Rdz 1 +oo 1
EIT|X(0) =q] = QR/W <1+5<%u))u/u (146 (ry) v
ex </y Ea dT)d d
VAT A
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Uma vez que |3(X)| < 6, podemos escrever

2Rdz | +°°1 2R v 1 Y
E[T,|X(0)=2] > ar =5z ) 1dr)dvd
T,1X(0) =] > 1+5/ / (14—5)/77 <1—5>2/“ 7)”

2Rdz —+o0 2R 1 y
e m / ,LL— (1+5)2_ e (1- 5)2 / ym_ e_mdydﬂ
2Rd o

2Rdz
2R -6 __2F__4 2R
_ a+0)2 U | ) 2.1
(1+5>2 /QRdQ u + e ((1+5>27u) du (6 )

(1-5)

De modo anélogo conclui-se que

2Rdz
2R a+0? __2R__q 2R
E[Tq’X(O) = 1’] S m /2Rd u (-9 “eUT (m,’d) du. (622)

(1+6)2

As expressoes (6.2.1) e (6.2.2) sdo um bom minorante e majorante, respetivamente, uma vez
que, quando ¢ é igual a 0, temos a expressao do comportamento do tempo médio de extingao
do modelo logistico (4.2.7).

Fazendo as mudancas de varidvel semelhantes e usando a férmula (4.2.6), obtém-se, apds

algumas simplificacoes,

, - B ) 2Rdz 1 400 1
AV =i = s® [ (1+ﬁ(§%u))u/u (+5 (Ev))v
1 Y E_]_
ex = dr | d
Ea) p(/u (145 (&n)’ ) ’
400 1 y %‘3_1
/,, (1+6(%y))yexp (/y (1+ﬁ(%7’))2d7> dydvdp.

Usando o facto de —9 < 5(X) < § e fazendo as mesmas mudangas de varidveis obtemos

2Rdz

SR? -0 __2R__,4 too  _ar
2 u v
rVar[Ty|X(0) =] > 4/ u +97 e / v 1+ e
(1 + 5) 2R6d)2 u
2

+o0 _2Rr

/ p+8? e_pdp) dvdu

v

9 2Rdz +oo

—52 _ _2R _ 2R _
. —8R54 R v 3 p e lev

1+ 2Rd
(L+0)" St v

<F (% v>)2 dvdu. (6.2.3)
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De modo analogo obtemos a expressao

2Rdz

SR? 2 __2R__ oo o
r2Var(T,|X(0) = 2] < o5 07— le“/ i
- 2Rd ”

(1+5)2

+o0 2R 2
/ p-9% “e Pdp | dvdu
! 2Rdz

2 el +o0

_ SR a+o)? 7(13?)2*1 u 7(1271;)2 -1 4

= 1 u e (% e
(1 - 5) 21id u

(1+6)2

(r( 5 v))dedu. (6.2.4)

A minoracao e majoracao do comportamento da variancia nao é excessiva, uma vez que,

quando ¢ = 0, temos o comportamento da variancia do modelo logistico (4.2.8).

Pondo R* = (155)2 ed" = d((lljf)); para a minoracao e R** = (1_R5)2 ed” = d((llj:;)); para a
majoracao, temos as seguintes desigualdades,
2R*d*
rE[T,|X(0) = 2] > 2R’ / WD (2R ) du = rEXR (T
2R*d*
e
QR**d**Z * * ok * %k
rE[T,| X (0) = ] < 2R™ / u 2R T (2R u) dp = r EXETE T,

que tém a vantagem de se poder escrever como o comportamento do tempo médio de extingao

do modelo logistico (4.2.7) com outros parametros. Para a variancia, vem

2R*d*z 400
r*Var[T,|X(0) =x] > 8R*2/ u2R*le“/ v e (D (2R, 0))? dvdu
2R*d* U

T2‘/xL(R*,d*) [Tq]

2R**d** z 400
r*Var[T,|X(0) =z] < 8R**2/ T _16“/ v 2B e (D (2R, 0))? dodu
2 L R**,d**
= 1V ( )[Tq]v
que ¢é exatamente a expressao do comportamento da variancia do tempo de extingao para o

modelo logistico (4.2.8) com diferentes parametros.

As expressoes de rE[T,|X(0) = z] e r*Var[T,|X(0) = z] do modelo logistico com &
aproximado sao maiores ou iguais as expressoes de r E[T,| X (0) = z| e r*Var[T,| X (0) = z] do
modelo logistico com a intensidade das flutuagoes aleatérias constante (ver (4.2.7) e (4.2.8))
com os parametros R* em vez de R e d* em vez de d e menores ou iguais as expressoes de
rE|T,|X(0) = z] e r*Var|T,| X (0) = 2] do modelo logistico com a intensidade das flutuagoes
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aleatérias constante com os parametros R** em vez de R e d** em vez de d.

Alterar R para R* pode obter-se de diversas maneiras, a mais simples seria alterar o

para (1 4+ 0) e manter o mesmo 7. Em relacao a alterar d para d*, o mais simples seria

alterar K para K glggz e deixar ¢ inalterado. De modo analogo, podemos fazer as mesmas

alteragoes para R** e d**.

Para obtermos os graficos do comportamento do tempo médio de extin¢do usamos
as expressoes (6.2.1) e (6.2.2) e consideramos R = 1 e R = 10, d = 0.01 e
d = 0.1. Obtemos assim os graficos da grandeza adimensional rE[T,|X(0) = z| ou
logy, (rE[T,|X(0) = z])(ordenada) em funcdo do parametro z (abcissa). Para os mesmos

valores adimensionais R e d, usando as expressoes (6.2.3) e (6.2.4) temos os graficos

.................................. o

30000 ’
1201
100

200004 : 7]

S 2 807

= o
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~ \‘60'

3 3

100007 :

20
40 181
16
= >
L 35 I
% §14-
S > 4
N e e e e e e — S S S S
Y =124
< S
gﬂ - ————— ;g:
10
25+ .
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Figura 6.1: Comportamento da média rE[T,|X(0) = z| ou log, (rE[T,|X(0) = z]) do
tempo de extingao da populacao em funcao de z := f para o modelo logistico (linha a
cheio). A figura também mostra o minorante e o majorante para o modelo logistico com
o aproximado, com o erro relativo de § = 0.01 (linhas a tracejado) e § = 0.1 (linhas a
ponteado). Consideramos R := %3 =1 (em cima) e R := %3 = 10 (em baixo), d := & = 0.01
(a esquerda) e d := £ = 0.1 (a direita).
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do comportamento do desvio padrao do tempo de extingdo rDP[T,|X(0) = z]| ou
log (rDP[T,|X(0) = z]). A figura 6.1 apresenta os graficos do comportamento da média
dos tempos de extingao e a figura 6.2 os graficos do comportamento do desvio padrao dos
tempos de extingao.

Se quisermos comparar os graficos do comportamento da média do tempo de extincao
para o modelo logistico com ¢ aproximado e o modelo aproximadamente logistico, concluimos
que a amplitude entre o minorante e o majorante do comportamento da média do tempo
de extingao é maior no caso de a incorreta especificacao do modelo ser em ¢ do que no

coeficiente de tendéncia.

---------------------------------------- Lap T TET——————
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Figura 6.2: Comportamento do desvio padrao rDP[T,|X(0) = 2] ou
log, (rDP[T,|X(0) = z]) do tempo de extincdo da populagdo em funcdo de z := .
para o modelo logistico (linha a cheio). A figura também mostra o minorante e o majorante
para o modelo logistico com ¢ aproximado, com o erro relativo de § = 0.01 (linhas
a tracejado) e 0 = 0.1 (linhas a ponteado). Consideramos R := % = 1 (em cima) e

R := %5 = 10 (em baixo), d := % = 0.01 (a esquerda) e d := % = 0.1 (a direita). Para
R = 10, devido a limitacoes computacionais, nao foi possivel obter os minorantes e os
majorantes.
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6.3 Tempos de extincao para o modelo de Gompertz

Em relacao aos tempos de extingdo para o modelo de Gompertz, vejamos o que
acontece quando alteramos ligeiramente a medida da intensidade das flutuacoes
ambientais. Apresentamos dois métodos diferentes para obter a minoracao e majoragao do
comportamento da média e da variancia do tempo de extingao para o modelo de Gompertz
com ¢ aproximado. O primeiro método é mais trabalhoso mas obtém-se melhores resultados
numéricos, isto é, as minoragoes e majoracoes nao sao tao excessivas. O segundo método
tem a vantagem de obter expressoes mais simples, especialmente no caso da variancia, mas

os resultados numéricos sao piores.

Comegamos por usar a expressao (4.2.2) para obter o tempo médio de extingao

x 1 ¢ 2rln%
ElL|X(0) =2 = 2/q (U+a(<)><exp <_/n (a—l—a(n))Qndn)

/+OO ;exp /9 %dn dhd¢. (6.3.1)
¢ (o+a(8))d n (o +a(n) n

Para obter a expressao da variancia do tempo de extingao, usamos a expressao (4.2.6) e

vem

T 1 +o0 1
Var[T|X(0) =z] = 8/q m/g (o +a(9))¢

1 o 2r ln%
(o a8 (/5 (o a<n>>2nd”> "
1

/
oo o 27“111% N doede (6.5
/6 me(/(mﬁ) €d¢. (6.3.2)

Seguem-se duas alternativas possiveis para minorar e majorar a média e a variancia dos

tempos de extingao.

6.3.1 Primeiro método

Em (6.3.1), fazemos as mudangas de varidvel \/7;111% = v, ‘/7;111% =te ‘/7;111% =y
e consideramos R = 5, d = £, 2 = % e B(X) = O‘(U) para trabalhar com grandezas

adimensionais. Depois de algumas operagoes algébricas, a expressao anterior é equivalente
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\/Eln(dz) 1 1
FE[T,|X(0) = 2] = 2/

VEnd (1+5(Ke¢yﬁ>>/y ) (1+B(Keﬁ))

v

L ey

exp dv | dtdy.

Ao contréario do que foi feito até aqui, nao podemos proceder as minoracoes e majoracoes

de imediato. Para o fazermos, notemos primeiro que

[ ] 9 VRIn(dz) p+oo t v
rE[T,|X(0) =x] > —/ / exp —2/ dv | dtdy.
q (146)? ) /Fma y y <1+5<K6\/Uﬁ>>2

(6.3.3)
Consideramos 0 < ¢ < 2 < K, o que significa que vVRInd < y < v/RIn(dz) < 0 (ou seja, y

é de facto negativo) e y < t < +o0. Isto é, ¢ pode ser negativo ou positivo. Seja

[

)

dv

g(y,t) = exp

Assim, temos que dividir o integral em ordem a t em dois integrais e vem

“+o00 0 “+o0
/ oy, )dt = / oy, )dt + / oy, 1)dt.
Yy Yy 0

Para a primeira parcela, vem

/yog(y’t)dt _ /yoexp _Q/yt (1_‘_6(;}(6\/%))2(1@ dt
(—2[ (1:5)261@) dt

v
S~
=)
o
”
o
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Para a segunda parcela, vem

400 v
/ gy, )dt = eXp dv | dt
0

v

2/Otﬁdv) dt

De (6.3.3), obtemos

2 VRIn(dz) 42 0 42 +00 42
EIT,|X(0) =2z > —/ e (1+6)? (/ e (1+9)2 dt—l—/ e_<15>2dt) dy.
[ Q‘ ( ) ] (1+5>2 VRInd y 0

(6.3.4)

Para a majoracao, resolve-se de modo andlogo e vem

2 VRIn(dz) 42 0 2 too 2
E[T,|X(0) = z] < —2/ e(-9? (/ e <15>2dt+/ e <1+6>2dt) dy.
(1-9) VRInd Yy 0
(6.3.5)

As expressoes (6.3.4) e (6.3.5) sdo um bom minorante e majorante, respetivamente, pois, caso

0 seja 0, seriam exatamente iguais ao comportamento do tempo médio de extingao do modelo
de Gompertz (4.2.9). Ao contrario do que foi feito até aqui, ndo podemos escrever estas

expressoes apenas em funcao das expressoes do modelo de Gompertz com novos parametros.

Fazendo p = 1¥5, a expressio (6.3.4) pode ser escrita da seguinte forma:
VRIn(dz) VRIn(dz)
146 2 2ﬁ(5 146 2
s = a0e [ 1o (3 - u
[Tq|X(O) 7 2 2ﬁ/¢§1nd ¢ I=@ \/élu an 146 JvRma e du
1490 1496
. 2 5 VR*Indz
= rpgrap) - 2 [ g,
140 JyRina
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com R* = e +6) De modo andlogo, a expressao (6.3.5) é equivalente a
fln(dz fln(dz)
2/m0 2
= < K
PILXO) =a < 207 [0 e (1o (Vo)) aus D5 [T
- 2 5 Vv R**In(dz)
= epg )+ 2T T kg,

Com a expressao (6.3.2) e andlogas mudangas de varidvel, obtemos a expressdo do

comportamento da variancia do tempo de extingao
vVRIn(dz) 1

| o +00 1
r*Var[T,|X(0) = z] _8/\Flnd 1+5 % /y <1+5(K6#))>

too v
/u <1+5 Kef exp /y 1+5<K6\ﬁ> sdv | di

exp

/uoo( +6(1Kef /u (1+5( Kef>>2

dv | dtdudy.

Usando o facto de f(X) < 9, temos

P2V ar[T,|X(0) = 2] > —>— (1+5 flldd /m (/W oy, )dt) (/ (u,t)dt) dudy.

Usando as propriedades do célculo integral podemos escrever o integral em ordem a u

/y*‘” (/umg (y’t)dt> < / ot t)dt) du

) /yo (" stwoa) ([ stwna)aus [ ([ awnar) ([ stwnae) au
- /yo </uog<y’t)dt+/o+m9<y’t>dt) (Log(uat)dt+/o+wg(u,t)dt) du
+/0+°° (/um ? (y’”dt) ( / h g(u,t)dt> du.

da seguinte forma
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Comecamos com a primeira parcela, obtendo

0 0 +o00 400
/ (/ g(y,t)dt—i—/ g(y,t)dt) (/ dt+/ g(u,t) dt)
Y u 0 0
0 0 2 +oo
y —1
> exp ( ) dt +/ dt)
/y (/u (1+6)2 0
0 w2 — 12 +00
— | dt t)dt | d
(/u eXp<(1+5) ) +/0 9(u,0)g(0,1) ) u
0 0 2 42 +00 2 2
Yy —1 Y t
> dt — dt
—/y (/ o ((1+6>2) wf e (<1+5>2 <1—6>2) )
0 U2 _ t2 +o00 U2 t2
—— | dt — dt ) d
</ e"p(<1+6>2) + ‘”‘p(<1+6>2 (1—5)2) ) !
42 0 w2 0 2 +o00o 2 2
:e<1+5>2/ e (1+8)2 (/ e (1+8)? dt+/ e (1-9)? dt) du.
y u 0
Para a segunda parcela, temos
+o00 +00 +oo
/ (/ g(y,t)dt) (/ g(u,t)dt) du
0 u u
+oo +00 +o0
- [ swostona) ([ atwnar) du
0 u u
+o00 +00 2 2 +00 2 2
Y t u* —1
> - dt dt | d
—/o (/ e"p(<1+6>2 <1—5>2) ) (/ ex"((l—é)?) ) ’
y2 —+00 w2 —+00 +2 2
= e(1+5)2/ em (/ ewdt> du.
0 u
Daqui resulta, apds alguns calculos,
) 8 vV RIn(dz) 42 +00 w2 +o0 42 2
r“Var|T,| X(0) =x| > —/ e (1+6)? / e(1-6)? (/ e (1-9)2 dt) du
Tl X | (1+0)* JyRma [ 0 u
0 w2 0 2 +o00 2 2
—i—/ e (1+6)2 (/ e(1+5>2dt+/ e (1-9?2 dt) du} dy.
Y u 0
De modo anélogo, obtém-se
] VRIn(dz) 42 +oo 2 +oo .2 2
TQV(IT[Tq|X(O) — x] S —4/ e (1-6)2 [/ e (1+6)2 (/ e_(1+6)2dt) du
(1-9) VRInd 0 u

0 2 0 2 +oo 2 2
_|_/ e (1—6)2 (/ e (=97 dt—i—/ e (1+9)? dt) du] dy.
Y u 0
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Quando § = 0 temos exatamente a expressao do comportamento da variancia do tempo de
extingao para o modelo de Gompertz (4.2.10), o que significa que a minora¢ao e majoragao
nao sao excessivas. Também aqui nao é possivel escrever as expressoes apenas como a
expressao (4.2.10) com outros parametros. Procedendo de modo semelhante ao que fizemos

para o tempo médio de extingao e depois de alguns cdlculos vem

1 T P
: 500
S0 4007
Iy 7
S EN :
% 300 :
= = H
5 H,-——————————- = :
s = SNE
S 7 A 200
8- :
100:
7- T T T T T T T T T 0-
2 3 4 5 6 1 8 9 10
z z
''''''''''''''''''''''''''''''''''' 2B e e
110
26
?10& %
S =
g |- ————————————- I it ——————
Qo0 _ _ _ _ _ _ _________—_ FH————_————————————
g g
201
80+
----------------------------------------------- 18-
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10
z z

Figura 6.3: Comportamento da média rE[T,| X (0) = z| ou log,, (rE[T,| X (0) = z]) do tempo
de extingao da populagao em funcao de z = % para o modelo de Gompertz (linha a cheio).
A figura também mostra o minorante e o majorante para o modelo de Gompertz com o
aproximado, com o erro relativo de § = 0.01 (linhas a tracejado) e § = 0.1 (linhas a
ponteado). Consideramos R := 73 =1 (em cima) e R := 7 = 10 (em baixo), d := £ = 0.01
(a esquerda) e d := % = 0.1 (a direita).
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Figura 6.4: Comportamento do desvio padrao rDP[T,|X(0) = z] ou

logy, (rDP[T,|X(0) = z]) do tempo de extingdo da populacdo em funcdo de z = £

q
para o modelo de Gompertz (linha a cheio). A figura também mostra o minorante e o

majorante para o modelo de Gompertz com o aproximado, com o erro relativo de § = 0.01

(linhas a tracejado) e 0 = 0.1 (linhas a ponteado). Consideramos R := 73 = 1 (em cima) e
R := % = 10 (em baixo), d := £ = 0.01 (& esquerda) e d := £ = 0.1 (& direita).

VRIn(dz)

P2Var[T,|X(0) = 2] > % @*“ ezﬂ[/om (1~ (fy)> (16" dv

+/Moeu2 ((%_@(\@)) (1+5)+%(1—5)>2(1+5)dy}du

- e

vV R*In(dz) 0 2
8T 2 2 1 3
- H v -
+(1+5)3/R*md e /Me [(H(S <1>(\/§V>) (1+9)

(1-8(v) -
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(§]
G AR e :
T‘QVCLT[Tq|X(0) = ZE] S m VEm 6“2 [A €V2 (1 — o (\/51/)) (1 —+ 5)3 dv
T1-58

+/Moev2 ((%—cb(\/éu)) (1_5>+%<1+5)>2(1—6>du}du

1+6)3 "
B 51 - 5§3T%G(R 1

- VR** In(dz) , [0, 2 ,
i e L) oo
- (1 s <\/§y>)2 (1+ 5)3}dudu.

Na figura 6.3 apresentamos os graficos do comportamento do tempo médio de extincao
e na figura 6.4 mostramos o respetivo desvio padrao. Usamos os mesmos valores para os
parametros R e d para podermos fazer algumas comparagoes com os modelos ja estudados.
Comparativamente com o modelo aproximadamente de Gompertz a amplitude do

intervalo entre minorante e majorante é maior.

6.3.2 Segundo método

Existe um método bem mais simples do que o considerado na seccao 6.3.1 para minorar e
majorar a média e a variancia do tempo de extincao. Os resultados nao sao tao bons quanto
os do método anterior, mas as expressoes sao mais simples e podem ser escritas em fungao
das expressoes do comportamento da média e da variancia do tempo de extingao do modelo
de Gompertz com outros parametros.

Fazemos a mudanca de varidvel v = ‘/7; (ln% —1In %), t = % (ln% —In %) e
Y= \/7; (ln% —In %) na expressao (6.3.1) e obtemos a expressao do comportamento do

tempo médio de extincao

vVRInz 1 +o0 1
FE[T,|X(0) = 2] = 2/0 1+B(W%)/y )

t  v++vRlnd
exp —2/y <1+B(q6\7§>)2dv dtdy,

z=7efBX)= @) Usando o facto de |3(X)| < 8, temos

g

VRInz 400 t
2 VRInd
_2/ / exp —2/ vt R? _dv | dtdy.
(1+6)" Jo Y Yy (1+ﬁ<qeﬁ)>

ﬁ
&5
S
>
=
I
B,
W
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Note que 0 <y <t e vRInd < 0, uma vez que d = £ <1, donde
VRIn z 400 2
—t 2vRInd
/ / y 4+ YRR ) vy
+(5 —9) (1+496)
/\Flnz y2 2\/ﬁlnd
= — exp + Y
(+5) 0 (1=0)* (1+9)
400 2
/ exp | — t 2\/_lnd dtdy.
y (1-0)*  (1+9)

Esta expressao pode ser escrita do seguinte modo

BT X(0) = 2] >

,_.
o-,

LY
ETX(0)=a] > (%) N /ﬁn <ﬂ‘ >> (1-@(v2u) ) du

1-6\° .
= <_1 - 5) EE(R d )[Tq]
R

_ 2
com R* = (kL d* = d(ifg) e ® a funcao distribuicao de uma normal standard.

De modo semelhante, obtemos

VRInz 2
2 2vRInd
ET,|X(0) =2 < 2/ exp (( Y _ 23/)
0

(1—0) 1+46)°  (1-9)
/*wemQ<_ % 2v”1nd>(ﬁd
y (1+06)° (1-9)

ou, pondo na forma da funcao distribuicao de uma normal,

N T e
- (155) )

146 2
com R*™ = ﬁ, d = d(iZ3),

Também podemos obter expressoes mais simples do que as obtidas pelo método anterior

para a variancia. Fazemos anédlogas mudancas de varidvel na expressao (6.3.2) e temos o
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comportamento da variancia do tempo de primeira passagem pelo limiar ¢ :

vVRlInz 1 +oo 1
T‘2VCL7“[Tq|X(O) =z = 8/ —y/ —_—
0 1+ 75 <qeﬁ> y 14+p <qeﬁ>
v++vVRInd

dv | dt

/+m;texp —2/t 5
w148 (gevR) v (146 (4e77))

o 1 " wv++VRInd
/u 1+ 8 (qev7 ) o _2/y (1+6<qe¢%))2dv e

Usando os mesmos argumentos que usamos para o tempo médio, obtemos

2 B 3 VRInz y? 2v/RInd
r*Var [T,|X(0) = 2] > 1+ 5)4/0 eXP ((1 —§)? * (1+6) y)

/+°° eXp( u? 2\/_ Rlnd )

y (1-9)* ( +0)?

( ( _2/RInd ) dt) dudy
(1- (1+6)>2

VRInz ( y2 2\/ﬁlnd >
exp 5)2

+
=0’
2\/_ Rlnd
2 u
(1-— 5)
2
2
/ exp ! 2\/_111 d dt | dudy.
u (1 +0)°  (1-90)
Se quisermos escrever em funcao da funcao de distribuicao da normal vem
vz (5
1 o 5 4 1-5 1n<d z ) “+o00 ) 2
- - 1 v _
(1 T 5) o /ﬁm(d(iff) ‘ /u (12 v

1-0\" Grar
= (553) v

r*Var [T,| X(0) = ]

rVar [T,|X(0) = ]

v
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r*Var [T, X (0) = ]

IN

1+6 1“ A 4) ) 2 [T, 2

( ) / () et / e’ (1—@(\/§V)) dvdp
\Fln 1 0

o 1 + (5 G(R**,d**)

- (1) vew e,

De facto, foi bastante mais facil por este método obter uma minoracao e uma majoracao
da média e da variancia do tempo de extincao para o modelo de Gompertz com ¢ aproximado.

Além disso, as expressoes do comportamento médio e da variancia sao mais simples que as

187 160007 i
o 4000
144 120004 !
5 :
T 1pd 10000 *
S il :
=S R :
= > 8000 *
.10+ S :
N - T T Py :
N < 6000+
&8_/' ________________ :
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................................................ 2000:
4 :
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z z
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212(} ga&
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60
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Figura 6.5: Comportamento da média rE[T,| X (0) = =] ou log,, (rE[T,| X (0) = z]) do tempo
de extingao da populagao em funcao de z = % para o modelo de Gompertz (linha a cheio).
A figura também mostra o minorante e o majorante (obtidos pelo segundo método) para o
modelo de Gompertz com ¢ aproximado, com o erro relativo de § = 0.01 (linhas a tracejado)
e 6 = 0.1 (linhas a ponteado). Consideramos R := % = 1 (em cima) e R := 5 = 10 (em
baixo), d := & = 0.01 (a esquerda) e d := £ = 0.1 (a direita).
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obtidas pela método anterior. Neste caso, até conseguimos escrever o minorante e majorante
da média e da variancia como o comportamento da média e da variancia do tempo de extingao
do modelo de Gompertz (ver (4.2.9) e (4.2.10)) com outros parametros, ao contrario do
método anterior em que nao foi possivel fazé-lo exclusivamente. No entanto, os minorante e
os majorantes agora determinados nao sao tao bons quanto os obtidos pelo método anterior,
como podemos verificar ao comparar os graficos das figuras 6.3 e 6.4 com os graficos das
figuras 6.5 e 6.6.
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Figura 6.6: Comportamento do desvio padrao rDP[T,|X(0) = 2] ou

logy, (rDP[T,|X(0) = z]) do tempo de extingdo da populacdo em funcdo de z = 2

q

para o modelo de Gompertz (linha a cheio). A figura também mostra o minorante e o
majorante (obtidos pelo segundo método) para o modelo de Gompertz com ¢ aproximado,

com o erro relativo de § = 0.01 (linhas a tracejado) e 6 = 0.1 (linhas a ponteado).
Consideramos R := 3 = 1 (em cima) e R := % = 10 (em baixo), d := £ = 0.01 (a
esquerda) e d := & = 0.1 (a direita).

A incorreta especificacao do modelo estocastico para descrever o crescimento

populacional pode estar ligada a diversos fatores, em particular a escolha do parametro
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da taxa de crescimento intrinseca r, como vimos no capitulo anterior, ou a escolha do
parametro que mede a intensidade do ruido o, que acabamos de estudar. Ao comparar
estes dois erros de aproximacao podemos concluir que, se o erro de especificacao do modelo
estiver no coeficiente de tendéncia, o erro no calculo da média e variancia do tempo de

extingao é menor do que se o erro de especificacao estiver no coeficiente de difusao.



CAPITULO [

MODELOS COM EFEITOS DE ALLEE

Os modelos classicos, modelo logistico e modelo de Gompertz, que nao incorporam efeitos
de Allee, pressupdoem que a populacao cresce mesmo a densidades muito baixas. A
primeira vista parece aceitavel, uma vez que abundam os recursos para os poucos individuos
existentes, mas uma reflexao mais cuidadosa leva-nos a questionar a legitimidade deste
pressuposto. Pelo menos para certas populagoes, é natural que haja uma densidade minima,
abaixo do qual a probabilidade de encontros efetivos entre individuos dos dois sexos seja
tao baixa que a populagao nao consegue repor o seu tamanho. Acima dessa densidade,
a probabilidade de encontros efetivos é suficiente para fazer a populagao crescer. Outra
circunstancia encontra-se descrita em Courchamp et al. (1999) no caso do cao selvagem
africano. Estes animais vivem e cacam em grupos organizados, sendo necessario a existéncia
de uma densidade populacional minima (bastante superior a zero) para os grupos se

formarem, as cagadas serem eficazes, os animais sobreviverem e reproduzirem-se.

Assim, em problemas de extingao populacional é interessante considerar também modelos
em que a taxa de crescimento % possa ser negativa para valores de X proéximos de zero,
chamados modelos com efeitos de Allee fortes, em homenagem a Warder Clyde Allee, um
zoblogo e ecologista americano, que estudou o comportamento animal e descreveu pela
primeira vez em 1949 os chamados efeitos de Allee, como podemos ver em Allee et al. (1949).
Recentemente Courchamp et al. (2008) escreveu um livro sobre efeitos de Allee em ecologia
e conservacao. Existem dois tipos de efeitos de Allee, efeitos de Allee fortes e efeitos de Allee
fracos. Dizemos que temos um efeito de Allee forte quando a populagao precisa ultrapassar
um determinado nimero de individuos para ter taxa de crescimento positiva, caso contrario
a taxa de crescimento é negativa e a populagao extingue-se. Temos um efeito de Allee fraco

quando tal extingao nao ocorre mas a populagao tem taxa de crescimento per capita positiva

97
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mas muito reduzida para densidades populacionais muito baixas.

Na figura 7.1 apresentamos um exemplo grafico da taxa de crescimento populacional
e da taxa de crescimento per capita do modelo logistico deterministico com e sem efeitos
de Allee. O modelo sem efeitos de Allee é caraterizado por um decrescimento da taxa de
crescimento per capita. O modelo com efeitos de Allee apresenta uma taxa de crescimento
populacional senoide ou em forma de onda e tém um ponto de inflexao préximo de zero. No
caso do modelo com efeitos de Allee fortes a taxa de crescimento é negativa para populagoes
pequenas. Para o modelo com efeitos de Allee fracos a taxa de crescimento é positiva mas

reduzida para densidades populacionais baixas.

dX
Xdt

Figura 7.1: Exemplo grafico das taxas de crescimento populacional (& esquerda) e de
crescimento per capita (a direita) em funcdo de tamanho da populagdo para o modelo
logistico. A linha a cheio representa um modelo que nao inclui os efeitos de Allee, a linha a
tracejado representa um modelo com efeitos de Allee fortes e a linha a ponteado representa
um modelo com efeitos de Allee fracos.

Neste capitulo iremos comegar por estudar um modelo geral estocastico de crescimento
populacional que inclui os efeitos de Allee fortes. Estudamos o comportamento das fronteiras
do espaco de estados e garantimos a inexisténcia de densidade estacionaria.

Baseado nos modelos classicos, modelos logistico e de Gompertz, apresentamos dois
modelos que incorporam os efeitos de Allee fortes, que designaremos por modelo logistico
com efeitos de Allee e modelo de Gompertz com efeitos de Allee. Comecamos por estudar o
modelo deterministico, como pode ver-se, por exemplo, em Courchamp et al. (1999), Dennis
(1989), Lewis e Kareiva (1993) ou Amarasekare (1998). O modelo estocéstico que propomos
é baseado no modelo deterministico com um termo que inclui o efeito das flutuagoes aleatérias
na taxa de crescimento. Outros modelos estocasticos com efeitos de Allee foram estudados

em Dennis (2002) e Engen et al. (2003). Apresentamos ainda as expressoes dos tempos
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de extincao para estes modelos e ilustramos os resultados obtidos com alguns exemplos

numéricos.

Por ltimo, apresentamos um modelo geral de crescimento populacional com efeitos de
Allee fracos. Estudamos o comportamento das fronteiras do espaco de estados e mostramos
que para este tipo de modelos existe densidade estacionaria. Como exemplo, indicamos o

modelo logistico com efeitos de Allee fracos.

7.1 Modelos estocasticos com efeitos de Allee fortes

Os modelos deterministicos que nao incorporam efeitos de Allee pressupoem que a taxa de
crescimento per capita, f, é positiva para valores de X entre 0 e K e negativa para valores
de X superiores a K e a fungao f é decrescente para todo o X > 0. Assim os modelos
estocasticos que tém por base os modelos deterministicos partem do mesmo pressuposto
para a taxa média de crescimento per capita e serao aqui referidos por modelos estocasticos

que nao incluem efeitos de Allee.

Suponhamos agora que a taxa de crescimento per capita é dada por

1dX
< =) +oe(t), (7.1.1)

onde a taxa média (média geométrica) f é uma funcao de classe C! definida para valores
de X > 0, tal que, para 0 < X < F, onde E é o limiar de Allee, a funcao f é negativa mas
crescente, para £ < X < K a funcao f é positiva e para X > K a fungao f é negativa e
decrescente. Obviamente f(F) = f(K) = 0. Quando isto acontece, temos o conhecido efeito
de Allee forte, que iremos estudar de seguida. Como se vé, estamos a considerar um modelo

muito geral.

A equagao diferencial estocdstica (7.1.1) é auténoma e os coeficientes de tendéncia e de
difusdo sao de classe O, o que garante a existéncia e unicidade de solugao até um instante de

explosao. A sua solugao é um processo de difusao homogéneo com coeficiente de tendéncia

e coeficiente de difusao

No interior do espago de estados, definimos as medidas de escala e de velocidade de X (t).

() = e <—% /ny @d@)

A densidade de escala é
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e a densidade de velocidade é

m(y) =

e (0

com n uma constante arbitrariamente escolhida no interior do espaco de estados.

Vamos comegar por provar que, para estes modelos, a fronteira X = 0 é atrativa mas,

supondo que f(0%) é finito, ndo atingivel. E suficiente mostrar que, para algum zy > 0,

SO0 = [ sty)dy <+
0

e, caso f(0) seja finito,
T
(0, x] :/ S(0,z)m(z)dz = 400
0

(ver, por exemplo, Karlin e Taylor (1981)).

Sejam 0 < g < n < F e 0 < y < xy. Consideramos h(y) = —% ff @dﬁ, que é

crescente. Entao, para y € (0, x],

R

o’n d(exp (h(y)))
2fly)  dy
o __o'n d(ep(h(y)
- 2f(@o) dy

e, como h(0") <0,
$(0,0] < e (exp (A(z0)) — exp (A(07))) < +ox,

com c¢; constante positiva.

Temos

X(0,z0) = 1/0 /Olexp (%/ Qd@ dy%exp (—%/Z %d@) dz
1
e ()
11 el Zf(y)
- oz/o“”‘(2 0
1
e (o
1
z

1 o



7.1. Modelos estocéasticos com efeitos de Allee fortes 101
Invertendo a ordem de integragao, vem

]_ Zo 2 o 5
Z<Oax0] > — yﬂf(y)l/ Zﬁf(y)ildzdy
Y

N /0 2yl f(y)] -

Suponhamos que  f(0%t) é finito. Para 1z, suficientemente pequeno,
F07) — e < f(y) < £(0%) + ¢, com e < LEN Agsim, |£(07)| — e < |f(y)] < |F(07)| + e

. <y )ﬁ(f(0+)l—€)
g 1 — | =+

o

d
= / 2w (/0 1o Y
1 ) 1 1 o )
- Ly - S50 1,

O primeiro integral é divergente com valor 400 e o segundo integral é convergente; por isso

(0, zo] / / y)dym(z)dz = +oo.

Assim, para f(01) finito, a fronteira X = 0 é inatingivel, ou seja, nao existe um ¢ tal que

E(O, $0]

X(t) = 0. Contudo, pode acontecer que X (t) — 0 quando t — +00 e ocorra ”extingao

matematica ”

Vamos agora mostrar que a fronteira X = 400 é nao atrativa, o que implica a nao
existéncia de explosoes, garantindo a existéncia e unicidade da EDE para todo o ¢t > 0. Seja

K <2y <y < 4o00. Temos

o (2 [ 10 — (-2 [0 ey (-2 [ 10

> exp (—% " @d&)

n

Assim, para qualquer zy > 0,
+o0o ts) +oo
Seactoe) = [ sty z e (-2 [ EDa) [y = hoe,
x0 U n 9 o Yy

ou seja, para estes modelos a fronteira X = 400 é nao atrativa. Sendo a fronteira X = 0

atrativa, concluimos que efetivamente X (t) — 0 quando ¢t — +oc.

Contrariamente ao modelo deterministico, o modelo estocastico nao tem um ponto
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de equilibrio, mas é possivel existir uma distribuicao probabilistica de equilibrio para o
tamanho da populagao, conhecida por distribuigao estacionaria, com funcao densidade de
probabilidade p(y), que chamamos densidade estacionaria. Vamos agora provar que para este
tipo de modelos, modelos com efeito de Allee forte, com f(0") finito, ndo existe densidade

estaciondria.

A densidade estacionéaria p(y), quando existe, satisfaz a equacao de Kolmogorov

progressiva

dla(y)p(y))  1d*(*(y)p(y))
dy 2 d?y

A solucao geral desta equacao diferencial ordinaria é

=0.

p(y) = m(y)(CS(y) + D).

Podemos entao escrever
p(y) = m(y)(CS(y) — CS(0) + CS(0) + D) = m(y)(CS(0,y) + D7),

com D* = D+ CS(0) constante.

Para existir densidade estaciondria é necessario que p(y) > 0 no intervalo |0, +oo[ e
f0+°°p(y)dy = 1. Vamos provar que nao existe densidade estacionaria para este tipo de

modelos com efeitos de Allee forte.

Vem
/0+°o S(0, 2)m(z)dz = /0 S(0, 2)m(z)dz + /+°° 50, 2)m(z)dz = 400

Com efeito, provamos que a fronteira X = 0 ¢é inatingivel, ou seja,
5(0, o) = 3 S(0, 2)m(z)dz = +o00, e a func¢do integranda do segundo integral é positiva

para z € [zg, +00l.

Vamos mostrar que
+o0 Y1 +o00
M=/ m@@:/'mw@+/ m(y)dy = My + My = +o0.
0 0 Y1

Fixemos 1, de forma que 0 < y; < F < K < +o0 e y; < n. Suponhamos que n < £ < K.

Caso contrario a demonstracao ¢ analoga.
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Vamos mostrar que M; = +o00. Seja y € (0,y1] e 0 € [y, n|. Entao

my) = — ep<——/ /6 d@)
> nglzyexp <—%f(n) /y gde)
- 12 exp <—%f(n)ln§)

porque n < E e, assim, f(n) < 0.
Basta provar que M; é +o00 uma vez que a fungao m é positiva no intervalo [y;, +00[, e

portanto, independentemente da natureza do integral Ms, o integral M é divergente.

SeC—OeD*#OcomofO )dy:—i—oovemfo y)dy = +00. Se C' # 0 e
D* =0, como [,"m(y)S(0,y)dy = +oo, vem [ p(y)dy = +00. Se C = 0 e D* = 0,
vem fo p(y)dy = 0. Logo, para que p(y) seja densidade de probabilidade, na expressao

den51dade estacionaria, C' e D* terao de ser ambos nao nulos.

Para ter p(y) > 0 necessitamos que C'S(0,y) + D* > 0 para todo o y > 0 e, como
S(0,0) = 0, precisamos que D* > 0 e, como para D* = 0 nao existe densidade estaciondria,
entao provamos que D* > 0.

Como S(0,400) = 400, se C' < 0 temos valores negativos para p(y) para alguns valores
de y. Por isso, temos que ter C' > 0. Mas, quando C' > 0 e D* > 0, temos fo p(y)dy = +oo.

Consequentemente, provamos que nao existe densidade estamonarla, garantido a
inexisténcia de densidade estaciondria para este tipo de modelos muito gerais que incorporam

os efeitos de Allee forte.

7.1.1 Modelo logistico com efeitos de Allee

Vamos agora estudar um caso particular dos modelos com efeitos de Allee fortes, que se
obtém modificando o classico modelo logistico. No caso deterministico é muito usado na
: X\ (X

literatura (ver Courchamp et al. (1999)) o modelo com f(X) = r(1—-%) (£ —1), que
chamaremos modelo logistico com efeitos de Allee. Assumimos que a taxa de crescimento

per capita da populagao é da forma

%%:r(1_%) (%_1), (7.1.2)



104 7. MODELOS COM EFEITOS DE ALLEE

com r > 0. O limiar de Allee F, com 0 < E < K, é tal que a taxa de crescimento per
capita é negativa para valores inferiores a E e, como f(07) < 0, temos um efeito de Allee
forte. Quando X < E, a taxa de crescimento é negativa e a extinc¢ao ¢é inevitavel. Quando
FE < X < K a taxa de crescimento ¢ positiva. Se X > K a taxa de crescimento é negativa.
Os pontos de equilibrio sao X = 0, X = F e X = K. O ponto de equilibrio X = E é

instavel e os pontos de equilibrio X =0 e X = K sao assintoticamente estaveis.

Quando t — +o00, X (t) converge para 0 ou para a capacidade de sustento K, dependendo

do tamanho da populacao x no instante inicial ser inferior ou superior a F.

A solugao implicita do modelo deterministico (7.1.2) é dada por

X PIX - K" [X(0) - B|" ~(K-E)rt
X(t) — B|* X(0)K-F1X(0) - K"

Em ambiente aleatério, propomos um modelo de crescimento populacional usando a EDE

autonoma de Stratonovich, com ruido aditivo

AX =1 (1 _ %) (% _ 1) Xdt + o XdW(#), (7.1.3)

com X(0) = z conhecido, onde ¢ ¢ intensidade do ruido e W (t) é o processo de Wiener

padrao. A equagao (7.1.3) é equivalente a EDE de It6

(I) dX = (r (1 - %) (% - 1) + %2) Xdt + o XdW (t).

A solucao X (t) é um processo de difusdo homogéneo com coeficiente de tendéncia
@=((-2) (G-1)+%
a(z)=(r )\ 5 )

v (z) = o?2®.

e coeficiente de difusao

Como a EDE é auténoma e os coeficientes de tendéncia e de difusao sao de classe C*,
garantimos a existéncia e unicidade de solugdo até um instante de explosdao (ver Arnold
(1974)). Vamos mostrar mais a frente que ndo existem explosoes e deste modo a solugao
existe e unica para todo o t > 0. Definimos, no interior do espaco de estados, as medidas de

escala e de velocidade de X(t). A densidade de escala é

s(y) = Cy+'exp ( (v* — 2y (K + E))> (7.1.4)

r
02KFE
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e a densidade de velocidade é

]. 727?“71 T 2
=y . % (K+E ) 7.1.5
miy) = 55y e (<o (v — 20 (K + B))). (7.1.5)
com C' > 0 constante.
O espaco de estados tem fronteiras X = 0 e X = +4o0o. Este modelo é um caso

particular do modelo mais geral estudado anteriormente, por isso, podemos afirmar que
a fronteira X = 0 é atrativa mas nao atingivel ou seja, nao existe um ¢ tal que X (¢) =0,
mas X (t) — 0 quando t — 400 e ocorre ”extin¢do matematica”. Também provamos que a
fronteira X = +o00 é nao atrativa, o que implica nao existir explosoes, garantindo a existéncia

e unicidade de solugao para todo ot > 0.

De facto, a ”extingdo matemética” ocorre, visto que X (¢) — 0 quando t — +o0, devido
a atratividade da fronteira X = 0. Mas preferimos usar o conceito de ”extingao realista”,
quando o tamanho da populagao atinge o limiar de extingdo g > 0 (por exemplo, ¢ = 1).
Estamos interessados no tempo necessario para a populagao atingir o limiar de extincao ¢
pela primeira vez. Assumimos que o tamanho da populacao no instante inicial x esta acima
de ¢ e apresentamos expressoes para a média e para o desvio padrao do tempo de primeira

passagem por ¢, Ty.

Usando (4.2.2) e as fungdes s e m dadas por (7.1.4) e (7.1.5) obtemos, usando as mudangas

de variavel u = /S5 e y = \/ =50,

02;<Eq
+oo _%_1 r 2
/u y 2 exp|—|y— m(K + FE) dydu.

Aplicando a expressdao (4.2.6), usando (7.1.4) e (7.1.5) e mudancas de varidvel

semelhantes, obtemos para o modelo (7.1.3),

T 2

8 o2 r r_ / r

V(ZT[Tq|X(0) = QZ] = ; TKE Uc% 1exp ((u — m(K + E)) )
2rE!

/u+°° v Lexp ((v - \/E(K + E)>2>
</U+°° y o Lexp (— (y - \/%(K + E))2> dy)dedu_

Como ¢ usual em sistemas dinamicos vamos considerar grandezas adimensionais R = 73,
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d= £, 2= % ey = % para reduzir o numero de parametros. Obtemos
iy R 2
rE[T,|X(0)=z] = 2R u? L exp (u —/ =1+ 7))
Eq Y
2
+o0 R
/ y 2P exp | — (y — 4/ ;(1 + 7)) dydu  (7.1.6)
e

2
\/?dz
r*Var[T,|X(0) = 2] = 8R? /\/7 w1 exp (u - Hg(l + ”y))
Bq
. 2
o R
/ v exp (U — /=1 + ’y))
u g
2 2
+o0 R
/ y 2 exp | — <y —4/ ;(1 + ’y)) dy | dvdu.

(7.1.7)

2

Para ilustragao dos resultados obtidos consideramos R = 1 (equivalente a r = ¢, i.e., um

rufdo de forte intensidade relativa) e R = 2 (equivalente a r = 202, i.e., um ruido de fraca
intensidade relativa), d = 0.01 (equivalente a ¢ = 55) e d = 0.1 (equivalente a ¢ = &) e
varios 7y, 7 = 0.5d (equivalente a I/ = 1), v = d (equivalente a £ = q) e v = 5d (equivalente

a E =5q).

Nas figuras 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5 apresentamos o comportamento da média e do desvio
padrao do tempo necessério para a populagao atingir o tamanho ¢ pela primeira vez (tempo

de extingdo da populagdo) para o modelo (7.1.3) em funcao de z. Note que a ordenada

se refere as quantidades adimensionais rE[T,|X (0) = z] e r/Var[T,|X(0) = 2] em vez da
média e desvio padrao do tempo de extingdo. Quando z aumenta (i.e., quando o tamanho
inicial aumenta ou o limiar de extingdo diminui), a média e o desvio padrao do tempo de
extingdo aumentam. Isto reconhece-se facilmente das expressoes (7.1.6) e (7.1.7) (limite
superior de integragdo aumenta quando z aumenta). O aumento, porém, é muito lento a
partir de certo valor de z. A medida que d aumenta o tempo médio de extin¢ao diminui.
Quanto maior for R mais demorado se torna em média o tempo de extin¢ao. Quando
aumenta (i.e., o limiar de Allee aumenta ou a capacidade de sustento do meio diminui),
diminui o tempo médio de extingao. O desvio padrao tem a mesma ordem de grandeza do

tempo médio.

Estes graficos nao sao comparaveis com os graficos do modelo logistico, modelo logistico

e modelo aproximadamente logistico, uma vez que os parametros r e K tém significados
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Figura 7.2: Comportamento do tempo médio de extincao da populacao, para o modelo
logistico com efeitos de Allee, em funcao de z := . A ordenada representa rE[T,[ X (0) = z].

Consideramos R := L =14d =

K

= 0.01 (a esquerda) e d := £ = 0.1 (a direita),
v :=£ =0.5d (em cima), v := £ = d (no centro) e v := £ = 5d (em baixo).
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Figura 7.3: Comportamento do tempo médio de extincao da populacao, para o modelo
logistico com efeitos de Allee, em funcao de z := 7. A ordenada representa r E[T,[ X (0) = zJ.

Consideramos R = 5 =2,d:=
v:=£ =05d

K

K

= 0.01 (a esquerda) e d := £ = 0.1 (a direita),
(em cima), v := £ = d (no centro) e v := £ = 5d (em baixo).
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Figura 7.4: Comportamento do desvio padrao do tempo de extincao da populacao, para

o modelo logistico com efeitos de Allee, em funcao de z := %. A ordenada representa
rDP[T,|X(0) = z]. Consideramos R := 5 =1, d := £ = 0.01 (a esquerda) e d := £ = 0.1

(a direita), v := £ = 0.5d (em cima), v := £ = d (no centro) e v := £ = 5d (em baixo).
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Figura 7.5: Comportamento do desvio padrao do tempo de extincao da populacao, para

o modelo logistico com efeitos de Allee, em funcao de z := %. A ordenada representa
rDP[T,|X(0) = z]. Consideramos R := %3 =2, d := £ = 0.01 (a esquerda) e d := £ = 0.1

(a direita), v := £ = 0.5d (em cima), v := £ = d (no centro) e v := £ = 5d (em baixo).
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diferentes. Em particular, o parametro r tem significado completamente diferente no modelo

logistico com efeitos de Allee.

7.1.2 Modelo de Gompertz com efeitos de Allee

De modo semelhante podemos escrever o modelo de Gompertz com efeitos de Allee, com
f(X)=rln % In %, cuja taxa de crescimento per capita é descrita por
1dX K X

—— =rln—In—

X dt X B’

com 7 > 0. O limiar de Allee, com 0 < F < K, é incorporado de modo que a taxa de
crescimento seja negativa para valores inferiores a E e, como f(07) < 0, temos o chamado
efeito de Allee forte. Quando X < FE a taxa de crescimento é negativa e a extingao
matematica ¢ inevitavel. Se F < X < K, a taxa de crescimento é positiva. Para X > K
voltamos a ter uma taxa de crescimento negativa.

Para este modelo temos trés pontos de equilibrio, X =0, X = F e X = K. O ponto
X = FE é um ponto de equilibrio instavel e os pontos X = 0 e X = K sao assintoticamente
estaveis. Quando t — +o00, X (t) converge para 0 ou para K, dependendo do tamanho da
populagao no instante inicial ser inferior ou superior a F.

A solugao implicita do modelo deterministico é dada por

K E efrtln%
X@ ~ 1, X0
=g In5e

Supondo que o ambiente estd sujeito a flutuacoes aleatdrias que afetam a taxa de

crescimento per capita, podemos escrever a equacao diferencial estocastica de Stratonovich

LaxX KX
Xa Ut xTME T

com X (0) = z conhecido, onde £(¢) é o ruido branco padrdo e ¢ > 0 é a intensidade do

ruido. A equacao anterior pode ser escrita da forma
K. X
X=rXIn—In— X
d rX1n— nEdt+a dw (t),

e é equivalente a EDE de Ito

2

K X o
(I) dX = (rlnylnE—F?) Xdt + o XdW ().

Como a EDE é auténoma e os coeficientes de tendéncia e de difusao sao de classe C*,

garantimos a existéncia e unicidade de solugao até um instante de explosao e a solugao é um
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processo de difusao homogéneo com coeficiente de tendéncia e coeficiente de difusao,

K, = o?
a(x) = <rln;lnf+7) x

b (x) = o*a?,

respetivamente. A densidade de escala é

o Y
s(y) = 2exp <——Z/ %hl%ln%d@)
Y n

e a densidade de velocidade

1 2r [V
m(y) = = exp (;/ In&In %d@)
1 T 2 K T 3 K
= CO'deXp(_O'_an%ln g—?ln g),

com C' constante.

As fronteiras do espago de estados sao X = 0 e X = +o00. Provamos anteriormente
que a fronteira X = 0 é atrativa e a fronteira X = 400 é nao atrativa. No entanto, nao
podemos assumir que a fronteira X = 0 é nao atingivel porque neste caso f(0") = —co. A
fronteira X = +o00 é nao atrativa, ou seja, nao existem explosoes, o que garante a existéncia

e unicidade de solucao da equagao diferencial estocéastica para todo o t > 0.

O facto de a fronteira X = 0 ser atrativa significa que, para este modelo, modelo de
Gompertz com efeitos de Allee, ocorre ”extingdo matematica”. No entanto o conceito de
"extingao realista” é mais vantajoso e mais realista. Assim, fixamos a priori o limiar de
extincao ¢ da populacao, e supomos que a populagao no instante inicial x é superior ao
limiar de extincao g, para que a populacao nao esteja extinta logo a partida. De seguida

apresentamos as expressoes dos tempos de extingao.

Usando a expressao (4.2.2) e fazendo as mudangas de varidveis u = ln% ey = 1In %,

obtemos, depois de efetuar alguns calculos

In == +00
EIT,|X(0) = 2] = = / Fexp (2 In (K)? + 2508) / exp (— 2 In (K)o — 204°) dydu.
1

2
g % u

Para reduzir o nimero de parametros e trabalhar com grandezas adimensionais, escrevemos



7.1. Modelos estocéasticos com efeitos de Allee fortes 113

_ — 4 _x _ FE
R—p,d—E,Z—EeV—?.Destemodo,

In(dz)
rE[T,| X (0) = 2] = 2R/
L

nd

+o00o
exp (2Ru® — Rln (7) u?) / exp (RIn (v) y* — 2Ry®) dydu.

Para a variancia do tempo de extingao, usamos a expressao (4.2.6) e fazemos o mesmo

exercicio que fizemos para o tempo médio de extingao, obtendo a seguinte expressao

In & 400
Var(T,|X(0) =z) = % qK exp (& In (£) u® + 25u°) / exp (& In (£)v* + 250°)
ln? u

+o0 2
(/ exp (—% In (%) Y — %y?’) dy) dvdu.

Logo

In(dz) 400
r*Var(T,|X(0) =) = 8R2/ exp (2Ru’ — Rln (7) v?) / exp (2Rv”® — RIn (v) v?)
Ind u
2

+o0o
(/ exp (Rln (v)y* — %Ry?’) dy) dvdu.

Nas figuras 7.6 e 7.7 apresentamos o comportamento do tempo médio de extingao para
o modelo de Gompertz com efeitos de Allee. Nestes graficos nao temos o tempo médio
de extingao E[T,|X(0) = z| mas a grandeza adimensional rE[T,|X (0) = z], que depende
apenas das grandezas adimensionais R, d, z e 7. Esta técnica usual em estudo de sistemas
dinamicos permite-nos simplificar o estudo, além de reduzir o nimero de graficos necesséarios

para ilustrar o fenémeno.

Como seria de esperar, para o mesmo limiar de extinc¢ao ¢, quanto maior for a populacao
no instante inicial (quanto maior for z, isto é, quanto maior for z) maior serd o tempo médio
de extingao, como facilmente se reconhece na expressao do tempo médio de extin¢ao, em
que o limite superior de integracao aumenta. A medida que d aumenta, o que significa que
a capacidade de sustento do meio K esta mais préxima do limiar de extin¢ao ¢, o tempo
médio de extingao diminui. Para r fixo, & medida que a intensidade do ruido diminui (R
aumenta) mais demorado se torna em média a extingdo da popula¢do. Em relagao a v,
quando v = 0.5d significa que o limiar de Allee E estd antes do limiar de extingcao ¢, se
v = d o limiar de Allee coincide com o limiar de exting¢ao e para v = 5d o limiar de Allee F
esta depois do limiar de extingao q. A medida que v aumenta, o tempo médio de extingao
diminui.

As figuras 7.8 e 7.9 representam o comportamento do desvio padrao do tempo de extingao
para o modelo de Gompertz com efeitos de Allee. Também aqui a ordenada nao representa
o desvio padrao DP[T,|X(0) = z] mas sim a grandeza adimensional rDP[T,|X(0) = z] e

esta s6 depende das grandezas adimensionais, R, d, z e . Nos exemplos aqui apresentados
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Figura 7.6: Comportamento do tempo médio de extincao da populacao, para o modelo

de Gompertz com efeitos de Allee,
x]. Consideramos R

= 0.1 (graficos da direita), v
5d (em baixo).

TE[T!X()
yi=g=

em funcao de
1, d

z

= £ = 0.5d (em cnna)

%. A ordenada representa

1 (graﬁcos da esquerda) e
v = d (no centro) e
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Figura 7.7: Comportamento do tempo médio de extincao da populacao, para o modelo

de Gompertz com efeitos de Allee, em funcao de z := %. A ordenada representa
rE[T,| X (0) = x]. Consideramos R := 5 = 10, d := £ = 0.01 (gréficos da esquerda) e
d:= 1 = 0.1 (gréficos da direita), v := £ = 0.5d (em cima), v := £ = d (no centro) e
v := £ = 5d (em baixo).
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Figura 7.8: Comportamento do desvio padrao do tempo de extingéo da populacao, para o
modelo de Gompertz com efeitos de Allee, em fun(;éo de z := E A ordenada representa
TDP[T |X(0) = z]. Consideramos R := & =1, d := & = 0.01 (graﬁcos da esquerda) e
E
~y

d:=+=0.1 (graﬁcos da direita), v := % = 0.5d (em cima), = d (no centro) e

q
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Figura 7.9: Comportamento do desvio padrao do tempo de extingéo da populacao, para o

modelo de Gompertz com efeitos de Allee, em fun(;éo de z := 5 A ordenada representa
'r’DP[T |X(0) = z]. Consideramos R := 53 = 10, d := £ = 0.01 (graﬁcos da esquerda) e
d =+ = 0.1 (graficos da direita), v := % = 0.5d (em cima) v = d (no centro) e

f
v := £ = 5d (em baixo).
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o desvio padrao do tempo de exting¢ao tem a mesma ordem de grandeza da média do tempo

de extingao, donde se conclui que existe uma grande variabilidade do tempo de extingao.

Estes gréaficos nao podem ser comparados com os graficos obtidos para os modelos
de Gompertz e aproximadamente de Gompertz, uma vez que os parametros r e K tém
significados completamente diferentes. Em particular o parametro r é bastante diferente no

modelo de Gompertz com efeitos de Allee.

7.2 Modelos estocasticos com efeitos de Allee fracos

Suponhamos agora que a taxa de crescimento per capita é da forma

1dX

Xa - f(X) + oe(t),

onde a taxa média (média geométrica) f é uma funcao de classe C! definida para valores de
X >0, tal que f(07) > 0 e a funcao f é crescente para valores proximos de zero e a partir
de certo tamanho da populagao L passa a ser decrescente, tornando-se negativa para valores
do tamanho da populacao maiores que K, com K > L. Neste caso, dizemos que temos um

modelo estocdstico com efeitos de Allee fracos.

Vamos mostrar que para este tipo muito geral de modelos a fronteira X = 0 é nao

atrativa. Sejam 0 < xg <ne0 <y < xy < L. Temos

S(0, 2] = /Oxo—exp( /f9d9>
Iy R

> / Ydy = +oc,
o Y

o que prova que a fronteira X = 0 é nao atrativa.

De seguida vamos mostrar que a fronteira X = +o0o é também nao atrativa. Seja
K < zy <y < +oo. Temos

(5[ 0) = on ([ E0w)on (- )

0
> exp (—3 f(;) d@)
Assim,

“+oo zo too
S, +00) =/ s(y)dy > exp (—; fé) )/ gdy = 400,
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ou seja, a fronteira X = +oo é nao atrativa.

O facto de ambas as fronteiras serem nao atrativas garante que nao existe extingao

matematica nem existem explosoes, garantido a existéncia e unicidade de solucao da EDE.

Como ambas as fronteiras sao nao atrativas, a existir densidade estacionaria sera da

forma

p(y) = Dm(y).

Para isso basta que f0+°° m(y)dy seja convergente. Os préximos passos mostram que neste

caso existe densidade estacionaria. Seja

+oo Y1 Y2 +o0
M = / y)dy = My + My + M; = / m(y)dy + / m(y)dy + / m(y)dy.
0

At Y2
Suponhamos que y; < K < ys e 0 < y; < n < yo. Suponhamos n < L. Paran > L, a
demonstracao é andloga. Assim, 0 <y, <n < L < K < ys.

Y1

Comegamos por provar que M; = [ m(y)dy é convergente. Sejam y € (0,y1] e 0 € [y, n].

Como f(0%) >0e f(01) < 400 (porque f cresce numa vizinhanga de zero), vem

miy) = UTep(——/ ”de)
: aTep( /‘W )

n
= —exp|——7(0")In
-2, p( UQf( ) y)
_ (y)fafw*)—l
o2 \n ’

porque f é crescente neste intervalo. Assim, M; < 4o0.

Em segundo lugar, vamos provar que Mj é finito. Sejam [y, +00) e 6 € [n,y]. Fazemos

5 f(g)de = = ff(e)dw i f(e)de
— A+ B
e sabemos que
02 i f(e ) g9 < —f(y2)/yj %dg _ %f(yQ)lni.
Assim
m(y) €~ exp(4) exp (% F(ys)In i) |
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Como K < ys e f(y2) <0, temos

+oo +00 5 )
M; = / m(y)dy = cl/ y2l W=y « 400

Y2 Y2

Finalmente, é facil ver que M, é convergente pois se trata de um integral de uma funcao

continua num intervalo fechado [y, o).

Deste modo, garantimos a existéncia de densidade estacionaria para o modelo estocastico
com efeitos de Allee fracos, ao contrario do que aconteceu para o modelo com efeitos de Allee

fortes. A expressao da densidade estaciondria é dada por

ply) = Dim(y) = D—yexp( ( /f de))

1

exp( = [y @de))dy

constante.

com D =
+oo 1 ep(

0

E natural que neste caso exista densidade estacionaria como também existe para os
modelos que nao incluem efeitos de Allee. Se quisermos comparar, e se a funcao f do
modelo com efeitos de Allee fracos e a funcao f* de um modelo sem efeitos de Allee sao tais
que f < f*, podemos dizer que a massa de probabilidade estda concentrada mais a direita e

a probabilidade de exting¢ao é maior no caso de haver efeitos de Allee fracos.

Como exemplo de um modelo que inclui os efeitos de Allee fracos, apresentamos o
modelo logistico com efeitos de Allee fracos, com f(X) = r (1 — %) (% + 1), cuja taxa

de crescimento per capita é dada por

1 dX | X X 41
—_— =7 P J—
X dt K E ’
com r > O Neste caso a taxa de crescimento é positiva para valores de X < K. Para

X < L = 25= a taxa de crescimento cresce e para valores de X > L a taxa de crescimento

decresce.

Supondo que o ambiente estd sujeito a flutuagoes aleatérias que afetam a taxa de

crescimento per capita, temos a equacao diferencial estocastica de Stratonovich

LX) (2 1) 4oe)
X dat K)\E oett);

com X (0) = x conhecido.
A equacao diferencial estocastica é auténoma e os coeficientes de tendéncia e de difusao

sao de classe C!, garantindo a existéncia e unicidade de solucao até um instante de explosao
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e a solugao é um processo e difusao com coeficiente de tendéncia
@ =(r(1 x)(I+1)+"2

a(z)=(r(1l——=) (= — |z

K/J\FE 2 ’

b(x) = o2

e coeficiente de difusao

As densidades de escala e de velocidade sao

s(y) = Cy~ " exp ( (v* — 2y (K — E)))

”
02KF

1 2
m(y) = CUQZUJQ 1exp(

respetivamente, com C' > 0 constante.

—02;@ (v* — 2y (K — E))) :

O espaco de estados tem fronteiras X = 0 e X = 400. Este modelo é um caso particular
do modelo mais geral, por isso, podemos afirmar que as fronteiras X = 0 e X = +00 sao nao
atrativas, ou seja, nao ocorre ”extingao matematica” e nao existem explosoes, garantindo a
existéncia e unicidade de solucao para todo o ¢t > 0.

De modo analogo ao modelo logistico com efeitos de Allee fortes, usando as grandezas

adimensionais R = %, d = £, 2z = § ey = %, obtém-se a média e a variancia do tempo de

primeira passagem pelo limiar inferior ¢

ks —2R—1 | R 2
rE[T,|X(0)=2] = 2R /ﬁd u exp (u - ;(1 — 'y))
+o0 2
/ y* T lexp | — (y —/ E(1 - 7)) dydu
u g

2
g,
r*Var[T,|X(0) =z] = 8R? /f u " exp <u -4 /E(l — 7))
Bq g
+o0 2
/ v exp (U —4/ E(l - 7))
u Y
2 2
+00 R
/ Yy lexp | — (y — /=1 - 7)) dy | dvdu,
v Y

respetivamente.
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CAPITULO 8

CONCLUSAO

O crescimento populacional deve ter em conta o efeito das flutuagoes aleatérias do ambiente
que afetam a taxa de crescimento e é usualmente modelado por equagoes diferenciais
estocasticas. Apresentamos modelos estocdasticos de crescimento populacional que sao
baseados em modelos deterministicos, possuindo um termo adicional que incorpora o efeito

das flutuagoes aleatérias do ambiente no crescimento populacional.

Procurdmos sempre trabalhar com modelos gerais no estudo das propriedades de forma
a que estas reflitam mais as propriedades das populacoes do que do modelo especifico usado
para as modelar. Contudo, apresentamos os modelos classicos, logistico e de Gompertz,
para ilustracao e determinacao de expressoes explicitas para os momentos dos tempos de

extingao.

Em ambiente aleatério supusemos que a taxa de crescimento per capita pode ser descrita

pela seguinte equacgao diferencial estocastica auténoma

1dX
<3 =/ X) +oe®), X(0) ==,

onde X = X (t) representa o tamanho da populagao no instante ¢t > 0 e f é uma fungao real
definida para X > 0. O efeito das flutuacoes ambientais é um ruido que pode ser aproximado
por oe(t), onde o > 0 é a intensidade do ruido e £(¢) é um ruido branco padrao. Usamos o
calculo de Stratonovich, pelo que f representa a taxa média geométrica de crescimento per
capita. Quando f(X) =r (1 — %) temos o modelo logistico estocéstico e com f(X) =rIn£
o modelo de Gompertz estocastico, onde r representa a taxa de crescimento intrinseca e K

a capacidade de sustento do meio. Fazendo o = 0 temos os conhecidos modelos logistico e

123
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de Gompertz deterministicos.

Na maior parte dos casos pouco se conhece sobre a verdadeira taxa de crescimento
per capita e, em particular, sobre a funcao f, que incorpora os efeitos dessas limitacoes,
alimentares, territoriais, entre outras... Se f é uma funcao estritamente decrescente para
X > 0, positiva para valores de X < K (onde K é a capacidade de sustento do meio) e
negativa para valores X > K, temos um modelo estocastico que nao inclui os efeitos de
Allee. Os modelos logistico e de Gompertz classicos sao dois casos particulares deste. Se a
funcao f é crescente e negativa para 0 < X < E, onde E é o limiar de Allee, positiva para
valores ' < X < K e decrescente e negativa para valores de X > K temos um modelo
que inclui os efeitos de Allee fortes. Exemplificimos com dois modelos particulares deste, o
modelo logistico com efeitos de Allee e o modelo de Gompertz com efeitos de Allee. Se a
funcao f é crescente e positiva para X < L e decrescente para X > L, com valores negativos

para X > K > L, temos um modelo que inclui os efeitos de Allee fracos.

Comecamos por fazer um estudo prévio dos modelos estocasticos com ruido branco
aditivo, o modelo logistico e o modelo de Gompertz. Recapitulamos o estudo do
comportamento das fronteiras do espago de estados, as fronteiras X = 0 e X = 400, e
provamos que ambas sao nao atrativas. O que significa que nao existe extincao matematica,
ou seja, nao existe nenhum ¢ tal que X (¢) = 0 nem pode acontecer que X (¢) — 0 quando
t — +o00. Também nao existem explosoes, garantindo a existéncia e unicidade de solucao das
equacoes diferenciais estocdsticas para todo o t > 0. Para estes modelos garantimos ainda a
existéncia de densidade estaciondria e apresentamos a sua expressao.

Estudamos em seguida os tempos de primeira passagem e em particular os tempos de
extincao. Nao existindo extincao matematica para estes modelos, pode existir extingao
realista, ou seja, a populacao pode extinguir-se no sentido biolégico. Tomamos assim como
extingao a populagao atingir pela primeira vez um limiar ¢ > 0, a que chamamos limiar de
extingao. Importa por isso estudar os tempos de extin¢ao (tempos de primeira passagem pelo
limiar de extingao) para este tipo de modelos de crescimento populacional. A probabilidade
de extingao realista para os modelos em estudo ¢ igual a um, dado que a ergodicidade implica
que todos os estados comunicam entre si, o que significa que a extingao ocorre mais cedo
ou mais tarde, resta saber quando. Para que a populacao nao estivesse extinta a partida,
supusemos que ¢ < X(0) = x e consideramos ainda um limiar superior @ > X(0) = z.
Comecamos por determinar os tempos de primeira passagem por um dos limiares inferior
(q) ou superior (@) em fun¢ao do tamanho x da populac¢do no instante inicial. Obtivemos a
expressao do momento de ordem n do tempo de primeira passagem de X (¢) por g ou por Q.
Fizemos () — 400, e uma vez que a fronteira X = +o00 é inatingivel obtivemos o momento
de ordem n do tempo de primeira passagem de X () por ¢ (tempo de extin¢ao). Com os

momentos de primeira e segunda ordem escrevemos a expressao geral do tempo médio de
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extingao e a respetiva variancia. Estas expressoes foram utilizadas para escrever a expressao
do comportamento da média e do desvio padrao dos tempos de extingao para os modelos
classicos, modelo logistico estocastico e modelo de Gompertz estocastico, sendo a expressao
da variancia mais simples do que a anteriormente apresentada por Thomas (1975) para um

modelo semelhante ao de Gompertz.

No entanto, a verdadeira taxa de crescimento per capita pode afastar-se ligeiramente do
modelo estocastico, em particular pode haver um pequeno desvio no termo deterministico,
onde o modelo logistico e o modelo de Gompertz sao apenas aproximacoes ao modelo real que
se desconhece. Por outro lado, a verdadeira taxa de crescimento per capita pode afastar-se
ligeiramente do modelo estocastico no termo estocéastico, onde a intensidade do efeito das
flutuagoes aleatérias na taxa de crescimento per capita pode nao ser uma constante o,
como se supos, mas apenas aproximadamente constante. Estudamos o efeito de cada uma
destas alteracoes, no comportamento das fronteiras, na existéncia de densidade estacionaria
e no comportamento dos tempos de extin¢ao. O comportamento dos ”verdadeiros modelos”
coincide com o comportamento dos modelos cléssicos aproximados, os modelos logistico
e de Gompertz. A "extincao matematica” ocorre com probabilidade zero e garantimos a
existéncia de densidade estaciondria. A ”extingao realista” ocorre com probabilidade um.

Para estes modelos fizemos o estudo dos tempos de extingao, em particular, escrevemos
as expressoes da média e da variancia dos tempos de primeira passagem pelo limiar inferior.
Apresentamos alguns exemplos numéricos do comportamento da média e do desvio padrao
dos tempos de extingao. Obtivemos minorantes e majorantes para a média e para o desvio
padrao dos tempos de extingao, o que nos permite estudar o erro cometido no calculo dos
tempos de extingao quando o modelo real nao é exatamente o tradicionalmente usado na
literatura. Estes limites podem ser escritos em funcao das expressoes do comportamento da
média e do desvio padrao dos modelos classicos com outros parametros. Assim, poderemos

obter os modelos cldssicos como aproximacao e estimar o erro cometido quando o fazemos.

Por dltimo apresentamos modelos gerais que incluem os efeitos de Allee fortes e os efeitos
de Allee fracos. Comecamos por mostrar que, para os modelos com efeitos de Allee fortes,
a fronteira X = 0 é atrativa com ”extingdo matematica” (X (t) — 0 quando t — +00), a
qual, porém, no caso de f(0") ser finito, ndo pode ocorrer em tempo finito (isto é, ndo pode
suceder que X (t) = 0 para ¢ finito). A fronteira X = +o0 é nao atrativa, o que significa que
nao existem explosoes, garantindo a existéncia e unicidade de solucao da equacao diferencial
estocastica para estes modelos estocasticos com efeitos de Allee. Depois mostramos que nao
existe densidade estaciondria, ao contrario dos modelos anteriormente estudados. Fizemos
o estudo dos modelos logistico e de Gompertz com efeitos de Allee fortes. Apresentamos,
para estes dois modelos, as expressoes dos tempos de primeira passagem pelo limiar inferior.

[lustramos com alguns exemplos numéricos o comportamento da média e do desvio padrao
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dos tempos de extingao.

Finalmente estudamos o modelo geral que inclui os efeitos de Allee fracos. Mostramos que
ambas as fronteiras sao nao atrativas e garantimos a existéncia de densidade estacionaria.
Tal como era esperado, o comportamento deste tipo de modelos é muito semelhante ao
comportamento dos modelos sem efeitos de Allee. Como exemplo, apresentamos o modelo

logistico com efeitos de Allee fracos.

Muitos outros aspetos ficaram por abordar e que pretendemos desenvolver em trabalhos
futuros. O estudo dos tempos de extingao ficaria mais completo com a determinagao da
funcao densidade de probabilidade dos tempos de extin¢ao mas essa determinacao esbarra
com as dificuldades de solucao da equacao diferencial que permite a determinacao da
transformada de Laplace e com a inversao desta, sendo os algoritmos numéricos praticaveis
respetivos muito instaveis, requerendo-se um estudo dos mesmos. A aplicacao destes modelos
a populacoes reais, particularmente no que concerne aos tempos de extin¢gao é um projeto
futuro que exige registos temporais relativamente extensos dificeis de encontrar. Outra
area de interesse é o da incorreta especificacado do modelo ocorrer simultaneamente no
coeficiente de tendéncia e no coeficiente de difusao. Também o efeito do erro na determinacao
dos parametros é relevante. Pretendemos também alargar o nosso estudo a modelos de
crescimento individual e estudar o efeito da incorreta especificagao dos mesmos, em particular
estudar os tempos de primeira passagem do processo pelo limiar superior e as eventuais

alteracoes pela incorreta especificacao do modelo.
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