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Resumo

Nesta dissertacdo desenvolvem-se modelos da forma M =p+E de grau k para matrizes

estocésticas simétricas, sendo p a matriz média e E uma matriz estocastica simétrica,

com matriz média nula. Os modelos s&o desenvolvidos a partir da analise espectral das

respetivas matrizes médias p. O ajustamento e validacdo do modelo requerem a

utilizacdo do vector |~3i =0,y,,1=1..,k, como estimador do vetor de estrutura
B, =70, ,i=1..k de M,com A,,.., A, osvalores proprios ndo nulos e a,,...,a, 0S
respetivos vetores proprios. A informagao contida na matriz M pode ser condensada no

par (|~3,V), onde V é a soma de quadrados de residuos. Os resultados obtidos permitem

realizar inferéncia transversal e longitudinal. Na primeira trabalha-se com as
componentes homdlogas do vetor de estrutura, e na segunda trabalha-se com vetores de
contrastes nas componentes desse vetor.

O grau do modelo ¢é dado pela caracteristica da matriz média, pelo que o estudo do
modelo envolve todos os valores préprios. Para modelos de grau k >1 considera-se

ainda a possibilidade de truncar o modelo quando se tém valores proprios 6;,...,0,

muito superiores aos restantes
Uma consequéncia direta da metodologia adotada € a aplicacdo dos modelos de
grau um a matrizes de produtos cruzados e matrizes de produtos escalares de Hilbert-
Schmidt. Estas ultimas desempenham um papel importante na primeira fase, a inter-
estrutura, da metodologia STATIS, enquanto que as matrizes de produtos cruzados
destacam-se (em particular as matrizesAA! e A'A, que tém os mesmos valores
préprios ndo nulos) pelo seu papel na inferéncia.
Para além destes modelos, também se consideraram o0s modelos de familias
estruturadas. Os modelos destas familias estdo associados aos tratamentos de um

delineamento base. A acdo dos fatores que se consideram no delineamento base, sobre



0s vetores de estrutura é também analisada. Nas familias estruturadas com delineamento

base ortogonal, os delineamentos estdo associados a partigdes
" p
R" = (—Blw j
J:

onde @ indica a soma direta de subespacos e as hipoteses formuladas estdo associadas

aos espacos destas particGes. Concluimos com uma aplicacdo das familias estruturadas
de matrizes de produtos cruzados a dados de melhoramento vegetal, mostrando-se que,
existem influéncias significativas quer do fator ano quer do fator local, relativamente ao

comportamento dos cultivares.



Abstract

Models and Families of Models for

Symmetric Stochastic Matrices

In this work we develope k-degree models of the form M=p+E for symmetric
stochastic matrices M, with mean matrixp, and E is a symmetric stochastic matrix
with null mean. The models are developed using the spectral analysis of the matrices p
The adjustment and validation of the model requires the usage of the vector
Ei =0,y,,1=1...,k, which an estimator of the structure vector g, =A.a, ,i=1...,k of

M. With A,,...,A, the non-null eingenvalues and a,,...,a, are the eigenvectors , of the

matrix M. The information enclosed in matrix M can be cast into a pair (E,V) , Where

V is the sum of the squared residuals. With the model results one can carry out
transversal and longitudinal inferences. In the latter we work with vectors contrasts in
the components of the structure vector, while in the former we work with the
homologous components of that vector.

As the degree (k) of the model is given by the mean matrix characteristic, and thus the
model study involves all k eigenvalues. For the models with a degreek >1, we still

consider the possibility of truncating the model, when there are eigenvalues,6,,...,6,

much greater than the other myth.
A direct consequence of our methodology is that degree-one models can be applied

to cross products matrices and Hilbert-Schmidt scalar products matrices. The latter have
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an important role in the first stage (inter-structure) of STATIS methodology, while the
former matrices (in particular the AA! and A'A cross products, which have the same
non-null eigenvalues) have an important role in inference.

A further development includes structured families models, which are associated to
the treatments in a base design. The action of the factors in the base design on the
structured vectors of the models in the family is studied. In Structured families with

orthogonal base designs, the designs are associated to orthogonal partitions

p

where m is the number of treatments and @ indicates orthogonal direct sum of

subspaces. The hypotheses for these designs are associated to the spaces in this
partition. An application of ours results to experiments of plant breeding is made,
showing that there are significant influences of year and local factor, concerning the

behavior of the cultivars.
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Simbologia e Notacoes

T modelo de efeitos fixos
Y vetor aleatdrio (letra mailscula a negrito)
v vetor (letra mindscula a negrito)

” . ” norma euclidiana de um vetor ou de Hilbert-Schmidt para matrizes

€ pertence

R conjunto dos numeros reais

Al transposta de A

Al matriz inversa de A

A= [aij] matriz com elemento genérico @

A= [al,...,ar] matriz com vetores coluna a,,...,a,

~ aproximadamente igual
D(&) matriz diagonal cujos elementos principais sdo as componentes de &
A" inversa de Moore-Penrose da matriz A

| matriz identidade de ordem p

Vec(B) vetor obtido por agrupamento dos vetores coluna da matriz B

yk vetor com K coordenadas
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produto de Kronecker

valor médio
variancia
covariancia

distribui-se como

matriz de covariancia

distribuicdo de Poisson de parametro A

distribuicdo normal de valor médio p e variancia c?

distribuicdo multiforme de vetor médio p e matriz de covariancia X
distribuicdo do qui-quadrado central com k graus de liberdade

distribuicdo do qui-quadrado com k graus de liberdade e parametro de ndo
centralidade 6

distribuicdo F com k e g graus de liberdade e parametro de ndo centralidade
d

independentes e identicamente distribuidos

caracteristica de uma matriz

determinante da matriz A

matriz diagonal cujos elementos principais s&o as componentes de r,...,r,

inversa de Moore-Penrose da matriz A

matriz ortogonal padronizada rxr

matriz de ordem Nnxm com elementos todos nulos

vetor com componentes nulas
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tr()

vetor cujas componentes sdo unitérias

complemento ortogonal
subespaco
fungéo geradora de momentos

espaco imagem da matriz A

converge em distribuicdo para, quando n tende para + oo

convergéncia estocastica para, quando n tende para +

converge quase certamente para, quando n tende para + oo

soma direta ortogonal de subespacos

funcdo modulo

traco de uma matriz
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacdo insere-se numa linha de trabalho que se inicia com o estudo de familias
estruturadas dos delineamentos regressionais maltiplos, introduzidos por Mexia (1989).
Uma familia de modelos diz-se estruturada quando, os modelos que a constituem
correspondem aos tratamentos de outro modelo, que se designa por modelo base. As
matrizes do modelo das regressdes podem diferir de tratamento para tratamento, isto é,
um tratamento corresponde a uma combinacdo de niveis dos fatores envolvidos no
delineamento base. Esta linha de desenvolvimento das familias estruturadas de modelos
leva-nos a incluir os trabalhos de investigacdo desenvolvidos por, Oliveira e Mexia
(1998), (1999a), (1999b), agora com aplicacdo a metodologia STATIS (Structuration de
Tableaux a Trois Indices de la Statistique), a qual foi introduzida por Escoufier (1973),
sendo posteriormente desenvolvida por Lavit (1988). Nesta metodologia, um estudo é
um trio de matrizes (X,D,D) onde X é uma matriz de dados em que as linhas
correspondem a unidades estatisticas também designadas por objetos e, as colunas
correspondem a variaveis. D e D s3o matrizes diagonais de pesos, uma para objetos e
outra para variaveis, respectivamente. A modelacdo de séries de estudos com aplicacédo
das familias estruturadas de modelos, agora no ambito da metodologia STATIS,
continuou a ser desenvolvida por Oliveira (2002), com o objetivo de realizar inferéncia
para estas series. Uma das conclus@es resultantes deste estudo, revelou que nos modelos
de grau um, o primeiro valor proprio da matriz S predominava sobre 0s restantes, o que
evidenciava que as séries de estudo tinham estrutura comum de grau um. O modelo
desenvolvido por Oliveira (2002), era da forma S =Aaa'+E, 0 qual mostrou ser
bastante manejavel, no entanto seria apenas aproximadamente simetrico.

Posteriormente, Oliveira e Mexia (2004), obtiveram um modelo matematico mais
1



correto, tomando E =%(Eo +E®), tendo no entanto o inconveniente de se admitir a

normalidade dos elementos da matriz S e, ndo nos operadores e nem nas observagoes
finais. Esta modelizacdo foi aprofundada em Ramos (2007), onde esta dificuldade foi
ultrapassada ao considerar a normalidade na componente aleatéria das observacdes
iniciais. Aqui as séries de estudos correspondem aos tratamentos dum delineamento
fatorial de base prima. Em trabalhos posteriores Oliveira e Mexia (2007a e 2007b) e
Areia (2009), conseguiram um modelo cuja formulacdo matematica, apesar de mais
complexa, revelou ser mais potente que os modelos anteriores, aguando da realizacdo da
inferéncia. Foram efetuadas aplicacGes destes modelos a resultados de eleicGes
autarquicas realizadas em Portugal continental entre 1985 e 2001, tendo sido possivel
com a aplicacdo destes modelos, estudar a evolucdo das mesmas no periodo temporal
considerado. Outras aplicagdes desta teoria podem ser vistas em Moreira (2008), com
aplicacdo das familias estruturadas de modelos a hidrologia e a remediacdo ambiental.
Na primeira destas aplicacfes, os modelos considerados eram log-lineares ajustados a
tabelas de contingéncia e, na segunda aplicacdo, a remediacdo ambiental, os modelos
eram regressoes polinomiais. Os resultados obtidos nas aplicagdes de Moreira (2008),
com a utilizacdo das familias estruturadas de modelos, revelaram ser de grande interesse
na area da hidrologia e remediacdo ambiental, uma vez que podem ser utilizados como
métodos alternativos a outros para detetar zonas homogéneas em termos de ocorréncia
de periodos de seca (severidade e frequéncia). Além disso os resultados obtidos,
mostraram ser similares a outros, obtidos anteriormente, em trabalhos desenvolvidos
por Moreira et al. (2005 e 2007). Assim, a utilizacdo desta teoria ganha cada vez mais
uma maior credibilidade e abre caminho a desenvolvimentos futuros. Recentemente em
Cantarinha (2012) a teoria das familias estruturadas foi aplicada ao estudo dos fogos
florestais em Portugal Continental no periodo de 1983 a 2007. Aqui os modelos da
familia eram uma versdo multivariada dos modelos coletivos das matemaéticas atuariais.
Os resultados obtidos permitem concluir que, todos os efeitos e interacdes, sdo
altamente significativos, isto é, existe uma evolucdo global, quer do nimero de fogos
quer da area ardida, no periodo considerado.

No trabalho desenvolvido nesta dissertacdo além de considerarmos a teoria das
familias estruturadas de modelos e sua aplicacdo, teremos também por objetivo o

desenvolvimento de modelos para matrizes estocasticas simétricas. Estes modelos serdo



desenvolvidos a partir da analise espectral das respetivas matrizes médias. Os modelos

sdo da forma

onde (A,,a;),i=1...,k séo pares de valores proprios e vetores proprios associados a

esses valores proprios. E € uma matriz estocastica simétrica, com matriz média nula. O
grau do modelo sera dado pela caracteristica da matriz media, isto & k =car(p). Uma
parte importante deste trabalho serd a escolha do grau do modelo. Assim, sendo
6.,v,),i=1..,k os pares de valores proprios e vetores proprios para 0s k maiores

valores proprios de M, verifica-se que se k for o grau do modelo a informacéo contida

na matriz M, pode ser condensada num vetor de estrutura ajustado
B=[B.. Bl
com Ei =0,y;,i=1..,k e numa soma V de quadrados de residuos. A validacéo do

modelo permite-nos utilizar E como estimador do vetor de estrutura de M dado por

B=[p1,.Bil",
com B, =Ay,,i=1..Kk.

Sempre que 6,>..0, >>0,.,>..>06,, isto é, quando 6, é muito maior que 6, ,,
obtém-se um modelo truncado com vetor de estrutura ajustado dado por
BO =[Bf...BA1",

o qual permite simplificar os calculos sem grande perda de precisdo dos resultados.

Os modelos de grau um tém mostrado ser de grande interesse, em situacdes em que
trabalnamos com matrizes de produtos cruzados. Em particular esses modelos
mostraram ser aplicaveis a matrizes de produtos escalares de Hilbert-Schmidt, as quais
sdo utilizadas na primeira etapa, a inter-estrutura, da metodologia STATIS. Observe-se
que estas sdo tambeém matrizes de produtos cruzados. Para além dos modelos isolados,
tambem iremos considerar familias estruturadas de modelos. Os modelos destas familias
estédo associados aos tratamentos de um delineamento base. A agdo dos fatores, que se

consideram no delineamento base, sobre os vetores de estrutura das matrizes da familia

sera analisada. Utilizamos para isso a ANOVA (Analise de Variancia) e técnicas
3



relacionadas, no estudo da referida agdo sobre combinacdes lineares de a'., i =1,...,m,

das componentes dos vetores de estrutura das m matrizes do modelo. Consideram-se
dois tipos de anélise:

e Andlise Transversal (AT), onde a tem uma Unica componente ndo nula a i-
ésima que é igual a um. Assim, estuda-se a acdo dos fatores do delineamento base sobre
as i-ésimas componentes do vetores de estrutura. Por exemplo na metodologia STATIS,
os modelos estudados aplicam-se a séries de estudos. Em geral os modelos de grau um
aplicam-se, neste caso da AT, a i-ésima componente a qual corresponde ao i-€simo
estudo da serie, isto €, os estudos homologos correspondem as componentes com 0
mesmo indice dos vetores de estrutura.

e Andlise Longitudinal (AL), na qual a tem soma nula para as suas
componentes, tratando-se de um vetor de contrastes. VVoltando a metodologia STATIS,
o0s estudos em cada série podem corresponder a momentos sucessivos. Desta forma a
AL, permite-nos estudar a evolugdo destas séries no tempo. Por exemplo, em Oliveira
(2002), Ramos (2007) e Areia (2009) foi estudada a evolucdo dos resultados eleitorais
nomeadamente, resultados de elei¢Bes legislativas e autarquicas realizadas em Portugal
Continental, entre 1985 e 2001.

Verifica-se que os modelos de grau um, permitem um tratamento particularmente
elegante podendo muitas vezes, ser utilizados para matrizes de produtos cruzados, quer
isolados quer integrados em familias estruturadas.

As familias estruturadas que consideramos tém, delineamentos base ortogonais,

associados a particGes ortogonais de R™. Com M o ndmero de tratamentos, temos no

caso duma dessas particoes

onde @ indica a soma direta ortogonal de subespagos. Quando este tipo de modelo é

aplicado a um vetor aleatério com vetor médio p, as hipoteses de auséncia de efeitos e
de interacdo podem ser escritas da seguinte forma:
. 1 H
Hoj L=o; =), J =1.., p,

onde L indica complemento ortogonal.
Neste estudo os modelos aplicam-se a matrizes aleatdrias simétricas e, em particular a

matrizes de produtos cruzados.



Esta dissertacdo esta organizada em 5 Capitulos. Assim, comegamos por apresentar
alguns resultados preliminares necessarios aos desenvolvimentos dos Capitulos
seguintes. De seguida consideramos os modelos base ortogonais e, apresentamos esses
modelos a partir de particdes ortogonais.

O tratamento destes modelos serd generalizado de forma a incluir interacdo de

heterocedasticidade controlada em que se trabalha com vetores aleatérios, 0s quais,
possuem matrizes de covariancia ¢°C, com as C,,i=1,...,m, matrizes conhecidas e

invertiveis. Segue-se a formulacdo dos modelos para matrizes estocasticas simétricas.
Depois de desenvolvida uma teoria geral destes modelos, esta sera aplicada ao caso da
metodologia STATIS e a matrizes de produtos cruzados. Neste ultimo caso
consideramos ainda os modelos de grau um, que como referido antes conduzem a uma
grande simplificacdo dos calculos. Em seguida consideramos as familias estruturadas de
matrizes, primeiro no caso geral, depois o caso de familias com grau um. Como
veremos a aplicacdo dos resultados para modelos ortogonais as familias estruturadas é
imediata. A concluir apresentamos uma aplicacdo das familias estruturadas de matrizes
de produtos cruzados a dados de melhoramento vegetal, mais concretamente os dados
dizem respeito a uma rede de ensaios de producdo de trigo rijo. Finalizaremos a

dissertagdo com algumas consideragdes finais.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Produto de Kronecker

Nesta seccdo e seguintes sdo apresentados alguns resultados que utilizaremos nos

Capitulos precedentes.

Recorde-se que dada a matriz A=[a;;] do tipo rxs o produto de Kronecker de A pela

matriz B é dado por

aB ... aB
A®B=| : :
aB .. aB

rs

Estando definidos os produtos usuais A, A, € B,B,, tem-se

(Al ®Bl)(A2 ®Bz):(A1A2)®(Ble)’ (2.1)

(A®B)'=A'®B".

O produto de Kronecker de matrizes ortogonais origina matrizes ortogonais. O produto
de Kronecker de matrizes estandardizadas origina matrizes estandardizadas. Em
particular

P=P ®P,



sera matriz normal estandardizada. Cada linha de P € o produto de Kronecker duma

linha de P, por uma linha de P, .
Consideremos agora as matrizes diagonais D(ri), i=1 2, cujos elementos principais

sdo as componentes dos vetores r;, isto é
D(r,)®D(r,)=D(r, ®r,). (22)

Com S, e S, matrizes simétricas e, P, € P, matrizes ortogonais, tem-se

PS,P'=D(r;), =12,

onde os elementos principais de D(r,),i=12, sdo os valores proprios de S, e 0s
correspondentes vetores proprios, serdo os vetores linha de p,, i=1,2. Atendendo a
(2.1) e (2.2), tem-se

(Pl ® PZ)(Sl ® Sz)(Pl ® Pz)t = (Plslplt)® (stzpzt)

=D(r, ®r,) &3

Assim, os valores proprios de S, ® S, serdo os produtos dos valores propriosde S, e S,
e 0s vetores proprios séo os vetores linha de P, ®P, .

Sendo a caracteristica de uma matriz simétrica igual ao nimero de valores proprios ndo

nulos, tem-se que

car (S, ®S,)=car(S,). Car(S,).

Sendo o determinante de s, i=1,2, dado pelo produto dos seus valores proprios, o

mesmo sucede para o determinante de S, ®S,, i.€.,
det(S, ®S,)=det(S,)" . det(S, ),

com k;.e k, as ordens de S, e S, (Schott, 1997). Por outro lado (Silvey, 1975), para
qualquer matriz C,, tem-se

car(C,)= car(CiCit) L i=12

(€, ®C,)c,®c,) =[ccl)elc,c,)



resultando que

car(C, ®C,)= lglcar(CiCit ): lilcar(ci ).

i=1

Caso as matrizes C, e C, sejam regulares, tem-se

(C,®C,)' =C*®C;".

2.2 Matrizes Conjugadas

Os pares de matrizes conjugadas desempenharao neste trabalho, um papel importante no

tratamento de familias estruturadas de matrizes de produtos cruzados.

As matrizes A =X'X e B=XX! sdo matrizes conjugadas, satisfazendo a proposicéo:

Proposicao 2.1 As matrizes conjugadas A e B terdo os mesmos valores proprios ndo

nulos ..., tendo-se r;>0, j=1..,l. Sendo ,,...¢ , 0 vetores proprios de A

associados a esses valores préprios, 0s

1 .
Y =—=Xg;, j=L..1,

N

serdo os vetores proprios de B associados aos valores proprios r,...,I; . Finalmente se
oS €,,...,§ constituem uma base ortonormada para 0 espago imagem R(A) de A, os

Y,,--,» CONstituirdo uma base ortonormada para R(B). Tanto R(A) como R(B) terdo

dimenséo |.
Demonstracdo: Tem-se 0<&!X'Xe; =&!(rg;)=r|e|’ =r ,i=L1..1, 0o que mostra
que os valores proprios ndo nulos de A sdo positivos. Por outro lado
1 1 1 .
t
] i i



0 que mostra que 0s vy,,...,y, S40 vetores proprios de B associados aos valores proprios
r,....1 . Verifica-se ainda, que as matrizes A e B tém 0s mesmos valores proprios ndo

nulos, logo a mesma caracteristica |. Os ¢,,...,g, constituem uma base ortonormada

para R(A), sendo mutuamente ortogonais. Ora se, €., =0, i |, tem-se

ygy,—[%xf,j(\/l_ J\/_sAsl rsg,—o|¢|

0 que mostra que os v,,...,v,, sendo mutuamente ortogonais, constituem uma base

ortonormada para R(B), 0 que completa a demonstracéo.

k
Para a matriz quadrada k xk , U =]u,,] o respetivo trago é tr(U)= Zu“ . Em particular,

k
2 .
se U=vv', sendo v,,...,v, as componentes de V e, |v|" = v} o quadrado da respetiva
1=1

norma euclidiana, tem-se tr(vv')=|v|’.

Dada a decomposic¢do espectral da matriz simétrica M dada por

M= 27\’] J J’

tem-se

tr(M) :ixjtr(ajatj) =ixi , (2.4)
j=1 j=1

visto os vetores proprios a,,..,a, terem norma euclidiana igual a 1. Assim, da

Preposicdo 2.1 e de (2.4) resulta ter-se, tr(A) =tr(B). Por outro lado, sendo M uma
matriz simétrica, tem-se M =P'D(K,,...,, )P com P matriz ortogonal e D(r,....r,) a

matriz diagonal cujos elementos principais séo os valores proprios r,,...,r,, da matriz M

Com M =[m,,..,m,], sendo M|’ o quadrado da norma euclidiana de M a soma dos

quadrados dos seus elementos, temos

k 2
=S
=



bem como, com P matriz ortogonal
PV =1 PP = 3 Jom = S <[
ja que
[Pmy[* = (Pm;)“(Pm, )= m{PtPm; = mim; =[m,|”
Como as matrizes W e W tém os mesmos elementos tem-se |W[* = [w[*,
vindo

[Pvpe[ = M = [PMI = MJ*

Dado que PMP' =D(r,,...,r, ), tem-se

Em particular, atendendo a Proposicéo 2.1 tem-se

A =Bl

bem como

r2 r12

1 —
| - | :
Al =X Bl - Xr
j=2 =2

(2.5)

com A=X!X e B=XX'.

Nos denominadores das expressdes (2.5) apenas incluimos os | primeiros valores

proprios por os restantes serem nulos.

2.3 Inversas de Moore-Penrose

Qualquer que seja a matriz B existe uma matriz Unica B*, que satisfaz as condi¢Ges
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1)BB'B=B 3) (BB*)' =BB*
2)B'BB" =B’ 4)(B'B)' =B'B.

Facilmente se verifica que, se B for invertivel, tem-se
B'=B"
e que, em geral, (B")" =(B™)", (Pollock, 1975; p.55).

As matrizes BB* e B'B sdo simétricas e idempotentes sendo pois matrizes de projecao

ortogonal. Ora devido as condicdes 1) e 2) tem-se

pelo que, BB" e B'B serdo matrizes de projecdo ortogonal sobre R(B) e R(B*).

Admita-se que M é matriz simétrica k xk , tendo-se pois

M =P'D(x,...,r, )P,
em geral, verifica-se ainda
M* =PD(t’ ..., P,

com rj+ - rj—l caso I, 20 ,j=1..k e rj+ —0 caso r =0,j=1..k.

Assim, temos uma expressao explicita para as inversas de Moore-Penrose de matrizes

simétricas. Verifica-se ainda que
X+ = (X)Xt (2.6)

0 que permite utilizar a expressdo (2.6) para obter a inversa de Moore-Penrose duma

matriz qualquer.

11



2.4 Modelos Base Ortogonais

2.4.1 ParticOes e Inferéncia

Como referimos no primeiro capitulo as matrizes duma familia estruturada estardo
associadas aos tratamentos de um modelo base. Nesta sec¢do apresentamos 0os modelos
base ortogonais a partir de particbes ortogonais. Assim, havendo m tratamentos

consideramos parti¢ces ortogonais

onde @ indica soma direta ortogonal de subespagos.
A par da particdo ortogonal acima apresentada admitimos ter um par(Y,S) ondeY é
normal com vetor médio p e matriz de covariancia °l_, pondo-se

Y ~ N(u,ol,),

independente de S que se distribui como o produto de o por um qui-quadrado central

com g graus de liberdade.

Os subespacos mj:wf,jzl,...,p, complementos ortogonais dos @, , 1=1...,p,

desempenham um papel importante na inferéncia para estes modelos. Assim as

hipoteses

Hoj(b):p—b € 0, j=1..,p,

constituem uma familia ortogonal de hipéteses. Constituindo os vetores linha de A,
uma base ortonormada para @, , j=1...,p, temos

N(A )=, j=1..p,
com N(A) o espago de nulidade da matriz A . Assim, com

ﬁj :AjY » M :Aj,U € ﬁjo(b):Ajb’ j=1...p

12



as hipoteses da familia podem ser reescritas como

HOj(b):nj :leo(b) J J :1!"'! pa

ou como
Hoj(b):Sj(b) =0, j=1...,p,
com
1 2 1 2 .
Bj(b):?HAju—Aij :?Hnj —njo(bm J=1...,p.
Ora,

Sj(b)=HAJ‘Y_Aij2 :Hﬁj _'ljo(bmzv i=1...p,
distribui-se como o produto de s por um qui-quadrado com
of :dim(mj):car(Aj), j=1...p,

graus de liberdade e parametro de néo centralidade 5,(b), j=1.... p (Mexia, 1995)

Uma vez que 0s Sj(b), j=1...,p, sdo independentes de S, dado que Y é independente

de S, as estatisticas

S;(b)
fj(b):g% S L i=L1...p,

terdo distribuicdo F com g; e g graus de liberdade e parametro de ndo centralidade

Sj(b), j=1...p. Como estes parametros se anulam quando e sé quando as hipoteses

testadas se verificam, os testes F com estas estatisticas serdo (Mexia, 1995),
estritamente nédo distorcidos.

Por outro lado, os
sy =|AY A =[fi, =n,[" i =1...p,

distribuem-se como os produtos por ¢* de qui-quadrados centrais com g; , j=1...p,

graus de liberdade independentes de S. Assim as variaveis pivot

13



o_95;

]

’ J =11---1 pa

terdo distribuicbes F centrais com g; e g graus de liberdade, j=1,..,p.

Sendo f 0 p-ésimo quantil da distribuicdo F central com r e s graus de liberdade,

p,r,s
obtemos as hiper esferas de confianga de nivel 1-q paraos n; , j=1...,p, dadas por

~ S .
HTIJ' _nJHZ =9 flfq,g,-,gg 1=1..,p.

Observe-se que os testes F atras introduzidos gozam de dualidade, ja que H, J-(b) e
rejeitada pelo teste de nivel g se e s6 se a correspondente hiper esfera de confianca de
nivel 1—q nao contiver N, (b), j=1..., p.

Atendendo ao teorema de Scheffé, obtemos os intervalos de confianca simultaneos,

com nivel conjunto 1-q, dados por

. 5
p{DUdti"i ~dii| < Wﬂdllﬂ =1-q,

onde (1 indica que se consideram todos os vetores d; e R% , j=1...,p (Scheffé, 1959).
Apresentamos o tratamento para familias ortogonais de hipdteses em vez do das
hipoteses usuais

Hoy; im; =0, j=L..,p,

para fazer sobressair as propriedades de dualidade dos testes F e as regides de
confianca a ele associadas. Estas Ultimas hip6teses sdo, em geral, hipéteses de auséncia
de efeitos ou interacOes. Este aspeto ressaltard mais na primeira sec¢do em que

atenderemos igualmente ao facto de para se puderem aplicar os resultados desta sec¢édo

se tem de construir as matrizes A, , j=1..p.
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2.4.2 Cruzamento Equilibrado de Fatores

De seguida consideram-se os modelos com cruzamento equilibrado os quais constituem
um caso importante de modelos ortogonais. Nesta seccdo basear-nos-emos nos

resultados desenvolvidos em Fonseca et al (2003). Admitamos que temos U fatores com

a,...,a, hiveis que cruzam, havendo pois
u
m=]]a,
1=1

combinac@es de niveis a que correspondem outros tantos tratamentos. Dado
r={h:h=01;1=1..,u}

os vetores de I' permitem identificar os conjuntos de fatores. Se o | —ésimo fator

pertence ao conjunto associado a h ter-se-a h, =1, caso contrério ter-se-4 h, =0.

Ao valor médio geral corresponde o conjunto de fatores vazio e, h=0. Aos efeitos do
| —ésimo fator corresponderd h=34,,1=1..,u, sendo §,,1=1..,u, o vetor com
componentes todas nulas salvo a |—ésima que € igual a 1. As interagBes
corresponderdo 0s vetores com componentes ndo nulas para os indices de fatores
participantes, por exemplo com m=6, as interagdes entre o terceiro e o quinto fator

correspondera o vetor

h(3><5) =

ok O O o

A construcéo das matrizes A(.) pode ser feita duma forma sistematica (Fonseca et al.,

2003). Para isso utiliza-se o produto de Kronecker de matrizes, ja descrito na seccao

2.1.1. Entdo para o conjunto de fatores associado ao vetor h, ter-se-a a matriz

15



onde

e A/1),1=1..,u, é obtida retirando a primeira linha igual a 1 1, ,1=1..,u auma
|

=

matriz ortogonal g, xa, ,1=1...,u. Como

car(k ®C)=car(k). car(C)

tem-se

g(h) = car(A(h)) = 1jcar<A. (h) H( _1)

jaque, (3 -1 =1,1=1..,ue(a -1 =4 -1, 1=1..u.
A aplicacdo destas formulas ndo oferece qualquer dificuldade. No entanto,

apresentamos o seguinte exemplo: tomemos, m=3 bem como a, =3, a,=3 € a, =4,

tem-se

vindo

bem como
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2.4.3 Heterocedasticidade Controlada

Nesta seccdo generalizamos os resultados da seccdo 2.4.1, trabalhando no ambito da

heterocedasticidade controlada (Mexia, 1989). Assim, admitimos que Y ~ N(u,GZC),

com C matriz conhecida e regular e independente de S ~ 02;55. Tal como referimos na

seccdo 2.4.1 passamos agora a admitir que

Y ~ N(u.c%C),

com C matriz conhecida e regular independente da variavel aleatéria S ~ cszxg , vindo

7 ~N;,6*A,CAY), j=1...p,

independente da variavel aleatoria S. Logo teremos

ﬁj —n,-o(b)~ N(ﬂj _njo(b)162AjCAtj)! I=L..p

e
i, -n; ~N.c*ACA), j=1...p,
obtendo-se
(@, —;0(0)) "(A,CA ) (n; =m0 (0))~ ot sy s i =L
com

lpl
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1
2

5,(b)= 5 (n; ~m,o(b) (A, CAY)*(n; —mo ). =1 p,

~ —1/~ .
(1, -np0)' (A ,0AY ) @, ~Njo)~0%L5 1 =L .
Estes qui-quadrados sdo independentes de S, obtendo-se para as hipdteses

Ho;(b), j=1... p, as estatisticas de teste

fj(b)zg(ﬁj—n,—o(b))t(AjCS?Atj)l(ﬁ,——n,-o(b))'jzlmp,

com g; e g graus de liberdade e parametro de ndo centralidade Sj(b), j=1...,p.

Teremos igualmente as variaveis pivot

i(ﬁj ;) t(AiCAtJ )_1(711' ~n;)
g S

FP = cj=L..p,

com distribuicio F, com g; e g graus de liberdade. Obtemos agora para o0s

n;, J=1..., p oselipsoides de confianca de nivel 1—q dados por

—1

("j _ﬁl)t(AJCAtJ) (nj _ﬁj)S gj fl—q,gj,g %1 J =1...,p.

Raciocinando como atrds mostra-se que os testes F sdo estritamente ndo distorcidos e

gozam de dualidade. Por outro lado o teorema de Scheffé, da-nos para o0s

d'n i » J=1...,p, osintervalos de confianga simultaneos expressos por (Scheffe, 1959),

ol

2.4.4 Limites Estocasticos e Distribuicdes Limite

t t'[....
in; —dj m;

S t t gt .

Vamos agora considerar alguns resultados limite aplicaveis, quando:
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e 0 numero g de graus de liberdade de S é grande;

e se pode trabalhar com amostras cujos vetores médios p tém norma que tende
para infinito.
Como a variavel aleatéria S ~ o, tem valor médio E(S)=go® e Var(S)=2go", ter-

se-4 utilizando a desigualdade de Bienaymé-Tchebycheff

4
p{i_cz 38}1_2:27)1,
g ge® ¢
vindo
S o,
g g—x

onde —2— indica convergéncia estocastica. Resulta daqui que, admitindo a

heterocedasticidade controlada,

gjfj(b) > 01 j=1..p
(- m,00) ' (A CA) @y - o (0) -

logo, quando g é suficientemente grande, pode substituir-se j—’J(b) j=1...,p, por
U,(b)= (i, —m,e®) (A CA ) (i, =m0 ). =1 .

Recorde-se que

Uj(b)~ GzXS;,SJ(b) y J :1,..., p,

e que

5,(6)=— (n, ~n,o®)) (A CA | '(n, ~n,0(®)). § =L,

Para utilizarmos as variaveis aleatorias Uj(b), J=1..,p, convém-nos reescreve-las

como a soma de quadrados de variaveis normais independentes.
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A matriz C sendo regular é definida positiva ja que o°C é matriz de covariancia

regular, logo definida positiva. Tem-se entéo

C=P'D(f, ,...1, )P,

com P matriz ortogonal e r,...,r, 0s valores proprios positivos de C. Assim, estara

definida
1 1 1
C2 =PtD(r121 1rsz P’
tendo-se
11
C=Cz2Cz?,
bem como

t
1 1
ACA! = [ACZJ(ACZ] .
Ora, (Silvey, 1975)

1

car(AjCAtj)=car(AjC2j=car(Aj)= 9,,i=1....p,

1 1
com C2 matriz regular ja que tem valores proprios r? >0, j=1...,p e sendo AJ.CAtj

uma matriz g;xg;, € regular logo definida positiva visto, chAjCAtj ser a matriz de

covaridnciade n;, j=1...,p.

Temos entdo
t t )
ACA! =P, D(rj,,.... 15 )P j=1..p

com P; matriz ortogonal e 0s (rjl,...,rjgj ) j=1...,p, os valores proprios positivos da

. t - , . .
matriz A;CA; , ] =1..., p. Estara pois definida

1 1
G, :PjD{rnZ,,,_,rjngP} 1=l p,

20



tendo-se

11
Gj(AJ.CAtj)G‘j=|DJ.D(rJ.12 ..... rjgf_jP}PjD(rjl ..... rjgj)P}PjD(rj1 ..... rjgj)P}

bem como

Logo

U;(b)= (ﬁ,— ‘"io(b))thGj(ﬁj _'ljo(b))’

tendo-se

“j(b):Gj('lj ‘"jo(b))’ j=1...p.

Temos pois estatisticas da forma

Y =g(p+X),

onde X~ N(O,czlm), com g(u):iuf , tendo-se g,(u)=2u e g,(u)=2I_ e assima
=1
distribuicdo limite de

Jo_Y—glu)_Y-ul
o)~ 2]

quando |u| — o, sera N(O,GZ) (Mexia e Oliveira, 2011; Nunes et al., 2013)
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0

o Para as caudas da densidade normal reduzida com

Dados os limites —zg e z

probabilidade g ,

tem-se

Resolvendo este par de desigualdades em ordem a ||u||2 obtemos em primeiro lugar

V=2 -+ < 427

em seguida

Il 2l + 225 )Juff +v2 <0,

vindo
Y 4228 — 428y + 428 <|uff <Y +228 42y + 428"

Este par de desigualdades define um intervalo de confianca bilateral para ||u||2 de nivel

limite 1— q. Para obter os intervalos para 0s Hpj(bm2 . j=1..., p ha que tomar

Y =[6,@; —n;,0))  i=L...p.

Por dualidade podemos testar hipoteses para os (b) j=1...,p. Observe-se que

se e sO se
TlJ :njO(b)’ J :l!'--; p,

isto é, quando e apenas quando Hy,;(b)=0, j=1,..., p se verifica,

Observe-se que os resultados de Mexia e Oliveira (2011) utilizados se aplicam a

amostras cuja ndo centralidade cresce. No Apéndice A apresentamos alguns conceitos e
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resultados assintéticos da Linearidade Assintdtica, referindo o estudo da aplicacdo ao
caso normal bem como um estudo de simulagdes que confirmam a aplicabilidade desses

resultados.
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Capitulo 3

Modelos e Familias de Modelos para

Matrizes Estocasticas Simétricas

3.1 Introducao

Dada uma matriz M=[m;;] aleatoria simétrica kxk, a respetiva matriz média p

guando definida, sera simétrica tendo a decomposicao espectral

n= Z/lau,

vindo
M = lea a +E,

com E matriz estocéastica simétrica com matriz média nula. O grau de M serd

k =car(u), que é a caracteristica da matriz média (suposta definida). Nos modelos que

se consideram a seguir, admite-se que
Z =vec(M)~N(n,cL),

é (aproximadamente) normal, com vetor médio n e matriz de covariancia o°L (Areia
et al., 2008). Na teoria geral comecamos por considerar os vetores de estrutura
B, =70, ,i=1..,k evetores de residuos. Veremos em seguida como determinar o grau
do modelo. Segue-se a estimagdo dos vetores de estrutura e de pardmetros de nédo
centralidade a eles associados. A partir dos estimadores potenciais obter-se-d0 regioes
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de confianca para esses parametros. Discutimos em seguida o grau de ajustamento
conseguido e, para modelos de grau k >1 considera-se ainda a possibilidade de truncar

0 modelo quando se tém valores proprios 6,,...,6, muito superiores aos restantes. A

concluir este capitulo consideramos alguns casos especiais. O primeiro destes casos, diz
respeito as matrizes de produtos de Hilbert-Schmidt as quais desempenham um papel
importante na primeira etapa, a inter-estrutura, da metodologia STATIS, (ver por
exemplo Oliveira, 2002). O produto de Hilbert-Schmidt de duas matrizes € o produto

interno dos respetivos Vec, define-se vec(A) como sendo 0 agrupamento dos vetores
coluna da matriz A, isto é com A=[a;],,, VEC(A)= (a8 prndyy).
Assim, as matrizes S=[s;;], com s; =tr(A/A}),i,j=1..,n de produtos de Hilbert-

Schmidt, sdo um caso particular das matrizes de produtos cruzados M =[m;;] com
Y
m; =vv;,i,j=1..k.

A segunda aplicacdo que consideramos referir-se-a a matrizes de produtos cruzados. Ao
considerarmos estas matrizes por-se-a em evidéncia a simplificacdo do tratamento que

resulta das propriedades das matrizes conjugadas.

3.2 Vetores de Estrutura e Residuos

Sendo M uma matriz nxn com valores proprios 6,...,6, a que correspondem 0s
vetores proprios v,,...,Y,, mutuamente ortogonais, podemos sempre ordenar os valores

préprios por forma a ter [0,/>...>|6,| . Entdo, seguindo Oliveira (2002) e Areia et al.

(2008), podemos utilizar os

B =0y, i=1..Kk,
para estimar os vetores de estrutura dados por
B,=4Aa,,i=1...,K

Ora, tem-se

B.=My,,i=1...k,
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pelo que, pondo

M =[m, m.],
tem-se
_ miyi || rimy
Bi = My, :MtYi =l i |=

myi | |vim,

o

= (In ®7§) :

mn

com Z=vec(M) .

Assim, Bi, i=1...,k terd vetor médio

E@)=0n®y) n,i=1..k
e matriz de covariancia

SBi) =0’y ®Y) L1, ®7;),i=1....k

Se M tem grau k e os ﬁlﬁk forem bons estimadores dos B,,...,B, , € Yy, Vi

bons estimadores de a.,...,a, , teremos

_ k kK k
E=M-Ypa ~M-Y Byt =M-Y(1,®7)z !,
i=1 i=1 i=1

vindo
_ k
R =vec(E) ~ Z-vec O (1, ®v))2)v}).
i=1
Ora
K t t . t
vee O (1, ®Y)Z i) =D (i ®1,®7{)Z,
i=1 i=1
pelo que, com
k
W = (Yi Q1 ®Y%)
i=1
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teremos,

R=(1,-W)z,
sendo a matriz de covariancias de R sera dada por

S(R)=c2(1 ,~W)L(I , —WH).

Enquanto R pode ser considerado como um vetor de residuos,

t
5 _|at ot
B=| BBt |
sera o vetor de estrutura global ajustado.

Os vetores R e B tém um papel fundamental na inferéncia. Como estes vetores nao sao

independentes temos de obter um vetor de residuos homocedastico e independente do

vetor [~3 . Comecamos por obter uma matriz A tal que AR € independente de

t
I, ®v;
p=Bz=| : |Z.
t
In®'Yk

Dado |§ e AR serem transformados lineares de Z ~ N(n, 6°L), serdo independentes se

e so se
Y (AR, B) =0,
sendo
r=car[(l , —~W)LB'].
Aplicando o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, aos vetores coluna de

(I ) — W)L B! obtemos os vetores mutuamente ortogonais com norma um, 2y
n

Sendo &,, i=1...,n*, o vetor com n2? componentes todas nulas salvo a e-ésima que é

1, e voltando a aplicar o processo de Gram-Schmidt aos vetores coluna Zyyen 2

d,,...,6 ,, obtemos, para além dos vetores Zy,..,2, 08 vetores linha a,,...,a, da

matriz A, tal que AR € independente de E . A matriz de covariancia de AR é dada por
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S(AR)=c’A(l . ~W)L(I . —-WHA',

com valores proprios ndo nulos v,,...,0, associados aos vetores proprios &;,...,§,, uma

g H

vez que as matrizes de covariancia ndo tém valores proprios negativos. Assim, a matriz

_1 _1
G=D(v, 2,....,042)p G |\

estara definida. VVé-se facilmente que
Y(GAR) =°l g

pelo que
Y =GAR,

sera o vetor de residuos homocedastico e independente de E . A informag&o contida na
matriz é assim condensada no par (B,V) com B~ N(pn, o2BLB') independente de

V=|Y[ ~ o2
3.3 Grau do Modelo

Sendo k, o grau do modelo, a informacdo é condensada nos vetores de estrutura
estimados Ei e na soma de quadrados de residuos V. Assim, a existéncia do vetor

homocedastico de residuos Y € uma consequéncia testavel dos seguintes pressupostos:
e 0 modelo € dado por
k t =
M=> hoe +E, [4|20,i=1..k,
i=1

com

Z =vec(M) ~ N(n, o°L),

sendo a matriz L conhecida e definida positiva;

28



® 0S By,..., P séo bons estimadores dos B, ..., By
Somos assim, levados a testar a hipotese

Hoo ! YooY, iid.~ N(0,6%),

para o que podemos utilizar, por exemplo, o teste de Shapiro-Wilk (Christenses, 1987).

Uma outra possibilidade é utilizar um teste com estatistica

(9-1 ivijz
J= 5

que quando, Hg, se verifica, tem distribuicdo F central com 1 e g -1 graus de

liberdade e escreve-se F(.|1, g —1). Representamos por F(.|r,s) a distribuicdo com r
e S graus de liberdade.

Quando H,, néo se verifica as variaveis aleatdrias Y,,...,Y, terdo valores médios ndo

g
nulos t4,...,4g € 0 numerador e denominador de f, terdo os parametros de ndo

centralidade dados por

2845

1| 1
O Z?[;ﬂiz __(

2
i (o

g 2 1 & v 1 , .
(5] ]:—;w—ﬂ) =~ (" - 07)

com p=(y,....Hg) € 2 =%Zgllui :

Assim, havera alternativas;}l hipotese H,, em que 5, predomina sobre &, e, em
que ‘f, tende a tomar valores superiores aos que tomaria, caso H, se verificasse. Por
outro lado, haveré alternativas a hipotese H,, em que &, predomina sobre &, €, em
que . tende a tomar valores inferiores aos que tomaria, caso H,, se verificasse. Um

estudo numérico, mostrou que com f 0 p-ésimo quantil de F(.|L g—l),

p.lg-1
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utilizando-se regides de rejeicéo [fq o } se tem um teste de nivel g cuja
E,l,g—l 1—5,1, g-1

poténcia cresce rapidamente com ¢, e 5, (Mexia, 1989).

E importante observar que, a hipotese H,, verifica-se se

h
M= Ajejef +E, [1|20,i=1...,h,
i=1

com h < k. Assim, ao testar-se H,, esta-se a testar um limite superior para o grau de

M. Na pratica deve-se comegar por testar H . baixando o valor de k até se obter uma

rejeicdo. O valor de k serd sugerido pelos valores dos [0,|>...> 0, |, em geral

tomando-se

k= Min{m 116, < d},

com "d" fixado a priori. Sendo k' o valor de k em que ocorreu, para o0 modelo de teste

escolhido, a primeira rejeicdo duma H,,, é-se levado a admitir que |1, | > 0, isto é que

ok 1

0 modelo tem grau k. Para confirmar esta conclusdo somos levados a testar

sendo a nossa conclusdo validada quando esta hipotese € rejeitada. Dada H,.,, ndo ter

sido rejeitada, podemos admitir que 0s ﬁlﬁ sdo independentes do vetor

.
homocedastico de residuos Y ~ N(0, 6”1 ,).

Com U* ainversa de Moore-Penrose de U |

¢ =BLI(1, ® YL, ® 1) B,
sera, o produto de o* por um qui-quadrado com

. =car[(l, ®yL)L(, ® 7],

graus de liberdade e parametro de ndo centralidade
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5~ L0kl o, @1, ),

Este qui-quadrado é independente de ||Y||2 que é o produto por o2 dum qui-quadrado

central com g graus de liberdade, logo a estatistica

g 9
.7:’ = y
AT

tem distribuicdo F com ., e g graus de liberdade e parametro de ndo centralidade 9,, .
Este ultimo pardmetro anula-se quando a hipotese H,. se verifica pelo que o teste F

com estatistica ‘f,. é ndo distorcido.

2
Com efeito, If(z It,s, 6): F(?z [t,s, 6} sendo a distribui¢do do quociente Lis ge qui-

2
s

quadrados independentes funcdo decrescente de & . Assim, a poténcia do teste F de nivel

q, comte s graus de liberdade € dada por

=S
Pot (8t,s)=1-F(f_ ¢ s|t,5,8) =1~ F(? footsltsd),

e é crescente com 9.
Esta observacdo é importante para 0 nosso modelo pois mostra que a relevancia dos

B;,i=1...,h pode ser medida pelos correspondentes parametros de nédo centralidade.

Assim, a par dos B, ,i =1,...,h também estamos interessados nesses pardmetros.
3.4 Estimacao do Modelo

3.4.1 Estimacéao Pontual

Como vimos na seccdo anterior 3.3, admitindo que ‘kk,‘ > 0 o0 modelo proposto terd

grau k'. Admita-se ainda que a hipétese H_,, . ndo € rejeitada, neste caso poder-se-a

+1
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considerar que a informacdo é condensada nos vetores de estrutura estimados B, e na

soma de quadrados de residuos V .

Interessa-nos pois estimar os B, ,i=1,...,k" com

t t gt
B:[Bl!“-!Bk’] )
Para estimar os parametros de ndo centralidade. Para estimar os vetores B, ,i=1,...,k’

utilizam-se os estimadores B, ,i=1,...,k" com

S_rat gt qt

B:[ﬁl!--'!ﬂk'] )
pelo que nos basta considerar os pardmetros de ndo centralidade. Ora, a forma
quadrética

of =ﬁit[(|n ®Y%)L(|n @yl B, i=1...K,
distribui-se como o produto de o’ por um qui-quadrado com
r=car(l, ®y) L(, ®y,),i=1...K
graus de liberdade e parametro de ndo centralidade
8 =Bi(In ® YL ® ) By i =1...K,

vindo ¢, ~ o’ ;. i=1...k". Ora, 0s B, e consequentemente, 05 @;, i=1...k' si0

independentes de ||Y||2 pelo que

distribui-se como o quociente r'—;' de qui-quadrados independentes, pondo-se

9
T, ~F(]r,9,8), i=1...K.

Por outro lado, com
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1, ®7y;

B= :
I, ® 7y
temos
B=BZ~ N(pn, o°(BLBY)),
logo
p=B(BLBY B~ 0?25,
com
r= car(B L Bt)
e
= 6—12 Bt (B L B! )+|3
independente de ||Y||2 , pelo que
_9
M

tera distribuicdo If(.|r,g,6). Iremos utilizar as estatisticas z; ,i=1,....,k" e 7 para

k' e &, respetivamente. Para evitar duplicacdes apresentamos

estimar 0s §, ,i=

apenas o caso de &. Ora, temos

N\oa

z|r98=e

8)
=\ 2
Y A Flalr+2i,0.0)

i=0

com If(z | t, s) a distribuicdo do quociente de qui-quadrados centrais independentes
com t e S graus de liberdade (Mexia, 1995; p. 51), (Robbins, 1948 e 1949).
A distribuicdo F(z |t,s) tem fungo densidade

0 ,2<0
t+s

| 115) i

f(2|t,5)_ t 2 (1zz)t+s ’Z>O’

I — | +2Z)2

(2)3)
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como o integral em |- o, + o[ duma densidade € 1, tem-se

h+s
") &
1= [f(z]h,s)dz = dz,

h) (s I ns
(S5 e
[ )

+s Z= '
0 (1+ z)hT r(h”j

2

obtendo-se

Assim, 0 momento de ordem | da distribuicdo If(.lt,s) relativo a origem estara definido

quando s> 2l sendo dado por
r‘(t—‘rsj @_1
. 2 +00 7 2
M ( It, S) = t S I hts
()

t+s h+2l
F(zj gt

F@F@ £<1+ )

dz

dz

RSP

Como I'(a +1) = aT(a), teremos para o valor médio (definido caso s > 2)

t

u(its)=—=5=—,

2

analogamente o segundo momento (definido caso s > 4), serd dado por
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)M
my(1t.s)= =55

o) )

tendo-se pois, a variancia (definida caso s > 4),

o (t+2)
=254 (s-2)fs-4)
2 2

N

() ot [t+2 ot
Var(“’s)—(5_2)(3_4)_(5_2)2 _(5—2){5—4_5—2}

t ts+2s-2t—-4-ts+4t t 25s+2t+4

(s—2) (s-2)s-4)  (s-2)(s-4)s-2)

Passando ao caso ndo central, para If(.| r, g,5) temos, caso g > 2, 0 valor médio

8}‘
> 2 u(1r+2i.0)

u(lr.g,8)=e

i
o

= e
g-2 S it g-2 (-1t
(8 i-1
S o | A
2 8ayla) s
9-2 g-22 & (i-1 g-2

logo

8=(g_2)lyl(| r1g!8)_r7

tendo-se pois, o estimador centrado (caso g > 2)
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Sz(g—Z)r—r.

Da mesma forma, o segundo momento (caso g > 4), é dado por

gm[ZJI (r+2i+2)(r+2i) —%

i=0 ! (g - 2)(g - 4) i=0

(r2+2r) (2)4(r+1) -2

~(0-2Y0-4) " (o-2{g-2)°

r(r+2)+38(r +2+38)+8?

(9-2Xg-4)

pelo que

)

i
J r? 4 4ri+4i% +2r + 4i

5 )i _d
EQH a e 2%
io 1! (0-2)(94)"
o0 S)i_l 4§ 3w

2
Y IR CR R AP

v (g-2)0-4)

r’+2r+1p5+8"  (r+d)

var(|r,g,8)=

(g-2)g-4)

(g-2)°

_2r*-23(g+2r)+45-38°(2-g)

(9-2)(g-4)
_2(r+38)° +2(g - 2)(r +1)3

(9-2)(g-4)

Assim, ter-se-a

Var (8

~)= 2(r +38)? —2(g —2)(r +1)8

(g-

sendo os estimadores centrados dados por

4)

5 =(g—-2),—r i=1...k,

com as variancias
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a ’“I): 2(r, +8,)° +28i(g _2)(n _1)

(g-4)

,i1=1..,k".

3.4.2 Regides de Confianca

Comecamos por obter intervalos de confianca para os parametros de ndo centralidade.

Para evitar duplicagdes centra-se a nossa exposi¢do em o .
A fungdo F( |r, g, 8) decresce estritamente com &, pelo que podemos utilizar o

método geral para obter intervalos de confianca para & . Ora,

6)'
_ 5|
oF(zlrg3) o e 2> 2 F(z|r+2i,9)

00 00 io !

:—%If(z Ir,9,8)+

_ F(z|r+2,g,8)-F(z|r, g,9)
) .

Sendo xfyg, XS e %’ qui-quadrados independentes, atendendo 4 reprodutividade dos

qui-quadrados, as variaveis aleatorias
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tém distribuicdo F(.|r+2,g,5)e F(.|r, g, &), respetivamente. Como pr(U, <U,)=1,

tem-se (com z > 0),
F(z|r+29,8)<F(z|r,g,8),

vindo, também com z >0

aF(z|r,g,8)<0
00

isto é F(z|r, g, 5) é funcdo decrescente de &, tal como referido atras. Podendo assim,
utilizar-se o resultado geral para obter intervalos de confianca para 6 (Mood et al.

1967; p. 389-391). Assim, sendo 5p a solucdo da equagdo em o
F(z|r, g,0)=1-p,
teremos os intervalos de confianca de nivel 1-q para §:

{aq;sl_q} [0;5,,] e[d -+,

2 2

0s quais permitem por dualidade construir testes para
H,(d):5=d.

O teste bilateral, unilateral esquerdo [direito] de nivel g, rejeita esta hipotese se d néo
estiver contido no primeiro [segundo, terceiro], intervalos de confianca.

Observa-se que se pode utilizar o método da bissec¢do para resolver as equagdes em o

e obter os J,, (Hanning, 1962; p.382). Como

_8
2

F(z|r,g,8)=¢

)
i@ F(z|r+2i,g),

i=0

para calcular os valores de F(z|r, g, §), podemos utilizar
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F.(z|r, 9,8)= 2%:@ F(z|r+2i,0g),

sempre que se tenha, com z >0

ter-se-acom, z>0

F.(z|r, 9,8)<F(z|r,g,8)<F(z]|r, g,8)+¢,

jaque
0<F(z|r+2i,9)<1,i=0,1....

E possivel assim, controlar o erro de truncatura que se tem quando se substitui F por
IEN . Considerando € um limite superior para o erro de truncatura, sera mais facil obter

0 nimero minimo de termos necessario para que o erro de truncatura ndo exceda este
(Nunes et al., 2012).

Assim, a funcéo

g
NORLEDIES

é crescente, visto ter-se

(SI ‘ (Sjll
95, (8) = % 5_iz_—+ ezi 2
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Logo g, (3) e por sua vez o nimero maximo de termos a tomar, cresce com o . Assim,

é necessario fixar um limite superior 5 para os valores de & (5<3§) que se
consideram, e determinar o nimero minimo de termos a tomar de forma a garantir um
erro de truncatura quando muito igual a ¢ (com € um limite superior para os valores de

5). Como

I\J\o'z
m
PM:
N | o
T N—
Il
[EEN
|
CD\
I\J\on
/_\\
N
N~

podemaos por

N\oo

N'=Max! N:e

(5
N
RS (3.)

i=0

Na Tabela 3.1 apresentam-se os menores valores de N’ para os erros de truncatura, 107
, 107, 10, 10°, 10°, 10® e os valores de § : 5, 10, 15, 20, 50 e 100, que satisfazem
a condicdo 3.1. Estes valores foram obtidos recorrendo a uma rotina elaborada em
Fortran 2008 (Apéndice B).

Tabela 3.1: NUmero de termos.

€

5 |10% 10° 10°* 10° 10° 10°
5 7 9 10 12 13 16
10 11 13 15 17 19 22
15 15 17 20 22 24 27
20 18 21 24 26 28 32
50 | 37 42 46 49 52 58
100 | 67 73 78 83 87 94

Da anélise da Tabela 3.1 é possivel concluir que é possivel fazer o controlar bastante

bem o erro de truncatura.
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Temos em seguida as regides de confianca para os B, , 1=1...,k", e para o vetor .

Mais uma vez para evitar duplicagdes, centrar-nos-emos no caso do vetorp .

Assim,
o =(B-B)' (BLB")" (B—B),
distribuir-se-4 como o produto por o2 dum qui-quadrado central com r graus de

liberdade independente de |[Y|?, logo

’

_9 ¢
F=2.2
A\

tera distribuicdo F central com r e g graus de liberdade. Sendo fp,,’g 0 p-ésimo

quantil dessa distribuicdo temos, para g, o elipsoide de confianca de nivel 1—q, dado

por

- - YI?
(ﬁ - B)t (B L Bt)+(B - B) <r fl—q,r,g % :
Por dualidade, pode testar-se a hipétese
H,:p=Db,

rejeitando o teste de nivel q desta hipdtese se b ndo estiver contido no elipsoide de
confianga de nivel 1—q. Seguindo Scheffé (1959) e recorrendo ao teorema de Scheffé,

obtemos os intervalos de confianca simultaneos para 0s

para 0s guais temos os estimadores centrados dados por
p(d)=d'p.

Dado o produto de matrizes BLB! poder ndo ser invertivel, utilizamos a versdo deste

teorema dada por Mexia (1989). Tem-se entédo
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~ vl
pr| N(|(d) - A(d) < \/rflq’r'g(dtBLB ‘d)%) ~1-q.

Para se considerar B; ,i=1,...,k" em vez de B bastaria substituir r por r, e BLB' por

{, ®yit)L(In ®vy,;), i=1...,k". No entanto, do ponto de vista algebrico temos alguns
aspetos interessantes. Em primeiro lugar observamos que os vetores linha de
In®yF ,i=1...,k" sdo linearmente independentes. Temos ainda a Proposi¢ao

seguinte:

Proposicao 3.1

Quando a matriz L é definida positiva, as

(1. @yHL(U, ®y,), i=1...k

também sdo definidas positivas, tendo-se

Hln ®y})|_(|n ®7, ﬂ :[(In ®y;[jL(ln ®7, Hl =1,k

Demonstracao: Caso a matriz L seja definida positiva, tem-se

L=P'D(s;,...,52) P,

com P matriz ortogonal e D(Sl,...,Snz) a matriz diagonal com elementos principais

S,...,S ,, 0s valores proprios positivos de L . Assim esta definida a matriz
n

tendo-se
11
(1, ®yHL(, ®y, ) = (1, ®yHLZL2 (1, ®7,)

:{(In ®1h) Li}{un ®1h Lﬂ =1 k.
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1
Ora, L? também ¢é definida positiva, logo invertivel, tendo-se

car((1, ®y:[)L%) =car(l, ®yit) =n,i=1..k

€ como

car((1, ®yHL) (1, ®yHLE) =car((1, @YD) =n | i=1,..., K’
(1, oyHL(, ®y,) , i=1...k

€ uma matriz nxn, a mesma é invertivel (Silvey, 1975). Observe-se agora que, se

Li(ln@)yi ]v

Visto os n vetores coluna da matriz L*(l, ®vy, ), i=1...,k", serem linearmente

v#0

2

v‘[(ln@)yit)L(ln@yi )}v: >0, i=1... k.

independentes, ja que
car(L:(I. ®y, ) =car((l, ®yH)L)=n , i=1... k.

Assim, as matrizes (In@)yit)L(ln@yi ), i=1...,k", sdo definidas positivas, logo
invertiveis e, consequentemente, as respetivas inversas de Moore-Penrose coincidem

com as respetivas matrizes inversas usuais. Vindo

o = (Bi —Bi {1, @y L, ©v) " (Bi - Bi) i=1... k',

as variaveis pivot

tém distribui¢do F(.|r, g), com
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ri:[car(ln@yit)l_(lncayi )}:n, i=1...,k,

e g graus de liberdade. Obtém-se assim paraos B, ,i=1,...,k", os elipsoides de

confianga, de nivel 1—q, dados por

M

B, -B) [0, ©yHLa, ®v)] '@, -B) <n frang g +1 =Lk’

sempre que L ¢é definida positiva. Tém-se também os intervalos de confianca

simultaneos dados por

2
- Y . ,
pr 9|p(di>—p(di)|s\/nﬁq,n,g(d%un@v})uln@vi) a) M- g” =1-q,i=1...k

Quando a matriz L é definida positiva, temos

o =BL|, @7 LU, @) B

' =n

com
1 1
o

A estatistica de teste serad dada por

0 g (Pk’
Fp=2Tc
d\(
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3.5 Truncatura do Modelo

Comecamos por recordar alguns resultados relativos a valores e vetores proprios,

aplicando-os a andlise espectral da matriz M
\ t
M=30,v;7]

j=1

(Schott 1997, p.105-106). Sejam £2, e th 0s espacos gerados pelos Yi:---7Yh, €

pelos, Vi ¥n - N=1...,n=1 respetivamente, entao

t
XM x
0, =min —; ,h=1...,n-1
XeQ, XX
e
x'M x
0, =max—— ,h=1...,n-1
xQy XX

Ora, ao escolhermos o grau k' para o nosso modelo estamos a admitir

kujaf +E,

J

M =

e =
Il <
1N

e a termos como modelo ajustado

)

./ t

M =307
j=

0 que, atendendo aos resultados acima referidos, pode ser interpretado como M
correspondendo a um ajustamento semelhante ao dos minimos quadrados. Para

aprofundar o que acabamos de referir recordamos que
2 0 2
IMI" =267 -
j=1
A partirde M e M obtém-se a matriz de residuos
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R=M-M-= Zijjytj.
j=k'+1

Raciocinando-se como na sec¢ao 3.4, mostra-se que

~ k'
(¥ =30

IR = >0

j=k'+1

tendo-se
M =M R

0 que justifica medir-se o ajustamento do modelo por

y
207

M: —M: j=1

2 1 2 n__ !

M M”52
j=1

com 0<v<l1.

De seguida iremos considerar um problema que muitas vezes se nos coloca, assim, pode

ter-se um nimero h pequeno de valores proprios relevantes, isto é

6.,.2...26,>0,

h+1 =

mas com 6,,, bastante pequeno. Caso

.M:_
D
—_—N

—
Il
U

<
=
Il

.M:
D
—_—N

—
Il
[UN

esteja suficientemente proximo de 1, podemos optar pelo modelo aproximado ajustado

h
v t
My=2.0;77],
1
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Conseguindo-se assim um modelo mais leve. No entanto sendo Y,,...,Y, as

9

componentes do vetor dos residuos homocedastico, as mesmas terdo, devido a

eliminagdo incompleta da matriz média, valores médios 44, ..., 14, pelo que

2 2.2
IY[" ~o* x5

isto é, ||Y||2 distribuir-se-4 como o produto por o2 de um qui-quadrado com g graus de

liberdade e parametro de nao centralidade

Vejamos quais as consequéncias deste facto. Se quisermos utilizar a estatistica

)= 990
S

°
com

o(b)=(B-b)' (BWB') (B-b),
para testar

H,:B=Db,

teremos uma estatistica com distribuicdo F duplamente ndo central com r e g graus

de liberdade e parametro de ndo centralidade
1 +
8(b) == (B-b)' (BWB')"(B-b),

com F(z|r,g,8(b),s) . De forma a simplificar a escrita consideramos o, = 6(b) e

5,=5.

2
Zr,él

2

Ora, a distribuicdo do quociente de P
g

é dada por

5
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505
FzIrgd,8,)=e * 23 ~22 2L F(z|r+2i,g+2])

T
o
T
o
—

podendo agrupar-se e reordenar-se 0s termos desta série dupla visto ter-se

0<F(z|r+2i,g+2j)<1 ,i,j=0,....

Obtém-se assim

=

2

F(z|r,g,8,8,)=e 2

s
—
~—

T

(z|r.9+2},8)) ,

com

1
—
Flzlrg+2j.8)=¢ 2 2— F(z|r+2i,g+2j).

j=0

Temos entdo

Y

éj % é "

oF(z]r,0,6.5,) 1 -2& 2 . e 2 &\ 2 _ :
=_"p zlr,g+2j,0,)+ - F(z|r,g+2],0
56, > JE(; o Flng+2j.8) 21_2_(;]_1)! (z|r,g+2j,6)

N|I—‘

J
e 2L (2) = y
F(z|r,9,6,8,)+ Z j F(z|r,g+2+2j,6,)

_F(zIr,g+2,,6,)-F(z]r,9,6,,5,)

2
ZZ
Dados os qui-quadrados independentes 7., xi, e xi, com =% e
/’{9152
2’/2
7, —;512, temos pr(z, <t,)=1. Como r, tém distribuicio F(z|r,9,5,,5,) e
Zg&z

r, tem distribuicdo F(z|r,g,6,,5, +2), temos (para z > 0)
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F(z]r.9.6,,6,) <F(z|r,9,6,5,),

vindo (também para z > 0)

oF(z]r,9,8,,8,) 0.
85,

Observe-se que, para z< 0

F(z|r,9,6,6,)=F(z|r,0.6,,6,)
vindo

oF(z]r,9,8,,8,) _
05,

0.

Como

F(z|r,9,5,8,) = If(ézlr,g,él,ézj ,

o teste F de nivel g com estatistica F(b) terd funcéo poténcia

= C
Pot,(3,,6,) =1~— F(E flgrglls g,Sl,Szj ,

decrescente com &,. Assim, a consequéncia da truncatura do modelo serd perda de

poténcia dos testes F. No entanto, os resultados detetados como significativos

continuam a sé-lo e se os valores proprios “eliminados” do modelo ajustado forem
pequenos, J, serd pequeno e a perda de poténcia ndo sera relevante. Referimos este

ponto pois pode interessar ter um modelo compacto e facil de interpretar.

Por outro lado, pode raciocinar-se como atrs para mostrar que para, z>0

oF(z]|r,9,5,,8,) <0
85,

pelo que,

oPot, (3,,98,) -0
8,
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sendo pois os testes F nao distorcidos, ja que a poténcia do teste debaixo das hipoteses

alternativas excede o nivel do teste.

3.6. Relevancias Relativas

Na seccdo anterior consideramos a truncatura do modelo ajustado pensando em

situagbes em que havia valores proprios de M, 6,...,6, muito maiores que oS
restantes. Relativamente aos vetores B,,...,B,, interessara considerar a relevancia

relativa dos mesmos, as quais podem ser medidas pelos

S "Wg.
o= BWIB g
tns
2.8 D ByWIB;
=t =1

com

t .
s :(|n®'Yj)|—(|n®'Yj), j=1...,h.

Como vimos as matrizes Wj, j=1,...,h, séo definidas positivas, existindo pois

matrizes ortogonais P; , j=1,...,h, tais que

t .
P,W,P; =D(sj,,...,8;,), J =1...,h,

onde D(Sjl,...,sjn), J=1...,h, é a matriz diagonal cujos elementos principais sdo 0s
valores proprios positivos S;,...,S;, da matriz W;, j=1...,h. Assim, estdo

definidas as matrizes

tendo-se,

bem como

50



Considerando B; =G B, , j=1...h e B;=GB,, j=1....h, vem

BWp, =L, =B =L,

Ora,  com p,=B,,j=1....h e X, =B, -B;,j=L...h,  temos

B,=u;+X,,j=1....h com X, ~N(0,c°l,), j=1....h, bem como

2

~

B,

—g(u;+X,), j=1...,h,

com g(x) = [x|".

Esta funcéo tem gradiente e matriz Hessiana dadas por g,(x) =2x e g,(x) =2l, logo e

assintoticamente linear ja que v d >0, se tem

1

1
—Sup{||g,(p+u)f;fui<d }=— — 0.
T il HYELE e
Logo a distribuicdo limite do vetor
~ _ T2 .2
. Bwp -pwp, B B

yi= - y )=
b JBw, B3]

é N(.|0, o%) (Mexia e Oliveira, 2011).

0

] da densidade normal

Sendo z

o limite das caudas com probabilidade %

estandardizada, teremos

atwa/-1n t\p/-1
l31‘\/\/] BJ' _BJWJ l51‘ SZOG) N l—q,j

12 0 2 =1,..
BiWiB; ‘

pr(-z,oc < h,

0 que € equivalente a
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twi two atw-ig < ptw- IVE=re
j=1...,h,
e, a
¢} St _ o
pl’(l— ZqG Bngll}J ZqG q le h
- -1 . 3 yeooyll
Wi, BWIB T plwp, e
bem como
typ/-1
Pr 1o —Ethj_lﬁj 10 — 1-q,j=1...,h"
TR LA MR 230 |Iml>+
t —1 t _1
BiWiB; BiW;"B;
Observemos agora que
4o
t n 0
1- 1 _ \/Bjolﬁj _ 2,0 i=1..ho
T LT . VBW/'B; + 20
BIWB BWB,
e
Z;’G
t - 0
L L BWIB 240 j=1...h
1—2370 1—2376 \/B';W;ll}] _230
t E t ,
VBW'B, ByW,'B;
vindo a
pri1- 4 <Bt"W"_1B" <1+ %0 — 1-q,j=1...,h
S O - t *1 - _ O -*)+w 1 - U | .
BIwp, +zio BWIB T piwip, - 2%
Ora
) tya/-1 .
= (B, = JBSW, B, . i=1...h,
pelo que
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Huj“—>oo, i=1...,h, éequivalente a ﬁtjwj‘lpj -+, j=1...,h.

Tem-se ainda que

2,6
JBIW'B, £ 200 s 2%, j=1...,h>
1 B 9y e

JBW/B,

podendo dizer-se que o intervalo de confianga, com nivel limite 1—q quando
t 1
;] = BW'B;)? =+, j=1,...h,
tem semi-amplitude proporcional a [ji;|, j=1...,h, logo

~ =
B;W;'B,

o aa _—) 1 , j=1,...,h;
Bjolﬁj H"iH_)w

p - - ~ - 7 -
onde — indica convergéncia estocastica e, consequentemente

-~ ~ p i
BIW'B, > BIWB,  j=1..h-

g e
Com

i [=winfli . 3=1....h.

- - - - b
e, V e V os vetores com componentes iw.'g e pLW. g, , j=1...,h,temos V — v,

it

Com efeito, quaisquer que sejam g <1 e &> 0 existe k tal que, para |4 >k, setem
pr (¥, —v;|<e)21-q, j=1...h,

vindo, quando || > k
pr(V -v|<.he)>1-hq,

uma vez que atendendo as desigualdades de BOOLE
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h h
pr[ﬂ(\vj e e)} >3 pr(V; —vi|<e)-(h-1)=1-hqg ,
j=1 j=1

e que

h
ﬂ(‘vj —Vj‘ <g)=>[V-v|< \/h_g.
j=1

Ora v; € dada por uma fungdo continua I(v) de Vv logo,

vs>0,3e>0: V-V < /h & = (I(vV)-1(v) <5).

Assim, quando [ >k , temos pr({5; —v,[<8)>1-hq , com

~t as
- W p .
UJ,:hBJ—JBJ% Uj' , J,=1,-.-,h
""'t 1 [Hj*
_Z; BiW;'B;
j=

p
e, portanto v — v.

o
Nas seccOes anteriores apresentamos modelos para matrizes estocasticas simétricas.

Apresentaremos de seguida duas aplicacfes a casos especiais destas matrizes.
3.7 Aplicacéo a Inter-estrutura

Na Anélise Conjunta de Tabelas (ACT), é habitual dispor-se de vérias tabelas de dados
de dupla entrada, os dados que compdem estas tabelas sdo de natureza quantitativa,
podendo estas ser obtidas em diferentes situaces. Cada tabela é composta por n linhas
(objetos) e p colunas (variaveis). As varias técnicas desenvolvidas para a analise deste
tipo de tabelas remontam as décadas de 70 e 80, nomeadamente encontram-se estudos
destas técnicas em Escoufier e L'Hermier des Plantes (1976), Foucart (1981) entre
outros. As varias técnicas desenvolvidas permitem efetuar uma comparacao global de
todas as tabelas, bem como o estudo de uma eventual existéncia de uma estrutura
comum, a que se da o nome de inter-estrutura. A inter-estrutura € a primeira etapa da
metodologia STATIS (método STATIS e STATIS Dual). Esta metodologia foi

introduzida por Hermier des Plantes (1976), e foi desenvolvida em particular por Lavit
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(1988). A metodologia STATIS utiliza distancias euclidianas entre configuracGes
observadas em k situagdes diferentes a que chamamos estudos. Sempre que, as variaveis
diferem ao longo dos k estudos e o numero de objetos é fixo, existindo uma
proximidade entre os individuos (objetos) dizemos que estamos no ambito do método
STATIS. Sempre que ocorre o inverso, isto €, 0 nimero de variaveis é fixo e 0s objetos
podem mudar ao longo dos estudos, dizemos que estamos no ambito do método
STATIS Dual. Nestes dois métodos estudam-se séries de estudos em que se consideram

trios de matrizes (X,D,D), constituidos por uma matriz de dados X e duas matrizes de

pesos, uma para objetos e outra para varidveis, DeD, respetivamente. Quando o0s
objetos s@o 0s mesmos para todos os estudos duma série a mesma diz-se do primeiro

tipo. Quando as variaveis sdo as mesmas para todos os estudos duma série a mesma diz-
se do segundo tipo. Escoufier (1978) definiu os operadores A, = X;D, XitDi ,1=1...,n
e B, =XitDi X.D,,i=1...,n para representar os estudos (X;,D,,D,),i=1...,n, no

caso de séries de primeiro e do segundo tipo, respetivamente.
No resto da seccdo tomaremos U =A, no caso de séries de estudo do primeiro tipo e

U =B, no caso de séries do segundo tipo. Para evitar duplicacbes vamos considerar o
estudo das séries do primeiro tipo. Temos entdo as matrizes S=[s;] com
S :tr(UiUtj), i,j=1..,n o produto de Hilbert-Schmidt dos operadores U, e
U, 1,J=1....n.

Sendo 6, 2,..,2 6, os valores proprios € v,,...,y, 0S correspondentes vetores proprios,

Escoufier (1978) considerou uma representacdo geométrica para os estudos. O j-ésimo

estudo era representado pelo ponto cujas coordenadas eram as j-ésimas componentes

1 1
dos vetores 6?2vy,,...,6%y,. Quando estes pontos estiverem ao longo do primeiro eixo

com a direcdo de vy,, 6, predominara sobre os restantes valores proprios e a série tem

estrutura de grau 1 (Lavit, 1988). Nesse caso pode admitir-se ter
S=haa' +E ,

tendo-se pois uma matriz estocastica simétrica com grau 1. Este modelo é um caso

particular do modelo
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de grau k, estudado na seccédo anterior. Admite-se entdo que

U =U’+E,, i=L1...n

com U} =[u,] e E =[g,] com vec(E)~N(0,c°l ,),i=1...,n (Areia, 2009).

Admite-se ainda que os vec(E;) , i=1,...,n , sdo independentes. Entéo

Sij :tr(UiUtj) = ii(uilh +ei|h)(uj|h +ej|h)

7 h1
m m
= 2 2 (Ui Ui+ Uiy €510+ Uiy €y + €0 €50n)
I=1 h=1
m m o
- +ZZ( an€n) 5 b J=1...,n

I=1 h=1

m m
o ..
com Sij :ZZ(uilhujlh + Ui, €51, +uj|hei|h)! I, ] =1
I=1 h=1

Ora, com S° =[s;] , vec(S°) estara normalmente distribuido. Podemos pois admitir

que Z=vec(S), estard (aproximadamente) normalmente distribuido desde que se

possam desprezar > >(e,.;) . i,j=1...,n. Simulacdes efetuadas (Apéndice A,
1=1 h=1

. . . O, .
p.85-95) mostram que quando os coeficientes de variagdo —-, dum par de variaveis
i

normais X;, j=12 sdo inferiores a % 0 produto X, X, pode ser tratado como
estando normalmente distribuido. Assim quando os elementos das matrizes U,,...,U,
tiverem coeficientes de variacao inferior a % podemos tratar Z como normal.

Com

Ky, =tr(UPU) =" Uy, +uyy) o i i =100,

1=1 h=1

dada a independéncia e homocedasticidade dos vec(E;),i=1,...,n, temos

1=1 h=1 1=1

Var(S{’j):Var(ZZ Usjp + €5 + Uy + €4 j GZZhZ(uﬁh +U5,)
-1 )

=co’(K;+K,;) , i
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bem como
Var(S?) :Var[ZZZui,he”h] =45 > un

I=1 h=1 1=1 h=1l

= 46°K.

i=1...n.

Os restantes elementos da matriz de variancias-covariancias L sdo (aproximadamente)
dadas por (Anibal, 2009).

Cov(S;,S;) =Cov(S;,S;) =20°K; , i# |

Cov(S,,S,) =0

Cov(S,,S,) =Var(S,) = o?(K; +K,), i # .
Cov(S;,S,) = Cov(S,,S,) = oK

, eSS
Cov(S;,S,)=0, i=j=l=u

i

ij
Podemos entdo admitir (com a devida aproximacgéo) que
Z~N(n,c°L)

com n=vec([K]) e K=[k;], ja que as componentes de vec(S°) sendo funcdes

lineares dum vetor normal terdo distribuicdo conjunta normal.

3.8 Aplicacéo a Matrizes de Produtos Cruzados

Dada a matriz de dados X do tipo vxd as matrizes X x' e X! X sdo as matrizes de
produtos cruzados para vetor linha e coluna de X' x. Em particular se os vetores coluna
de x forem os vec(U,),i=1...,d, X' X sera a matriz dos produtos de Hilbert-Schmidt
das matrizes U,,...,U,. Assim estes modelos generalizam diretamente os da alinea

anterior, sendo facil de verificar que o tratamento apresentado se estende diretamente.

No caso da matriz X x! devemos ter

MQ

kij =2 XX I, j=1..m,

1=1

com X=[x,]. Paraamatriz X' X teremos
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k._:

i XX L, j=1..d .

L=

Observe-se agora que as matrizes X X' e X'X tém os mesmos valores proprios néo
nulos 6,>..>6. >0, com r =car(X)=car(XX!)=car(X!X). Assim, os modelos
para X X' e x'x terdo o mesmo grau k'. Admitindo que d <v, deve-se realizar o
ajustamento do modelo para X'X que serd uma matriz d xd em vez de X X' que é
VXV. A0S 7¥,,...¥. Primeiros k' vetores préprios para x!x corresponderdo, como

vetores proprios de x X', os

1

Yi:ﬁ

que poderdo ser utilizados na inferéncia para os modelos x x! e suas familias.

Xy, i=1..,k,

Como V =|Y|” é independente dos
B. =(XX)y, ,i=1..k,
sera independente dos
B, =Xp,,i=1..k,

pelo que os resultados para 0 modelo correspondente a X! X se transportam diretamente
para o modelo correspondente a X X' .

Em muitos casos podem utilizar-se modelos de grau um para estas matrizes (Oliveira
2001, Ramos, 2007 e Areia, 2009).

3.9 Familias Estruturadas

3.9.1 Caso Geral

Recordamos que no caso geral a informag&o contida numa matriz estocastica simetrica é

condensada no par (ﬁ ,V), podendo admitir-se  que ﬁ~N(B,cZH )
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(aproximadamente) com g=Bn e H=BLB" e a variavel aleatéria V ~c”; sendo
ﬁ independente de V .

No caso de uma familia estruturada de matrizes temos os pares (Bi ,Vi), i=1..,m. Sendo
as matrizes que compdem a familia independentes, também serdo independentes 0s

pares (E, V,) i=1,...,m. Devido & reprodutividade dos qui-quadrados, caso se tenham as

m
A - 2.2 . 2.2
varidveis aleatorias, V, ~c'yg ,i=1..,m, terse-d V ~c’y, , com g=> g,
i=1

independentes de
t

B=[Bl,..Bs1",
podendo admitir-se que, B ~ N(|3 ,6°H )com

B=08...5 1",

H=D(H,,...H,).

Como referimos anteriormente o estudo conjunto dos modelos duma familia estruturada

analisa a acdo dos fatores do delineamento base sobre os parametros dos modelos. Neste
caso interessa-nos estudar a agdo sobre os vetores de estrutura B, ,i=1...,m tendo-se
w =hn’ componentes com n" a ordem das matrizes que constituem as familias.

Para realizar inferéncia, escolhe-se um vetor a com W componentes, trabalhando-se

com o par (z(a),V). As componentes de z(a) serdo

z,(a)=a'p,~ N(a'p,,c%a'H,a) ,i=1..m,

independentes entre si e de V . Assim, temos z(a)~ N(u, 5°C), as componentes de p
seréo

p,=a'p, ,i=1...m,

tendo-se ainda
C= D(atHl a,...,atHm a).
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Observe-se que se a=49, ,i=1,..,n,com o, ,i=1...,n" 0 vetor com componentes todas

nulas salvo a i-ésima que € 1, a analise incidira sobre as i-esimas componentes dos
vetores de estrutura dizendo-se que se trata duma AT. Além da andlise transversal pode
interessar analisar uma AL. Neste caso, a serd um vetor de contrastes sendo nula a
soma das suas componentes.

Quando o grau do modelo é um podemos estar interessados nos respetivos
primeiros vetores de estrutura. Nesse caso, no estudo da AT restringimo-nos aos

6, ,i=1..,n", e no caso da AL, as componentes ndo nulas de a tém indices que nédo

excedem n’.
Se as componentes dos primeiros vetores de estrutura correspondem a instantes
sucessivos a AL incidira sobre a evolucdo no tempo. Por exemplo, no caso particular
das séries de estudos consideradas na metodologia STATIS, os estudos podem suceder-
se no tempo. Em Oliveira (2002), Ramos (2007) e Areia (2009), foram analisados
resultados de sucessivas eleigdes autarquicas em Portugal Continental, nos periodos de
1976 a 1997 e 1998 a 2001 respetivamente. Nestes casos, foi possivel estudar a
evolucdo dos resultados eleitorais, através da Analise Longitudinal.

A concluir, observamos que dado a matriz C ser diagonal os resultados atras

apresentados para a heterocedasticidade controlada terdo a sua aplicabilidade facilitada.
3.9.2 Modelos de Grau um

Quando a predominancia do primeiro valor préprio é muito grande, podemos adotar

um modelo de grau um da forma
M = Jdaa' + E
onde E tem matriz média nula.
No mais simples destes modelos tem-se E = %(E + Et) com vec(E)~ N(0, 6°I ).

Estes modelos foram utilizados com éxito em varias aplicacdes, nomeadamente &
primeira fase da metodologia STATIS, a inter-estrutura. Dado que as matrizes de
Hilbert- Schmidt sdo matrizes de produtos cruzados, podemos utiliza-los para estas

ultimas, passando a modelos de maior grau se 0s de grau um nao se ajustarem.
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Este tipo de modelos encontra-se estudado mais detalhadamente em Oliveira
(2002). No que segue basear-nos-emos em apresentar 0s principais resultados que se
tém para 0s mesmos.

Sejam 0,>..>6, os valores proprios e y,,..,y, 0S vetores proprios de M.
Suponhamos que 6, >>6,, passando-se a admitir que 6, ~0, j=2,..,n. Avalidacio do

modelo pode ser decomposta em duas fases. Na primeira mostra-se que:

¢ 0 grau do modelo ndo excede um;
e vec(E)~ N(0,6°1 ).

Para verificacdo dos pressupostos anteriores, considera-se uma matriz

t
W=P°MP® =[w;,],

com P° matriz ortogonal com primeiro vetor linha y,. Mostra-se que, quando o grau do

modelo ndo excede 1 e vec(E)~ N(O, Gzlnz) , também se verifica

Ho: Y,....Y, iid.~ N(0,6?),

com as variaveis aleatorias Y, =w,,....Y, =W, ,Y,,; = \/EWZH...YQ = \/Ew(n_l)n, sendo

_n(n+1)
==

Para testar a hipotese H, pode utilizar-se um teste com estatistica

(g-1 iYiT
F= = 5

introduzido por Mexia (1959, p.42). Esta estatistica servird para testar a hipotese H,

contra hipéteses alternativas em que as Y;,...,Y, sdo variaveis normais independentes
a . 13

com variancia o® e valores médios ,...,1t,. Com z :—z,ui, o, =
g =

13 _
o, Z?iz:l:(/ui _ﬂ)z '
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2

A estatistica F distribui-se como o0 quociente }1# de qui-quadrados

9-1,8;,8,

independentes, pondo-se F ~F( |1,9-1,5,,5,)

Ora, existem alternativas a hipotese H, em que &, predomina sobre &,,eemque F
tende a tomar valores superiores aos que tomaria, caso a hipdtese H, se verificasse. Por
outro lado, havera alternativas a hipotese H, em que &, predomina sobre 5, , e em que

F tende a tomar valores inferiores aos que tomaria, caso H, se verificasse, podendo

alias reescrever-se a hipotese nula como

Assim, sendo f, {f_lq} 0 quantil para a probabilidade %{1—%} de F(|Lg-15,5,),
2

)

para um teste de nivel q pode tomar-se a regido de rejeigdo ]O, fqlu}flq ;+00[.
2 2

Assim, tem-se um teste de nivel q cuja poténcia decresce com &, e 5, (Mexia, 1989).

Esta primeira fase da validagdo considera-se satisfeita quando H, ndo é rejeitada.

Na segunda fase da validacdo do modelo testa-se a hipotese nula

Ho:0,=0,

pode entdo utilizar-se o teste com estatistica

k
com V =Y'07 . Quando a hipétese H se verifica, esta estatistica tem distribuigio
i=2

F(.|k 1) comke | :@ graus de liberdade (Oliveira, 2002). A segunda fase da

validagdo considera-se satisfeita quando a hipotese Hg ndo é rejeitada.
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3.9.3 Estudo de Simulacao

Nestes modelos temos 0 mesmo nimero g’ de graus de liberdade para o erro para

todas as matrizes. Estamos pois no caso equilibrado em que a Analise de Variancia e as
técnicas a ela associadas sdo robustas, ver Scheffé (1959) e Ito (1980), para a
heterocedasticidade e ainda mais para a ndo normalidade. Nos modelos de grau um tem-

se a matriz de covariancias dada por

Y(B)=0*(ly +7y¥s) i =L.,m,

como |y, =1 a heterocedasticidade dos B, é pouco acentuada. Assim, atendendo &

robustez da Andlise de Variancia nos modelos equilibrados admite-se que os B, ,...,B,,
tém matrizes de covariancia czln, independentes das somas de quadrados de residuos

V,,...V_, tendo-se V, ~ oy ,i=1..,m. Assim, ter-se-a

B =[B..BL1~ N(B .01,

que é independente de
V = ZVi ~ 0'2;(; ,
i=1

com B = [B},..., ﬂfn]t e g =ml. Um estudo de simulacdo pode ser utilizado para conferir

uma validagéo adicional a estes modelos. Em particular garante obter condi¢des em que

6, e v, podem ser utilizados como estimadores de A e de o respetivamente. Com

07 - . « .
r® =L obtemos os valores médios e os desvios padréo estimados por

k
20

Z = o
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Assim, na Tabela 3.2 apresentamos resultados relativos a lotes de 1000 simulagdes e, 0s

. , gy . ~ 2 .
respetivos valores médios e desvio padréo para Z =|a—y|". Os valores de k escolhidos

foram: 6, 8, 10, 12 e os valores de t° foram 12.5, 50, 200 e 400.

Tabela 3.2 Valores médios e desvios padréo para Z.

° k=6 k=8 k=10 k=12
Média D.P Média D.P Média D.P Média D.P
12.5 0.957 0.574 1.101 0.571 1.253 0.536 1.392 0.484
50 0.238 0.259 0.329 0.345 0.409 0.390 0.583 0.470
200 0.047 0.012 0.057 0.027 0.072 0.031 0.100 0.038
400 0.011 0.005 0.014 0.007 0.017 0.007 0.024 0.008

Da andlise da Tabela conclui-se que, quando z° >200 se pode utilizar 6, e y, como

estimadoresde 4 e de a.
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Capitulo 4

Aplicacao: comparacao de cultivares de
trigo rijo
4.1 Introducao

A utilizacdo de plantas na nossa alimentacdo € um ato comum que faz parte do
quotidiano humano. Além disso as plantas também sdo utilizadas no vestuario, na
energia, em medicamentos, na alimentacdo de animais (0S quais por sua vez nos
servirdo de alimento), etc. Podemos afirmar que a sobrevivéncia humana depende em
grande parte das plantas e do seu manuseamento.

O conhecimento das qualidades tecnolégicas do trigo sdo bem conhecidas,
principalmente para a industria alimentar, onde € usado basicamente para a producédo de
massas. As suas caracteristicas nutricionais estdo relacionadas com a quantidade de
amido, proteinas, lipidos, vitaminas e fibras e pela sua capacidade antioxidante, as quais
podem ser utilizadas em beneficio de doencas degenerativas, gracas ao seu teor em
componentes bioativos. Todas estas qualidades do trigo rijo sdo de grande utilidade ndo
sO para a industria alimentar, que detém assim a possibilidade de produzir produtos
alimentares de alta qualidade, a qual, cada vez mais é exigida pelos consumidores. Na
agricultura, ao fazer-se a selegdo das variedades com maior qualidade tecnologica, vera
aumentadas as condicOes de comercializacdo da sua produgdo. Embora a qualidade
tecnoldgica dos trigos dependa em grande parte da variedade, outros aspetos como as
condigcBes ambientais de cada local e de cada ano e, as técnicas de cultivo, a fertilizacéo,

também influem para aumentar a qualidade desejada.
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No caso do trigo rijo, dentre as culturas anuais cultivadas em Portugal, é uma
das mais sensiveis as influéncias ambientais. Essa caracteristica resulta em
recomendacdes regionalizadas, onde determinados cultivares devem ser alocados em
condicdes especificas, tirando 0 maximo aproveitamento dos recursos do ambiente. Um
cultivar € uma variedade de uma planta, criada ou escolhida intencionalmente e mantida
através do cultivo e a qual corresponde um determinado genotipo e fendtipo que recebe
um nome Unico devidamente registado, (Wilhelm Johannsen, 1911). O trigo rijo
(Triticum durum) tem uma expressdo maior sobretudo nos paises da orla mediterranica
(entre os quais se inclui Portugal). Os principais produtores a nivel mundial de trigo rijo
sd0: Unifo Europeia, China, India, Estados Unidos, RUssia, Canada, Austrélia,
Paquistdo, Ucrania e Turquia (FAO - Organizacdo das NagOes Unidas para a
Agricultura e Alimentacdo, 2009). Em Portugal a cultura do trigo rijo ocupa atualmente

uma superficie de 35.000ha, (INE, I.P., Lisboa -Portugal, 2012. www.ine.pt).

4.2 Dados e Objetivos

A aplicacdo préatica a que se refere este Capitulo tem por base um trabalho anterior
desenvolvido na tese de mestrado de Dias (2000), onde se tinha por objetivo estudar as
interacdes especificas, as quais se verificam quando uma dada cultivar (variedade
cultivada) se comporta anormalmente bem ou anormalmente mal num dado ensaio
Gusmao, Mexia & Baeta; (1992). A técnica entdo utilizada para analise e interpretagdo
dos dados foi a Anéalise de Regressdo Conjunta (Joint Regression Analysis - J.R.A.). Na
base do método J.R.A. esté a ideia de utilizar a média das producGes num dado local,
para medir a capacidade de producédo correspondente. Esta producdo média é designada
por indice ambiental, trata-se de um fator Unico responsavel pelo padrao de resposta das
cultivares as situacdes ambientais.

Historicamente a analise de regressdes tem sido utilizada para interpretar redes de
ensaios destinados a comparacdo de cultivares. O nome da técnica provinha de se
ajustar uma regressdo linear por cultivar. A técnica foi originalmente descrita por
Mooers (1921) tendo sido introduzida por Yates & Cochran (1938), que calcularam a
média total de todos os cultivares em determinado ambiente e designaram essa medida
por indice ambiental. Os autores estudavam o comportamento dum cultivar através da

regressao linear das producdes do mesmo nos indices ambientais. Na década de sessenta
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sucessivas investigacdes em ACR conduzem a grandes avancos da técnica, permitindo a
sua utilizagdo na comparacdo do desempenho de cultivares quando sujeitos a um vasto
leque de capacidades produtivas dos pares (local, ano). Salientam-se os contributos dos
trabalhos de Finlay & Wilkinson (1963), de Eberlhart & Russel (1966) e de Perkins &
Jinks (1966, 1968a, 1968b). Finlay & Wilkinson (1963) propuseram o ajustamento de
regressOes lineares, para as diferentes cultivares, das producgdes respetivas nesses
indices ambientais. Em 1997, Ng & Grunwal desenvolveram métodos iterativos para o
ajustamento conjunto de regressdes. Recentemente, Pinto (2006) mostrou como utilizar
a ACR na conducéo de planos de melhoramento. Aplicou os seus resultados ao plano
portugués de melhoramento de trigo mole (1986-2000).

E ainda possivel utilizar este método para definir regides tio vastas quanto possivel,
as zonas equipotenciais de adaptacéo, e podendo-se aplicar a técnica a redes de ensaios
implementados nas mesmas. O que se pretende com a aplicacdo pratica que se apresenta
neste trabalho € o de contemplar outros aspetos para comparacdo de cultivares,
esperando-se em trabalhos futuros fazer a comparacdo dos resultados obtidos aquando

da utilizacdo das duas técnicas, quer separadamente quer em conjunto.
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Os nove ensaios que se consideraram neste trabalho encontravam-se
implementados na zona “ Sul de Montejunto-Estrela” (ZEA II), que abrange a mais

vasta area cerealifera do Pais, como mostra a figura

TRAS-O5-NANTLS
E J
ALTODOURO /4

/
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ALENTEJO

Figura 4.1 Mapa das zonas equipotenciais de adaptacao

Os dados foram cedidos pela estacdo de melhoramento de plantas de Elvas, a quem se
agradece a disponibilizacdo dos mesmos. Os ensaios considerados referem-se aos anos

de 1992/1993 e 1993/1994 e foram realizados em quatro locais distintos em cada ano,
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Beja, Benavila, Elvas e Tavira. Em ambos os anos foram colocadas em ensaio nove
variedades de trigo rijo (CELTA, HELVIO, TE 9006, TE 9007, TE 9008, TE 9110, TE 9115,
TE 9204, TROVADOR).
Os ensaios foram realizados segundo um dispositivo experimental em blocos
casualizados completos com quatro repeticdes.
Consideramos os fatores: ano com dois niveis (1991/1993 e 1993/1994) e, local com
quatro niveis (Beja, Benavila, Elvas e Tavira)

O objetivo deste estudo sera o de avaliar e verificar os efeitos e interacdes dos
respetivos fatores, ano e local, no comportamento dos cultivares nos diferentes locais e

para os diferentes anos.

4.3 Metodologia

Para cada par (local, ano) tem-se um ensaio em blocos casualizados com 4 repeticdes.
As producdes foram colocadas em matrizes X,, com |=12 o indice do ano e
h=1, 2, 3,4 o indice do local.

Nestas matrizes tem-se uma linha por variedade e uma coluna por bloco. Estamos

interessados nas variedades o que nos leva a considerar as matrizes

M,, = X, Xt 1=1,2; h=1,2,3,4

Para simplificar os calculos utilizamos as propriedades das matrizes conjugadas

trabalhando com as
M, :xtlh Xih, 1=1,2; h=12,3,4

Estes pares de matrizes terdo um maximo de quatro valores préprios ndo nulos.

Para verificar quais os efeitos e interacfes dos respetivos fatores no comportamento
das cultivares, nos diferentes locais e para os diferentes anos, analisa-se uma familia
estruturada dessas matrizes, correspondendo os tratamentos do modelo base aos pares
(local ano). Para realizar o ajustamento dos modelos individuais, utilizamos a técnica
das matrizes conjugadas, (seccao 2.2).

As componentes dos vetores de estrutura correspondem aos cultivares. Assim para

estudar a acdo dos fatores, ano e local, para cada cultivar, podemos realizar uma Analise
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transversal (seccdo 3.9.1). Esta andlise incide sobre as componentes homologas dos

vetores de estrutura, realizando-se a analise de variancia correspondente.

4.4 Resultados

Utilizando as propriedades das matrizes conjugadas

M, :Xlth Xin, 1=12;h=1234

verificamos que estes pares de matrizes tém quatro valores préprios ndo nulos. Esses

valores proprios, bem como os valores das preponderancias (sec¢do 3.9.3), sdo

apresentados na Tabelas 4.1 e na Tabela 4.2.

Tabela 4.1: Valores proprios ajustados (0;, 1 =1,...,4) e valores da preponderancia (T)

Ano 1992/1993

Beja Benavila Elvas Tavira
0, 1594579365.1 265876447.50 984951776 1493579365.1
0, 7246605.7 5396645.36 7965263 6946605.7
0, 3408466.9 2084587.51 2085464 3338466.9
0, 655574.1 75917.05 660160 66557.10
T 39384.37 2111.73 14218.45 37079.84
Tabela 4.2: Valores préprios ajustados (6;, 1 =1,...,4) e valores da preponderancia (T )
Ano 1993/1994
Beja Benavila Elvas Tavira
0, 96943968.5 476006696  539018343.1 10788358
0, 3259516.1 2159445 3510632.0 19725327
0, 1274789.2 1417157 2301972.9 8335463
0, 116186.5 477976 935209.9 4524393
T 766.38 32838.04 15706.41 2425.34
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Da sua analise verifica-se que o primeiro valor préprio € muito superior em Vvarias

ordens de grandeza aos restantes, para todos as cultivares; o valor da preponderancia (T

) em todos 0s casos € superior a 766, indicando que se pode utilizar modelos de grau um

para todos os casos. As Tabela 4.3 e Tabela 4.4 mostram os vetores de estrutura para as

varias matrizes estocasticas e as somas de quadrados de residuos, para as respetivas

variedades e para os fatores ano e local.

Tabela 4.3: Vetores de estrutura ajustados e soma de quadrados de residuos

Ano de 1992/1993

Beja Benavila Elvas Tavira
CELTA 14540.54 7430.448  13346.89 22596.21
HELVIO 8964.56 1044159 5285928 4169.252
TE 9006 13386.49 1522.099  7777.199 22730.64
TE 9007 20278.34 7643.398  10168.73  6322.33
TE 9008 3514.226 9680.511  2264.447 38063.24
TE 9110 1712.533 2367.907  1629.267 3747.177
TE 9115 15541.44 6520.88 12376.82  19898.47
TE 9204 4634.124 9596.588  7654.076  34462.95
TROVAD | 10089.29 3447.883  9809.606 4472.869
Vv 11310646.7 7557149.2 10710887 10710887

Tabela 4.4: Vetores de estrutura ajustados e soma de quadrados de residuos

Ano de 1993/1994

Beja Benavila Elvas Tavira

CELTA 11767.08  8399.241 9890.214  11529.6
HELVIO 21619.88  12764.94 1911.708  3590.561
TE 9006 3553.035  11186.26  3312.333  12371.35
TE 9007 4760.576  11018.63 10660.63  10856.13
TE 9008 13593.19 1972.86  1654.533  27398.45
TE 9110 1277.349 1920.22  13447.06  16256.56
TE 9115 12063.3 9840.968 10536.18  2862.637
TE 9204 4844458  4153.382  13729.72  25687.27
TROVAD 4917.375  7502.148 12995.64  7538.134
\% 4650491.8 4054578 6747814.8 32585183
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As componentes homologas correspondem aos diferentes cultivares, por exemplo, as
primeiras, correspondem ao CELTA.
Assim, a AT incidira sobre as diferentes cultivares (sec¢éo, 3.9.2).

Para cada uma destas testam-se as seguintes hipoteses

H,, : auséncia de efeitos dos anos;
H,, : auséncia de efeitos dos locais;
H,; : auséncia de interacdo entre o fator ano e o fator local.

Realizou-se, para cada hipdtese, a ANOVA correspondente. Para isso utilizamos a
matriz ortogonal estandardizada (secgéo, 2.4.2). O produto da segunda e terceira matriz
corresponde ao fator local que tem quatro niveis.

T I - T I IR
| V2 2 J2. 2 2 2
S R R W e R
J2 2 J2 2 J2. 2
Dado Z=PY com componentes Z; ,i=1,...,8, temos as somas de quadrados para 0s

efeitos e interacdo, indicando-se na Tabela 4.7 como estas podem ser calculadas.

Tabela 4.5: Somas de quadrados

1°Fator S, =22

2°Fator S,=22+22+7;

Interacdo S,,=22+22+27?

Na Tabela 4.6 e na Tabela 4.7, encontra-se o resumo das analises de variancia efetuadas

aos cultivares. Foram testadas as 3 hipoteses H,, H,, H,,, usando-se um nivel de

significancia de 5%, verificando-se que existe interacdo significativa para os cultivares,
bem como influéncias significativas quer do fator ano quer do fator local para os
cultivares.
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Tabela 4.6: Quadros resumo das analises de variancia

CELTA
SQ GL MQ F
ANO 504590427 1 504590427  272.36 ***
LOCAL 385773291 3 128591097 69.409 ***
INTERACAO 342523172 3 114174390.7  61.63***
RESIDUO(MQE) 1852654.12
HELVIO
SQ GL MQ F
ANO 5348841 1 5348841 2.887123
LOCAL 120982674 3 40327558 21.76745%**
INTERACAO 197085839 3 65695280 35.46%**
RESIDUO(MQE) 1852654
TE 9006
SQ GL MQ F
ANO 48389639 1 48389639 26.1191***
LOCAL 125557773 3 41852591 22.592%**
INTERACAO 320953707 3 106984569 57.7467***
RESIDUO(MQE) 1852654
TE 9007
SQ GL MQ F
ANO 177637688 1 177637688  95.88281***
LOCAL 2620035227 3 873345076  471.4021***
INTERACAO 914476443 3 304825481  164.5345%**
RESIDUO(MQE) 1852654,12
TE 9008
SQ GL MQ F
ANO 218005888 1 218005888  117.6722***
LOCAL 1552502738 3 517500913  279.3295%**
INTERACAO 1827569546 3 609189849  328.8201***

RESIDUO(MQE)

1852654,12

73



Tabela 4.7: Quadros resumo das analises de variancia

TE 9110

SQ GL MQ F
ANO 15067409 1 15067409  8.132878**
LOCAL 235722803 3 78574268 42.41173%%*
INTERACAO 318336316 3 106112105  57.27572%%*
RESIDUO(MQE)  1852654,12

TE 9115

SQ GL MQ F
ANO 838805.2 1 838805.2 0.4527587
LOCAL 33046621 3 11015540  5.945816%*
INTERACAO 407358444 3 135786148  73.20277%%*
RESIDUO(MQE)  1852654,12

TE 9204

sQ GL MQ T
ANO 194371842 1 104371842  104.9153%**
LOCAL 218729891 3 72909964  39.35433%%*
INTERACAO 193429437 3 BAATBATI  34.80222%%*
RESIDUO(MQE)  1852654,12

TROVADOR

SQ GL MQ F
ANO 1751986 1 1751986 2.456628
LOCAL 686301950 3 228767317  123.4809%%*
INTERACAO 1728724052 3 576241351  311.0356%**

RESIDUO(MQE)

1852654,12

onde *- significa ao nivel de 5%; **- significa ao nivel de 1% e ***- significa ao nivel de 0,1%

conclui-se assim que
« Ha efeito significativo do fator ano para as cultivares:
CELTA, TE9006, TE9007, TE9008, TE9110 e TE9204.
« Ha efeito significativo do fator local para as cultivares:
CELTA, HELVIO, TEQ006, TE9007, TEQ008, TE9110, TE9115, TE9204 e
TROVADOR.

«Ha interagdo significativa para as cultivares:
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CELTA, HELVIO, TE9006, TE9007, TE9008, TE9110, TE9115, TE9204 e
TROVADOR.

A partir daqui podemos ainda discutir a importancia relativa dos fatores e da
interacdo. Quanto maior for a média das estatisticas F para um efeito ou interacéo tanto
maior sera o peso da correspondente causa de variagdo. Assim somos levados a medir as
importancias relativas utilizando as médias 7., 7 e 7, das estatisticas respetivas,

tomando como medida

N
A== —
Fat+tF+h
R
= =5
Fa+FL+A
__ Fa
Fat+tFL+F

T

Os resultados obtidos foram 7, =0.22, 7, =0.38 e 7, =0.40, o que mostra a grande
relevancia do fator local.
No entanto essas relevancias variam muito de cultivar para cultivar como se pode

observar pela analise das Figuras seguintes.
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Figura 4.1: Importancia relativa do ano para as nove cultivares
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Figura 4.2: Importéncia relativa do local para as nove cultivares
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Figura 4.3: Importancia relativa da interacdo para as nove cultivares
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Nesta dissertacdo vimos como ajustar e validar modelos assentes na analise espectral de
matrizes médias de matrizes estocasticas simétricas. Consegue-se assim uma

formulagdo que permite condensar a informagdo contida numa matriz estocéstica

simétrica num par constituido por um vetor P de estrutura ajustado e numa soma V de

quadrados de residuos. Esta condensacdo € paralela & que se tem para regressdes

lineares sendo entdo P o vetor dos coeficientes ajustados e, continuando V a ser uma

soma de quadrados de residuos.

Esta possibilidade de condensacdo da informacgdo contida numa matriz estocastica
simétrica torna estes modelos adequados para o estudo de familias estruturadas. Nestas
familias os modelos correspondem aos tratamentos de um delineamento base. Assim, ao
analisar-se uma tal familia pode-se ir mais fundo do que quando se trabalha apenas com
um modelo, ja que, se pode estudar a acdo dos fatores do delineamento base sobre os
parametros dos modelos da familia. No estudo apresentado considerou-se o caso de
familias estruturadas de modelos com delineamento base ortogonal, 0 que corresponde a

estar-se numa situacdo de equilibrio. Realizam-se analises de variancia para estudar a
acéo dos fatores do delineamento base sobre combinages lineares a'B,,...,a'p, das
componentes dos vetores de estrutura das matrizes da familia. Quando a=49, a analise

incidira sobre as i-ésimas componentes dos vetores de estrutura. Por exemplo na
primeira fase da metodologia STATIS, a inter-estrutura, incidira sobre as componentes
associadas aos i-ésimos estudos. Temos entdo, como vimos, uma AT. Se as somas das

componentes for nula, @ sera um vetor de contraste e temos uma, AL. Voltando a inter-
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estrutura quando os estudos que constituem as varias series correspondem a instantes
sucessivos, a AL incidird sobre a evolucdo das mesmas. Alias na representacdo de
Escoufier dos operadores os pontos representativos dos estudos, no caso de modelos de
grau um, dispdem-se ao longo do eixo paralelo ao vetor de estrutura. Compreende-se a
designacdo de analise longitudinal uma vez que a mesma incidira sobre a evolugédo ao
longo desse eixo dos pontos representativos dos estudos. Referimo-nos a metodologia
STATIS pois foi para a respetiva primeira etapa desta metodologia, a inter-estrutura,
que se iniciou a modelizacdo (Oliveira 2002), de matrizes estocasticas simétricas.
Posteriormente verificou-se que 0 mesmo tipo de modelos eram aplicaveis a matrizes
estocésticas simétricas em geral podendo, a semelhanca do que j& se tinha feito antes
para a inter-estrutura, utilizar esses modelos para realizar AT e AL para familias
estruturadas de modelos. Alias pode-se considerar este trabalho como um alargamento
do tratamento que tinha sido feito para a inter-estrutura. Nesse tratamento tinha-se
verificado que na generalidade dos casos, se podem utilizar os modelos de grau um, o
mesmo facto verifica-se agora com a aplicacdo das matrizes de produtos cruzados a
dados de melhoramento vegetal, mais concretamente a variedades de trigo rijo. Aqui
para 0 modelo base considerou-se o cruzamento de dois fatores com interacdo (local e
ano), o primeiro fator (local), com quatro niveis (Beja, Benavila, Elvas, Tavira), e o
segundo fator (ano) com dois niveis (1992/1993 e 1993/1994). Os resultados obtidos
indicaram que existem influéncias significativas quer do fator ano quer do fator local,
relativamente ao comportamento das cultivares, indicando ainda a existéncia de
interacdo significativa. Ainda, relativamente aos fatores e interacdo, foi possivel discutir
a importancia relativa dos mesmaos, considerando as médias das estatisticas F, pelo que
estas medidas representam um primeiro passo para colmatar as dificuldades que se
colocam, quando o utilizador comum é confrontado com um volume excessivo de
informacdo, tendo agora a possibilidade de conseguir interpretar os resultados mais
claramente. Ora, como vimos, a adocdo de modelos de grau um permite uma grande
simplificacdo dos célculos. Surge assim, a questdo de analisar mais completamente as
situacGes em que tais modelos podem ser utilizados. Observe-se que 0s casos em que
isso se verifica diziam respeito a matrizes de produtos cruzados, 0 que sugere que se
comece por verificar quando é que modelos de grau um se aplicam a tais matrizes. Este
sera 0 ponto de partida para um trabalho futuro, onde pensamos aplicar a técnica a um

conjunto de dados mais recentes.
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Apéndice A

Linearidade Assintotica e Normalidade

De seguida apresentam-se alguns conceitos sobre Linearidade Assintdtica (Mexia e

Oliveira, 2011) e sua aplicacdo a estudos de simulacdes (utilizados no Capitulo 3).

A.1l Funcéo Assintdtica Linear

Dada uma funcdo suficientemente regular g : R¥ >R, Seja g, 0 gradiente e g, a
matriz Hessiana de g e r,(X) o supremo do raio espectral r(Y) de g,(Y), quando
IY-=X|<d, afuncdo g é assintoticamente linear, se qualquer que seja d >0, se tem

ky(u) > 0, com

u—wo

R g
k)= "{ngl(xm’”x”‘ }

Sempre que se deriva um polinémio o grau diminui duma unidade, e 0s polindmios

serdo, salvo raras excecdes, assintoticamente lineares.

Seja X um vetor aleatério e g() uma funcdo assintoticamente linear, 0 método

delta pode ser utilizado para aproximar as estatisticas
Y =g+ X),

e

o _ (v =9() _ gl +x)-g(n)

el el

por, respetivamente,

Z= g(l‘)+ gl(F)tX ’
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e

20 (2 -9() _ 0,(n)'x

el Jel)

quando [p| — +=, (Oliveira e Mexia, 2011).

Sejam y, e z; os quantis para a probabilidade p de Y° e Z°. Quando

1
= b

- 0 _ pt
tem-se que FZ(, converge para Fzg com zZ; = b X.

Estes resultados podem aplicar-se sempre que X € normal e, nesse caso também z?

é normal e ter-se-& um teorema do limite central que ndo estard vinculado ao

crescimento da dimensdo da amostra, mas sim ao da ndo centralidade.

Antes de entrarmos no estudo da aplicacdo ao caso normal, apresentamos alguns

resultados assintoticos.

A.2 Resultados Assintoticos

Seg: RX — R é suficientemente regular temos (Khuri, 2003),

1
Y =gl + ) = gl0) + g, ) X+ [- )X g, (u + hX)X) ch
Quando |X| < d, vem

v -2z| <[5~ h)Xg,(u + hX)X)dh‘ <r,(n)d?,

Y© - Z° <k, (”"")dzv

Estabelecendo-se a

Proposicdo A.1 Se g(.) é assintoticamente linear, entdo |v° — z°

indica convergéncia quase certa).

5 0, (onde g.c.

[ >
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Demonstragéo: Se g() é assintoticamente linear, entdo para qualquer £ >0 e d >0
existe U(e) tal que, para u>u(e), k,(u)<e. Assim quando [p|>u(e), [X|<d implica

Y°—-2Z°

<eg¢. Para qualquer & >0, pode-se escolher d >0, para assegurar que

Pr(X|<d)>1-5, assim quando |u|>u(e), também temos Pr(Y°—Z° gs)zl—s.

Ficando a tese estabelecida.

Sabendo que k, (u) decresce com U existe

u(d,e)=Min{u:k,(u)d? <&},

Considere-se a distribuicdo L =|X| e, seja |, 0 quantil de ordem q dessa distribuicéo
quando L <1, com [u|>u,(e)=ull, ¢), ter-se-4

Y° -Z°%<¢g.

Designemos por q(¢) a probabilidade do evento A(e) com
Ae)=1Jye-z°

tem-se que, g(e)>q, quando |u|>u,(e). Represente-se ainda por A(e) o

<

complementar do evento Al) e Qq°(s) o complementar do eventoq () com,
q°(e)=1-q(e).

Assim temos a

Proposi¢cdo A.2 Qualquer que seja z e £>0,
Fo(z—¢)-0°(e) < F,.(z) < F,.(z+2)+q°(e).
Demonstragdo: tem-se,
F.(z)= Prive<z)=
=q(e)Pr(v° <z| Ale))+ o (e)Pr(Y° < 2| A°e))< qle)Pr(Z° < z+&| Ale))+ o (e)
pelo que
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Fo(z-¢)-q°(e) < q(e)Pr(z° < z-¢| Ale) < a(e)Pr(v® < 2| Ae)) < Pr{Y® < z)=F, . (2).

Ficando a tese estabelecida.

Corolario A.1 Quando F,,(z) tem densidade f,(z) limitada por C, tem-se

f<d(e),

sup{F, ~F,}=Sup{F,, -F,,

com d(g)=2(Ce+q°(¢)).

Demonstragdo: sendo F,(x) e F,(x) as respetivas fungBes de distribuigdo das

variaveis aleatoria Y e Z, tem-se

O E | x=9m) O F | x=9Wm)
0 FY"[ugl(umJ ° RN Fz"{nglw}

com Sup{|F, - F,|= Sup{‘FYg -F,.

}. Para a demonstracdo ficar completa basta

apenas aplicar a proposicdo A.l, sabendo que f, € limitada por C, entdo

F..(z+¢)-F,.(z—¢)<2Ce. Ficando a tese estabelecida.

Tem-se agora o

Corolario A.2 Quando f_ é limitada por C e g() é assintoticamente linear,
z

sup{|F, -F,|} — o.

[+

Ficamos assim em condices de garantir que F, converge uniformemente para F,

quando |u| — .

Para as densidades tem-se a:

Proposicdo A.3 Se f,, ¢ limitada por ¢ e se f,(z)>m(5)>0, sempre que

0o (o] A o 0o
Zs () S22y 5.4 tET-S€-2 Sup{ Yo —2Z,

:5< p<1-5f< 2(&%).

Demonstracéo: de acordo com o corolério A.1 da proposicdo A.2, tem-se
F. (yg —¢)—d(e)< FYo(yg): p<F, (yg +&)+d(e),

logo
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F,. (v, —¢)< p+d(e) e p-d()<F (v +e),
com
yg—SSZp+d(g) e Zy ge) S y‘;+g,

resulta

0

(0]
_gSyp S2p+d(8)

p—d(e)

Para completar a demonstracao basta lembrar que

<

Zovd(e) ™ Zp-a(e)

Corolario A3 Se [p|=u,(e), f , €limitadapor C e f ,(z)..b)- ., entdo sempre que

29 4() SZS2) a0, teM-se  Sup { <P 31—8}3 2(e+ dq(a))/ m(8), com

o 0
Yo =2,

dq(8)=2(C8+qc) com g° =1—q.

Demonstrag&o: da proposicdo A.3 vem que U,(e)>d, sempre que || > u,(c). Ficando

a tese estabelecida.

Proposicdo A.4 Se F ., esta convergéncia sera uniforme

1
1 -
o] S22 T i

quando f_, é limitada for C e g() é assimptoticamente linear.
A

[r|->

t
R . g.c
Demonstracédo: A primeira parte da tese segue de {m gl(p)—bJ X — 0, sempre
9,(n

1
que ——g;() > b
o, ()] ™

>

Recorrendo & proposicdo A.3, temos que u,(e)>q, sempre que || > u,(e), pelo que a

tese fica estabelecida.

A.3 Aplicagdo ao Caso Normal.

Seja X é um vetor normal, com vetor médio nulo e matriz de covariancia M. Entéo
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t.(2) e-me&—MMYmAMWme” )
o\Z)= g,\u
‘ V2, (1) Mg, ()

é limitada por

|9, ()

C(u)_JZTcgl ) Mg, ()

Se 0, € 0 menor dos valores proprios de M tem-se

1
J2m0,

Sendo X, o quantil para a probabilidade p da densidade normal estandardizada, os

Clp)sC=

quantis de f, vém dados por

7°() = X gl(ll)t Mg1(l‘)
p(u) gl(") P ”gl(u)” )

enquanto o minimo de f, em [z§ 4, (1); Z0 5,40, (R)], sera

—X5 d(e )/2

m(3| )= ool ||91(u1|’
vindo
C(n) — p"le) /2
m(3|p)
d( ): ( ( )5+q ( )) p-a)/2 oy qc(s)”gl(l‘)” < Zex‘%d“)lz(s-i-L(g)j
m@ip)  mEn) J2mg,(n) Mg, (n) V2m0,

Obtemos limites que ndo dependem de p, para f, (z) e para d(e]n) “sendo assim,

m(3| )
possivel aplicar os resultados anteriores a este caso. Alem disso se X €& normal, com

vetor médio nulo e matriz de covariancia M e, 0, >,...,>6, sdo os valores proprios de

M com multiplicidades g,,...,g,, tem-se L:||X||2, que pode escrever como
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h
combinagdo linear de Zejxgj, independentes da variacdo do qui-quadrado (Imhof,
j=1

1961). Quando M € conhecida torna-se facil calcular os quantis I, (Fonseca et al.,

2007).

A.4 Simulacdes

Através do estudo de simulacBes mostra-se numericamente como polindmios de baixo

grau em variaveis normais estandardizadas X, X, e X, independentes com baixos

coeficientes de variacdo tém distribuicdo aproximadamente normal. Para realizar as

simulagbes ~ utilizaram-se ~ os  polinémios P =(cu+X)"—(cu) e
— r S H .

P, = (01“1 + Xl) .(czp,t2 + XZ) . Consideram-se os testes de Kolmogorov-Smirnov (K-

S) e Shapiro-Wilk para testar a aproximacéo a normal de P, e P,. Foram elaborados
programas de simulacdo utilizando o Software R, foram geradas inicialmente 1000
observac@es pseudo-aleatorias para cada uma das variaveis X , X, e X,. As amostras

obtidas aplicou-se o teste de Kolmogorov-Smirnov, tal como descrito acima. Assim
para um nivel de significancia de 0.05, cujo valor critico é de 0.0608. Os valores s&o
apresentados nas tabelas que se seguem considerando arredondamentos a quarta casa

decimal.
O polinémio inicialmente considerado é P, =(cu+X)"—(c)", onder e, 2,3, 4},
para o qual obtivemos as seguintes estatisticas do teste de Kolmogorov-Smirnov, para a

amostra de observacoes de P,.

Tabela A.1: Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para F’1

n=1000

C 1 5 10 20 30 40 50 100 200

0.0171 0.0171 0.0171 0.0171 0.0171 0.0171 0.0171 0.0171 0.0171
0.2095 0.0461 0.0286 0.0208 0.0194 0.0188 0.0185 0.0178 0.0174
0.2527 0.0835 0.0469 0.029 0.0236 0.0209 0.02 0.0185 0.0178
0.3501 0.1186 0.0663 0.0377 0.0291 0.025 0.0225 0.0192 0.0181

A WO N R -
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Para reforcar a nossa convicgdo nos resultados expressos na tabela 2.1, aplicou-se

também o teste de Shapiro-Wilka P, = (C/J + X ) e (c/,l)r comre {1, 2,3, 4}, as estatisticas

de teste obtidas encontram-se na Tabela 2.2.

Tabela A.2: Estimativas do teste de Shapiro-Wilk para P,

n =1000
c\r 1 2 3 4
1 0.048 1.000 1.000 1.000
5 0.060 1.000 1.000 1.000
10 0.050 0.940 1.000 1.000
20 0.050 0.390 0.931 1.000
30 0.054 0.214 0.626 0.945
40 0.045 0.115 0.384 0.736
50 0.056 0.106 0.255 0.542
100 0.060 0.066 0.105 0.159
200 0.052 0.055 0.070 0.080

Para uma mellhor andlise dos resultados obtidos basta ter em conta a Tabela A.1 e a

Tabela A.3 e fazer a relagdo entre os valores observados das estatisticas e, 0s p-values

do teste de Kolmogorov-Smirnov, para amostras de dimens&o 1000.

Tabela A.3: P-value do teste de Kolmogorov-Smirnov para F’1

n =1000
r\c 1 5 10 30 40 50 100 200
1 09315 0.9315 0.9315 0.9315 0.9315 0.9315 0.9315 0.9315 0.9315
2 - 0.0285 0.3859 0.7795 0.8454 0.8704 0.8844 0.9097 0.9211
3 - - 0.0245 0.3701 0.6353 0.7747 0.8203 0.8836 0.9095
4 - - 3e-04 0.1161 0.3645 0.5604 0.6896 0.8532 0.8969

Em seguida consideremos o polinomio P, = (clul + Xl) r.(czu2 + XZ)S. As estatisticas

do teste de Kolmogorov-Smirnov, sdo apresentados nas tabelas, A.4, A.5 e A.6 nas

quais consideramos todas as combinacOes de expoentes inteiros r,s tais que

r+se{2,34}.
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Tabela A.4: Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=1 s=1
c,\c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200

1 0.2085 0.0735 0.0432 0.0256 0.0194 0.0162 0.0144 0.0139 0.0141
5 0.0735 0.0469 0.0334 0.0225 0.0179 0.0154 0.0141 0.0139 0.0141
10 0.0432 0.0334 0.0266 0.0198 0.0164 0.0145 0.0138 0.0139 0.0141
20 0.0256 0.0225 0.0198 0.0164 0.0145 0.0138 0.0137 0.014 0.0141
30 0.0194 0.0179 0.0164 0.0145 0.0138 0.0137 0.0138 0.014 0.0141
40 0.0162 0.0154 0.0145 0.0138 0.0137 0.0138 0.0139 0.014 0.0141
50 0.0144 0.0141 0.0138 0.0137 0.0138 0.0139 0.0139 0.014 0.0142
100  0.0139 0.0139 0.0139 0.014 0.014 0.014 0.014 0.0141 0.0142
200 0.0141 0.0141 0.0141 0.0141 0.0141 0.0141 0.0142 0.0142 0.0142
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Tabela A.5: Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=2 s=1
C, \ c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 0.2427 0.1375 0.0749 0.0438 0.032 0.0258 0.022 0.0144 0.0139
5 0.2462 0.0842 0.056 0.0365 0.0282 0.0235 0.0205 0.0141 0.0139
10 0.2294 0.0691 0.0463 0.0315 0.0252 0.0215 0.019 0.0139 0.0139
20 0.2195 0.0594 0.0385 0.0265 0.0217 0.0189 0.0171 0.0137 0.014
30 0.216  0.0556 0.0351 0.024 0.0198 0.0174 0.0159 0.0138 0.014
40 0.2142 0.0536 0.0332 0.0225 0.0185 0.0164 0.0151 0.0138 0.014
50 0.2131 0.0523 0.032 0.0215 0.0177 0.0158 0.0146 0.0138 0.014
100 0.2108 0.0497 0.0294 0.0192 0.0158 0.0141 0.0137 0.0139 0.0141
200 0.2097 0.0483 0.028 0.0179 0.0146 0.0137 0.0138 0.014 0.0141
n=1000 r=3 s=
c\c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 03492 01978 0.104 00605 0044 00351 00296 00182 0.0137
5 02761 01051 00655 0.0424 00331 00279 00245 0.0166 0.0138
10 02597 0.1051 0.0655 0.0424 00331 00279 00245 00166 0.0138
20 0251 0.0958 0.0572 0.0364 0.0287 00245 00217 00155 0.0138
30 0248 0.0922 00539 00337 00265 00226 00201 00148 0.0138
40 0.2466 0.0903 00522 0.0322 00251 00214 00191 0.0142 0.0139
50 0.2458 0.0891 00511 0.0312 0.0242 00206 0.0184 0.014 0.0139
100 0.2443 0.0867 0.0488 0.029 00222 00188 00167 00138 0.014
200 0.2435 0.0855 0.0476 00278 0021 00177 00157 00138 0.014
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Tabela A.6: Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=2 s=2

¢ \c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 0.3492 0.2781 0.2492 0.2304 0.2234 0.2198 0.2176 0.2176 0.2108
5 0.2781 0.0908 0.0655 0.0495 0.043 0.0395 0.0372 0.0322 0.0295
10 0.2492 0.0908 0.0655 0.0495 0.043 0.0395 0.0372 0.0322 0.0295
20 0.2304 0.0712 0.0495 0.0364 0.0311 0.0281 0.0262 0.0218 0.0193
30 0.2234 0.0637 0.043 0.0311 0.0265 0.0238 0.0221 0.0182 0.0159
40 0.2198 0.0599 0.0395 0.0281 0.0238 0.0214 0.0199 0.0163 0.0142
50 0.2176 0.0575 0.0372 0.0262 0.0221 0.0199 0.0184 0.0152 0.0137
100 0.2131 0.0524 0.0322 0.0218 0.0182 0.0163 0.0152 0.0138 0.0139

200 0.2108 0.0497 0.0295 0.0193 0.0159 0.0142 0.0137 0.0139 0.014

n=1000 r=3 s=2

¢ \c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 0.3618 0.3057 0.2676 0.2409 0.2307 0.2254 0.2221 0.2154 0.212
5 0.3157 0.1588 0.1105 0.0831 0.072 0.066 0.0624 0.0551 0.0511
10 0.279 0.1237 0.085 0.0601 0.0505 0.0454 0.0421 0.0349 0.0309
20 0.2607 0.1066 0.0682 0.0462 0.0381 0.0336 0.0307 0.0243 0.0206
30 0.2544 0.0998 0.0615 0.0407 0.0331 0.029 0.0264 0.0206 0.0171
40 0.2513 0.0962 0.0579 0.0377 0.0304 0.0265 0.024 0.0185 0.0154
50 0.2494 0.0939 0.0557 0.0357 0.0286 0.0248 0.0224 0.0173 0.0144
100 0.2459 0.0892 0.0512 0.0314 0.0246 0.0211 0.0189 0.0146 0.0138
200 0.2443 0.0868 0.0488 0.0291 0.0223 0.0189 0.0169 0.0137 0.0139
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Tabela A.7: Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2
n=1000 r=3 s=3
1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 0.4168 0.3538 0.2983 0.2712 0.2611 0.2561 0.2533 0.2476 0.2451
5 0.3538 0.2092 0.142 0.1167 0.1071 0.1019 0.0986 0.0917  0.088
10 0.2983 0.142 0.1036 0.0789 0.0691 0.0638 0.0604 0.0536 0.0501
20 02712 0.1167 0.0789 0.056 0.0475 0.043 0.0401 0.0338 0.0303
30 0.2611 0.1071 0.0691 0.0475 0.0397 0.0355 0.0328 0.0269 0.0235
40  0.2561 0.1019 0.0638 0.043 0.0355 0.0315 0.0289 0.0233 0.0201
50 0.2533 0.0986 0.0604 0.0401 0.0328 0.0289 0.0265 0.0211 0.018
100 0.2476 0.0917 0.0536 0.0338 0.0269 0.0233 0.0211 0.0165 0.014
200 0.2451 0.088 0.0501 0.0303 0.0235 0.0201 0.018 0.014 0.0138
n=1000 r=4 s=
¢ \c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 0.4499 0.4112 0.3897 0.3728 0.3658 0.362 0.3596 0.3546 0.3519
5 0.4112 0.2904 0.2189 0.1666 0.1465 0.1395 0.1355 0.1272 0.1233
10 0.3897 0.2189 0.1386 0.1069 0.0948 0.0882 0.084 0.0752 0.0705
20 0.3728 0.1666 0.1069 0.076 0.0641 0.0577 0.0537 0.0456 0.0412
30 0.3658 0.1465 0.0948 0.0641 0.0527 0.0469 0.0433 0.0355 0.0312
40 0.362 0.1395 0.0882 0.0577 0.0469 0.0413 0.0378 0303 0.0261
50 0.3596 0.1355 0.084 0.0537 0.0433 0.0378 0.0344 0.0271 0.023
100 0.3546 0.1272 0.0752 0.0456 0.0355 0.0303 0.0271 0.0204 0.0168
200 0.3519 0.1233 0.0705 0.0412 0.0312 0.0261 0.023 0.0168 0.0138

90



Tabela A.8: Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=3 s=4

¢ \c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 0.4237 0.3989 0.3807 0.3672 0.3618 0.3589 0.3571 0.3532 0.3512
5 0.3766  0.253 0.192 0.151 0.1392 0.1344 0.1313 0.1253 0.1223
10 0.3183 0.1685 0.1209 0.0973 0.0878 0.0827 0.0796 0.0728 0.0692
20 0.281 0.1263 0.0892 0.066 0.0571 0.0524 0.0495 0.0433 0.0401
30 0.2683 0.1141 0.0764 0.0542 0.0462 0.0419 0.0392 0.0333 0.03
40  0.2613 0.1074 0.0695 0.0481 0.0405 0.0364 0.0338 0.0282 0.025
50  0.2572 0.1031 0.0652 0.0444 0.0369 0.033 0.0305 0.025 0.0219
100 0.2495 0.0941 0.0559 0.0361 0.0291 0.0255 0.0232 0.0184 0.0158
200 0.2459 0.0893 0.0513 0.0315 0.0247 0.0213 0.0192 0.0149 0.0138

Com base nas Tabelas, A.9 a A.12 dos p-value e fazendo a relacdo com as tabelas das

estatisticas do teste de Kolmogorov-Smirnov para amostras de dimensdo 1000, conseguimos

obter uma melhor analise dos resultados. Assim para um nivel de significancia de 0.05, a

hip6tese da normalidade das distribuicdes ndo serd rejeitada no teste, sempre que o valor

observado da estatistica seja inferior ou igual a 0.061.
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Tabela A.9: p-value do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=1 s=1
¢ \c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 - - 0.0476 0.5279 0.8473 0.956 0.9858 0.9904 0.9886
5 - 0.0245 0.2154 0.6912 0.9067 0.9723 0.9889 0.9903 0.9885
10 0.0476 0.2154 0.4796 0.8276 0.9502 0.9914 0.9917 0.9898 0.9885
20 0.5279 0.6912 0.8276 0.9502 0.9842 0.9914 0.9917 0.9898 0.9884
30 0.8473 0.9067 0.9502 0.9842 0.9914 0.9917 0.9912 0.9896 0.9883
40 0.956 0.9723 0.9842 0.9914 0.9917 0.9912 0.9908 0.9894 0.9882
50 0.9858 0.9889 0.9914 0.9917 0.9912 0.9908 0.9904 0.9892 0.9882
100 0.9904 0.9903 0.9901 0.9898 0.9896 0.9894 0.9892 0.9886 0.9879
200 0.9886 0.9885 0.9885 0.9884 0.9883 0.9882 0.9882 0.9879 0.9875
n=1000 r=2 s=1
¢ \c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200
1 - - - 0.0013 0.0417 0.1696 0.3447 0.8952 0.9916
5 - - - 0.0162 0.1186 0.29 0.4692  0.9234 0.9915
10 - - 4e-04 0.0552 0.2218 0.417 0.5872 0.9459 0.9913
20 - - 0.0029 0.1403 0.3823 0.5875 0.7329 0.9699 0.991
30 - - 0.0059 0.2049 0.4851 0.6864 0.8116 0.9814 0.9908
40 - - 0.0086 0.2512 0.5526 0.7473 0.8576 0.9876 0.9906
50 - - 0.0108 0.285 0.5994 0.7874 0.8865 0.9899 0.9904
100 - - 0.017 0.37 0.7073 0.8724 0.9424 0.9915 0.9899
200 - - 0.0215 0.4231 0.7674 0.9138 0.9658 0.991 0.9894
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Tabela A.10: p-value do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=3 s=1
¢ \c, 5 10 20 30 40 50 100 200
1 - - 0.0013 0.0417 0.1696 0.3447 0.8952 0.9916
5 - - 0.0162 0.1186 0.29 0.4692 0.9234 0.9915
10 - 4e-04 0.0552  0.2218 0.417 0.5872 0.9459 0.9913
20 - 0.0029 0.1403 0.3823 0.5875 0.7329 0.9699 0.991
30 - 0.0059 0.2049 04851 0.6864 0.8116 0.9814 0.9908
40 - 0.0086 0.2512 0.5526 0.7473 0.8576 0.9876 0.9906
50 - 0.0108 0.285 0.5994 0.7874 0.8865 0.9899 0.9904
100 - 0.017 0.37 0.7073 0.8724 0.9424 0.9915 0.9899
200 - 0.0215 04231 0.7674 0.9138 0.9658 0.9910 0.9894
n=1000 r=2 s=2
c,\c, 5 10 20 30 40 50 100 200
1 - - - - - - - -
5 - - le-04 6e-04 0.0015 0.0027 0.0082 0.0142
10 - 4e-04 0.0149 0.0491 0.0887 0.1261 0.251 0.3497
20 le-04 0.0149 0.1403 0.2865 0.4065 0.4989 0.7293 0.852
30 6e-04 0.0491 0.2865 0.4851 0.6206 0.7123 0.8962 0.9626
40 0.0015 0.0887 0.4065 0.6206 0.7473 0.8244 0.9528 0.9873
50 0.0027 0.1261 0.4989 0.7123 0.8244 0.8865 0.9752 0.9919
100 0.0082 0.251 0.7293 0.8962 0.9528 0.9752 0.9915 0.9905
200 0.0142 0.3497 0.852 0.9626 0.9873 0.9919 0.9905 0.9894
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Tabela A.11: p-value do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=3 s=2
c \c, 1 5 10 20 30 40 50 100 200

1 - - - - - - - - -

5 - - - - le-04 3e-04 8e-04 0.0046 0.0108
10 - - - 0.0015 0.0121 0.0325 0.0578 0.1753 0.2955
20 - - 2e-04 0.0279 0.11 0.2088 0.3017 0.5954 0.7885
30 - - 0.001 0.0725 0.2225 0.3689 0.4888 0.7921 0.9312
40 - - 0.0025 0.117 0.3154 0.4855 0.6121 0.8817 0.9712
50 - - 0.004 0.156 0.3882 0.5696 0.6948 0.9265 0.9858
100 - - 0.0105 0.2769 0.5818 0.7663 0.8664 0.9838 0.9912
200 - - 0.0169 0.3674 0.7025 0.8675 0.9386 0.9916 0.9902

n=1000 r=3 s=3
1 5 10 20 30 40 50 100 200

1 - - - - - - - - -

5 - - - - - - - - -
10 - - - - le-04 6e-04 0.0013 0.0064 0.0133
20 - - - 0.0038 0.022 0.0498 0.0804 0.2034 0.3174
30 - - le-04  0.022 0.0854 0.1612 0.2326 0.4654 0.6371
40 - - 6e-04 0.0498 0.1612 0.2756 0.3735 0.649  0.8139
50 - - 0.0013 0.0804 0.2326 0.3735 0.4856 0.7647 0.9017
100 - - 0.0064 0.2034 0.4654 0.649 0.7647 0.9492 0.9895
200 - - 0.0133 0.3174 0.6371 0.8139 0.9017 0.9895 0.9909
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Tabela A.12 p-value do teste de Kolmogorov-Smirnov para P2

n=1000 r=4 s=4
c,\C, 5 10 20 30 40 50 100 200

1 - - - - - - - -

5 - - - - - - - -
10 - - - - - - - 1e-04
20 - - - 5e-04 0.0026 0.0062 0.0315 0.0673
30 - - 5e-04 0.0077 0.0247 0.0472 0.1606 0.2845
40 - - 0.0026 0.0247 0.0657 0.1141 0.3169 0.5021
50 - - 0.0062 0.0472 0.1141 0.1865 0.4535 0.6629
100 - - 0.0315 0.1606 0.3169 0.4535 0.7981 0.9408
200 - le-04 0.0673 0.2845 0.5021 0.6629 0.9408 0.9909

n=1000 r=3 s=4
c,\c, 5 10 20 30 40 50 100 200

10 - - - - - - - 1e-04
20 - - 3e-04 0.0029 0.0083 0.015 0.0467 0.0814
30 - - 0.0056 0.028 0.0595 0.0924 0.2171 0.3275
40 - le-04 0.0195 0.075 0.1409 0.2029 0.4062 0.5606
50 - 4e-04 0.0391 0.1307 0.2272 0.3116 0.5595 0.7228
100 - 0.0038 0.147 0.364 0.5337 0.6522 0.8867 0.9647
200 - 0.0104 0.2729 0.5731 0.7556 0.8558 0.9788 0.9914

Os resultados destas tabelas mostram claramente que, quando o valor de C e C, cresce,

o coeficiente de variacdo € suficientemente baixo cv =1/ ¢ é préximo de zero, pelo que

P e P, tém distribui¢éo aproximadamente normal.

95



Apéndice B

Rotinas Utilizadas

As rotinas, utilizadas para obtencdo dos resultados descritos nas tabelas A.1 a A.11 e

3.1 (Capitulos 3), foram elaboradas respetivamente em R (http://www.r-project.org) e

em Fortran 2008 (vide, e.g., Metcalf et al. 2011).

B.1 Estimativas do teste de Shapiro-Wilk para p,

(Tabela A.2, rotina em R)

nsim<-1000
nv<-1000

cl<-c(1,5,10,20,30,40,50,100,200)

ri<-1:4

nc<-length(c1)
nr<-length(r1)
alfa<-0.05
{P<-function(x,cc,r)
return((cc+x)"r-cchr) }
vn<-rnorm(nv)
pvm<-array(0,c(nc,nr))
for(ic in 1:nc)

{for(ir in 1:nr)

{for(i in 1:nsim) }
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{xn<-P(rnorm(nv),c1[ic],r1[ir])
test<-shapiro.test(xn)
if(test$p.value<alfa)
{pvmlic,ir]<-pvmlic,ir]+1
hist(xn)

¥

¥

¥

¥

pvm<-pvm/nsim

pvm

B.2 Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para

Py

(tabelas A.1 e A.3; rotinaem R)

sigma<-1
n<-1000
cl<-c(1,5,10,20,30,40,50,100,200)
# Geracdo dos NPAs de uma variavel aleatoria normal
x<-rnorm(1000,0,sigma)
res<-array(10,dim=c(4,9))
resp<-array(10,dim=c(4,9))
for (rin 1:4){
for(j in 1:9){
ccl<-c1fj]
#calculo dos valores de P1=(ccl+x)"r-(cc1)™r
P1<-1:n
for(iin 1:n){

P1[i]<-((ccl+x[i])"r-(ccl)™)
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}
hist(P1)
# A matriz resguarda os resultados do teste de K-S para P1
# A matriz resguarda os resultados dos p-values do teste de K-S para P1
ks<-ks.test(P1,"pnorm",mean(P1),sd(P1))
res[r-1,j]<-round(ks$statistic,4)
resp[r-1,j]<-round(ks$p.value,4)
}
}

latex<-rbind(c1,res)

latex<-cbind(c("'r",1,2,3,4),latex)

In cbind(c("r", 1,2, 3, 4), latex)

# Escrita em ficheiro dos valores obtidos na simulagéo

write("Valores das estatisticas do teste de Kolmogorov-Smirnov para uma
amostra” file="Teste-statisticsP1.txt")

write(t(latex),file="Teste-statistics X.txt",append=TRUE,ncol=10,sep="&")
latex<-rbind(c1,resp)

latex<-cbind(c("'r",1,2,3,4),latex)

# Escrita em ficheiro dos valores obtidos na simulagado

write("Valores dos p-values do teste de Kolmogorov-Smirnov para uma
amostra” file="Teste-p-valueP1.txt")

write(t(latex),file="Teste-p-valueX.txt",append=TRUE,ncol=10,sep="&")

B.3 Estimativas do teste de Kolmogorov-Smirnov para

P,.

(Tabelas A.4 a A.11, rotinaem R)

sigma<-1

n<-1000

## Geragdo de NPAs para variaveis normais independentes
x<-rnorm(n,0,sigma)
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y<-rnorm(n,0,sigma)
# Vectores dos valores dos parametros ccl e ccc2
cl<-c(1,5,10,20,30,40,50,100,200)
c2<-¢(1,5,10,20,30,40,50,100,200)
res<-array(10,dim=c(4,4,9,9))
cont<-0
for (sin 1:4){
for (rins:3){
for(i in 1:.9){
for(j in 1:9){
ccl<-c1[i]
cce2<-c2[j]
#calculo dos valores de P2=(cc1+x)"r*(ccc2+y)"s
P2<-1:n
for(k in 1:n){
P2[K]<-((cc1+x[K])"r)*(ccc2+y[K])™s
}
#hist(P2)
#res[r,s,i,j] guarda os valores da estatistica
# do teste de ks parar,s, ccl=c[i] e ccc2=c[j]
ks<-ks.test(P2,"pnorm",mean(P2),sd(P2))
#res[r,s,i,j]<-ksSstatistic
res[r,s,i,j]J<-round(ks$p.value,4)

}

latex<-rbind(c2,res]r,s,,])

latex<-cbind(c("ccc2",cl),latex)

# Escrita em ficheiro das matrizes res|r,s,,]
write(paste(*'r=",r,"s=",s),file="D-statisticsP2.txt",append=TRUE)
write("'ccc2/ccl” file="D-statisticsP2.txt",append=TRUE)
write(latex,file="D-statisticsP2.txt",append=TRUE,ncol=10,sep="&")
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B.4 NUmero de Termos

(Tabela 3.1; rotina em Fortran 2008)

module kinds
implicit none
private
public :: quad
integer, parameter :: quad = selected_real_kind(18) ! Precisao quad

end module kinds

program numero_termos

use kinds
implicit none
integer:: i,n,kdelta,kepsilon, istart
real(quad)::prodi
real(quad):: delta2,sum,erro
character(len=17):: fileout
integer,dimension(1:6)::delta
real(quad),dimension(1:6)::epsilon
integer,dimension(1:6,1:6)::ntermos
data delta/5, 10, 15,20,50,100/
data epsilon/le-2,1e-3,1e-4,1e-5,1e-6,1e-8/
ntermos=0
write(*,*) 'Indique o indice inicial do somatorio?'
read (*,*) istart
write(fileout,'(all,i2.2,a4)") "Termos-i_0=',istart,".dat'
open(10,file=fileout,status="unknown’)
L2: do kepsilon=1,6

erro=(1.0-epsilon(kepsilon)

L1: do kdelta=1,6
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delta2=0.5*delta(kdelta)
prodi=1.0
sum=0.0
write(10,*) 'kdelta’,kdelta
do i=istart,10000
if(i==0) then
prodi=1.0 ! Fatorial dei
else
prodi=prodi*i
endif
sum=sum-+delta2**i/prodi ! somatorio
if(prodi>=1e+900_quad) then
ntermos(kdelta,kepsilon)=i
I numero de termos a partir
I dos quais o factorial €' > 1e900
cycle L1
endif
write(10,'(i3.3,2x,2(es16.9e3,2x),f12.10,2x,f10.8))") &
I,prodi,sum,sum*exp(-delta2),erro
if(sum*exp(-delta2)>erro) then
ntermos(kdelta,kepsilon)=i
cycle L1
endif
enddo
enddo L1
enddo L2
I Escreve os termos em forma matricial (delta vs epsilon)
write(10,'(20x,6(es7.1,4x))") (epsilon(kepsilon),kepsilon=1,6)
do kdelta=1,6
write(10,*) delta(kdelta),(ntermos(kdelta, kepsilon),kepsilon=1,6)
enddo

end program numero_termos
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