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1. Introducdo

1.1. Selec¢do com dependéncia da densidade

O crescimento da populagéo e a selec¢do natural séo dois processos fundamen-
tals que operam no interior de uma populacdo. Ao estudo do primeiro dedica-se
a dindmica de populacdes e ao do segundo a genética de popula¢des. Apesar de,
no inicio, estes processos serem estudados separadamente, concluju-se que eles
estao intimamente relacionados. Essa relagdo é estabelecida na teoria da selecgao
natural com dependéncia da densidade através de modelos de selec¢do regulada
pela densidade onde as viabilidades sio fungoes do tamanho da populagdo. Tais
modelos serdo o objecto de estudo deste trabalho.

A teoria tradicional da dinamica de populagoes considera que todos os in-
dividuos sdo geneticamente idénticos. Especificando, supde que, durante o pro-
cesso de crescimento da populagao a selec¢do natural ndo provoca alteracées nos
parametros que caracterizam o crescimento.

Os tedricos iniciais pensavam que a evolugéo, por selecgdo natural, se efectuava,
numa escala de tempo maior do que as altera¢es no tamanho da popula¢do. Como
tal, as teorias da dindmica e da genética de populagBes eram objecto de estudo
separado. Por exemplo, Lotka afirmou que as escalas de tempo para a evolucio e
para o crescimento da populacéo sio diferentes.

Ao provar-se que a seleccdo natural era, com frequéncia, mais forte do que
inicialmente se supunha. as escalas passaram a ser as mesmas. De tal modo que
a substitui¢do de genes ocorreria no mesmo espago de tempo que a populacdo
necessitaria para atingir o equilibrio de abundancia. Assim, era indefensdvel a
separagao entre evolucio e ecologia.

Consequentemente, tem sido dada grande atencdo & interaccdo entre a com-
posi¢ao genética de uma populacgdo e as pressoes ecolégicas realizadas sobre esta.
Lewontin [18] efectuou uma descoberta importante: que o tamanho da populacio
pode afectar dramaticamente a selec¢do natural. Esta foi mais tarde confirmada
por numerosos estudos experimentais, efectuados em vérias espécies. Nomeada-
mente, os estudos de Sokal e Sullivan [38] na Musca domestica; Sokal e Huber [36],
Schlager [35], Sokal e Karten [37] no Tribolium castaneum; Lewontin e Matsuo
[19], Mueller e Ayala [26], Bierbaum e outros [7], Mueller [25], Mueller e outros [27]



na Drosophila melanogaster; O’Hara e Brown [29] no Erysiphe graminis, o fungo
que provoca o mildio no trigo. Estes estudos evidenciam a existéncia na natureza
de selec¢do com dependéncia da densidade. Com efeito, concluiu-se que as popu-
lagGes que se desenvolvem em altas densidades (denominadas K- seleccionadas)
tém geralmente taxas de crescimento per capita, em ambientes superpovoados,
mais elevadas do que as que se desenvolvem em baixas densidades (denominadas
7- seleccionadas).

Outro tipo de experiéncias analisam a evolugdo de determinados caracteres
fenotipicos & medida que a densidade da populacio se altera. Como, por exemplo,
os estudos de:

* Moorcroft e outros [24], relativamente aos caracteres cér da 13 e de tipo
corno das ovelhas Soay, Ovis aries, que vivem na Escécia; o estudo relevou que a
selec¢do € mais forte nos anos de alta densidade e mais fraca nos anos de baixa
densidade;

* Gurevitch e outros [15], em relacio & performance (biomassa e nimero de
flores) de plantas Brassiva rapa consanguineas e ndo-consanguineas; os autores
concluiram que, em alta densidade, ambos os tipos sofrem igualmente os efeitos
de superpovoagéo enquanto que, em densidade intermédia, a redugio no tamanho
da planta é mais acentuada nas plantas consanguineas;

¢ Dudley e Schmitt [11], relativamente ao comprimento do caule na Impatiens
capensis; a andlise fenotipica revelou seleccdo para o aumento da altura em relagao
ao comprimento das folhas em densidade elevada e para a sua diminuicdo em baixa
densidade.

Partindo da hipétese de que as alteragdes fenotipicas podem ser determinadas,
pelo menos parcialmente, pelo genoma e que este estd sujeito a selecgio natural,
estes estudos constituem evidéncia de que essa seleccao depende da densidade da
populagao.

Existem, também, abundantes evidéncias de que a taxa de sobrevivéncia e
reprodugao de um gendtipo pode depender da composigao genética da populagao.
De facto, as interacgdes entre genétipos tém sido citadas como um factor im-
portante na manutengdo da variabilidade genética. Estas foram encontradas em
estudos realizados por Kojima e Yarbrough |[1 7], Kojima e Tobari [16] e DeBene-
dictis [10] na Drosophila melanogaster, e por Sakai [32] e Allard e Adams [1][2]
em populagdes de plantas, onde a performance de um individuo é afectada pelos
seus vizinhos. Este fenémeno também tem sido examinado teoricamente através
de vérios modelos de selec¢io natural com dependéncia da frequéncia. No entanto,
a teoria da selecgdo com dependéncia da frequéncia permanece consideravelmente
subdesenvolvida quando comparada com a teoria da selec¢io com dependéncia
da densidade. O problema da primeira teoria é a escolha de fungoes especificas
que descrevam o modo como a viabilidade de diferentes gendtipos depende da sua



frequéncia. Com a escolha arbitriria de fungoes e sem qualquer possibilidade real
de medir a viabilidade na natureza. a dependéncia da frequéncia produz mode-
los de enorme complexidade, que admitem quase todo o tipo de comportamento
dindmico imagindvel. Ao contririo dos anteriores, este tipo de modelos néo fario
parte do nosso estudo.

1.2. Modelos em tempo discreto e modelos em tempo conti-
nuo

Os modelos de selec¢do natural com dependéncia de densidade dividem-se em
dois tipos: os modelos em tempo continuo e em tempo discreto. Os primeiros sdo
mais faceis de estudar e poderao ser mais adequados quando exista sobreposigéo de
geragoes. Os segundos sdo claramente indicados quando nio exista sobreposicao
de geragdes, com épocas de reproducao bem definidas.

O estudo de modelos de selec¢ao natural com dependéncia da densidade, em
tempo continuo, pode encontrar-se. por exemplo, em Ginzburg [12] [13], Nagylaki
28] e Selgrade e Namgoong [33] [34].

As principais semelhancas, ao nivel da dindmica, entre os modelos em tempo
discreto e em tempo continuo sio:

® 0s equilibrios dos modelos (homomdérficos e polimérficos) s&o os mesmos:

® a condi¢ao necessdria para a existéncia de um equilibrio polimérfico é igual;

® 10 caso de um equilibrio interior nao-degenerado (isto é, quando a matriz
de lineariza¢do, em torno do equilibrio, tem todos os valores préprios diferentes
de zero) as condigbes de instabilidade sio as mesmas.

As principais diferencas entre estes dois tipos de modelos sao:

® a superioridade do heterozigoto. em relagéo aos homozigotos, na populacio
de equilibrio implica que o equil{brio polimérfico seja localmente assintoticamente
estéavel. No caso discreto esta condicao nio é suficiente, dado que a estabilidade
do equilibrio depende do valor das taxas intrinsecas de crescimento;

¢ nos modelos em tempo continuo nio existem solugbes periodicas;

¢ nos modelos em tempo continuo nio existe comportamento cadtico relativa-
mente ao tamanho da populacio:

® um equilibrio ¢ localmente atractivo se e s6 se é maximizada a fun¢do que
descreve o tamanho da populagio em termos da frequéncia génica. No caso dos
modelos em tempo discreto esta afirmacgo s6 é vélida quando a frequéncia génica
estd no intervalo |0, 1].

Neste trabalho iremos apenas estudar os modelos em tempo discreto.



1.3. Breve resenha sobre modelos de selec¢do com depen-
déncia da densidade em tempo discreto

O estudo da selecgdo natural com dependéncia da densidade é uma interseccio
natural entre as teorias ecoldgica e genética de populagdes.

As diferengas de viabilidade entre fendtipos ou genétipos podem ser conside-
radas como resultado de diferentes respostas as pressoes ecol6gicas. Consequente-
mente, estas diferentes respostas podem ser introduzidas nos modelos ecolégicos
classicos sob a forma de efeitos da dependéncia da densidade.

A necessidade de uma teoria que englobe quer as diferengas genéticas, quer as
pressoes ecoldgicas foi salientada, por varios autores.

MacAuthur [21] parece ter sido o primeiro a considerar a selecgdo natural num
modelo onde a regulacdo do crescimento da populagdo desempenha um papel
central. No seu modelo, os valores selectivos sdo definidos em ordem aos K, ca-
pacidades de sustento do meio relativamente aos genétipos. MacAuthur mostrou
que se obteria um equilibrio polimérfico genético estavel se a capacidade de sus-
tento do heterozigoto fosse superior & dos homozigotos. Além disso, apresentou
um teorema anédlogo ao Teorema fundamental da selecgio natural de Fisher.

Os estudos de Roughgarden [30], Charlesworth 8], Anderson [3] e Clarke [9]
tém por base um modelo cldssico de genética de populacdes de um locus com dois
alelos. em tempo discreto, onde as viabilidades sio fungdes do tamanho da po-
pulagdo. Assim, as alteracdes deterministicas, ao longo do tempo, da frequéncia
do gene e do tamanho da populagéo sdo interdependentes. A dependéncia da
densidade é incorporada, nos modelos de Roughgarden, Charlesworth, Anderson
e Clarke. através da escolha das viabilidades dos gendtipos como funcdes decres-
centes do tamanho da populacéo.

Segundo Roughgarden [31], o principio chave em combinar a genética com a
dindmica de populacdes é a associagdo de r (taxa de crescimento) e K (capacidade
de sustento), com um fenétipo. Usualmente, r e K referem-se as propriedades de
crescimento de uma populagdo. Mas, por outro lado, também determinam a
fungdo que relaciona a capacidade reprodutiva de um individuo com o tamanho
da populacao.

Por este motivo, o autor procura relacionar os valores selectivos absolutos,
com os parametros da dinamica de populacoes.

Assim, Roughgarden [30] usa um modelo logistico para as viabilidades dos
gendtipos como func¢des do tamanho da populagao. Deste modo, as viabilidades
sao de facto uteis para estudar como é que a evolucado influéncia r e K .

Ele parte do principio que um fenétipo pode ter um K elevado ou um r elevado
mas nao ambos, pois um elevado valor de r ou K é obtido & custa do outro. Esta
hipétese justifica-se porque, para obter um elevado, um organismo deve utilizar



rapidamente a energia que adquiriu na produgédo de descendentes, enquanto que,
para obter um K elevado, essa energia deve ser canalizada para o desenvolvimento
das capacidades de sobrevivéncia em condigOes de superpovoagéo. Admite-se que,
um organismo tem ao seu dispor, durante uma estacéo, quantidades finitas de
energia e tempo, que sé podem ser usadas em um dos dois modos.

Usando um sistema de recorréncia bi-dimensional relativamente & frequéncia
do gene e ao tamanho da populagdo, produz sucessivas iteracdes a partir de dife-
rentes condigdes iniciais. Deste modo, o autor obtem os seguintes resultados:

® se a capacidade de sustento de um homozigoto for a maijor, entdo o alelo a
ele associado é fixado:

® se a capacidade de sustento do heterozigoto for a maior, entdo existe um
equilibrio polimérfico estavel;

® se a menor for a do heterozigoto, entdo um ou outro alelo sers fixado, de-
pendendo das condicoes iniciais.

Assim, Roughgarden conclui que os K controlam, essencialmente, o resultado
qualitativo da selecgdo natural. desde que a populacdo ndo seja perturbada ao
longo da sua trajectéria.

No caso de uma pequena populagao, isto é, uma populacdo com poucos in-
dividuos, o resultado da seleccéio natural é determinado pela relagdo entre os r.
Deste modo conclui-se que a selec¢ao em populagdes em expansio favorecer,
predominantemente, os gendtipos com uma taxa reprodutiva grande (selecgio-r),
a0 passo que, numa populagdo estével, favorecerd os gendtipos com uma maior
habilidade para explorar os recursos ambientais limitados (seleccio-K).

Tendo por base o artigo de Roughgarden, Charlesworth [8] apresenta uma
generalizagdo do modelo logistico, onde as viabilidades sio consideradas como
fungoes estritamente decrescentes do tamanho da populagao.

Este autor parece ter sido o primeiro a tentar obter um modelo de seleccao
natural com dependéncia da densidade com hipéteses mais gerais para o caso de
um locus com dois alelos.

A partir da anélise de estabilidade local dos equilibrios, Charlesworth conclui
que as condigoes:

(1) taxa intrinseca média de crescimento da populagao no equilibrio positiva
e menor do que 2,

(2) capacidade de sustento do heterozigoto maior do que a dos homozigotos;
$a0 necessdrias para existir um equilibrio conjunto da frequéncia do gene e do
tamanho da populagio que seja néo trivial e estdvel.

No entanto, ao determinar os valores proprios, o autor comete um erro. Na
expressao que obtem para o valor préprio associado 3 frequéncia do gene ndo
existe dependéncia relativamente ao valor de equilibrio dessa frequéncia, o que é
incorreto. Consequentemente, o exemplo apresentado conducente a um equilibrio



onde existiriam oscilagdes perpétuas locais em torno do valor de equilibrio da
frequeéncia do gene, est4 errado. Igualmente incorreta é a condicdo geral de insta-
bilidade obtida.

O autor mostra que o resultado da seleccdo (quer exista um equilibrio polimér-
fico ou a fixagdo de um dos alelos) é determinado pelos valores genotipicos de K,
mas sdo os valores de r que influenciam a composigao das populagdes de equilfbrio.

Charlesworth conclui que, para certos valores da taxa intrinseca de crescimento
7, pode haver oscilagbes permanentes no tamanho da populacdo e na frequéncia
do gene. Além disso, determina em que condigbes um dos alelos serd eliminado
da populacao.

Independentemente, Anderson [3] sugere 0 mesmo modelo que Roughgarden,
e obtem, analiticamente os seguintes resultados:

® 0 crescimento da populagdo, como um todo, é logistico;

® a taxa intrinseca de crescimento da populacio é a média aritmética ponde-
rada das taxas dos genétipos;

e a capacidade de sustento é a média harménica ponderada das capacidades
de sustento dos genétipos;

* um equilibrio genético polimérfico est4vel /inst4vel ocorre num méximo /mini-
mo da capacidade de sustento média dos genotipos.

Anderson conclui que, se existe vantagem do heterozigoto relativamente a K,
entao existe um equilibrio genético polimérfico. Reciprocamente se existe um
equilibrio genético polimérfico ele ocorre num méximo da capacidade de sustento
média dos gendtipos.

Clarke [9] considera uma popula¢io hermafrodita com um grande nimero de
individuos. Clarke parte da hipdtese que € segregado um par de alelos, onde
um alelo é completamente dominante sobre o outro. Além disso, supGe que os
acasalamentos sdo aleatérios e que produzem um excesso de descendentes, que,
a seguir sao sujeitos a seleccdo. O autor define as viabilidades, como funcées do
tamanho da populacéo, através de um modelo que garante que o seu valor varia
entre 0 e 1.

Efectua um tratamento completo dos equilibrios do modelo, incluindo a andlise
local de estabilidade. Isto permite-lhe concluir que os equilibrios fronteiros sio
estdveis. Como as condigdes de nao-trivialidade do equilibrio (ou seja, existéncia
do equilibrio polimérfico) e de estabilidade sdo idénticas, o autor conclui que o
equilibrio polimérfico também é estavel.

Neste modelo, a selec¢io-K produz um polimorfismo equilibrado. Em peque-
nas populagoes, a selecgdo-K ¢ relativamente ineficiente e o sistema & instavel.
Assim, os efeitos da selecgdo com dependéncia da densidade podem imitar os
da deriva genética aleatéria, uma vez que a redu¢do no tamanho da populagio
promove a homozigocidade.



Segundo o modelo, a selec¢io com dependéncia da densidade combinada com
um grau de especializagdo genotipica permite a manutengdo de um equilibrio
polimérfico sob uma grande variedade de condigbes. Além disso, mudancas na
densidade da populagdo podem provocar "revolugdes genéticas” que imitam os
efeitos do principio do fundador ou da deriva genética aleatdria.

Asmussen e Feldman [6] ddio a conhecer alguns dos problemas de se consi-
derar as viabilidades dos genétipos definidas por fungdes logisticas do tamanho
da populacdo, nomeadamente o facto de existirem determinados conjuntos de
estados iniciais que conduzem a comportamentos bizarros. Para evidenciar tais
comportamentos, os autores definem dois tipos de equilibrios: os realizéveis e os
atingiveis.

Além disso. apresentam vérios exemplos de conjuntos de condiges iniciais que
conduzem a viabilidades negativas. Tais viabilidades podem forgar a trajectéria a
passar em regices onde as frequéncias do gene sdo negativas, onde sdo superiores
a um, ou onde o tamanho da populacio é negativo. Estes casos sdo biologica-
mente inadmissiveis. O que lhes permite concluir que € possivel um equilibrio ser
realizével e localmente estdvel mas existir um conjunto inicial de frequéncias do
gene e tamanhos da popula¢do a partir do qual esse equilibrio néo seja atingivel.

De modo a evitar tais problemas, os autores sugerem vérios modelos alter-
nativos. O primeiro é o modelo logfstico truncado no zero, o segundo € a versao
exponencial do modelo logistico e o terceiro emprega viabilidades com dependéncia
da densidade que refletem um crescimento hiperbélico da populacao.

Considerando um modelo geral com dependéncia da densidade onde as viabi-
lidades sdo fun¢des do tamanho da populagao, decrescentes, ndo-negativas e dife-
rencidveis, Asmussen e Feldman provaram, analiticamente, que num equilibrio
(conjunto da frequéncia génica e do tamanho da populacdo) estdvel é maxi-
mizada a fun¢do que descreve o equilibrio do tamanho da populagio em termos
da frequéncia génica.

Asmussen [4] investiga a possibilidade de existéncia de comportamento ciclico
em modelos de selecgdo com dependéncia da. densidade, nomeadamente, em mo-
delos deterministicos simples sem elementos estocdsticos, como sendo o logistico e
0 exponencial. Se os mecanismos que regulam o tamanho da populacéo reagirem
muito bruscamente a perturbagées no tamanho podem surgir ciclos limite est4veis
ou comportamento cadtico.

O autor estabelece, analiticamente, que a populacdo pode convergir para a
fixacdo de um gene ou uma composi¢ao genética polimérfica invariante, ao passo
que o tamanho da populacdo oscila entre dois valores, quatro valores, oito valores
€ assim sucessivamente.

Asmussen, através de cdlculos numéricos, descreveu as seguintes possibilidades:

* a frequéncia do gene alcanca um valor de equilibrio, enquanto o tamanho da



populagdo passa a ter um comportamento cadtico;

® existéncia de um estado caético, aparente, no ponto de equilibrio interior;

* existéncia de ciclos limite no ponto de equilibrio interior, mantendo-se deste
modo, ambos os alelos na populacéo, apesar da capacidade de sustento do he-
terozigoto ser intermédia ou inferior & dos homozigotos.

Consequentemente, conclui que a superioridade da capacidade de sustento do
heterozigoto nao é necessiria para manter a variacao genética na populacio e
que. aparentemente, podem existir ciclos limite interiores estaveis, apesar de um
ou ambos os equilibrios fronteiros serem localmente estaveis. Contudo, é possivel
ocorrerem oscilagdes caéticas na presenca de equilibrios localmente estgveis.

Gregorius [14] faz o estudo de um modelo de seleccdo com dependéncia da
densidade para um tdnico locus com maultiplos alelos. Sob a hipdtese mais geral
do ponto de vista matematico (mas poderdo néo existir condi¢des biolégicas que
justifiquem a necessidade desta generalizagdo) de que a viabilidade média da popu-
lag@o decresce & medida que a densidade aumenta, o autor prova que € necessario
caracterizar trés tipos de regides das frequéncias dos alelos:

® a regiao onde a populacio tem crescimento limitado;

® a regiao onde o crescimento é ilimitado:

® ¢ a regido onde a populagio se extingue.

A regido onde o crescimento da populagéo é limitado ¢ analisada com especial
cuidado, assim como a fun¢éio capacidade de sustento 0, nela definida. Esta funcéo
divide o conjunto de estados da populagdo em duas regides: a regido viabilidade
média da populacio superior a 1 (onde a populacdo cresce) e a regido viabilidade
média da populacéo inferior a 1 (onde a populacéio decresce). Deste modo, o autor
conclui que todos os equilibrios do modelo se situam na regiao onde a populacao
decresce.

Gregorius chama ainda a atengao para o facto de que, se um ponto de equilibrio
¢ localmente assintoticamente estavel, o vector das frequéncias dos alelos cor-
respondente é um méaximo local da funcao , quer se trate de um ponto interior ou
fronteiro. No entanto, o reciproco nio é verdadeiro. Como tal, as afirmacoes feitas
por Charlesworth [8] e por Asmussen e Feldman [6] & este respeito, relativamente
a um locus com dois alelos, tém que ser tratadas com algum cuidado. Contudo, se
considerarmos apenas modelos que impliquem a invaridncia da regiao viabilidade
média da populacdo maior ou igual a 1, entdo o reciproco j4 é verdadeiro.

No caso dos modelos em tempo continuo, a propriedade ” um ponto de equilibrio
(N.p) é localmente atractivo se e sé se a fungao capacidade de sustento, 8, atinge
um méximo local em p” é sempre verdadeira.

Selgrade e Namkoong [34] efectuam o estudo do comportamento dinamico de
modelos bidimensionais de uma populagéo diploide de um locus com dois alelos,
em tempo continuo e discreto. Usam um sistema de equacoes diferenciais or-



dinérias quando a populacéo se reproduz continuamente e um sistema de equagdes
as diferencas no caso discreto.

Com o objectivo de estudar em simultineo ambos os modelos, os autores
introduzem uma constante que estabelece a ligagéo entre os dois tipos de equacdes.

A inovagdo neste estudo reside no facto de nio impor restrigoes em relacio
& monotonia das viabilidades dos genétipos como fungdes do tamanho da po-
pulagéo. Os autores apenas supdem que as viabilidades sio fungbes regulares
relativamente ao tamanho da populagéo.

Sob esta hipétese mais geral, analisam as condicoes de estabilidade e instabi-
lidade, apenas em equilibrios interiores. Em relacdo & estabilidade local, chegam
as mesmas conclusdes que nos modelos anteriormente descritos.

No caso do comportamento global, os autores provam, apenas para modelos em
terupo continuo, que nio existem solugdes perfodicas. Portanto, nestes modelos,
¢ de esperar que exista convergéncia para um equilibrio.

Lin [20] estuda um modelo geral de selec¢do com dependéncia da densidade,
onde as viabilidades dos genotipos sdo definidas em funcéo do tamanho da po-
pulagdo normalizado. O autor supde que a funcéo que d4 a populagdo na geracio
seguinte € regular e concava e aplica o intervalo [0,1] (para o tamanho da po-
pulagéo normalizado) nele préprio. A suposi¢ao basicamente impede que o tama-
nho da populagio ultrapasse um determinado valor Ny ou desga abaixo de zero,
para que a ”popula¢do normalizada” Nlo fique sempre no intervalo [0,1]. Tal
hipétese implica que as viabilidades dos genétipos (como funcgdes do tamanho da
po-pulacao) sdo mondtonas decrescentes.

Nestas condigoes, Lin prova que existem, no méximo, seis pontos fixos (cinco
pontos fronteiros e um interior). As conclusdes de estabilidade local a que chega,
sdo andlogas s obtidas em outros modelos, j4 mencionados. As novidades, rela-
tivamente a outros artigos j& descritos, sdo:

¢ mostrar, analiticamente, que o facto das viabilidades serem fung¢des depen-
dentes da densidade possibilita a ocorréncia genérica de caos na evolucio da den-
sidade;

® provar que, no caso da superioridade do heterozigoto, a convergeéncia global
para o equilibrio polimérfico (sob determinadas condigoes relativamente as viabi-
lidades) ¢ possivel.

1.4. Estrutura do trabalho

O estudo de modelos de selecgao natural com dependéncia da densidade, que
Nos propomos realizar, reduzir-se-4 a uma populacéo de organismos diploides que
segregam um tinico locus com dois alelos.



Para tal, ir-se-80 considerar modelos bastantes gerais com hipéteses pouco
restritivas (particularmente a das viabilidades dos gendtipos decrescerem com o
tamanho da populacéo), para que as conclusées a obter sejam robustas e inde-
pendentes da forma concreta (geralmente mal conhecida ou desconhecida) como
as viabilidades dos genétipos dependem do tamanho da populagdo. Nao se ir4,
porém. considerar a maxima generalidade possivel por se pensar que pouco se
ganha do ponto de vista do interesse biolégico.

Suporemos que a populacio em questdo se reproduz sem sobreposigdo de
geragoes. Portanto, trabalharemos com modelos em tempo discreto.

O objectivo principal do trabalho é o de agrupar, de forma sistematica e organi-
zada, resultados dispersos na literatura, corrigindo erros e completando tratamen-
tos incompletos (nomeadamente no estudo cuidadoso dos equilibrios fronteiros).
Este serd o objecto do capitulo 2.

Assim, o plano de trabalho é o seguinte: na sec¢do 1 do capitulo 2 introduz-se
o modelo a estudar. Na secgdo 2 determinam-se os equilibrios do modelo e as suas
condi¢oes de existéncia e unicidade. Na terceira seccao estuda-se a estabilidade
local dos equilibrios, onde se prova que, nos casos biologicamente razodveis (ou
seja. quando as viabilidades dos genétipos sdo nao-negativas), o valor préprio
associado & frequéncia do gene é sempre superior a -1. Por ultimo, na seccédo
4. apresenta-se e demonstra-se um teorema anslogo ao teorema fundamental de
seleccdo natural de Fisher. O primeiro autor a obter esse resultado foi Anderson
em [3]. para o caso particular do modelo logistico.

No capitulo 3 apresentam-se trés exemplos de aplicacao das conclusdes obtidas
a modelos particulares de seleccdo natural: o modelo logistico. 0 modelo de Gom-
pertz e o modelo de Ricker. Enquanto que o primeiro e o dltimo encontram-se
habitualmente propostos na literatura, o segundo nao estd ainda tratado.

Finalmente, no capitulo 4, expdem-se as conclusoes.
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2. Modelos gerais em tempo discreto

2.1. O modelo

Considere-se um organismo diploide, com reproducdo sexual em geracoes dis-
cretas. Seja Vi o mimero de zigotos que se formam na k-ésima geracao. Suponha-
se que, na populagao, é segregado um tinico locus autossémico com alelos A e A,.
Sejam pi e g = 1— py as frequéncias de A; e Ay, respectivamente, na k-ésima
geragao. Note-se que as frequéncias sio medidas entre os novos zigotos da k-ésima
geragao, para que as frequéncias dos zigotos (A A1, A14; e Az Ay) sejam as do
equilibrio de Hardy-Weinberg ( pZ, 2 p g € g2, respectivamente).

Se existirem acasalamentos aleatérios e se se puder desprezar as variacoes
aleatorias da frequéncia do gene, entdo o ntmero de zigotos na k+1-ésima geracao
é dado por

Niwy = W(Ni, pr) Ni (2.1)

onde
W(N,p) = p*wi1(N) + 2pquia(N) + qwy(N)

é a viabilidade média da populacio quando p é a frequéncia de A; e N o tamanho
da populagdo e onde a viabilidade wy;(N) do zigoto A;A; é o mimero médio de
descendentes, na geracdo seguinte, de um zigoto com alelos A4; e A; quando o
tamanho da populacio é N . Supde-se, pois, que as viabilidades dos zigotos
podem depender da densidade da populag¢ao mas ndo da frequéncia dos alelos.

Para Ny > 0, as frequéncias dos genes, na k-ésima geragéo, sio dadas pelas
equagGes padrao de Wrigth [39]:

_ prwi(Ng, py)

Doy = 2.2
Pi-1 W (N, px) (22)
_ qrwa( N, pr) (2.3)

-1 W (N, pr)
onde
wi(N,p) = pwii (N) + quia(N)
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wy(N, p) = pwia(N) + grwaa(N)

sao as viabilidades dos alelos A4; e A, respectivamente. Note-se que
W(N, p) = pwi(N, p) + qua(N, p). (2.4)

No entanto, para N = 0 as frequéncias dos genes nao estio definidas.

Ao modelo de selecgio acabado de descrever costuma chamar-se seleccdo com
dependéncia da densidade.

Dadas as fungdes w;;(N) é possivel, em principio, calcular a trajectéria de
qualquer populagéio a partir das equagdes (2.1) e (2.2) (ou (2.1) e (2.3)), conhecidas
a frequéncia do gene e o tamanho da populagéo iniciais. Roughgarden [31] propés
a seguinte expressdo para as viabilidades:

rij(Kij — N)

(2.5)
com r;; > 0 e Ky > 0, dado que nenhuma populagao sobreviveria se a sua taxa
de crescimento r;; a baixa densidade fosse negativa e que o ntmero de elementos
de uma populagéo é sempre uma quantidade positiva.

Charlesworth (8] considerou, como iremos fazer aqui, o caso geral, pondo

wi;(N) =1+ fi(N), (2.6)

onde f;; é uma fungdo de classe C!, estritamente decrescente.
No modelo em estudo vamos supor que as fungoes f;; verificam

vim  fi (V) <0,

0 que se justifica porque. caso contrario, uma populagao com um ntimero elevado
de individuos cresceria indefinidamente mesmo quando os recursos territoriais e
alimentares estivessem esgotados, o que nao faz sentido.

As fungbes f;; denominam-se coeficientes de selecgdo. O significado biolégico
de os coeficientes de seleccio fi; serem fungBes estritamente decrescentes é que a
taxa de crescimento da popula¢do depende do niimero de individuos, dado que a
quantidade de recursos disponiveis no meio, por individuo, diminui 4 medida que
0 seu numero aumenta.

Designemos por

Tij ZI\}EI(}+ fij(N) (2-7)
e por
Ki; = £3'(0) = wj'(1), (2:8)
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onde f7' é a funcéio inversa de fij(Nx) e w;;' é a funcio inversa de wy; , a taza
de crescimento intrinseca e a capacidade de sustento do meio do zigoto AA;
Daqui resulta que K;; > 0. Estamos a supor que ri; > 0, isto é, que a taxa de
crescimento € positiva para populagdes pequenas.

Se a populagéo fosse inteiramente constituida por homozigotos A; A;, a variacdo
do tamanho da populacéo seria dada pela equagdo:

ANk = N1 — Ny = Nifis(Ny).

Daqui se concluiria que, quando o tamanho dessa populagéo fosse muito pequeno,
ter-se-ia ANy = r; Ny, pelo que ry; representaria a taxa de crecimento do zigoto
A;A; correspondente a baixas populagdes; quando N, = K; (ou seja, quando o
tamanho da populagéo atingisse a capacidade de sustento) ter-se- -ia AN, = 0.

2.2. Equilibrios do modelo

Nesta sec¢éo, o objectivo é determinar os pontos de equilibrio do modelo. Para
tal deverd ter-se Ny.; = Ny = N e Pr+1 = pr = P (0 que implica que q;.; = g =
= §) onde, pe N representam, respectivamente, o equilibrio da frequéncia do gene
e o equilibrio do tamanho da populacdo do sistema.

__ Para a primeira igualdade N;_; = Ny = N, a partir da equagao (2.1), obtem-se

——

N = 0 (solugdo trivial) ou W (N, 5 ) = 1.

Vamos estudar a primeira situacdo ou seja, N=0.

Seja A]\r}C = Jvk—l - IV]C. .

Considere-se uma vizinhanga aberta de raio § > 0 de N = 0, V5(0), e seja
Ny € V5(0), N, > 0. Seja p € [0, 1] arbitrério mas fixo.

Escolha-se ¢ suficientemente pequeno para que § < Kjj, Ki2, Ko3. Portanto,
fij(Nk) > £i;(6) > 0,Vi, j = 1,2. Por definicdo de W, tem-se

W(Ng, p) = pPwi1 (Ni) + 2pqw12(Ni) + qPwan (Ny)
0 que ¢ equivalente, por (2.6), a

W(Nk,p) = p* [1+ fir(No)] + 2pg [1 + fro(Ne)] + @ [1 + fao(Ni)] .

Logo, tem-se

W(Ni,p) =1+ p*fi1(Ny) + 20qf12(Ni) + ¢° faa(Ni) > 1

e portanto ANy = Ny [W(Ng,p) — 1] > 0 ou seja, se a populagio se desviar do
equilibrio N = 0 para um valor Ny > 0 suficientemente proximo, afastar -se-
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-4 ainda mais do equilibrio na geragdo seguinte. Daqui se conclui que nenhum
equilibrio em que se tenha N = 0 pode ser estdvel. A partir de agora, vamos
estudar apenas os casos com N > 0.

Estudemos, agora, a segunda situacdo ou seja, W (ﬁ ,p)=1.
Por definicao de W(N, p), tem-se

ﬁ2wll(ﬁ) + 2ﬁ§w12(ﬁ) —+ 62’1022(]/\7) = ]_’

donde. por (2.6), se obtem

P’ [1+ fu(M)] +207 [1 + fio(W)] + @ 1+ f2(V)] =1
ou, equivalentemente, dado que p+ § =1,

P fu(N) + 253 fra(N) + ¢ fa(N) = 0. (2.9)

Como lim f;(N)=r; >0e lim f;(N) <0, e as fungdes f;; sio continuas
N—O+ N—+o0

e estritamente decrescentes, a equacao

P? fuu(N) + 2pq f12(N) + ¢ far(N) = 0.

terd, para cada p fixo, uma e uma sé solugéo (relativamente a N) que designemos
por K*(p). Note-se que K*(p) é também, obviamente, a soluco, para cada p fixo,
da cquagao equivalente W(N,p) = 1. Também se reconhece que K* (p) é uma
fung¢ao continua (pelo Teorema da Fungao Implicita).

Entdo num equilibrio (N p) com N > 0, que, como vimos. satisfaz W(N, p) =
=l.vem N=K *(p). E facil verificar que

zlgm{lg {Ki} < N <1r]nalx2 {Ky},

isto é. N serd, simultaneamente, maior ou igual que o menor dos Ki; e menor

ou igual que o maior dos K;;. De facto, caso contrario, todos os fiij(N N) seriam,
respectivamente, positivos ou negativos (dado que fi;(K;;) = 0) e (2.9) falhava.

No caso da segunda igualdade py,_; = pr = P, de (2.2), obtem-se j = 0 (solugéo
trivial) ou wy (N, p) = W (N, p). Portanto tem-se:

Caso 1: p =0 (o que implica § = 1).

Neste caso, por (2.9), obtem-se f2(N) = 0 ou seja, que uzz(N) = 1. Donde,
por (2.8), conclui-se que N= Ky,. Portanto, tem-se uma popula¢io homozigética
apenas constituida por individuos com alelo Aj e cujo equilibrio para o tamanho
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da populagdo é a capacidade de sustento do homozigoto A3A;, como seria de
esperar.

Caso 2: w;(N,p) = W(N, p).

Como

W (N, p) = pwi(N, p) + qua(N, p),

obtem-se
u’(ﬁaﬁ) = ﬁW(N\aﬁ) + é\wQ(ﬁaﬁ)a
0 que é equivalente a ter-se
§[W(N,5) - ws(N,5)] = 0.

Logo obtem-se A .
q: 0 ou W(Naﬁ) = wZ(Naﬁ)

ou, equivalentemente,
p=1ou W(N,ﬁ) = wg(jv\,ﬁ) .

Portanto, conclui-se que:

Caso 2a) Consideremos o caso p = 1. N

Obtem-se, novamente por (2.9), f11(N) = 0 o que é equivalente a wy;(N) = 1,
donde, por (2.8), se conclui que N = Ki1. Neste caso, tem-se, novamente, uma
populagéo homozigética inteiramente composta por individuos com alelo 4; e cujo
equilibrio para o tamanho da populagio é a capacidade de sustento do homozigoto
AlAl-

Caso 2b) Consideremos o caso W(N,p) = wy (N, p) = wy(N,p) com p dife-
rente de 0 e 1 (equilibrio polimérfico), dado que j4 considerdmos os casos p=0e
p=1.

Como se verifica W (N, ) = 1, entdo, de (2.2) e de (2.3), N > 0 satisfaz as
equagoes: N _

P fu(N) +qfi2(N) =0
(2.10)

P fr2(N) + G foa(N) =0

Vejamos como se chegou a esta conclusio:
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Dado que. no equilibrio, se verifica Pk-1 = Pr = P, 0 que implica q,_; =
= gr = ¢. Entdo. de (2.2) e (2.3) e desde que p seja diferente de 0 e 1, obtem-
se W(N,p) = wi(N) e W(N,p) = wy(N). Logo, por defini¢do de w; e de ws, e
porque. no equilibrio, W(N, p) = 1, obtém-se as igualdades

ﬁwu(]/\/\) +§w12(ﬁ) =1
Pwn(N) + Guap(N) = 1.
Por (2.6), tem-se

o~ —

P+ W]+ 1+ £u2(W)] =5 +3 +5 (W) +3 ol W) = 1

T . R = P T U
p 1+ flz(N)} +q {1 + fz'z(N)} =P +q +pfr2(N)+q§f(N)=1.
Como p + ¢ = 1. vem que
P fii(N) +G f2(N) =0
P fi2(N) + G fn(N) =0,
como pretendido. O
Note-se que a equacio (2.9) é consequéncia das equagdes (2.10), dado que,
quando estas se verificam, ( 2.9) também se verifica. Note-se ainda que o equilibrio

polimérfico fica perfeitamente definido através das equagoes (2.10).
Igualando as duas equacoes (2.10) e substituindo § por 1 — p tem-se

BAuN)+ (1= p) £12(N) = B fra(N) + (1 — §) fon( V)

0 que ¢é equivalente a

PFN) =25 f1o() + 5 fo(N) = fn(N) — fio(W)

ou seja,

—

B (M) =2 () + fo(D)] = foo(N) — fia( ). (2.11)

Resolvendo em ordem a j, obtem-se

Fi2(N) = for(N)

—

fio(N) = fuu(N)] + [fo W) = fa()]

5= | (2.12)
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desde que o denominador seja diferente de zero. Esta é a expressao para o
equilibrio genético polimérfico.
Definam-se

Sl(ﬁ) = le(j\.'\) - fll(]v) = 1012(—7\7) - 'w11(ﬁ)
52(N) = f12(N) = (V) = wio(N) — wm(N).

Entao p pode escrever-se na forma,

o~

_52(NV) .
51(N) + 52()

D=

Esta cxpressio ¢ andloga & que se obtem para o equilibrio polimérfico no caso da
selecqao natural sem dependéncia da densidade.
Note-se que o denominador de (2.12) s6 poderia ser nulo se fosse

51 (V) + s,(N) =0,
ou seja se .52(]/\1\)/? —51(N), mas, nesse caso. viria. de (2.11), 0 = —s5(N), pelo
que teriamos s1(N) = s5(N) = 0. ou seja

f(N) = f12(N) = fr(N) = 0.

Se fll(:\:') = fu(N) = fgg(jv) =0, por (28), tem-se N = Kn = Klg = KZQ
(ou scja. as capacidades de sustento dos trés genotipos sao iguais) e j poderd
tomar qualquer valor. No entanto. na natureza, esta situacao é praticamente
impossivel. Exceptuando o caso K}, = Ky = K2, o equilibrio polimérfico (N, D)
pode obter-se resolvendo o sistema (2.10) ou o sistema equivalente (2.9)-(2.12).
caso tenha solugao.

As equacdes (2.10) podem ser consideradas como um sistema de equacoes
lineares homogéneas em p e §. Para que haja um equilibrio polimérfico, este
sistema nao pode admitir apenas a solugao nula, pelo que o determinante da
matriz dos coeficientes deve ser zero. o que conduz as seguintes condictes em N:

Fi(N) — fu(N) - faa(N) = 0 (2.13)

ou R _
F(N)-G(N)=0
com F(N) = f5(N) e G(N) = £1,(N) - fan(N).
Seja H(N) = F(N) — G(N). que ¢ de classe C".
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Propriedade 1: Uma condi¢io necesséria e suficiente para a existéncia de equili-
brio polimérfico é que se verifique

K1y < min {KH,KQQ} ou Kj; > max {KH,KQQ}

ou

Ki1 = Kip = Ka.
Se K11 = Ky = Ky, todos os pontos da forma (N,p) com N = K;; =
= K12 = Ky e p € [0,1], sdo pontos de equilibrio.

Se K12 < min {K};. Ky}, existe um tinico equilibrio polimérfico (ﬁ ,D), onde
N é solucao da equacio

H(N) =0
no intervalo |Kyy, min {Ki;, Kpn}[e
p= S _ (2.14)
f2(N) = fu(N)
(donde g=1-p= f1a(N) )-

12(N)—f22(N)

Se Kl/z\ > max {A;, Ky}, existe um dnico equilibrio polimérfico (]/V\ D),
onde N ¢ solugdo da equacio

H(N)=0
no intervalo Jmax { K1y, Ky}, Ko e p satisfaz (2.14).

s

E de real¢ar a maior simplicidade da expressio (2.14), relativamente & ex-
pressao (2.12). para o cdlculo do equilibrio.

Demonstrag¢ado: N .

No caso K1) = Kiy = Ky, jé vimos que (N.p), com N = K;; = Kpy =
= Ky e p € [0.1], eram pontos de equilibrio. Naturalmente, destes equilibrios
sao polimérficos aqueles em que p # 0.1. Excluamos. pois, este caso da andlise
subsequente.

Condi¢ao necessdria:
Suponhamos. com vista a um absurdo, que
min { Ky, K} < K13 < max {K1, K}
Como ja excluimos o caso Ky = Ky = K9, nao pode ter-se

min { K, K2} = max {K],, Ko},
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pelo que serd K;; < Ky ou K > Kos.

Vamos supor que K11 < Ky, (o tratamento de K;; > Ky seria semelhante),
pelo que se tem K3 < Ky < Ky ou K1y < Ky < Ko, Supondo p # 0,1
(equilibrio polimérfico), viria

P* fu(Kn) + 25§ fi2( K1) + @ far(K11) > 0
e

P2 fu(Ka) + 257 fro( Kn) + @ faa(K22) < 0,
pelo que K1, < N < Ky, e G(N) < 0. Como F(N) > 0, a equacio (2.13)
nunca se anularia, o que impossibilitaria a existéncia de equilibrio polimérfico,
contrariamente ao suposto.

Condigdo suficiente no caso Ky < min {K;, Ky}

Suponhamos que K;; < Koy, (a demonstragio para K;; > K, serd andloga).

Vem Ky < K < Ky, H(Ku) = f122(K11) > 0, H(Kz;) = f122(K2'2) >0e
H(K1) = — f11(K12) fa2 (K1) < 0. Entéo H admite pelo menos um zero N* no in-
tervalo | K1y, Kg[. Como G(N) decresce estritamente e F(N) cresce estritamente
no intervalo [K,, K], vem H (V) estritamente crescente nesse intervalo. pelo que
6 admite al quando muito um zero; como, nos equilibrios polimérficos. N estd
em [K1y, Ky, existe quando muito um valor de N conducente a um equilibrio
polimérfico.

Vejamos se (]V .p), com N = N*, poderé conduzir a um equilibrio polimérfico.
Substituamos em (2.10). Como § = 1~ p, obtemos a expressio (2.14) e verifica-se
que (N.p). com N = N* e p dado por (2.14), satisfaz (2.10), pelo que serd um
equilibrio polimérfico e serd o iinico equilibrio polimérfico. desde que provemos
que p € ]0.1[. Ora facilmente se reconhece da equagao (2.14), que vem j > 0. e
da expressao de g, que ¢ > 0, donde p < 1.

Para terminar esta parte da demonstracio vejamos como se obteve a eXpressao
(2.14).

De (2.10) tem-se R _

Pfu(N)+4q fiz(N) = 0.
Como ¢ = 1— p. a igualdade anterior é equivalente a
PNy +(1-p) fra(N)=0
ou seja
P [fu(j\\') - f12(ﬁ)] = — fia(N).
Dado que V est4 em [K12, K»)] . entdo fu(ﬁ )— fm(ﬁ ) # 0, e. portanto, obtem-se

fi2(N)

~
p= = —.

f12(N) — fu(N)
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Condigao suficiente no caso K5 > max {K11, Koo}
Demonstracdo semelhante & anterior.O

Consequentemente, para garantir a existéncia de um tnico equilibrio polimérfi-
co basta exigir que F(N) e G(N) sejam funcdes decrescentes relativamente a N
dF , dG

tais que, nenhuma secc¢éo das curvas coincida quando 3N € 3n sdo ambas zero

para N € max {Ki}, Kij[ ou NV € :'ij, m%% {Ku'}[, com j = 1, 2. Deste modo,
1= 5 1= 3
podiamos até deixar ”cair ” a condigdo das fungdes f;;(IN) serem estritamente
descrescentes relativamente a N, substituindo-a pela condicao agora referida.
Com estas hipéteses. existird um e um s6 equilibrio génico  polimérfico quando
K, é, respectivamente. maior ou menor que Kj; e Ky. O N correspondente a

este equilibrio obtem-se como sendo a raiz da equagéo (2.13) entre max { K}, Ky}
e Ky, ou entre K|, e min {K11, K22}, respectivamente. Vird entdo

f2(N) fi2(N)

f12(N) = fu(N) f12(N) — foo(N)

Da conjungao das condigdes obtidas para Ne D obtém-se os seguintes equilibrios
do sistema:

Caso 1) (K3y,,0).

Caso 2a) (K11, 1). . .

Caso 2b;) Equilibrio polimérfico tinico (N, p), onde N é dado por (2.13) e
P # 0,1 ¢é dado por (2.14), na condicéo de se ter

A’lg < min {Ku. K22} ou K12 > max {Ku, Kzg}
e nao se ter Ky; = K5 = Ky. Note-se que
min {f(u. K’lz, I{gg} < N < max {Kn, Ku, K’ZQ} .

Caso 2b;) Uma infinidade de equilibrios polimérficos (ﬁ ,7)com N = K;; =
= K1y = Ky e p arbitrdrio diferente de 0 e 1, no caso de se verificar K;; = K3 =
= K.

——

p= eg= (2.15)

2.3. Estabilidade local dos equilibrios

Depois de identificados os equilibrios do modelo pretende-se, agora, estudar a
sua estabilidade. O primeiro passo serd determinar os valores proprios da matriz
que se segue (note-se que as derivadas parciais sdo calculadas no equilibrio):

61\1‘Yk+ 1 Bz\'k_,, 1
_ Nk Fpx
A= Opr+1 Oprya
ON Opx ( Ne= N, pr=p)
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Sabe-se que quando todos os valores préprios sdo, em moddulo, inferiores a 1,
o equilibrio é localmente estdvel. e que. quando um deles é. em moédulo, superior
a 1. o equilibrio é localmente inst4vel.

Por (2.1) e dado que W(N, p) =1 tem-se

ONy—1 <OW (Ny. pr)
== T 4" A A ‘V————-—— ~ N =
< ERA )(,’\},5) %! ( Vkapk) l(N,p) + ON, I(;V,p)

= 1+ N [PFu(N) +200f12(N) + 35 (N)].

Logo. tem-se

aNt_ I CAPO W AET: PO Ao oo TS
( o 1) =1+ N 5 f1(N) + 2031 1,(N) + @ fa(N). (2.16)
k (f/\},i)\) )

Observagao 1: a derivada parcial de Ny ; em ordem a N, é sempre inferior a
1 porque as funcdes f;; . Vi, j = 1.2 sio funcdes de Ny estritamente decrescentes.

Por defini¢do de W tem-se:

OW (N, N
% = 2pw11(]\) + 2qw12(N) - 2})%‘12(1’\[) — 2(]‘11‘22(N) =

= 2]) [wu(N) -— 'U)m(lV)] + 2(] [‘1012(17\") — w22(1V)] .
Usando (2.6), vem

AW (N. p)

a 2[pfu(N) + qfri2(N)] = 2 [pfra(N) + g far(N)].

Portanto, tem-se

OW(N. p)

oy = 2N + @V =2 (V) +2fa(M)] . (@17)

Vamos primeiro determinar os valores proprios da matriz anterior
para o caso de um equilibrio polimérfico (V,5) (com p # 0, 1).

Propriedade 2: Se (N.p) é um equilibrio polimérfico, a equagéo (2.10) é equi-
valente a .
OW(N,p)
Ip
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Demonstmgao
Se (N,p) for um equilibrio polimérfico, tem-se (2.10) e, portanto, devido a
(2.17)
=

. WI(N .
Reciprocamente. suponhamos que g&p_@ = 0 ou seja,

Pfu(N) +gfia(N N) = pfia(N) + Gfn(N).

Sabemos que W (N, p) =1, o que. por (2.9), é equivalente a

P fu(N) + 253 f12(N) + ¢ fa(N)=0

ou seja.

P [PFu(N) +@fua(N)] + 3 [pfa(N) + afz(W)] = 0.

Caso > 0 eqmlfbuo polimérfico néo seja nico, vem N = Ki; = K13 = Ky, , donde
fm(N) = F1i2(N) = fos( V) = 0. pelo que (2 10) se verifica trivialmente. Caso o
eqilibrio polimérfico seja tnico, (2.15) implica

(P +9q) pfu( N) +Gfi(N )}=0

ou equivalentemente ,\ N
pfu(N) +qfi2(N) =0

dado que p+ ¢ = 1. Logo. usando novamente a hipétese vem também que
Pf12(N) + 4f»(N) =0.

Portanto, verifica-se (2.10).0

Assim, por (2.1), conclui-se que

ONj_1 OW ( Ny, pr)
el N 2R R
Opx Ipr

se anula num equilibrio polimérfico.
Logo. podemos concluir que a equagio caracteristica associada & matriz acima,
para um equilibrio polimérfico, se reduz a

<00V:f;] - A) (ag;: - A) (55)=0- (2.18)
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Por (2.: )edadoqueW(Vp)—w Np ) =1 vem

) w1 {Ni,pr)
(01)H> _ (wl(Vk,ph + pkawl(zv:fo)f) _
Ipe ) (55) W (V’“Pk P (¥.5)

un(ﬁa PklIV Nka ) wl(Nka ) OW (Ni,px)
Pk
(

I9px
V2(Nk~17k)

8w16p§N ksPk)
= 14+ _y_k_
<p"w (Nk.pk))( :

NN il .~
‘“‘a = 0, como j& vimos. Logo, pela definicdo de w; vem

P _ 4 wu(NA) wlz(Nk)> _
( Opx >(ﬁ,5) - <p WlNep) /(55

1+f11(N) -1-— flz(ﬁ) _
W(N,p)

= l—ﬁ[flz(ﬁ) _fll(‘]/v\)}

porque

Portanto. tem-se

( a§“> =1-5fu(N) = fu(N)]. (2.19)
Pk (¥.5)

A expressao (2.19) difere da obtida por Charlesworth [8]; Segundo esse autor,
obter-se-ia

apk*1 . _
( op ) 55 L= [fu(N) = fu(N)]

0 que nao estd correcto.
Finalmente. de (2.2), por definicdo de w; e por (2.4) e (2.6) tem-se

<01’A--1> =[P PUCEBI Y (N, py) — wi(Ng, pi) PR
= = Pk =
().\k (’VA Iiz(Jvkvpk) R

D ) dw N“a ¢ ow:. N.,‘ 3
- {[H (Neo Pi) = prter (N i) _lﬁla(N*l;PQ - Qk'zul(le,Pk)%p—O}(A )
, ‘ o
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~ Owy (N, pr Owo( Ny,
= p{‘]k'w‘z(jvkapk)_%“(Iku’l(Nk;pk)—z_é]VLpL)} .
k k (1\]’5)

_ ﬁ(j{aw(Nk,Pk) B B'wz(Nk,pk)} _
8Nk 0Nk (-’\;,z’;)

= Pa{|pefi (Ne) + aufy (Ni)] = [PrFiz (Ne) + g fiy (Nk)]}(ﬁ’;;) =
= 572 (N) + 20 1) 11, (N) = dfy (V)]
Daqui por diante vamos adoptar a seguinte notacdo: A; representard o valor
préprio (%ﬁd) (#5) e Ay 0 valor préprio (%ﬁ) (%) Assim, para o equilibrio

polimérfico, tem-se

M=1+ N5 f1(N) + 24 f12(N) + @ £ (V)]

e
Az =1 *ﬁ[fm(N) - f11(N)] .
A matriz A associada a um equilibrio polimérfico é pois
1, = | TEVIPRAD) +23f,(N) + @ (V) 0
4112 — o~ [~ ot 5 - ' e ~pt =5 ~ X7 X
53 pfis (W) + 24 - 1) £12 (N) = @52 (N)] 15 [122(F) = fur(W)]

Vejamos agora o caso do equilibrio monomérfico (N, D) = (Kx».0).

Propriedade 3:

< 0Pk4> —0
ON (K22,0)

Demonstragdo:
Por (2.2), tem-se que

A Px X w1 (Ny ,pi) w1 (Ng,px)
<0pk~1> _ <apkwff11vk,;k§k ) _ (p}‘an(N:,p:)) _
(Np) (K22.,0) (K22,0)

aNk aNk c")Nk
) (,, NPV (N ) — w1<zvk,pk)—~"’“’é%z’p'°’> 4
- (n o
V2(Ni. px
W2(Ny. pr) Kan)
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]

Logo a equacdo caracteristica é também dada por (2.18).
Agora obtém-se as seguintes expressdes para as derivadas parciais: por (2.16)
vem que

<0(§V]<}:)(A = {1+pr11(N)+2ﬁ‘ff12( N)+¢ f22( )}} oy

s A (K22,0)
25)
= 1+ K fop(Kmn).

A partir de (2.1), da defini¢io de W e de (2.6) e de (2.7). vem que

(9[\[&1) = (aW/(Nk.Pk)N’C) = <Nk—-al'1"’(Nk.-p—k)> =
Opx (‘,\7,5) Opr (K22,0) Opx (H22,0)

= {Nk 2prwnn(Ng) + 2(1 = 2pi)wia (Ne) — 2(1 — Pe)wi2(Ni)l} (kp0) =

= I(zg [21012(17\7;6) — 2w22(Nk)} ?1’\}:]{22:

= 2K {[1 + fia(Ni)] = [1 + fao(N:)]} | Rk = 2K 22 f12(K).

Finalmente, de (2.2), por definicio de w; e por (2.6) tem-se

(5"

() | PEEEIW N (Ve p W\
W @p) W2 (N p) (K220
wy (Vg w K. i

= ( 1 kPk)) +0:M:1+f12(}‘22).
Wi(NePr) ) (gm0 1

Portanto. a matriz associada ao equilibrio (V. p) = (K22,0) é a seguinte:

N R W (N,
1+N[ 2f11(N)+2PQf12( )+q fZZ ):I N 0p:fpA
’ B%ﬁ% w1 (Ne,py)
P55 W(Nepe)  J (N=FKaa, p=0)

_ [ 1+ Knfy(Kn) 2 Kpfia(Ky)
0 1+ f12(Ky)

Ay =
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Os valores préprios desta matriz sio

A =14 Koofpo(Ka)

No caso do equilibrio monomaérfico (]/V\ ,b) = (Ki1,1), analogamente ao
que foi feito para o equilibrio anterior, tem-se

Propriedade 4:

<0Pk*1> -0
aNk (K11,1)

Demonstragao:
Como py = 1— g, entdo

(3]);;'1) (a(ﬂc_l)
Logo. por (2.3). tem-se

i w2(Ny,pr) wa(Ny,pr)
_ (aq}cd) _ at]k‘? (?\/k 125‘ } — {_qk ——_a IC;(N;’;):') :l —
¥ \74 ~ A . ) . -
o k (N’p) ONK (K11,1) 8Nk (K11,1)

awza%ﬁ’p—k)” (Ng, o) — wz(Nk,Pk)*L—H kP } 0
= —q =0,
W2(N.,
( k,pk) (K11,1)

porque ¢ =1— p=0.0

Logo. ¢ igualmente vilida a equagao caracteristica (2.18) para este equilibrio.
Por (2.16) obtemos

(K1)

<0§;€7:)(GA) = {1+ N [P f(N) +2p2f (V) + @ (W)}

= 1+ Kufy(Kn)
A partir de (2.1), da defini¢do de W e de (2.6) e de (2.7), tem-se

<0Nk~—l> _ <0"V(Nkvpk)Nk> _ ( OW (N;. Pk)) _
I, (ﬁ,ﬁ) apk (K11,1) apk (K11,1)
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= {Nk [QPkw11(Nk) + 2(1 — 2pk)w12(47vk) - 2(1 - Pk)’w12(-'Vk)]}(Km1) =
= K11 [2w11(Ny) — 2w12(N;)] lﬁ:Kuz
= 2K {[1+ fu(Ne)] — 1+ fiz(No)]} II\A,:KUZ —2K11 f12(K11).

Finalmente. e usando novamente a igualdade entre as frequéncias dos alelos, tem-

se
(apk*l > ( Ogr_1 ) (3%—1 > .
(N,p) . (N’p) J (4\',1 )

portanto, por (2.3), pela defini¢do de w, e por (2.6) vem que
<3Qk—1> _
O (N.9)

wy (N, pr) awzaz,:’pk W (Ni.px) — w'z(NmPk)A—‘—“a“’-M’pk)}
(K11,1)

dk O
W ( Nk, px) W2(Ny.px)

_ {wz(Nk,Pk)} 0= wiz(N)
W ( Nk, pr) ) 1

|5k ]
YR g + fi2(H11).

Assim a matriz associada ao equilibrio (N, p) = (Ki;,1) é

L+ NP FLUN) + 2001 15(N) + (V)] 3 2ers)

1, = (Niorg) P
B 6‘4?(&':.‘5:) w2 Ny ,Pr)
q ON; W{(N,Dx) (:'\/\':K“, 5:1)
_ L+ Kuf{l(Ku) -2 K1 f12( K1)
0 1+ fr2(Kqp)

Daqui se deduz que os valores préprios desta matriz sio

A= 1+K11f1/1(K11)
Ay = 1+ fia(K11).

Depois de determinados os valores préprios de cada equilibrio. vejamos em que
condigoes eles sdo localmente est4veis. Sabemos que, se os valores préprios forem
em modulo inferiores a 1. o equilibrio é localmente estdvel, Deste modo, tem-se:

27



(i) Caso do equilibrio (N,p) = (Ky,0) :

Para que este equilibrio seja localmente estdvel é suficiente que [A;] < 1 e
[A2| < 1. J4 sabemos que, no equilibrio foe(Ka2) = 0 ou seja, que woa(Kp)=1e
que A; € sempre inferior a 1. Entao, basta que

M =1+ Knfr(Knn)> -1

e que
[A2] = [1+ fra( Kag)| = |wia(Ka2)| < 1.

Portanto, existe estabilidade local se se verificam simultaneamente as condicoes
a1) e b) (aproximagéo ao equilibrio em que N oscila) ou as condigOes as) e b)
(aproximacdo monétona de N ao equilibrio), com

a;) —1 < A\ <0, ou seja —?22; < foo(Ky) < —KLH e

az) 0 < Ay < 1, ou seja —% < faa(Ka2) < 0 (estabilidade relativamente a
N).

b) —1 < wia(K») < 1 o que é equivalente a —2 < fi2(K22) < 0 ou seja, por
(2.7), f55'(=2) > Kz > f3(0) = Ky, isto &,

Ky < Ky < f1_21(_2)

(estabilidade relativamente a p).

No entanto, a condi¢ao wiy(K) < 0 ndo é biologicamente razodavel, pois uma
viabilidade negativa ndo tem sentido. Assim, se impusermos a condigao bio-
logicamente necesséria de que as fungdes f sdo tais que as viabilidades
w11(N), wiz(N), wyp(N) nunca sdo negativas qualquer que seja V. entio
fi;(N) > —1 e podemos por convencio escrever fi;'(=2) = +oc. Neste caso, a
condigao b) reduz-se a K13 < Kop.

Em conclusdo. existe estabilidade local nos modelos biologicamente razoiveis
se

2 ' -
5 < fn(Kn) <0e Ky < Kp.
22

Nos casos biologicamente razodveis vem A, > 0 e, portanto, a aproximacao de
p ao equilibrio é monétona.
Tem-se instabilidade se \; < —1 ou se [A2] > 1, isto é, se

, 2
foa(Ky) < %,

ou ffgl(—Q) < Kz ou Ky < Kjy. Mas as condigdes biologicamente razodveis sao:

, 2
fa(Ka) < g ou Ky < Kiy,
22
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com oscilagGes de amplitude localmente crescente em N e/ou afastamento moné-
tono local do equilibrio em p.
Finalmente, se:

2

f;z(Kzg) =—~——com K < Kpn < fl}l(_Q)
Ko
ot
/ 2
foo(Ka) > ~ . com Ky = Ky
22
ou

' 2 B
fra(Kz) > =22 com Ky = fi3'(~2),
22

estamos perante casos duvidosos. sendo o 1iltimo deles biologicamente nio razodvel.
(ii) Caso do equilibrio (N p) = (K11,1) :
Analogamente ao caso anterior, sabemos que, no equilibrio. fi;(Kj;) = 0 ou
seja. que wy1(Kq;) =1 e que A, é sempre inferior a 1. Entao, basta que
A =1 +K11f{1(K11) > —1
e que
[ Aol = {1 + fro( Kui)| = Jwia(Kn)| < 1.

Assim. o equilibrio é localmente estavel se se verificam simultaneamente as condi-
¢Oes ¢1) e d) (aproximacéo ao equilibrio em que NV oscila) ou as condigdes cy) e
d) (aproximacgao monétona de .\ ao equilibrio). com

¢1) =1 < A1 <0, ou seja —1\% < fi(Kuy) < _7&'11—1 e

c2) 0 < A; <1, ouseja —g= < f1;(K11) < 0 (estabilidade relativamente a
N),

d) =1 < wip(K1;) < 1 0 que é equivalente a —2 < fi12(K11) < 0 ou seja, por
(2.7). f5'(=2) > Ki1 > f31(0) = Ky, isto é,

Ki» < K11 < fi31(=2)

(estabilidade relativamente a p).

No entanto. a condigdo wyy(K;;) < 0 ndo é biologicamente razoavel, pois
voltamos a ter uma viabilidade negativa. Se impusermos, novamente, a condi¢ao
biologicamente necessdria sobre as fungdes f e considerarmos a convencao acima,
a condi¢ao d) reduz-se a K5 < K.
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Assim, existe estabilidade local nos modelos biologicamente razodveis se

2 / .
—‘}.{— < fll(Kll) <0e I\lg < Kll,
11

e. neste caso, a aproximagao de p ao equilibrio é mondtona.
O equilibrio ¢ instdvel se A; < —1 ou se [Ay] > 1, isto é

2

fu(Kip) < __K—';

ou f12(—2) < Kj; ou Ky; < K. Mas as condigoes biologicamente razogveis sao:
/ 2
fu(Kn) < - ou K1 < Ky
11

com oscilagoes de amplitude localmente crescente em N e/ou afastamento moné-
tono local do equilibrio em p.
Finalmente, se:

' 2 . -
fu(Kn) = K. com Ky < Kyy < f'(-2)

(9134

f{l(](ll) > — com R’12 = K’n

K
ou
, 2 »
fu(Ku) > —— com Ky = f;'(-2)
K1

estamos.novamente, perante casos duvidosos. O tltimo deles é. igualmente, bio-
logicamente nao razogvel.

(iii) Caso do equilibrio polimérfico tinico (isto é. supondo que néo se tem
[{11 = ]{12 = .[{-22)

Pelo que vimos na seccio 2.2. tem-se

—

ful®)
J2(N) = fu(N)

p=
por (2.15).

Por outro lado, sabemos que os valores préprios da matriz associada a este
equilibrio sio:

M=1+4 N [P £1(N) + 253 f15(N) + 3 fro(N)]
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Ay =1 —ﬁ[flz(ﬁ) _f11(ﬁ)] ; (2.20)
Substutindo p pela expressio anterior vem

Pela propriedade 1, sabemos que existe um tinico equilibrio polimérfico se K- 12
é menor que Ki; e Ky ou maior que Ky; e K. E, pela observacao 1, tem-se
A1 < 1; logo, para que |A;| < 1 basta que se verifique A; > —1, ou seja que
L+ N 5 fu(N) +253f15(N) + 8 £ (N)] > ~1
o que é equivalente a

~2 ol 3T ~~p! R I I - 2
pzfll(*’l\') + 254 15(N) + ¢ fo(N) > N

com p dado por (2.15) ou. equivalentemente, por (2.12). Portanto, este equilibrio
¢ localmente estdvel se forem simultaneamente satisfeitas as seguintes condigoes:

e) A1 > —1. ou seja

-2 o RS et = o 2
1)2f11(*?\’)+2P(1f12(*”\‘) + @ f(N) > N

f1) A2 > —1. Usando a expressdo (2.20), esta condicdo equivale a

5

1‘ﬁ{f12(ﬁ) —fn(ﬁ)j > -1

ou seja - ,\
P f(N) = (V)] <2

Como p é diferente de zero tem-se

2 (2.22)

Fra(N) = fu(N) < >

Usando a expressdo (2.21), a condicdo Ay > —1 é equivalente a fi2(N ) < 2.

f2) A2 < 1. Usando a expressio (2.20). esta condigao equivale a

1 *‘ﬁ[fw(jv\) - fll(fv\)J <1

ou seja

B f(N) = fu(N)] >0
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Como p € ]0,1[ a tltima expressdo reduz-se a f2(N) — (V) > 0 ou seja,
fu(N) > fu(N) 0 que é equivalente a Ky > K.

VeJamos que,de facto, K1, > Ky é uma condi¢do necessdria e suficiente para,
que fi(N) > fu(A). Como se trata de um equilibrio polimérfico tnico entdo
temos que K, € menor que Ki; e e Ky ou é maior que Ky; e Ky. Por outro
lado. sabemos que rmn {Kz]} <N <ma.x {Ki;}. Se Ki5 > K, entdo tem-se

Ky > K. K. Logo
mm {An} < ]V < Kig
’]_
o que implica_que flg(N ) > fu(N ) Reciprocamente, suponhamos agora que
flz(l\«) > fu(N) Se tivessemos K < Ki; (0 que implica K1 < Ki;, Ko), entdo
ter-se-ia, K1, < N < max, {K:}. e, portanto, fio(N) <0 < F11(N), 0 que é uma
’]_
contradicao.
A condicdo fy) é, pois, equivalente a K1y > K;. Ko
Em conclusdo, existe estabilidade local se

— 2 < PE(R) 4 250 (F) + P L),

K2 > K11 Ky e f12(N) < 2.
Nos casos biologicamente razoaveis tem-se. (omo veremos mais adiante, Ay >
> —1. Deste modo, a condicao fi,(N ) (v ) >, ou a equivalente fip(N ) <2,
estd imediatamente verificada.
O equilibrio polimérfico é instdvel se A\; < —1 ou se |Ay| > 1, isto é se

2
Pfu( )+2P‘1f12( )+q fzz(]\)<_V

i

(oscilagoes de amplitude localmente crescente em Nl ou Ky < Kyy. Ky, (afas-
tamento monétono local do equilibrio de p) ou f12(N) > 2 (caso biologicamente
nao razodvel com oscilacoes locais de amplitude crescente em p).

Finalmente, se

2
P fu(N )+2PQf1z( )+q fn(N ) Y
conl Klz > I\’ll,KQQ e flg(ﬁ) < 2 ou se
2

P11 (N) + 253 f1o(N) + @ fpn(N) > -
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com Ko > K11, Ky e fio(N) = 2 (caso biologicamente néo razodvel), estamos
perante casos duvidosos.

(iv) Caso do equilibrio polimérfico miiltiplo (N, p) com N = K;; =
= K12 = K’22 e ﬁe }0, 1[

Neste caso, vem Ay =1 — § [f 12(N) = fu(N )} = 1 e temos um caso duvidoso.

Em relacdo & desigualdade (2.22), Charlesworth (1971) conclui que deve ter-se
Fr2o(N) = fir(N N) < 2 0 que est4 incorreto. Este erro é uma consequéncia do outro
anteriormente referido, relativamente & expressdo do valor préprio A;. Como tal, o
caso particular que o autor apresenta, em que se wi; (N) = waa(N) = 0 entdo p =
e wy: Z(N ) = 2, ndo conduz a Ay = —1. Charlesworth pretendia dar um exemplo
de um caso em que uma pequena perturbacio no equilibrio génico, D, originaria
oscilacoes perpétuas de amplitude crescente em torno de p. No entanto, estes
valores conduzem a A, = 0. Logo, existe estabilidade relativamente frequéncia
génica, nao se tendo um caso extremo como diz o autor.

Como consequéncia deste erro surgiu a seguinte questao: Serd possivel ter-se
A2 £ —1, num equilibrio polimérfico (tinico)?

Resposta: com significado biolégico, néo (& semelhanca do que ja vimos para
os equilibrios monomdrficos).

Demonstragao:

Admitindo que p € ]0.1[ e que néo se tem Ki; = Ky = K. 22 (equilibrio
polimorfico tnico), pretende-se provar que. se Ay < —1, entdo os wij, Vi.j=1,2
nao podem ser simultaneamente nio- negativos. N

Suponhamos. com vista a um absurdo, que wi;(N)>0,Vi.j=1,2.

De (2.14) vem ﬁ[fu(ﬁ)— fll(ﬁ)} f12(N). Entdo Ay < —1 implica

1- f12(]v) < -1, donde flg(ﬁ) > 2.
Seja flz(]/\/'\) =2+d6com > 0.
Como, por (2.15),
fi2(N)
fra(N) = faa(N)’
para que ¢ > 0. temos que ter fm(N) f2(N ) > 0 e, para que § < 1, temos que
ter fio(N) < Ji2(N N) — fa(N), donde fa2(N) < 0.

Se os wy; (N ) forem todos simultaneamente nio-negativos. viria em particular
wy(N) > 0, donde fa2(N) > —1 e, como fa2(N) <0, viria

q=

~1< f(N) <0,

33



donde —~ < —1.
f22(N)
De (2.13) vem
AN e+ep

Fi(N)

f2(N)  fu(N)
Logo N
f(N) < —(2+6)* < —4,

donde wy;(N) < —3, 0 que demonstra que os w;;(N) nio podem ser todos simul-
taneamente nao-negativos.O

Assim, podemos concluir que. se wi;(N) > 0, Vi,7 = 1,2 VN > 0, entdo
Ay > —1. Isto significa que, em todos os casos com significado bioldgico. o valor
proprio associado & frequéncia do gene é sempre superior a —1.

A partir da andlise de estabilidade efectuada conclui-se que a condicdo de
estabilidade para N é muito dificil de verificar. Vamos procurar uma que seja
mais facil.

Teorema 1: Se f,'](ﬁ) < %, entao A\; > —1.
Uma condi¢ao suficiente para que se verifique
N 2
fij(N )' <=

1

é que

if,/J(N)’ < para N € {nlir; K;;, max Kij} :

max Kj; ij=12 ij=1,2

7,7=1,2
Demonstracado:
Por (2.16) sabemos que
M =1+ N[5 £1,(N) + 2531 12(V) + P £(N)]

qualquer que seja o equilibrio em questéo.
Usando a hip6tese, temos que

— 2 2 , 2
A > 1+]V [/Q (—:) +2AA <—/—\> + 3> <—,—\>} =
1 p 5 P4 N q N

P

—~ 5 2
= 1-N(H+§?°==1-2=—1.
(B+q) =

Como N € | min K;;, max K;; a condicao
27 ig=ip Y

t,j=1,
dfi;(N) 2
: ara N € | min K;;, max K;;
dN |~ max K;; P L,j—l,z RS 1
1'7]: ¥
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implica que

() 2 2
dN I - r]nalx2 Kz] N

O Teorema que acabamos de demonstrar fornece uma condicao suficiente de
estabilidade relativamente a N.

Nos quadros 1 e 2 que se seguem resume-se as conclusdes até agora obtidas. Na
elaborag@o do Quadro 1 apenas se consideram os casos biologicamente razogveis,
isto é, que as viabilidades w;;(N) dos zigotos sdo sempre nao-negativas, o que
implica que o valor préprio associado & frequéncia de gene, \,, seja superior a —1.
Quanto & elaboragdo do Quadro 2 ndo foram impostas quaisquer restricoes. Em
ambos os quadros encontram-se representados todos os equilibrios do modelo, as
condi¢oes de estabilidade. instabilidade ou casos duvidosos de cada um, relativa-
mente as possiveis relacdes entre as capacidades de sustento dos homozigotos e do
heterozigoto.

Nos dois quadros usou-se F” para designar a seguinte expressio

oW (N, p)
ON

Nas condigoes supostas no texto, dos fi; serem estritamente decrescentes. tem-se
sempre que F” < 0.

No caso p = 0, vem F’' = f3,(N) e, como o eqmlfbrlo neste caso é (N, p)
=( K».0), vem F' = fp(Kzz) e vem —% = —-2- pelo que a condi¢do F’ >

Kaz?
equivale a féQ(Kog) > —‘[‘\;

F'=p f11( )+2P‘Zf12( )+q f22(N)

2>|~ Il

Analogamente, no casop = 1, vem F' = f],(N) e, Como o equilibrio neste caso

é (N. 'A) ( K1;.1), vem F' = fu(Ku) e vem —% = ——EI, pelo que a condicdo
F' > _77 equivale a fi;(Ky;) > —7(2—1
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Quadro 1 — Equilibrios e sua estabilidade nos casos biologicamente

razodveis

KH <K12

K, =K

12

KH > KIZ

(K,,.0)— Instdvel

(K,.0)— Instavel

(K.,,0)- Instavel

Est. se F'> ——%—
Eq. poli. Nz Est.  se fl’,(K”)>—?2—
Fah inico 1 C.Dur®) se ' = —— C.Duv'™ se f1(K,) 2 —— 2
~ N “Duv.? se 2 -—— .
(N, p) ) K.1): e K, (K1) 4C.Dw™ se f1(K,) = <
Inst.  se F'<-2- e Inst ‘K 2 2”
N nst. se fu( n) < K” Inst.  se f;'l(K“) <_K_
(K,,.1)- Instavel
(21 ' 2 (2) 4 2 (2) ’ 2
C.Duv™ se fi(K,)> < CDuv'™ se fi(K,)=- CDu'™ se f(K,)>-
(K:: ’O) : 222 (K:z ’0) : 222 (Kzz ’O): 222
Inst. se fl(K.)< X Inst.  se fi(K,)< X Inst.  se f(K.)< X
muiltiplos eq. poli (N p )3) ~C.Duv?® , 2
K. =K, ploseq. poli. \N, p Ly Est. se fi(K,) >
u
(2) d 2 (2} 2
CDw™ se fi(K,)= X (K,,.1):3C.Duv. se K= A
(K1) : o
Inst. se fi(K,)<—-—— Inst. se fi(K,)< N
(K1) Instavel K, u
Y 2 , 2 , 2
Est. se j::(K::)>—K— Est.  se fn(K::)>—F— Est.  se f::(K:)>—~K—
(K...0):4C.Duv.” se fL(K_)= —Ki (K...0):4C.Duv™ se f:’:(K::)=—7<2— (K..,0):{C.Duv™ se f:’:(K::)=—-K—
, 2~ Y 2 , 2
Insti. se  fI(K,)< T Inst.  se [fi(K,)< X Inst. se fL(K.)< X
22 L o] 22
K:: > K]: ~ LYo ,
Eq. poli.unico (N , p) - Instavel
, 2
Est. s¢ f;l(K”)>—K*
) 2 !
C.Duv" se fi(K,) 2 ———
JiKy) K (K,..1):{C.Dwv™ se f1(K, )=—i
(K,.1) | W
— 10 1. ’ -
(K,,.1)~ Instavel Ins se fi(K,)< X st se f;'x(Kn)<‘Ki
n
(1) Equilibrio polimoérfico significa p diferente de O ¢ 1 e que Ne P séo dados pelas cquagdes (2. 13)e(2.14).
{2) Os casos duvidosos sdo aqueles em que a matriz de linearizagdo do modelo em torno do ponto de equilibrio tem

3)

raio espectral um.

Com z’(/:K” =K\, =Ky e p arbitrario diferentc de O e 1.
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2.4. Referéncia a ciclos limite e outros comportamentos
dindmicos

Em vez de. ou juntamente com, pontos de equilibrio estaveis ou instdveis, po-
dem existir ciclos limite estéveis ou instaveis entre vérios pontos. Além disso, é
possivel a populagdo ter comportamentos completamente imprevisiveis sem ne-
nhum padrao definido, usualmente denominados por comportamentos caéticos.
A existéncia, em sistemas deterministico néo lineares, de ciclos limite e compor-
tamento cadtico mostra que, mesmo em modelos simples, é possivel obterem-se
comportamentos complexos. Este tipo de comportamentos foi investigado por
Asmussen [4].

A possibilidade de existirem ciclos limite para o tamanho da populagdo, N,
com a fixagao de um dos alelos é uma consequéncia dos resultados obtidos na
dinamica de populagdes. Com a fixacdo de A;, o sistema de recorréncia definido
pelas equagdes (2.1) e (2.2), reduz-se & equacio de crescimento

Ni_1 = Nywi; (Ny). (2.23)

E bem conhecida a existéncia de ciclos limite e comportamentos cadticos para
certas fungoes w;; (N).

A questdo é saber sob que condicdes a populagao pode convergir para um tal
ciclo limite no caso do sistema bi-dimensional definido por (2.1) e (2.2). Para tal.
¢ necessdrio determinar as propriedades de estabilidade local para o ciclo limite.

Consideremos, primeiro, um ciclo limite entre dois pontos distint/o\s da popu-
lagdo (N1 p1) e (Ny, pa), onde Ny = Ny e py, = p; implica Ne_; = N, e Dk1 =
= p2. que implica Ny_, = ]/V\l € Pr-—2 = P1 € assim sucessivamente. Neste caso, é
necessario analizar os dois pontos como equilibrios do sistema de recorréncia,

N2 = NeW (Ng, pi)W (Ng 1, pr-1)

(2.24)
Peog = Pew1(Ny, pr)wi (N1, Pe-1)
- W (N, pr)W (Ni-1, Pr-1)
0 qual se obtem por iteragdo de (2.1) e (2.2) sobre duas gera¢des. Analogamente

a0 que acontecia no sistema definido por (2.1) e (2.2), um ponto de equilfbrio tem
que verificar a igualdade

W (N, pr)W (Nio1, prs1) = L.
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No caso da fixa¢do do alelo A; na populacdo, esta igualdade reduz-se a
Wi (Nywi; [Nyw;i (Ng)] = 1. (2.25)

Um ciclo limite entre dois pontos, (N, p1) e (N2, P2), é localmente estvel se
e 86 se cada um dos pontos da populacéo (NZ, P;), como equilibrio do sistema de
recorréncia (2.24), é localmente estdvel.

Linearizando (2.24) na vizinhanca de (IV;, ;) obtemos a matriz de estabilidade
local definida por

ONgi2 ONkyg
_ ON, e
B = Oprt2  Opki2 (2‘26)
9N Opx (N, pi)

3 . L .
Como g;"v” se anula quando p; = 0 ou 1, os valores préprios para um ciclo de
fixacao de dois pontos sao

aNk;g r

M= g = wa (V) + Nuwg(N)] [ (W) + Nows (V)] (2.27)
) 9
Ay = g"“Q = wia(N))wia(N). (2.28)
Dk

O ciclo limite de dois pontos, em N, com a fixacdo de A; é localmente estavel
se e s6 se os dois valores préprios A; e A sdo em médulo inferiores a 1.

Note-se que Ay, o valor préprio associado ao tamanho da populagao, coincide
com 0 que se obtem para a equagéo em dois passos (equivalente a (2.23)) para o
crescimento da populagdo. Consequentemente, as condigdes para que \; seja, em
modulo, inferior a 1 sdo precisamente as de estabilidade local para um ciclo limite
de dois pontos em (2.23).

A andlise de ), torna-se muito complicada devido ao facto das viabilidades dos
gendtipos em (2.28) poderem ser negativas. No entanto, em modelos particulares
essa andlise é possivel. como veremos no capitulo seguinte.

O estudo de ciclos limite de perfodo d = 2" em N, com a fixacio de 4; efectua-
-se de modo similar.

Os pontos (N, P). (Na, pa), . (Nd Pa) formam um ciclo limite de perfodo d
se Ny = Ny e py = ) implica Nk 1 =Noepr1=p2 s Nera =Ny € prg = p1.
onde (N;,p;) # (N], Pj) para i # j. Estes pontos obtém-se como os equilibrios
do sistema de recorréncia em d passos produzido pela iteracdo de (2.1) e (2.2)
ao longo de d geracoes. Pode mostrar-se, por 1ndugao matemdtica, que o ciclo

limite entre os tamanhos da populacio Nl, N2 Nd, com a fixacao de A;, é
localmente estével se, e s6 se os dois valores propnos
M= |wi(N7) + Ny, (V)] - [wis Vo) + N, (V)] (2.29)
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)\2 = wlz(ﬁl)wlg(ﬁg)...'wlg(.]/v\d) (230)

sao ambos, em mddulo, inferiores a 1.

A1 corresponde, novamente, ao valor préprio que se obtem para o estudo da
estabilidade local do ciclo de d = 2™ pontos da equacéo (2.23).

Tal como acontecia no caso d = 2, a anélise de \; é muito complicada, sendo,
no entanto, possivel em modelos particulares como veremos adiante.

Pretendemos, agora, averiguar a existéncia de ciclos limite interiores (polimérfi-
cos), com frequéncia genética polimérfica e tamanho da populacio positivo em
cada um dos pontos do ciclo. A partir de (2.24) conclui-se que um ciclo limite
interior de dois pontos é dado pelas solugdes (N. p) das equacdes

w1 (Ni, pr)wi (N1, pr1) = 1 (2.31)

wz(Nk,Pk)'wz(Nk+1,Pk~1) =1 (2-32)

para() <p <1leN > 0. Apesar deste conjunto de equacdes ser muito complicado,
certos casos especials permitem algum conhecimento.

Um caso especial é o de existir uma frequéncia genética p* invariante relativa-
mente a transformagéo (2.1)-(2.2), no sentido que px = p* implica p;.; = p*; por
outras palavras, quando a frequéncia genética iguala p*, ai permanece, indepen-
dentemente do tamanho da populacdo. Os casos p=0ep =1 (corrrespondentes
a fixagao) verificam esta propriedade.

Um valor polimérfico p* é invariante relativamente a (2.1)-(2.2) se, e s6 se

w(N,p™) = wy(N, p*) para todo o N > 0.

Mas isto ¢ equivalente (tal como vimos anteriormente) & condicéo

o _ ‘wIQ(N) —_ 'w-zz(x‘?\/r) x
PN = 2wy (N) —win(N) — wa(N) ~ 7 (2.33)

onde p*(NN) é independente de N. Isto verifica-se. por exemplo, se os dois homozi-
gotos tem viabilidades idénticas isto €, wi(N) = wy(N), onde se tem p* = %
Assim. se py = p* o sistema conjunto (2.1)-(2.2) reduz-se & equacio

NkAl = NkW'f(Nk,p*) (234)

Os critérios de estabilidade local para um ciclo limite interior determinam-se
através da linearizagéo do sistema de d = 2" passos, obtido por iteragao de (2.1)-
(2.2) ao longo de 2" geragdes, na vizinhanca de um dos pontos (N, p*), (N, p*),
.(J/Vd, p*) ao longo do ciclo limite. Isto conduz aos valores proprios
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S S OW PN /S
A = [W(Nl,p )+ N (M, p )} [W(Nd,p )+ Nug (Nay p )J (2.35)

N (1 N [wu(zvl)A - wm(ﬁl)]) (1 7 [wu(]/\’\d/)\ — wia(Ny)]
W, p) W (Na, p*)

) . (2.36)

Nos casos especias para os quais as viabilidades dos genotipos estdo na mesma
ordem relativa de grandeza para todo o N > 0, obtém-se resultados fortes. Nestes
casos, se existe uma frequéncia genética polimérfica invariante, as viabilidades
devem satisfazer

w13(N) < wyy(N), wyy(N) para todo o N > 0
ou
wia(N) > w1 (N), wey(N) para todo o N > 0.

Para as viabilidades que decrescem estritamente com o tamanho da populagdo,
estas condigoes sdo equivalentes a Ky < K 11, K22 ou Ky > K7;, Kys. respectiva-
mente. Examinando o sinal de

wi (N, pr) — W (N, px)
W(Nk»pk)

Ap = Pk-1 — Pk = Pk

a partir de (2.24) pode mostra-se que, para qualquer frequéncia genética polimérfi-
ca inicial, a populagdo aproximar-se-4 monotonamente do valor p* invariante no
caso em que Ky > Kj;. Ky, mas convergird monotonamente para a fixacdo no
caso Ko < K1, Ky,. Estas alteragoes na frequéncia genética ocorrerao quaisquer
que sejam as correspondentes alteracdes no tamanho da populacao. Uma vez que o
equilibrio genético seja atingido, as alteracoes no tamanho da populacdo serdo de-
terminadas por (2.23) ou por (2.34). De facto, é possivel que a frequéncia genética
convirja para um valor polimérfico , enquanto que o tamanho da popula¢do estd
sujeito a oscilagdes cadticas caracteristicas da equacio (2.34).

Em geral, néo existe uma frequéncia genética polimérfica invariante para o
sistema bi-dimensional (2.1)-(2.2). Devido as complicadas interdependéncias das
varidveis do referido sistema a andlise completa do seu comportamento ciclico é
muito dificil.

Veremos alguns casos particulares no capitulo 3.
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2.5. Teorema de Fisher

Nesta secgdo pretende-se demonstrar um teorema andlogo ao Teorema de Fisher.
O primeiro autor a obter tal resultado foi Anderson em [3] para o caso particular
do modelo logistico. Resultados anslogos foram obtidos por Asmussen e Feldman
em [6], Charlesworth em [8] e Gregorius em [14] para o caso geral.

Para tal vamos considerar apenas casos biologicamente razoaveis o que implica,
como anteriormente referido, que Ay > —1.

Defina-se a fun¢do K*(p) como sendo, para cada p fixo, a tinica solugao N da
equacao W (N, p) =1 ou seja

Prwn(K*(p)) + 2pquia(K* (p) + ¢Pwan (K* (p)) = 1.

Considere-se a funcéo

F(N,p) = pzfll(N) + QPQfH(N) + q2f22(N) =
= PPwn(N) + 2pquia(N) + wny(N) - 1.

Pelo teorema da fung¢do implicita, tem-se que a derivada de K* (p) em ordem

a p é dada por
. 8F(N,
dK*(p) [ & _
dp SF(N,p) =
N=K*(p)

N

_ _2pun(K*(p)) + 2quna(K*(p)) — 2pwin(K*(p)) — 2qwas(K*(p))
pPwiy (K*(p)) + 2pquy(K*(p)) + 2wy (K*(p))

_ 2{[pwn(K*(p)) + quia(K*(p)] = [pwia( K*(p)) + quan(K*(p))]} _
—p*wy (K*(p)) — 2pquin(K*(p)) — q2wi(K*(p))

2 [wi(K*(p), p) — wa( K*(p), p)]
—p?wy (K*(p)) — 2pquyy(K*(p)) — qPwpy(K*(p))’

onde wy;(N) = 24uN),

Portanto, w
dK™(p) _ 2 [wi (K" (p),p) — wa(K*(p), p)] (2.37)
dp —p*wiy (K*(p)) — 2pquiy(K*(p)) — Pwyy(K*(p)) '

Como wy;(N) < 0, para todo i,j = 1,2, e p € [0,1], entdo o sinal de Mfi;
depende apenas de wi(K*(p),p) — wa(K*(p), p).
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A derivada anula-se quando w, (K*(p), p) = wa(K*(p) ,p) = 1, mas isto ocorre,
tal como vimos na sec¢do 2.2, exactamente num ponto (N, p) desde que

K2 > K1, Ky ou Kip < Kip, Ko,

O caso de - multiplos equilibrios polimérficos exige K, = K = K>3, e vem que
(]V .P), com N = Kj; = Ky = Koy, € qualquer p, é ponto de equilibrio. Logo
K*(p)=N=K;, = K13 = Ky, é uma funcgéo constante. Excluamos este caso
trivial da andlise para verificar se a fun¢io K*(p) é maximizada nos equilibrios
estaveis e em que condicdes o é.

Vamos demonstrar que

" >OSGK22<K12,
(d—}fl@) =0se K22 = Klg, (a)
P

=0 < (se K22 > K12.
Basta para isso notar que K*(0) = Ky, e, portanto, como wyp(Ka) =1,

(dK*(p)> _ 2[wia(Kp) 1]
dp p=0 —wpy(K22)

Como o denominador é positivo, o sinal da derivada é dado pelo numerador, donde,
atendendo a que wyy(Kj2) = 1, resulta imediatamente (a). Entéo, se Ky > Ky,
K*(p) tem um mdximo local extrito Kas em p=0.

Analogamente se demonstra que

" <OSGK11<K12,

(d[; (p)> =0 se Kll = Klg, (b)
P p=1 > ( se Kn > K12.

Visto que K*(1) = Ki; e, por (2.37). tem-se

<dK*(p)> _ 21— wiz(Ku)]

dp —w, (K1)

Logo como o sinal da derivada depende, novamente, apenas do numerador, resulta
imediatamente (b). Entéo, se K;; > K3, K*(p) tem um méximo local extrito
Kipemp=1.

Demonstremos agora que

=0sep=p,
dp ~ pP=p

« >0se0<p<yp,
(dK(p)) —hsP
r=p <0sep <p<1.
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onde p é,\ o equilibrio polimérfico, no caso K > K 11, Koo o _
Se (N, p) é o equilibrio polimérfico, entdo tem-se wi(N,p) = wy(N,p)=1e
vem K*(p) = N. Logo de (2.37) vem

(dK*(p)) o,

dp

~

p=p

Caso K1z > K1, Ky entéio as equagdes (a) e (b) e a continuidade de

wi(N, p) — wa(N, p)

sobre W = 1 asseguram que

* >OSGOS <A,
(dK (p)) Zosepep.
dp p=p <0Osep <p<l.

Logo a funcdo K*(p) tem um maximo estrito local e absoluto N em D.
De modo andlogo se demonstra. que

x <0se0<p<yp,
(M) Zosepap.
dp P=p >0sep <p<l.

quando Ky < Kij, Ky,. Logo K *(p) tem um minimo local estrito N em D.

Vamos demostrar que se K;; < K 12 < Ky, entdo K*(p) é decrescente e tem
méximo local absoluto K, em p=0.
Se Kn < K12 < K22 entao

dK*(p)
dp

# 0 para p € [0,1].

E de (a) e (b) conclui-se que d—lgfl < 0 para qualquer p € [0,1]. Portanto a
fungdo K*(p) é decrescente e tem méximo estrito absoluto K em p=0.

De modo andlogo se demonstra que se Kyp < K3 < K;; entio K *(p) é
crescente e tem méximo estrito absoluto K;; em p=1

Teorema 2: Consideremos funcoes w11 (N), wi2(N), wa(N) ndo-negativas (caso
biologicamente razoavel). Suponhamos que nio se tem K 1= K= Ky.
Seja (N, P) um qualquer equilibrio com N > 0 e seja A a matriz associada

a esse equilibrio. Seja p(A) o raio espectral da matriz A (isto é. o maior dos
médulos dos seus valores préprios A1, Ag).
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Se p(A) < 1, entdo a fun¢io K™*(p) tem um méximo local extrito em pe

Vem 8 (K*(A) A)
W(K*(p),p) _ _
N——*—aN > —2.

Caso 0 < p <1, o reciproco também é verdadeiro.

Observagao:

Note-se que p(A) < 1 ¢é condigdo suficiente de estabilidade local de (N, D) =
= (K*(p),P) e, também, como acabdmos de ver, condicdo suficiente para que
K*(p) tenha um méximo local no equilibrio p.

Demonstracao:
Para qualquer dos equilibrios (ver secgéo 2.3) vem

N@W(N. p) .

Como N = K *(p), é ébvio que

OW (K™ (p), p)

N ON

> =2

é equivalente a A\; > —1 e também equivalente a |A1] < 1 (pois tém-se sempre
A1 < 1). Logo é ébvio que p(A) < 1 implica

OW (K*(p), p)
N N > —2.

Vejamos que p(A) < 1 implica que K*(p) tem um méximo local em p.

No equilibrio (K2,0), vem que p(A) < 1 implica Ky > Ko (seccdo 2.3), o
que implica, como vimos hé pouco, que K*(p) tem um méximo local estrito Ky
em p = 0.

No equilibrio (K71,1), vem que p(A4) < 1 implica K;; > Ky (secgdo 2.3), o
que implica, como vimos acima, que K *(p) tem um méximo local estrito K, em
p=1

No caso de equilibrio polimérfico tnico (N, ), vimos (secgdo 2.3) que p(A4) < 1
implica K12 > Kj;, Ky e, como vimos antes, isso implica que K*(p) tem um
maximo local estrito N = K* P)emp=p.

Vejamos agora que, no caso 0 < ' < 1, as condigoes

OW(K(9),5) _ _

N ON
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e K*(p) ter um méximo local estrito em p implicam que p(4) < 1.

A primeira implica, como vimos, que |A;| < 1. A condicio Kyp > K1, Ky
implica, nos casos biologicamente razogveis, |A| < 1.

Resta apenas mostrar que, se K™*(p) tem um méximo estrito local em D, entdo
vem Kig > K, Ky. Ora, isso resulta precisamente da andlise feita no inicio
desta sec¢éo.Od
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3. Modelos especificos

Nesta secgdio sdo apresentados e estudados modelos particulares de selecgdo
natural com dependéncia da densidade particularmente relevantes, como o modelo
logistico, o modelo de Gompertz e o modelo de Ricker.

3.1. Modelo logistico

Suponhamos que numa populagéo com um tnico locus e dois alelos A e Ay,
Nk e pr Tepresentam, respectivamente, o tamanho da populagéo e a frequéncia de
A; na k-ésima geracio: a viabilidade do gendtipo A;A; na k-ésima geracgdo é dada
por

wi(Nk) = 14 fi;(Ne),

onde f;; é uma funcéo logistica do tamanho da populacao ou seja

Tij (Kij - Nk)

fi;(Ni) = e

Este é o modelo logistico de viabilidade de Roughgarden [30], onde os genétipos
AiA; (4,5 = 1,2) tém a taza intrinseca de crescimento ri; > 0 e a capacidade de
sustento do meio K;; > 0.

O principal problema desta, discretizacao do modelo logistico em tempo conti-
nuo ¢ que o tamanho da populagao pode crescer tanto que a viabilidade de um
ou mais dos gen6tipos se torne negativa (isto é, se N for bastante superior a Kij,
obtem-se w;; < 0), o que biologicamente n#o é razogvel. De facto, veremos que isto
provoca comportamentos bizarros. E possivel que o modelo esteja inicialmente
bem definido mas, com o decorrer da evolugdo, encontremos tamanhos da po-
pulagao e frequéncias de genes negativos, o que impede que o equilibrio localmente
estavel seja alcancado.

Como o modelo logistico verifica as condi¢ées do modelo geral anteriormente
apresentado, os resultados obtidos continuam validos. Assim, a equagdo (2.9) é
equivalente a

ﬁgf‘n(Ku — N) + r2(Ki2 — N) +62T22(K22 - N) _

2pq 0.
K1 1 Pa K12 K22
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Donde, resolvendo em ordem a N vem

= PPru+ 2pqriz + §°ron

N =
I\Ar /~2
PR+ 2p0p% + PR

(3.1)

onde,r_ni{12 {K;}<N 5.11.18,1x2 {K;}; portanto, no caso logistico, a populacio de
t,7=1, 2,3=1,

equilibrio NV é a média harménica dos K;; ponderada pelos r;;.
Tal como no modelo geral excluiremos da anslise os equilibrios com N = 0,
que sao obviamente instdveis.

Os equilibrios deste modelo sio:

i) (K22,0),

ii) (K11,1), .

iii) equilibrio polimérfico tinico (N, p) com 0 < p < 1 definido pela seguinte
expressao

7”12(K12 - ﬁ)/Km
r2(Ki2 — N)/ K1y — ria (K1 — N) /Ky

(dado que p verifica a equacdo (2.14)) e N a rafz da equacdo (2.13), ou seja de

Tf2(K12 - ]/V\)Q _ 7‘117‘22(K11 — N\)(Kgg — ﬁ) _
K1 K11 Ky

p= (3-2)

0.

Mas esta tltima igualdade é equivalente a dizer que N é a raiz apropriada da
equacao quadrdtica

aN? +bN +¢=0 (3.3)
onde
r117T22 "'21?
a= K11 K22 K
b =— 2rfy _ rures(Kii+Kag)
Ki2 K11K22 ?

C=T1T22 — Tia;
isto significa que a rafz tem que ser escolhida de tal modo que
min { K1y, Kig, K32} < N < max {Ki1, K13, Kap},

onde nao se verifica K;; = K}y = K3 e onde Ky < K11, Ky ou Kyp > K1, Ko,
para que o equilibrio polimérfico exista e seja tinico.
Consequentemente, p obtem-se substituindo em (3.2) o valor de N encontrado.
No caso particular de r1; = 75 = ryy = r, por (2.12) vem

P= Az 1 "oz 1 (34)



e substituindo esta expressdo em (3.1) tem-se

j\'/'\ — Kip Kn K2z ) (3.5)

iv) Uma infinidade de equilibrios polimérficos (ﬁ ,p) com N =Ky = Kpp =
= Ky e p qualquer diferente de 0 e 1.

Estudemos, agora, a estabilidade local dos equilibrios:

i) Equilibrio fronteiro (K,,,0):

Tal como foi visto na secgao 2.3, a matriz associada a este equilibrio é

A, = | 1T Koo for(Ka2) 2 Koo fro(Kaa)
2= 0 1+ fio( K22) |-

Dado que
FaolKp) = — 2
22\122) = T
Ky
e que a expressao da funcdo fi, é conhecida, a matriz anterior toma a forma
1—7r9 2 K22T12£K12—K222
- K2
Ay = 0 1+ ri2(Ki2—K22)
K2

E os valores préprios associados & matriz sio
Ar=1-rp
r12(Kip — Ky)

K12

Sabe-se que uma condig&o necesséria para que haja estabilidade local é que o8
valores proprios sejam, em médulo, menores que 1; portanto

)\2: 1+

lAll = l]. — 7‘22] <1

e
r12(K1p — Ky)
A= |1+ <1
- K1
é equivalente a
Tog < 2,
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(pois suposemos que r;; > 0) e
2
K12 < K22 e K22 < K12 (T‘_ + 1) .
12

Donde se conclui que o equilibrio (K2, 0) é localmente:
a) estével se

2
7‘22<26K12<K22<K12 (7‘_+1>;
12
b) instdvel se

2
To9 > 2 ou Ky < Ky oun Ky > Kip (’l"— + 1) ;
12

¢) um caso duvidoso se

2

c1) e = 2com Ky < Ky < Ky (r— + 1) ,ou
12

Cg) reo < 2 com Ky = K22,0u

2
CB) o < 2 com K22 = K12 (7; + 1> .

ii) Estudemos, agora, o outro equilibrio fronteiro (K11, 1).

A matriz associada a este equilibrio que se obteve na secgdo 2.3 é

A= | 1T Kiifii(Kn) —2 K1 fi2(K11)
e 0 1+ fiz( Kip)

i

Portanto, no caso do modelo logistico e dado que

tem-se

Ay = r 2(K12—11%11)
0 14 2221277 Ko

1—ry =2 Knrlz(Kll{z—Ku} J

Como os valores préprios associados a esta matriz sio

Ap=1-ry

7’12(K12* ’11)
A= 1
2 + K12 3

al



conclui-se que [A;| < 1 e [Ay] < 1 é equivalente a

7‘11<2;

2
K12 <K11 eKll <K12 (—+1)

712
Analogamente ao caso anterior, estas sdo as condi¢bes necessérias de estabilidade
local. Deste modo, podemos dizer que o equilibrio é localmente
d) estdvel se

2
7‘11<2€K12<K11<K12<—*+1);

T12
e) instdvel se

2
ru>2ou K < Ky ou K > Ky (7‘— +1> ;
12

f) um caso duvidoso se

2
fi)ri = 2com Ky < Ky < Ky <r— + 1)
12
f2) r < 2 com K12 = Kll

2
f3) 1 < 2com Ky = Ky (r_ + 1) .
12

ili) Analisemos o caso do equilibrio polimérfico tinico (N, p).

No modelo geral anteriormente apresentado os valores préprios associados ao
equilibrio polimérfico tinham as seguintes expressoes

Av=1+ N[5 11 (W) +203f,5(N) + & £, ()]

Az =1 -ﬁ[fm(ﬁ) - fu(jv\)}
ou equivalentemente

)\2 = 1 - flg(]’v\)

Assim, no caso particular do modelo logistico obtem-se

. PORAS! ~~T12 -~ T22
/\:1+N<——'2——2 2 —)
! P Ky qum 7 Ky

e, substituindo N pela expressdo (3.1) vem
Ar=1- <ﬁ27"11 +2pgri2 + @27“22) :
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Vem também e e
13 ‘7"12(K12 - N) _ 7‘11(K11 - N)

Ao =1- :
2 K12 Kll

ou equivalentemente

—

7’12(K12 - N)
Ky,

Defina-se 7 como sendo 7 = p2ry; + 25Gr12 + §2rg0. Entdo o valor préprio A\
pode ser escrito na forma

dp=1-

/\121—'F.

Deste modo tem-se [A;] < 1seesése0 < 7 < 2; como F > 0, esta condigao
equivale a
T<2

e, pelas conclusGes da secgio 2.3, [A2] < 1 seesése

——

T12(K12 — N)

Ky > K, Ky e Ko

<2

0 que € equivalente a

= 2
K > Kll,Kzg e N > Ky» <]. — —> .

T2

Assim podemos afirmar que o equilibrio ¢ localmente
g) estével se

— 2
T <2, K12>K11,K226N>K12 (1—-—);

12

h) instdvel se

= 2
T > 2 ou Ky < Kn_,Kzg ou N < K12 <1 — 'l"_) ;
12

i) um caso duvidoso se

= 2
7T =2 com K12 >K11,K22 eNZ K12 <1—-——>

ou se
T <2 com K > Kll,K22 e N=K12 <1 — —") .
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__ iv) Vejamos o caso do equilibrio polimérfico miiltiplo (N, p) com
N=Ky=Ky=Kpyep qualquer diferente de 0 e 1.

Sabemos, pelo que foi demonstrado na secqdo 2.3, que os valores préprios
associados a este equilibrio sdo da forma

=1+ N[5 (N) +260510(W) + 6 (W)

Ao =1-p|fu(N) - fu(N)].

Dado que N = Ky = K3 = Ky, tem-se Ay = 1. Logo temos um caso
duvidoso.

No quadro que se segue encontram-se resumidas as condic¢oes de estabilidade
referentes a cada um dos equilibrios deste modelo. Note-se que este quadro é
semelhante ao Quadro 2 do modelo geral.
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Como sabemos, em termos informais, um equilibrio diz-se localmente assin-
toticamente estdvel se pequenas perturbagdes no equilibrio resultarem num re-
gresso ao equilibrio.

Asmussen e Feldman [6] definiram dois tipos de equilibrios: os realizdveis e os
atingiveis.

Segundo estes autores, um equilibrio diz-se realizdvel se, no equilibrio, o tama-
nho da populagdo é um nimero nio-negativo, e a frequéncia do gene é um nimero
pertencente ao intervalo [0, 1].

Um equilibrio realizdvel localmente estivel diz-se atingivel a partir de um
conjunto de valores iniciais S (tamanhos da populacdo e frequéncias de gene) se,
na iteragdo das varidveis dependentes do tempo, estas passam, no seu caminho
para o equilibrio, apenas em valores biologicamente realistas. Isto é, o tamanho da
populagdo permanece positivo e as frequéncias dos genes entre O e 1. Esta definicdo
permite que um equilibrio seja atingivel a partir de alguns valores iniciais mas nio
a partir de outros.

Asmussen e Feldman apresentam, no artigo acima referido, resultados para
o modelo logistico de selec¢do com dependéncia da densidade que provam ser
possivel, quer no caso do equilibrio interior polimérfico quer no dos equilibrios
fronteiros homomdrficos, existir equilibrios realiziveis e localmente estéveis para
0s quais existe um conjunto inicial de tamanhos da populacéo e frequéncias dos
genes a partir do qual esses equilibrios ndo sdo atingiveis. Devido ao facto de
as viabilidades, no caso do modelo logistico, poderem tomar valores negativos,
existem regides a partir das quais as trajectérias podem passar por valores bio-
logicamente inadmissiveis. Isto é, os valores negativos das viabilidades podem
conduzir as trajectdrias através de frequéncias de gene negativas, frequéncias de
gene superiores a unidade ou a tamanhos da populagdo negativos.

Analogamente ao que foi feito para o modelo geral, procuremos agora analisar
a possibilidade de, em certas condicGes, termos ciclos limite ou comportamento
caético no modelo logfstico.

Averiguemos, em primeiro lugar, sobre a possibilidade de existirem ciclos limite
para o tamanho da popula¢do com a fixacio do alelo 4;. Deste modo o sistema
(2.1)-(2.2) reduz-se a (2.23) ou seja

MQJ | (3.6)

Tis
Nk+l = Nk'wii(Nk) = Nk [1 + ( K.

Consid/gremos que existe um ciclo limite entre dois pontos distintos da po-
pulagao (Ny, p1) e (Ny, pp). Tais pontos séo equilibrios do sistema (2.24) onde

rh Tii
W”(Nk_l,pk,_l) = Wy [Nk'w,;,-(Nk)] = Ié: N,g et (]. + T'-L',;)FN[C + 1 + Tii. (37)

(23
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Se Ni.o = N entdo verifica-se (2.25) ou seja

o que ¢ equivalente a

Tii(Kii bt Nk) 7'121 T
[”T] N - ()N L] =1

i

onde se obtem

2
_%N3 + 2(1 + ru)_‘[/’;?z 17\]'2 _ ( +7'[){( +7r )N+ 2 +r; = 0. (3.8)
i i i

Como N = K, é solucao desta equacdo, vem

2
T

K3 ]\72 + (2 + rii)

(N — Ky) [— T“'N—ZH"’}:O

K2 K,

donde se conclui que as outras solucdes sio

K.
i (24 r,) £ ‘%—4} 3.9

e LR (39)

N, Ny =2
(X2
desde que ry; > 2.

Como N = K; representa um ciclo limite degenerado de perfodo 2, ndo serd
considerado como um ciclo limite valido.

Analisemos a estabilidade local do ciclo limite de dois pontos. Sabemos que
um ciclo limite de dois pontos, em N, com a fixacdo de A; é localmente estgvel
se e 6 se os dois valores préprios A; e Ay, definidos em (2.27) e (2.28), forem em
moédulo inferiores a 1. Como vimos no modelo geral, as condi¢des para que A; seja
em modulo inferior a 1 s8o as de estabilidade local para um ciclo limite de dois
pontos em (3.7). May [22] [23] descobriu que estas sdo 2 < r;; < 2.449.

A andlise de A\, é mais complicada devido & potencial negatividade das viabi-
lidades dos genétipos. No entanto, alguns casos especiais podem ser analizados.

Suponhamos, por exemplo, que as viabilidades dos genétipos estdo sempre na
mesma ordem relativa de grandeza para todo o N > 0 (isto é. w1, (N) < wy(N) <
< wyy(N) para todo o N > 0) e que rij = 1,Vi,j = 1,2. Entéo, |\ < 1 se e sé
se K|, < K.

Em geral,

rioK;

/\2 = (1+7‘12)2— . K
4y 12

7'1'2K-~ 2
(1+71) (2 + rig) + (—-—) @+r).  (3.10)
r# K12
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Restringindo a atengéo para os valores dos parametros rij, Kij, 1,7 = 1,2 que
asseguram que as viabilidades dos genétipos sdo positivas ao longo do ciclo limite
entre os pontos N, 1€ Nz , podemos encontrar exemplos, com 2 < ry; < 2.449, onde:

(i) o ciclo limite de dois pontos pode ser instavel apesar de K 12 < K,
(ii) o ciclo limite de dois pontos é localmente estével apesar de K, > K, ou

i1
(iii) a estabilidade do ciclo limite de dois pontos requer K. 12 > K.

A andlise de ciclos limite de perfodo d = 2" em N com a fixacéo de A; efectua-
-se de modo similar. No caso do modelo logistico, quando as viabilidades dos
genotipos permanecem positivas e estdo na mesma ordem de grandeza para todo
o N > 0, existird um ciclo limite estidvel em N com a fixacdo de A; sempre que
K}, < Kj;, desde que ri; > 2 permanega abaixo de um valor critico (o perfodo
do ciclo limite depende do valor de r;). Caso contrério, pode existir uma relagdo
muito complicada entre Ay e o rdcio K;;/K,, tal como acontecia no caso d = 2.

Para averiguarmos a existéncia de ciclos limite interiores, com frequéncia
génica polimérfica e tamanho da populagio positivo em cada um dos pontos do
ciclo, teremos que recorrer a casos especiais.

Suponhamos que existe uma frequéncia p* invariante relativamente & trans-
formacéo (2.1)-(2.2), no sentido que py = p* implica px.; = p*. No entanto, isto
¢ equivalente a p*(N) = p*, onde p*(N) é dado por (3.2). Tal situacdo verifica-se,
por exemplo, se wy; (V) = wy,(N), onde se tem p* = 1/2 (tal como no caso geral),
ou se r;; = r com p* = p dado pela equagdo (3.4), quando K, > K, K,, ou
Ky < Ky, Ko,

Assim, se py = p* o sistema conjunto (2.1)-(2.2) reduz-se & equacéo (2.34),
que no caso do modelo logistico é equivalente a

MQ} , (3.11)

(
N.. =
NEq Nkl:1+ I7%

onde K verifica (3.5) ou seja, K é o equilibrio do tamanho da popula¢do corres-
pondente ao equilibrio génico p*. Portanto, a equacdo (3.11) tem um ciclo limite
de dois pontos andlogos a (3.9) quando r > 2.

O sistema bi-dimensional (2.1)-(2.2) correspondente ao modelo logistico, com
ri; =1, tem ciclos limite de periodo 2, 4, 8, 16, etc relativamente ao tamanho da
populagdo, com frequéncia génica fixa num valor p* invariante, quando r > 2 se
Ky > Ky, Ky ou Ky < Ky, Ky,

O mesmo ¢ verdade quando wy;(N) = wy,(N) e p* = 1/2 dado que (2.34) é
equivalente a (3.11) com

-1
_utT _ Tu |, T2
= 5 e K=(r;;+rp5) (Ku +K12) .
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Os critérios de estabilidade local para ciclos limite interiores conduzem aos
valores proprios A; e Ay definidos por (2.35) e (2.36), respectivamente. Para o
modelo logistico com r;; = r e p* dado por (3.4) existe um ciclo limite localmente
estdvel entre d = 2™ pontos se e s6 se K, > K;;, K,y, e 7 pertencer ao dominio
onde a equagao (3.11) tem um ciclo limite estdvel de perfodo d = 2™. Verifica-se
um resultado similar quando w;(N) = wy,(N) e p* =1/2.

Se os gendtipos néo tiverem a mesma taxa intrinseca de crescimento, o médulo
de A, tem uma dependéncia mais complicada relativamente aos pardmetros, analo-
gamente ao que acontecia em (3.10). No entanto, nos casos especiais em que as
viabilidades dos gendtipos estdo na mesma ordem relativa de grandeza para todo
o N > 0, podemos chegar & conclusdo de que se existe uma frequéncia génica
polimoérfica invariante tem que se ter Ky > Ky, Ky ou K < K}, Ko,

No caso em que K,, > K|, K,,, a populagdo aproximar-se-4 monotonamente
do valor p* invariante, mas convergird monotonamente para a fixacdo no caso
K, < K1, K,,. Uma vez que o equilibrio génico seja atingido, as alteracdes
no tamanho da populag¢do serdo determinadas por (3.6) ou por (3.11). De facto,
¢ possivel que a frequéncia génica convirja para um valor polimérfico, enquanto
que o tamanho da populagdo estd sujeito a oscilagdes cadticas caracteristicas da
equacgao (3.11).

3.2. Modelo de Gompertz

Vamos supor que estamos a trabalhar com wma populagio que segrega um
locus com dois alelos A; e Ay, e que o tamanho da populagio e a frequéncia do
gene sc denotam como habitualmente. No modelo de Gompertz a viabilidade do
gendtipo A;A; é dada por

wij(N) =1+ fi(N)
onde f;;, como fun¢do do tamanho da populagio, se define do seguinte modo

fi]'(N) =T In %, (312)
Com i >0e A’jj > O,V?.J = 1,2

Este modelo é também um caso particular do modelo geral apresentado no
capitulo 2, dado que fica definido pelo sistema de recorréncia em N e p dado pelas
equagoes (2.1) e (2.2), os coeficientes de selec¢do, ou seja as fungdes f;;880 de
classe C* (portanto de classe C?), estritamente decrescentes, verificam (2.8) ou
seja.

Ki; = f;l(o) = wal(l)
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lim  f,(N) <0.

— 00
O limite em (2.7) é agora

lim  f,;(N) = +oo,

N—0+

mas continua a se positivo.
Note-se que, para N suficientemente grande, podemos obter viabilidades w;i(N)
negativas, pelo que este modelo enferma dos mesmos problemas do modelo logistico.
Assim, a equagio (2.9) é equivalente a

A K . K L K
P27'11 In (7\/.1—1> + 2pgrisIn (—A}T?) + q2r22 In (%) =0.

Donde, resolvendo em ordem a N vem

< P Tra
N=Ky" K™ (K»)™ (3.13)

com 7 = p*ry; + 2pgrio + Gras € onde min, {Ky} <N < max {Ki;}.
l,]: 3 1,]: »

Os equilibrios do modelo de Gompertz sdo:

i) (K.0),

i) (K1), ~

iii) equilibrio polimérfico tnico (N, p) com 0 < p < 1 definido pela expressdo

Ko
ri2ln (—r)
12 N

12 In (%z) — T In (%l)

p= (3.14)

(pois p verifica a equacdo (2.14)). E N éarafzda equacdo (2.13), ou seja a solucao

de
K12>2 ( Ku) ( K‘zz)
T1e IDT — ].I].T ruln—,\— :0 315
( 12 N 11 N 22 N ( )

Esta dltima igualdade equivale a dizer que N ¢é a rafz apropriada da equacéo
quadratica
aln? N+bInN+c=0 (3.16)

onde

— 2
a = T12 — 711723,

— 2
b= 117292 In (KuK)Q) - 27‘121I1K12,
c=r%In* K, — 13790 In K1y In Koo,
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No caso particular de r1; = 715 = ryy = r, por (2.12) vem

an12 - 1IlK22
2InKpp—In Ky —InKyy'

p= (3.17)

Relembre-se que, para que o equilibrio polimérfico exista, e seja tnico, teremos
que ter

min {Kyy, Kig, Kap} < N < max {K11, K1z, Ko},
onde Ky < Ku, Ky, ou Ky > KH,KQQ. .
Deste modo, p obtem-se substituindo em (3.14) o valor de N encontrado.

iv) Uma infinidade de equilibrios polimérficos (]v ,p)com N =K, = Ky =
= Ky e p qualquer diferente de 0 el.

Estudemos, agora, a estabilidade local dos equilibrios:
i) Equilibrio fronteiro (Kj;,0):

Tal como foi visto na secgdo 2.3, a matriz associada a este equilibrio é

A, = | 1T Ko for(Kn) 2 Koafia(Kao)
# 0 1+ fio( Ka) |7
Dado que .
Far(K2) = *_l?%

e que a expressao da fungdo fis é conhecida, a matriz anterior toma a forma

K
A2.2 _ !: 1- T92 2 K22T121n (?;2) } ‘

K2
0 1 +7'121n(1(22)
E os valores préprios associados & matriz sao

Ar=1—ra

K12>
Ao = — ).
2 1+r121n(K22

Note-se que o valor préprio A; é sempre inferior a 1 pois suposemos que r;; > 0.
Como uma condiggo suficiente para que haja estabilidade local é que os valores
proprios sejam, em mddulo, menores que 1, entdo tem-se

l)\llzll—’f’22l<1
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l)\gl = ‘1 +7”121H (52)

<1
Ko

é equivalente a
Ty < 2,
(pois A\; < 1) e

2
Ky < Ky e Ky < Kip.em2,

Donde se conclui que o equilibrio (Kj,,0) é localmente:
a) estdvel se

2
Ty <2e Ky < Ky< K12.6’12;
b) instdvel se
2
To2 > 2 ou Kyy < K13 ou Ky > K12.€’12;
¢) um caso duvidoso se
2
c1) 2 = 2com Kig < Koy < Kip.e712, 0u

ca) ry < 2 com Ky = Ky, 0u

2
c3) Ty < 2 com Ky = Kyp.emiz.

ii) Estudemos, agora, o outro equilibrio fronteiro (K11, 1).

A matriz associada a este equilibrio que se obteve na seccao 2.3 é

A= | LT Kufi(Kn) -2 Kifia(Ky)
e 0 1+ fi2( K1)

?

Portanto, no caso do modelo de Gompertz e dado que

tem-se

All =

l—ry =2 K117’121n(%}f)
0 1+7rpln (%f) '

Como os valores préprios associados a esta matriz séo

Ar=1-ry
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K12>
A= 1 In{—=]),
2 + 712 (K

11
conclui-se que [A;] < 1e || < 1 é equivalente ( pois tem-se, novamente, \; < 1)
a
ri < 2,

2
K< K e K < Kipp.enz,

Analogamente ao caso anterior, estas sdo as condicoes suficientes de estabilidade
local. Deste modo, podemos dizer que o equilibrio é localmente
d) estével se

2
rn<leKp< K < K12.€r12;

e) instavel se

2
11 > 2o0u Kj; < Ki; ou K > Ki.enz;
f) um caso duvidoso se
2
fi)ru = 2com K3 < K); < Kpp.efiz
f2) r < 2com K12 = Kll
2
f3) rn < 2 com K11 = Km.e"l‘a’.
ili) Analisemos o caso do equilibrio polimérfico tinico (N, 7).

No modelo geral anteriormente apresentado os valores préprios associados ao
equilibrio polimérfico tinham as seguintes expressoes

=1+ N[5y (W) + 2028 () + @ (7))

Ay =1 —ﬁ{fu(ﬁ) - f11(jv\)]

ou equivalentemente

—

A2 =1 — fi15(N).

Assim, no caso particular do modelo de Gompertz obtem-se



ou equivalentemente
Kiy
2 12 N

Como A; é sempre inferior a 1, entdo para que |A1] < 1 basta vermos em que
condigOes se tem A; > —1. Mas isto equivale a

T <2

Pelas conclusdes da secgdo 2.3, [Ay] < 1 se e s6 se
K
K12 > Kll,K22 € 9 In <T/Vl\2) <2

0 que € equivalente a

— _2
Ky > Ki;,KypeN > Kiy.e nz,

Assim podemos afirmar que o equilibrio é localmente
g) estavel se

T<2eKp> Ky, KpeN>Kpg.e s
h) instével se
T>2o0u Ky < K1, Ky ou N\ < Klg.e_;—f;;
i) um caso duvidoso se
F=2com K1y > Ki1;,Kppe N> K12.6_%
ou se
T<2com Kij3 > K;;,Kp e N = Klg.e-%.

__ iv) Vejamos o caso do equilibrio polimérfico miiltiplo (J/V\ , P) com
N=Knu=K;y;=Kyep qualquer diferente de 0 el.

Sabemos, pelo que foi demonstrado na secgao 2.3, que os valores préprios
associados a este equilibrio sdo da forma

=1+ N 51 (V) + 290 (V) + 2, (W)

A2 =1 —ﬁ[fm(jv\) - f11(]/V\)] .

Dado que N = K1y = Kip = Ky, tem-se Ay = 1. Logo temos um caso
duvidoso.

O quadro que se segue, Quadro 4, apresenta em forma de sintese os equilibrios
do modelo e as suas condicdes de estabilidade.
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Analogamente ao que foi feito para o modelo logistico, procuremos analisar
a possibilidade de, em certas condicoes, termos ciclos limite ou comportamento
cadtico no modelo de Gompertz.

Averiguemos, em primeiro lugar, sobre a possibilidade de existirem ciclos limite
para o tamanho da populagéo com a fixacdo do alelo A;. Deste modo o sistema
(2.1)-(2.2) reduz-se a (2.23) ou seja

N1 = Nywss(Ne) = N, [1 +rgln (g)] . (3.18)

k

Consi(igremos que existe um ciclo limite entre dois pontos distintos da po-
pulagao (N1, p1) e (Na, pa). Tais pontos sio equilibrios do sistema (2.24) onde
K

W N-_-_ yPr—1) = Wy; N, 4t N, =1+rnln - .
( k+1s Pk 1) [ KW (1 k)] N, (1+riiln%:“)

(3.19)

Se Ny-o = N, entdo verifica-se (2.25) ou seja
0 que ¢ equivalente a

[1-'-7'"11’1(‘1&1—)J 1+'r”ln =1.
Nk Nk (1 + Tii In %)

Analisemos a estabilidade local do ciclo limite de dois pontos. Sabemos que
um ciclo limite de dois pontos, em N, com a fixacdo de A; é localmente est4vel
se e s6 se os dois valores préprios A, e Ay, definidos em (2.27) e (2.28), forem em
m6dulo inferiores a 1. Como vimos no modelo geral. as condi¢Ges para que A seja
em moédulo inferior a 1 sdo as de estabilidade local para um ciclo limite de dois
pontos em (3.19).

A anidlise de )\, é mais complicada devido & potencial negatividade das viabi-
lidades dos genétipos. No entanto, alguns casos especiais podem ser analizados.

Suponhamos, por exemplo, que as viabilidades dos gendtipos estdo sempre na
mesma ordem relativa de grandeza para todo o N > 0 (isto é, w11 (N) < wyp(N) <
< wy(N) para todo o N > 0) e que rij = 1,Y%,7 = 1,2. Entdo, [Ay] < 1 se e s6
se K, < K,.

A anélise de ciclos limite de periodo d = 2" em N com a fixacio de A; efectua-
-se de modo similar. No caso do modelo de Gompertz, quando as viabilidades dos
genotipos permanecem positivas e estio na mesma ordem de grandeza para todo
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o IV > 0, existird um ciclo limite est4vel em N com a fixagao de A; sempre que
K,y < K,;, desde que r; > 2 permaneca abaixo de um valor critico. O perfodo de
tal ciclo limite depende do valor de r;;.

Para averiguarmos a existéncia de ciclos limite interiores, com frequéncia
génica polimdérfica e tamanho da populagao positivo em cada um dos pontos do
ciclo, teremos que recorrer a casos especiais.

Suponhamos que existe uma frequéncia p* invariante relativamente & trans-
formagdo (2.1)-(2.2), no sentido que Pr = p* implica px.; = p*. No entanto, isto é
equivalente a p*(N) = p*, onde p*(N) é dado por (3.14). Tal situagdo verifica-se,
por exemplo, se wy; (N) = w,,(N), onde se tem p* = 1 /2 (tal como no caso geral),
ouser;; =r com p* = p dado pela equagio (3.17), quando Ky, > K, K,, ou
Ky < Ky, Ky,

Assim, se p, = p* o sistema conjunto (2.1)-(2.2) reduz-se & equacdo (2.34),
que no caso do modelo de Gompertz é equivalente a

Nior= N, [1 +rin 5] , (3.20)

Ny
onde K é o equilibrio do tamanho da populacao corres-pondente ao equilibrio
génico p*.

Os critérios de estabilidade local para ciclos limite interiores conduzem aos
valores préprios A; e ), definidos por (2.35) e (2.36), respectivamente. Para o
modelo de Gompertz com ri; = r e p* dado por (3.14) existe um ciclo limite
localmente estavel entre d = 2" pontos se e s6 se K 12 > K1, Ky, e r pertencer
a0 dominio onde a equagdo (3.20) tem um ciclo limite estével de periodo d = 2",
Verifica-se um resultado similar quando w (N) = wy(N)ep*=1/2.

Se 0s gendtipos nao tiverem a mesma taxa intrinseca de crescimento, o médulo
de A; tem uma dependéncia mais complicada relativamente aos pardmetros. No
entanto, nos casos especiais em que as viabilidades dos genotipos estao na mesma
ordem relativa de grandeza para todo o N > 0, podemos chegar & conclusio
de que se existe uma frequéncia génica polimérfica invariante tem que se ter
K1y > Ky, Ky ou Ky < Ky, Ky,

No caso em que K 12 > K. K,,, a populacio aproximar-se-4 monotonamente
do valor p* invariante, mas convergird monotonamente para a fixacdo no caso
K, < Ky, Ky. Uma vez que o equilibrio génico seja atingido, as alteracdes no
tamanho da populagéo serdo determinadas por (3.18) ou por (3.20). De facto.
€ possivel que a frequéncia génica convirja para um valor polimérfico, enquanto
que o tamanho da populagao estd sujeito a oscilagoes cadticas caracteristicas da
equacao (3.20).
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3.3. Modelo de Ricker

O modelo logistico, no qual a viabilidade decresce linearmente com o tamanho
da populagdo, fornece talvez o exemplo mais simples de seleccio com dependéncia
da densidade. No entanto, é esta construgao linear que permite que as viabilidades
tomem valores negativos. Daf a importancia de considerar outros modelos para
as viabilidades.

Uma alternativa ¢ a descretizagdo de forma exponencial do modelo logistico,
também conhecida por modelo de Ricker, onde a viabilidade decresce assintotica-
mente para zero & medida que o tamanho da populacao cresce. Neste modelo a
viahilidade do gendtipo A;A; é dada por

wij(N) _ erij (I—K_u‘) VZ.j — 1? 2’ (321)

comry; >0e K >0 (i, =1,2).

Note-se que, para pequenos valores do expoente (isto é, para N préximo de
Ki;). (3.) é aproximadamente igual & expressdo usada para o modelo logistico.
Saliente-se, ainda, que wi;(N) > 0, VN ou seja, as viabilidades dos genotipos séo
sempre positivas (modelo biologicamente razogvel na nomenclatura da seccao 2.3).
Deste modo alguns dos problemas inerentes 20 caso logistico desaparecem. Esta,
¢ a principal vantagem do modelo de Ricker relativamente ao modelo anterior.

Suponhamos que a populagao com que vamos trabalhar possui as mesmas
caracteristicas que a do modelo anterior ou seja. trata-se de uma populacdo com
um unico locus com dois alelos Aje Ay, e que as varidveis e os parametros em
questéao se denotam do mesmo modo.

Tal como acontecia como os modelos anteriores, o modelo de Ricker é também
um caso particular do modelo geral definido na secgao 2.1. Sendo vejamos: o
modelo fica perfeitamente definido pelo sistema de recorréncia em N e p dado
pelas equagdes (2.1) e (2.2), os coeficientes de selecgdo, ou seja as funcoes [
definidas por

Fii(N) = w(N) = 1= ¢'¥ (1'%) -1,

sao de classe C™ (portanto de classe C1), estritamente decrescentes, verificam
(2.8) ou seja,

Kij = £5(0) = wi'(1),

lim f,(N) <0.

N—-—+co

No entanto, neste modelo, a igualdade (2.7) assume a seguinte expressio

Nlir-l%w fiy(N) =€ —1
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porém, este limite continua a ser positivo dado que, por hipétese, ri; > 0.
Consequentemente, sio vélidos os resultados obtidos no modelo geral.
Os equilibrios do modelo de Ricker sao:
i) (KQQ’ 0)7
it) (K, 1), R
iii) equilibrio polimérfico tinico (N, p) com 0 < p < 1 definido pela expressio

67'12 (1‘7('%) ~1
D= ~ ~ 3.22
d 67'12 (I_T{vl‘z) _ e"u (I—KLH) ( )

(pois p verifica a equacdo (2.14)). E N definido implicitamente através da equagéo
(2.13), ou seja,

) ) [ oo

Neste modelo nao é possivel obter uma expressao explicita para N.

Relembre-se que, para que o equilibrio polimérfico exista e seja unico, teremos
que ter

min {K1), K13, Kpp} < N < max {K};, K1, K},
onde A’lg < K117 K22 ou K12 > Ku, Kzg.
iv) Uma infinidade de equilibrios polimérficos (]/V\ ,p)com N =Ky, = K 12 =
= Ky e p qualquer diferente de 0 el.
Estudemos, agora. a estabilidade local dos equilibrios:
i) Equilibrio fronteiro (K,,,0):
Tal como foi visto na seccio 2.3, a matriz associada a este equilibrio é

Aoy — 14+ Koofyp(Ka) 2 Ko fr2(Ka9) .
2 0 1+ fio( Ka)
Dado que

’ 722
Koo) = — 2%
fao(K) Ko

€ que a expressao da fungéo fi2 é conhecida, a matriz anterior toma a forma
[P 1_5,22)
1-— oo 2 K22 {6 12( Kiz) 1J
_ K22
0 er12 (1 Klg)

Ap =
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E os valores préprios associados & matriz sio

/\1 =1- 29
r 1_52)

Note-se que o valor préprio A, é sempre maior que zero.
Como uma condicéo suficiente para que haja estabilidade local é que os valores
proprios sejam, em médulo, menores que 1, entao tem-se

f)\]’ = ll — 7‘221 <1

o que ¢ equivalente a
roy < 2,

(pois suposemos que ri; > 0). E
K12 < Ky .

Donde se conclui que o equilibrio (K22,0) ¢ localmente:
a) estdvel se
Ty < 2 e K12 < Ky,

b) instdvel se
Ty > 2 ou Ku > KZQ :

¢) um caso duvidoso se
c1) T2 = 2 com Ky < Ky, 0u
(32) roy < 2 com K12 = Kzg.
ii) Estudemos, agora, o outro equilibrio fronteiro (K, 1).

A matriz associada a este equilibrio que se obteve na seccio 2.3 é

A= | LT K fi(Kn) -2 K1 fi2(K1)
. 0 1+ fia( K11)

Portanto. no caso do modelo de Ricker e dado que

T11

fu(Kn) = K.
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tem-se

ro (1= E1L
1- 11 —2 K11 lie 12(1 K12) - ].J

ST
0 67'12 (1 K12)
Como os valores préprios associados a esta matriz sio

/\1:1—7'11

K3
/\2: 67'12<1 K12)

onde A, é, novamente, sempre positivo, conclui-se que [A;] <1le Ay <16 equiva-
lente a
r < 2,

Ky < Ky;.

Analogamente ao caso anterior, estas sdo as condicoes suficientes de estabilidade
local. Deste modo, podemos dizer que o equilibrio é localmente
d) estdvel se
r<2ekKp< K

e) instdvel se
ri1 > 2o0u Ky > Ky

f) um caso duvidoso se

fiyru = 2com Ky < Ky
f2) ry < 2com .R’lg = Ku.

iii) Analisemos o caso do equilibrio polimérfico tnico (N, D).

No modelo geral, apresentado no capitulo 2, os valores préprios associados ao
equilibrio polimérfico tinham as seguintes expressoes

A=1+ V5 11 (N) + 2505 (N) + @1 (N)]

Az =1 —ﬁ[fm(ﬁ) - fll(ﬁ)}
ou equivalentemente .
A2 =1 — fia(N).

73



Assim, no caso particular do modelo de Ricker, obtem-se

2T ral- v ~~T12 T 1—'&) o T Ty (1_T(I§—>
N=1—N ’2—6 11( Ku) VPG 12( Kig + G e 22

A=1-p [e”z(l“x%) _m (17’%)]

ou equivalentemente
T 1—i—)
/\2=2—812( Kiz )

Como sabemos, para que este equilibrio seja localmente estdvel é suficiente
que os dois valores préprios sejam em mddulo inferiores a 1. Note-se que Ay é
sempre inferior a 1.

Assim, para que |A;| < 1 basta verificar-se A; > —1 o que ¢ equivalente a

~

7 (ﬁz 11 ru<1—,‘i) +2ﬁ§';(1—26r12 (1—%) +q<2%er22<1—1"i22)> <2

Ki 12 22
ou seja,
/ o T 1—i> T (1—i) 5T T <1—i) 2
_F = (1)2 ’11 7'11( K +2pG 12 "12 Kiz) 4 qz ?2 e 2 Koz < =,
Ky K12 K2 N

Pelas conclusdes da secciao 2.3, sabemos (por ser um modelo biologicamente
razoavel) que A, > —1, bastando verificar se Ay < 1. Pela secgao 2.3, Ay < 1
é equivalente a

Kip > K1, Ky

Assim podemos afirmar que o equilibrio é localmente
a) estdvel se

/ 2
F > —7‘]\7 e Ky > K1, Ky

9 2

¢) um caso duvidoso se
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Note-se que, no modelo de Ricker, apesar das viabilidades serem fungoes do
tamanho da populagdo sempre positivas é igualmente possivel que nenhum dos
equilibrios existentes seja estdvel. Sob tais condigSes é previsivel a existéncia de
comportamento ciclico ou caético para certos valores dos parametros do modelo.

Procuremos agora analisar em que condigdes teremos ciclos limite ou compor-
tamento cadtico neste modelo.

Averiguemos, em primeiro lugar, sobre a possibilidade de existirem ciclos limite
para o tamanho da popula¢do com a fixacdo do alelo A;. Deste modo o sistema
(2.1)-(2.2) reduz-se a (2.23) ou seja

N,
1—?#7)

Ni+1 = Nywy(Ny) = Nkerﬁ( “/. (3.24)

Consideremos que existe um ciclo limite entre dois pontos distintos da. po-
pulagdo (N1, p1) e (Ny, p2). Tais pontos sdo equilibrios do sistema (2.24) onde

N
lﬁfgwii(Nk)]

W (Nit1, Pr1) = wi [Nywii(Ng)] = e [ (3.25)

No caso do modelo de Ricker, o ciclo limte de dois pontos néo degenerado nao
se pode obter explicitamente, mas os tamanhos da populacio sio dados implici-
tamente pelas raizes de

wii(N)wy; [Nwi; (N)] = 1 (3:26)

ou equivalentemente

N N s
e"ii (1 K“-)'erii [1 K wu(N)] — 1.

o que se reduz a

Tii {2 - N _n e’ (l_ Ig)} =0 (3.27)

ou seja

2=

K

o [1 e (I—KL)} :

__ Usando (3.26) pode mostrar-se que os pontos num ciclo limite de dois pontos,
N; e N,, satisfazem

1= wig( Ny )wis (V) = €7 2= (Fi-Ne) /K] (3.28)

e portanto K;; = f542; por outras palavras, a média dos tamanhos da populacio

ao longo de um ciclo limite de dois pontos com fixacdo de A; é igual & capacidade
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de sustento do homozigoto 4;A4;. Logo, um ponto do ciclo deve estar acima de
K;; e outro abaixo.

Analisemos a estabilidade local do ciclo limite de dois pontos. Sabemos que
um ciclo limite de dois pontos, em N, com a fixacdo de A; é localmente est4vel
se e 56 se os dois valores proprios A; e Ay, definidos em (2.27) e (2.28), forem em
modulo inferiores a 1. Como vimos no modelo geral, as condicbes para que A; seja
em modulo inferior a 1 sdo as de estabilidade local para um ciclo limite de dois
pontos em (3.25). May [22] [23] descobriu que estas séo 2 < r; < 2.562.

Resta ver em que condi¢bes o médulo de A, o valor préprio associado & com-
ponente genética, ¢ inferior a 1. (3.28), (2.27) e (2.28) implicam que |A\y| < 1 se e
sé se Ky < K;.

Portanto, no modelo de Ricker, a condi¢do necessiria e suficiente para que
exista um ciclo limite de dois pontos, em N, com a fixagdo de A; estivel é que o
homozigoto A;A; tenha capacidade de sustento superior & do heterozigoto A;A,
e que a sua taxa intrinseca de crescimento r;; satisfaca 2 < r; < 2.562.

A anélise de ciclos limite de periodo d = 2" em N com a fixacio de A; efectua-
-se de modo similar. No caso do modelo de Ricker, pode mostrar-se, novamente,
que o valor médio dos d tamanhos da populagdo ao longo de um ciclo limite de d
pontos com a fixacao de A; é igual a K;;, capacidade de sustento do homozigoto
A;A;. Assim, a partir de (2.29) e (2.30) conclui-se que |\o| < 1seesése K, < K.
Logo, existird um ciclo limite estdvel em N com a fixacio de A; sempre que
Ky < K, desde que r4; > 2 permaneca abaixo de um valor critico. O perfodo de
tal ciclo limite depende do valor de r;.

Para averiguarmos a existéncia de ciclos limite interiores, com frequéncia
génica polimérfica e tamanho da populagdo positivo em cada um dos pontos do
ciclo, teremos que recorrer a casos especiais.

Suponhamos que existe uma frequéncia p* invariante relativamente & trans-
formagéo (2.1)-(2.2), no sentido que p; = p* implica py_; = p*. No entanto, isto é
equivalente a p*(V) = p*. onde p*(N) é dado por (3.22). Tal situacéo verifica-se,
por exemplo, se wy;(N) = wy,(N), onde se tem p* = 1/2 (tal como no caso geral).

Assim, se px = p* o sistema conjunto (2.1)-(2.2) reduz-se & equacdio (2.34) que
no modelo de Ricker é equivalente a

Neoy = Nker(l—%) (3.29)

onde K é o equilibrio do tamanho da populagdo correspondente ao equilibrio
génico p*. Portanto, a existéncia de ciclos limite em N com a frequéncia génica
fixa num valor p* invariante depende do comportamento do tamanho da, populagao
definido pela equagao (3.29).
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Os critérios de estabilidade local para ciclos limite interiores conduzem aos
valores proprios A; e Ay definidos por (2.35) e (2.36), respectivamente. Nos casos
especiais em que as viabilidades dos genétipos estdo na mesma ordem relativa
de grandeza para todo o N > 0, podemos chegar & conclusao de que se existe
uma frequéncia génica polimérfica invariante tem que se ter K, > K, K,, ou
Ky < Ky, K.
~ No caso em que K, > K, K,,, a populacio aproximar-se-4 monotonamente
do valor p* invariante, mas convergird monotonamente para a fixacdo no caso
Ky < Ki), Ky. Uma vez que o equilibrio génico seja atingido, as alteracoes no
tamanho da populacéo serédo determinadas por (3.24) ou por (3.20). De facto,
é possivel que a frequéncia génica convirja para um valor polimérfico, enquanto
que o tamanho da populagio estd sujeito a oscilagdes cadticas caracteristicas da
equagao (3.20).
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4. Conclusoes

Os modelos de seleccio com dependéncia da densidade foram desenvolvidos
com o objectivo de se estudar a interacgdo entre as componentes genéticas de
uma populagao e as pressdes ecolégicas exercidas sobre ela, pudendo-se deste modo
examinar as consequéncias da selec¢dio natural quando o tamanho da populagao
é condicionado por factores dependentes da densidade e quando os gendtipos res-
pondem de modo diferenciado a esses factores.

Neste trabalho procurou-se apesentar, de forma organizada, resultados sobre
seleccao com dependéncia da densidade que se encontravam dispersos na liter-
atura, corrigindo alguns lapsos ai encontrados e colmatando algumas lacunas de
tratamento. Estudou-se um modelo geral de selec¢dio com dependéncia da densi-
dade, em tempo discreto. relativamente a uma popula¢ao de organismos dipléide,
que segregam um locus com dois alelos. O modelo foi construido sob a hipétese
de as viabilidades dos genétipos decrescerem com o tamanho da po-pulagao.

Este modelo possui. além do equilibrio trivial N = 0, que é sempre instivel,
dois tipos de equilfbrios: os fronteiros, (K1;,1) e (Ky,0), e os interiores ou
polimérficos. Provou-se que existe um tnico equilibrio polimérfico quando a ca-
pacidade de sustento do heterozigoto é maior que o méximo das capacidades de
sustento dos homozigotos. ou entdo menor que o minimo destas, e que existe
uma infinidade de equilibrios polimérficos quando as capacidades de sustento dos
zigotos sao iguais.

A andlise da estabilidade local dos equilibrios efectuou-se através do estudo
do raio espectral da matriz de linearizagao do modelo, em torno dos pontos de
equilibrio.

Assim, ao impér-se a condigao biologicamente necessaria de que as viabilidades
sao fungdes ndo-negativas. qualquer que seja o tamanho da populacao, provamos
que o valor préprio associado & frequéncia do gene, \;, era sempre superior a
-1. Deste modo. bastava exigir que Ay fosse inferior a 1 para um equilibrio ser
localmente estdvel relativamente a frequéncia do gene. No entanto, esta condigao,
por si 80, ndo era suficiente para garantir a estabilidade de um equilibrio, pois o
valor préprio associado ao tamanho da populagao, A, podia ter médulo superior a
1. Embora provassemos que \; era sempre inferior a 1, dado que os coeficientes de
selec¢do sao funcdes estritamente decrescentes, restava verificar em que condicdes
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ele era superior a -1. No caso do equilfbrio polimérfico obtivemos uma condicio
de estabilidade complicada. Daf procurarmos obter uma condi¢do suficiente de
estabilidade, relativamente a N, mais simples de verificar (mas menos geral). A
condi¢do encontrada é apresentada no Teorema 1.

Consequentemente, no Quadro 1 (elaborado apenas para casos biologicamente
razoaveis) estao referenciados varios tipos de situagOes. Procuraremos, em seguida,
analisar cada uma delas e comparar com os resultados (expressos em termos das
viabilidades constantes em vez das capacidades de sustento) do modelo cldssico
de selecgdo natural de viabilidades nio dependentes da densidade:

* se a capacidade de sustento do heterozigoto for superior & dos homozi-
gotos, entao os dois equilibrios fronteiros (isto é, monomorficos) sdo localmente
instaveis. No entanto, a estabilidade local do equilibrio polimérfico (dnico exis-
tente) depende da verificacdo de uma condi¢do decorrente da exigéncia de o valor
proprio associado ao tamanho da populagao ser maior que -1. Se a desigualdade
contréria a essa condigédo se verificar. o equilibrio é instével, sendo a igualdade
um caso indecidivel por estes métodos (”caso duvidoso”). No caso de o equilibrio
polimérfico ser também instdvel podemos ter dindmicas mais complexas como
ciclos estdveis ou comportamento cadtico. No modelo clissico existem também
trés equilibrios, sendo os equilibrios homomdrficos igualmente instdveis, mas o
equilibrio polimérfico é sempre estdvel:

® se a capacidade de sustento do heterozigoto for intermédia relativamente
a dos homozigotos, entdo existem apenas equilibrios fronteiros, um dos quais
instavel (aquele que possui a menor capacidade de sustento). O outro, consoante
se verifique a condicéo suficiente de estabilidade relativamente a N ou a definida
pela desigualdade contrédria, poderd ser estdvel (com a consequente fixacio do
alelo, a ele associado, na popula¢éo) ou instdvel. A igualdade que separa as
referidas condigdes de estabilidade e instabilidade é indecidivel por estes métodos
("caso duvidoso”). Deste modo, poderdo existir ciclos limite com o valor da
frequéncia do gene fixo, ciclos limite interiores ou comportamento cadtico. No
modelo classico tem-se um equilibrio homomérfico estavel e o outro instavel;

e se a capacidade de sustento do heterozigoto for igual & maior das capaci-
dades de sustento dos homozigotos, entdo existem, novamente, apenas equilibrios
fronteiros, um dos quais instvel (aquele que possui a menor capacidade de sus-
tento). O outro poderd ser inst4vel, caso nio se verifique a condicao suficiente de
estabilidade relativamente a N ou ter ”comportamento duvidoso” (onde tudo é
possivel). No modelo cléssico tem-se um equilibrio homomoérfico estével e o outro
instavel;

® se as capacidades de sustento dos zigotos (heterozigoto e homozigotos) sao
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iguais, entdo os multiplos equilibrios polimérficos existentes constituem um caso
indecidivel por estes métodos pois o valor préprio (associado a p) é igual a 1.
No entanto, os equilibrios fronteiros poder@o ser instaveis, caso ndo se verifique
a condi¢ao suficiente de estabilidade relativamente a N ou ter ” comportamento
duvidoso”. No modelo cléssico, no caso correspondente onde as viabilidades sdo
iguais, nao existe selecgo;

® se a capacidade de sustento do heterozigoto for igual & menor das capaci-
dades de sustento dos homozigotos entdo existem, novamente, apenas equilibrios
fronteiros. O equilibrio que possuir a menor capacidade de sustento poderéd ser
instavel caso ndo se verifique a condigdo de estabilidade relativamente N , ou ter
”comportamento duvidoso”. O outro, consoante se verifique a condi¢do suficiente
de estabilidade relativamente N, ou a definida pela desigualdade contraria (sendo
0 caso de igualdade indecidivel por estes métodos), poderd ser estével (com a
fixagao do alelo a ele associado na populagdo) ou instdvel. No modelo cldssico
tem-se novamente um equilibrio homomérfico estdvel e outro instavel,

® se o heterozigoto possuir capacidade de sustento inferior & dos homozigo-
tos. entao o equilibrio polimérfico tinico é instavel. Porém, a estabilidade dos
equilibrios fronteiros estd dependente da verificagao da condigao suficiente de es-
tabilidade relativamente a N, ou da definida pela desigualdade contriria (sendo
o caso de igualdade indecidivel por estes métodos). Assim, podemos ter os dois
equilibrios fronteiros localmente estaveis (onde, a fixacdo de um ou outro alelo, na
populagao. depende da composi¢éo da populagio fundadora), localmente inst4veis
ou um localmente estdvel e outro localmente instdvel. Deste modo, é possivel
a existéncia de ciclos limite interiores de 2" pontos ou comportamento cadtico.
No modelo cldssico existem trés equilibrios: um polimérfico instédvel e dois ho-
momorficos estdveis. A fixacdo de um ou outro alelo na populagdo depende da
composi¢ao da populacgio inicial.

Se no estudo ndo considerarmos apenas casos biologicamente razodveis, para
os quais foi necessirio impér a ndo negatividade das viabilidades, entdo o leque
de possibilidades é, em cada um dos casos acima considerados, mais alargado, tal
como referenciado no Quadro 2.

O resultado apresentado no Teorema 2 na secgao 2.4 é uma extensdo impor-
tante do célebre Teorema de Fisher para o caso biologicamente razodvel. Diz-nos
que, se a matriz de lineariza¢do de um modelo em torno do ponto de equilibrio tem
raio espectral menor que 1, entdo a fun¢io que descreve o equilibrio do tamanho
da populagdo em termos da frequéncia génica tem um maximo local estrito em p.
No caso de p € ]0, 1[ (equilibrio polimérfico) e de se verificar cada desigualdade,
o reciproco também é verdadeiro, pelo que, neste caso, se p é um maximo local
estrito da funcdo acima referida, entéo o equilibrio é estével.
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No capitulo 3, estuddmos modelos especificos a que tem sido dado relevo na
literatura e que sdo casos particulares do modelo geral considerado no capitulo 2.

O modelo logistico, apresentado no referido capitulo, possui alguns defeitos,
nomeadamente o de grandes valores de N poderem conduzir a viabilidades nega-
tivas, o que biologicamente nio é razodvel. Também, para determinados valores
iniciais, relativamente aos parametros r e K, é possivel obter populagGes negativas
e/ou frequéncias génicas também negativas, o que nao é admissivel na natureza.

Para este modelo, uma condicéo suficiente de estabilidade relativamente ao
tamanho da populagio é que a taxa intrinseca de crescimento média da populacao
seja inferior a 2, situagdo que ocorre na maioria das populagoes.

Além disso, também é possivel escrever de forma explicita a expressio para
o tamanho da populagéo correspondente ao equilibrio polimérfico, sendo esta a
média harménica dos K;; (capacidades de sustento), ponderada pelos r;; (taxas
intrinsecas de crescimento).

As conclusoes de estabilidade dos equilibrios deste modelo séo, no essencial,
andlogas s do modelo geral. E possivel, no entanto, visto trabalharmos com
expressoes concretas para as viabilidades, elaborar um quadro resumo semelhante
a0 Quadro 2 do capitulo 2 mas onde o tipo de estabilidade depende apenas das
relagGes entre as capacidades de sustento, K;;, e dos valores das taxas intrinsecas
de crescimento, Tij.

Mostrou-se que, para certos valores dos pardmetros do modelo, é possivel
existir ciclos limite ou comportamento céotico.

O segundo modelo especifico estudado foi o modelo de Gompertz, o qual en-
ferma dos mesmos defeitos que o modelo logistico. Neste modelo a condicdo su-
ficiente de estabilidade relativamente ao tamanho da populacao é exactamente
a mesma que no modelo logistico. E igualmente possivel escrever de forma
explicita a expressdo para o tamanho da populacio correspondente ao equilibrio
polimérfico.

Em rela¢do as conclusdes de estabilidade dos equilibrios do modelo, elas sao
analogas as do modelo anterior. diferindo apenas nas expressoes que se obtém
quando se impde a condigio suficiente de estabilidade relativamente & frequéncia
génica.

Tal como acontece no modelo logistico, também aqui é possivel existirem ciclos
limite ou comportamento caético.

Quanto ao modelo de Ricker, trata-se de uma modificagdo do modelo logistico
no sentido de nao apresentar os defeitos a ele apontados. A sua principal vantagem
€ ter-se as viabilidades dos genétipos sempre positivas. No entanto, nio é possivel
obter-se uma expresséo explicita para o tamanho da populacgao correspondente ao
equilibrio polimérfico, tal como acontecia nos modelos anteriores.

No modelo de Ricker, a condicfio suficiente de estabilidade relativamente a0
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tamanho da populagdo coincide com as anteriores no caso dos equilibrios ho-
momorficos, mas é mais complicada no caso do equilibrio polimérfico.

As conclusGes de estabilidade dos equilibrios do modelo sdo andlogas as do
modelo geral, mais concretamente as apresentadas no Quadro 1, dado que se trata
de um modelo biologicamente razogvel (segundo a nomenclatura do capitulo 2).
Estas dependem apenas das relacGes entre as capacidades de sustento, Kj;, e dos
valores das taxas intrinsecas de crescimento, Tij, serem ou nao inferiores a 2.

No que se refere & existéncia de ciclos limite ou de comportamento caético, tal
como acontece nos modelos anteriores, néo se pode excluir a possibilidade da sua
existéncia para certos valores dos parametros do modelo.
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