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ADENDA

Na pagina 108, apos a linha 10 fago a seguinte adenda:

Observe-se ainda que a superficie X;(z,x) ¢ de classe C'2, porque a sombra de uma fungdo de
classe S'2 ¢ de classe C'2. {3]

De facto, sé precisamos verificar que %’-’3 é de classe S™.

Com efeito:
F(r,x + 26x) - 2F(t,x + 6x) + V(1,x)
‘ dx?
o' (1-6,F(t-6t,x+348) } o' (1 -6, F(¢-5t,x + J37 )
= ox
o (¥t x+8x)) o (1, F(1,x))
= ox
que ¢é de classe S®.

Chamamos a:\",(t,x) a Superficie Continua associada ao processo quase recombinado X(t,x).
Na pagina 98, antes do lema 11.2, coloco o seguinte teorema com a demonstragio:

Teorema: Seja X; um processo quase-recombinado, satisfazendo a equagdio de diferencas
estocasticas

58X, = p(t,X.)8t + 6 (1, X,) Jo1

com st g, &, onde it e ¢ s30 ambos de classe C!2.
Seja Z a superficie continua associada ao processo quase-recombinado X;.
Entdo u e o satisfazem

ou -
O'ﬁ -Do=0
onde
-0 ,,0 . a* &
D=zt T om
€ o operador de Dynkin.
Demonstracio:

Seja (1, Z) standard e seja (s,X;) limitado tal que (s5,.X;) = (1,2).
O movimento para cima seguido de um movimento para baixo tem a forma

1, X )8t + 0(5,X, ) 481 + (s + 61, X7)6t — o(s + 5, XT) Jot .
O movimento para baixo seguido do movimento para cima tem a expressio
1(8, X5 )8t — 6(5,X,) I8t + pi(s + 64, X; )5t + o(s + 61,X; ) Jot.
Assim sendo, a diferenga entre as duas expressdes tem a forma
—[o(s +8,X7) ~ 20(5,X;) + 6(s + 64, X; )] /81 + [u(s + 86, X)) — (s + éX:)er (11.2)
Ora, tem-se que:



8X3 - 8X; = p(s, X )8t + 0(s, X, ) V8t — (p(s, X, )8t — 0(5,X:) /87 ) = 0(s,X;)0x
OX; + 60X = 2u(s, X, )ot
(6X3)? — (8X5)? = 2u(s, X;)o(s, X, )otx
(BX3)? +(6X5 ) = 2(u(s, X,))%68 + 2(o (s, X, )25t
(8X3)° + (BX5 ) = 2(u(s, X:))386 + 64(s, X, )(o (5, X; )) 2612,
Devido a se querer que a diferenga seja um @82, vamos aplicar o desenvolvimento de Taylor
aos coeficientes de 67 até a ordem do resto ser @ét.

Observe-se que devido ao facto de X} e 8X; serem de ordem /37, os calculos s3o muito
parecidos aos calculos dos teoremas 10.1 e 10.4.
Obtem-se assim:

(s +86,XY) = (s, Xs) + 11, (5,.X;) + 6XE (5, Xs) + -21-(5X: Y2l (s, X, ) + @6t

H(s +08,X7) = p(s,Xy) + 814t (5, X, ) + 6K (s, X ) + %(ax; Yol (5, X;) + 26t.
Assim p(s + 6t,X}) — u(s + 8¢, X; ) toma a forma:

H(s +3L,XT7) — u(s + 88,X;) = (8XF ~ 6X; )uh(s, X;) +
+ 1 (0X1)? - (6X:) ) (5, X,) + Dt
= 05, X5 )1y (5, X, }x + %.2;;@,)(3 Yo (s, X, )5t8x + Bt
= o(3, X5 )5 (5, X, )0x + D6t

Do mesmo modo, tratamos os coeficientes de /57, agora até a ordem do resto ser @617 .
Com efeito:

o(s +86,X7) = 0(5,X;) + 5Xt 64 (5, X.) + 810, (5, X,) + %(5)(; 260 (5, X;) +

+ X0y (5.X0) + 4O (5, X, (X2 ) + @or

o(s +64,X;) = 6(s,X;) + 6X;05(s,X;) + 8tc' (5,.X;) + %(EX; Yon(s,X;) +
+ 81X 0, (5,X,) + 40 (5. X, )(6X; )* + @63
O coeficiente de /3¢ toma assim a forma:
2u(s, X )05 (5, X )8t + 20 (5, X, )Ot + %05’2 (5 X:) [ 25, X)) 282 + 2(0 (5, X; ) )*6t ] +
+ 07y (5,X,).20(s, X: )1 + %o;’gz(s,x, M 2(u(s, X:))*88 +6p(s,.X, W0 (s, X, ))2812 | + @6t
= 20(5, X )03 (5, X )8t + 20 (5, X, )6t + 05 (5,X, )0 (5, X: }) 26t + Do}
= [ 1. X)0) (5, %) + o' (5,X; ) + ZOh(5,X.)(0(5.X,))? ].25: + 2613,

Assim a express3o 11.2 toma a forma



| 15, X )05, X) + 6/ (5, X, ) + Lol (s, X, ) (0(s, X,))? |8t8x + @682 +
2

+ o5, X; )y (5, X )618x + D12
[a(s,X Wa{8, X)) = p(s, Xs)ah(s, X)) - 6 (5, X, ) — —0 2 (5, Xx)(0 (s, X;))? ]6t6x+(2i512

Entdio o coeficiente de §20x é quase infinitésimal, isto é:

(5, X 2 (5,X5) = (s, X, )0%(5,X:) — 6 (8, X5) - —Uzz(S,Xs)(cf(s,Xs))2 = 0.

Como p e o sdo fungdes standard e (5,X;) = (2,Z), logo a sua sombra € zero e ¢ dada por

o (L Z)pz(t,Z) - w8, 2)03(1,Z) - o'\(1,Z) - %ng(hz)(o(f, Z))’ =0.

Por transferéncia, a formula ¢ verificada para todo (1,Z). B

Fagamos agora a ligacdo deste ultimo teorema com o lema 11.2 onde obtivemos a condiggo

suficiente para que um processo fosse quase-recombinado.
Fagamos entdo a mudanga de varidvel Z = Z(#,x), com B(1,x) = pu(t,Z(t,x)) €

o(t,x) = o(t,Z(1,x)).
Assim obtemos:

pz .uaz_o.au
Z “ox F74
t _ 8o . Ba 97 _ _ 10 — 80 80 _ 1 (32
a'i"&;'zraz o~ a:"'(l“ 2057 az_ar"'l‘az 2‘7(32)
32=EE‘%Z .
2 8o

"o 3 \ 2 a5 \2
622 =3z (0' Bx G(az) +0 azi "
Substituindo na ultlma expressio do teorema, obtem-se:

2&_ o _do _ g% d'c _
- %7 Moz e T2 ez T
-1~ bo(35)) - (s o(B)) -o



“Esta tese ndlo inclui as criticas e sugestdes feitas pelo jari.”
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Capitulo 1
Introducao

Nesta dissertagio teremos dois objectivos a alcancar. O primeiro objectivo serd determinar
o valor final de uma trajectéria qualquer de um processo estocastico X;, nao percorrendo a
trajectéria como na férmula de Ito, mas percorrendo dois caminhos em principio mais simples:
a trajectéria alternada (mediana) e em seguida um caminho que também se pode chamar
alternado, que é transverso ao processo. O segundo objectivo serd calcular a esperanca de
f (X3), sendo f uma fun¢io standard continua definida de R em R e com crescimento polinomial.

Poderemos encontrar exemplos relacionados com os nossos objectivos em obras de Nelson,
Eric Benoit, Van den Berg, Anderson, Reeb, Marc Diener e Francine Diener.

A dissertagao é composta por sete capitulos. w

O capitilo II refere-se as regras de cdlculo, onde introduziremos as regras de Leibnitz, es-
tendendo assim a teoria ZFC, a teoria ZFC+L. Introduziremos ainda as nogdes de ndmero
infinitésimal, aprecidvel, limitado e ilimitado. Por fim, resumiremos as regras de célculo para
a adigao, multiplicacdo e poténciagao.

O capitulo 11T trata a transi¢ao discreta-continua. Estenderemos a teoria ZFCHL, a uma
nova teoria axiomética dos conjuntos (IST), onde introduziremos os trés principios: Transferén-
cia, Idealizacao e Standardizacao. Trataremos também a S-continuidade, S-diferenciabilidade
e S-integrabilidade. Ainda se tratard das aproximagGes globais onde trataremos as massas e
caudas de uma funcdo e as distribuicoes de probabilidade, onde daremos especial importincia
ao teorema da Stroboscopia e a um teorema central do limite (Teorema de De Moivre Laplace)
nao standard.

O Passeio Estocéstico de Wiener e a Equacéo de Calor serdo estudados no capitulo IV. O
passeio estocdstico de Wiener é um processo discreto e cldssico, pelo que nao podemos fazer
nenhuma questao sobre a continuidade ou derivabilidade das trajectérias, ou sobre a densidade
do processo.

Interessamo-nos pelo caso do passeio de Wiener com passos de tempo (logo de espago)
infinitésimais. Com esta hipétese no tamanho das varidveis, provamos alguns resultados, os
quais sdo semelhantes a teoremas cldssicos do movimento Browniano. As equagoes diferenciais
estocasticas escrevem-se mediante este movimento, bem como as solucoes das equagdes difer-
enciais parabolicas, em particular a equacao de calor. Neste capitulo iremos utilizar equagGes
de diferencas estocdsticas. A ligacio entre os dois métodos clissicos é provada pela Anilise
Nao Standard. Assim tiramos vantagens da simplicidade dos conceitos discretos com a simpli-
cidade dos célculos analfticos. Em particular trataremos o movimento Browniano geométrico,
que é um caso de um processo que se diz recombinado. Iremos definir uma superficie discreta
associada a um tal processo.

O capitulo V refere-se as trajectérias sobre as superficies discretas € nés utilizaremos as
superficies discretas para calcular esperancas, assim encontraremos os dois objectivos a alcancar
mencionados no inicio. Note-se uma relagdo com a matemdtica financeira; num certo sentido
obtivemos uma generalizacdo da férmula de Black-Scholes para processos subjacentes mais



gerais que o movimento Browniano geométrico.

Consta no ultimo capftulo uma generalizagdo. Define-se o conceito de processo quase - re-
combinado, damos exemplos que mostram que hd processos estocasticos originados de equagoes
de diferencas estocésticas quase - recombinados, que ndo sao recombinados. Apresentamos uma
condicio suficiente para que um processo seja quase - recombinado, em termos das derivadas
parciais da média e da variéncia condicional. Em conclusio mostramos que o método para
calcular esperancgas do capitulo V, e as férmulas por ele derivadas, se estendem a esta classe de
processos mais geral.

Apresentada a estrutura do trabalho, seguem algumas consideragdes que focam a Anélise
Nao Standard em si mesma, na sua histéria e na sua integracio no Universo da Matemdtica.

A Anslise Nao Standard foi utilizada por um grande mimero de Matematicos e utilizadores
das matematicas. Os novos resultados obtidos por métodos nio standard tém sido utilizados nos
diversos campos da matemadtica, nos dominios mais variados, desde a teoria das probabilidades
as equacoes diferenciais, passando pela algebra mas também pela fisica e economia matemdtica.
No entanto, embora a Andlise Nao Standard tenha mais de quarenta anos é ainda mal conhecida.
A Anslise Nio Standard de Robinson (1961) necessitou de um conhecimento aprofundado da
légica e dos fundamentos da matemstica. Contudo, hoje em dia os preliminares da légica nao
s30 mais necessdrios num curso de Anslise Nao Standard do que num curso de mateméticas
geral, embora a Andlise Ndo Standard aposte de maneira essencial na teoria dos conjuntos,
fazendo a distin¢ao dos conjuntos em tipos: standard, internos, externos, halos, galdxias...

Muitos pensam que para aprender a Andlise Nao Standard € preciso poér em causa os méto-
dos mateméticos conhecidos, abandonar algumas das suas convicgdes, 0 que € completamente
errado. ’

E conveniente aceitar a ideia que todos os conjuntos infinitos N, R,..., possuem tanto el-
ementos standard como elementos nio standard. Intuitivamente os elementos standard sao
aqueles’ que podemos definir classicamente de forma tnica, 1, 2, V2, exp, cosz,... enfim todos
aqueles a quem podemos dar um nome, enquanto que os elementos nao standard sao todos os
outros. Esta ideia simples conduz de corrida ao curso de Andlise Ndo Standard, aos conjuntos
internos e externos em particular, e ¢ conveniente aprender a manipular com toda a seguranca
0S NIOVOS conceitos.

A analise ndo standard é um tema aliciante e um caminho aberto ao desenvolvimento da
matemadtica e do ensino.

E importante saber que a prética matemética corrente se pode formalizar em ZFC. Essa
prética nao vai sofrer qualquer alteracio na Matematica Nao Standard excepto no sentido de
am duplo enriquecimento.



No final dos anos 70 surgiu uma axiomatizacao devida a E. Nelson, que toma como ponto
de partida a teoria ZFC, na linguagem respectiva. A linguagem desta teoria junta um novo
predicativo primitivo undrio ”st”. Quer dizer, no universo dos objectos matem4ticos usuais
distinguimos, por meio do novo conceito, os que sio standard e os que nao sao.

A teoria de Nelson & designada IST - é a teoria dos conjuntos internos (Internal Set Theory),
pois, nela, os conjuntos sao chamados conjuntos internos, os quais se dividem em conjuntos
standard conjuntos nao standard. '

IST é uma extensao conservativa de ZFC, podendo ser livremente utilizada para demon-
strar resultados cldssicos, e permitindo caracterizar nogdes cldssicas de maneira mais simples e
intuitiva. A teoria de Nelson a mais do que as regras habituais que permanencem todas vilidas,
insere trés principios de base: Transferéncia, Idealizacio e a Standardizacao.

A Ansdlise Nao Standard é uma extensdao da matemdtica cléssica. Aos axiomas da escolha,
ZFC (Zermelo, Fraenkel e o axioma da escolha) iremos adicionar trés novos axiomas, mais
precisamente trés esquemas de axiomas, 0s quais nos dizem como proceder com 0s novos objectos
matemiticos. '

Iremos comegar por introdugzir as regras de Leibniz ( I ), depois 0 axioma de indugéo externa
e finalmente os trés esquemas préprios que sdo o Axioma de transferéncia, axioma de Idealizacao
¢ por fim 0 axioma de Standardizagao.

No entanto, com as regras de Leibniz e o axioma de indugao externa ja é possivel desenvolver
uma grande extensao da matemdtica cldssica.

Com a Anilise Nio Standard existe uma simplificagio dos conceitos da anilise; simplifi-
cacdo das provas da anilise; simplificagdo de algumas teorias matemdticas, em particular o
assimptadtico, 08 processos estocdsticos continuos, as equacoes diferenciais parciais e uma for-
mulacio de novos modelos matematicos de fenémenos nao matemdticos, tal como na fisica ou
na economia, integracdo dos conceitos de pequeno e grande aos modelos, diferentes ordens de
grandeza, no mesmo modelo.



Assim sendo algumas teorias matemdticas tornam-se acessiveis para mais pessoas, € novos
fenémenos examinam-se com métodos matemadticos.

Mas, a anilise ndo standard é uma extensiao da matemdtica cldssica, e ndo uma modificagao
da andlise cldssica. Nao mudamos os conjuntos da matemdtica cldssica, mas mudamos a maneira
de falar deles. A linguagem da Andlise Nao Standard é mais rica.



Capitulo 11
Regras de calculo

A prineipal novidade fornecida pela Anilise ndo Standard é a possibilidade de distinguir entre
os objectos matematicos usuais (nmimeros, fungdes,...) que se chamam standard e outros que se
chamam nao standard.

1. Regras de Leibniz

Sabe-se que toda a matematica cldssica se reduz a um sistema formal com um tnico conceito
primitivo, o de (&).

Expandimos este sistema com um novo simbolo ”standard”, abreviadamente ”st”. Este
simbolo é um sfmbolo predicativo unério. '>

Um conjunto X pode ser standard (escrevemos st X) ou ndo standard (escrevemos |st X).

As regras de Leibniz L, sa0 os seguintes axiomas:

1) st{0);

2) VneN, st(n) = st(n+1);

3) vn,m e N, st n,m = st(n+m);

4) ¥n,m € N, st n,m = st(n.m);

5) Vn,m € N, st n,m = st (n™).
Depois introduzimos o axioma:

6) dw € N,|stw

para dizermos que w nao é standard.

Uma consequéncia das regras de Leibniz 1) e 2) é que st (0); st (1); st (2)...

Vemos entdo que todos os nimeros naturais construtiveis ou mimeros naturais intuitivos
sao standard. :

No entanto, pelo axioma 6, existe no conjunto N um ntimero natural nao standard. E
6bvio que tal nimero nio é construtivel (Reeb, 1979). A existéncia dele é unicamente formal.
Podemos ver o predicativo standard como uma formalizacao do conceito de "construtivel” ou
?intuitivo”. Mas, note-se bem que o conceito formal "Standard” é bem distinto dos conceitos
informais ” construtivel” e ”intuitivo”.

Definigao 1.1. Um mimero real x diz-se:

i) limitado, se existe st n € N tal que |z| < n.

ii} ilimitado ou infinitamente grande se  nio é limitado.

iii} infinitésimal ou infinitamente pequeno se para quaisquer n € N standard se tem
2] < 2. ,

iv) aprecidvel se z ¢é limitado e ndo é infinitésimal.

Existem, portanto, nimeros inteiros nao standard. Estes inteiros sdo chamados ilimitados
porque eles satisfazem a propriedade seguinte:
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oUm inteiro é ilimitado se ele é superior a todo o inteiro standard.

Definigao 1.2. Dois mimeros z e y dizermn-se infinitamente préximos se x —y € infinitésimal,
e dizem-se assimptéticos se f é infinitamente proximo de 1.

Utilizaremos as seguintes notagoes:

z ~ y < 2 ey sao infinitamente préximos

T~y <& z ey sao assimptoticos.

Escrevemos

~ ( para indicar que z é infinitésimal;
o~ +o0 para indicar que z é ilimitado.

A soma de dois nidmeros infinitésimais é um mimero infinitésimal, bem como o produto de
um nuimero infinitésimal por qualquer mimero limitado.

Por outro lado, sem mais precisdo sobre os seus valores, ndo & possivel determinar a ordem
de magnitude do produto de um mimero infinitésimal por um nimero ilimitado.

Exprimimos estas regras utilizando quatro sfmbolos, &, £, @ e co. Torna-se 1itil ter notacoes
genéricas para nimeros cujo preciso valor nfo interessa, mas sim a sua ordem de grandeza.

As notagoes &, £, @ e oc introduzidas por I. Van den Berg em 1987, sdo usadas respecti-
vamente para qualquer: mimero infinitésimal, nimero limitado, nimero aprecigvel positivo e
numero ilimitado positivo. Elas serao formalizadas em termos de conjuntos externos no capftulo
I11.

Diz-se que dois niimeros reais a e b sdo da mesma ordem de magnitude se

a = @b.
Resumem-se as regras de cdlculo nas tabelas seguintes:

o Para a adicio

g @ .+
Q @ N
N CN-E)
Q b by by
88888
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exp %

e Para a multiplicacao

g @ £ oo

g 2 g @ R

@ o @ £ o

£ o £ £ R

o R o R =

. Para a poténciacao
Poténcias 1% @ £ fo's)
%] R (%] R 4}
@ 1+ Q @ 10, oo

£ R £ R R
00 10,00 o 00

]0,?0[

Como exemplo, vamos mostrar que log@ = £ ; @9 =1+ & e que 00? =0, col.
Comecemos por mostrar que exp £ = @, o que nos permite concluir que log@ = £.
Com efeito:

Pela quinta regra de Leibnitz, temos que para = > 0 limitado

expr = £
e
1
exp T z 0.
Como - ¢ limitado e néo infinitésimal, logo é aprecidvel.
Seja st n € N, tal que le 1| <n. Como exim nio é infinitésimal, existe st m € N tal que

1 i

= m"

Entdo lexpz| <m e L < |expz| < m. Entdo expz é aprecidvel.
Logo, podemos escrever que

exp £ =@.
Portanto

log@=£L. N

Mostremos agora que @?. Com efeito:

Q% = exp(@log®@) =
exp(@.£) =
exp(@) =
1+ B
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Vamos agora demonstrar que oc? = 0, ool.

I

3

exp(@logoc) =

exp(@.co) =
(R) =

10,00 W
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Capitulo 111
Transicao discreta-continua

Antes de iniciar a transicio de ntdmeros nio standard a mimeros standard ou de fungoes discretas
a funcdes continuas através da sua sombra, & necessdrio definir conjuntos internos e conjuntos
externos, pois estas nogoes estao implicitas nos princfpios que iremos também definir e em todo
o trabalho deste capitulo.

O discurso nao standard comporta quer as férmulas que se podem exprimir com a lingunagem
usual, isto &, sem fazer uso do novo modo, 3s quais chamamos férmulas internas quer as férmulas
externas.

De modo mais informal, o Universo nao standard contém quer os conjuntos da matemadtica
usual chamados conjuntos internos (entre os quais alguns sdo standard e outros ndo standard)
quer colecgdes que ndo sio conjuntos formais de ZFC, porém chamados por abuso de linguagem,
conjuntos externos.

2. Conjuntos internos e externos

Definigao 2.1. 1. Uma férmula da matemdtica cldssica com um unico simbolo {€} diz-se
interna.
2. Uma férmula com os dois simbolos {€, st} diz-se externa.

Dizemos que uma férmula & interna se esta se pode escrever sem utilizar o modo standard
nem nenhum dos seus derivados, como infinitamente préximo ou limitado.

Um conjunto diz-se interno, se é definido com a ajuda de uma férmula interna. Rigorosa-
mente falando, ndo existem conjuntos, s6 existem férmulas, empregar conjuntos corresponde a
empregar abreviagdes. Por exemplo, escrevemos [0,1] C Remvezde (Vz) (0 <z <1 = z € R).

Em particular, todos os conjuntos ji definidos na Matemdtica cléssica sdo internos. A estes
conjuntos aplicam-se sem restricgdes todos os teoremas cldssicos.

N3o existem conjuntos nao internos, mas combinamos falar de conjuntos externos os quais
serao ”definidos” por uma férmula externa que nao se reduz a uma férmula interna.

Um exemplo é o conjunto externo de todos os reais infinitésimais, notada &:

@ = {z € R |z~0}.
Entéo a expressio @ C [—1, 1] é uma abreviacio de
VzeR)(zx0=> 1<z <1).

Outros exemplos de conjuntos externos sao

£ = {z€R|z limitado}
Q@ {z € R |z > 0, aprecidveis}
oo = {z€R|z >0, ilimitado}.
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Na prética, um conjunto externo é todo o sub-conjunto de um conjunto interno definido por
meio de uma férmula externa, para o qual pelo menos um teorema clédssico nao é verificado.

Definicdo 2.2. Uma ordem de grandeza é uma parte convexa de R.

As ordens de grandeza “triviais” sdo os intervalos internos, mas as ordens de grandeza
"verdadeiras” sio as partes convexas externas. FElas conservam a propriedade essencial de
imprecisdo, porque nfo tém um infimo e/ou um supremo.

Os simblos introduzidos no capitulo anterior &, £, @, ¢£ (¢ qualquer) so todos, por
definicdo, ordens de grandeza.

Qutros exemplos de ordens de grandeza sio os intervalos externos, como por exemplo:
{z|0xzz 31}

As ordens de grandeza podem ser consideradas conjuntos externos.

Entre duas ordens de grandeza A e B, iremos utilizar a notagao seguinte

A = B & A, B sao idénticos
A= BsACB.

Esta notacao, estd em analogia com a notagao cléssica, onde escrevemos por exemplo

1
E:o(l) para £ — 0o

em que podemos interpretar como o (1) = {f : R — R | lim, ., f (z) = 0}.

De facto, se g for uma funcio definida de R em R, que a cada z faz corresponder %, entao
temos que g (z) = 0 (1) para £ — o0, g € 0 (1) & {g} Co(1).

Vejamos agora um exemplo relacionado com a Andlise Nao Standard.

Exemplo 2.3. Supondo £ ~ 0, € > 0. Escrevemos
1- - =14 @, no sentido de que == C 1+ &.

14¢ 1+e
2 1+1£5 = 1+ (—£e) = 1+ L&, no sentido de que as grandezas sao idénticas e 1+1£E =140,
com o significado de que a grandeza ﬁ estd contidaem 1 4+ 9.

A distingao entre conjuntos internos e externos , leva-nos a perguntar de que modo véo ser
utilizados os conjuntos externos, sabendo nés & priori que ndo podem ser utilizados os teoremas
classicos. Com efeito, dispomos para manipular os conjuntos externos de novos utensilios, que
sao os principios de permanéncia. Os matemsticos nio standard dispdem de um grande niimero
de principios de permanéncia. Aqui, iremos limitar-nos a apresentar dois dos mais utilizados,
o Principio de Cauchy que é o mais simples e 0 Lema de Robinson que foi, histéricamente o
primeiro.
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Principio de Cauchy
Nenhum conjunto externo é interno.

De facto, dois conjuntos de natureza diferente sao diferentes.

Este principio é muito 1itil na prictica, pois ele permite estender a validade de uma pro-
priedade & um dominio mais vasto que aquele sobre o qual a propriedade pode ser verificada.
Por exemplo, supondo que queriamos estabelecer que uma propriedade interna F' (z) é ver-
dadeira para todo z ~2 0. Entao em virtude deste principio, ela é necessdriamente verdadeira
para certos £ nao infinitésimais, sobre um intervalo [—a, a] com a aprecidvel.

Passemos agora a enunciar o Lema de Robinson.

Lema 2.4. Seja (U,) uma sucessio interna de reais. Se U, ~ 0 para todo n standard, entdo
existe w ilimitado tal que U, ~ 0 para todo n < w.

Demonstracao:

Ponhamos V,, = max,<, |U,|. Consideremos o conjunto interno I = {n € N : nV, < 1}. Por
hipdétese, ele contém o conjunto “N (conjunto externo dos inteiros standard). Em virtude do
principio de Cauchy, ele o contém estritamente. Seja w € NN com w =~ +o0. EntioVp < w

U <Vo<—~0. W

1
W
3. Principios

Vejamos agora trés principios: Transferéncia; Idealizagdo e Standardizagdo, os quais sao os
ingredientes originais de uma nova teoria axiomdtica dos conjuntos, proposta por Nelson, e
chamada Internal Set Theory (IST). A manipulagdo dos conjuntos externos conduz-nos inevi-
tavelmente a separarmo-nos da teoria axiomstica IST de Nelson. Com efeito, nesta teoria tal
como na teoria cldssica ZFC, todos os conjuntos, objectos da teoria, sio internos, estes que
qualificamos de externos nio sio ”dignos”, propriamente falando, do nome de conjuntos.

A teoria IST pode ser descrita da forma seguinte:

Consideramos a teoria cldssica ZFC, a4 qual estio ligadas a maioria das matemsticas de
hoje, e juntamos ao predicativo bindrio indefinido €, o predicativo undrio indefinido st, enfim
adicionamos aos oito axiomas de ZFC trés axiomas suplementares: Transferéncia; Idealizacio
e Standardizacao. Obtemos assim uma nova teoria axiomética dos conjuntos. Nelson mostrou
que IST é uma extensido conservativa de ZFC.

Estes trés principios permitem a introdugio de nogées essenciais, tais como: a existéncia. de
um nimero ilimitado e sombra de z.
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3.1. Transferéncia

Vamos utilizar a seguinte notacao:

V*zF (z) como abreviatura de Vz [st z = F (z)]

3%z F (z) como abreviatura de 3z [st z e F ()] .

3.1.1. Principio de Transferéncia Fraca

Para toda a férmula standard F (x) que ndo comporta nenhuma outra varidvel que nao seja z,
temos o enunciado seguinte

¥tz F (z) = Vz F (z)

e do mesmo modo

3z F (z) = 3z F(z).

Este principio pode ser utilizado para mostrar que certos conjuntos sao standard. Podemos
encontrar alguns exemplos em [1].

Dizemos que uma férmula interna é uma férmula standard se todas as constantes dessa
férmula sdo standard. Dizemos gue uma férmula interna nao é standard se ela contém pelo
menos uma constante ndo standard. E claro que os axiomas usuais da matemstica (ZFC) sao
férmulas standard porque elas sdo internas e nio comportam nenhuma constante.

Vejamos agora o principio de transferéncia geral.

3.1.2. Principio de transferéncia geral

Para toda a férmula standard F (z,1,, ..., t,) ndo tendo outras varidveis livres que ndo sejam z,
t1,---,tn, temos o enunciado seguinte

Vi, oo by [V F (2,6, o t) = VT F (2,61, 000 t0)]

e do mesmo modo

VSttl,tg, ...,tn [El.’E F(.’E,t]_, ,tn) = 35135 F(w,tl,...,tn)] .
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Este principio é utilizado, por exemplo, na demonstragio do seguinte enunciado: dois
conjuntos standard sdo iguais se e sé se eles tdm os mesmos elementos standard.
Nao apresentamos aqui a demonstragio, no entanto o leitor pode consults-la em [1].

As propriedades elementares da Anélise como a continnidade de uma, fungéio ou a convergen-
cia de uma sucessdo podem ser traduzidas na Anilise Nao Standard. Podemos estabelecer a
equivaléncia entre a definiciio cldssica e a nova defini¢io utilizando o principio da transferéncia.

Alguns exemplos podem ser consultados em [1].

Aqui, iremos tratar as somas de Riemann, onde encontramos os critérios de integrabilidade
nas somas de Riemann, os quais serio necessdrios para conceitos que irdo ser introduzidos
na secgao que diz respeito & S-integrabilidade. Na demonstragio do critério (que nio iremos
demonstrar aqui, mas que pode ser consultada em [1}) utiliza-se o principio de transferéncia.

3.2. Somas de Riemann

Definicao 3.1. Seja [a,b] C R, e xy, «,...,z,, elementos de [a, b] talquea =15 < 1; < ... <
Tn =b. Dizemos que D = {xy, ..., 2,} é uma decomposigao de [a,b].

Dizemos ainda que esta decomposi¢do é infinitésimal se para todoi =0, ...,n — 1, se tem
Ti = Tgg-

Consideremos em particular a discretizagio infinitésimal seguinte da recta real. Seja éz ~ 0,
6z > 0 (a existéncia de 6z ird ser assegurada com o principio de idealizacio). Ponhamos

X={kbz | ke Z}.

Sea, b e X, a <bescrevemos

[a.b={z|zeX a<z<b}.

Dizemos que [a...b] ¢ um quase-intervalo. )
Seja f : [a,b] — R uma funcio limitada e D = {xy, ..., 2,} uma decomposicio de [a,b].
Designamos por Ap (f) a quantidade sempre positiva ou nula definida por

n—1

Ap (f) =D (@1 —2:) (sup {f () | & € [, 201} — inf {f (z) | € [z, 7aa]}).

i=0

E evidente que se a decomposicio D' é mais fina que D, isto é, se todo intervalo [:z:;, z; +1]
de D’ estd contido num intervalo [z;, ;4] de D, logo A o (f) < Ap(f).

Defini¢ao 3.2. Dizemos que uma funcio f : [a,b] — R é integrdvel 4 Riemann se para
todo € > 0, existe uma decomposi¢ao D do intervalo [a,b] tal que Ap (f) <e.
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Teorema 3.3. (Critério de integrabilidade a Riemann)
Seja f : [a,b] — R uma fun¢do standard limitada. Existe uma equivaléncia entre:
i) f ¢ integrdvel a Riemann;
ii) Para toda a decomposicéo infinitésimal D, Ap (f) ~ 0;
iii) Existe uma decomposicdo D tal que Ap (f) ~ 0.

Fx) A

da=Xp X Xn-1 Xn=b

Figura 3.1: A regido de area Ap

Teorema 3.4. Toda a funcgao standard continua f :[a,b] — R é integrdvel 4 Riemann.

As demonstragoes destes teoremas podem ser consultadas em [1].

Para aplicar o principio de transferéncia é conveniente assegurar que a férmula considerada
¢ interna e que toda a constante ou pardmetro que figuram nela sio também standard. Se
tentarmos utilizar o principio onde uma destas hipéteses ndo seja verificada cometemos uma
transferéncia ilegal. Alguns exemplos de transferéncias ilegais, podem também ser consultados
em [1].

3.3. Idealizacao

O principio de Idealizagio permite exprimir o facto seguinte: todo o conjunto infinito contém
inevitavelmente elementos nao standard.
O termo finito aqui tem exactamente o mesmo significado que na matemdtica cldssica: Um
conjunto E & finito se toda a injecgao de E em E & uma bijecgao.
Utilizaremos a seguinte notagao:
* fini (x) significa que o conjunto z & finito;
% 3" (z) F (z) como abreviatura de 3z [fini (z) e F (z));
* V" (z) F (z) como abreviatura de Vz [fini (z) = F (z)].
Enunciemos agora o principio.
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3.3.1. Principio de Idealizacao

Para toda a férmula interna B, contendo pelo menos duas varigveis livres z e y, onde z € N,
z =maxz, com z C N, tem-se

Vet Iy Javy € 2 B (z,y) < 3aVy B(x,y).

Vejamos com um exemplo o sentido deste enunciado.

Suponhamos que B seja uma relacdo bindria como por exemplo a relagdo >. A parte
esquerda da equivaléncia indica uma propriedade desta relacdo, conhecida por concorréncia,
para toda a parte finita existe um elemento do alvo que est4 em relagio simultdnea com todos
os elementos da parte finita considerada. No caso particular da relagdo >, significa que existe
um majorante para toda a parte finita. Da parte direita da equivaléncia deduzimos entdo que
existe um majorante para todos os elementos standard.

Este principio conduz-nos naturalmente ao seguinte teorema:

Teorema 3.5. N contém inteiros ilimitados.

" A demonstragao pode ser consultada em [1].

E claro, que podemos deduzir deste teorema que R contém mimeros ilimitados (por exemplo
um inteiro ilimitado N), nimeros infinitésimais (por exemplo &) e mimeros nio standard
aprecidveis (por exemplo 1+ ). Por defini¢do, os inteiros ilimitados {donde a existéncia &
assegurada por este teorema) sdo néo standard.

Enunciemos agora o teorema de Nelson:

Teorema 3.6. Para todo o conjunto E, existe um conjunto finito F contendo todos os ele-
mentos standard de F.

A demonstragéo pode ser consultada em [1].

Daremos agora um significado deste Gltimo teorema. z

Para E = N, dizemos que para todo o elemento N € N, o conjunto F = {n e N|n< N}
é finito (resultado cldssico). Mas é claro também que para N ilimitado, este con_]unto contém,
por defini¢ao, todos os inteiros standard.

No caso de £ = R, uma constru¢io explicita de F é menocs evidente. No enta.nto se consid-
erarmos por exemplo, que F = [0, 1], jd podemos assegurar a existéncia de F. Consideremos o
sub-conjunto de [0, 1]

1 2
D={a:0=0; :1:1=]—V; xgzﬁ;...;xNzl}

0 qual ¢é finito pois contém apenas N + 1 elementos. Se escolhermos N ilimitado, qualquer
intervalo [z;,z;1,] é de comprimento infinitésimal e nio pode conter mais do que um real
standard. Isto sugere que nao existem mais de NV + 1 reais standard contidos em [0, 1].

Podemos encontrar mais exemplos de aplicagdo do principio em [1].
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3.4. Standardizacao

O principio de standardizacido permite associar a todo o conjunto, quer seja interno ou externo,
um tnico conjunto standard chamado sua standardizacao.

Este principio possui um grande nimero de consequéncias fortemente dteis, a comegar pela
existéncia de uma sombra para um elemento ou um conjunto. Segundo F. Diener, G. Reeb
e mesmo Nelson, este princfpio é muito energico, podendo mesmo ser muito forte para os
trabalhos de uma matematica nao standard elementar.

Podemos de facto, como sugere Nelson, obter o essencial dos resultados matemdticos ele-
mentares no quadro de uma, teoria axiomstica, mais enfraquecidos do que em IST, substituindo
a standardizacao por uma das suas consequéncias, por exemplo o principio de recorréncia ex-
terna (ver adiante). Sendo assim, nota-se a perda da existéncia de uma parte standard para
todo o real limitado. -

3.4.1. Principio de standardizagao
Para toda a férmula standard F'(z), tem-se

VeIt yWiz [z ey z €z e F(z)].

O principio assegura a existéncia de um conjunto standard y tendo para elementos standard
os elementos standard z de z satisfazendo F (z). Este conjunto é necessariamente dnico porque
dois tais conjuntos y e ¥’ tém, por definicdo, os mesmos elementos standard. Como eles sao
standard, eles sao iguais.

Definicao 3.7. Seja x um conjunto e E = {z € z | F (z)} um subconjunto de z. Chamamos
standardizacao de I, denotada °*E, o iinico conjunto standard tendo para elementos standard,
os elementos standard de E.

Temos que para z standard, z € £ & z € *E. Notemos que, se um conjunto e a sua
standardizagdo tém por definicdo os mesmos elementos standard, nada temos dito sobre os
elementos nao standard da standardizagio; em particular eles ndo verificam necessariamente
F ().

O principio de standardizacdo permite formalizar a seguinte ideia: toda a colecgao de ob-
jectos standard determina um tnico conjunto standard. ‘

Vejamos um exemplo de standardizagao de conjuntos.

Exemplo 3.8. Seja B(z,y) a bola de centro em z e raio y.
1- Para ¢ infinitésimal, tem-se
» °B(0,¢) = {0};
» *B(\/z,6) =2.
2- Para todo w ilimitado,
»*{zeN|z<w}=N;
b °{zeN|z>w}=0.
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U dos usos correntes do principio de Standardizagao € o seguinte:

Suponhamos que procuramos definir uma nova nocao, digamos, para fixar ideias, que é
a continuidade para as fungdes de R em R. Podemos proceder do seguinte modo; primeiro
formulamos a nogdo para o caso particular onde os objectos considerados sao standard, a
definicao pode ser assim, geralmente, externa mas muito intuitiva

f éS-contmuasse V*zVy z ~y = f(z)~ f(y).

Podemos assim estender esta nogao a outros objectos quaisquer, standard ou nao, por meio do
principio de standardizacao.

De facto, mostra-se por standardizagao e transferéncia, que a standardizacao de {f | f é S-continua}
éigual a {f | f é continua}.

Os dois principios seguintes sao versoes enfraquecidas do principio de standardizacao, mas
luteis nas aplicagoes.

3.4.2. Principio de recorréncia externa

Para toda a férmula F' (n) interna ou externa, temos:

[F(0) e V'n(F (n) = F (n+1))] = V¥n F(n).

Demonstragao:
O conjunto

E=*{neN|F(n)}

é um conjunto standard contendo zero, tal que

Vinlne E= (n+1) € E].

Por transferéncia, é satisfeito o axioma de recorréncia cldssica, donde

E =N.

Como o conjunto {n € N| F'(n)} tem os mesmos elementos standard que F, ele contém
todo o n standard. W
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3.4.3. Sombra de um mimero real

Esta no¢ao, de sombra de um mimero real, permite-nos associar a qualquer mimero nio stan-
dard; um ndmero standard, infinitamente préximo desse nimero. Na demonstracio teremos
que aplicar o principio de standardizacio.

Vamos entdo enunciar e demonstrar o teorema que permite a deﬁmgao de sombra de um
real.

Teorema 3.9. Para todo o real limitado z, existe um tinico real standard °z tal que

T~ °x,

Este real é chamado sombra de = ou ainda parte standard de z.

Demonstragao:
Comecemos por demonstrar a unicidade. Com efeito:
Sendo x um mimero real limitado, se x tivesse duas sombras z; e T;, entdo teriamos

g2 T T

donde o real xy — x; seria standard, pois Ty e T, sdo standard, e infinitésimal. Portanto
zg — 2, = 0, e teriamos xy = ;.

Para estabelecer a existéncia de uma sombra para todo o real limitado z, suponhamos por
exemplo T > 0, e consideremos o conjunto E = 5 {t € R |t < z2}. Como z é limitado, existe um
T standard tal que |z| < r.

Assim

VieE t<r
donde por transferéncia
VieE t<r.

O conjunto standard E é portanto majorado e ndo nulo pois 0 € E: o conjunto possui um
limite superior a, que é standard. Mostremos assim que a =~ z.
Com efeito:
¢ Se existir um standard y > 0 tal que z — a > y, entdo teriamos que a + y seria um
elemento standard de E o que é absurdo;
* Se existir um standard y > 0 tal que a — z > y, entdo seria V*'t € E, t < a — y donde
por transferéncia, Vt € E,t <a—vy, o que também é absurdo.
Logo
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Definicao 3.10. Um real que possui uma sombra é chamado quase standard. Se A é uma
parte de R, dizemos que um real ¢ € A é quase standard em A se z é quase standard e se a
sua sombra aparece em A.

As regras que se seguem dio-nos o comportamento, da parte standard dos operadores com
respeito as operagoes elementares e de ordem em R:

“(at+y) = "z+ %
“lay) = "zl

1 1
0(—) = —se’z#0
T z

z < y= %g“y

o2 < Yy=z<y.

Utilizaremos ainda a notacao seguinte:

S ysex<youzcy,istoése’r < Y.
x 2 ysez nao é infinitamente préximo de y.
T ysez<yexzZy, istoése’z< .

4. S - Continuidade e S - Diferenciabilidade

4.1. S - Continuidade

Falamos de conceitos externos, que correspondem a conceitos internos que normalmente per-
tencem & andlise continua: S - continuidade.

Veremos que estes conceitos externos estdo em vigor também para conjuntos discretos, de
pontos a distncia infinitésimal; uma anélise continua entdo do mundo discreto. As funcoes
podem ser standard, como por exemplo y = 2z, ou podem ser fungdes nio standard, como por
exemploy=2+¢, € ~{.

Assim 'sendo, nés nos interessaremos em abordar aqui as fungGes internas mais regulares,
isto é, aquelas ”quase iguais” a uma fungdo standard continua, a que nés chamamos fungdes de
classe S°.

Definicao 4.1. Sejam ACRe f: A— R. A fungdo f diz-se S - continua sobre A se
Vx,yeA;zgyﬁf(m)zf(y).

Para as funcdes nao standard por exemplo, continuidade e S-continuidade sdo duas nocoes
distintas. Assim, por exemplo, a fungéo:
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f R — R definida por
esex >0

fle) = {O%$<O

é S-continua e nao é continua.
A fun¢io f : R — R definida por

f (z) = arctan (g)

é continua e nao S-continua.
Ora tem-se que € ~ 0. Se z =~ ¢, entdo tem-se

f (z) = arctan (f;—) ~~ g

f (€) = arctan (g) = arctan (1) = .

Wyl 3

Logo

flz) 2 fle)
pelo que f () ndo é S-continua.

Definicao 4.2. Se f é S - continua sobre A, e se f (z) é limitado para todo = € A limitado, a
func¢éo f diz-se de classe S°. 7

Iremos enunciar, em seguida, alguns teoremas importantes nomeadamente para a adigao,
multiplicagéo, composicgo, inverso e subconjuntos de funcdes de classe S°. As demonstragtes
destes teoremas poderao ser consultadas em [2].

Teorema 4.3. Sejam A C R e f e g duas fungdes de classe S°. Entdo f + g é de classe S° e
f-g éde classe S5° .

Teorema 4.4. Seja ACR, f: A—-Reg: f(A) > R. Se f e g sdo de classe S® entdo go f
é de classe SY. ’

Teorema 4.5. Seja A C R, f: A — R de classe S° tendo s6 valores aprecidveis para argu-
mentos limitados. Entdo } é de classe S°.
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Teorema 4.6. Sejam st ne N, ACR*e f: A—> R* declasse S®. SejaBC Aeg: B—R"
tal que g (z) ~ f (z), para todo = € B limitado. Entédo g é de classe S°.

E claro, que a funcio f (z) = € de classe S°.

A fungéo €® & de classe S? para todo o = > 0 limitado. Com efeito, se X > 0 limitado, entio
e” & limitado pelas regras de Leibnitz. Se = e y sdo limitados, tal que z ~ y entao prova-se
facilmente que e® >~ e¥. Logo e & S-continua. Entdo pela definigio 4.2, a funcao e® é de classe
S, para z limitado positivo.

No entanto, a funcao €® nao é S - continua para z > 0 ilimitado.

Com efeito,
1
1 ez — 1 1
e”+r~—ez=e”‘( - )_—:
2 z
z

e.’B
- — z:
—(1+2)
= oo N

Muitas vezes as fungdes internas néo sdo definidas explicitamente, como nos exemplos prece-
dentes, mas através de férmulas de recorréncia. Neste caso, o lema da sombra local (ver adiante)
permite saber localmente se uma funcgao & de classe S, se esta for aos passos limitados ou de
pequenos passos. O lema indica a possibilidade de associar a toda a funcio interna uma funcéo
standard, desde que ela seja quase standard nos pontos standard. Esta standardizacio (que
coincide com a sombra porque f ¢é de classe S°) corresponde, em termos standard, 4 nogio de
limite uniforme de uma sucessio de fungoes.

Defini¢ao 4.7. Sejam E e F dois espagos métricos standard e seja f : E — F. Dizemos que
f é de classe S° no ponto x € E se e s6 se f é quase standard e S-continua no. ponto <.

Dizemos que f & de classe S° sobre uma parte A de E sse f & de classe S° em todo o ponto
standard de A, isto &, sse para todo o st z € A, ° (f (x)) existe e * (£ (z)) = f (°z),

Definigao 4.8. Seja F' um espago métrico standard. Uma fungdo f : R — F ¢é aos passos
limitados sobre o intervalo [a,b] se f(a) é quase standard e se existe uma decomposigio
infinitésimal @ = xy < 1 < ... < z, = b de [a,b] tal que, para todo i = 0,...,w — 1, existe
£ € [3i, Zi11] tal que f (£) é quase standard entdo f (z) é quase standard para todo z € [z;, Ti41].

Definicao 4.9. Seja F' um espago métrico standard. Uma funcéo f : R — F é de pequenos
passos sobre o intervalo [a, b] se f (a) é quase standard e se existe uma decomposi¢do infinitési-
mala = zy <z < .. <z, =Dbdee,b] tal que, paratodoi =0, ...,w — 1, existe £ € [z;, ;1]
tal que f (&) é quase standard entao f (z) =~ f (£) para todo = € [z, Tsp4).

Uma fungdo aos passos limitados possui em particular, sobre a decomposicio infinitésimal
(zg, ..., Z») a propriedade seguinte:
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1- f(zg) € quase standard;

2- Se f(z,) & quase standard entdo f (z,41) & quase standard.

Pode-se deduzir, no entanto, que uma fungfo aos passos limitados é quase standard sobre
todo o intervalo [, b]. Com efeito, o facto de ser quase standard é uma, propriedade externa e nio
pode servir de hipétese a uma recorréncia (interna). Pode-se deduzir, por recorréncia externa
que f & quase standard sobre [z, z,,] para todo st n, pois, para todo st n, z,, continua equivalente
a zg. Pelas mesmas razoes, nao é verdade, em geral, que uma fungio de pequenos passos sobre
[a, b] continue quase standard sobre este intervalo. Note-se que a classe das funcdes de pequenos
passos contem quer as fungdes continuas quer as fungdes S-continuas. Com efeito, é imediato
para as fungbes S-continuas e, para uma fun¢io f continua sobre [a, b], logo uniformemente
continua, que se tem

Ve > 03n > 0¥z € [a,b]Va' € [a,b] [|lz —2'| <n=6(f (), f(z)) <¢],

logo, sendo ¢ infinitésimal, podemos escolher n =~ 0 e por i'i =a+ 1.
Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 4.10. Seja € > 0 infinitésimal.
1- A funcdo f(z) = 55— é de pequenos passos sobre o intervalo [0,1] pois, a func¢io é

14e2—zx
continua, embora nao seja S-continua nos pontos deste intervalos de abcissa nio equivalente a

1.

2- A fungéo constante definida por f (z) = (1+¢)* para (i—1)e < z < is, i > 1, é por
construcao, de pequenos passos, se i = f, embora nao seja continua. No entanto a fingao é de
classe S° sobre |—o0, 400 porque a fungéo é quase igual em todos os pontos quase standard 4
fungdo exp (z).

4.1.1. Teorema da sombra continua

Teorema 4.11. (Da sombra continua)
Sejam E e F dois espagos métricos standard. Para todo f : E — F de classe SY, existe uma

unica funcgéo standard continua de E em F', equivalente a f em todos os pontos quase standard
de E.

Definigao 4.12. A funcao standard continua da qual a existéncia é assegurada pelo teorema
anterior chama-se sombra de f e denota-se °f.

A demonstragio do teorema da sombra continua utiliza dois lemas, os quais iremos enunciar
em seguida. ,

Antes, porém, vejamos um lema que nos indica a possibilidade de associar a toda a funcao
interna uma funcéo standard, com a condigdo de que ela seja quase standard nos pontos stan-
dard. Esta standardizacio (que coincide com a sombra porque f ¢ de classe 5°) corresponde
-em termos standard, & nocdo de limite simples de um seguimento de funcdes.
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Lema 4.13. Seja[a..b] C X e f: [a..b] — R. Entdo a sombra °f é definida em duas etapas:
1- Seja z € °[a...b] standard. Ponhamos

(°f) (=)= °£(8),

onde § é um elemento de X tal que £ ~ z.
2- Extendemos a funcdo externa {(z,(°f (z))) | st z € [a...b]} & fungdo standard °f :
0/a...b} — R por standardizacio.

Lema 4.14. Sejam E e F dois espacos métricos standard e seja f : E — F uma aplicacdo que
nio toma mais do que valores quase standard nos pontos standard. Existe uma iinica fungao
standard, denotada °f, chamada standardizacido de f, tal que

vz eE (°f) (z) = " (f (2)).

Demonstragao:
Aplicamos o principio de extensao a funcio que a cada elemento standard z de E associa o
elemento standard ° (f (z)) de . W

Deduz-se que a sombra, se existir é tnica e univoca, sendo neste caso °f = 5 f.
Exemplo 4.15. Sendo ¢ > 0, infinitésimal

¢ f{(x) = ez tem por standardizacio °f (z) = 0;

e f(z)=(z+¢)® tem por standardizagio °f (z) = z2;

e f(x) = arctan (2) tem por standardizacio

—%sem<0 ;

5f(z)= Osexz=0
5 sex > 0.

Observemos que neste tltimo caso, f ndo & de classe S°, 5f ndo é continua e °f néo estd
definida.

Lema 4.16. Sejam E e F dois espagos métricos standard. Uma funcio f : E — F é S-continua
no ponto xz € E se e s6 se

Ve >0 3y > 0¥y d(s,9) <n=8(f(2), /() <e

onde d (z,y) representa a distancia entre z ey e 8 (f (z), f (y)) representa a distancia entre
as.imagens de x e y.
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Demonstracao:
Seja st ¢ € E e seja € um ntmero standard positivo. Como f é S-continua, é claro que
a férmula interna [Vy d (z,y) <n= 6 (f(z), f (y)) < €] é verificada para todo 1 infinitésimal
positivo. Assim, em virtude do principio de Cauchy, existe um standard positivo n para o qual
ainda a férmula é verificada.
Seja st z € R e seja y € E tal que y ~ z. Por hipétese, como d (z,y) ~ 0, para todo ¢
standard positivo, logo 6 (f (z), f (y)) < €. Portanto f (z) = f(y). W

Vistos os dois lemas, passemos 4 demonstra¢ao do teorema 4.11.

Demonstragdo: (do teorema da sombra continua)

Como f é de classe S°, a standardizagao de f existe e é por construgio equivalente a f em
todo o ponto standard. Mostremos que ela é continua.

Como S f é uma aplicacio standard, é suficiente mostrar que

Vir Ve >03n>0Vy d(z,y) <n=6(F(z),"f@¥) <e
Como f é de classe S°, temos em particular
vz Ve > 03 > 0Vry d(z,y) <n=6(f(z),f(y) <e.
Ora, como z, y e & sdo standard, temos que
6(f (@), f)=6Cf(=),"f(y).
Logo
Vir Ve >0 I > 0 V'y d(z,y) <n=>6(f(z),  f(y)) <e

de onde obtemos a conclusdo por transferéncia.

Ponhamos agora °f = *f. Falta, agora assegurar que f e °f sdo equivalentes em todo o
ponto quase standard. Isto resulta imediatamente da continuidade de °f e da S-continuidade
de f. Com efeito, se T € F, e se %z existe e aparece em E, temos que

f@) e f(%) ~ °f 2) ~ °f (2). ]

Teorema 4.17. Seja f : R — R uma fun¢do standard e zy um real standard. Entdo f é
continua no ponto gy sse

V>0 f(zo+6) = f(zo).

Demonstragao:
Da continuidade de f em z deduz-se que

Ve > 03 > 0Vz |z — 20| <1 = |f (z) — f (z0)| < €]
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donde por transferéncia
Vote > 03%n > 0V |z — zo) <1 = |f (2) — f (z0)] < €]
Assim, para todo 6§ ~ 0, a férmula precedente aplicada a = = zy + é leva a que
Ve >0 |f(zo+8)— flzo) <

donde f (zo + 6) =~ f (x0).
Deduz-se da hipdtese que a férmula

V% > 0[3n > Oz |z — 30| <n = |f (z) — f(z0)] < €]
é verificada, sendo suficiente escolher n ~ 0. Por transferéncia

Ve>0[3n > 0Vx |z —zo| <y = |f(z)— flzo)| <¢]. W

4.2. S - Diferenciabilidade

Vamos agora falar sobre S-diferenciabilidade que é um conceito externo que corresponde a
um conceito de regularidade de fungbes que pertence a anilise continua. Veremos que uma
funcdo é S-diferencisvel se existir uma fungdo infinitamente préxima do cociente da diferenca
das funcgoes.

Definicdo 4.18. 1— Seja ACRe f: A — R. A fungio f diz-se S - diferencidvel sobre A
se existe uma funcao ¢ tal que para qualquer z,y € A limitado, y # x.

F@ - o
pa— ~ ¢ ()

Yy=r=
tal funcdo  diz-se uma S - derivada ( ¢ ndo é dnica ).
2— Se y 6 de classe S° e f é de classe S°, entdo f diz-se de classe S'.

Teorema 4.19. Sejam A C R e f, g duas funcées de classe S*. Sejam ¢ uma S-derivada de
f e v uma S-derivada de g. Entdo f + g, f.g sdo de classe S*, ﬁ em todo ponto onde g é
aprecidvel e f o g em todo o ponto onde g é limitado, também sdo de classe S*. Mais

1) ¢ + ¢ é uma S-derivada de f + g;

2} w.g -+ fap é uma S-derivada de f.g;

3) Lg}“—‘f é uma S-derivada de ’57 nos pontos onde g é aprecidvel;

4) v (g (z)) ¥ (z) é uma S-derivada de f o g, (g () limitado).

Teorema 4.20. Seja §z > 0, 6z ~ 0. Uma funcdo f : X — R é de classe S* se e s6 se ) ¢
de classe S® e f (z) é limitado em pelo menos um ponto limitado.

As demonstracdes destes teoremas podem ser consultadas no capitulo 8.2 de [5], onde se
encontram essencialmente feitas.
Assim como as funcoes discretas f : X — R podem ser de classe S°, elas também podem
ser de classe S'. Escrevemos 6 f () em lugar de f (z + 6z) — f (z) e 6=; em lugar de z;4; — ;.
. Vejamos agora um exemplo de uma fung¢io de classe S*.
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Exemplo 4.21. Consideremos a fun¢do discreta definida por:
e(z) = (1+ bz)%

a qual é S! sobre X, com S-derivada € (z).

De facto
Se(z) _ e(z+6z)—€(z)
o oz -
 Q+6)F (146
= - =
(14 682)% ((L+6z)—1)
= - —
= (146z)% =

= e(x).

Vamos entdo aplicar o teorema 4.20, mas para tal necessitamos de provar que €(z) é de
classe S°.

Vejamos entdo que € (x) é de classe S°. Comecemos por verificar que € (z) é limitado.
€ (IL') — 63”; log(1+8z) __
_ pE(a(142))

ea:(1+!25)

que é limitado.

Assim para todo z limitado, € (z) é limitado.
Passemos agora a verificar que € (z) é S-continua.
Com efeito, sejam z e y limitados quaisquer tal que

T

T

Jé vimos que sendo z e y limitados e x =~ y entdo e® ~ e¥.

Entao
e(x) = (14 6z)% ~
~ ¥~
~ ¥~
~ (1+ 6x)f5 =
= €(y).
Logo € (z) é S-continua.
Podemos entao concluir que
be () = ¢(2)

oz
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é de classe S°.
E 6bvio, que € () é limitado em pelo menos um ponto limitado. Pelo teorema 4.20 conclui-se
entdo que € (z) é de classe S*. u

J4 vimos como se definem fungdes com uma varidvel de classe Sicomi € {0,1}. Vejamos
agora como definir funcdes de classe S2.

Definigao 4.22. Seja f:X — R e [a...b] C X um quase intervalo.
2
Diz-se que f é de classe 2 em [a...b] se f & de classe S* e (—';;J)f—g é de classe S° em [a...].

Tinhamos visto que para z € R se define 6 f : X — R por :

6f(z) = f(z +éz) — f ().
Definimos agora para z € R, 62f : X — R por

6 f (z) = 6 (6f ()

onde

52F (z) = f (z + 267) — 2f (@ + 62) + f ().
Vejamos dois exemplos de funcdes nao standard que so de classe S°, S'e 5% em X.

Exemplo 4.23. Vamos considerar a fun¢ao do exemplo 4.21. Seja entao a fun¢do discreta
definida por:

e(z) = (1 + 6z)%

a qual é S* sobre X, com S-derivada € (z).
2 .
Calculemos agora %%? . Iremos utilizar no cdlculo o resultado obtido no exemplo 4.21. Com

efelto:

8% (z) _ 8 (be(z))
(6z)” (6z)”
6 be(x)
3(? ox
= (@)
= ¢(x).

Como € (z) é de classe 5! e %? = ¢(z) é de classe S° logo por definicao € (z) é de classe
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Exemplo 4.24. Definimos para ¢ € X
e (z) = (1+ z6z)%= .

Temos para z limitado que

2 5L‘3

e (z) = exp (m - 5‘52-53,- + 5 (8a) + £ (53)3) .

Tomando um termo vimos que e (z} ~ exp (z). Logo e (z) é de classe S? em X.
Tomando dois termos , obtemos que

be(z) z? exp (6z + £ (62)" —exp £ (63’)2)
5 exp (z - 56:[:) ( o )

= exp(z)+@.

Logo podemos concluir que e (z) é de classe S* em X.
Tomando trés termos, obtemos

8e ()
(52)°

2 3
= exp (:r - %63: + %— (69:)2) X

L P (262 — 2z (67)° + £ (62)*) — 2exp (67 — z (62)° + £ (63)%) + exp £ (62)°
(62)° -

Aplicando Taylor aexp (26z — 2z (§z)° + £ (62)°) —2exp (62 — z (6z)* + £ (62)°)+exp £ (62)°, -
obtem-se

6(2;;)? exp (z — ?2—26:1: + %3 (62:)2) X
1+26$+2(6$)2—2z(6z)2—2(1+5w+ﬁ%)—2- —:1:(62:)2) +1
" (62
= exp(z)+ .
Logo concluimos que e (z) é de classe S?emX. N

4.3. S - Continuidade e S - Diferenciabilidade para funcoes de duas varidveis

Estendamos agora os conceitos a fungoes de duas varidveis. No entanto, antes de passarmos a
definicdo de fungoes com duas varidveis de classe S¥, iremos introduzir uma notacao.
Seja f: XxY —Re(z,y) € Xx Y, onde Y é da forma

Y ={n.by|ne€Z}

com ¢y infinitésimal e estritamente positivo.
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Escrevemaos:

6if (zy) = flz+oz,y)— flz,y)
62f(:r,y) = f($7y+6y)_f(x:y)

e parat,j € {1,2}
6?]1‘: (fl:,y) = 6i6jf ('T)y) -
Paraz € X e y € Y definimos as fungbes f, : ¥ = Re f, : X — R por

foy) = fy(z) = f(z,9).

Vamos agora passar & definicio de funcdes com duas varidveis de classe S¥ com i,j €
{0,1,2}.

Definicao 4.25. Seja f : X x Y —-ReDCXxY.
1. Dizse que f é de classe S em D se f é limitada e S-continua para todo ponto (z,y) € D

hmitado.
2. Diz-se que f é de classe S\ em D se f e % sao de classe S°° em D.
3. Dizse que f é de classe S em D se f e %i sao de classe S em D.
4. Diz-se que f & de classe S?® em D se f & de classe S'° e 22f ¢ de classe S®® em D.
(De modo andlogo se pode definir fungdes de classe S%2).
5. Sejai,j € {1,2}. Diz-se que f é de classe S em D se f é de classe 5*%e S% em D.

Por exemplo se considerarmos no plano X x Y a fungao definida por

0 sex <0 ’
f(:c,y)—{w sexz >0

esta é de classe S, no entanto ndo é de classe S'°, pois embora seja de classe S na primeira

varidvel, nao o & na segunda varidvel. ‘
Vejamos agora outro exemplo onde iremos mostrar que uma funcio nio é de classe S0,

exemplo este que foi retirado de [3)].

Exemplo 4.26. Consideremos a equacao de diferengas parcial definida no plano discreto X x Y,
onde a solucdo da equacao nao é de classe S1°.

M) = va
U.(O,y) = Y.
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Notemos que ug (z) ~ 0.

Mostramos que existe  ~ 0 tal que u, (x) » 0, para x > 0 aprecidvel.

Com efeito:

Sejaye Y,y z 0.

Para todo z > 0 limitado, temos que uy (z) ~ Us, (z), onde Us, é a solucdo da equagdo
diferencial

dU
= = Vu
U@ = %.

Assim, para z > 0 tem-se que

(eeas)

Uy (z) = 1 o

(z+2v)°
1 .
Pelo principio de cauchy, existe n ~ 0 tal que para todo = > 0 aprecidvel

2
T+ 2./ T2 '
Un(m)z(—TQ:ZoaOr—uo(w).
Assim podemos concluir que a funcao de duas varidveis u, soluciao da equagao parcial de
classe S%, nio pode ser de classe S%.

E claro, que funcdes do tipo f (z,3) = z™.9y™ com n, m € N standard sdo de classe S¥, para
todo 1,7 € {0,1,2}.

Outro exemplo onde iremos aplicar esta defini¢do encontra-se no capftulo V. Af, iremos
mostrar que a superficie discreta é de classe S'2.

5. S - Integrabilidade

J4 vimos na seccao 3.2 a qual esti consagrada as somas de Riemann, quando é que uma funcio
é integrdvel a Riemann e os critérios de integrabilidade a4 Riemann. Vejamos agora, as condigoes
para que uma func¢io seja S-Riemann-integrivel.

Seja [a, b} C R um intervalo. Uma sucesséo finita de pontos zy < z; < ... < z,, tal que

Dzg ~ a
ii)Vn,O < 7:<1/,$.,:+12.’L'i
i)z, ~ b

chama-se uma discretizac@o infinitésimal de [a, b].
Seja f : [a,b] — R. Escrevemos para 0 <i < v
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M;= sup f(z)

I,;SJ:<I§+1

m;= _inf f(x).

TiET<Biy

Sabemos que dz; = ;11 — ;.
Supomos que a, b sdo Hmitados. Uma funcido f diz-se S-Riemann-integrdvel se para
todas as discretizagGes infinitésimais de [a, b

Z m;éx; ~ Z Mbx;

0<i<v 0<i<p

Z M;6z; é limitado.

0<i<w

Todo o valor I =~ 7, , M;éz; diz-se um S-integral de f.

E obvio, que uma fungio de classe S° é S-Riemann-integravel, pois m; =~ M; para cada i e

Z (M,, — mz) (SfL'i = Z @62’?1 =

0<i<v 0<i<y

I
N
2y
I

Teorema 5.1. Sejam a, b, limitados, @ < b. Seja (2:)(;., uma discretizagdo infinitésimal de
[a,b]. Seja f S-Riemann-integravel e Riemann-integravel. Entdo

b
' f f (z) dz é um S-integral.

Nao iremos desenvolver aqui uma teoria de S - integrabilidade. Vamos desenvolver sim, uma
teoria de aproximacoes de integrais e somas complicadas por integrais simples.
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Teorema 5.2. Sejam a,b limitados a < b e f,g duas fungbes de classe S° e integrdveis a
Riemann definidas sobre [a, b], tal que f (z) ~ g () para todo = € [a,b]. Entdo

/:f(x)da:"_v/;bg(x)dm.

Teorema 5.3. Sejam a,b limitados a < b e f,g : [a...b] — R tal que f,g sao duas funcoes de
classe S° definidas sobre [a...b], tal que f (z) ~ g (z) para todo z € [a...b]. Entdo

Z f(z) bz =~ Z g (x)éx.

asz<b a<z<b

Corolério 5.4. (Aproximagio de uma soma por um integral) Sejam a, b limitados e f : [a...b] —
R de classe S°. Seja g : [a,5] — R de classe S® e Riemann - mtegrével Seja f (z) ~ g (z) para
todo z € [a...b]. Entéo

3 f(m)ﬁ:cN/ (z) dx.

a<z<b

5.1. Teorema da Stroboscopia
Um teorema muito ttil para a existéncia de sombras é o teorema da Stroboscopia, o qual

iremos agora enunciar e demonstrar.

Teorema 5.5. (Da Stroboscopia) Seja ¢ : [a,b] — R™, b >> a, (a,¢ (a)) limitado. Supon-
hamos que existe uma decomposicio infinitésimal (g, 11, ...,tx) de [a,b] e uma funcdo standard
continua f : [a,b] x R® — R" tal que, para todon =0, ...,N — 1 e todo t € [tp,tnyi:

D)et) =~ ot
iy Plart) 0 l) o c L)

1

tn+1"tn

4

Entdo ¢ é de classe S° (de facto §') sobre um intervalo de comprimento aprecigvel [a, /],
a # d, e sua sombra °y verifica sobre a sombra deste intervalo a equacéo diferencial o' = f (t, ).

Para demonstrar o teorema, vamos seguir os seguintes passos:
a) Mostrar que a fungdo ¢ que satisfaz as hipéteses deste teorema é aos passos limitados.
b) Mostrar que se ¢ & limitado sobre um intervalo [a,d'], entdo ¢ é S-continua sobre
este intervalo. Deduzir que existe a’, a < a’ < b tal que y seja de classe S° sobre [a, a'].
¢) Mostrar que a sombra de @, que se designa por ,, sobre este intervalo, tem, para
todo ¢ € [a,d'],

0 (£) — 0o (a) =~ [ £ (200 (7)) dr.
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Comecemos por demonstrar a).

a) Supondo que ¢ (t,) é limitado. Entdo f (., (t»)) € limitado. Logo por ii)

P (tﬂ-l—l) - (tﬂ) =f (tn: ¥ (tn) + @) (tn+1 - t‘n)

é infinitésimal. Entfo ¢ é aos passos infinitésimal, pelo que ¢ & aos passos limitados.

b) Seja a’ tal que ¢ & limitado sobre o intervalo [a,, a':l. _‘
Seja s, t € [a,a'}, s < tetal que s ~ t eseja k tal que 5 € [tx,tr41] € seja n tal que
t € [tn,tny1| entdo:

et)—p(s) = ) —p(t)=
= Z @ (tmy1) — @ (tn) =

k<m<n
3 1 (b0 () + 0] (s — ) =
k<m<n
= 3 (O (s — ) =
k<m<n
= (£+0) Z (tmt1 — tm) =
k<m<n
Como
Z (tme1 — tm) = (g1 — te) + (Trg2 — teg1) + . J
k<m<n
logo

pt)—w(s) = (£+0)(ta—t)=
= (£+0).0=
= 0.
Assim concluimos que ¢ é S-continua.

Como ¢ ¢ limitada e S-continua, entao ¢ é de classe 8° sobre o intervalo [a,a’].
. Suponhamos agora, que existe a = £, ~ 0 tal que ¢ {«) é ilimitado.
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Seja p =max {n | |¢ (t,)| < 1}. Entdo ¢ (t,) = ¢ (a).
Mas ¢ (t,) > 1, logo @ (t,) » ¢ (a). Contradigao.
Assim
L = {a| ¢ (x) limitado} D a+ @.
Pelo principio de Cauchy
L2a+2.

Podemos assim supér a € L — (a + 9).

c) Nesta demonstragio iremos utilizar o Principio de Carnot que nos diz que se dois
nimeros standard reais sdo infinitamente préximos entio eles sao iguais
In tal que t € [tn, taq1[, @ = to.

o) —wola) = ¢(t)-—¢(a)~
~ (t,) —p(to) =

= Y [pltm) —p(tm)] =

_ f} 1 (b (i) + 0] (s — ) =

_ _Z [ (b 90 (b)) + 0] (s — ) =

_ 2::f (e ) (s )+ 3 Ot ) =
- 0;2: £ (b 20 (Em)) (t,,,ﬂ-~t,,1)+®_0§_;< (tmi1 = tm) =
- Zf (s 5 (s — )+ Dt ) =

_ Ognf(tm,% (b)) (i — ) + 0 % £ =

- gf (tms 0 () (bt — ) +0.

Como f ¢ de classe S% se tem uma decomposicdo infinitésimal podemos aplicar a soma de
:Riemann, logo



38

S (b 90 (b)) (bt — ) + 0 /0 F(r 00 (7)) dr+0 .

0<m<n

Portanto, se ¢ € [a,a]

00 (£) — 00 (a) =~ / £ (7,00 (7)) dr + 0.

Pelo principio de Carnot, podemos escrever que

o0 (£) — o (t0) = /0 f (7200 () dr.

Derivando ambos os membros, ainda se obtém:

wo(r)=f(mpo(r)). B

6. Aproximacoes Globais

“6.1. Massas e caudas

Vamos em seguida considerar aproximagoes globais: integrais e somas sobre intervalos de com-
primento limitado ou infinito. Note-se que uma aproximacao global de fun¢des induz uma
aproximagio de somas (teorema das aproximagdes multiplicativas de Cauchy). De facto uma
aproximagao local de um certo tipo € suficiente. Para tal, iremos introduzir:os conceitos de
cauda e massa.

Definicao 6.1. Seja f > 0 uma funcdo real, de modo que

r= [ t@a,

é convergente e estritamente positivo.
A cauda esquerda C~ de f é definida por

'c-={y,/_1f(m)dm=@_f}_

A cauda direita C't de f é definida por



6.2 Aproximacao de Somas e integrais : 39

Ct = {yl/yoof(:c)da:-—-@l}.

A massa My de f é definida por

M;=R\(C~uCY).

Os conceitos de cauda e massa definem-se também para os somatérios, em particular para

as somas de Riemann.
Seja f: X — R tal que

S=Y f(z)6z

ze€X

é convergente.
Aqui as defini¢ées da cauda esquerda C~ e da cauda direita C™ sao:

C = {y|Zf(a:)6x:®.S}

<y

Cct = {y|Zf(x)53::®.S}.

>y

A massa é de novo

My =X\(C ucCH).

6.2. Aproximacao de Somas e integrais

A massa é um meio para determinar aproximacOes de somas e integrais. O teorema seguinte
mostra que uma aproximagcao local de uma funcao, s6 sobre a massa dela é suficiente para uma
aproximacio do seu integral global sobre R. As demonstragoes dos teoremas seguintes podem
ser consultadas em [2].

Teorema 6.2. Sejam f,g : R — R* de massa M igual, tal que m, C my, e tal que f(z) ~
g (z), para todo x € M. Entao

[ t@an [ @

De facto, m, = my.
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Teorema 6.3. Segjam f,g : R — R* de massa £ iguais, tal que my C my C £, integrdveis 4
Riemann e de classe S° e tal que f (z) ~ ¢ (x), para todo = € £. Entdo

]_Zf(m)da:z/_ig(:c)dw.

Teorema 6.4. Seja f: X — R", g : R — R* de massa £, e de classe S® e g também integrdvel
a Riemann. Seja f (z) ~ g () para todo = € X limitado. Entao para todoz € R

> f(y) b=~ /x 9(y) dy.

y<z —o°

De facto, my = my.

Teorema 6.5. Seja 6z ~ 0 e f : R — R" de classe S° e Riemann - integrével de massa £.
Entao

Zf(a:)&mﬁ/_mf(x)d:c.

z€X

6.3. Distribuicoes de Probabilidade

O nosso objectivo, nesta seccio, é determinar aproximacgoes de integrais e somas de Riemann,
pelo que nao iremos estar ocupados com problemas de mensuralidade.

S6 iremos tratar de probabilidades sobre um espago de probabilidade (£2,Pr) finito, pois
assim nao teremos problemas de existéncia de esperancas.

Claro que pr(z) > 0, paracadaz € Q e

> priz)=1

z€X

Uma varidvel estocdstica é simplesmente uma funcdo y : 2 — R, onde a sua esperanca é
dada por ’

Ey=Y y(@)pr(s),

zeX

e a sua variancia, é dada por

Vary=E(y—E y)*.

O seu desvio padrao é v/Var y.
Para as distribuigGes de probabilidade existe um método para localizar a massa. As suas
caudas e a sua massa sao definidas analogamente como foram definidas as somas de Riemann.
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Por exemplo:

a€C™ @Z x)pr(z) =2.1~0.

y{z)<a

Sendo y uma varidvel estocdstica, com esperanca p e desvio padrao o, dizemos que

p+ £.0

é uma galdxia centrada em u e de ordem o.

6.4. Lema de Chebyshev

Teorema 6.6. (Lema de Chebyshev) Seja} um espago de probabilidade finitoey : 2 — R*
uma varidvel estocdstica nao negativa. Seja A > 0. Entao

E
Priy> ) < =7

Antes de iniciar a demonstragio do teorema temos que ter em conta que

{y>A}={z€Q]y(z)>A}.

Passemos entdao 4 demonstracido do teorema.
Demonstragao:

Pr{y>)} = > pr(z)

y=>A

- §2Apr(x)

y>A

—Zy () pr (=

Y= A

—Zy )pr ()

yeR
Ey
= -2 N
A

IA

IA

Teorema 6.7. (Lema de Chebychev externo) Seja £} um espaco de probabilidade finito e
y : 2 — R* uma varidvel estocdstica nao negativa. Entdo

M,cC £.Ey
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Demonstragao:
Se Ey =0, y(z) = 0 para cada z € £ o resultado é trivial: M, = £.Fy = {0}. Supomos
que Ey > 0 e seja A ~ +00. Pelo Lema de Chebychev

Ey 1
> A < = -
Pr{y > A\.Ey} £ Ny

Vermnos que A € y pertence & cauda de y. Entao M, C £.Ey.

6.5. Lema de Concentragao da Massa

Teorema 6.8. (Lema de Concentragé’o da Massa) Seja ) um espago de probabilidade
finito e iy : Q@ — Rt uma varidvel estocdstica, com esperanga p e desvio padrao . Entao

M,Cpu+fo
Demonstracao:
Pondo

L= YT H
o

temos

Yy=0z+ |
Entao

EzzzE(y—#)QzE(y—uf

o o2
Como p = F (y) entao tem-se

E(y— Ey)® o°
— 2 —a-L
o o
Pelo Lema de Chebychev externo M,: C £. Sea € M, logoo? € M,: C £,logoa € £.
Vemos que o é Iimitado, M, C £ concluindo que My =cM,+pCof +u R

6.6. Teorema de De Moivre Laplace

A prova do teorema de De Moivre Laplace serd efectuada em trés etapas:

1- Estimamos o cociente de dois coeficientes binomiais. No primeiro lema iremos obter
a férmula combinatorial. No segundo e no terceiro lema obteremos aproximacdes para as
coordenadas ¢t e z da formula.

2- Na primeira parte da demonstracio do teorema, iremos oter uma estimacao do coe-
ficiente binomial como a funcdo do coeficiente binomial maximal, por aproximagdes sucessivas.

3- Na idltima parte da demonstracio do teorema iremos obter uma aproximacio as-
simptética do coeficiente binomial maximal.
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Lema 6.9. Seja0<p< 1, j,veN, 0<j<wv. Entdo

1-(-%2 »p
B,(v,j+1)=B,(v,j , 2Ly .
P( J ) p( J)l-l-(j—%).%—l-%}?—l
Demonstracgao:
v . :
B i — ) Ut (1 - i)
p (v,7+1) (j+1)p (1-p)
'UI y— p
_ r __p( 7)
Groie-Gron? P
_ v vy (wv-5) _P
Fo—prja P T

' $-(-3%) P
i+(-3+11-p

1-(-3)s 7 g

T+G-9 2+ T-p

= Bp ('U:j)

= By (v,j)

Lema 6.10. Seja 6t ~ 0 e a um mimero real limitado. Sejat aprecidvel. Entdo para (t,z) € C

1—%6&:

. . 2 .
1+ 5bx + bz (1+2a8z + 2b2)

by (t,z + bx) = b, (¢, T)

Demonstragao:
Ponhamosv =1, j=ji, ep= % + a+/6t. Note-se que:
'Y % = %515 = %\/{g\/ﬁ—= &.6x
. . i—% )bz
(-3 i=(-9) 2-CFu- s

i {3
o5 = f_—ag = Lads — (1 } a8z) (1 + @bz + @63) = 1 + 2adz + Dbz
2 Ly

Consequentemente
B,(v,j+1)
be (t,z+ 6x) = PT
_ By 1-(G-35)3 _»
. TH(G-3)2+2 1
1— 2.6z
= b, (t,x) B (14 2déz+@bz). N

1+ 2.6z 4 @6z
Lema 6.11. Sejaét ~0e a Iimitado. Seja (t,z) € C com t aprecidvel e z limitado. Entéo

r — 2at

by (t,z + 6z) = b, (¢, ). (1 — bz + @6:!:) .



Demonstracao:

Sendo 36z ~ 0 tem-se que 1 - 26z + Géz.

—-————1 =
1+§63:+26m

Pelo lema anterior tem-se

1-5.0z
1+ £.6z + Aoz
= b, (t,z). (1 - fm.ém) (1 - —w—&c+256$) (1 + 2abz + @bz)

by (t,x+6x) = b,(t,z). (1 + 2abz + @éz)

= b (t,1). (1—~~*5$——6$+®6$) (1 + 26z + @6z)

= b, (t,x). (1+2a5$————5$—%&c+®59§)

= (1 x_‘?até +®6$). =

Teorema 6.12. (De Moivre-Laplace)

Seja 6t ~ 0 e seja a limitado. Entao para algum ponto (¢t,x) € C onde ¢ aprecidvel e
limitado

1 (z — 2at)®
ba_ (t,d:) =~ ﬁ exp (__2'&—) .

Demonstracgao:

Vamos provar o teorema para o caso onde a = 0. O caso geral pode ser mostrado andloga-
mente fazendo =’ = z — 2at.

Para t fixo, o médximo de b (t, ) & obtido para z = 0.

Vamos primeiro exprimir b (t,z) em funcdo de b(t,0), e em seguida fazemos uma estimativa
para b(t,0).

- Para « > 0, tem-se
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b(t y+6:5
0<y<=z
0<y<z
= b(t,0)exp Z log(l—y_:@&n)}
L0<y<x

= b(t0)exp| S —¥ :I:(1+@):|

L0<y<z

[ 1
= b(t,0)exp - E (y+12f)6w]
D<y<z

, | e
= b(t,0)exp —;/ ydy—i—@}
0

72
= b(t0)exp (_ﬂ + @)

b(t,0)exp (_i;;) (1+2).

O caso onde = < 0, pode ser mostrado de modo andlogo tendo em conta que
b(t,y+ 6x)
b(£,0) =b(t,2) [[ =2
z<y<0 b (tJ y)
Para estimar b (t,0), vamos utilizar o lema de concentragio de massa e o lema de Robinson’s.

Como b (t,x) 6z é a distribui¢do de probabilidade em Cr com média zero e desvio padrao
v/t standard, o lema de concentracio de massa diz que para algum z ilimitado

> b(t,@)bz~ Y b(t,z)bz.

t <z
| <= RS

Pela proposicao 2.4 e o lema de Robinson’s, existe algum z’' ~ +oo tal que

b(t,z) + z?
<, b(¢,0) o= f_zl o (—_2—75) &

Como o integral é convergente, obtemos




46

+2' SL'2 +oo .’L'2
/’ exp( 2t)dmﬁf exp(—ﬁ)dm=\/27rt.

Podemos agora concluir que

1 ~ Z b(t,z) 6z

x| <z’

- tO)Z

|| <z’

- b(t,o).(\/%Jr@).

tO)

Assim sendo, b(t,0) ~ ﬁ
Como tinhamos que b(t,z) = b(t,0) exp (—"‘2‘—:) (1 + @), obtemos finalmente que

1 z?
b(t,:l?) zﬁtexp —EZ . |

O teorema De Moivre Laplace diz que a distribui¢o binomial se comporta sobre a sua
massa como a fungio de Gauss. Este comportamento desaparece na cauda, mas s6 até certo
grau: a cauda da distribuicio binomial é contudo exponencial quadratica decrescente.

Proposicao 6.13. Seja 6t ~ 0 e a limitado. Para algum (t,z) € C, com t aprecidvel e
ilimitado tem-se:

T

ba (t,z) = £.exp (—Qz?) .

Demonstragao:

Pelo lema 6.13, existe algum limitado zo (por exemplo zo = (4a + 1) t) tal que para algum
Yy = To

b (t,y + 62) < b, (£, 7). (1 _ -2%&) .
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Se z < 1 temos que In (1 — z) < —z, logo para algum =z ilimitado
ba(t,) < baltyzo). [] (1 - %51-)

2p<y<T

= b, (t,zo).exp — Z ]n(l—%&m)]

LTo<y<z

ba (t, 20) . exp Z —yw&vj!

Ty
ba (ta 3:0) - €Xp / _—dy:l
| Sy 2t

IA

IA

[ 2 2
< ba. (t: :1:0') -€Xp | — ]
= £.exp (—@.7:2) . "

Seja v € N fixo (normalmente v ~ +o0). Sejam j, n € Ne 0 € j < n. De uma certa
maneira o teorema central do limite no caso da distribuicao binomial

Pr{n} = B{n,j) = (?) (%)n n qualquer

(teorema de De Moivre Laplace) resulta de mudancas de escala:
1) ¢ = 2, uma macroscopa sobre n. Um nimero de ordem v serd limitado.

2)r= %—"j, uma telescopa sobre 5. B uma translac¢io, seguida por uma macroscopa.
2
Um nimero tendo com respeito a 3 (passa onde a telescopa ¢ directa, o centro de imagem da
telescopa) uma distancia de ordem ‘/T;’ (de facto um mimero ilimitado) sera limitado.

3) B(n,j) = %B (n,), uma microscopa sobre os valores da distribuicio binomial.
Valores de ordem estrita % serdo aprecidveis.

O resultado das trés mudangas de escala aplicadas a fun¢do de duas varidveis B (n, j) escreve-
se b (v;t,z) ou simplesmente b (¢, z), a funcdo binomial

b(t,z) = ?.B (vt,f’;ﬂ-‘g—a) .

Note-se que vt =n e % ~|—:c‘/7"7 =7+ :’}—t%—i, onde 3 é a média e 32@ é o desvio padrao.
A massa de B (n,j) sendo Mp = § + £.@, a massa M, de b(v;t,z) € igual a
Ma—10
Mb = 1B\/17L2 = \/i—i.f
ViT2

Se t é aprecidvel, entdo My = £.
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Exemplo 6.14. A densidade de Gauss é dada por

0(@) = e (-3 )

e a sua massa é £.

Com efeito:
00
I = / g(z)dr =
100 +oo 1'112 4
= _— —_—— xTr =
o /;Oo exp 5
v 1
= —_\/2 =
Ve "
= L
Se y ~ 400 entao
1 [+m $2 +o0 ( )
— exp (———) dz < / exp (—z)dzx ~
V2T Jy 2 y
~ (=

= @I

Logoy € Ct.
Verifica-se andlogamente que se y ~ —oco entdoy € C~.
Se y é standard e limitado, tem-se que:

1 ]+oo $2 iz > 0 -,
—— € —_— x
V2r Jy A2

e como é standard, logo podemos concluir que

1 +oo $2

— exp|{ —— }dz £ 0.

\/271'/y p( 2) T
Logo y € M,.

Podemos assim concluir que
M,=£. 1

- Observemos que M; = £ pelo teorema de De Moivre Laplace e pela proposicio 6.13.



7 S - Exponencial 49

Exemplo 6.15. Seja e > 0. Entdo a massa da densidade

1 ( z? )
o — € Ta_
g V2ra P\ 2a
6 £/a.
Iremos fazer a seguinte substitui¢do durante a demonstracao
r= 7= < z=/ar logo dz = \/odr. Semzkirz%;sew=+ooz>r=+oo.
De facto, se A > 0, entao

te 1 z? 1 +oo x2
4z = [ (-—) dz =
/; 2o exp( 20) v V2ra Ja B
1 <400 T2
= e /‘% exp (“E) Vadr =

_ 1 /+°°e '(_ﬁ)d,;
= \/2_71— %E XPp 5 .

Vé-se aqui que:

e A e Ct se A= oo/

e A€ C™ se d =—oo/a.
Entao

M, = £y/a.
Se a aprecidvel entao

My, =£ ®

a

Exemplo 6.16. 1— A massa de todas as varidveis normalizadas (de eSpel;‘a.nga 0 e varidncia
1) est4 contida em £, tal como a lei de probabilidade standard normal g (z) = \/—12——7? exp (—"’2—2)

2— A massa da lei normal g, , (z) = \/’21”_0 (_ (m_—g)2) ép+ Lo,

20
3— Se considerarmos a lei binomial B (j,n) = (?) (3)" sobre {0,..,n} onde n € N e

0 < j.< n, asua esperanga é § e o seu desvio padrao é % Entao a sua massa satisfaz

Mp=24+£L =04 £ /n.

Para y limitado tem-se b (¢,y) = £ exp (—Qy% + £y).
Para y néo limitado tem-se b (¢, y) = exp (—@y?), como foi visto na proposicéo 6.13.

7. S - Exponencial

O teorema da De Moivre Laplace menciona que as distribuicoes binomiais sao proximas das
.correspondentes distribui¢des normais. Muitas vezes, a esperanca da varidvel aleatdria com
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respeito a distribuicdo binomial é préxima da esperanga correspondente, com respeito & dis-
tribuicao normal, isto é realmente claro, quando a esperanca da binomial é expressa em termos
da funcao binomial, tornando-se assim numa. soma de Riemann. A esperanca com. respeito a
distribui¢io normal tem a forma de um integral, e até certo grau de regularidade e condigGes de
crescimento da varidvel aleatéria este integral € o integral de Riemann correspondente & soma
de Riemann.

Dizemos que a fungio real g definida para todo o z é de ordem exponencial se existem K,
c limitados tal que para todo x se tem

g{z) < Kexp{cz).

Isto inspira a noc¢io de ordem S-exponencial, que definimos para funcoes standard ou ndo
standard.

Definic¢do 7.1. Uma funcédo real g (z) que cresce no méximo com K exp (cz), onde K, ¢ sdo
limitados, diz-se de ordem S-exponencial.

Vejamos agora um lema, que diz que se g & de ordem S-exponencial entdo g é de ordem
exponencial.

Lema 7.2. Seja g uma funcdo de classe S° de ordem S-exponencial, a qual é infinitamente
préxima de uma funcao standard continua °g. Entao °g é de ordem exponencial.

Demonstracao:
Sejam K e ¢ standard tal que

g(z) < Kexp (cx)

para todo z ilimitado.
Pelo principio de Cauchy, existe um ndmero standard A, Vx > A tal que

9 (z) < Kexp (ez).

Seja y um numero real standard tal que y > A e seja x tal que z ~ y. Por hipétese temos
que

"9 (y) = g (z) < Kexp(cz) = Kexp(cy).
Entao, pelo principio de Carnot

%9 (y) < Kexp(cy) .

Por transferéncia

%9 (y) < K exp (cy)

.para todo o y > A, em particular para ¥ ilimitado.
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Podemos assim concluir que °g é de ordem exponencial. W

Neste tltimo teorema, iremos obter uma aproximacido de uma funcio definida através de
um somatério por meio de um integral. Iremos verificar que a massa de ambas as funges é o
conjunto dos limitados e aplicar o teorema 6.4.

Teorema 7.3. Sejam g : X — R de classe S° de ordem S - exponencial e °g : R — R uma
sombra de g. Seja T aprecidvel. Entao para cada z limitado

u(rz) = Y bty gz+y)ds
lvl<—%

1
v 2TT

12

ad 2
/ e~ % Y (z+ y) dy.

Demonstragao:
Se y ilimitado tem-se:

bt,y)g(z+y) = exp(—Qy’) . Lexp(£(z+y)) =
£exp (—Qy? + £y) =
Lexp(—Qy(y+ £)) =
= Lexp(—Qy(l+@)y) =

£exp (—Qy?) .

Logo a massa de b (¢,y) g (z + y) estd contida no conjunto dos limitados.

De igual modo se obtém que a massa de exp (—%2;) % (z + y) esté contida no conjunto dos

limitados. Portanto as massas de b (¢,y) g (z + ) e exp (#g) % (z + y) 530 ignais.
Entao pelo teorema 6.4

u (¢, T) Z b(t,y)g(z+y) bz ~

1
nyﬁﬁ
2
+oo €XP (——3’2—1:) o

—o0 V2mt

12

glz+y)dy. W
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Capitulo IV
O Passeio Estocastico de Wiener e a
Equacao de Calor

8. O passeio Estocastico de Wiener

Defini¢do 8.1. Sejamét > 0ell = {t: 3n € N,t = nét}. Sejat € I1. Um processo estocds-
tico indexado pelo quase intervalo [0...T] é um conjunto A de trajectérias A : [0..T] — R,
tendo cada trajectéria uma probabilidade pr (A) > 0, de modo que

> (=1

AEA

O conjunto de trajectérias A é um espago de probabilidade. Interprete-se como todos os
cendrios possiveis de desenvolvimento futuro.

Um processo estocdstico ¢ identificado como uma sucessdo de varidveis estocdsticas (X:)pcpers
todos definidos sobre o mesmo espago de probabilidade. Iremos definir as trajectérias do pro-
cesso implicitamente através dos seus incrementos

6Xt = Xt-l—ﬁt - Xt.

Os incrementos do passeio de Wiener W no tempo ¢ qualquer sdo as varidveis estocdsticas

7

sw.— | Vot com probabilidade 3
"7 =6t com probabi]idade%

Entao toda a trajectdria A no todo tempo ¢ &€ uma soma parcial

Ay =Y (-1 V5t

08t

onde ¢ (s) =1 oue(s)=0.
Uma equacao para os incrementos das trajectérias de um processo estocdstico é uma equacio
do. tipo
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2.Jat
ot X
>

ot 6t

Figura 8.1: Trajectorias do passeio de Wiener

§Xt =H (t, Xt) 6t +o (t, Xt) 5m

a qual é designada por equagao de diferencas estocasticas.
Toda a trajectéria A do passeio de Wiener define uma trajectéria £ = ¢* do processo X,
como sucessao de somas parciais dos incrementos

86 (t) = p(t,€ (1)) 6t + o (8,€ (1) 6A(E)

e com a mesma probabilidade.
Usualmente todas as trajectérias sio S-continuas, ndo S-estaciondrias, nao S-deriviveis e de
comprimento ilimitado, devido aos incrementos das trajectérias serem normalmente de ordem

estrita V/8t.
Por exemplo, a distribuicido de probabilidade do passeio de Wiener é

Pr{W;=z} = b(t,z)éz
32
L2 b , com z limitado e ¢ aprecidvel.

V2t

O Movimento Browniano geométrico é definido pela equacgao de diferengas estocssticas

6St = ,uStﬁt + aStﬁT/Vt
S[) =1

Uma trajectéria £ (t) satisfaz
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BE (t) = pé (t) 6t + o€ (t) Vbt

ou ainda, desenvolvendo

E(L+6t)—€() = pé(t)st+ot () Vi o
gt+ot) = £t) [1+ pot£ovEY

logo é uma sucessao de produtos parciais

ew= ][ (1+p,6tim/§) .

0<s<it

0 que d4

(,u—i’-z)t+0')\(t) .
E(t) ~e\" 2 para t limitado.

Antes de efectuarmos a verificagao, notemos que:
P D ey 0T =033, 1=bxt T =y -z
1

> D el =5 _ )
Passemos agora & verificagdo. Com efeito:

¢ = ] (1+p,6t:tm/r§)

0<s<t

— exp(Zlog[l—i—,uét:l:am})

<s<i

= exp ( > (uﬁt + oV/5t — —;-o2t5t + zat))

0<s<t

= exp (OZ I:(,u — %(12) 6t + oVt + zétD

<s<i

como )y, 0t =, entéo

£(t) = exp ((,u, — %02) t+o(t) + zst) . (8.1) |
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Exemplo 8.2. Sejam p, t limitados e o aprecidvel. Seja £ (t) a trajectdria do movimento
browniano geométrico mediano, com 8¢ (t) = pé (t)6t + of (t) V6t para £ par e 6¢(t) =
pE (t) 6t — o€ (t) /6t para L impar.
J4 vimos que £ (t) ~ e(#=39")t para t limitado.
Vamos assim comegar por calcular:
i) € (26t);
ii) £ (t) para £ par.
Em seguida iremos mostrar que:
iii) £ (t) é de classe S°, mas ndo é de classe S';
iv) £ (t) é de classe S'se considerarmos £ s6 para tempos t tal que % é par.
Por fim, concluir que
v) £ (t) tem uma sombra e verificar a férmula encontrada para a sombra, utilizando o
teorema da Stroboscopia.

i) Temos que
E(t+6t) = £ (1) [1 +u6tia\/§]
logo

B §(t)[1+u§t+am] se 3 par
ot = { £(t) [1+u6t—m/r§] se . impar.

Assim, parat =0 vem que

£(0)=1

para t = 6t, temos que

E(bt) = £(0+6t) =
= £(0) [1+,u6t+m/55]
= 1+ pbt+ oVt

e para t = 26t, tem-se que

£(26t) = £(6t+6t) =
= £(6t) [1+pot — oV .
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Substituindo £ (6t), obtem-se para € (26t):

£(26t) = (1 + pbt + a\/ﬁ) (1 + bt — a\/ﬁ)

= (1+ pbt)’ — 0?6t

= 14 2ubt + p? (6t)° — o6t

0.2

= 1+ (,u——2~) 26t + 112 (6t)° .

i

i) Se £ & par, logo £ (t) ird subir 35

vezes e descer 55, vezes.

&1
35t

Figura 8.2: A trajectéria mediana
Entdo multiplicando o factor 1 + (,u - "72) 26t + p? (6t)2, % vezes, obtemos que:

t

26t

£t)= [1 + (.U - %2) 26t + pi° (6t)1

iif) Vamos agora mostrar que:

a) £ (t) é limitado para todo t limitado

b) £(t) é S - continua.

a) Por (8.1) temos, para qualquer t limitado, que

£(t) ze(”_a_;)t =ef = £.
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Logo £ (t) é limitado, para todo t limitado.
b) Sejam s, t limitados tal que s =~ ¢. Entao
o2
e(” _T)s ~

~ £{1).

Pela definicdo 3.1, podemos concluir que £ (t) é S - continua.
Por a) e b) e pela definicio 3.2 podemos concluir que § (£) é de classe S0, Como & (t) é de
classe S°, podemos concluir que ¢ (t) tem uma sombra a qual nos é dada por

°E(t)=exp[ (”.u— 03;—2)15]

Verifiquemos agora que £ () néo é de classe S*. De facto, se t fér limitado,

1

£(s)

12

cron-c@) €0 (ubtxoVE)

6t h 5t
= {MWp* 0%—1

iv) Vejamos agora que £ (t) é de classe S para 4 par. Para tal, temos que calcular

£(1+-288)—£(8)

26t z
Notemos que como p é limitado entao ’*2—2 também é limitado, pelas regras de Leibnitz.

Calculemos agora gg%t%—_ggg’ utilizando i).

Com efeito: -, |
gras)—e@) 0 [1 + (M - %) 28t + p* (6t)2] —£()
25t B 20t
e +ew (- F) 28+ (507 - £0)
- 2 26t
= e (u-) re@ T~
~ £(t) (# - %2) :
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E claro que £ (t) (,u. - *"2—2) é de classe S° pelo que podemos concluir que £ (t) é S* para %
par.

v) Sabemos que s6 uma funcado de classe S° tem uma sombra.
Assim, existe uma funcdo real y(t) que pelo teorema da Stroboscopia é diferencidvel
sobre os pontos pares, para todo t limitado, tal que

P)Et)=y(t)
ii’) £ W — g (t) (0 0—‘2’3)
Venﬁquemos agora a férmula calculada para a sombra, resolvendo a equacao diferencial de
varidveis separadas.

Com efeito:
= ) -muo)= (-7 )
= n(¥g) = (u-7)s
— y®) _ ("“‘)t
y(0)

e gt =y el
Por i?), podemos escrever que
£ (1) ~ £ (0) el E) = g (0) T,
Como £ (0) = 1 entéio obtemos que
£(t) = T ),

Podemos assim concluir por i), ii), iii), iv) e v) que a fungdo £ (t) € de classe S°, é de classe

S! para os tempos pares e possui uma sombra diferencigvel a qual nos é dada por £ (0) e ('“ 2 )t
[}
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No exemplo seguinte iremos calcular o comprimento de uma trajectoria qualquer do passeio
de Wiener e do movimento Browniano geométrico. Mostraremos ainda que o comprimento de
qualquer uma destas duas trajectérias é ilimitado.

Exemplo 8.3. Sejam T € T, X um processo estocdstico e § uma trajectoria de X.
O comprimento V (§) de £ é definido por

Vi)=Y 1@

0<t<T

Supomos que T é aprecidvel. .

i) Vamos calcular o comprimento de uma trajectoria qualquer do passeio de Wienner e
mostrar que este é ilimitado.

ii) Consideramos o movimento browniano geométrico com p =0e o =1e iremos dar
uma expressao assimptética para o comprimento da trajectéria mediana ¢ e deduzir que este
comprimento é ilimitado.

i) Jé sabemos que
bw (t) = £Vt

Assim o comprimento é dado por

Vv (£) =O;<T\/6_= g.\/ﬁz %

E obvio que sendo 6t ~ 0, entdo

~ 400,

Vig) =

3

Logo o comprimento é ilimitado.

ii) Consideremos agora o movimento browniano geométrico, e supomos que | = Deo=1.
Logo podemos escrever que
t
¢ (t) ~ exp —3)
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Calculemos entédo o comprimento da trajectdria mediana. Utilizaremos no cédlculo a aprox-
imacéo pela soma de Riemann.
Com efeito:

Ve = Y EmVe=

- X () re) -
= (1+2) Y, exp(w—;—)%=

o<t<T

>y
SR (D))

Como T aprecidvel, temos que o seu comprimento é ilimitado. W

9. A Equacao de Calor

O passeio de Wiener, tal como outros processos (ex: movimento Browniano geométrico), é ap-

resentado por uma superficie discreta, definida sobre o cone binomial, e satisfazendo a equagao
3 &

de calor discreta:

u(t+26t,z) —u(t,z) _lu(t,a:+6:z:) —2u(t,z) +u(t,z — 0z)
26t T2 (bz)? ’

Consideramos um processo X, solugéo da equagio de diferencas estocdstica
5Xt = U (t, Xt) (St + o (t, Xt) 6m
Xo=c ceR.

Um tal processo &, como o passeio de Wiener, bivalente: em cada tempo t existem exacta-
mente duas maneiras para continuar.



9 A Equacao de Calor 61

Seja £ uma trajectéria de X e A a trajectéria do passeio de Wiener correspondente.

66T (1) = £ (t+6t)—£(2)
66 (1) = & (t+6t)—¢(t)

Se 8 (t) = ++/6t fala-se de um movimento para cima e o valor obtido escreve-se £* (& + 6t);
se 6) (t) = —v/6t fala-se de um movimento para baixo e o valor obtido escreve-se £~ (t + 6t).
Supondo que £ satisfaz a seguinte propriedade do passeio de Wiener: Um movimento para
cima seguido de um movimento para baixo é igual a um movimento para baixo seguido de um
movimento para cima. (fig 9.1)

E(t+8t) \
E(t+6t) /

E() EX(t+ot)=¢& "(t+81)

Figura 9.1: O efeito recombinado
Entdo £ diz-se Recombinado. Duas trajectérias € e 77 de um processo recombinado tendo
no tempo ¢t o mesmo mimero de movimentos para cima (e A posteriori 0 mesmo nimero de

movimentos para baixo) tém o mesmo valor £ (t) = n (¢).

Definigdo 9.1. Sejam 6t > 0, bz = 2v/6t, I = {k6t: k€ N}, X = {néz:n € Z}. A rede
Rs; 55 € definida por

Rstse = {(t,z):t €,z €t +X}.

Seja T' € I1. O cone binomial Cy C Rs; . é definido por

Cr = {(t,x) € Rozsn:t €[0..T], z € [—\/Lﬁ_t%] } _

Nota 9.2. O cone binomial é a reunido de todas as trajectdrias do passeio de Wiener.

Vamos primeiro introduzir a seguinte notacao.
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28x ¢t

Sy

*

a = .
>

) . ) . ) \ (6581,0)

.. \ s

Vai)

Figura 9.2: Alguns pontos da rede binomial

Notagao: Seja T € T e (t,z) € Clo..7y- Seja n um processo recombinado indexado por
[0...T]. Denotemos por A:, a coleccdo de toda a trajectéria na qual o tempo t contém ji
passos para cima.

Note-se que se a trajectdria no tempo ¢ tem j;, passos para cima, entao tem 1/, — j; , passos
para baixo. Por isso A,; é o conjunto de todas as trajectérias nas quais no tempo t tem j;
passos para cima e vy — j; , passos para baixo. Desde que o processo seja recombinado, todos
os elementos de A, tomam algum valor no tempo ¢, no caso do processo de Wiener, temos
A(t) = x para algum X € A, .

De facto, sendo A uma trajectéria do passeio de Wiener indexado por [0... T}, em que
no tempo ¢ com 0 < ¢ < T, A subiu j vezes e desceu v — j vezes, entdo A(t) = jVof +

(v—17) (—m) Sejam v = 4, e j = 55 + . Obtemos assim

At = jVot+(w—j)(-ve)

t oz t t oz
= m(ﬁ+5_ﬁ+ﬁ+£)

= X /&

V6t

= I.

Esta observagao justifica a seguinte definigao.
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Definicio 9.3. Seja T € T, e seja n um processo recombinado indexado por [0..T]. A su-
perficie discreta associada an é7 : Cp.m) — R definida por 7 (t,z) = A(t) para algum
AE A,

A superficie discreta associada ao passeio de Wiener & o plano

Wt,x) ==z.
A superficie discreta associada ao movimento Browniano geométrico, curvada, tem a aprox-
imacao
~ o2
S(t,z) ~ (1= )rtos

para (t,z) € Cr limitado.

2
Para z = 0 j4 vimos que E(t) o~ e(“ —g?_)t. Se £ # 0, representando por S o movimento
Browniano geométrico, logo 65; = uS6t + o Sidwy. Ora S é um processo recombinado. Sendo
S (t,z) = A(t) onde A(t) é uma trajectéria de S com 0 mesmo nUMEro de movimentos para
cima que uma trajectéria o do passeio de Wiener com o (t) = z, t e z limitados, a trajectéria

A correspondente satisfaz
A(t) = exp ((,u,—— %c#) t+oa (t)) :

Entao para z limitado

S (¢, ) =~ exp ((u ~ %aQ) t+ Ua:) (9.1)

Defini¢do 9.4. Um processo bivalente X diz-se uma martingala se para toda a trajectdria
o e em todo o tempo t ’

a(t) = %oﬁ (t+6t) + %a_ (t+ ot)
ou
1 + i - —
56& () + iﬁa (t) =0.

Nota 9.5. Geralmente uma solugio da equagido de diferengas estocdsticas é uma martingala
sse u = 0, porque se tem sempre

S0 (1) + 3007 (6) = p (b () Bt
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Nota 9.6. Seja (t,x) € Rsi 5. € f : Rsi6x — R. Escrevemos
1- 2V/6t = 6z
2- 6. (t,x) = f (t+26t,3) — f (¢, )
3- bof (t,z) = f (¢, + 6x) — (t )
t

4- 690 f (£,3) = f (t,z +26z) — 2f (t,z + 6z) + [ (¢, 7).

Notemos, antes de passar ao préximo teorema que:

E(t,z) =¢ (t—étz+\/—)(1+u6t—a\/_)

Teorema 9.7. Seja ¢ uma martingala bivalente recombinando. SejaE a superficie discreta
associada a £. Entéo para todo o ponto (t, ) pertencente ao cone binomial

6:8 (t,z) _ 169€ (t+ 268,z — 6z)
52 2 (6z)*

Demonstragao:
Temos que:

£(tz) = -;—E+(t+6t,m)+%? (¢ + 6t,7)

= %E(H&- w+\@)+17§(t+6t m~\/53§)
%{15(754-2& z+ 6x) + &(t-q-zét .7;)] 1[;E(t+26t,x)+lgit+26t,mf5$)}
= 1§(t+26t$+6$)+ §(t+2§t:c)+ §(t+26t T)+ E(t+26t z — 6z)

= ZE(t+26t,m+6:c)+§§(t+26t,a:)+Z«S(t+26t,:c—6z).

Logo, tem-se que

E(t,z) — € (t +26t,x) = 1z (t+25t:x:+5x)——§(t+25tm)+ E(t+26ta:—6a:)

pelo que

Z(t +26t,z + 61) — 2€ (t + 26t, ) + € (t + 26t, = — 6z)
2

E(t+26t,z) — £ (t,2) =
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Dividindo ambos os membros por & (2t) = 26t, obtem-se

5,E(t,z) _ 18yp&(t+ 26tz — 6x)
5 (2t) 2 46t
1 5222 (t + 26t x — bz)
2 (6z)* ‘

82028(t,x) 4 ce . - .
Notemos que se ——szz()—;ﬂ & de classe S nas duas varidveis entdo pode-se considerar a quase

equacdo de expressao mais simples

1€ (t,2) o1 82€ (t, ) .

6(2t) 2 (6x)?

Vejamos agora um teorema onde iremos considerar que ¢ satisfaz a equago de diferengas
estocdsticas.

Teorema 9.8. Seja £ um processo recombinando satisfazendo a equacao de diferencas estocds-
ticas:

6 (t,x) = p(t,z) bt o€t z)\/g
= p(tE() 8t o (t,E(1) Vet

Entédo a superficie discreta associada satisfaz a equagao

(515 (t, :B) _ _1(5222 (t + 2(5t, I — 6.’1:)
62ty 2 (6z)?

_'.E(tvm)r

onde '

ﬁ(t+5t,m+\/§)+}lﬂ(t+6t,:c—\/§)

| =

o~ 1"‘-'
ift,z) = él"' (t,z) +
é "a média de garfo”.

Demonstracao
Com efeito, temos que:

WEE@) B = 66T () + 506 (1)
= (et~ @) +5 (€ e+ £ W)

= %Ef (t+6t) —E(t)+ %g“ (t + 6t)
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entao
B(LE@)GE+ER) = 36 (480 + 3¢ [+ o) =
p(t,E@)t+E(t) = %E(wét,mmﬂﬁ)+-;—E(t+6t,a:—\/§)@
pf (,z) 6t + € (t,z) = %E(t+6t,z+x/6_t\)+%E(t+6t,m—\/55).

Também, se tem:

g(t+6t,z+x/5¥)6t = %6§+”(t+6t)+%6{f++(t+6t):

- %E(Hz&,:c) —%E(t-i—&t,a:-!—\/g%) +%E (t+25t,:c+2\/3¥) +
—%E(t+6t,z+x/ﬁ)

bem como

“(”5’33’—\/&)& = %5§'+(t+6t)+%6§“(t+6t):
- l"g'(t+26t m)—lg(t%-ét $—\/55)+l?§(t+25t;c—2\/,§)+-
2 ’ 2 ’ 2 ’

—%’é (t+6t,a:— \/Si).

Temos assim o seguinte resultado:

u (t 4 6t, 3 + VBt 6t = 1€ (¢ + 26t, ) — t 466,z + O ) + 1€ (¢ + 26,z + 26t
{yEtJrét,z—x/—% =§E(t+26t,:z:)—§%t+6t,m—\/—g 2£%t+26t,w—2\/—%
(¢4 68,2 + V8L ) 6t = L (¢ + 26t 2) — € (¢ + 6t @ + V3t + YE (t + 26t,z + bz)
i {pgtnw%,m—\/_g %E(t—l—%t z}—§ Et-két m—\/ﬁ;+%g(t+26t,x——6$)

logo

£(t46tz— Vo) =—pn(t+6t,z— Vbt 5t + 12 (¢ + 26t,2) + 1& (¢ + 26t, = — ) )

{&Et+6t:c+\/_g=~pgt+6t x+\/_%6t+1£(t+25t z) + 1Z (t + 26t, 7 + 8z)
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Temos ainda que
~ 1~ 1~
p(t,2)t+EET) = Eg(t+6t,m+\ﬂ$¥)+§§(t+5t,z—\/ﬁi)=
= ——ép,(t+6t,a:+\/c_52)6t+%E(t+26t,z+6z)+%E(t+25t,:c)+
—%,u(t+6t,m—\/E)Et—kig(t-i-%t,a:—ém)+£§v(t+2é‘t,$)

_ ! (t+5t,a:+x/§) 6t—%p(t+6t,m—\/§) 6t+%z(t+25t,1)+

[l )

+- [’é (t + 26t, 5+ 6z) + & (¢ + 268, 3 — 6:1:)]

e

logo
N _ 1 R
Et+at,m) —E(ta) = op (t+6t,z+x/§) 6t + o (t+5t,m—\/§) 5t + u (t, ) 6t +
_}l [€ ¢+ 268, 2+ 60) + £ (¢ + 26,2 — 63) — % (¢ + 26t,3)|

Tendo em conta a definicdo anterior, obtemos que:

< 1 [ 6208 (¢ + 268, 2 —
sé(te) = -3 {5225( +226’$ &D)]+éu(t+6t,w+wft‘ﬁ)§t+%u(t+6t,a:~\/(§)6t+
+u(t,z) 6t.

Dividindo por 6 (2t) = 26t = Q;iz, vem

15(‘6’:1:) _ _-l [6222@“'2675,52—53)]_‘_}. (t+6t$+\/_)
4

(t+6t x—\/5£)+

5 (2t) 2 I iy
+%ﬁ (t,x) . |
fazendo
(t+6t z+\f") L (t+6tx—x/5£)+-1~ﬁ(t,m)=ﬁ(t,m)
ris 2
vem que
5. (¢, z) Sp2€ (£ + 26t 2 —62) | |
= + 3t . n
5 (2t) 2 (62)° i)

Por fim, vamos enunciar e demonstrar um teorema, o qual tem a ver com a equagdo de calor
sobre a rede R s; com valor final dado.
Consideremos a Equagio de Calor sobre a rede R.: s com valor final, sendo prescrito
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X A .(T,x + ﬁ]
() 7
w———— (r.x) w({l,x)= glx)
! -.1 >
1 t

Figura 9.3: O valor final é determinado pelo tridngulo de trajectdrias extremas

S1ult,r) 1 Saou(t4-26t,z—6T)
sy 2 (62)2 (9.2)
w(T,2)=g() , g:X—R

Para simplificar, iremos escrever 7 em vez de T — ¢, com ¢, T €Il et <T.

Teorema 9.9. A solucio de (9.2) interpreta-se como uma martingala recombinando. Além
disso, para todo t, z, comt < T e (t,x) € Rs1 5., tem-se

u(l —7,z) = Z b(r,y) g(x +y)dz. (9.3)

_T_

Notemos que se a demonstracio do teorema 9.9, for lida no sentido inverso, obtem-se para
cada (t,z) € R sz, tal que 5 & par

{ w(t,x) = Lu(t + 26tz + 6z) + Ju (t + 26¢t,2) + ju(t + 26t, z + 67)
u(T,z)=g(z).

Se 5 ¢ impar, definimos u (t,z) sempre do mesmo modo formal por
1 1
u{t,z) = ¥ (t+6t,$+\/<§) +§u (t—l—ét,;’;— \/E) .

Esta igualdade mostra que u (¢, ) representa a superficie discreta de uma martingala.
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4 (t——é‘t,x+\/¢§)

& = 208t
t.x)

(r—at,x—ﬁ)

t—t !

Figura 9.4: O trisngulo de Pascal, traduzido na propriedade de martingala

Passemos agora. 3 demonstragao da formula (9.3) a qual se mostra com indugao retrograda,
utilizando a propriedade do tridngulo de Pascal

. 1 ) 1 :
B(Tl,j) = iB(n - 1’.7 - 1) + EB (n’_ 113)7
e a qual se traduz na propriedade de martingala da fungao b (¢, ), por
1 1
b(t,z) = b (t+5t,m+\/¢§) +§b(t+6t,m— \/E).

Demonstragao:
Supondo que por hipétese de indugao, se tem para todo o z

U(T—T:$)= Z b(T,y)g(CE—f-y)é(B
<7

Assim, para qualquer x

uw(T —7-6t,x) = %u(T—r,w-}-\/ﬁ)—i—%u(T—T,mWM)

- % Z b(T,y)g(m+\/t§+y)6a:+% Z b(T,y)g(:c—\/gf-t-y)ém.

X T
|y|$m |yIS\/8_€

Fazendo a mudanga de varidvel y + v/t = z, obtem-se

1
u(lT —7=6t,z) = 5 Z b(T,z—m)g(w+z)6m+
— Je V< e/t

1
+3 Z b(T,z+\/t§)g(x+z)§m.
e VBi<a< T VB
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Como b (‘T,Z— \/ﬁ)—k 1b (T,Z+ \/52) = b (7 + 6t, z), vem que

w(T — 71— 6t,z) = Z b(r+6t,2)g(x+z)bz,
2| < o +VBE

o que mostra a férmula (9.3), por indugao. ]

Finalmente, iremos escrever u (t, ) como uma esperanga sobre as trajectérias de uma mar-
tingala.

Com efeito,

w(tz) = b(ry)ézg(z+y)

bl

= Y Pr{wr=y}gla+y
i< 7

= > gz +A(T)Pr{}).
€A,

onde A, & o conjunto de todas as trajactérias do passeio de Wiener indexado pelo quase
intervalo [0...7].
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Capitulo V
Trajectérias de Superficies Discretas

10. Trajectérias de Superficies Discretas

Neste capitulo iremos falar sobre trajectrias de superficies discretas associadas a processos
estocasticos com passos infinitésimais.

Encontraremos aqui os resultados principais deste trabalho. E neste capitulo que iremos
ver como calcular o valor final de uma trajectéria qualquer.

Veremos como esse valor pode ser calculado, fazendo primeiro uma trajectoria horizontal e
depois um caminho vertical.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos os teoremas principais, iremos enunciar e demon-
strar dois teoremas preliminares. :

A necessidade destes teoremas, é devida a duas aproximagoes com ordemn de restos diferentes,
as quais irdio ser efectuadas utilizando o teorema de Taylor para duas varidveis.

Vejamos entdo os teoremas de Taylor para duas varidveis. Iremos comegar pelo teorema de
Taylor para duas varidveis até a ordem do resto ser @6t.

Teorema 10.1. Seja f de classe S®, fp, de classe S® em @ e f, de classe 5. Entéo

f (&, \@) = £(0,0) + V5tf, (0,0) + 6t (f; (0,0) + -; £ (0, 0)) + @6t (10.1)
Demonstracao:

Temos entao que:

f(at,\/&)—f(o,()) - f(&t,\/gi)—f(o,\/ﬁ)+f(o,\/§)—f(o,o)
= 6tf, (0,\/&)+faét+\/5£f; (0,0)+%f§; (0,0) + 26t

= 6t (f; (0,0) + @) +V6tf, (0,0) + %f;; (0,0) + @6t

pois f; & de classe 5%, logo & S-continua.
Portanto

7 (8t,Vt) = £(0,0) + VBE[; (0,0) + 6t (fi 0,0)+ 3 £52 0, 0)) + o6t o

Fica assim demonstrado o teorema de Taylor para duas varidveis até a ordem do resto ser
s Bt.
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Nos livros classicos de célculo estocdstico sdo introduzidos os cslculos de Ito, onde encon-
tramos a conhecida Férmula de Tto. Esta férmula também pode ser encontrada numa forma
nio standard em {2], no capftulo 4, o qual esta consagrado a Eric Benoit. A menos de uma
translaccao para zero, a formula de Ito & semelhante & fé6rmula 10.1, pelo que passamos a
enunciar a conhecida férmula. No entanto, antes de enunciarmos o teorema que diz respeito &
Férmula de Tto, iremos escrever a equacio diferencial estocastica com que iremos trabalhar.

Seja a equagdo diferencial estocéstica

dx, = b(z,, ) dt + 5 (24,t) VL.

Fazendo a mudanca de varisvel dada por y = ¢ (z,t), ¢ =% (y,t) onde ¢ e ¥ sio fungdes
standard C°°, obtemos a equagio diferencial estocéstica equivalente
dp, Bp 18% Oy
dy, = | b+ — 4+ ———8° | dt £ -sVdt ¢
v (3:1; Bt 29’ dh 8$S\/—+®d
onde as derivadas de ¢ sio avaliadas a partir do ponto (z:,t) = (¢ (g, 1), t)-
A demonstracio apresentada na pigina 83 de [2] adapta-se a0 nosso caso sem qualquer

modificacio porque ¢, @i, ¢ sio todas de classe 5.
Passernos agora a enunciar a Férmula de Ito.

Proposigao 10.2. (Férmula de Ito, nao standard)
Seja b (z,t) uma funcdo standard C*. Seja B uma funcao definida pelo integral

B@,t):f:b(g,t)dt.

Seja A uma trajectoria do passeio de Wiener. Temos:
T—dt

T/oB 19?
B(AT,T)’Z Zb(}\,t)d}\-l-L (‘5{4‘5%) dt.
t=0

Notemos que dA\? = dt.

Compare-se com o Teorema da Férmula de Ito como aparece nos livros cldssicos de processos
estocisticos.

]

Teorema 10.3. Seja X; um processo de Ito dado por
4 dXt = udt + ‘UdBt.
Seja g (t,X) € C*([0,00) x R), (isto é, g é continua, duas vezes diferencidvel e com derivadas
continuas em [0, 00) x R).
Entéo y; = g (t, X;) é um processo de Ito e
18%g

a 0
dye = o (b, X0} dt + 5 (8, X0) dXo o 550y (8, X0) (dX0)°

Oz
de acordo com as regras
dt.dt = dt.dBy=dB;.dt=0
dBt.d.Bt = dt.
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Se substituirmos a férmula diferencial em dy; e usando as regras estabelecidas obtemos a
expressao equivalente

2
lvza g

_ '[9y 0g
9(6.%) = 90,%0)+ [ (B0 X0 +ugl (X0 + gl

s (S,Xs)) ds +

21 ag
+/0 'Us.é; (S,Xs)st

onde u; = u (s,w) e v, =V (5,w).

Nao apresentaremos a demonstragio do teorema da Férmula de Tto, pois estariamos a fugir
do pretendido. No entanto pensamos que seja curioso consultar as demonstragdes quer ao nivel
da Matemética cléssica, a qual pode ser encontrada por exemplo no livro” Stochastic Differential
Equations; An Introduction whith applications”, cujo autor é Bernt Oksendal; quer ao nivel da
Anslise Nao Standard, a qual pode ser encontrada em [2], capitulo 4, e verificarmos como ao
nivel da Anslise N&o Standard a demonstragio se torna muito mais acessfvel.

Enunciaremos e demonstremos em seguida o teorema de Taylor para duas variavels, mas
agora até a ordem do resto ser L6t = G6t\/6t, visto que £t = & V6.

Teorema 10.4. Seja f, de classe S%°, fi, de classe S, f, de classe 5%, oy de classe S em
T e fory de classe S®. Entdo

£(56,VR) = F0,0)+ V0,0 +5t (f; (0,0)+§f;;(o,o>)+6t\/6f(f1;(o,0)+éf;';2 (o,o>)
+£682.

i

Demonstragao:
Temos que:

f(@t,\/r?i) ~£(0,0) = f(at,m) —f(o,\/ﬁ) +f (o\/ﬁ) — £(0,0)

o 8t 542
. (o,\/&) + £6¢ +V/Bt£,(0,0) + 5 fn (0,0) + —ﬁif222 (0,0) + £5¢2

Como f, é de classe S'® entdo



74

£ (80, V8) - 10,00 = (4 (0.VE) - 100+ 1 O 0)) + V6if (0,0) + %f;; 0,0) +
+§? Fora (0,0) + £68%
= 6tf; (0,0) + 6t (VB (0,0) + £6t) + o1, (0,0) + %f;; (0,0) +

6t% e
+?f222 (0, O) + £6t2

: n ' t ”
— 5tf,(0,0) + 6tv/BEf,p (0,0) + £6£% + V62 £, (0,0) + % fon (0,0) +

§t5
+~—62— 590 (0,0) + £6t°

= Votf; (0,0) + 6t (fi 0,00+ 5 0, 05) + 8tv/6t (fi; (0,0)+ %fgéz (0,0)

+ L6t

Donde

£(56,V3) = £(0,0)+VaE0,0)+8 (fi 0.0)+ 3 (0,0>) 1 61/38 (fi;-(o,O) + 2 fim (0,0

+£682. N

Neste momento, j4 temos tudo o que é necessario, definido para podermos enunciar e demon-
strar os teoremas principais.
Comecemos por dar a defini¢do de Trajectéria alternada.

Definigdo 10.5. (Trajectdria alternada)

Seja A uma trajectéria de um processo X. Sejam a, b € R. X diz-se uma trajectéria
alternada sobre o intervalo [a...b], se sobre este intervalo, cada movimento para cima é seguido
por um movimento para baixo, e cada movimento para baixo é seguido por um movimento para
cima.

Um exemplo de uma trajectdria alternada é a trajectéria mediana.

Antes de definirmos a nogio de caminho vertical, tentaremos explicar o seu sentido. Num
caminho vertical existirfio movimentos num tnico intervalo de tempo [b — ét...b] com b € R. No
entanto considerando sernpre que o primeiro movimento é para a esquerda este realiza-se como
se 0 tempo "recuasse”, isto &, comecamos no ponto (b,0) e daremos um passo na "vertical” de

V6t ficando assim no ponto (b — 6t \/E) No segundo movimento efectuar-se-4 no intervalo

[b — ét...b] e daremos um passo novamente na »vertical” de v/t ficando assim no ponto (b, 6).

)+

)+
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Assim, no movimento n se n fér impar iremos para o ponto (b —6t,nv 6t) se n for par iremos

para o ponto (b, 267). Podemos afirmar portanto, que o caminho néo serd uma trajectéria do
Processo.

Definic¢io 10.6. ¢ diz-se um caminho vertical sobre o intervalo [a...b], se sobre este intervalo,
cada movimento para a esquerda é seguido por um movimento para a direita, e cada movimento
para a direita é seguido por um movimento para a esquerda.

Como j& tinhamos dito, o nosso objectivo é determinar o valor final de uma trajectéria
qualquer. Esse valor sera calculado percorrendo primeiro uma trajectdria horizontal e depois
umn caminho vertical.

Figura 10.1:

Comecemos pela trajectéria horizontal a qual é uma trajectdria alternada.
Vamos entao enunciar o teorema.

Teorema 10.7. Seja X um processo recombinando, satisfazendo a equacgao de diferencas es-
tocdsticas

6X, = p(t, X,) 6t L o (£, X,) VL.

Suponhamos que s é de classe S°, t é limitado, o é de classe C*N S, e X é uma trajectdria
limitada que tem um movimento superior no tempo t e um movimento inferior no tempo t+ 6t.
Entao

X (t+26t) — X {t)
26t

B0 (t, X ()
aX (1)

~ (6, X (1) ~ 30 (6, X ()

Vamos agora passar 4 demonstragao do teorema, a qual se vai iniciar com o célculo de
X (t + 26t) — X (t), utilizando o facto de X satisfazer a equacio de diferencas estocésticas.
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Apos este célculo, teremos que fazer dois célculos auxiliares, um para p e outro para o, até
a ordem do resto ser @6t. Depois ird bastar substituir as aproximagses encontradas para [ e o
no resultado obtido para X {t + 26t) — X (t) para chegarmos ao resultado pretendido.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, vamos supor que o primeiro movimento & para cima.
Comecemos por calcular X (¢ + 24t).

De facto, como X satisfaz a equagdo de diferencas estocésticas, entdo

X (¢4 6t) = X (£) + p(t, X (2)) 6t + o (¢, X (£)) VL.
Portanto

X (t+26t) = X (£ + 6t + 6t) =X(t+5t)+p(t+6t,X(t+6t))6t—a(t+6t,X(t+6t))\/<ﬁ.

Fntao:

X(t+26t)—X(t) = [ptX @)+ p(t+ 68, X (¢ + 6t))] 6t +
—[o(t+ 8t, X (t + 68)) — o (&, X ()] VL. (10.2)
Precisamos assim de fazer dois cdlculos auxiliares um para g e outro para o, para obter um

erro de ordem @é6t. No entanto, como o & um dos coeficientes de v/ 6t temos que fazer para este
o desenvolvimento de Taylor até a ordem do resto ser @V 6t.

i) Comecemos pelo cdlculo de p (t + 6t, X (t + 8t)).
Como por hipétese p & S°, logo

plt+66,X({E+6t) = p(t+0,X(+0)
= p(t+8,X(t)+0)
= (X () +90.

Assim sendo em (10.2) o coeficiente de 6t satisfaz:

[ (t, X (8)) + g (£ + 88, X (¢ + 6¢))] 6t = p (8, X (£)) -26¢ + Qot. (10.3)

ii) Passemos entdo ac cdlculo para o (¢ + 6, X (t + 6t)), fazendo o seu desenvolvimento
de Taylor até a ordem do resto ser < V.

. Ora,
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o (t+ 6t X (t+6t) = a(t+6t,X(t)+,u(t,X(t))6t+a(t,X(t))\/<§) =

= o (6 X (1) + (6 X (0) 840 (6.X () VEE) +

+5%’ (t,X( Y+ (b, X (£)) 6+ o (£, X (¢ ))\/_)+06t=

= o(t, X (1) + (,u(tX(t))ét—!—a(tX(t))\/—) t, X () + @Vt +

+6%7 (t,X(t) +p(t, X @®)6t+otX({) \/—) + ot

Como o é S* em t e X, tem-se que

%: (6X O +p@X @) +0EX0) Vet =

|l

S (LX) = £

Assim sendo, temos que
o (t+6t X (t+68) =0t X () +oEX(®) 56% (t, X (t)) Vbt + V6t + L6t + B6t.
Logo |

o(t+5t X (t+68) =0 X 1) +0(t, X(t))——(t X (£)) V6t + 2Vt
Consequentemente

(o (¢ + 68, X (£ + 6t)) — o (¢, X (£))] V6t = o'(t X(t))——(t X (£))26t +06t.  (10.4)

Assim, substintuindo (10.3) e (10.4) em (10.2) vem:
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X (t+26t) — X (t) = p (¢, X (£)) 26t + @6t — %a (t, X (£) gj—{ (t, X (£)) 26¢ + D6t.

Pelo que:

KL= XO e x4 - 306X 0) o (X @) +0

ou

X (t+26t) — X (t)
26t

(X (0) - b (L X (1) g (X (0). W

Vamos agora enunciar outro teorema onde estendemos o teorema anterior a fungoes con-
tfnuas, através da existéncia de uma sombra de X.

Teorema 10.8. Seja X um processo recombinando, satisfazendo a equacdo de diferencas es-
tocdsticas

6Xt = ‘U.(t, Xt) ftt+o (t, Xt) \/&

Sejam a, b limitados tal que a < b. Suponhamos que p € de classe S g édeclasse C1NSN e
que t é limitado. Seja X uma trajectéria alternada limitada sobre um intervalo [a...b]. Entéo
X tem uma sombra °X, de classe C*, tal que para todo t € (°a,”b) se tem

at = p.(t, X)—-z- O'(t, X)—Ei_OX__
Demonstragao:
Seja t € [a...b; 26t].
Note-se que X (¢ + &t) ~ X (t). ’
Temos do teorema anterior que
X {t+26t) - X (¢) 1 do

=R e, X (1) - 5o (6. (1) g (X (0)-

Comecemos por ver se %)((2%) é S0

Ora u(t, X (1), o(t, X (t), 2% (¢, X (t)) sfo fungOes limitadas e S-continuas, pois sao

funcbes standard continuas. Logo, pelo Teorema 1.1.1 p (¢, X (t)) — lot, X (1) 55 & 5°.
Assim sendo, podemos concluir que %(:-)1 & de classe S°.
S3o assim verificadas as condigdes do teorema da Stroboscopia, pelo que podemos afirmar

que existe uma fungio °X continua, sombra de X e que verifica sobre o intervalo [%a,” b]
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d°X 3% (¢, X)
dt o°x

Vamos agora estabelecer uma equagio de diferencas para um caminho vertical de um pro-
cesso recombinado.

= (8’ X) - ”(t X)

Teorema 10.9. Seja X um processo recombinado satisfazendo a equagdo de diferencas es-
tocdsticas

85X () = p (, Xy) 6t & o (¢, X;) V6t

Suponhamos que p é de classe 8°, t & limitado, o é de classe C' N 5', e X é um caminho
limitado que tem um movimento para a esquerda no tempo t e um movimento para a direita
no tempo t + 6t.

Seja X a superficie discreta associada.

Entao

;?(t,w+6gi—5(’(t,w) = o(t-6t,% (t—t,0+ Vo))
~ U(t,i(t:z))'

Passemos entdo 3 demonstragdo do teorema. Vamos inicid-la comegando por calcu-
lar X (t,z + 6z) — X (t,2), tendo em conta que X & um processo recombinado. O resultado
pretendido vai ser imediato, tendo em conta que o & de classe C*N S, e portanto

o (t— 6t,55(t—6t,a:+\@)) za(t,}? (t—ét,m+\/t§)) ~ o(t,)}‘(t,m)).

Demonstragao:

Comecemos por calcular X (t,z + 6z) e X (¢,z) em termos de X (t - 6t x + /6t )
Ora, como X satisfaz a equagio de diferencas estocdsticas, tem-se:

X(tw+6a:) (t-&tw+f)+p(t—6tX(t—&tm+\/—))5t+
+o (t—rSt,X'(t—rSt,m-t—\/E))\/&

Xtz = X(t—at :c+\/_)+p,(t—6t X(t—ét $+\/_))6t+
—a(t—ét,)?(t—ét,w+\/§))\/§.

Logo
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X’(t,a:+6a:)—)?(t,m)=2o(t—6t,)?(t—6t,z+\/5i)) V.

Entao

)"f(t,a:+§j)6{i(t1$) =o‘(t—5t7i(t—6t’m+‘/§)).

Ou seja, tendo em conta que & & de classe C* N S"

X (t,z+ bo) - X2 L, (1% ).

De seguida enunciaremos e demonstremos outro teorema onde estendemos este dltimo teo-
rema a fungdes continuas, através da existéncia de uma sombra de X.

Teorema 10.10. Seja X um processo recombinado satisfazendo a equagao de diferencas es-
tocdsticas

5X (t) = p (t, X2) 6t + o (¢, X;) VL.

Sejam a, b limitados tal que a < b. Suponhamos que p € de classe S°, o & de classe Ct S,
t é limitado e X é um caminho limitado sobre um intervalo [a...b] que tem um movimento para
a esquerda no tempo t e um movimento para a direita no tempo t + 6t.

Seja X a superficie discreta associada.

Entio X tem uma sombra °X, de classe C, tal que para todo t € (®a,’b) se tem

d°X 4 (o=
= cr(t, X(t,:.c)).

Demonstragao:
Seja t € [a...b; 26t).
Temos do teorema anterior que

Xt +05) =X (02) o, (7 (0,0))

Temos que o (t, X, x)) ¢ uma funcio limitada e S-continua, pois é uma fungao standard
continua. -

Assim, podemos concluir que '5—)%(:’—“”1 é de classe S°.

Sendo assim, verificam-se as condigbes do teorema da Stroboscopia, pelo que podemos

afirmar que existe uma funcéio °X continua, sombra de X e que verifica sobre o intervalo [Ca,’ ]
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d;f a(t,")?(t,a:)). [

Afim de ilucidar melhor, vamos ver dois exemplos de superficies discretas. O primeiro
exemplo serd o da trajectéria do passeio de wiener, o qual é trivial, e o segundo serd o do
movimento Browniano geométrico, o qual ird exigir mais cdlculos.

Exemplo 10.11. Seja entdo A a trajectdria do passeio de Wiener, tal que quando 6 (t) = V6t
se fala de um movimento para cima e quando 8X (t) = —+/6t se fala de um movimento para
baixo.

Seja t limitado. Queremos entdo verificar que:

Xt +26t) — A(2)

1 26t =0
e que
i) w(t,x + 6z) — @ (t, ) -1,
bx

onde 1 (t,z) é a superficie discreta associada ao passeio de wiener.
Comecemos por i).
Supondo, sem perda de generalidade, que o primeiro movimento € para cima. Entao

A(t+ 6t) = A (t) + V&,

e por conseguinte no passo seguinte tem-se

A(t+26t) = A (t+8t) — V6t = A (t
Assim, é obvio que

At +26t) — A (%)

26t =0

Resolvendo a equagdo de diferengas, obtemos que
w(t,0)=0.

Passemos agora a ii).
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Comecemos por verificar que

@ (t,z + 6z) — w (t,z) = 6x.

Ora

B(t,z+62) ~ B (o) = VBi— (—VEt) =

= 2/6t =
= éz.

E por conseguinte

w(t,z+ éz) — w(t,z)

S =1.

Resolvendo a equacao de diferencas, obtemos que a superficie discreta associada ao passeio
de Wiener é o plano

w(t,z) = z, para (t,z) € Cr limitado. 1
Exemplo 10.12. Consideremos agora o movimento browniano geométrico, o qual é definido
pela equacao:
6St = ,UvSt(St + O'St(sw;
So=1 ’

onde 6W; = ++/5¢.
Sabemos ainda que uma trajectoria € (t) satisfaz ',

5¢ (t) = u(t,£ () 6t £ o (£, (2)) Vot.
Queremos portanto verificar que S (t,z) satisfaz a férmula do teorema 10.7 e a férmula do
teorema 10.9, isto é, iremos verificar que S (¢, z) satisfaz

. §(t+ 26¢) —

D S 0 & p (0) — 5ot (6).0 = wE ()~ 5% 0

_ e i
ﬁ)s(t’“‘_sg 52 L ,5a),
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onde S (t,z) é a superficie discreta associada ao movimento browniano geométrico.

i) J4 vimos que sendo £ (t) a trajectdria do movimento browniano geométrico mediano, e t
limitado, que

E@+25t) = £(t)(1+ bt - oVEt) (1 + bt + /51

= £(t) (1 + (,u - ";) 26t)

E(t+26t) —£(8) a?
26t “g(t)(“_z)'

por conseguinte

Logo

E(t+26t) —£(t)
26t

02
~pg () — € (t) -
Passemos agora a verificagao do resultado quando consideramos o caminho vertical, no qual
é utilizada a superficie discreta associada ao movimento Browniano geométrico.
ii) Temos que

Stz +6z) — S (¢, z) =2a§(t—~6t,x+ \/32) V5t

Logo

g(t,x+6$)—§(t,x)_ Sl
5 —o'S(t 6t,:c+\/5_t)

S(t,z + 6z) — S (t, 2)
oz

~ o8 (t,z). n

Iremos agora apresentar uma aproximagcao global da superficie discreta associada ao movi-
mento browniano geométrico por meio da superficie continua. Antes, porém, iremos enunciar
dois lemas assimptéticos. O primeiro terd a ver com a trajectéria horizontal e o segundo com
o caminho vertical. A aproximacio serd uma consequéncia directa destes dois lemas.

Lema 10.13. Seja (¢,0) € C. Entdo

£(1,0) = £l T
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x (t,x + &x)
(t—6t,x+1/5)
(t,x) éu = 'fa% =
U —
EU = ¢, = éDB =
g =5U
D = ':d
t
(0,0) (£.0)
Figura 10.2:

Demonstragao:
Consideremos a linha horizontal tracada na figura com inicio em (0, 0).

Vamos entao calcular E(t,O). Durante o célculo, vamos utilizar o conhecimento de que
x = exp (log z) e iremos aplicar Taylor a log visto que log (1 + z) = z (1 + &) para z limitado.

£(,0) = & [l+ (u— EZ;) 26t + p? (51&)"’]ﬁ =

_ &ﬁﬁlog[1+(u—§)25t+“2(“)2]

_ gyekll-)meerose)]

. é.oe(u—"—:)(1+ﬂ)t _

= goe(p‘—lﬁ_—‘-m)t .

Lema 10.14. Seja (t,z) € C. Entao

g(t: m) =¢§ (t, []) el(i+)oz]

Vamos entao passar 4 demonstragao do lema. Para tal, vamos comegar por calcular E (t,x + éx)
no qual iremos aplicar Taylor ao cociente, e também o conhecimento de que ubt = £6t = 0+/6t.
Depois passaremos ao cdlculo de £ (¢, z) e durante o célculo iremos utilizar também o conhec-
imento de que £ = exp (logz) e iremos aplicar Taylor ao logaritmo visto que log (1 +z) =
z (1 + &) para z limitado. Vamos considerar sempre que £ é limitado.

Demonstragao:

Se seguirmos dois passos da linha vertical, na figura, a qual tem inicio em (¢, 0), obtemos:
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Ebo+oa) = (14+pbt+oVar)E(t—sta+Vet) =
- (1+u6t+a\/ﬁ)
= E(t,i') =
(1+,u6t—cr 6t)
- (1+(a+m)\/ﬁ)
= E(t’x) ==
(1-(0—@)\@)
= E(t,0) (1+ (1 +0) o6z + £61) (10.5)

Consequentemente, o inicio para a superficie inferior da linha vertical

E(t; «’L‘) = E(t; 0) [1 + (1 +0) 0‘6:1)]75% —
E(t, 0) e logll+(1+Blodal+£6t

E (t, U) ef_z[(1+@)06z](1+@) _
= £(t,0) 0+
[

O teorema seguinte dd-nos uma aproximagao da superficie discreta por meio de uma super-
ficie continua. De facto, temos uma derivagio da férmula (9.1).

Teorema 10.15. Seja (t,z) € C, onde t e = sdo limitados, e seja £, 0 movimento browniano
geométrico. Seja &, limitado. Entéo:

g

E(t,x) = £oelt= T,

Demonstracao: _
A demonstracio deste teorema é uma consequéncia directa dos dois lemas assimptéticos.
De facto substituindo no iltimo lema, o resultado obtido no primeiro, vem que:

E(t,x) = £(t,0)e”™ ~
o2
~ 508(“_T)te” =
02
= goe(‘u_—f)ﬂ-m y |
Utilizando o teorema 4.6, afirmamos que £ (t, ) & de classe 5°. Sabe-se que 86 uma fungdo
de classe S tem uma sombra. Assim, podemos ter uma funcéo discreta g, se g for de classe

S° entdo podemos encontrar uma fungéo confinua, através da sua sombra. Vamos em seguida
.escrever a equagao diferencial que est4 associada a £ (¢, x).
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Assim, pegando em (10.3), podemos obter:

E(t,z+6x) =E(t,2) +£(t,2) (1 +0) oz &

£(t,z +62) — £(t,3)
£E(t,x+6z) — € (¢, o)
bx

Aplicando o teorema da Stroboscopia, obtemos a equagdo diferencial que lhe estd associada

=E(ta)(1+0)o &

=o€ (t,2) + 0

ay

— = Y)Y.
d.’l: o (t7 )

Teorema 10.16. Seja (t,z) € C, onde t é ilimitado e x = £ \/_ Seja £ (¢t,z} o movimento

browniano geométrico e seja {, limitado. Suponhamos que p 3 % . Entdo:
§(tz) =
Segundo Nelson (1987) quase todas as trajectdrias A satisfazem
M) = £VE,

sendo definido por Anderson em 1974 acontecimento quase certo do segumte modo:
Se A é um conjunto interno entao Pr A ~ 1. :
Se A & um conjunto externo entio o acontecimento é quase certo se se verificar a seguinte
condicao

Ve z 0 3B interno, B D A tal que Pr(B) <e¢

Demonstragao:
Para i, o aprecidveis, p 5 2 ,t >~ 400 e z = £+/t, temos que

£(t,2) = E(t0)exp (0w +0)
— fyexp (u—%w)t]exp(auw)m)
==@a@}@+£ﬁ+m+m}

= gexp [0t + £VA]
=0 =




10 Trajectérias de Superficies Discretas 87

Iremos em seguida enunciar e demonstrar outro teorema, o qual nos diz que a superficie
discreta é S'2. Embora se tenham que verificar quatro pontos para se averiguar se uma funcio &
de classe S'2, a demonstracio ird ser efectuada em apenas trés partes, visto que jd foi verificado
que & (t,z) é de classe S°. Assim sendo, primeiro iremos mostrar que %%’i) & de classe S°; em

seguida que % é de classe S° e por fim demonstraremos que %;f—) também é de classe S°.

No entanto, para demonstrar que El—ggt’i) ¢ de classe S° vamos utilizar o teorema 1.1.1, e portanto

51€(tx) _ E(t+26tm)—E(tx)

pl;ime]'IO Vamos encontrar uma aproximacao para —sg—- = TR Para~se mostfa;r que
BEr) ¢ de classe S° vamos utilizar o resultado j& obtido de que Batlbr) — Shatieitlte) o
el ~% Jiroa e utilizaremos também o teorema 1.1.1. Por fim, para demonstrar que 62?2; 2 g
de classe S° utilizaremos também o teorema 1.1.1, e uma aproximacio para '5"’(2—3;@.

Teorema 10.17. A superficie discreta associada a &, é de classe S'2.

Demonstragao
Consideremos a superficie discreta associada ac movimento browniano geométrico

E(t,z) = elrT) e

e vamos verificar que esta é S'2.
Para tal, teriamos que demonstrar que :

i) £ (t,x) é limitada e S-continua

8:€ (t
ii) % ¢ limitada e S-continua
iii) 62—56(2’—3;) é limitada e S-continua
830 (¢, 7)

5— € limitada e S-continua.
(6x)

iv)
Como i) ja foi demonstrado, comecemos entio por demonstrar que Mgdtg—zl é limitada e

S-continua..
ii) Pelo exemplo 10.12, sabemos que

E(+260)—E() _~ o2
25t ~ £ () (I-t—?)
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o0 que pelo teorema 1.1.1, nos permite afirmar que 6—1%:’—““) é limitada e S-continua.
iii) J4 vimos no exemplo 10.12 que

Elt,z+ 5:;) —6%) | 7 (4,3), para o limitado.
T

Pelo teorema 1.1.1, %;'—xl ¢é limitada e S-continua.
iv) Sabe-se que

620k (t,7) = & (t,z + 263) — 2€ (t, 2 + 6z) + £ (¢, ).

Ora

E(t,m+26m)=’é(t—6t,x+3x/§) (1+;L6t+m/§)

E(t,x+2\/§) ='£(t—6t,a:+3\/c§) (1+p,45t—a\/<§).

Mas também

E(t,:c+2\/:§) =E(t~6t,z+\/§) (1+,u6t+a\/6_t)

e ainda
£(t,z) =E(t— 6tz + \/Et') (1+;L6t- ax/ﬁ) .
Portanto |
£(t,z + 26z) — £ (£, + bz) = 20€ (t —ot, x +3\/(§) V.
Bem como

E(t,z+6z) — E(t, ) = 20¢ (t St o+ \/SE) V.

: Por conseguinte
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b2 (t,2) = 21;:( tm+3f)d_—2a§(t—6tz+\/_)f
= [E( tz-|—3\/_) (t—étz-{-\/_)}z\/ﬁ

g(t—26tm+6w)\/_}2\/—

%€ (t — 26t,x + 6z) 46t.

Entao

62E (£, 7) = o2 (t — 26t, « + &) 46t.

Por conseguinte

60l (t,3) _ o7 _
st ¢ £(t — 26,z + 6x)
ou seja,
b0€ (¢,
0t (5) - o 1,0),

Pelo teorema 1.1.1, %;‘;}ﬂ é limitada e S-continua.
Por i), ii), iii) e iv) podemos concluir que a superficie discreta associada & S'2. #

J4 vimos que se tivermos um processo recombinado entdo podemos calcular o valor final da
trajectoria através de equagoes diferenciais.

Vamos por fim calcular a esperancga da. ultima varidvel estocdstica. Como aplicagao iremos
ver dois exemplos: 0 primeiro relacionado com o movimento Browniano geométrico, o segundo
estard ligado a Matemdtica Financeira.

Passemos entao a enunciar o teorema.

Teorema 10.18. Seja X um processo recombinado satisfazendo a equacdo de diferencas es-
tocdsticas

X, =pt, X)) 6t£o(t, X,) Vet

com p de classe 5% e o de classe S, e com condigdo inicial X (0) = a, a aprecigvel.
. Seja X (t, ) a superficie discreta associada ao processo, com condi¢io inicial X (¢,0).
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Suponha.mos que o (t, X;) tem um crescimento S-linear na segunda varidvel.
Seja °X (t,z), a sombra de X (t,z), solugdo da equagdo diferencial

————d X (t,z) = °g (t, OX)
dxr

com condigdo inicial °X (£,0) que é a solugdo no tempo t da equagao

dojz — 1° - B"U(t, o)?)
=ty %) - Voo, o) T )
a ( 2 T\" 9%
a qual tem como solugao inicial °X (0) = °a, a aprecidvel.

Seja f : R — R uma fungdo standard continua com crescimento polinomial.
Entéo a esperanca de f (X;) é dada por:

Ef(X,) ~ «/_] ( ;)f(‘v?(t,m))dz
Demonstragao:

Recordemos, antes de iniciar a demonstracao propriamente dita do teorema que:
2

b(t,z) ~ = \/2—?? para todo z limitado e pela proposigio 6.16 sabemos que b(t,z) =
2
£ exp (—@z?) para z ilimitado, o que nos permite concluir que b (¢, z) = i ‘/;_ﬂ-‘ para todo
z € R. '
A demonstragdo do teorema serd assim efectuada em seis etapas.
Iremos mostrar que: ,
i) °X (,z) tem um crescimento no maximo S-exponencial linear.
ii) X (t,z) tem um crescimento no méximo S-exponencial linear. Aqui utilizaremos a

desigualdade classica.
iii) f ("X (¢, :z:)) e f (X (t,z)) tém um crescimento no méximo S-exponencial linear.

iv) A massadeb(t,z).f ()? (t, :t:)) é o conjunto dos limitados.

.’82 —~—
v) A massa de ?iJ;—%l.f (°X (, :r:)) é o conjunto dos limitados.
vi) Concluir o resultado pretendido.

i) Pelo teorema 10.9, tem-se que

X+ - X(03) o (; % (1,0))

- para t limitado.
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Pelo teorema 10.10, tem-se que
d°X (t,z) e o
=7 (t’ X)'

Ora a funcdo é standard limitada, logo tem supremo limitado por transferéncia, pelo que
podemos escrever

<

dO

< kX
dzx <k

com k = sup ( °o (t, °)~{) ) , e que & uma, fung¢io standard.
Vejamos agora que o seu crescimento é no maximo exponencial linear com 7 standard.

Com efeito:
< f kdz <
0

°X" <kr4ce

—

d° » T g0y
X k"X@[dz(
dx o °X

IA

< In
& °X (t,1) < Aexp (kz)

com A = exp (c).
Como °X (t,z) é standard e continua, logo também & S-continua.

ii) Vejamos agora que X (t, ) tem também um crescimento no maximo S-exponencial linear.
Para tal iremos utilizar a desigualdade cléssica.

Ora
X(t,z+6z)— X (t,2) < kX(t,z)éz¢
& X(t,z+6z) < X (t,z) + kX (t,%) bz <
o X(tz+bz) < X (t,2)[1 + kéz).
Portanto

X (t,z) < X (t,0) (1 + kbz)% .
Assim sendo
X(t,x) < X(t,0)exp [Sa;— log (1 + k&c)]
< X (t,0)exp [;—mk&c]
X (t,0) exp [kz] .
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Concluimos assim que

X (t,z) < X (t,0) exp [kx].

iii) Suposemos que f (y) tem um crescimento polinomial para todo y € R, isto &,

fly) <ly®,

com [, n standard.

Vamos agora ver como é o crescimento de f (X (t,:c)) ede f ("X (t, :c))
_ Como tantqff (t,z) como °X (¢,#) tém um crescimento S-exponencial linear logo quer
X (t,z) quer °X (t,z) sio menores ou iguais que £.exp [£z], portanto, basta mostrar que
I (X (¢, x)) tem um crescimento no mdximo S-exponencial linear pois f ("X (t,m)) tem o
mesmo comportamento. '

Com efeito

f()? (t,m)) < £(55 (£,0) exp [kﬂ?])n
= L.£.exp[£fz]
= L.exp[fz].

Logo f ()Af (¢, :L‘)) tem um crescimento no m#ximo S-exponencial linear.

Podemos assim afirmar que f (X (¢, :E)) eque f ("X’ (¢, a:)) tém um crescimento no maximo
S-exponencial linear.
Temos que °X (¢,z) é continua, logo f (°X (¢, :r)) também é continua.

iv) Calculemos agora a massa de b(,z) f ()? (t,a:)).
Se z limitado, tem-se

b(t,z) f (5(2 (t,m))

@exp (—Qz® + £z) . £ exp (L)
£.exp (—@z? + £x)
£exp (—@:1:2) )

Se z ilimitado, tem-se

b(t,z)f ()? (t,:r:)) = exp (—@z) .Lexp(£2)

— Lexp(—Q2® + £z)
Lexp(—Qz (z + £))
£Lexp(—Qz (1+ @) z)
£ exp (—@:1:2) .

i
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Logo b(t,z) f ()? (t,a:)) & majorado por K; exp (— |z|), com K; standard.
Portanto a massa de b (¢, z) f ()Z' (t,a:)) est4 incluida em £ para todo z € R.

vi) Vamos agora determinar a massa de = exp (—522;) f ( °X (¢, a:))
Com efeito:

2 ~
—;; exp (—%) f ( °X (t,m)) = Lexp(—@z®) £Lexp(£Lz)
= Lexp(—Qz®+ £z)
= KLexp (—@z2) .
Assim, ﬁ exp (—%) f ( °X (t, w)) é majorado por K exp (—|z]), com K standard.
2

3 )f ( °X (t, a:)) é o conjunto dos -

Pelo que podemos afirmar que a massa de —\/élﬁ exp (——2;

limitados para todo o z € R.

vii) Por i), ii), iii), e iv) podemos concluir que

—~ i g;2 0T
b(t,2) f (X (t,:c)) = e (—g) L :c))
para todo z € R.
Como temos que

Ef (X)) = D b(tz)f ()?(t,m)) bz =

zcX
= Y st f(X (t,a:)) 5z.
lzl<Z5
Por i)-vi) e pelo teorema 6.4 )

Ef(X) = S b(t2)f (5(’ (t,m)) bz =

z€X

\/%.f_-:oexp (—‘—;—i) f(°55 (t,w)) dz. W

R

Vejamos agora dois exemplos onde iremos calcular a E f (X¢).

O primeiro exemplo serd relacionado com o movimento browniano geométrico, e o segundo
estars ligado & Matemdtica Financeira. No exemplo relacionado com o movimento Browniano
geométrico, para calcular a Ef (X;), iremos utilizar o teorema 10.18. Assim iremos ter gue
averiguar se sdo verificadas todas as condigdes do teorema para o podermos aplicar.
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Exemplo 10.19. Consideremos o movimento browniano geométrico, o qual é definido pela
equagao
68, = uS:6t + o S;dw;
Se=1

onde 6w, = ++/8t. Consideremos que p e o sdo de classe S°.
Sabemos que uma trajectdria £ (£) satisfaz

5E (8) = p(t,€ (1)) 8t £ 0 (£,€ (1) Vbt
Ainda sabemos que a superficie discreta associada ao movimento browniano geométrico é
dada por
2

§(t,:r)=exp[(,u—%)t+az(1+®)],

para (t,z) € Cr, t limitado e x qualquer.
Queremos portanto verificar que

)

onde f : R — R é uma fung¢do standard continua com crescimento polinomial.

Comecemos entio a averiguar se se verificam todas as condigoes do teorema.

Temos que o movimento Browniano geométrico tem como condigao inicial S (0) =1, Iogo a
condicdo inicial é aprecidvel.

Como p e o sao limitados em S; com coeficientes limitados, logo podemos d1zer que u é de
classe S° e ¢ é de classe S'. Sendo ¢ linear, logo o é S-linear na segunda varidvel.

O movimento Browniano geométrico é um processo recombinado, pelo que-tem uma super-
ficie discreta associada ao processo, a qual jé foi calculada, e nos é dada por:

§(t,$)=S(O)exp[(u—g2—2+®)t+am+®].

Verificam-se assim todas as condicbes de crescimento do teorema, pelo que o podemos
aplicar. Logo a esperanca de f (S;) é dada por

R (o

Vejamos agora um exemplo onde vamos considerar que a funcio de gauss ndo ests central-
izada. Iremos aqui utilizar o teorema de De Moivre Laplace.
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Exemplo 10.20. Este iiltimo exemplo provém da Matemdtica Financeira. Na abordagem de
Cox-Ross-Rabinstein o movimento Browniano geométrico serve como modelo do desenvolvi-
mento discreto do preco das accdes. Eles mostraram uma férmula para o prego C de acgoes
Europeias do tipo ”call” e "put” com tempo de exercicio das opgbes T', e com taxa de juror
para as obrigagdes. Essa formula, generalizada a todas as opgoes Europeias e que traduzimos
aqui no contexto da Andlise Nao Standard, é dada por: ‘

1
C = ——= brou (T,x) f (£(T,2)) bz
(1+7‘6t)3§ Izg:% %o ( 93) ( )

T [en(3) 1 (eon (3o

sendo —L—x ~ exp (—rT).
(1+rbt) 3%
A representacdo do prego de uma opgido Europeia na forma de uma soma de Riemann,

infinitamente préxima do seu integral de Riemann encontra-se em [6], de Van den Berg.
Seja X um processo recombinado satisfazendo a equagao de diferengas estocdsticas

§X, = pX,5t + o X,V/5t

onde i, ¢ sdo de classe S°.

Seja £ (T, z) uma trajectdria do movimento browniano geométrico.

Seja r a taxa de juro, o a volatibilidade das acgoes (varidncia relativa), ju a taxa de cresci-
mento médio das accdes, T o tempo de exercicio das opgoes (cobertura de riscos até ao tempo
T, isto é, até ao tempo T vio ser pagas).

Queremos entdo verificar que

+oo z — =T i 2 :
\/QIWTf_m =P ‘( o ) 'f(éne@(( _%)T+dm))d$

onde f : R — R é uma fun¢do standard continua com crescimento polinomial.

£~

Recordemos, antes de iniciar a demonstracao, que:

z_!r—E!T)z
1- br_z—og (T,z) =~ ﬁ exp (——-—i-,_;f——) para todo x € R, T' aprecidvel e r limitado.

Pois, sendo r, u, e o limitados logo pelo teorema 1.1.1 ¥ & limitado. Utilizando o teorema
de De Moivre Laplace, em que a = 5 limitado obtem-se o resultado para T aprecidvel e T
limitado. Para z ilimitado também foi provado na proposigéo 6.16.

2- &y exp ((,u - "—22) T+ cr:.:) tem um crescimento S-exponencial linear.

3- £(T,z) tem um crescimento no méximo S-exponencial linear.
. Iremos mostrar que:
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i) f (50 exp ((,u — "?2) T+ ax)) e f(£(T,z)) tém um crescimento no miximo S-

exponencial linear.
ii) A massa de b[é—_g (T,z).f (£ (T, z)) esta contida no conjunto dos limitados.

iii) A massa de \/ﬁ exp (—Ef:?'p-—)z)f) f (50 exp ((,u - 122—) T+ aw)) estd contida

no conjunto dos limitados.
iv) Concluir o resultado pretendido.

i) Como f : R — R é uma funcdo standard continua com crescimento polinomial, logo para
todoye R

fly) SLy”
com l, n standard. ;
Queremos mostrar que f (50 exp ((,u — 923) T+ am)) e f (£ (T,z)) tém um crescimento no

mdximo S-exponencial linear.
Iremos mostrar apenas uma pois a outra é andloga.
Com efeito:

FET ) < £(E(T,0)exp (kz))"
= f.£Lexp(£x)
Lexp(£z).

Logo podemos concluir que f (£ (T, z)) tem um crescimento no méximo S-exponencial linear.

ii) Jé vimos que b%—g (T,z) = £.exp(—Qz?) para todo z € R, t limitado. Logo

by (T,2) f(§(T,2)) = £.exp (—@z?) .£ exp (£1)
= £ exp(—@z?)

pelo que a massa de b%_E (T, z) f (£(T,z)) estd contida no conjunto dos limitados para todo
z€eR i

iii) Calculemos agora a massa de \/ﬁ exp (—Ej,ﬂ) f (50 exp ((u - %) T+ oa:)).

g — =T : 2
S I (G)
£.exp(—@:1:2)

: < exp(—|g]).

£.exp (—@z?) . £exp (£1)

[
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Logo a sua massa estd contida em £.

iv) Pelo teorema 10.18, sendo &, limitado, & (T', &) uma trajectoria do movimento browniano
geométrico e T, = limitados tem-se que

E(Tz) = §gexp ((M—g—z)T+ax)

Y bew (To2) £ (E(T,2)) bz

T
2| <=

Sabemos que

Pelo teorema de De Moivre Laplace e o teorema 6.4, temos que

£ = Y b Ma)fETa)be

el <75
2
1 (I (2 - =) ) 2
~ =/ . exp | — 5T J U Eexp by T+ox ) )dz

R

1 +o0 (m - (T;:)Z)z\ o2

. —_ ] . - — T . n
onT /_m =P 2T ) f(g"e}(p((” 2) +0m))d$
Se nesta tltima férmula fizermos a mudanga de varidvel y =z — -(-E_ti‘i, obtemos:

(R )
o 1 T
= \/217 /+°° exp (—%) f (goexp (JT;TJr oy +1"T)) dy

i ool -£) (el (- 5)r))

Com esta mudanca de varigvel obtemos assim uma férmula para £ andloga a férmula obtida
para a Ef (St).

l

ha|
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Capitulo VI
Processos quase-recombinados

11. Processos quase-recombinados

Vamos agora definir o que é um processo quase - recombinado, e em seguida verificar a condigao
necesséria e suficiente para que um processo seja quase - recombinado.

Definicao 11.1. Um processo diz-se quase - recombinado se um movimento para cima
seguido de um movimento para baixo diferir de um @6t? de um movimento para baixo seguido
de um movimento para cima.

Lema 11.2. Para que um processo seja quase - recombinado é suficiente que:

(4
t
22(,13) -0

“,2 (ta fL‘) - 0,1 (tam) - 2

onde p é de classe S | o é de classe S e ainda pll, e o, sdo de classe S°'.

Para verificar esta condicio comegaremos por indicar a expressdo que tem um movimento
para cima seguido por um movimento para baixo e a expressio tomada por um movimento
para baixo seguido de um movimento para cima. Em seguida iremos calcular a diferenca entre
as duas expressoes, 0 que nos vai dar wm termo em 6t e um termo em éz. Depois aplicaremos
directamente a férmula de Taylor, visto u e o verificarem as condicOes necessdrias para a
aplicacio do teorema de Taylor. Primeiro aplicaremos ao coeficiente de 6t e em seguida a0
coeficiente de §z. Por fim, substituindo os resultados obtidos pela aplicagdo da férmula de
Taylor na expressio que tinhamos obtido para a diferenca obtemos o resultado pretendido.

A

Figura 11.1: O efeito quase-recombinado
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Comecemos entdo pelo movimento para cima seguido de um movimento para baixo. Entao
tem-se

u(t,z) 6t + o (t, ) Vot +p (t+6t,z+\/z§) §t—o (t+6t,m+\/§) Vét.
O movimento para baixo seguido do movimento para cima, tem a expressao
1 (t, ) 6t — o(t,x)\/ﬁ+p(t+6t,a;— \/ﬁ) 6t+a(t+6t,m— x/’f?i) V6t
Assim sendo, a diferenca entre as duas expressdes tem a forma:
o (t,2) 6z + {p,(t—két,x—}-\/&) —p(t+6t,m— \/ﬁ)] §t—o (t+6t,m+\/r§) Vot +
0 (t+6t,5: - x/ﬁ) V6t

a qual é equivalente a

o (t,z) 6z + [u (t+6t,x+\/§) —;J,(t+6t,a:l—\/(§)] 6t——%a (t+6t,x+\f6?) 5z +
—%cr (t+6t,:c— \/rﬂ) 5z

ou seja
—% [o (t+6t,a:+x/§) —2a(t,m)+a(t+5t,m—\/§)] 5T +
+ [,u (t+6t,:c+\/r§) —y(t+6t,x—\/§)] 6t

Vamos agora aplicar o teorema de Taylor para duas varidveis até a ordem do resto ser bt
ao coeficiente de §t, devido a se querer que a diferenca seja um @6t? e estarmos a aplicar o
teorema, ao coeficiente de t.

Tem-se que o coeficiente de 6t é:

,u(t-t—&t,x-l—\/é_t) —p.(t-i—&t,x—\/t%).

Como o estd nas condigdes necessérias para a aplicagdo do teorema de Taylor, obtem-se
directamente que

bl

(t+5t :c+\/—) (t x)+\/’_p2(tm)+6t(p1(t x)—i—lu (t, :c))+®6t

p(t+6t,m—\/<5_) pu(t,z) — \/_,u,z(t.'z:)+6t(p.1(tm) 2,u22(tm))+®6t
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pelo que

u(t+6t,x+x/§)—u(t+6t,a:—\/c§) = 2V6tyl (t,z) + @6t
= bz, (t, ) + O6t.

Apliquemos agora o teorema de Taylor a o (t + 6t,x + \/E) eao (t + &tz — \/E) até a

ordem do resto ser @6t. Como o estd nas condigdes necessdrias para a aplicacao do teorema,
entao tem-se:

o (t-i- bt,x + \/E) = o (t,x) + Vbtd, (t,z) + 6t (oJl (t,z) + %agz (t,m)) +

+ (o (.0) + g (,2)) 50V + ot

1
o (bt = VB) = o(tn) ~Viin )+ 81 (62 + o)) +
- (0’ 12 (%) + %0'2'52 & ﬂ?)) 5tV/ot + 6t
Logo

o (t+ otz + \/&) +o (t+6t,$ - \/&) = 20 (t,z) + 26to) (t,z) + btoy, (¢, ) + @6t

Portanto, o coeficiente de 6§t terd a expressao:

o (4, 2) —% [0' (t+ §t,z + \/6_t) to (t—i— §t,z — \/5)] = 5t (a’l (t,z) + %a;,g (t,m)) + o6ts,

Assim §end0, a nossa expressao toma a forma
-% [a (t+6t,x+ Vet) -2 (t,3) + o (t+6t,m - x/e?'t)] bz +
+ [u (t+6t,x+x/§) —u (t+6t,m—\/6—t)] 5t

= —étbzo) (¢, z) — Q%SEJ’Q’Q (t,z) + 6tdzuly (t,z) + @6t° =

- (-t

' t
_omta) . (1;,1;)) 5tbz -+ B6t2.
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Pelo que sendo u, o, t e x standard é suficiente que
o (1,
b (6o) -t - 28T o m

Vamos agora ver como exemplos, trés processos cujas superficies discretas associadas a eles,
verificam a condigio necesséria de quase - recombinado.

Primeiro iremos analisar a superficie discreta associada ao movimento browniano geométrico,
e em seguida analisaremos outras trajectérias limitadas.

Exemplo 11.3. Consideremos a equagdo que define o movimento browniano geométrico

65,5 = #St(st + O'St\/(g.

Temos assim que:

n=puSec=0cS.

Na demonstracie de que a superficie discreta é 52, obtivemos que:
o2
s =(p-Z)s
1 (IJ' 2 ) i

e que

o .2
99 = 05,

Vamos agora verificar se é satisfeita a condigdo necesséria para que um processo seja quase
- recombinado. Temos entao que: .

i

1
~t o~ ~f ? ' "o
He = 01— 5022 = M32—051“§‘7 22 =

c? 1
= yaS’—a( —E—)S—éaaS—
3

o? a
= uaS—auS-}-?S—ES:
= 0.

Logo é satisfeita a condi¢io necessdria, pelo que se pode concluir que a superficie discreta
associada ao movimento browniano geométrico, de facto j& um processo recombinado, é um
processo quase - recombinado.

Vamos ver agora outro exemplo de um processe quase - recombinado.
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Exemplo 11.4. Consideremos as equacoes:

1 . :
plt,x)= —Etsma: +sinx

o(t,z) =tcosz.

Pela. periodicidade de z, u (¢, %) e o (t,z) sdo S-continuas e limitadas, para ¢ limitado e =
qualquer, tal como as suas derivadas de ordem standard.

Vamos entao verificar que é satisfeita a condigio necessdria para que o processo seja quase
- recombinado. Tem-se entao que:

—~ ~ . 1 1
iy (t,z) — o) (t,z) — 50’2’2 (t,z) = —§tcosx +cosz — (cosz) — 5 (—tcosz) =

1 1
= —étcos:z—i-cosm —cosz + gtcosm =

= 0.
Logo é satisfeita a condigdo, pelo que se pode concluir que o processo é quase - recombinado.

Exemplo 11.5. Consideremos as equagoes:

1
plt,z) = —itsinx +sinz + 2z

o (t,z) =tcosz + 2t.
Pela periodicidade de z, p (¢, ) e o (t,z) sdo S-continuas e limitadas, para £ limitado e z
qualquer, tal como as suas derivadas de ordem standard. -

Vamos entéo verificar que é satisfeita a condigio necesséria para que o Processo seja quase
- recombinado. Tem-se entao que:

~ . 1._ 1 1
g (t,z) — &) (t,z) — 5032 (t,z) = —tcosz +cosz +2— (cosT +2) — 3 (—tcosz) =

1 1
= —Etcos:c+cosa:+2—— cosz — 2+ gtcosa: =

= 0.

Logo é satisfetta a condigio, pelo que se pode concluir que o processo é quase - recombinado.
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Vamos agora considerar duas trajectorias préximas, que tém no mesmo intervalo de tempo
de comprimento 6t os movimentos para cima ( e & posteriori os movimentos para baixo), e
verificar a divergéncia dessas trajectérias. No entanto sem existir mais informagao sobre o
ndo é possivel controlar a divergéncia entre duas trajectérias préximas se no mesmo intervalo
de tempo de comprimento & uma das trajectdrias for para cima e a outra para baixo. Esta
impossibilidade é devida ao facto do que foi visto no exemplo 8.3, em que mostramos que o
comprimento de uma trajectéria qualquer do passeio de Wiener ou a trajectéria mediana tém
comprimento ilimitado.

Teorema 11.6. Sejam A, & duas trajectdrias préximas com 0S IEsIos movimentos para cima,
do processo X; que satisfaz a seguinte equacio de diferengas

6Xt = U (t, Xt) ft+ o (t, Xt) 6wt
Assim ,‘
SX() = (8, A (£)) 6t & o (£, A (£)) Sy

ba(t) = p(t,a(t)) bt £ o (t, a(t)) dw.
A diferencga entre A e o é dada por:
A(t+ 6t) — a (t + 6t)
= (A(0)—(0) x

a(s,A(s)) — o (s, (s)) u{t,A(s)) — u(t,ats))
o L;tbg (1 " A(s) —als) ows + A(s) — a(s) &)] .

Vamos agora demonstrar o teorema calculando a diferenca entre A(t+6t) —a(t+6t) e
A(E) — a(t). K

Demonstracao:

Sejam A, @ duas trajectérias préximas com ¢ mesmo ntimero de movimentos para cima.
Calculemos agora a diferenca entre essas trajectorias.

Tem-se que:

ME+6) —at+88) = A()+u(t (1) 8+ (6, A1) 6w, — a () — u(t,a () 8t - o (b, (£)) bw
A (6) - (8)) X
TN —ota®), | A 0)-pEa®)
x(” AN —alt) T T A el “)'
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Logo, por inducao

A(t+ 6t) — o (t + 6t)
ALY ). E(EA) -( ()
o(s,A(s)) —o(s,a(s) p(t,A(s)) —p(t,als
XOQQ(” Ao o) T Al —a() ‘”)
(A(0) — & (0)) x 1
s (s A () —a(sa(s) . pEAE) —pltals)
wcesp g TT (1+ 2500 ot S0 e )

| 0<s<t
(A (0) - (D)) x

R R T A CRN0) ELACR-10) PRI CEN C) I GLIO) W
XP_g;;g(” Mo —a@ T Al —al) )

(A (0) — «(0)) exp [ Z log (1L + ¢’ (s, A (8)) 8w, + ¢’ (s, A (s)) 6t)] . B

0<s<t

Uma majoracao pode ser s6 da forma (A (0) — (0))exp £ %.

Por enquanto, se o é de classe S™

! U(s:’\(s))_a(s:a(s))
A(s) —a(s)

o

& de classe 5%, € 3 gcpc; O (5 A (8)) 6w — 3 D<ot (07 (8, A (5)))? (1 + @) 6t & quase certa-
mente de classe S°.
Se p é de classe S™

Y p(s,2(8)) — p (s, (s))
A(s) —als)

Il

¢ de classe S, e Y g ,c, 4 (5,4 (8)) 6t & quase certamerite de classe S0

Sendo quase todas as trajectorias de classe S°,

s

SN o (s)bwa+ Y, ()6

0<s<i 0<s<t

é limitado quase certamente, logo A (¢} — a (t) =~ 0 quase certamente.

Vamos agora calcular a esperanca de um processo quase-recombinado. Antes, porém, ire-
w108 ‘enunciar alguns teoremas, proposicoes € definicBes, que nos servirdo de apoio ao célculo
da esperanca. Outros teoremas séo teoremas da literatura sobre equivaléncia de processos nao
recombinados, 0s quais nao iremos utilizar. As demonstractes dos teoremas podem ser consul-
tadas em Benoit; Diffusions discrétes et mécanique Stochastique, em [2], capitulo 4 ou Nelson

(A |
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Proposigio 11.7. Seja x; e y; dois processos definidos em [0,T]. Nos dois casos seguintes,
dizemos que 0s processos sio equivalentes:

1- Equivaléncia com respeito aos valores do processo: os dois processos sdo definidos no
mesmo espago de probabilidade , e quase certamente llz —yll ~0.

2- Equivaléncia com respeito & proximidade das probabilidades Yven |Pr(z= N—Pr(y=9) =
0.

Defini¢cao 11.8. A funcdo f de B para R é uniformemente S-continua sse
V1¥ye v — vell 2 0= £ (71) = F(7a)-

Teorema 11.9. Seja Z; uma familia de varidveis aleatérias t € {0, df, ..., Ndt}, Z, sempre
limitado, tal que

E(ZtIZO---Zt—dt) = 0
E (2| ZowZo-t) = 1.

Entéo os processos
{ Tipar = Tp + Zt\/c—i? e { Wyyqs = Wi £ Vit
g = 0 Wy = 0
com valores no conjunto das funcdes limitadas por [0, Ndt] so equivalentes: O processo
é Browniano.

" Teorema 11.10. Se Z; é uma familia de varidveis aleatérias satisfazendo a hipGtese do teorema
anterior, a equagao diferencial estocdstica construida para Z; é equivalente & quacao diferencial
estocdstica construida para ++/dt.

Teorema 11.11. Se 3(z,t) e o (x,t) sido duas fungbes tendo como sombras b e s iguais, a
equacdo de diferencas estocésticas desenvolvida para 8 e o é equivalente 4 equagdo diferencial
desenvolvida para b e s.

Definigao 11.12. O processo z; e y; sdo equivalentes, e escrevemos I ~ iy, Se e S0 se, para
todas as funcées f de B para R que sdo uniformemente S-continuas e limitadas, as esperancgas
E(f (z)) e E(f (y)) sdo infinitamente préximas.

b

Vamos entdo enunciar o teorema que nos permite o cdlculo da esperanga de um processo
quase recombinado.

Introduzimos algumas notagoes:

Seja X, um processo satisfazendo a equagdo de diferencas estocdsticas

§X, = p (t, X;) 6t + o (T, Xi) VL.

Escrevemos X, = X; + p (£, X;) 6t + o (¢, X) V8t , X7 = Xe+p(t X)) 6t — o (8, X:) Vot e
Xt~ ={Xihs) s X0t = (X)) " Definese e (t, X,) por

£(t, X)) = (,u (¢, Xs) 6t + o (t, Xe) VOt + 1 (8, X;) 6t — o (£, X7F) \/E) +
- (,u (£, X,) 6t — o (8, X;) VOt + p (8, X, ) 6t +o (8, X7) \/55) .
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Assim,
Xt - X7t =e(t,X). (11.1)

Teorema 11.13. Seja X; um processo quase recombinado satisfazendo a equacgao de diferengas
estocdsticas

6X, = pu (5, %) 6t + o (¢, X)) V6t

com p de classe S® e o de classe S,
Entéo existe um processo recombinado Y; equivalente ao processo X; com incrementos 6Y;
dados por

8Y, = ' (t,Y,) 6t + o' (t,Y;) 6w,

com .u', (t1 Yl;-) —H (ta Xt) + N € o' (t: Yt) =0a (ta Xt) + Ctétéi onde M, Ct ~ 0.

Demonstragao: _

Vamos construir um processo Y; recombinado ou uma superficie discreta Y (t,z), a partir
do nosso processo original.

% Y.
Figura 11.2:
Assim, fazendo:
6Y0 = 6X()
0Ys, =

65, (6t, -\/E) S (&, Y (6t, —M)) ftto (&, 7 (&, —\/E)) Vot
5 (6t, \/Ei) —u (6t, Y (51:, \/E)) §t+o (&, i (6t, \/E)) V5t — £(0,0)
Observe-se que Y* = =Y~ *, e que a superficie discreta Y (t,x) é definida até 26t.

Suponhamos que a superficie discreta Y ¢é definida até t. Definimos 0s passos 6Y; que com
abuso de linguagem, podemos escrever 6Y; (t,z) com indugdo em z. De facto

o) oo )2 (o5
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&<

Figura 11.3:

Definemos Y (t + 6t, —ﬁ) =Y, (t’_ﬁ) +67Y, (t, m_‘_/g_a)_
Suponha-se que 8Y; (t, z) é definida até z. Definimos 8Y; (t,z + 6x) por

8Y; (t, z + 6z) =p,(t,ﬁ(t,m—’;—ﬁx))6t+0(t,ﬁ(t,:r+6a:))6wt—s(taét,m+\/§).

Segue da férmula (11.1) queY; (t,2)+6Y; (¢, 2) = Y (¢, ¢ + 62)+67Y, (t, = + 67) e que podemos
definir Y (t + 6t,x + 6z) = Y, (t,z) + 67Y, (¢, z).
O processo Y; assim definido ird ser recombinado.

Seja t = nét limitado. No tempo t o passo 6Y; provém no maximo de n correcgoes sobre o0s
passos 6 X,. Sendo o processo X; quase recombinado, a ordem de grandeza de cada correccao é
@6t2. Entao a sua diferenca satisfaz

8Y, — 6X, = n@bt? = nét.o6t = t.O6t = Dét.
Segue que 8Y; é da forma
8Y; = i/ (1, Y;) 6t + o' (1,Y3) bw,

comp LY)=pt, X)+ned t,Y) =0, X))+ §t6t%, onde 1,, (, ~ 0. A diferenca entre
as trajectorias correspondentes serd

My —Axe = Y (Y- 6X) = Y obt
0<s<t 0<s<t

t
= @.—-0i=01t=03.
ot

Sendo as probabilidades das trajectdrias dos processos X, e Y, iguais, podemos assim concluir
que os processos X; e Y; sdo equivalentes. [ |
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Figura 11.4: Acumulagdo de correccoes aos incrementos do processo X,

Seja X; um processo quase recombinado. Definamos para t, ¢ standard

Xs(t,2) = °{(5,X (s)) | X & uma trajectéria limitada, s limitado e s ~ £}

a qual é pelo teorema da sombra continua uma aplicagéo univoca, visto que a cada superficie
discreta corresponde a sombra de uma tinica trajectdria continua e vice-versa.. Mostramos que
X é bem definida. Seja a uma trajectéria do movimento de Wiener, tal que ax ) = x. Seja
Y o processo dado pelo teorema precedente. Seja s’ ~ t e ay(y) = z. Entdo X (s) @Y (s') e
0X (%") = °Y (°s’). Daqui

o~

Xg= %,

Observe-se que Xg (¢,z) se calcula através das duas equagdes diferenciais dos teoremas 10.8 e
10.10.

Em conclusio, a esperanca de varidveis estocésticas da forma f {X;), que é enunciado no
iltimo teorema, calcula-se em analogia ao teorema 10.18.

Teorema 11.14. Seja X; um processo quase-recombinado satisfazendo a equacio de diferencas
estocdsticas

6X, = p(t, X;) 6t £ o (t, X ) V6L

com p de classe S° e o de classe S°!.
Seja f : R — R uma funcao uniformemente S-continua e limitada. Seja T limitado.
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Entao a esperanca de f (X7) é dada por:

Bf (Xr)= S b(T,2)f (565 (T, x)) 5z.

|~”’|Sm

Se T' aprecidvel, tem-se que

Ef (Xr) ~ \/;ﬁ /_:o exp (—2%2;) of (0553 (T, z)) dz.

Demonstragao:

Sendo f uma funcéo de classe S°, como X; ~ Y; entdo f (X;) =~ f(¥2).

Pela definicdo 11.12 podemos concluir que as suas esperancas sao infinitamente préximas,
isto é

E(f (X)) = B(f (¥:)).
Ora
EGm)= Y b0 f (V(To) = Y b2 f(X(T,0) e
i< 2 ol<Z=
Logo

E(f(Xe)=~ Y b(t,x)f(fé(fr,a;)) 5z.

ol X

A segunda férmula segue do teorema 10.18. W
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Capitulo VII
Conclusao

Foram enunciados e demonstrados alguns teoremas que nos permitem calcular o valor final de
uma trajectéria qualquer de um processo recombinado X, ndo percorrendo a trajectéria como
na férmula de Tto, mas percorrendo dois caminhos: a trajectéria alternada (mediana), e um
caminho que é transverso ao processo. Foi feita a aplicagdo destes teoremas quer no passeio
estocdstico de Wiener quer no movimento Browniano geométrico. O teorema que nos permite
o célculo da esperanga de f (X;), sendo X; um processo recombinado e f uma funcao standard
continua definida de R em R e com crescimento polinomial também foi enunciado e demon-
strado, tendo sido testado em dois exemplos: o primeiro quando consideramos o movimento
Browniano geométrico; o segundo num exemplo relacionado com a Matemdtica Financeira.

Do mesmo modo foi enunciado e demonstrado o teorema para o célculo da esperanca da
forma Ef (X.), sendo X; um processo quase-recombinado.

A demonstracao dos teoremas necessitou de alguns métodos gerais da Analise Nio Standard.
Tivemos, portanto que enunciar algumas regras de célculo elementares & mesma. Em particular
foi necessdrio fazer uma transicao dos niimeros néo standard para nimeros standard e de func¢oes
discretas para funcoes continuas. Tal facto foi possivel através da sombra de um mimero
real, ou sombra de uma funcio. Os meios necessdrios foram as nogdes de S-continuidade, S-
diferenciabilidade, S-integrabilidade de fungdes e o teorema da Stroboscopia que nos permite
uma transicgao geral de equagoes de diferencas para equagdes diferenciais. Essencial foi ainda
o teorema de De Moivre Laplace, o Passeio Estocdstico de Wiener, o Movimento Browniano
geométrico e a Equagao de Calor.

A Anadlise Nao Standard, permite estudar as diversas dreas da Matemdtica, mas no meu
ponto de vista de uma forma muito mais clara e menos complicada. Talvez fosse bom todo o
estudante conhecer a Anslise Nao Standa:rd pois em principio iria compreender muito melhor
todos os pormenores essenciais para o conhecimento das diversas dreas da Matemaética e ao
chegar & Matemadtica Cldssica ja se compreenderia muito melhor o pretendldo nas diferentes
dreas.
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