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Prefacio

As aulas de mestrado da cadeira de Analise Nio-Standard, leccionada pelo Pr.
A. J. Franco de Oliveira, foram o despertar do meu interesse pela Analise Néo- -
Standard.

Ao terminar a parte curricular do mestrado, falei com o Pr. A. J. Franco de
Oliveira, e pedi-lhe que fosse ele a orientar a minha dissertagdo, pedido que foi aceite.

Em dilogo com o meu orientador acerca das possibilidades de desenvolver a
dissertagio em Analise Nao-Standard, ficou assente que nela seria apresentada a
preparagdo de alguns contedidos, adequados a um curso de uma disciplina de Analise
Nzo-Standard. Esta aplicagio poderia verificar-se, por exemplo, na leccionagiio da
disciplina de Andlise N&o-Standard a alunos da licenciatura em Matemdtica, do 1° ou
2° anos, ou equivalente, no caso das licenciaturas em Engenharia ou Fisica.

A dissertacdio teve como "fonte" principal o texto que serviu de base ao Curso
de Analise N&o-Standard leccionado por F. Diener e Gautheron, em Nice no ano de
1996.

E composta por sete capitulos. O capitulo I refere-se aos conjuntos finitos €
infinitos, & distingdo de objectos matematicos em standard e ndo-standard e as regras
que governam o seu uso. O capitulo II € consagrado ao conjunto dos niimeros reais, €
nele sdo descritas as principais propriedades dos referidos nimeros, mas o proprio
conceito de nimero real subjacente tem propriedades e elementos novos, relativamente
3 Matemética classica, que advém da disting@o standard/ndo-standard no universo. De
especial importancia, em todo o calculo, € o facto de esta distingdo, standard/ndo
standard, permitir introduzir diferentes ordens de grandeza dos mimeros (nogdes como
as de niimero infinitesimal, apreciavel, infinitamente grande), e as regras para lidar com
elas, nomeadamente as chamadas regras de Leibniz. No capitulo III estuda-se as
sucessdes. As derivadas fazem parte do capitulo IV, em que é definido o conceito de
fungdo de classe C!, o que é a fungdo inversa de uma fungfo, ¢ ndo ¢ esquecida a
observagio de uma fungdo a lupa; para finalizar o capitulo, séo indicadas algumas
aplicagdes das derivadas. As fun¢es de vérias varidveis sdo estudadas no capitulo V,
considerando-se, na maior parte dos casos, fungdes de duas varidveis para melhor se
visualizar as situagdes. O capitulo VI refere-se aos crescimentos limitados. Dele
constam o enunciado e a demonstragdo do teorema dos acréscimos finitos, € as
formulas de Taylor com uma e duas varidveis. Os integrais e as primitivas sdo
estudados no tltimo capitulo, onde se indica como calcular areas aproximando-as por
reunides de rectangulos de 4reas infinitesimais; estuda-se ainda a ligagdo entre o
célculo das primitivas e o das areas.



Apresentada a estrutura do trabalho, seguem algumas consideragdes que focam
a Andlise Ndo-Standard em si mesma, na sua histéria, € na sua integragdo no universo
da Matematica, e consequente interesse pela sua aplicagfio ao ensino.

A Anslise Nio-Standard €, antes de mais, um instrumento ao dispor dos
matematicos de qualquer denominagdo ou especialidade que, a cada area ou aplicagéo
preferencial, pode trazer mais ou trazer menos, conforme o grau de investimento e
utilizacio. Em certo sentido que pode ser precisado tecnicamente, a utilizagio dos
infinitamente pequenos e dos infinitamente grandes actuais, em andlise € noutras areas
matematicas é, tio somente, uma mais sofisticada utilizagdo de uma forma ou outra do
Axioma da Escolha ou algo que se assemelha.

Desde finais do século XIX, a linguagem da Matematica ¢ a linguagem da
teoria dos conjuntos, € a teoria "mie de todas as teorias” matematicas € a teoria dos
conjuntos, na versio de Zermelo-Fraenkel, incluindo o Axioma da Escolha, ZFC.
Nesta teoria h4 um tnico conceito primitivo, o de pertenga ( € ). Por condescendéncia
platonista, chamamos as variaveis z, y, 2,...., X, Y, Z, ... conjuntos, € imaginamos que
os axiomas ZFC descrevem um "universo” de conjuntos, suficientemente rico para que
nele se representem como conjuntos os objectos matematicos habituais (numeros,
relagdes, fungdes, espagos, estruturas, etc.) e as demonstragSes habituais nas diferentes
disciplinas mateméticas.

Sempre que conveniente, a linguagem primitiva é enriquecida com novos
simbolos, por meio de definigdes: constantes, isto €, simbolos que denotam conjuntos
particulares como 0, 2, N, R?; simbolos relacionais ou predicativos, que denotam
relagbes no universo, como as primitivas =, € e as relagdes de inclusio C, C;
simbolos funcionais ou operacionais, que denotam opera¢des no universo como o U,
n, X, etc.

E importante saber que a pratica matematica corrente se pode formalizar em
ZFC. Essa pratica nfo vai sofrer qualquer alteragio na Matematica Nao-Standard,
excepto no sentido de um duplo enriquecimento.

No final dos anos setenta surgiu uma axiomatiza¢iio devido a E. Nelson, que
toma como ponto de partida a teoria ZFC, na linguagem respectiva. A linguagem desta
teoria (que €, em boa aproximagio, a linguagem do discurso matemético tradicional),
junta um novo predicado primitivo unario: "standard". Quer dizer, no universo dos
objectos matematicos (conjuntos) usuais (nGmeros, fungdes, espagos, etc.),
distinguimos, por meio do novo conceito, os que sio standard e os que o ndo sdo.

A teoria de Nelson ¢ designada IST — € a teoria dos conjuntos internos
(Internal Set Theory), pois, nela, os conjuntos sfio chamados conjuntos internos, os
quais se dividlem em conjuntos standard e conjuntos nfio-standard. Os objectos ¢



conjuntos "ordinarios" com que lidam os matematicos no dia a dia sdo todos standard.
Entretanto, a Analise N&o-Standard tira partido de novas entidades — os objectos
ndo-standard, que sdo, em certo sentido, objectos "ideais" relativamente aos standard
(mimeros infinitamente grandes e numeros infinitamente pequenos, etc.), € 0s
chamados conceitos externos ou as suas extensdes, as classes externas, que na
literatura s3o vulgarmente chamados conjuntos externos, mas que, na realidade (pelo
menos no formalismo de IST), ndo sdo conjuntos, estritamente falando. Sdo classes
externas, como, por exemplo, a classe dos naturais standard, a classe dos reais
infinitesimais, etc. Tais classes sdo, em regra, classes relativamente "pequenas”, pois
que sdo classes contidas em conjuntos e definidas em termos do novo predicado
standard — n#io ¢ licito aplicar a estas classes os axiomas e os teoremas classicos (de
ZFC).

IST é uma extensdo conservativa de ZFC, podendo ser livremente utilizada
para demonstrar resultados classicos (normalmente, com simplificagdes notéveis nas
demonstragdes), e permitindo caracterizar nogdes classicas (por exemplo, da Anilise)
de maneiras, em regra, mais simples e intuitivas.

Em IST, as extensdes das estruturas cldssicas sfio constituidas da mesma
maneira que em ZFC, mas sdo mais ricas, pois nelas é permitido fazer mais distingdes
do que anteriormente (standard/nfio-standard, e outras definiveis a partir destes
conceitos), tal como se estivessem sendo observadas com uma lupa cujo poder de
resolucfio fosse agora maior. Por outro lado, o alcance da nova teoria parece maior,
pois enriquece a antiga, ao nivel conceptual e metodolégico fundamental.

No trabalho nio € exposta a teoria de IST. Para um curso introdutério de
Analise Matemética, como se pretende ilustrar nesta dissertagdo, ndo &, talvez,
necessario nem conveniente apresentar toda a poténcia demonstrativa dos axiomas de
IST (todo o aparato e poténcia axiomatica de IST), especialmente tudo aquilo que
pressupde um dominio aprofundado da logica e da axiomatica de ZFC. Néo € de
esperar tais conhecimentos prévios, em alunos que frequentam o primeiro ou o
segundo ano de um curso de Analise Matematica. Por conseguinte, a abordagem feita
no trabalho tem por base uma versio mais fraca da axiomatica de Nelson,
aproveitando desta apenas o suficiente para os aspectos do célculo que interessa
desenvolver num primeiro curso dessa natureza. Outros aspectos, que pressuporiam a
totalidade dos axiomas de Nelson, poderdo ser desenvolvidos num segundo curso.
Aliss, como se pode verificar nos primeiros capitulos, a prépria formulagéo dos
principios basicos da Analise Ndo-Standard nfio ¢ em todos os casos tal como Nelson a
axiomatizou. E o caso, por exemplo, do principio da defini¢do (principio 1.5).



Comega a ser cada vez mais evidente, também, que 0s novos conceitos € 0s
resultados que os envolvem, sem equivalentes classicos, contribuem decisivamente
para um mais fino estudo de fendémenos fisicos e estatisticos, o que se confirma
abundantemente na literatura mais recente.

Mesmo sem ter em conta estes recentes desenvolvimentos, outro facto
importante tem sido observado: na pratica Matematica corrente, apenas se faz um uso
muito limitado dos principios basicos da teoria dos conjuntos, a qual é, pois, um luxo!
Ainda uma grande parte da Matematica corrente tem lugar numa extensdo
conservativa da Aritmética de 2.* ordem (com axiomas de Compreensdo e de Escolha
apropriados). Sendo assim, o que as demonstragdes nfo-standard de resultados
classicos tém permitido observar ¢ um uso muito mais eficiente dos principios
classicos, em comparagfio com as demonstragdes classicas (nos casos em que ja eram
conhecidas, ou vieram a ser posteriormente as nfo-standard).

A Andlise Nao-Standard ¢ um tema aliciante € um caminho aberto ao
desenvolvimento da Matemética e do ensino.

Seria muito interessante poder testar, numa situa¢do concreta de sala de aula, o
texto que aqui se apresenta. De uma tal experiéncia resultaria, certamente, uma
melhoria e maior adequagio ao fim proposto no proprio texto.



Capitulo 1

Conjuntos finitos e infinitos

1.1 Conjuntos finitos

Definigio: Uma aplicagdo ou uma fun¢fio do conjunto E para o conjunto F' faz
corresponder a todo o elemento de £ um tnico elemento de F'. Se todo o elemento de
F' tem, no maximo, um originario, ¢ uma injec¢do. Se todo o elemento de F' tem, pelo
menos, um origindrio, € uma sobrejeccéo.

Estas defini¢des podem transcrever-se através das seguintes formulas:

e Uma aplicagfio f : E — F' ¢ uma injecgéo sse
Vz,2' € E(z #3' = f(z) # f(2)).
e Uma aplicagdo f : ¥ — F € uma sobrejecgdo sse

Vye F3z € E (y= f(z)).

e f: E — F é uma bijeccdo sse é ao mesmo tempo injectiva e sobrejectiva.

Defini¢io: Um conjunto diz-se infinito sse existe uma bijec¢o do conjunto sobre uma
das suas partes proprias.

Proposiciio 1.1
Todo o conjunto contendo um subconjunto infinito é infinito.

Dem.

Seja E infinito e F' O E. Seja £/ uma parte propriade Eeseja f: E — E’
uma bijec¢dio, que existem por hipdtese. O conjunto F' = E' U (F — E) é uma parte
propria de F' e a aplicagfio g que € a identidade sobre F' — E e que € igual a f sobre
¢ uma bijecgdo de F sobre F’. a

Corolario 1.2
Os conjuntos N, Z, Q, R e C sdo infinitos.



Defini¢io: Um conjunto E é finito sse toda a injecgdo de E em si mesmo € uma

sobrejeccdo.

Proposi¢ido 1.3
O conjunto vazio é finito e para todo o natural n, o conjunto
I, = {p e N: 0 < p < n} éfinito.

Dem.

O conjunto vazio é finito, porque a tinica aplicagiio de ) em @ ¢ a aplicacfo
vazia que ¢ injectiva e sobrejectiva.

Por indugdo matematica: I, = {O} ¢ finito porque a umica aplicagfo
f: Iy — I é a identidade. Suponhamos I,,_, finito e seja f : I, — I, uma aplicagdo
injectiva; defina-se g : I,, — I, por

p se p# f(n) e p#n
gp)=qn se p = f(n)
f(n) sep=mn

Se f(n) # n, esta aplicagiio g € uma transposi¢do, isto ¢ , uma simples troca dos
inteiros n ¢ f(n), e os outros valores ficarfio iguais. Sendo, g ¢ a identidade; em todos
0s casos, é claramente uma bijecgdo. A aplicagdo f: go f é injectiva e f(n) = n.
Portanto, 7| ¢ injectiva e, portanto, sobrejectiva por hipdtese de indugéo. O

De facto, I,, é o prototipo dos conjuntos finitos, como indica o teorema
seguinte, que se deve a Zermelo, e que admitiremos (a demonstragéo deste teorema
utiliza o axioma da escolha, como pode ser consultado em A.J.F. Oliveira, Teoria dos
Conjuntos, Esc. Ed. 1982) :

Teorema 1.4
Se E # 0 é um conjunto finito, entdo existe um unico inteiro n € N e uma

bijec¢do f : I, — E . Este numero n é o numero de elementos de E ou cardinal de

E.

Comentario: Este teorema pode ser compreendido da seguinte forma: se F € finito,
podem enumerar-se os seus elementos, visto que a bijec¢do f associa a cada elemento
de E um inteiro compreendido entre 0 e n. Isto conduz a ideia intuitiva (mas falsa) de
que um conjunto finito € um conjunto de que se pode fazer um inventdrio, isto €, do
qual se podem enumerar os elementos. Isto serd verdade, com todo o rigor, se
pudermos mostrar que todos os inteiros ndo negativos sdo naturais. Por exemplo, é
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indiscutivel que o conjunto dos grios de areia ¢ um conjunto finito, mas poderemos
jamais fazer o inventdrio ? O mesmo para o conjunto das moléculas de gas que estéo
dentro de um recipiente, ou o dos seres vivos que existem sobre a terra. Convém,
portanto, distinguir entre a nogfo intuitiva de finito que estd ligada aos numeros
inteiros acessiveis, que se procura formalizar com o adjectivo "standard", € a no¢do
matemdtica de finito (de que demos a defini¢fio) e se aplica, as vezes, aos conjuntos
cujo cardinal é standard (conjunto dos dias da semana ou conjunto dos estudantes de
anfibios); e existem os conjuntos cujo cardinal é finito mas nfo standard (diz-se
infinitamente grande), como o conjunto dos grios de areia ou o dos consumidores

numa economia, para todos os efeitos praticos, o seu nimero ¢ inacessivel.

1.2 Standard ou nio-standard: os primeiros principios

O método mais simples para permitir a utilizagio dos nimeros com ordens de
grandeza diferente é o de supor que todo o objecto matemético, conjunto, numero,
fungdo, sucessdo, ... é standard ou ndo ¢é standard. Acrescenta-se, assim, um predicado
ao nosso discurso, mas nio se define este predicado de forma precisa, limitamo-nos a
indicar as regras que governam o seu uso. Neste trabalho enunciaremos quatro.
Vejamos os dois primeiros, chamados respectivamente principio da definigdo ¢
principio da idealiza¢do. Veremos, posteriormente, os dois seguintes, o principio da

sombra (no capftulo 2) e o principio da transferéncia (no capitulo 3).

Principio 1.5 (Principio da defini¢éio)
Se a defini¢cdo de um objecto matemdtico, conjunto, numero, fungdo, ... pode
escrever-se sem utilizar o adjectivo standard (e sem utilizar outros objectos ndo-

-standard), entdo este objecto é standard.

E em virtude deste principio que os nimeros 0, 1, 2, ... , T, e, ... s30 nUMeros
standard, que os conjuntos N, Z, R, [0,1], [0, + 0o, ... sdo conjuntos standard, que as
sucessdes T, = 3n + 4, Up41 = U, + 2, ... sd0 sucessdes standard ... . Pelo contrario,
se w ¢ um inteiro nfio-standard, a fun¢io f(z) = z + w € uma fun¢do nio-standard.

Deduz-se também deste principio a seguinte consequéncia, muitas vezes util:
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Proposi¢ao 1.6

Seja f uma fun¢do standard. Sendo assim, necessariamente o conjunto
E =dom f ¢é standard, e a imagem por f de um elemento standard de E é um
elemento standard (do conjunto de chegada de f).

Dem.
Seja f : E — F uma fungdo e z € F um elemento standard. O dominio de f,
E, é recuperavel a partir de f enquanto conjunto de pares ordenados, logo € standard,
pelo principio da defini¢do. O elemento y = f(x) é definido de forma tnica a partir de
objectos standard (z e f), e ¢, portanto, standard, também pelo principio da definigo.!
O

Nota-se, pelo contrario, que a imagem de um elemento nfio-standard por uma fungdo
standard pode ser standard ou ndo-standard, como o mostram as duas fungGes

seguintes f, g : N — N definidas por: f(n) =ne g(z) = {(1) z: Z Zgi;ar

Principio 1.7 (Principio de idealiza¢iio)
Todo o conjunto infinito contém elementos ndo-standard e todo o conjunto
finito standard contém apenas elementos standard.

Deste principio, resulta particularmente, o facto de que existem inteiros nfo-
standard (visto que N ¢ um conjunto infinito). Chamam-se a estes inteiros idealmente
grandes (ig) ou infinitamente grandes, porque sio, forgosamente, maiores que todos os
inteiros standard: com efeito, se existir um w natural nfo-standard que seja menor do
que um natural standard n, w ser& um elemento do conjunto I, :=
{ peN:0<p< n} que é um conjunto finito e standard (pelo principio da defini¢do)

e, portanto, s6 pode ter elementos standard. Tem-se, portanto, o seguinte resultado:

Proposicio 1.8

Todo o inteiro natural majorado por um inteiro standard é standard.

Dem.

Suponhamos n € N standard. O conjunto S, = {m € N: m < n} € standard
e finito, logo, todos os seus elementos sdo standard. O

1 Se f ¢é entendida como um triplo ordenado (f, E, F), entdo é claro que F também ¢é standard. Em
qualquer caso, se f € standard, im f = conjunto imagem de f, ¢ standard, pelo referido principio.
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Exemplos:

Os conjuntos que se seguem s3o nio-standard (supondo w 1g):
e 0 conjunto dos multiplos de w ;
e 0 conjunto I,;
e 0 conjunto {w, w+lLw+2,.., 2w};
e 0 conjunto {w};
e 0 conjunto dos niimeros inferiores a w.

Os conjuntos que se seguem sdo standard (supondo n standard)
e 0 conjunto dos inteiros superiores a n ;
° {1, vees 2"} ;
¢ 0 conjunto dos nimeros pares;
e 0 conjunto das solugdes de uma equagdo polinomial P(x) = 0 com

coeficientes standard e de grau standard;

e 0 conjunto dos divisores de w estritamente inferiores a w, se w € um

nimero primo ig : este conjunto € simplesmente {1}

Mais exemplos:

e Em N, existem outros nimeros ndo-standard para além dos infinitamente
grandes ?
Os infinitamente grandes em N s3o os nimeros que sdo maiores que qualquer nimero
standard, e é por isso que se chamam infinitamente grandes, logo, em N nfio existem
outros nimeros nio-standard para além dos infinitamente grandes.

e Mostrar que o conjunto {1,2,...,2001} C N no contém numeros nio-
standard e que é um conjunto standard.
O conjunto {1,2,...,2001} ¢ standard pelo principio da defini¢do (principio 1.5) e €
finito, logo, s6 contém elementos standard pelo principio de idealizagdo (principio
1.7).

e Mostrar que o conjunto dos nimeros impares ¢ um conjunto standard.
O conjunto dos nimeros impares € o conjunto {n € N: 3p € Nn = 2p+ 1}, que é
bem definido a partir de objectos standard; logo, pelo principio da defini¢do, €
standard.

¢ O conjunto dos nimeros primos ¢ finito? Existem nimeros primos néo-
standard ?
O conjunto dos ntmeros primos nio € (classicamente) finito, porque, para todo o
numero primo p, pode construir-se um niimero primo maior, que ¢ o produto de todos
os numeros primos inferiores ou iguais a p adicionando 1. Pelo principio de
idealizag¢do, existem ntimeros primos néo-standard.
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Capitulo 2

Ordens de grandeza em R

Neste capitulo, consagrado ao corpo ordenado dos niimeros reais, R, serfio descritas
as suas principais propriedades.

2.1 Operacdes com 0s reais

Todos sabemos que o conjunto R estda munido de duas operagdes (0 comum dos
mortais conhece quatro, mas o matematico s6 retém duas; as outras duas sdo
simplesmente compreendidas como as inversas das primeiras), que sdo duas
aplicagdes, representadas por + € X respectivamente

+ :RxR—>R, Xx :RxR—-R

(a,b) —»a+b, (a,b)r> ab

e que tém as seguintes propriedades: para todos os reais a, b e c,
ea+b=">b+aeab=ba(comutatividade de + e X );
ea+ (b+c)=(a+b)+cea(bc) = (ab)c (associatividade de + e x );
eexiste ) € Rtalquea+ 0 =aeexiste 1 € Rtalqueal =a
(existéncia de elemento neutro);

eparatodo a € R, existe b ( := — a) tal que a + b = 0 (existéncia de
simétrico) e, se a # 0, existe b( := 1/a) tal que a x b = 1 ( existéncia de
inverso);

e a(b + c¢) = ab + ac (distributividade de x em relagdo a + ).

Quando um conjunto possui duas operagdes que verificam as propriedades
anteriores, diz-se que este € um corpo comutativo. O conjunto R ¢, portanto, um
corpo comutativo. Em contrapartida, o conjunto Z, munido das mesmas propriedades,
ndo é um corpo comutativo, porque 1/a nfo existe geralmente em Z. Quanto ao
conjunto Q é, tal como R, um corpo comutativo para estas duas operagdes.
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2.2 Ordem em R

Sabe-se que os niimeros reais sdo ordenados de uma forma natural, o que nfio € o caso
dos vectores de R? ou dos complexos C, por exemplo. Esta relagio, representada por
<, verifica as seguintes propriedades: para todo a, b,c € R,

e a < a (reflexividade);

e (a <beb < a)= a = b (anti-simetria);

e (a <beb<c)= a < c(transitividade);

e tem-se sempre a < b ou b < a (ordem total).

Diz-se que esta relagdo de ordem parcial (trés primeiras propriedades) ¢ total
(quarta propriedade) e que se trata de um corpo ordenado, isto €, que € compativel
com as duas operagdes: com efeito, para todo a, b, c € R, tem-se:

e(a<b)=>a+c<b+c

e(a<bec>0)=>ac<bc

Enfim, o conjunto dos numeros reais, tal como (), tem uma importante
propriedade ligada a sua ordem: ¢ um conjunto arquimediano, isto €, que verifica:

Vz >0, VA >0, dn € Nnz > A.

Com o "passo" z (tdo pequeno quanto se queira), podemos ultrapassar todo o nimero
A (por maior que seja), desde que se dé um nimero n suficientemente grande de

passos.
2.3 Numeros para todas as escalas

Em N os niimeros inteiros ndo-standard sdo todos ig, isto é, maiores do que os
inteiros standard, em R os reais standard e ndo-standard estio mais "misturados".
Podemos convencer-nos facilmente disto, observando que todo o intervalo ]a, b[ ndio
vazio de R, por muito pequeno que seja, € um conjunto infinito e, portanto, contém
forgosamente nimeros ndo-standard, pelo principio de idealizagéo.

Distinguem-se, habitualmente, entre os nimeros reais, diversas ordens de
grandeza:

Definicéio:
e Um real z diz-se ilimitado ou infinitamente grande (ig) sse para todo o
n € N standard |z| > n.
e Um real z diz-se limitado (Imf) sse existe n € N standard tal que Iml <n.
e Um real z diz-se infinitesimal ou infinitamente pequeno (ip) sse para todo
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n € N, standard |z| < %.

e Um real z diz-se apreciavel (ap) sse z ndo € nem infinitamente pequeno
nem infinitamente grande.

¢ Dois reais r e y dizem-se infinitamente préximos sse z — y €

infinitamente pequeno, € escreve-se T ~ y.

Observacio: Note-se que estas ordens de grandeza "cortando” sobre o conjunto R
diferentes regifes (os ntimeros infinitamente grandes a cada extremo, os nimeros
limitados que se decompdem em nimeros infinitesimais e nimeros aprecidveis), as
fronteiras entre estas regides ndo sdo pontos precisos. Por exemplo se z é um real
limitado, x + 1 sera também limitado (porque se |z| < n e n é um inteiro standard,
n+ 1 também ¢ (principio da defini¢do: n + 1 estd definido a partir dos numeros
standard n e 1 unicamente) e ele majora z + 1 ). E se z > 0 ¢ infinitamente grande,
também o € z — 1. Da mesma forma, se = ¢ um real aprecidvel, 5 ¢ também um real

apreciavel.

Exemplos:

e Em R, existem outros nimeros ndo-standard para além dos infinitamente
grandes e dos infinitesimais, por exemplo 2 + €, com ¢ infinitesimal diferente de zero,
tem-se 2 + € ~ 2, mas 2 + € é um numero real ndo-standard.

e O intervalo real [3, 4] contém nimeros nio-standard porque € infinito, pois
pelo principio de idealizagdo (principio 1.7), todo o conjunto infinito contém

elementos ndo-standard.
2.4 Operacoes e ordens de grandeza

Pelo principio da definigdo, as duas operagSes + e Xx s#o aplicagdes standard e o
resultado obtido efectuando a soma ou o produto de dois niimeros standard ¢ também
um nimero standard, sempre em virtude do mesmo principio (este resultado sé
depende dos dois argumentos e da operag8io). Pode-se perguntar o que sdo nimeros
ndo-standard e mais precisamente se é possivel conhecer a ordem de grandeza da soma
ou do produto conhecendo a dos termos ou a dos factores. Com efeito ¢ facil verificar,
como faremos em seguida para algumas delas, que a influéncia dos operadores sobre
as ordens de grandeza obedecem a regras, chamadas regras de Leibniz, descritas pelas
trés tabelas que se seguem. Estas exprimem, quando € possivel, as ordens de grandeza
para a soma e a diferenga (% ), o produto ( X ), e o quociente (/) de dois reais.
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+ (ip |lmt|ap |ig
ip |ip |[Imi|ap |19
Imt | lmt | Imt | Imt | ig
ap |ap |lmt|Ilmt|ig
ig |ig |9 |1ig ?

X |ip|lmt|ap |1ig
ip |ip|ip |p ?
Imtiip|lmt|lmt| ?
ap {ip|lmt|ap |1ig
g 21?2 (g |19

17— |ip|lmt|ap |1ig

ip 21 ?2 |ip |ip
Imt 21 ? |lmt|ip
ap ig| ?7 |ap |1p
ig ig| tg |ig ?

Estas regras retém-se facilmente; note-se, contudo, que dois reais nfo tém
sempre 0 mesmo sinal, a soma de dois apreciaveis pode bem ser infinitamente pequena,
e a soma de dois infinitamente grandes pode ser limitada, os casos ap + ap = Imt
(nfio é sempre aprecidvel), € ig + ig = ? Imagina-se facilmente porque ndo existe um
resultado geral para ip x ig € ip/ip; é conveniente portanto, visto que um limitado
pode ser infinitamente pequeno, nfio esquecer que ndo existem resultados gerais para
Imt x ig e ig/lmt: é por isso que € 1til distinguir os reais apreciaveis de entre os
limitados.

Vejamos, através de dois exemplos, o tipo de raciocinio que convém fazer:
Mostremos que a soma de dois nimeros ip € ip. Sejam o e 3 dois numeros p.
Seja n # 0 um nimero inteiro standard. Como n é standard, 2n também € (principio

a| < £ e |B] < 5. Logo

da defini¢do) e portanto, visto que o e 3 sdo ip,
o8] < laf+18] < & + & = L.

Mostremos que o produto de um nimero limitado por um numero
infinitamente pequeno ¢é infinitamente pequeno. Sejam ! um nimero lmt e a um
nimero ip. Seja n um nimero inteiro standard. Sabe-se que existe um inteiro standard

m tal que |I| <m. Como m ¢ um inteiro standard, mn também ¢ (principio da

1

defini¢éio) e portanto |a| < ;nl—n Resulta entdo que llal < m—"}—n = .
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Exemplos: Mostrar, utilizando as regras de Leibniz que:

e Se w € infinitamente grande entdo a = —uﬁ — 1 ¢ infinitesimal.
Comoa—%—l l—m—l —%L—l,wez'glogow—l-lqueéasomade
um ap com um g € ig, logo =5 ¢ infinitesimal porque € o quociente entre um ap e

um ig.
e Se w é infinitamente grande entfio b = v/w + 1 — /w & infinitesimal.
Temosb = (Vw+1 —/w) = (Vw+ —\/_)(“:::lig)

w41—w

= et = m , como w & ig entdo \/w + 1 e /w sfo infinitamente

grandes, \/w+1 + /w é ig, logo 770-:11—% que é o quociente entre um ap € um

ig é, portanto, infinitesimal.

Exemplos:

L
w+5?

infinitamente grande, é racional e ¢ infinitesimal. E existem infinitesimais irracionais: se
€ # 0 ¢ infinitesimal racional entéo 5\/§ ¢ irracional e é infinitesimal.
e Mostrar que se ¢ ¢ infinitesimal entéo % + € pode ser irracional.

e Existem infinitesimais racionais: por exemplo, com w natural

Seja € irracional, por exemplo, € = /\\/g com )\ infinitesimal racional e diferente de
Zero; neste caso % + ¢ é um ntimero irracional.

L e —L_ 530 infinitesimais; assim,

e Se N ¢ infinitamente grande entdo € iy

1 _ 1 _ N+l-N _ infinitesimal.
N N+1 = N(N+1) — N(N+1) ¢ tes
1

e Seja n um ndmero inteiro infinitamente grande. O mimero real a = _; ¢

infinitesimal. O que poderemos dizer dos niimeros na, 7Tan? e an3 ?

Como n ¢ infinitamente grande tem-se, na = n;lz—

_ l . . ,
= .- que, pelas regras de Leibniz, ¢
infinitesimal. Verificamos que 7an? = 7.515.712 =7, que ¢ um numero apreciavel.
Finalmente, an® = J.n3 = n, que ¢ infinitamente grande.

e Mostrar que existe um niimero z tal que Z8 (z # 1)seja :

¢ igual a 2;
Ve]amosque””“—2®’—”il—2=0<:>;%3:0©—x+3=0 & = 3 logo,
comz#1 Z =2ssex =3.

© infinitamente grande;

Seja w infinitamente grande. Entdo (comz #1) Z =wo ZH —w=0&
(::c—wa:+1+w-0@x-—fl‘j—ﬂ, logo :c—’”+1—1+ag— =1+4¢, onde
£ = 7 € infinitesimal. Assim, —i— ¢ infinitamente grande se x = 1+ onde € = %1

com w mﬁmtamente grande.
¢ infinitesimal nio nulo.
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Seja €#0 infinitesimal. Entio (comz #1) & =e&z= Hoi4+ =
14w com w = % infinitamente grande. Portanto, tl ¢ infinitesimal néo nulo se

1
z =1+ w, onde w = -5, com ¢ # 0 infinitesimal.

Observagio: E conveniente meditar um pouco sobre a aparente contradi¢do (que ndo
o &, felizmente!) entre a primeira das regras de Leibniz, segundo a qual a soma se dois
ip é ip (portanto, em particular, se € € ip, 2e =€ +¢€ deve ser também, 0 mesmo que
3¢, 4¢, ...) e o facto de R ser arquimediano, de onde resulta que para todo o real dado
existe um inteiro n tal que ne o ultrapassa, por exemplo 1 (que néo € ip). N3o se pode
deduzir como consequéncia do facto de que ¢, 2¢, 3¢, 4¢, ..., sdo ip que ne é ip para
todo n € N. Isto ndo sera verdade, de facto, sendo para n "passos" com n nio muito
grande; os n standard, em particular, ¢ alguns outros podem ser, mas ndo certamente
os ig superiores a E(%) + 1, onde E(z) designa a parte inteira de .

Da mesma forma se escolhermos um "passo" z limitado e um "objectivo" a

ultrapassar A ig o namero n de "passos" necessarios sera seguramente ig.

Observacio: Resultam facilmente da definig@o e das regras de Leibniz as propriedades
de reflexividade, simetria e transitividade da relagio de proximidade infinitesimal: por
exemplo se z~y e y~z, entdo r—y e y—z sdo infinitesimais, logo

(z —y) + (y — 2) = x — z é infinitesimal, por uma regra de Leibniz, logo z = z.

Proposi¢io 2.1. (Colocagio de factores em evidéncia)

Sejam N standard, pi, py, ..., p)y numeros positivos e Ty, Tz, ..., TN numeros
da mesma ordem de grandeza (isto é, todos ip, ou todos limitados ou todos
aprecidveis com o mesmo sinal, ou todos infinitamente grandes com o mesmo sinal).

Entdo existe um real v da mesma ordem de grandeza que os T; tal que

Zpﬂ”i = szi-

Dem.

Seja S := Y p;. Se todos os p; sdo nulos, o resultado € trivial. Sendo, S>0,¢
pode escrever-se portanto r := LY p;r;. Mostremos que este namero 7 ¢ da mesma
ordem de grandeza que os 7;. Seja r_ o menor dos nimeros 7; € 7. 0 maior. Tem-se:

r—
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e portanto r_ < r < r, 0 que mostra que r ¢ da mesma ordem de grandeza que r_ ¢
Ty. D

2.5 O calculo com os "quase iguais"

O sentido do simbolo " ~ " é o da quase igualdade de dois niimeros: a € infinitamente
proximo de b (representa-se a o~ b) significa que os numeros a e b ndo sdo
forgosamente iguais mas diferem no méximo de uma quantidade infinitesimal. A
semelhanca deste simbolo com o igual usual " =" conduz naturalmente a de utilizar
nos raciocinios seguintes as regras, aprendidas no ensino secundario, permitindo
estabelecer equivaléncias entre igualdades, como as regras seguintes (a, b e c sdo
numeros reais quaisquer):

ea=bsa+c=b+c

ea=b&ac=bc(sec#0)

eac=bcec#0=>a=0b

eab=0&a=00ub=0

E interessante colocar a seguinte questdo: estas regras mantém-se verdadeiras
substituindo " =" por "~" (e "#" por "# ") ? Vejamos um exemplo util para
responder a esta questdo: se € # 0 € infinitesimal, os nameros € ¢ €2 sdo infinitamente
préximos (e sdo infinitamente préximos de zero) mas se 0s multiplicarmos pelo
ntimero infinitamente grande 1/e, obtém-se dois nimeros que ndo sdo mais
infinitamente préximos:

1 1
e~ele l=ex -gelx - =¢.
5 €

A segunda regra nfo é portanto sempre verdadeira se substituirmos " =" por " = "

Tem-se no entanto a seguinte proposigio:

Proposigio 2.2
Para todos os niumeros reais a,b e c, tem-se:
ea~b&satc~b+c
ea ~ beclimitado = ac ~ bc
eac~bcec# 0=>a~b
eab~0=a~00ub~0
Dem.
A demonstragio destas implicagdes ou equivaléncias € facil mediante a
observagio seguinte: pode-se sempre substituir a ~ b por (Je ~ 0, a =b+¢). Esta
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observagdo & alids uma regra de conduta que é vivamente recomendada a aplicar
sistematicamente nos raciocinios matematicos onde o simbolo ~ aparece.
Mediante esta observagdo, as quatro regras aparecem simplesmente como
aplicacdes da regras classicas correspondentes para a igualdade (recordadas anterior-
mente) e as regras de Leibniz.
e (a ~ b) equivale a (Je ~ 0, a = b + ¢), portanto também a (Je ~ 0,
a+c=b+c+e¢)eportanto (a +c ~ b+ c).

¢ (a ~ b e ¢ limitado) implica (Je ~ 0, a = b + ¢ e ¢ limitado), logo
(Je ~ 0, ac = be + ec e ¢ limitado), seja (Je ~ 0, ac = be + 1) e portanto
(ac =~ be).

e (ac ~ bc e ¢ # 0) implica (Je ~ 0, ac = be + ec e ¢ # 0), o0 que pode
escrever-se também (Je ~ 0, ac = c(b+ £) e c # 0), seja
(In~0, a =b+1n),logo (a ~ b).

eSe (ab~0ea%0)entdo (e ~ 0, ab = ¢ e a % 0) e portanto
(FJe~0,b= £ e a#0),logo (In 3 0,b =) e portanto (b ~ 0). O

2.6 A existéncia de uma sombra

Todas as propriedades de R que recorddmos sdo também propriedades de Q, que
partilha com R o facto de ser um corpo ordenado arquimediano. N3o sera, portanto,
surpresa estudar que R tem igualmente uma propriedade que QQ nfo tem, e que faz o
interesse ¢ a especificidade daquele conjunto. Sendo porque nio fazer a analise em Q?

Esta propriedade diz que R ¢ um conjunto "completo” e sera estudada com
detalhe no capitulo sobre as sucessdes: significa intuitivamente "que ndo ha buracos".
Sera apresentada segundo a forma de um principio, o terceiro.

Principio 2.3 (Principio da sombra)
Para todo o numero real limitado x, existe um real standard do qual ¢ é
infinitamente proximo. Este real standard é unmico, representa-se por °x e chama-se

a sombra de x ou a parte standard de x.

Observacoes:

e Este principio permite "afinar " a ideia de que se pode construir a recta real:
na sua parte limitada, todo o mimero ou € standard, ou ¢ infinitamente préximo de um
standard. Cada nimero standard &, portanto, rodeado (cercado) de um halo de
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nimeros nio-standard infinitamente proximos, todos estes kalos justapdem-se uns aos
outros para formar a parte limitada da recta real.

e A unicidade da sombra tem por consequéncia um resultado frequentemente
utilizado, o principio de Carnot, segundo o qual dois reais standard infinitamente
proximos sdo forgosamente iguais?.

e O principio da sombra é falso em Q: consideremos um nimero irracional x,
por exemplo x = \/5 , € seja T uma aproximagdo decimal de z tendo um nimero
infinitamente grande de casas decimais. O niimero Z é um racional limitado (menor do
que 2 por exemplo) que ndo pode ter sombra em Q visto que tem uma sombra tnica
% = /2 que ndo pertence a Q.

Proposigio 2.4
Tém-se as seguintes regras: para todos os reais limitados x e y,
a) °(z+y) ="z +°y;
b) °(zy) = °z°y;
c) se’y #0, °(z/y) = °z/°y;
dz<y=°c<%.

Dem.
Estas regras deduzem-se facilmente das regras de Leibniz € do principio de
Carnot:

a) Sejam z e y dois reais limitados. Existem « e ( infinitesimais tais que
z=°c4+a e y=°"y+p0(. Portanto z+y=_z+a)+ (y+08)=r+%)+
+ (a+ B). Como a + (3 é infinitesimal (regras de Leibniz), resulta que °(z +y) e
°z + °y séo dois numeros standard infinitamente proximos, portanto sdo iguais.

b) Sejam z e y dois reais limitados. Existem « e [ infinitesimais tais que
z=°z+a e y="y+ f. Portanto zy = (°z + a)(°y + B) = °z°y + (¢°y + B°z +
+ af). Como a°y, °z e af sdo infinitesimais, resulta entdio que °(zy) e °z°y sdo
dois nimeros standard infinitamente préximos, portanto sdo iguais.

2 Sejam a e b niimeros reais standard. Se x ~ a e x ~ b, entio a ~ b (v. Observ. pag. 20) logo, a = b
(porque o unico infinitesimal standard € zero). Deste modo, podemos concluir que dois niimeros reais
standard infinitamente proéximos sdo iguais.
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¢) Depois das duas demonstragdes anteriores, € suficiente mostrar a regra para
z = 1. Seja y # 0 um real limitado. Existe 3 infinitesimal tal que y = °y + 3 com
°y # 0. Portanto,

1 1 1 1
N 1B

1 1
y (Cy+B8) %y Sy y+B y y(y+p)
Como °y(°y+ B) ¢é aprecidvel e 3 ¢ infinitesimal, resulta que °(;) e 3 sdo dois

ntimeros standard infinitamente proximos, portanto sdo iguais.

d) Sejam z e y dois reais limitados tais que z < y. Existem a e 3 infinitesimais
tais que z=°2c+a e y="y+ 0. Portanto z=z—a<y—-a="y+f—-a.
Como 3 — o ¢é infinitesimal, entfio sendo °z < °y, e °z e °y infinitamente proximas,

portanto sdo iguais visto que sdo standard.

Exemplos:

e Mostrar que existem nimeros racionais equivalentes a um dado numero
irracional.

Se z é um nimero irracional, € # 0 um infinitesimal. Temos z ~ x + €, consideremos
x + € o numero cuja representa¢do décimal é constituida pelos N primeiros algarismos
do desenvolvimento décimal de z. Entdo z + ¢ é um nimero racional.

e Existe um numero z tal que a parte standard de A;(z) seja igual a 1 (um)
quando:

o Ai(z) = f‘f’i;

Temos Aj(z) =2 =1+ -2 ~1 se¢ 2 ~0, logo A(z)~1 se z for
infinitamente grande.

0 Ay(z) =1+ z;

Temos,1+z=1&z=0.Sez =0, Ay(z) = 1.

o As(z) = 1.

Verificamos que 2 =1« z = 1. Se z = 1 a parte standard de A3(x) € 1.

e Dois infinitesimais sio sempre infinitamente proximos. Sejam € e A
infinitesimais. Como € ~ 0 e como A ~ 0, entdo € ~ 0 ~ X por simetria, logo € ~ A
por tansitividade.

e Dois infinitamente grandes podem ser infinitamente préximos. Por exemplo,
se w ¢ um namero infinitamente grande, entdo i}— ~ (, e podemos considerar os

nimeros infinitamente grandes we w+ L:w ~ w+ L porque £ ~0.
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e Sejam x < z’ dois niimeros reais infinitamente proximos. Dizer quais os reais
standard que podem existir em [z, '] segundo os casos (z standard ou ndo, 2’
standard ou nfo).

Sejam z e z’ standard, entdo z = z’ porque dois standard infinitamente
proximos s3o iguais, logo o intervalo [z, '] reduz-se a um ponto, tem portanto um
nimero que ¢ standard. Se z ¢ standard e ' é ndo-standard entdio existe € # 0
infinitesimal tal que =’ =z +¢, logo [z,7] =[x,z +¢€], o intervalo [z,z'] tem
infinitos nuimeros reais mas s6 tem um numero real standard que € z. Se = ndo €
standard e z' é standard entfio existe € # 0 infinitesimal tal que z = ' — ¢, logo
[z,2'] = [z —€,7] que tem infinitos niimeros reais mas s6 tem um nimero real
standard que é 7.
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Capitulo 3

Sucessoes

Neste capitulo estudam-se as principais propriedades de nimeros reais. O principio da
sombra tem um papel importante. Seré igualmente a ocasido de encontrar o ultimo dos

quatro principios, o principio da transferéncia.
3.1 Nogiio de convergéncia
Defini¢io: Chama-se sucessdo de niimeros reais a toda a aplicagdo de NemR.

Sabe-se que existem essencialmente duas formas de definir uma sucessdo: seja

n
2n2+3

u, = (— %)”, ou por recorréncia indicando o primeiro termo € a regra que permite

directamente como uma aplicagio u, = f(n), por exemplo u, = ou
calcular o termo de ordem n em fungdio dos anteriores, por exemplo do termo de

ordem (n — 1), como para

UO:1
Up =2+ Up_1.

Note-se que para calcular u;q9, ¢ necessario neste caso ter calculado ui,us, Ug,..., ©
que ¢ intil visto que se pode conhecer a sucesséo anterior como uma fungdo explicita,
ousejau, =2n+ 1.

Evidentemente, existem sucessdes standard e sucessoes nAo-standard; por
exemplo u, = %L"—J:”fl ¢ uma sucessio standard mas, se € # 0 ¢ um infinitesimal,
up = €™ Ou U, = n + £ sfo sucessdes néo-standard.

Definicio: Seja (u,,) uma sucessdo standard e I um niimero standard. A sucessio (un)
diz-se convergente de limite ! se, para todo o n infinitamente grande, u, ~ [. Diz-se
entio que (u,) tende para ! ou que [ € o limite da sucessdo (up). Diz-se que a
sucessdo (u,) tende para + oo (respectivamente — 0o) se, para todo o n infinitamente
grande, u, é infinitamente grande positivo (respectivamente infinitamente grande
negativo).
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Observagoes:
1. Quando uma sucesso (uy,) tende para [, diz-se que ! € o limite da sucessdo
(uy) (e representa-se | = lim u,) porque a sucessdo s6 tem um limite: com efeito se
n—oo

para todo o n infinitamente grande se tem u, ~ [ ¢ a0 mesmo tempo u, = I’ entdo
I ~1'; mas como [ e I' sdo standard, ! = I’ pelo principio de Carnot.

2. Esta defini¢io mostra que nfo se pode mudar a natureza da sucesséo, isto &,
o facto de uma sucessdo ser convergente ou niio, modificando um nimero finito dos
seus termos de indice standard. Mais precisamente, duas sucessdes standard que so
diferem pelos seus valores em alguns indices standard (em nimero finito) sfo

simultaneamente convergentes ou divergentes.

Exemplos:

1. A sucessdo u, = 22 tende para | = 2. Com efeito, para todo o n >0,

g
3
Il
=1
| ¥
e

£

e portanto para n infinitamente grande, como 3 e % sdo infinitesimais, tem-

°(un)=a(2+%> —i(—2—+——%—)—2:2.

1+1) 7 e+1) 1

sS€

2. A sucessio u, = n® —n? tende para + oo porque, para n infinitamente
grande n —n2 =n%(n—1) e o produto de dois inteiros infinitamente grandes
positivos é um niimero infinitamente grande positivo.

3. A sucessdo u, = ( — 1)" ndo é convergente. Mais geral, se (u,) € (v,) séo
duas sucessdes convergentes ndo tendo o mesmo limite entdo a sucessdo (wy) que €
igual a u,, quando n é par e a v, quando n € impar € uma sucessdo divergente, isto &,
ndo € convergente.

Defini¢do: Um real standard ! chama-se ponto aderente de uma sucessdo standard

(uy) se existe um n infinitamente grande tal que u, ~ [.
Evidentemente que uma sucessdo que tem vérios pontos de aderéncia

diferentes (eles nfio podem ser infinitamente préximos visto que sdo standard, a menos
que sejam iguais), € necessariamente divergente.

28



3.2 Sucessdes limitadas e o principio de transferéncia

Defini¢iio: Diz-se que uma sucessdo (u,) é majorada (respectivamente minorada) se
existe um nimero M (respectivamente um namero ) tal que, para todo o n u, < M

(respectivamente m < u,,). Uma sucessdo que ¢ majorada e minorada diz-se limitada.

Exemplos: A sucessdo u, = % ¢ majorada por 1 e minorada por 0, e portanto €

limitada. Do mesmo modo, a sucessdo u, = 222 ¢ majorada por 5 (por exemplo) e

minorada por 0, portanto € limitada.

Pretendemos presentemente mostrar que toda a sucessdo convergente €
limitada (a reciproca ¢ falsa) . Para isso vamos introduzir o dltimo principio, chamado
principio de transferéncia.

Este principio tem duas formulagdes, logicamente equivalentes.
Principio 3.1 (principio de transferéncia)

e Primeira formulagfo: se existir um objecto matemdtico (niimero, fungdo,
sucessdo, conjunto, ...) verificando uma dada propriedade standard,3 entdo existe um
objecto standard verificando esta propriedade. Em particular, se aquele objecto ¢é
unico, entdo ele é necessariamente standard.

Este principio pode enunciar-se também da seguinte forma: se P(x) é uma

propriedade standard e existe x que satisfaz P(z), entdo existe um x standard que
satisfaz P(z).

e Segunda formulagdo: para que uma propriedade standard seja verdadeira
para todo o x é suficiente que seja verdadeira para todo o x standard.
Este principio pode enunciar-se também da seguinte forma: seja P(z) uma
propriedade standard; se para todo o x standard, P (z) é verdadeira, entdo para todo
o z, P(x) ¢é verdadeira.

Proposig¢io 3.2

Toda a sucessdo standard majorada é majorada por um standard.

3 Se P(z) é uma propriedade bem definida, sem o uso do adjectivo "standard" (nem dos conceitos
derivados) a partir de objectos standard, entdo P(z) é uma propriedade standard.

29



Dem.

Por hipétese existe um M tal que a propriedade "M ¢ majorante da sucessdo
(un)" seja satisfeita. Esta ¢ uma propriedade standard; portanto existe um M standard
que verifica esta propriedade. O

Proposi¢io 3.3

Toda a sucessdo convergente é limitada.

Dem.

Por transferéncia, é suficiente verificar esta proposi¢do para sucessdes
standard. Seja (u,) uma sucessdo standard convergente de limite [, limite este que ¢
necessariamente standard, pelo principio da transferéncia (primeira formulag&o). Entéo
todos os termos de indice infinitamente grande sdo infinitamente proximos de I. Seja w

um inteiro infinitamente grande € seja k=minu, ¢ K =maxu,. Entdo
n<w n<w

m =min(k,l — 1) e M = max(K, + 1) sdo, respectivamente, minorante ¢ majorante

para (up,). O

3.3 Sucessdes de Cauchy

Se quisermos calcular um limite através de um programa de "computador”, ¢ facil
escrever um programa que calcula ug, u;, U2, ... € a questdo a qual devemos responder
é entdo a seguinte: "quando parar o calculo?". Também na pritica, considera-se
frequentemente que se as primeiras casas decimais nio evoluem mais ap6s numerosas
iteragdes, estas casas decimais sdo casas decimais exactas do limite, se este limite
existir. Tal é um pouco a ideia das sucessdes de Cauchy. Veremos que esta nogéo
permite falar da convergéncia de uma sucessdo sem fazer referéncia ao seu limite (o
que se pode revelar bem 1til quando nfo o conhecemos).

Definigdio: Diz-se que uma sucessdo standard (uy,) é de Cauchy sse, paratodo o pe g

infinitamente grandes, u, =~ u,.
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Teorema 3.4

Em R, toda a sucess@o de Cauchy é convergente (a reciproca é verdadeira®):
diz-se que R é topologicamente completo. Por outro lado, o conjunto Q ndo é
completo, isto é, existem sucessdes de niimeros racionais que sdo de Cauchy e que

ndo convergem em Q.

Dem.

E suficiente, por transferéncia, demonstrar o teorema para as sucessdes
standard. Por hip6tese, todos os termos da sucessdo de indice infinitamente grande séo
infinitamente préximos uns dos outros. E portanto suficiente provar que sdo limitados,
isto &, infinitamente préximos de um standard unico. E claro que existe um indice N
tal que

Vn>N|un—uN| < 1.

Com efeito é suficiente considerar N infinitamente grande. Pelo principio de
transferéncia, existe um N standard para o qual esta propriedade continua verdadeira.
Como a sucessdo (u,) é uma sucessdo standard, os seus termos de indice standard séo
portanto limitados. Portanto uy ¢é um numero standard e a propriedade anterior
implica que para além do indice N todos os termos se mantém a uma distancia deste
inferior a 1, e portanto sdo limitados. A sua sombra comum ¢ o limite procurado.
Contra exemplo em Q: escolhe-se uma sucessdo de numeros racionais que
converge em R para um irracional (por exemplo a sucessio das aproximagdes decimais

de \/i) E uma sucesséio de Cauchy visto que converge em R mas nfio converge em Q

porque /2 ¢ Q. O

Definicio: Uma sucessdo diz-se "conmtractante" sse existe k €]0,1] tal que

|thnt1 — un| < k|un — up_1| paratodoon > 1.

Exemplos:
e Uma progressdo aritmética cujo primeiro termo é uy € de razio r,

Up = Ug + nr, ndo é uma sucessdo "contractante". A sucessio u, = n? também nio.

4 Seja (u,) standard convergente para a (necessariamente standard também). Queremos provar que
(un) € de Cauchy, isto &, para quaisquer p e ¢ infinitamente grandes, u, ~ u, Sejam p e ¢
infinitamente grandes quaisquer. Entfio

|up — ug| = |up—a+a—uy| <|up—a|l+|ug+a| =0. O
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e Uma progressio geométrica cujo primeiro termo € uo ¢ de razdo g,
U, = upq™, & "contractante" de razio k =gq desde que 0<g<1 e ndo
"contractante" no caso contrario. Recorde a formula, para g # 1,
1— qn+1

l+g+¢+-+q" = -

Proposigido 3.5

Toda a sucessdo standard "contractante" é convergente.

Dem.
Vamos mostrar que toda a sucessdo "contractante” ¢ de Cauchy. Para todo p, g
infinitamente grandes, sem perda de generalidade, (p > ¢), tem-se:

|up - uq| < |u,, - “p—ll +...+ |uq+1 - uql

< (P kP02 L k4 1) g — g
< (kP4 kP2 4 k4 DR un — uol
L5k ur — uol

ot lun — ol

IA A

~0
porque o ultimo factor (|u1 — u0|) ¢ standard, e que, visto que 0 <k <1, k» ~0e
k7 ~ 0, logo k—;},’j—" ~ 0, porque p € g sdo infinitamente grandes, por hipdtese. O

3.4 Sucessdes mondétonas e limites superiores

O resultado fundamental deste paragrafo € o facto de que toda a sucessio mondtona e
limitada é convergente. Mas antes de mostrar este teorema, que é uma consequéncia
do principio da sombra, vamos introduzir as no¢des de supremo e de infimo de um
conjunto.

Defini¢ao:

Seja A uma parte de R. Um real s chama-se supremo de A (respectivamente
infimo) se ele ¢ o menor dos majorantes de A (respectivamente o maior dos
minorantes de A). Representa-se s = sup{z : x € A} ou simplesmente s = sup A
(resp. s = inf{z : = € A} ou simplesmente s = inf A).

E claro que, se A tem um supremo (ou infimo), ele ¢ unico e ¢ standard pelo
principio de tranferéncia.
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Defini¢do: Seja N um inteiro infinitamente grande. Chama-se a sucess&o (Z,)n—0,..N
uma partigdo fina do intervalo [a,b] se € uma sucessio finita de numeros

a=1x9 <z <..<zyN =), tais que z; ~ z;,, paratodo: =0,...,N — 1.

A demonstragfio do teorema seguinte utiliza a defini¢do de parti¢do fina de um
intervalo.

Teorema 3.6
Toda a parte majorada ndo vazia em R tem um supremo. Toda a parte

minorada ndo vazia em R tem um infimo.

Dem.

Seja A uma parte majorada nfio vazia de R. Por transferéncia, basta fazer a
demonstragiio para A standard. Supondo A standard e ndio vazio, pelo principio da
defini¢do, o conjunto B dos majorantes de A também é standard e ndo vazio.
Podemos portanto escolher um a standard pertencendo a A e um b standard
pertencente a B. Seja N um natural infinitamente grande e seja (z,)n—o, .y UmMAa
parti¢do fina do intervalo [a, b]. Representa-se por Z o maior dos z; tais que [z;_;, %;]

intersecta A: T = nllax N{:r:,- : [xi_l,xi] NA# 0}. Como T pertence ao intervalo
t=1,...,

standard [a, b, é limitado e portanto tem uma sombra Zy. Verifiquemos que T € 0
supremo procurado. Tem-se, por construgéo, z < T para todo o x € A portanto
x < T, para todo o z pertencente a A. Portanto para todo o z € A standard, tem-se
x < To. Por transferéncia, Z, é portanto um majorante de A. E o menor dos
majorantes porque por construgdio, T € B, portanto T, < z para todo z € B
standard, onde, por transferéncia Z, < x para todo o x € B; é portanto o supremo.

A segunda parte do teorema deduz-se facilmente da primeira: se A é uma parte
minorada de R, —A := {—z : z € A} é uma parte majorada que tem, portanto, um
supremo, digamos a, ¢ —a € o infimo de A. O

Observacio:
Observamos que uma parte qualquer de R nfio tem necessariamente supremo:
por exemplo R* ou N nfio tém qualquer majorante, portanto, em particular supremo.
Notemos, também, que o supremo de uma parte de R, quando existe, ndo
pertence forgosamente a essa parte: por exemplo o nimero s € o supremo do intervalo

A = ]—00, s e ndio pertence a A.
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Corolario 3.7
Toda a sucessdo crescente majorada é convergente.

Toda a sucessdo decrescente minorada é convergente.

Dem.

Por transferéncia podemos supor a sucessdo (u,) standard. Supomo-la
crescente e majorada. Por hipétese, o conjunto { U, :n €N } ¢ uma parte ndo vazia
majorada de R. Esta parte tem portanto um supremo . Suponhamos por absurdo que
existe um indice N infinitamente grande tal que uy < l. Os dois mimeros uy € [ ndo
sfo infinitamente préximos, logo podemos encontrar um nimero standard k tal que
uy < k < 1. O nimero k majora todos os termos da sucessdo de indice standard visto
que a sucessdo € crescente. Por transferéncia, ele majora todos os termos da sucesséo.
Ora isto € absurdo visto que k < ! e [ € o menor dos majorantes. O

Corolario 3.8

Uma sucessdo crescente ou é convergente ou tende para + oo.

Dem.

Seja (u,) uma sucessdo crescente, que podemos supor standard por
transferéncia. Entdo ou u,, € infinitamente grande para todo o n infinitamente grande, ¢
neste caso tende para infinito, ou existe um indice N infinitamente grande para o qual
uy ¢ limitado. Neste caso pomos ! = °(uy). Como a sucessdio é crescente, | é um
majorante para todos os termos de indice standard da sucessdo (porque estes sdo
menores que uy) portanto, por transferéncia, para todos os termos da sucessdo. A
sucessdo € portanto majorada. Pelo teorema anterior a sucessdo € convergente. O
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Capitulo 4

Derivadas

Neste capitulo, consideram-se fungdes standard reais de variavel real,
z +— f(z), cujo dominio de definicdo D & um aberto de R, isto ¢, uma parte tendo a
seguinte propriedade: se z € D e se y ~ z entdo y € D. Escolhemos definir a nogéo
de fungdo de classe C! e ndio a de fungdo derivavel porque quase todas as fungdes que
encontramos e que sio derivéveis sdo de classe C!, e sobretudo porque esta nogio é a

no¢do mais operacional nos célculos e nas aplica¢des.
4.1. Funcdes de classe C'

Defini¢dio: Um real z diz-se quase standard num conjunto D sse tem uma sombra
pertencente a D . Se D =R, os pontos quase standard em D sio simplesmente os
pontos limitados (pelo principio da sombra); se D = |a,b|, com a e b standard, os
pontos quase standard em D sfo todos os pontos de D ndo infinitamente proximos de

uma «extremidadey.

Defini¢do: Sejam f e f' duas fungdes standard definidas sobre um aberto standard D
de R. Diz-se que f ¢ de classe C' com derivada f' sse para todo o = quase standard

emDetodoy~zx,y # z,

fy) - f(z) f (z)

- ~ f'(z)-

Observagido: E util assegurar que uma fungio f de classe C! ndo pode ter duas
derivadas diferentes. Com efeito, se f' e ?l sdo derivadas de f, serdo por definicdo
infinitamente proximas, isto € V z € D(f'(x) ~ ?'(a:)). Mas estas duas fungdes sdo
standard, tomam valores standard nos pontos standard, portanto, pelo principio de
Carnot, devem coincidir em todos os pontos standard. Mas duas fungdes standard
iguais nos pontos standard sdo necessariamente iguais, em todo o ponto standard ou

ndo-standard, por transferéncia.
Observagdo (Notagdes diferenciais): As notagdes seguintes, introduzidas por

Leibniz, sdo frequentemente comodas. Designa-se por dz um nimero infinitamente

pequeno ndo mulo (representando um pequeno crescimento da variavel x) [Esta nogéo
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pode ter outros significados, conforme o contexto (por exemplo a de uma medida ou a
de uma forma diferencial), mas neste capitulo ndio existe nenhum inconveniente em
considerar dz como um nimero infinitamente pequeno representando um crescimento
da variavel z. Notemos que esta diversidade de sentido, que pode representar o uso
desta notacfio delicada, faz também a sua riqueza]. Quando f € de classe C!, com
derivada f’ tem-se a relagéo

f(z +dz) — f(x)

. ~ f'(x).

Se designarmos por Af a diferenca Af = f(z + dz) — f(z), crescimento de f
correspondendo a um crescimento dz da varidvel z, esta relagdo pode também

escrever-se
Af = f'(z)dz + edz

onde £ é um numero infinitesimal. O diferencial de f, representado por df €, por
definicdo, a quantidade df = f'(z)dz. Esta quantidade, tanto como A f, depende néo
apenas da fungdo f mas também do ponto z e do infinitesimal dz. Devera precisar-se
df(z,dz). As duas quantidades A f e df nfio sdo iguais em geral (salvo se f € linear,
por exemplo) como o mostra a figura 4.1. mas sdo muito préximas visto que, para que
f seja de classe C', é necessirio e suficiente que exista e~ 0 tal que
Af —df =edz.

Sxyrdx)

fxg) +adx

& f=fxgrax) - fix,

Sixp)

Figura 4.1: Notagdo diferencial: designa-se por Af = f(xo +dz) — f(xo) o crescimento dr da
varidvel z no ponto x; e representa-se por d f = adz o crescimento da fun¢fo linear y = ax tangente
a f no ponto x, correspondente ao mesmo crescimento dx da varidvel. A férmula anterior pode
recriar-se Af = df +edz, o que significa que o afastamento entre Af e df deve ndo sb ser
infinitamente pequeno mas mais precisamente infinitamente pequeno perante dz.
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Exemplo:

e Mostremos que a fungfio f(z) = z* é de classe C', de derivada f'(z) = 3z°.
Sejam z quase standard e dx ~ 0, dz # 0. Tem-se, utilizando as regras de Leibniz
(zdz e dx? sdo infinitamente pequenos):

(z+dz)’ —2° 2%+ 32%dz + 3z(dz)® + (dz)® — o°

I T = 3z% + 3xdz + (dz)® ~ 32>

e Mostremos que a fungio f(z) =21 ¢ de classe C', de derivada

f'(z) = — %. Sejam x quase standard em R\{0} (isto € z ¢ apreciavel) e dz ~ 0,
dx # 0. Tem-se:
z—z—d
Do " _ s __ —dz -1 1
de ~  dr ~— zdzx(z+dz) z(z+dz) ¥

e Mostremos que a fungio f(z)=./z é de classe C!, de derivada
f'(z) = 5% . Sejam x quase standard em J0, + oo[ e dz =~ 0, dz # 0. Tem-se:

flz +dz) - f(z) _\/:c-l-d:c—ﬁ_ z4+dr—zx
dx B dzx

 dz(Vz+dz+/T)
dx 1 1
T do(Votdatya) (Vatdz+ @) WE

Definic3o: Uma funcdo f diz-se S-continua sse para todo o z, y no seu dominio,

z~y= f(z)~ f(y)

Observagio: Notar-se-4 que toda a fungfio standard f de classe C! verifica a seguinte
propriedade, propriedade de S-continuidade,

z~y= f(z) ~ f(y)

em todos os pontos z ¢ y quase standard do conjunto aberto D (porque se tem
derivada é continua, logo, como é standard, é S-continua nos pontos quase-standard).

Com a definiciio de uma fungdo de classe C*, ndo ¢ dificil mostrar as formulas
de derivaciio usuais para somas, produtos e quocientes, que sio muito Uteis nos
célculos:
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Proposicio 4.1

Sejam f e g duas fungdes de classe C*, de derivadas f' e g’ respectivamente,
e seja A € R. Entdo:

e a soma f + g é de classe C*, de derivada (f +g) = f' + ¢;

e 0 produto \f ¢ de classe C', de derivada (\f)' = Af';

e 0 produto fg é de classe C*, de derivada (fg) = f'g+ fq;

e se g ndo se anula, o quociente *gﬁ é de classe C', de derivada

Dem.
Por transferéncia, podemos supor que f, g e A (e portanto f+ g, Af, fge 5

(com g # 0)) sdo standard, A € R. Podemos aplicar a definigio anterior, seja z um
ponto quase standard de D e seja dx ~ 0. Tem-se por hipétese:

f(z +dz) — f(z) = f'(z)dz + edz, come ~ 0

g(z + dz) — g(z) = ¢/ (z)dz + % dz, comZ ~0.

Tem-se portanto:

o (f+g)(z+dz)— (f+9)(x) = flz+dz)+g(z+dx) - f(z)—g(z)
= (f(z + dx) ~ f(2)) + (g9(z + dz) — g(z))
= f'(z)dz + edz + ¢ (z)dz + € dz

= (f @) + ¢ (@))de +¥ da

com? ~0.Logo (f+g) =f +4g.

o (A\f)(x+dz) — (Af)(®) = Af(z+dx) - Af(z) = A(f(z +dz) — f())
= Mf'(z)dz + edz) = A\f (z)dz +Edz

com€ ~ 0. Desde modo (Af) = Af’ com A constante.

o (f9)(z +dz) — (fg)(z) = f(z+dx)g(z + dz) — f(z)g()
= (f(z) + f'(z)dz + edz)(g(z) + ¢ (z)dz + E dx)+
— f()g9(z) = (f(z)g () + f(z)g(x))dz + e"dx

com e* = 0. Assim podemos concluir que (fg)' = f'g + fd'.
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e Se g nunca se anula, temos
Loran-Lw - Lo dz) _ f(z) _ f(z+do)g(x) - f(w)g(a + da)

T glz+dz)  glz) g(z)g(z + dx)
_ (f(@) + f'(z)dz + edz)g(z) — fla)(g(2) + g (z)dz +E dz)

g(z)(g(z) + ¢'(z)dz +F dz)
_ g(=@)f'(z)dz + eg(x)dz — f(z)d (z)dz —F f(z)dz
(9(x))? + g(z)g'(z)dz + g(z)E dzx
_ (g(z)f'() - f(z)d (z))dz
(9(x))?

! !
come’ ~ 0. Logo podemos concluir que (ﬁ) = L’fzﬁ":. (W

+édzx

Teorema 4.2 (Derivagio das fungdes compostas (regra da cadeia))

Sejam D e £ dois conjuntos abertos de R e sejam f:D — Eeg:£E—R
duas fungdes de classe C*, de derivadas f' e g' respectivamente. Entdo a Sfungdo
composta g o f é de classe C*, de derivada (g o ) (x) = g(f(x)f ().

Observagio: Em notagio diferencial, esta formula é quase evidente visto ter-se

d(go f) = dg(y) = ¢ (y)dy = ¢ W) (w)dz e d(g o f) = (g o f) (z)dz.

Dem.

O teorema da derivagio das fungdes compostas ¢ um teorema standard que
podemos portanto provar por transferéncia no caso em que as fungdes f e g séo
standard. Consideremos um ponto z quase standard em D e a sua imagem y = f(x).
O ponto y é quase standard em &£ porque a fungdo f verificaa propriedade de
S-continuidade e em virtude do facto de que a imagem por uma fungfo standard de um
ponto standard é standard (transferéncia). Por hipétese, temos, para todo o dz e dy
infinitesimais,

f(x +dz) — f(z) = f'(z)dx + edx, come ~ 0

o

g(y +dy) — 9(y) = ¢'(y)dy + Edy, com% ~ 0.

Utilizando sucessivamente a primeira hip6tese, depois a segunda com
dy = (f'(z) + €)dz (que é um nimero infinitesimal), temos:

9(f(z +dz)) — g(f(z)) = 9(f(z) + f'(z)dz + edz) — g(f(x))
= g(f(z)) + ¢ (f(2))(f'(z) + €)dz +
+E(f/(2) + e)dz — g(f(2)) = ¢ (f(2))f'(x)dz +¥ dz

39



onde?® = ¢ (f(z))e +Z(f'(z) + €) é infinitesimal. O
4.2 Inversa de uma funcio

Defini¢do: Uma fungdo f:1I = [a,b] — J = f([a,b]) é invertivel se existe uma
fungdo g: J — I tal que gof=1Id; e fog=1d;, onde Idp (D=1IoulJ) é a
fungéo identidade, isto é a fungéio definida sobre D tal que Idp(z) = z.

Exemplo: A fungfio In € invertivel de funcdo inversa exp; a fungfio Id é invertivel e

1
2z+3

igual a sua fungfo inversa; a fungdo f(z) = ¢ invertivel no seu dominio e tem por

1-3z

inversa a fungdo f(x) = 52%.

Proposicéo 4.3

Uma fung¢do é invertivel sse é bijectiva (isto é, injectiva e sobrejectiva).

Dem.

Suponhamos que f : I — J é invertivel, e seja g : J — I uma inversa. Entdo
go f=1Id; e fog=Id;. Mas Id; é injectiva, consideremos z, =’ € I arbitrarios,
tais que f(z) = f(z). Entdo g(f(z)) = g(f(z')) ouseja g o f(z) = go f(z'), donde
z =z’ por g o f ser injectiva. Conclui-se entdo que f é injectiva. E Id; é sobrejectiva,
suponhamos que fog € sobrejectiva. Dado y € J arbitrario, existe z € J tal que
y=(fog) (2) = f(g(2)), mas g(z) € I. Quer dizer, para todo o y € J existe
z = g(z) € I tal que f(z) = y, 0 que mostra que f é sobrejectiva.

Reciprocamente, se f ¢ bijectiva entdo para todo o y € J existe, por
sobrejectividade um x € I tal que y = f(z) e o nimero z ¢ unico, por injectividade;
isto permite portanto associar a todo o y um x isto de forma tnica e portanto de
definir uma fun¢do g (sendo g(y) := x) que, por constru¢io é a fungio inversa
procurada. O

Observagio: Se Gy ={(z,f(z)):zx€a,b]} €é o grafico de f e
G, = {(z,9(x)) : z € f([a,b])} é 0 de g, onde f e g sdo inversas uma da outra,

entdo Gy € G, sdo duas curvas simétricas em relagdo a recta de equagfio y = z.

Exemplo: Inversas das fungdes trigonométricas

As fungdes trigonométricas ndo sdo invertiveis em R mas sfo invertiveis, pelo
teorema precedente, sobre todo o intervalo [a, b] onde s3o definidas e mondtonas. Por
convengdo, dd-se um nome as inversas das funcdes sen, cos, tg, cotg sobre os
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intervalos [— o -275], [0, ], [- R 75’] e [0,m] respectivamente. Estas fun¢bes
chamam-se arcoseno, arcocoseno, arcotangente e arcocotangente e sd0
respectivamente definidas nos intervalos [—1,1], [—1,1], | —o0, +oo[ € ]—o00, +o0]. Pela
observagdo interior, obtém-se os graficos destas fun¢Ses por simples simetria por

razio 4 primeira bissectriz.

Por exemplo:
3 2y _ =« — 2
arcsen( — 1) = 3, arccos( . ) =12, arctg( V3) = 2m.

Proposi¢io 4.4

Seja f : I — I uma fungdo invertivel, de fungdo inversa f~1. Se f é de classe
C! e se f'(x) # 0 sobre I entdo f~! é de classe C' e tem-se, para todo y € I,
, -1}/ 1
imagem por f de z, (f7!) (y) = 7

Dem.

Se a fungdio f~! é de classe C', obtemos a formula imediatamente a partir do
teorema 4.2. derivando a igualdade f~!(f(z)) = z. Resta portanto mostrar que f~! é
de classe C'.

Podemos supor, por transferéncia, que f ( e portanto f!) sdio standard.
Temos por hip6tese, para todo o y quase standard em [ e todo o dz ~ 0:

f(F ) +dz) — F(F' W) = £ (F ' (v))dz + edx.

Em particular porque o nimero dz = f~(y + dy) — f~(y) que ¢ infinitesimal desde
que dy seja infinitesimal, visto que f~! é S-continua. Onde,

(' y+dy) - F(F W = (F (W) +o) (F Hy+dy) — ()
€ portanto
dy = (f'(z) +&)(f(y+dy) — F ' (y)-

Se f'(x) # 0, temos também f'(x) + ¢ # 0 porque f'(x) é standard; portanto
dy  dy
fl@)+e  flx)

S y+dy) -y = +Edy. O
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Figura 4.2: As fungdes trigonométricas convenientemente restringidas e as suas inversas.

Exemplos: Derivadas das fungfes inversas das fun¢des trigonométricas: deduzem-se
da proposi¢io anterior as seguintes féormulas:

(aosen) (z) = o—=— . (arccos) () = —

1—-z?

(arctg)' (z) = 5z > (arccotg)'(z) = — oz .
4.3 Observar uma fungéo a lupa

Na medida em que a derivada é uma nogio que se presta particularmente bem aos
calculos, tem-se frequentemente tendéncia de esquecer a ideia geométrica fundamental
subjacente: esta ideia é que uma fungfo de classe C* é uma fungfio "bem aproximada"
em cada ponto por uma fungfo linear. O objecto deste paragrafo € precisar o que se
entende por "bem aproximada".

Defini¢io: Seja (z9,70) € R? e seja € ~ 0 positivo. A uma homotetia da forma
(z,9) > (X = &2V = ) chama-se lupa de centro (zo,3) ¢ de ampliagdo
1( ou também lupa-¢ de centro (zo, yo) ).
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Definicio: Se 7+ f(z) é uma fungio tal que f(zo) = Yo, chama-se imagem de f
sob a lupa de centro (zo, f(o)) e de ampliagdo 1, a fungio X — Y = F(X ) definida
por F(X) = m—°+€~}—§)~—f(@

Observacdo: Notar-se-a2 que mesmo quando f € uma fungfo standard, a sua imagem
sobre uma lupa-¢ é geralmente ndo-standard. Mas o que nos interessa, quando
observamos uma fungdo f através de uma lupa, nfio € a imagem F', mas a sua sombra,
isto é, a funcio standard que é infinitamente proxima.

Definigdo: Seja F' : R — R uma fungo, eventualmente néo-standard, e seja a um real
standard. Diz-se que F' tem por sombra a fungdo (standard) linear Y = az se se tem,
para todo o X limitado, F(X) ~ aX.

Exemplos:

e A imagem de uma fungdo linear f(z) = az sobre uma lupa-¢ de centro (0,0)
¢ a propria fungdo linear F(X) = aX.

e A imagem da fungdio f(x) = 22 sobre uma lupa-¢ de centro (0,0) tem por
sombra a fungfo linear F(X) = 0.

e A imagem da fungdio f(x) = z? sobre uma lupa-¢ de centro (1,1) tem por
sombra a fungdo linear FI(X) = 2X.

e A imagem da fungdio f(z) = |z| sobre uma lupa-¢ de centro (0, 0) ndo tem

por sombra uma fungo linear visto que é a propria fungéio F'(X) = | X1

Proposic¢io 4.5

Seja um conjunto aberto standard D CR e seja f:D — R uma fungéo
standard. A fungdo f é de classe C! de derivada f', sse, para todo o ponto (o, f(zo))
quase standard, a imagem de (zo, f(z0)) por toda a lupa-e centrada em (zo, f(o))
tem por sombra a fungfio linear (standard) de declive f'(z).

Dem.
Suponhamos, em primeiro lugar, f de classe C' de derivada f, isto &,
suponhamos que para todo (zo, f(2o)) quase standard e para todo dz ~ 0, tem-se:

f(zo + dz) — f(zy) = f(zo)dz +Edx, comT =~ 0.

Representemos a := °(f'(xxy)). Calculemos a imagem de f sobre uma lupa-¢ centrada

em (o, f(xo)):

43



f(mo + €X) - f($0) _ aeX +ceX _

3 £

1
y=1x y =xsen—
y=x x

Figura 4.3: Exemplos de fung¢des observadas a lupa.

F(X) = aX +TX.

/
/(%)
- 2)f )+ 4 ()

S 2)x + 7%)

Vv

.
7

Figura 4.4 Uma fungfio é convexa sse o seu gréfico esta situado debaixo de toda a corda, ou (defini¢do
equivalente se a fungfio é de classe C?) sse o seu grafico esté situado acima de toda a tangente.

Portanto, para todo o X limitado F'(X) ~ az visto que € X ¢ infinitesimal.
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Reciprocamente, suponhamos que a imagem de f sobre toda a lupa-e centrada
em (g, f(zo)) tem por sombra a fungdo linear de declive a = °(f'(zy)). Seja dz um
infinitesimal qualquer e designemos por F(X) a imagem de f sobre a lupa-dz
centrada neste ponto. Tem-se para o limitado X = 1, F(1) ~ f'(z), se a sombra de
F' é a aplicagdio X — aX. Donde,

Exemplos: Se examinarmos as fungdes f(z) = 22, g(z) = |z| e

rsenl se z#0
h(z)_{O se =0

sob uma lupa-¢ centrada em (0, 0), observamos (ver figura 4.3.) que a primeira tem

por sombra uma fungfo linear, o que nfo é o caso das duas seguintes (que néo sdo de
classe C1).

4.4 Algumas aplicacdes das derivadas

4.4.1 Funcdes convexas, concavas
Uma das nogbes matematicas frequentemente utilizadas em Economia é a nogdo de

convexidade. Vamos dar aqui duas caracterizagdes e alguns exemplos.

Definicdo: Diz-se que uma fungio f: ]a, b[ — R € convexa (respectivamente
estritamente convexa) se, para todos os pontos z, T em |a,b|, e todo o nimero real
A€ [0,1], temse: f((1—A)z+AT) < (1—A)f(z)+Af(Z) (respectivamente
f((1 =Nz + AF) < (1 = N)f(z) + Af(T)). Diz-se que uma fungdo f: Ja,b[ — R
é concava (respectivamente estritamente céncava) se — f é convexa (respectivamente
estritamente convexa).

Esta definicdo de convexidade interpreta-se facilmente em termos geométricos
(ver figura 4.4): esta defini¢do afirma que se M = (z, f(z)) e N = (%, f(T)) sdo
dois pontos do grafico de f, todos os pontos da corda M N estdo situados acima
(respectivamente abaixo para a fungfio concava) dos pontos do grifico com a mesma
abcissa. Ou seja, o grafico de f esta abaixo de todas as cordas.

Exemplos:

e As fungdes f(z) = €® e f(z) = z? sdo convexas em R.
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e As fungdes f(z) = In(z) e f(z) = 1/ sdo concavas em |0, + ool.

e A fungdo f(z) =ax+b é a finica fungdo que é convexa e cdncava ao
mesmo tempo.

e As fungdes f(x) = sen x € f(z) = z° ndo sdo nem convexas nem concavas
em R.

Proposi¢io 4.6
Seja f : ]a, b[ — R uma fungdo de classe C*. A fun¢do f é convexa sse se
verifica uma das duas caracterizagdes equivalentes seguintes:
eparatodososz eT, a < x <T < b, tem-se f(x) > f(T)+ f(T)(xz —7T).
o f' é crescente.

A primeira caracterizagdo compreende-se geometricamente (ver figura 4.4.) da
seguinte forma: y = f(Z) + f'(Z)(z — T) ¢ simplesmente a equagdo da tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa T. A desigualdade significa portanto que no ponto de
abcissa z o gréafico de f estd acima da sua tangente em Z. O grafico de uma fungfo
convexa de classe C! est4 portanto sempre situado acima das suas tangentes.

4.4.2 Saber distinguir o ""médio" do "marginal"
Vejamos um pequeno exemplo instrutivo: um patrdo de uma empresa fabrica 100 000
unidades de um produto para um custo total de 1 000 000 de escudos. O preco de
custo unitario ¢ portanto de 10 escudos. Um cliente propds-lhe uma encomenda
suplementar de 20 000 unidades mas s6 aceita pagar 9 escudos por peca. O patrdo da
empresa deve recusar esta encomenda suplementar ?

O patrio estuda qual seria o custo total correspondente ao fabrico de 120 000
unidades. Suponhamos que este € elevado para 1 140 000 escudos, seja um precgo
unitario, desta vez, de 9,5 escudos. Deve ele recusar ?

Cx)

declive 9,5

\ 4
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Nio, visto que o custo unitdrio de 20 000 unidades suplementares ¢, na
realidade, de (1 140 000 — 1 000 000) /20 000, ¢ de 7 escudos. Se ele confundir custo
médio (9,5 escudos) e custo marginal (7 escudos), ele perdera
(9 — 7) x 20000 = 40000 escudos! O esquema da figura anterior mostra o custo
médio (CM = %%) que ¢ aqui uma corda e o custo marginal que se pode assimilar,

supondo que =L ¢ infinitesimal, 3 tangente ao grafico no ponto A, Cp, = C'(x).
p que€ 35000 g

4.4.3 Derivadas logaritmicas e elasticidade
Definigdio: Chama-se derivada logaritmica de uma fungfio f : R — R a fungdo ';'((:))

quando esta existe. E igualmente a derivada de Inf(), dai o seu nome.
Chama-se elasticidade de uma funcdo f:R — R a fungdo e(f) definida por
(@) = 23

Observaciio: Para calcular a derivada logaritmica de uma fungdo, € por vezes

preferivel calcular a derivada de Inf(x), em vez do quociente '},((;)) . Por exemplo

z%(Inz)Per™

fla) = ar+b

Inf(x) = alnz + Bin(nz) + vz — In(az + b)

/]
fl@) e, B , _ .
fz) =z znx ar +b
Em termos econdmicos a elasticidade tem uma interpretagdo simples: € o
quociente entre a variagdio relativa de f, %, e a variagdo relativa de z, £2°.
Com efeito,
f(z)—1(z0)
f(z0) —_ f(.’L') — f(xO) Ty ~ f’(xO)mo — C(f)(xo)
o z—zo  f(z)  fl=o)

a aproximagio utilizada s6 é valida se f e zo sfo standard e se x ~ x, para T # Zo.
Portanto se por exemplo f representa a quantidade procurada de um produto em
fungio do seu preco z, dizer que esta fun¢fo tem uma elasticidade de — 2,5%
significa que um aumento de prego de 1% conduz a uma diminuigdo da procura de
2,5%. Diz-se que uma tal fun¢fio de procura f é muito eldstica se for sensivel as
variacdes de preco, o que pode ser o caso, por exemplo, se existirem produtos de
substitui¢go. Diz-se que a fun¢fo é pouco elastica se € pouco sensivel as variagOes de

preco.
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Proposigio 4.7

A elasticidade verifica as seguintes propriedades :

) =e(— 1) elfg) = elf) +elg); e(g)———em—e(g);

(@)
e(f*) = ce(f); e(fi(x) = ——FF7—
( ‘ (ina])

Exemplos:

e Recordemos que d # 0 designa um (pequeno) incremento da variavel . A
uma fungdo f de classe C' e a um incremento dz, podem associar-se duas
quantidades: o diferencial de f, representado por df, que é o produto da derivada de f
por dz (df = f'(z)dz), e a quantidade Af que € a variagio de f resultante do
incremento de z pela quantidade dz (Af = f(z + dz) — f(z)). Quando dx ¢
infinitesimal, estas duas quantidades sdo nfio s6 infinitamente proximas, mas mais

precisamente o seu afastamento € infinitesimal em relagdo a dz, e tem-se a formula,
f(zo + dx) — f(xo) = f'(z0)dz + edx

ou ainda

ANf=df +edz,

onde ¢ ¢ infinitesimal. Para as seguintes fungdes, o célculo do incremento Af e do
diferencial df no ponto z, indicado, para dz = 0,01 conduz a conclusdo de que o
afastamento entre estas duas quantidades é muito pequeno em relagdo a dz.

o frxr & (xzo =0edz =0,01);

Temos df = (—1—_17)7d1; logo, obtemos df = 0,01 ¢ Af =0,01+¢ x 0,01, mas € ¢

infinitesimal, A f = 0, 01.

o f:xH\/i——k_m(:vO:Oeda::O,Ol);
Temos df = W%T;dx’ logo, df =0,005 ¢ Af=0,0054¢ x 0,01~ 0,005,
porque ¢ € infinitesimal.

o f:z > zlnz —x (39 =1 edz =0,01);
Temos df = (Inz + % —1)dz, assim obtemos df = (Inl+1- 1) x0,01=0 e
Af =0+ € x 0,01 ~ 0, porque ¢ € infinitesimal.

o fiz— e (xp=1edz =0,01);
Temos df = (—2ze™® )dz, logo df = 2 x 0,01 = T2 ~ —0,00736 (5 casas

decimais) e Af = 52+ x 0,01 ~ 72, porque ¢ ¢ infinitesimal.
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e Sejam f e g duas fungdes standard de classe C* (diz-se que f € de classe C*
se f ¢ de classe C*~1, e se todas as suas derivadas de ordem (k — 1) sfo de classe Y
definidas em R. Mostrar (pela formula de Taylor) que, para z ~ 0 mas x # 0, se

£(0) = £(0) = f"(0) = F*¥D(0) =0,

entéo
90 =°(5r@).

Como o resultado que se pretende mostrar ¢ standard, € suficiente estabelecé-lo para k
standard. A fungiio f*) & portanto standard. Para todo o h~0 e h # 0, existe
6 €10, 1[ tal que,

(z +h) = f( h E " _h_k~1_ (k-1) ll_k_ (k) Oh
f(z = f(z) + f(x)+2!f(m)+...+(k_1)!f (x)—l—k!f (z +6h).

Para z = 0, as primeiras (k — 1) derivadas sdo nulas, logo tem-se &) (6h) = ,’z—,': f(h).
As partes standard destes dois ntimeros sdo iguais, a parte standard de f)(Qh) é
£%)(0) visto que f*) é continua; assim, obtém-se o resultado pretendido.
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Capitulo 5

Funcoes de varias variaveis

5.1 Defini¢do e representacéio grafica

Defini¢io: Seja D um subconjunto de RP. Uma fungéo f:D—=R,
(€1, ..., Tp) > f(1, ..., Tp) chama-se fungdo de p varidveis. O grafico G(f) de uma
tal fungfio é um subconjunto de R?*! definido por

G(f) = {(xlv -ee3 Lpy f(xla (13} mp))’ (xla seey wp) € D}

Exemplos:

Para p=1, o grafico G(f) é, em geral, uma curva, para p =2, ¢ uma
superficie ( de dimensdo 2) de R3. Para p > 2, ¢é uma hiper-superficie (de dimenséo p)
de RPHL,

Em geral nfio ¢ facil tragar o grafico de uma fungdo (x,y) — f(z,y) porque,
mesmo se se conhecer a forma, a representagio de uma superficie num espago a trés
dimensdes é um problema em si (que necessita, por exemplo, alguns conhecimentos em
matéria de perspectiva). Um caso particular mais ficil é o das fungdes afins
(x,y) — ax + by + ¢ porque o gréfico é entdo o plano de equagdo z = ax + by + c.
Podemos representar por exemplo os graficos das fungSes seguintes:

(z,9) = f(z,9) =c, (z,9) = n(z,9) =2, (2,9) ~ p(z,9) =9,
(xvy) '—)g(xay) =T —Y, (x7y) = h(xay) = -z _2y+2
Para isto, o mais simples é frequentemente determinar as intersecgdes dos
planos procurados com os trés eixos de coordenadas (isto ¢ as rectas de equagdes
r=y=0, z=2=0 e y =2z =0 respectivamente) ou com dois dos planos de

coordenadas (isto &, dois dos planos de equagdio z = 0, y = 0 ou z = 0).

As fungdes afins de duas (ou p) variaveis podem ser calculadas em todos os
pontos de R? (ou de RP), o que ndo é o caso, por exemplo, da fungdo
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(z,y) — f(x,y) = In(z — y) que s6 é definida se x —y > 0, isto ¢ se (z,y) pertence

ao semi-plano de equagdo z — y > 0.

A

0] SE———

[

v

Figura 5.1. Grafico de uma fungfo de uma variavel e grafico de uma fungdo de duas variaveis

Este semi-plano é o dominio de definigdo da fungdo f, isto é o maior
subconjunto de R? sobre o qual a expresséo de f pode ser calculada.

Em principio o conhecimento de uma fungfo contém a definigdo do seu
dominio e em particular duas fungdes diferentes podem muito bem ser definidas por

uma mesma expressio algébrica e deferirem apenas pelo dominio sobre o qual esto
definidas.
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Exemplos:

O dominio da definicho da fungdo (z,y)— /zy ¢ a reunido de dois
quadrantes.

{(z,y) eR%, z>0ey >0} U{(z,y) e R, z<0,ey <0}

O dominio da definicio da fun¢do (z,y) — ‘“1Ty2 ¢ o circulo aberto de

1—z2

centro (0, 0) e de raio 1:

{(z,y) eR?: 2? +¢* < 1}

Definiciio: Seja f : D — R uma fungfo de p varidveis definida num dominio D de RP,
Seja X* = («f, 3, ..., ;) um vector de D. Chama-se aplicagdo parcial de f em X* a
cada uma das aplicagdes obtidas fixando todas as coordenadas (z,,zs,...,Z,) em

(«}, 3, ..., z,) salvo uma. Por exemplo,
flx : Dy = R, (1) — flx (z)) = f(xlax;7 --.,33;)-

O dominio de defini¢do D, de fIX‘ ¢ constituido pelos z; que sdo a primeira
coordenada dos pontos de intersecgio de D com a recta de RP de equagdes
Ly = Thy ey Tp = Tp €0 grafico de fIX' e a intersec¢do do grafico de f com o plano

"vertical" de equagdes Ty = T3, ..., T, = Tp em RP*L (ver a figura 5.2).

Ny

LY Py

P P
~

r<

Figura 5.2 As duas aplicagdes parciais de uma fungfo de duas variéveis.
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5.2 Curvas e superficies de nivel

Uma outra forma de representar o grafico de uma fungio de duas variaveis
sobre uma folha de papel (de dimensdo 2!) é tragar as suas curvas de nivel, como se

faz, por exemplo, para representar relevo sobre um mapa de um percurso.
Defini¢io: Seja D um subconjunto de R?, f:D — R uma fungio de duas
variaveis e ¢ um nimero pertencente a f(D). Chama-se curva de nivel c de f & curva
de D C R? de equagdo f(z,y) = c.

Mais geralmente:
Defini¢io:  Seja D um subconjunto de RP, f: D — R uma fungéo com p variaveis

e ¢ um numero pertencente a f(D). Chama-se superficie de nivel c de fa

hipersuperficie de D C RP de equagdo f (21, T2, -, Tp) = C.

z

z2=2-x~X,

W
c R

\

~
g

2, .2
z=Xx +X;

N
S

Xy

Vv

X3

X
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v

Figura 5.3: Graficos e curvas de nivel de algumas fungdes com duas variaveis. Observar-se-a que a
curva de nivel é a projecgdo, no plano das variaveis (z, y) da intersecgio do grafico G(f) com o plano
horizontal de cota c.

Observagdo: Ao contrario do conjunto R que é naturalmente ordenado (sabe-se 0
que significa z < y), o conjunto RP para p > 2 nfio ¢ naturalmente ordenado (o que €
"o maior" dos vectores (2,5) € (3,4) ?). Um dos meios mais simples para definir uma
"relagio de ordem" em RP ¢ o de dar uma fungdo f:RP — R: pde-se entdo

simplesmente,
(@1, Tgy ooy Tp) < (), 2y ooy @) & f(E1, T2y 0y Tp) < F(y, Thyenr ).

Este procedimento é frequentemente utilizado em Economia: por exemplo na
teoria do consumidor, chama-se cabaz dos bens ao conjunto das quantidades de cada
um dos bens que é atribuida por um consumidor: z; € a quantidade do bem % que ele
possui. O cabaz dos bens nfio ¢ nada mais do que um vector de R?. Para formalizar a
hip6tese de que este consumidor € capaz de decidir, perante dois cabazes de bens, qual
cabaz prefere ou se estes sdo equivalentes para ele, introduz-se uma fung¢do de
utilidade U : RE. — R cuja relagdo de ordem associada seré a relagdo de preferéncia
do consumidor. As curvas de nivel desta fungio tém entdo o nome de curvas de

indiferenca.
5.3 Diferencial e derivadas parciais

Neste paragrafo, vamos generalizar as fung3es de varias varidveis a nogdo de
fungiio de classe C!, estudada no caso das fungbes com uma variavel no capitulo 4.

Por razdes de simplificagdo, limitamo-nos muito frequentemente ao caso das fungdes
de duas variaveis; a generalizagdo a n variaveis sera facil.
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Tal como para uma varidvel, diz-se que uma fungdo ¢ de classe C! na
vizinhanga de um dado ponto quando esta bem aproximada por uma fung8o linear na
vizinhanga desse ponto. A questio serd precisar 0 que se entende por bem
aproximada. E itil notar que, se com uma s6 varidvel, uma fungio linear = + L(z) é
assimilavel a um nimero, seja a por exemplo, L(z) = az, o declive do seu grafico,
com duas variaveis ter-se-4 (z,y) — L(z,y) = az + by, sendo conveniente, portanto,
dar dois nimeros a e b (e com n varidveis n nimeros). A aproximacio linear de uma
fungdo f de classe C' com duas varidveis na vizinhanga de um ponto (z,y) sera,
portanto, uma aplicagdo linear de R2 em R, chamada diferencial de f no ponto (z, Y),

seja D f(54) que poder-se-a escrever,

(h,k) — Df(zylh, k] = ah + bk

onde a ¢ b sdo dois niimeros que dependem do ponto (z,y) considerado.

Antes de dar uma definigio precisa do diferencial Df e das suas propriedades,
indiquemos primeiro como calcular os dois numeros a € b: trata-se do valor das
derivadas parciais de f no ponto (z,y).

Defini¢io: Sejam D um aberto de R2, f:D — R uma funcdo standard e
M, = (zo,y0) € D um ponto standard. Fixa-se a variavel y com o valor yo €
considera-se a aplicagdo parcial = — le‘ (z) = f(z,yo)- Se fIX. é de classe C!, de
N\ N\
derivada ( fIX ) , 0 nimero a = ( fIX ) (z) chama-se derivada parcial de f em
relagdo a x no ponto (zo,Yo) € representa-se por:
of
5;(330,310) = fz(20,%0) = a.
Define-se de forma analoga a derivada parcial de f em relagdo a y no ponto (zo,%0):

0
a—i(xmyo) = f{,(xo,yo) =b.

Observacio: Para calcular os dois nimeros a e b, pode-se portanto, voltando a
definigio de derivada de uma fungéo de classe C' com uma variavel, utilizar as
seguintes formulas (dz e dy sdo ntimeros infinitesimais quaisquer diferentes de zero):

%(zo, yo) = o[(f(.’B() + dxa yO) - f(.’B(), yO))/dx]

g—i(ivo, yo) = °[(F (0, yo + dy) — f(z0,30))/dy]-
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Mas, na pratica, raramente ¢ necessario voltar a estas definicdes porque pode-se
utilizar directamente as derivadas conhecidas das fungdes usuais com uma variavel: em

particular nfio havera aqui novas formulas de derivagdo a aprender.

Exemplo: Calculemos as derivadas parciais de f(z,y) = z* + y* — 3y no ponto
(1, 2). As duas aplicagdes parciais de f neste ponto sdo respectivamente:

r—+4—6z , y— 1+ — 3y

Portanto as duas derivadas parciais sdo %:]-;(:c, 2)=3z%2—-6¢ %5(1, y)=2y—3e
a=%1,2)= -3eb=412) =1

Generaliza-se facilmente a definigfio anterior as fungdes com n varidveis:

Defini¢io:  Seja (z1, ..., Zn) — f(Z1, ..., T,) uma fungdo standard definida sobre
um dominio D de R™ com valores em R. Seja M® = (29, ...,2%) um ponto standard
de D. Chama-se derivada parcial de ordem i de f no ponto M° a derivada (se existe)

no ponto z da aplicagio parcial (fungio com uma s6  variavel)

. E)
x> f(29, .y 3|, Tiy Y11, .-y Ty ). Este ntimero representa-se por 53{;(:1:‘1), vy D).

O gradiente’ de f em 29, ..., z0 &:

T

Grad(f)(22, .., 20) = (%(xg,...,xg),..., "’J; (mg,...,xg)).

Exemplo: Para f(z,y) = 2z*y® — 3% + 3y + 1 e g(z, y) = ze? +y sen x, tem-se:
Grad(f) = (82y® — 2, 6z%y? — 2zy + 3),
Grad(g) = (e¥ + y cos z, ze¥ + sen ).

Voltemos ao assunto inicial, que consiste em generalizar as fungSes de duas
varidveis a nogiio de funcdo de classe C.

5 O gradiente de f & um "vector simbélico" cujas componentes sdo as n derivadas parciais de f.
Podemos representar o gradiente de f por Grad(f) ou Vf:

0
Grad(f)(xlv ) zn) = (6_1{1('7/'17 ...,.’L’n), b ] aa_a;f—(wlv s .’L'n))
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Figura 5.4: O crescimento A f do diferencial d f para uma fungfo f (z,y) de duas variveis.

Definicio: Seja D um conjunto aberto standard de R? e sejam f:D — R,
fi:D—-Re f,: D— R fungdes standard. Diz-se que f ¢ de classe C* de derivadas
parciais f; e f, se para todo o (z,y) quase standard em D e para todos os dz e dy
infinitesimais,

f(z+dz,y + dy) — f(z,y) = fr(z,y)dz + f, (z,y)dy + e.dz + £,dy,
come, ~ 0 e g, ~ 0. Para (z, y) fixo, a aplicagdo linear

(dz,dy) — fo(z,y)dz + f(z,y)dy

representa-se por D f(;,) € chama-se diferencial de f no ponto (z,y).

Observagio: Notagdes diferenciais: Se se designar por Af e d f as quantidades:

Afzf(:t:+dx,y+dy) _f($7y)

df = adz + bdy = f,(x,y)dz + f,(z,y)dy

a formula anterior pode escrever-se simplesmente,

Af =df + ezdx + €ydy.
Exemplo:

A fungio f(z,y) =x® +zy+y* € de classe C!, de derivadas parciais,
fi(z,y) =2z +ye f, (z,y) =z +2y.
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5.4 Observar uma fungiio a lupa

Como no caso das fungdes com uma varidvel, vamos agora observar os
graficos das fungdes de duas varidveis a lupa, e veremos que as fungdes de classe C!
sio precisamente as fungdes cujos graficos tém por sombra, sobre toda a lupa-¢, um

plano (que ndo é mais do que o plano tangente ao grafico).

Definicdo: Seja (o, Yo, z0) € R® e seja € ~ 0 positivo. Uma homotetia da forma

_ T~ Ty Y% 22
(o) (Xx= 22y =10 7 = 22%)

chama-se uma lupa de centro (zo, Yo, %0) € de ampliagdo 1 [ou, também, uma e-lupa
de centro (xq, Yo, 20)]-

Defini¢io: Se (z,y) — f(z,y) é uma fungdo tal que f(zo,yo) = 20, chama-se

imagem de f sobre a lupa de centro (Zo, Yo, f(%o, o)) € de ampliagdo -i—, a fungfo

(X,Y) — Z = F(X,Y) definida por:
f(zo +eX,yo +€Y) — fzo,v0)

F(X,Y) = - :

Grad (M)

Figura 5.5 Em cada ponto, o vector gradiente € perpendicular a curva de nivel da fungdo que passa
por este ponto, dirigida no sentido dos niveis crescentes.
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Defini¢iio: Seja F': R? — R uma fungio, eventualmente nio-standard, € sejam a e b

dois ntimeros reais standard. Diz-se que F' tem por sombra a fun¢do (standard) linear
7 = aX + bY se se tiver, para todo (X,Y) limitado, F(X,Y) ~ aX + bY.

Exemplos:
e a imagem de uma fungo linear f(z,y) = ax + by sobre uma lupa-¢ de
centro (0,0, 0) é a fungdo linear F(X,Y) = aX + bY.

e A imagem da fungfio f(z) = z? +y? sobre uma lupa-¢ de centro (0,0,0)
tem por sombra a fungéo linear L(X,Y) = 0.

e A imagem da fungo f(z) = z* +* sobre uma lupa-¢ de centro (1,1,2)
tem por sombra a fungdo linear L(X,Y) = 2X + 2Y.

Proposicéo 5.1

Seja D um conjunto aberto standard de R? e sejam f, fy, f,:D—R
fungbes standard. A fungdo f é de classe C', de derivadas parciais f e f, sse para
todo o (xg,yo) quase standard em D, a sua imagem F sobre toda a lupa-¢ centrada

em (zo,Y0, f(xo,y0)) tem por sombra a fungdo linear (standard)
L(X,Y) = aX +bY, onde a = *(f(%0,0)) e b= °(£!(x0,%0))-

Dem.

Sob uma lupa-¢, a fungdo f pode escrever-se:

F(X’ Y) — f(xo + EX, Yo "ZEY) — f(:po,yo) ‘

Como f é de classe C* e é standard, ¢ paratodoo X e todo o Y limitados, eX ~0e
€Y ~ 0 arazdo

f(zo +eX,y0 +€Y) — f(xo, %)
€

é quase standard. Portanto, paratodo o X etodoo Y limitados
F(X,Y) = fo(xo,90)X + fy (%0, %0)Y,
donde,
AF(X,Y)) = f(mo,y0)X + f(z0, %)Y,

porque, por hipétese, f, e f, sdo nimeros standard.
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Reciprocamente, para todo o € infinitesimal diferente de zero, a razdo

f(zo +eX,y0 +€Y) — f(xo,%0)
£

¢ igual a F(X,Y), onde F(X,Y) é a imagem de f sob a lupa-e. Como, por hipétese,
a sombra F é uma fungdo linear (standard) tem-se

(F(X,Y))=LX,Y)=aX +bY

em que a = °(fz(zo,%0)) € b= °(f{,($o,yo))- O

Definicio: Seja D um conjunto aberto standard de R? e seja f : D — R de classe Ccl,
de derivadas parciais f, e f,. Chama-se plano tangente ao grafico de f no ponto
(2o, Yo, 20 = f(o, o)) a0 plano de equagiio z = a(x — Zo) + b(y — yo) + 2o, onde
a = f; (xo,90) b= f;’,(xo,yo)-

Exemplo:

A equagdo do plano tangente ao grafico de f(x,y) = z? + zy + y? no ponto
(2, — 1) é z = 3z — 3 (derivando a fungdo f em ordem a z, temos fi(z,y) =2z +y
logo, f.(2, — 1) = 3. E derivando a fun¢do f em ordem a y, temos fi(z,y) =z+2
logo, f,(2, — 1) =0, assim, z = 3(x—2)+0y—1)+3=3x-3)

Vejamos agora um outro resultado, muito 1til, que se pode igualmente obter
examinando uma fun¢do de duas varidveis a lupa:

Proposigéo 5.2
Seja f uma fungdo de classe C' com duas varidveis. Seja (%o, yo) um ponto
onde onde o vector Gradf ndo é o vector nulo. Entdo a tangente da curva de nivel de

f que passa por este ponto tem por vector director (%yi(mo, %), — %ﬁ (zo, yo)) e por

vector normal (%ﬁ(xo,yo), %(mo,yo)). Portanto, quando ndo é nulo, o vector

gradiente de f no ponto (o, Yo) € perpendicular a curva de nivel que passa por este
ponto, e estd dirigido no sentido dos niveis crescentes ( "sentido do maior declive
ascendente").

Dem.

Podemos supor, por transferéncia, que a fungio f e o ponto (zp,yo) sdo
standard. Observamos a curva de equagdo f(z,y) = f(%o,%) & lupa-e
(z,y) —» (X =22V = tE@) A curva imagem tem por equagdo F(X,Y) =0
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onde F(X,Y)= f(zo+eX,yo+€Y)— f(zo,y0). Temos que F(X,Y) tem por
sombra a fungéo linear (X,Y) — %(wo, Yo) X + %yt(a:o, y0)Y. Logo o resultado. [

5.5 Mostrar que uma fungiio ¢ de classe C 1

Para mostrar que uma fungfo dada ¢ de classe C', pensamos em primeiro lugar
na defini¢io dada anteriormente:
Para todo o (z, y) quase standard em D e para todos os dz ¢ dy infinitesimais,

f(z +dz,y + dy) — f(z,y) = falz,y)dz + f, (z,9)dy + e-dz +€,dy,

come, ~0egy ~0.

Mas, como para as fungdes com uma s6 varidvel, é raramente necessario, na
pratica, recorrer a esta definigdo. Habitualmente, demonstramos que uma fungdo ¢ de
classe C! mostrando que esta se exprime como uma combinagdo (soma, produto,
composigio, etc ...) de fungdes usuais, isto €, de fungbes para as quais se mostrou que
sio de classe C'. Estas funges usuais sdo especialmente os polinémios, as fracgdes
racionais, a exponencial, o logaritmo, as fungSes trigonométricas e trigonométricas
inversas, as fungdes hiperbolicas e hiperbolicas inversas, as poténcias (em particular a
raiz quadrada) e o valor absoluto. Para cada uma destas fungdes, conhece-se 0 maior
dominio onde sdo de classe C!. A maior parte das fungdes que se encontram podem
exprimir-se a partir de algumas fun¢Ges usuais através das operagdes descritas pela
proposicdo seguinte. Esta proposigdo permite entdo mostrar que as fungdes sdo de
classe C*.

Proposi¢do 5.3
o As duas projecgées (x,y) — z e (z,y) — y sdo de classe C
o Sejam (z,y) — f(z,y) e (z,y) — g(z,y) duas fungbes de classe C!, com
derivadas parciais f, , f} e g, , g, respectivamente, e seja A € R. Entdo:
— a soma (z,y) — (f + 9)(z,y) = f(z,y) + g(x,y) é de classe ct,
de derivadas parciais (f +g), = fo+g,e(f+9), =fy +9y-
— o produto (z,y) — (fg9)(z,y) = f(z,y) - 9(x,y) é de classe Cct,
de derivadas parciais (fg), = fig+ fq, e ( fg); =f, 9+ fg,
— se (z,y) — g(z,y) ndo se anula, o quociente (z,y) — Hzh) g go

g ; ' et 9(z,y)
_ f:9~fg; f _ w919,

classe C*, de derivadas parciais (i)
g s/y g

z
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e Se (z,y) — f(z,y) e 2+ h(z) sdo de classe C', entdo ho [ é de classe
C', de derivadas parciais (h o f), = (' o f)fs e (ho f), = (W' o f) fy

o Se t— h(t), t — k(t) e (z,y) — f(z,y) sdo trés fungbes de classe Cct,
entdo t — f(h(t),k(t)) é de classe C*, de derivadas:

F1(R(D), K@) (t) + £, (R (2), K(E))K'(2).

Vejamos um exemplo desta proposigdo:

z lT\ a+pB<l

Figura 5.6: Grafico de uma fungdo de Cobb-Douglas, segundo os valores de o e B.
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Exemplo: Encontrar o maior dominio D de R? sobre o qual a fungdo f(z,y) =
ylnz — /1 — 22 — 12 é de classe C.

Para que Inz esteja definido (e seja de classe C'), é necessario que z >0 ¢
para que —+/1— 22 — 3 seja de classe C', é necessdrio que 1—z? —y* > 0.
Considere-se portanto D = {(z,y) €R?, 1—-22—¢* >0 ¢ z >0} que é um
"semicirculo aberto". Para verificarmos que f é de classe C? sobre D, observamos que
f € a diferenca de duas fungdes

(x,y) —»yhze(z,y) — —V1-x2—9

E suficiente assegurar que cada uma ¢ de classe C. A primeira ¢ o produto de duas
fungdes (x,y) — y (projecgdo sobre a segunda variavel) e (z,y) — Inz (composta da
primeira projecgio e da fungdo usual z — Inx). A segunda € a composta de
(z,y) — 1 —z° — 1 eu — — y/u que sdo duas fungdes usuais.

5.6 Fun¢des homogéneas

Definigiio: Seja D C R?. Uma fungo f : D — R, (z1,...,zp) — f (21, ..., Tp) diz-se
homogénea de grau n se verifica, para todo A > 0 e para todo (1, Z2, ..., zp) € D,

FOzy, Az, ..., Azp) = A" f(21, T2, ooy Tp)-

Vejamos alguns exemplos:

Exemplos:

e Os polinémios seguintes sdo homogéneos, respectivamente de grau 1,2 e 3 :
az + by, az? +bzy + cy?, ax® + bxly+ cxy® + dyt.

e As fungdes W e 7;51-@7 sdo respectivamente homogéneas de grau 1 e
-1

eSe f: R — R, entfo ¢(z,y) = f(z/y) é homogénea de grau 0.

o As fungdes e* ¥, In(z?+4?) e x° + z3y® + y® ndo sdo homogéneas.

e Se o € 3 sdo dois niimeros reais, a fungiio de Cobb-Douglas
(z,y) — (2*y?) é uma fun¢do homogénea de grau a + G ( ver figura 5.6.).

Nos modelos econémicos, sdo frequentemente escolhidas fungdes de producdo
homogéneas. Diz-se que uma tal fungdio é de rendimento de escala crescente,
(respectivamente constante, respectivamente decrescente) quando o seu grau de

homogeneidade ¢é estritamente superior (respectivamente igual, respectivamente
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inferior) a 1. Assim uma fungfio do tipo de Cobb-Douglas, isto é, da forma
f(z,y) = z°yP, tem rendimentos crescentes se & + (3 > 1.

A homogeneidade de uma fungdo traduz-se igualmente numa propriedade
geométrica do seu grafico: este € invariante para homotetias de centro (0, ..., 0). Assim
se se designar por | X| = |/(z1,%2..,%a)]l @ nporma euclideana
(11 = /ot +aF +.. + 72) e por § = {X €R" : || X|| = 1} a esfera unitéria, o

conhecimento de uma fungdo homogénea f em todo o ponto X da esfera S determina

completamente f. Com efeito se Y € R™ € um elemento qualquer ndo nulo, o vector
H_gl_l pertence a S e portanto para calcular a imagem de Y por f, é suficiente conhecer

a imagem deste vector de S

500 =1z ) = w1 (7 )

Proposicio 5.4
Se f:R™ — R é de classe C' e homogénea de grau o, as suas derivadas

arciais QL, sdio funcoes homogéneas de grau a — 1.
dz;

Dem.
Seja f : R® — R uma fungfo homogénea de grau a entdo verifica, para todo o
A > 0 e para todo o (zy, ..., ) € R",

f(Amh A$2, A /\mn) = /\nf(xla L2, ---,-'L'n)-

Como f ¢é de classe C, por hipdtese, temos
0

Grad f( 0z, AT, ..., ATy) = (——L(/\zl,)\.’l,‘z, ey AT )y ey 2]i()\avl,/\ar:z, ...,)\mn))
or; oz,

logo, para todo o i=1,...,n, —a‘?—a{—i(/\:rl,/\@,...,)\xn) é uma funcdo homogénea de

grauo — 1. a
A proposigfo seguinte chama-se formula de Euler:

Proposigio 5.5

Se f : R* — R é de classe C' e homogénea de grau o, entdo tem-se:

xl—ai it Zp of
81:1

= af.

oz,
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Dem.
A demonstragfio resulta do lema seguinte, que se mostra directamente a partir
da defini¢io da propriedade de classe C 1 para fungdes com uma variavel:

Lema 5.6

Sejam z1(t), z3(t), ... , zn(t) n funcdes de classe C' de Rem R e
f:R*—>R uma  fun¢do  de  classe C. Entdo a  fungdo
gt f(z1(t), Z2(2), ..., Zn(t)) € de classe Ct, com derivada

of of
R 95
gt) = oo, @)+ ..+ Ba. z,(t).

Dem. (do lema)

A fungdo g(t) = f( z1(t), Z2(t), ..., Tn(t)) é fungdo da fungdo f e das funcdes
z,(t), z2(t), ... , zn(t), que sdo por hipotese fungdes de classe C!, logo, pela
proposigdo 5.3, g ¢ de classe C 1 & tem como derivada a fungéo:

of of

3_331_ oz,

gt = () + ...+ zl (t). O

Para mostrar a formula de Euler, calculamos de duas formas diferentes a
derivada da fungdio A — g()\) definida por g(A) = f(Azy, ..., AZy). Obtém-se :

of of

=+ .. =aXf.

Logo a formula, pondo A = 1. O

Para uma fungfio de produgfio com rendimentos de escala constante (a=1),
se supusermos que o prego de uma unidade de produto f (z1,...,T,) éigual a1l e cada
factor z; é exactamente recompensado pela sua produtividade marginal gwf—i, deve ter-

se Y. x; % = f, 0 que ndo ¢ outra coisa senfio a formula de Euler: chama-se neste
£

contexto o teorema do enfraquecimento dos produtos.

Exemplo: Recorde que para a fungdo f de duas varidveis de classe C!, tem-se a
formula,
f(zo + dz,yo + dy) — f(xo,%0) = fa(xo, yo)dz + f;(wo, Yo)dy + €1dx + £2dy
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onde £, € €, sdo infinitesimais e (zo, yo) € um ponto quase standard no dominio de f.
Calcular para as seguintes fungdes, o crescimento Af e o diferencial df no ponto
(2o, yo) indicado e considerando dx = 0,01 e dy = 0,025 ¢ verificar que a diferenga
entre estas duas quantidades ndio é s6 pequena mas ¢ muito pequena perante dz e dy.

a) f: (z,9) — 2%y , (2o, %) = (1,1).
df = £.(1,1)dz + f}(1,1)dy = 2 x 0,01 + 0,025 = 0,045
Af = fi(1,D)dz + fj(1,1)dy + e1dz + €2dy =
= 0,045 + 0,01¢; + 0,025 €5 ~ 0,045
porque €) € &3 sdo infinitesimais.

b) f: (z,y) — x® — 2% + 3zy , (z0,90) = (1,2).
df = £1(1,2)dz + fi(1,2)dy = 9 x 0,01 — 21 x 0,025 = — 0,435
Af = fi(1,2)dz + f,(1,2)dy + £3dz + eqdy =
= — 0,435+ 0,01e3 + 0,025 4 ~ — 0,435
porque ¢3 e €4 sdo infinitesimais.

) f:(z,y) — e +y , (To, ) =(0,0).
df = f.(0,0)dz + £,(0,0)dy = 0,035
Af = £.(0,0)dz + f,(0,0)dy + e3dz + e4dy =
= 0,035+ 0,01e; + 0,025 g6 >~ 0,035
porque &s € €g sdo infinitesimais.
Nas alineas a), b) e c) podemos concluir que em cada caso d f = Af.
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Capitulo 6

Crescimentos limitados

A derivada de uma fungdio permite calcular uma aproximagio linear, isto ¢, uma
aproximagdo por um polinémio de grau 1. Este polinémio ¢ de desenvolvimento
limitado de ordem 1. Neste capitulo vamos ver como calcular desenvolvimentos
limitados de ordem mais elevada (ver definicdo adiante), utilizando em particular as
derivadas de segunda, terceira, ... , € COmMo utilizar este tipo de desenvolvimento para

melhor conhecer as fungdes.
6.1 O teorema dos acréscimos finitos

O teorema dos acréscimos finitos, também chamado teorema dos valores
intermédios ou teorema de Bolzano, possui como caso particular o teorema de Rolle.

Teorema 6.1 (Teorema de Rolle)
Seja f: D — R uma fungdo de classe C" e sejam a € D e b €D tais que
[a,b] C D e f(a) = f(b). Entdo existe c € la,b[ tal que f'(c) = 0.

A demonstragio deste teorema utiliza o teorema de Weierstrass.

Teorema 6.2 (teorema de Weierstrass)
Toda a fungdo real continua f num dominio D fechado e limitado tem um

maximizante e um minimizanteS pertencentes a D.

Dem. (teorema de Weierstrass)

Por transferéncia, é suficiente demonstrar o teorema para 0 caso em que f (e
portanto D) é standard. Para simplificar, suponhamos que D ¢ um intervalo fechado
[a,b] (¢ portanto limitado!). Seja N infinitamente ~ grande €
a=1x0< T <..<zy=Db uma parti¢io fina do intervalo [a,b] (v. pagina 33).

Consideremos y; = f(z;), i=0,...,N e sejam yp = r(r)lax Y e z, tais que
1=0,...,

6 Seja f: D — R, diz-se que =’ é um maximizante em D sse para todo o x pertencente a D,
f(z') > f(x). Diz-se que z* é um minimizante em D sse para todo o z pertencente a D,

f(z*) < f(=).
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f(z,) = yp. Como x, pertence ao intervalo (fechado e limitado) {a, b, tem uma
sombra °z, que pertence também a la,b]. Representemos por T esta sombra €
mostremos que este niimero é 0 maximizante procurado. Tem-se por construgdo, para
todon =0, ..., N, f(z,) < f(z,). Trata-se de verificar que, paratodo 0 x € [a,b], se
tem f(z) < f(Z). Por transferéncia, ¢ suficiente verificar para os = standard. Seja
z € [a,b] standard. Existe n € {0,..., N} tal que z~z,. Como f ¢ continua,
f(z) =~ f(z,) < f(T), portanto f(z) < f(F). Mas como estes dois niimeros sdo

standard, isto conduz a que f(z) < f(Z). O

Dem. (Teorema de Rolle)

Se f(z) = f(a) para todo o z € [a,b], o teorema é evidente (porque a
derivada de uma funcfio constante ¢ nula), caso contréario a fungdo f toma pelo menos
num ponto zp € [a, b] um valor diferente de f (a), estritamente superior ou
estritamente inferior a f(a). Vejamos o primeiro caso, o segundo € analogo. A fun¢éio
f é de classe C*, entdo em particularmente € continua em [a, b] e pode-se portanto
aplicar o teorema de Weierstrass. Portanto existe c¢€ [a, b] tal que

flc) = m:flxb]f(:c). Como f(c) > f(zo) > f(a) = f(b), c ndo pode ser nem a nem b.
z € [a,

Portanto, c € ]a, b[. Para terminar a demonstragio, vamos mostrar, que neste ponto,

se tem f'(c) = 0. Isto resulta do lema seguinte:

Lema 6.3
Se f: ]a, b[ — R é uma fungdo de classe C*, que tem um extremo num ponto
c € |a,b][, entdo f'(c) = 0.

Dem.

Por transferéncia, podemos supor f e c standard. Suponhamos que ¢ ¢ um
maximizante (o caso do minimizante é similar), isto €, suponhamos que, para todo o
z € |a,b[, tem-se f(x) < f(c). Portanto a razdo Lﬁ—:—i@ é negativa se £ >c €
positiva se z < ¢. Como por defini¢do f'(c) = °(%@) quando = ~ ¢, f'(c) é um
namero standard infinitamente préximo de um nimero positivo € de um ndmero
negativo. Ento s6 pode ser nulo. O

Teorema 6.4 (teorema dos acréscimos finitos)

Seja f: D — R uma fungdo de classe C! e sejam a € D e b € D tais que
[a, b] C D. Entdo existe ¢ € ]a,, b[ tal que
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f(6) — f(a) = (b—a)f'(c)

ou melhor (enunciado equivalente sendo h = b — a) existe t € ]0,1[ tal que

f(a+h)— f(a) = hf'(a+th).

1) %%

™\ VY
\/ = f(a)

f(a)

PIRSPEPIPRPRPYRS

v

Figura 6.1 Ilustragio do teorema de Rolle (2 esquerda) e da igualdade dos acréscimos finitos (a
direita).

Observacio: No nome desta formula (acréscimos finitos), o adjectivo "finito" significa
ndo infinitesimal (dizemos agora aprecidvel): a quantidade f(a +h) — f (a) é um
acréscimo finito de f no ponto a, enquanto a quantidade f(a + dz) — f(a), utilizada
na defini¢do de derivada, é um acréscimo infinitesimal de f no ponto a.

Corolario 6.5

Seja f : D — R uma fungdo de classe C! e sejam a € D e b € D tais que
[a, b] C D. Entdo

e Se para todo o = € |a, b), f'(z) > 0, entdo f é crescente.
b], f'(z) =0, entdo f é constante.
b], f'(z) <0, entdo f é decrescente.

e Se para todo o x € [a,
e Se paratodoo x € [a,

6.2 A formula de Taylor para as fungdes com uma variavel

Antes de introduzir a formula de Taylor que permite calcular os principais exemplos de
desenvolvimentos limitados, é conveniente precisar 0 que se chamam "derivadas de
ordem superior" de uma fungéo.

Definigio: Diz-se que uma fungdo f : D C R — R é de classe C? sse
e f ¢ de classe C, de derivada f';
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e f ¢ de classe Ct.

A derivada de f' chama-se segunda derivada de f e representa-se por f” ou
f(2).

Por indugio matemética, diz-se que f ¢ de classe C™ se f € de classe cn=1) de
(n — 1) iésima derivada fn=1(g) e se f*~1) & de classe C'. Uma fungfo é de classe
C*, ou simplesmente "suave" se ¢é de classe C™ para todo o n. Os polinémios € a
fungdio e® sdo exemplos de fungdes "suaves".

Exemplo: O exemplo seguinte é util para compreender a ligagdo que existe entre 0s
valores em zero das derivadas sucessivas de um polindmio e os coeficientes deste
polinémio.

Seja P(x) = ag + a1z + ... + a,z™ um polinémio de grau n. Calculemos as
derivadas sucessivas, P'(z), P"(z),... . Observemos que P(0) = ag, P'(0) = a,
P"(0) = (2)as, e mais geral, P*)(0) = (k!)a;, para todo 0o k <n e P®(0) =0
para k > n. Se conhecermos as n primeiras derivadas em z = 0 de um polinémio de
grau n, podemos portanto calcular o valor deste polinomio em todo o ponto z # 0
através da seguinte formula:

P(z) = P0) + —3, @ + —,

PO _, PO,  PYO.,
ot

Teorema 6.6 (formula de Taylor)
Seja f : D — R de classe C"*! e sejam a € D e b € D tais que [a,b] C D.
Entdo existe c € ]a, b[ tal que :

£(b) = f(a)+(b—a)f’(a)+(b )f”(a)+...+
(b 9" oy 4 6= ™
E @)+ 6 =a)"™ iy,

ou melhor (enunciado equivalente considerando h := b — a):
Existe t € ]0, 1[ tal que:

fla+h)=f(a)+hf(a)+...+ % £ (a) + ——— f™(a + th).

(n+ 1)’
Observacio: Na expressdo anterior, os n primeiros termos formam um polinémio de
grau, no méximo, n, chamado polinémio de Taylor de grau n de femzxz=a.O0
afastamento entre a fun¢iio no ponto a+h e o seu polinomio de Taylor ¢ a

quantidade:
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hn+
(n+1)!
que se chama resto de ordem n + 1.

R(h) = f<"+1 (a +th)

O desenvolvimento de Taylor de uma fungdo f no ponto particular a = 0

chama-se, por vezes, desenvolvimento de Mac Laurin.

Dem.
Consideremos o(z) = f(8) — £(@) — (b — 2)f(&) — . — L fr(z) - EEE A,
onde A é uma constante escolhida de tal forma que <p(a) = O. Trata-se de mostrar a
existéncia de um ¢ € ]a, b tal que A = f("+1)(c). Vamos para isto aplicar o teorema
de Rolle a fungdo ¢. Tem-se, por definigdo, p(a) =0 e claramente ¢(b) = 0. Por
outro lado, a funcdio ¢ ¢ derivavel sobre [a,b]com derivadas nos extremos a ¢ b, ¢ de
classe C" sobre ]a,b[ pelas hipéteses consideradas sobre f. Portanto, existe um ¢
€ ]a,b[ tal que f'(c)=0. Ora o calculo da derivada ¢'(z) mostra que
o(z) = b_z) (frt(z) — A). Mas, como b # c, a igualdade ¢'(c) = 0 implica que
A = flt) (c) a

Exemplos: Verifica-se facilmente que os polinbmios de Taylor de graun, 2n+1¢
2n, respectivamente, das fungdes exponencial, seno € coseno sdo os seguintes:

h h? h™
h3 h2n+1
Psen(h)—h—g—!+--+( " m,
h? n+1 h?"
Pes(h) =h — 57 + . A+ (=1) )

6.3 Desenvolvimentos limitados

Defini¢do: Diz-se que um polinémio standard p: R—R de grau n € um
desenvolvimento limitado de ordem n da funglio standard f : ]a, b[ — R no ponto
standard g € ]a, b[ se existe, para todo 0 £ ~ xo, um nuMeEro € infinitesimal tal que:

f(2) = p(z) + (z — zo)"e.

Um tal desenvolvimento limitado p(z) existe, € unico.

Em geral, para calcular o desenvolvimento limitado de uma fungao, exprime-se
esta fungiio como soma, produto, quociente ou composicio de fungdes, e calcula-se o
desenvolvimento procurado a partir de desenvolvimentos "conhecidos".
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Vejamos uma lista de alguns desenvolvimentos que ¢ 1til conhecer:

25 33

\

9
.\%
3 7 11 15

Figura 6.2 Graficos da fungfo seno e dos seus polinémios de Taylor em = = 0 de grau 3 a 35.

—

y=senx

-y

B

19 23 27 31 35

‘ez=1+%+§—j+.”+fl—’;+w”€;
e cos (z) = 1—;—?+...+(—1)"(;—;—! + z?"e ;
esen (z) = & — & + .+ (= 1) Eogy +27He

oln(l—!—a:):a:—%z+§—3+...+(—1)"_1—m;:-+:c"6;

o =l-z+a’ — ..+ (-1)'a" +a";
o/1+x=1+ % — %2 +..+(= 1)"‘1—-———22,,9?;_2{’)m!xn + z"¢ ;
e e = 1-E 4+ 4+ (- ) e ot

o Os trés desenvolvimentos anteriores sdo casos particulares do seguinte:

(14+0)" =1+ a+2@lp2  y slethlomntlyn 4 gne,

O calculo algébrico com os desenvolvimentos limitados (soma, produto,
quociente e composigdo) ndo representa problema particular se utilizarmos a férmula
exacta, compreendendo o "resto". O polinémio quociente obtém-se através de uma
divisfio segundo as poténcias crescentes.

Se uma fungdo de classe C™ tem um desenvolvimento limitado de ordem n,
este corresponde & formula de Taylor de ordem n (por unicidade) e obtém-se, neste
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caso, o desenvolvimento limitado de ordem n —1 da sua derivada f’ derivando
simplesmente termo a termo o de f.

Se uma fungo integravel tem um desenvolvimento limitado de ordem n, a sua
primitiva tem um desenvolvimento limitado de ordem n + 1 obtido do de f integrando
termo a termo.

6.4 Derivadas parciais de ordem superior

Defini¢io: Seja f: D C R — R uma fungdo de classe C'. Se as duas derivadas
parciais de f, gﬁ(x,y) e %g(x,y) sio de classe C1, diz-se que f ¢é de classe C2. As
duas derivadas parciais de %’; e de %y’: sdo, por defini¢do, as quatro segundas derivadas
de f (ou derivadas parciais de ordem dois) e representam-se respectivamente,

o2f  0f Of Of

ox2 ' dzdy’ Oy? ' Oydx’

Por indugio matemética, diz-se que f é de classe C" se f é de classe cn1) e
se todas as suas derivadas parciais de ordem (n — 1) so de classe C!. Uma fungdo €
de classe C®, ou simplesmente "suave", se ¢ de classe C™ para todo o n. Os

polinémios ou a fungdio (z,y) — e**¥ sdo exemplos de fungdes "suaves".

Notagio: Recordemos que o vector gradiente € o vector formado pelas primeiras
derivadas parciais de uma fungiio f, e representa-se por:

Grad f(z, ) = (%(z 0.2 y)> — Vi(ay).

Chama-se matriz hessiana de f 3 matriz 2 x 2 formada pelas segundas
derivadas parciais de uma fungdo f, e representa-se por:

&r  9f

Ox? lé;
Hess f(z,y) = aff aéyz—; .

8xby Oy? }

Chama-se determinante hessiano de f ao determinante da matriz hessiana:

S oaE|_O Of &f 0

hess f(z,y) = = . — .
gi%fy % dx2 Oy2 Ozdy Oyor

Exemplo: Seja f(x,y) = €2* sen y, tem-se:

Grad f(z,y) = (2¢* seny, €** cos y)
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4e*® seny  2e* cosy
2e cosy —eXseny)’

€ Hess f(z,y) = (

A demonstragiio do resultado seguinte é um pouco técnica, mas proporciona a

utilizagdio do teorema dos acréscimos finitos.

Teorema 6.7 (lema de Schwarz)

Uma fungdo f(z,y) de classe C* sobre D C R’ verifica, em todo o ponto
(«,y) de D, Zh(z,y) = 2k (z,y)

Dem.

Por transferéncia, podemos supor f standard e s6 mostrar a igualdade das duas
segundas derivadas "cruzadas" de f num ponto standard (o, 7o) do dominio da
funcdo.

Definem-se duas funges, F' e G por:

F((L‘) :f(x’y0+k) _f(mayO) ’ G(y) = f($0+h,y)—f($0,y)-

Estas fungdes sdo de classe C? por hipétese. Recorde entdio que a quantidade,
F(@o + hyyo + k) — fzo + R, yo) — f(2o, 90 + k) + F(z0, o)
¢ igual a F(xo+h) — F(zo) e G(yo + k) — G(yo). Pode-se, portanto, avaliar de

duas formas, utilizando duas vezes o teorema dos acréscimos finitos (¢ ¢ ?; sdo

elementos de [0,1], assim como 8 e 6,):

F(xzo + h) — F(zo) = hF'(zo + th) = h(f;(z0 +th,yo + k) — fi(xo +th,yo)) =

= hk f,(xo + th,yo + t1k)

G(yo + k) — Glyo) = kG' (yo + 0k) = k(f,(zo + h,yo + 0k) — (%0, Y0 + 0k)) =

= kh fyz (o + 01h, yo + 0K).

Logo,
fo (o + th,yo + t1k) = fy (2o + 61h,yo + 0k).

Como f é de classe C?, por hipotese, ter-se-4
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f;’y(xo +th,yo +t1k) =~ :/vly($07y0)

v (To + O1h, Yo + 0k) = fio (o, %0)-

Com efeito, quando uma fungfo € de classe C? as suas primeiras e segundas derivadas
parciais sdo continuas, e, como estabelecemos anteriormente, isto traduz-se
precisamente pelas aproximagdes anteriores provando que h e k sdo infinitesimais.
Resulta que:

f:::ly(w09 Yo) = f;’.fz(fﬂo, Y0)>

logo, a igualdade procurada, visto que as duas quantidades infinitamente proximas so
standard (portanto iguais). O

6.5 Formula de Taylor para uma fungiio de duas variaveis

Neste paragrafo restringimo-nos a estabelecer a formula de Taylor de ordem
dois. Para tornar menos pesada a escrita, designamos por M, um ponto do dominio da
fungdo de coordenadas (zo,yo) € por M um ponto do dominio da fungdo de
coordenadas (z,y); um ponto qualquer do segmento MM pode, entdo, escrever-se
M,, onde t € {0,1], e as suas coordenadas sdo (zo + t(z — Zo), Yo + t(y — %))-

Teorema 6.8
Seja f de classe C? sobre um aberto D e seja My € D e M €D tal que o
segmento My M estd contido em D. Entdo existe t € [0, 1 ] tal que:

10%f

£y = 500) + ZL ()0~ 50) + Z (o)~ ) + 555 (M) 200 +

2 2
2L )@ 20y —w) + 5 5 (M 0"

—+

Exemplo: Sejam f e g duas fungdes de classe C! em D e [a,b] C D. Suponhamos que
g(a) # g(b) e que f' e g’ ndio tém zeros comuns em [a, b]. Entdo existe £ € la, b[ tal

b— ' . .
que 1; Eb;_g ((:)) = ’;((8 . Determinar £ nos seguintes casos:

Dfx)=22+2,9(z)=2*—-1, [a,b] = [1,2]
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f2) - f1) _ f€)
g(2) —g(1) 4

logo £ = & porque ¢ € ]1,2[.

3 2 14

2) f(z) =senz ,g9(z) =cosz, [a’b] = [0, %]

fE-70  FO .. ,_ _ _
g(%) —g(0) g & -l=—eotglel=

NE
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Capitulo 7

Integrais e primitivas

Neste capitulo indicamos como calcular areas aproximando-as por reunides de
rectangulos de areas infinitesimais, 0 que permite precisar o que se chama uma fun¢do
integravel. Depois recorda-se a nogdo de primitiva de uma fungdo e, através do
teorema fundamental do cdiculo, estuda-se a ligagdo que existe entre o calculo das

primitivas e o das areas.
7.1 Calculo de uma area através das somas de Riemann

Seja f : I — R uma fungdo, suposta, num primeiro tempo, ndo negativa, € seja
R a regifio, compreendida entre o grafico de f ¢ um segmento la, b] C I do eixo dos
zz (figura 7.1). Em seguida sera calculada a area de uma tal regido em fungio de f, a,
eb.

Perante um problema para o qual ndo se vé imediatamente a solucdo, o
matematico procede frequentemente da seguinte forma: define a nog¢do que procura
construir, neste caso a 4rea, e faz a lista das propriedades que lhe desejar atribuir. E a
técnica do caderno de encargos. Depois procura construir um objecto que satisfaca

estas propriedades.

Definicio: Seja I um intervalo de Reseja f: [ — R*. Chama-se fungdo de drea de
f a uma fungfio As(a,b) definida para todo o par ordenado (a,b) € I? com valores
em R{ que verifica as propriedades seguintes:

1. Propriedade da adi¢do ou da aditividade:

a <c<b= Af(a,b) = Ag(a,c) + As(c,b)

2. Propriedade do rectdngulo: se m ¢ M séo respectivamente 0 maximo € o
minimo de f sobre [a,b]: m (b—a) < Af(a,b) < M(b — a).

3. Propriedade do sinal: para todo o a,b€ I, Ayf (b,a) = — Af(a,b) (e
portanto As(a,a) = 0).

As duas primeiras propriedades sio naturais. A terceira pode-se compreender

pelo facto de que se deseja que a propriedade da adigdo seja verdadeira para todos os
a,b,cendo sdoparaosa < c < b.
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Observagiio: A definicdo anterior estende-se facilmente ao caso de uma fungéo f de
qualquer sinal mediante a conveng&o de sinal seguinte: se f é menor ou igual a zero
sobre [a',¥], [ 5 f(z)dz = — fgl f(z)|dz. Isto quer dizer que se conta

negativamente as areas situadas abaixo do eixo dos zz.

Vv

Figura 7.1 Area da regido R.

b X

a

Figura 7.2 Area de uma fungfio em escada e de uma fungdo préxima de uma fungdo em escada.

7.1.1 Caso das funcdes em escada
Para estas fungdes ¢ facil calcular o nimero Ay (a, b).
Definigio: Chama-se partigdo ou subdivisio de um intervalo [a,b] a toda a sucess#o

(x;) de n+ 1 elementos de [ talque @ = zp < T3 < ... <Tp = b. Quando, para todo
0i€{0,..,n—1}, z; ~ z;11, diz-se que a partigo ¢ infinitamente fina.
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Defini¢io: Uma fungio f: [a,b] R ¢é uma fungdo em escada se existe uma
particdo (z;) de [a, b] tal que f seja constante em cada intervalo |2, Tiy1 [ Os valores

que f toma nos pontos z; nfo sao especificados.

Defini¢iio: Para uma fungdo em escada f que toma 0s valores c¢; nos intervalos
]xi, Tit1 [ da parti¢do, pOe-se:

n—1
As(a,b) = Z ci(Zipy — i)-
i=1
E uma fungfio de area que se representa por f : f(z)dx e se chama integral de f sobre
[a, b] (figura7.2).

7.1.2 Caso de uma funciio qualquer

No caso geral, a ideia ¢ aproximar a fun¢do (suposta standard) por uma fungo
em escada (nfo-standard) definida sobre uma patirgo infinitamente fina de tal forma
que a sua area seja infinitamente proxima da area procurada. E suficiente entdio

considerar a sombra.

Definigio: Uma funcio f: [a,b] — R standard diz-se integrdvel no sentido de
Riemann (ou simplesmente integravel) se existe uma partigdio infinitamente fina (z;) e
duas fungdes em escada g(z) e h(x) sobre esta particio, tais que, para todo o z € I,
g(z) < f(z) < h(z) e [, : g(z)dz ~ [ : h(z)dz. Define-se entdo o integral de f sobre
[a,b] por:

b n—1
/ f(z)dz =° (Zf(ﬁi)(wiﬂ - $i)) ;

=0

com§; € [z, T;41] parai = 0,...,n — 1.

A soma, da qual é considerada a sombra, chama-se soma de Riemann de f.
Esta soma ¢é limitada quando f ¢é integravel (e portanto tem uma sombra) visto que a
fungio f é standard e limitada (por g ¢ h), portanto limitada por nimeros standard, e
portanto com valores limitados. Assim tem-se:

n—1
< l g}i‘x n_l}f(ﬁi)IZ(fBiﬂ —z;) =

..... i—

S F(€) (@i — )
=0
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max  f(&)|(b - a).

= | ie{l,...,.n—1}
Por outro lado, esta soma ndo depende da escolha dos pontos &; nos intervalos
[xi,:ciﬂ] visto que as desigualdades g(¢) < f(&) < h(§;) conduzem a
Pe(@)dz < Y f(€)(@ins — i) < J;h(z)dx e portanto,

/abf(a:)da: =° (ng(m)dx> =° (/abh(m)da:) i

A proposicio seguinte mostra que, além disso, o integral de uma fungdo
integravel também ndo depende da parti¢io (z;).

Propeosicio 7.1
Se f é uma funcdo standard integrdvel, entdo o integral definido
anteriormente (pela sombra da soma de Riemann) é uma fungdo de drea e é a unica

fungdo de drea associada a f sobre [a,b].

Dem.

Mostremos as trés propriedades que caracterizam uma fungfo de area:
1. Sejam a, b e ¢ nimeros reais tais que, a < ¢ < b, € suponhamos que f ¢é integravel
em qualquer dos intervalos [a, c] e[c, b]. Temos, por definigdo, Af(a,c) = [, f(z)dz
e As(c,b) = fcbf(ac)d:v, assim,

/acf(x)dm + /cbf(:c)d:v = /abf(a:)dx

entdo, f é integravel em [a, b] e temos, portanto,

Af(a,b) = Af(a, c) + Af(c, b).

2. Sejam f uma fungdo integravel em [a, b],m e M, respectivamente, 0 minimo € o
méaximo de f no intervalo [a, b], portanto, m < f(x) < M, logo,

/abmd:v < /abf(a:)dx < /abde.

m(b —a) < Af(a,b) < M(b—a).

Portanto,

3. Pela propriedade da adi¢do (propriedade 1), temos,
a b a
[tz = [ )z + [ s
a a b
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mas, [, f(z)dz = 0, logo,
b a
Oz/a f(z)d:c-l—/b f(z)dz

/a ' fa)de = — /b " f)da.

Verifiquemos, agora, a unicidade: suponhamos que A} (a,b) e A} (a,b) sdo

entdo

duas fungdes de 4rea e suponhamos que g € h sdo as duas fungdes consideradas em
escada sobre (z;) que enquadram f. Tem-se, pela propriedade do rectangulo, para
j=lej=2,

Tivl ) Tit1
/ g(z)dz < A} (zi, i) < h(z)dz
Ti Ti
sobre cada intervalo [z;,z:y,] e, portanto, também sobre o intervalo [a,b], pela
propriedade da adiggo. Portanto A}(a,b) =~ A}(a,b), visto que os integraisde ge h
s3o infinitamente proximos, o que conduz a igualdade visto que estas duas quantidades
sdo standard. O

Proposicéo 7.2
Toda a fun¢do continua f : [a, b] — R é integravel.

Dem.

E utilizado de novo, nesta demonstragdo, o teorema do valor extremo ou
teorema de Weierstrass (teorema 6.2). Este teorema afirma que se f : [a, b] —Ré
uma fungdio continua, entdo existe z3 € [a,b], tal que, para todo o = € [a,b],
f(z) < fzar) € existe T, € [a,b], tal que, para todo o = € [a,b], f(z) > f(Zm)-
Os pontos s € T, chamam-se respectivamente maximizante ¢ minimizante de f em
[a, b].

Por transferéncia, é suficiente mostrar o teorema para uma funcdo f standard.
Escolhemos uma partigio infinitamente fina (z;) qualquer e definimos, para todo o
z € (s, i), 9(x) =m; = inf _f(z) e h(z)=M;= sup f(z). As

€ [z, zin z€ |z, zin
quantidades m; e M; existem, em virtude do teorema de Weierstrass porque f ¢
continua; mais m; ~ M; visto que f € S-continua’ e x; ~ z;;,. Tem-se evidentemente
g(z) < f(z) < h(z) por construgdo e, portanto,

7 Recordemos que a S-continuidade em [a, b] se exprime simplesmente pelo facto de que para todos os
z,y € [a, b, z ~ y = f(z) = f(y). Utilizaremos de novo a S-continuidade para formular o teorema
fundamental no paragrafo seguinte.
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b b n-1
/ h(z)dz — / g(z)dx = Z(Mz —m) (i1 — T3) <

1=0

n—1
< EZ(%H —x;) =€e(b—a) =0

=0
onde ¢ é o maior dos nimeros M; — m;, que é infinitesimal visto que cada um destes

/abg(a:)dm o~ /abh(:c)dm,

e como g(z) < f(z) < h(zx) em [a,b] e, g ¢ h sdo funcdes em escada, f ¢é integravel,
pela defini¢do. O

numeros o é. Entdo

Proposigéo 7.3

Toda a fungdo f : [a, b] — R mondtona é integravel.

Dem.

Por transferéncia, podemos supor f standard. Se f(a) = f(b), f € constante
em [a,b] e portanto integravel. Suponhamos, por exemplo, que f(a) < f(b) (f
crescente, para f decrescente a demonstragdo € analoga).

Sejame > 0ea = Ty < ... < &, = b uma parti¢do de [a, b] que verifica,

£

O0<zi—zi1 < m (parai = 1,...,m).
Como f é crescente tem-se:
mi=_ [;I:fl,wi]f(z) = f(®i-1) € M; = [S-';:I—)l,xi]f(x) = f(=z:),
portanto, . .

> (M = ma)(i = ier) = D_[f (@) = fl@i))(@i = 7ia) <

n=1 . 1=1 .
< ;[fm) ~ fe g =g = YO~ @) 557 5@y ¢
logo f ¢é integravel em [a, b]. O
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7.2 O teorema fundamental do calculo

Teorema 7.4

Seja f uma fungdo continua num intervalo [a, b] e seja F(z) a fungdo
definida por © — F(z) = [ f(£)dE. Entdo F é uma fungdo de classe C! sobre
[a,b], de derivada F'(x) = f(x).

A\
y

_ ~
/
x x+dx x

Figura 7.3 A ideia da demonstragdo do teorema fundamental é que a regido situada abaixo do grafico
de f e acima do segmento infinitesimal [z, z + dz] pode ser aproximada por um rectingulo quando f
¢ continua (porque f é "quase constante" entre x € r + dx).

Dem.
Por transferéncia, podemos supor f, a, b e, portanto, F’ standard. E suficiente,
assim, verificar que em todo o ponto z € ]a, b[ ¢ para todo o dz ~ 0 com dx # 0 se
tem:
F(z +dz) — F(z)
dz

= f(z)+e¢€

com ¢ infinitesimal. Como f é continua, tem-se f(£¢) — f(z) =~ 0 em todo o ponto £
de [z, z + dz]. Ora a quantidade F'(z + dz) — F(z) € precisamente a drea da regidio
situada abaixo do grafico de f e acima do segmento infinitesimal [z, z + dz]. A ideia
da demonstragio ¢é de notar que, quando f ¢ continua, esta 4rea pode ser
"aproximada" pela de um recténgulo (ver figura 7.3). Mais precisamente tem-se:

T+dx

z+dx z+dx
Flatds)~F@) = [ f)de= [ @ - fanas+ [ ree
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Portanto, se o é um majorante infinitamente pequeno de f(§) — f (x) no intervalo
[z, z 4+ dxz] (um tal majorante existe porque a fungéo = — (&) — f(z) é continua e,
portanto limitada neste intervalo), existe um ponto z s N0 intervalo [z, z + dz] tal que
f(z) < f(zy) em todo o ponto z do intervalo; ora deve ter-se flzy) ~=0; €

suficiente, portanto, considerar-se o: = f(zr), € tem-se:
z+dx z+dzx
Pl +da) -~ F@) - [ faael < [ ade
xT T

Portanto, se se considerar

e F(z + dz) — F(x)

2 =28 — fla)

ter-se-4 € ~ 0 visto que ¢ < a. Isto mostra que F'(x) = f(x) porque f e F sdo
standard por hipotese. O

A principal consequéncia deste teorema € a seguinte: a fungdo F, definida no
enunciado, & uma primitiva de f (visto que a sua derivada é f) e ¢ mesmo a primitiva

de f que vale 0 em a.

Corolario 7.5

Se f é uma fungdo continua em [a,b), entdo f tem uma primitiva F e
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).
a

Dem.

Por transferéncia, podemos supor f standard. Seja () = L7 f(t)dt uma
primitiva de f em [a,b]. Sendo F' também uma primitiva de f nesse intervalo, existe
uma constante ¢ tal que F(z) = ¢(z) + ¢ em cada ponto z € [a, b]. Assim verificam-
-se as igualdades:

F(b) — F(a) = (p(b) + ¢) = (p(a) +c) = p(b) — p(a) =
b a b
_ / ()t — / F(t)dt = / ()t O

O corolario seguinte chama-se teorema do valor médio (forma integral):

Corolario 7.6

Para toda a fungdo f : [a,b] — R continua, existe c € ]a, b[ tal que
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b
/ f(z)de = £()(b - a).
Dem.

Por transferéncia, podemos supor f e c standard. Se F' ¢ uma primitiva de f
entdo, pelo teorema dos acréscimos finitos, existe ¢ € ]a, b[ tal que

F(b) - F(a) = (b—a)F'(c)
logo,

b
/ f(@)dz = f(e)(b—a). O

Notagdio: Designa-s¢ frequentemente uma primitiva de f por Jf(z) dz. A esta
notagdio (onde nio ¢ preciso os limites de integrag@o) chama-se infegral indefinido, ao
contrario do integral [ : f(z) dz (sombra de uma soma de Riemann) chamado integral

definido, que é um numero.
7.3 Cilculo de primitivas

Existem diversos métodos para calcular primitivas (e por consequéncia as
areas):
1. Utilizando a decomposigo e a linearidade:

[ 05+ n@de =1 [ @iz +u [st)a.

Exemplo: Mostrar que [ 15 = 2.

/;111;—131:2 :4/111::02 =4([arctanx]1_1) =4(§— (—%)) = 27.

2. Integrando por partes: [u(z)v(z)dz = u(z)v(z) — [v(z)v/ (z)dz + C,
em que C ¢ uma constante.

Exemplo: Mostrar que [ze®dz = (z — 1)e® + C, onde C' ¢ uma constante.
Integrando por partes temos, considerando u'(z) = €” e v(x) = =,

/xexdzzze£—/ezd:xez—e’”+C=(x—1)ez+C.

3. Utilizando a mudanga de varidvel: para ¢ :[c,d] — [a,b]
(a = ¢(c) e b = p(d)) mondtona e derivavel (u = ¢(z)), tem-se:
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/abf(U)du :/cdf((p(x))w'(z)dz e/f(u)du=/f(w(z))¢’(m)dx.

Exemplo: Mostrar esta formula utilizando a definigdo de integral (definido)
pelas somas de Riemann.

E suficiente mostrar esta formula para as fungdes f e ¢ standard. Seja (u;)
uma particio infinitamente fina do intervalo [a,b] € z;:= ¢ !(u;) a partigdo
correspondente (i ¢ uma bijecgdo) do intervalo [c,d]. A partigdo ¢ também uma
partigdo finita porque ¢ ¢ continua. Tem-se:

b n—1
/ f(u)du =° (Zf('vi)(uiﬂ - ui)) , com v; € [, Uigy |-

=0

portanto
b n—1
/ flu)du ="° (Zf(w(fi))(so(miﬂ) - <P(€Cz'))> , com§; € [zs, Tita].
a i=0

Mas como ¢ é derivavel e z; ~ T;4, tem-se :

o(i41) — () = (Tip1 — 2:)¢@ () + (Tip1 — Td)

b n—1 n—1
flu)du =° (Zf(%o(wi)@'(wi))(ﬂviﬂ —z;) + Zf(%o(iﬂi))(xiﬂ - iBz’)d’) .

=0 =0

n—-1
Esta dltima soma, Y. f(¢(z:))(®i1 — )¢, ¢é infinitesimal, e a primeira,
i=0

8§ Fo(2:)¢! (@) (@is — 1), & infinitamente proxima de [ f(¢())¢ (z)dz, donde
=0

a formula pretendida.
4. Se a fungfio f ¢ uma fracgdo racional, decompde-se em elementos simples:

Exemplos:
(a) Caso em que o denominador tem raizes reais simples: como

5z+17 . — 6 _ .
T = a2 T s pode-se calcular:

5z + 17 -1 6
/x2—3x—10d$—/x+2dx+/x—5dx“ -—1n|a:+2|+61n|x—5|.
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(b) Caso em que o denominador tem uma raiz real multipla:

z? — 1

(z+1)° ~ (@+1)° (a:+1)2 +a m+1’

logo,

dx +

T 1 2
/(m+1)3dx:/(x+1)3dm— (z+1)° z+1°7

¢, portanto,

/—(—%dm = — —;—(:r:—{—l)“2 +2(z+1)" +In(x+1) =

1 2
= — + +In(z + 1).
20z +1)° z+1 (z+1)
(¢) Caso em que o denominador nfo tem raizes reais:

2 _ 2
+z+l T 3(12+1)°

2 2
— % dz= | -2 —dt=2arctanz.
/x2+x+1 ’ /(t2+1)d 2arctan z

como comt = (x-l— ) tem-se:

1
1+(z—x)*

Exemplo: Mostrar que ffll T )dsc = 7~ (z é um parametro).

Decompondo a fracgdo em:

1 _a:l:+b+ dzx+V
(1+:c2)(1+(z——x)2) 1422 14 (z—2z)°

Consideremos a = b= eb = Por outro lado tem-se:

2 _ g =
2(22+4)° 2244 - z(z2+4) zz+4
ar +b azr+b

+ —
1+22 14 (z—2)

_(g) 2z + b +(gi)(—2)(z—x)+ dz+b
T\2/ 1422 1422 2 1-1—(z—x)2 1+(z——a:)2‘

Portanto o integral € igual a:

+1 +1

In(1+ (z — x)2)] +

-1

!

+ [b arctan z]*] + [—Z—

[gm(l + xz)]

-1

+1
+ [(a’z + b')arctan (z — ac)] .

e, portanto, os dois termos em In sdo nulos (fungSes pares),
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+1 _ .
/1 (1+a:2)(11+(z—:z:)2)dx - zzi—él(%r) + <z2 +24 + zzi-él) (5)

Exemplos:
o Mostrar que
4z° -1)°
[ e |2 @+ 17| +0

-z z
(onde C é uma constante).
Decompondo a frac¢do em:

4x? 1 b

4’ tot+l _a L

8 —z z (z—-1) (z+1)
Obtém-se entdo a = — 1, b = 3 e ¢ = 2. Entdo,
42 +zz+1 -1 3 2
= + + .
-z x (z—-1) (z+1)

Portanto:

4 + o+ 1 1 3 2
83—z da:—/ <_E+x—1+x+1)d$_

1 3 2
= —-—d -
/ $x+/x_1d:c+/m+1d:c

= —Injz| +3m|z—1|+2h|z+1]+C=

:m[

(—x——;—l)?”(m+1)2] +C.

oo
22447

e Mostrar  que fﬁw{ﬁdw = In(z?) + #1 - %((xil)i) +C

z(z+1)
(onde C é uma constante). Decompondo a fracgéo em:

b by bs

203 +522 +6x+2 @
3 =—+ + 7+ 3
z(x + 1) z z+1 (x+1) (x+1)
Obtém-se entdio a = 2,b; = 0by = — 1 e b3 = 1. Entéo,
20 + 522 +6x+2 2 -1 1
z(z +1)° z  (z+1)° (z+1)°

Logo,
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/2m3+5m2+6x+2 /(2 1 1 >
3 dr = - = 5 + 5 |dz =
z(z + 1) z (z+1) (z+1)

[ [~ s [

(onde C' € uma constante).
Decompondo a frac¢do em:

z+2 a bxr +c

-1 z-1 z24+z+1
Obtém-seentdoa = 1, b = —1ec = — 1. Entéo,

z+2 1 z+1

B-1 z-1 z2+z+1

/$+2dz—/( 1wl .o
-1 zr—1 z?2+z+1 a
1 z+1
_/m_ldac—/—————x2+x+1d$—

z+1
:1n|x—1|—/mda:+0=

1 2z + 1 1
=Inlz-1]—-{ = —d _ =
|z l (2(/x2+x+1 m+/x2+x+1>dx>+0

_lnlx—1|—-(ln 2 +z+1+ ‘/_arctan[z‘f(m—k%))—i-C:

:1n|x——1|—%m\/x2+x+1—§arctan[2—3\/—§(x+%)] +C.

Logo,
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Conclusao

Com este trabalho espero contribuir um pouco, para que a Analise Néo-
-Standard seja incluida como disciplina de algumas licenciaturas, nomeadamente em
licenciaturas de ensino, de Matemética, Fisica e Biologia, assim como nas licenciaturas
de Engenharia.

Depois do trabalho realizado, podemos concluir que, uma vez que a Analise
Nao-Standard permite, uma simplificagdo dos conceitos e das demonstragdes da
analise classica, assim como a formulagio de novos modelos matemdticos de
fenémenos nio matematicos, por que nfio comegar a ensinar em Portugal, tal como ja
acontece em Franca, Analise Nao-Standard (com as adaptages necessarias) no ensino
secundario?

Ser4 esta matematica (a Analise Nao-Standard) que acabard com o "medo" da
matemdtica que existe hoje em dia em muitas criangas, jovens e adultos?

Qual a "posi¢io" da Analise N&o-Standard no ensino nas proximas deécadas?
Sera esta a matemética do futuro?
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