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Capitulo 1

Introducao

Desde hd muito tempo que se estudam, no cilculo das variagoes, propriedades de regularidade para mini-
mizantes de problemas da forma

min {/bL(t,u(t),u'(t))dt:ueAC’([a,b],]R"),u(a) = A,u(b) =B}, (1.1)

(onde os pontos A, B em R", o intervalo [a,b] e o integrando L : [a,b] x R® x R* — R (chamado lagrangiano)
sdo dados e u’ representa a derivada du/dt). Alguns dos resultados obtidos serdo vistos aqui.

O problema (1.1), com n = 1 e L(t,s,£) finita e de classe C? (ou seja, L é duas vezes continuamente
diferencidvel), foi estudado por Tonelli (ver [48]). O qual provou que se a fungéo £ — L (¢, s,£) verifica Lee >0
para qualquer (¢,s) e L(t,5,€) > ¢(|¢]) para qualquer (t,s,£) € [a,b] x R?, onde ¢ & uma fungdo limitada
inferiormente e verificando ﬂzﬂ — +00 quando r — 400, entdo o problema atinge um minimo absoluto na
classe das funges absolutamente continuas definidas em [a,b] e com valores em R : AC ([a,b],R) (este é o
chamado teorema cléssico de existéncia de Tonelli). Adicionando algumas hipéteses a L é também possivel
provar teoremas de regularidade (ver, por exemplo, (9], Capitulo 2, Seccio 6).

Nos 1iltimos anos tem sido dada muita atencdo aos problemas da forma (1.1), por um lado enfraquecendo
as hipéteses de Tonelli e por outro encontrando contra-exemplos de minimizantes nao-regulares para funcionais
coercivos. Em relagio a este tltimo aspecto provou-se (ver [4] e [20]) que existem fungdes polinomiais L (¢, s, £)
verificando as hipéteses do teorema de Tonelli mas para as quais o problema (1.1) ndo tem minimizantes
lipschitzianos.

A propriedade de Lipschitz para os minimizantes é importante por duas razdes: a primeira é que (quando
L (¢, s,€) & localmente limitada) implica que o infimo do funcional em (1.1) definido em AC ([a, b] ,R™) coincide
com o infimo em C* ([a,b],R™) excluindo assim o fenémeno de Lavrentiev (ver [4]); a segunda razdo & que
a continuidade Lipschitz dos minimizantes juntamente com a convexidade estrita de L (t,s,€) em £ e com a
condi¢ao de Erdmann implica a regularidade C* (ver [9], Teorema 2.6.ii).

Os trés temas centrais e comuns em qualquer problema de minimizagao sdo: (1) existéncia - o problema
terd solucdo?; (2) regularidade de solu¢do - pode-se afirmar que a solucdo pertence a alguma subclasse de
AC ([a.b] ,R™), tal como a das funcdes lipschitzianas?; (3) condicGes necessdrias - quais sdo as condig¢des que
devem ser verificadas por qualquer solucdo?

Estes trés temas serdo abordados ao longo dos vdrios capftulos e para diferentes hipéteses no lagrangiano.

Depois do Capitulo 2, onde se expdem definicdes e resultados preliminares, estuda-se, detalhadamente, no
Capitulo 3, o artigo (2], no qual se considera o problema nao-auténomo

min {I(u) = /bL(t,u’ t)dt:ue W ((a,b),R"),u(a) = A,u(b) = B}
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onde L : (a,b) x R™ — [0, +00] € mensurédvel em ¢, convexa e sci em &, e verifica uma condigdo de crescimento,
isto &, ‘

L(t,€) > 6(|¢]) para qualquer £ € R™ e quase todo t € (a, b)
com 8 : [0, +00) — R superlinear, ou seja,

lim 0_(_7'_):

r—+4o00 T

+00

Mostra-se que existe um minimizante para o problema e que se v é um minimizante local tal que I (u) € R
entdo existe ¢ € R™ tal que

c€ dL(t,u (t)) gsem (a,b). (1.2)

Em seguida, com base neste resultado, estuda-se o problema auténomo

b
min {I(u) = L L(u(t),u (t)dt:ue W' ((a,b),R"),u(a) = A,u(d) = B} (1.3)

onde L : R™ x R® — [0, +-00] é uma funcéo boreliana e para cada s € R™ a funcdo L (s,-) é convexa e sci em
R™.

Mostra-se que, sob certas condigdes, existe um minimizante para o problema (1.3) e que se u € Wb! ((a,b) ,R"™)
é um minimizante local para o funcional I com I (u) € R e tal que

o' (t) € int (dom L (u(t),-)) gqsem [a,b]
entdo, existem uma constante ¢ € R e uma fungio mensurdvel p (t) tais que, para quase todo t € (a,b),

p(t) € 8L (u(t),u'(2), (1.4)

c=(p(t),u (1)) — L(u(t),v ().

Quando L n#o é necessariamente diferencidvel, como é o caso em toda esta dissertacdo, nao se tem a equagao -
de Euler-Lagrange mas existe uma versio ndo-suave desta equacio e que qualquer minimizante u deve satisfazer.
No caso em que L pode tomar o valor o0, como acontece no Capitulo 2, esta versao afirma que existe ¢ € R™ tal
que se verifica (1.2), isto quando L néo depende explicitamente de s, e quando L nao depende explicitamente de ¢
temos (1.4). Além disso, se L toma apenas valores reais prova-se em [15] que existe uma fun¢io p absolutamente
continua em [a, b] tal que

@ (t),p(t) € OL(t,u(t),u'(t)) as (1.5)
onde AL representa o gradiente generalizado de L em relacdo a (s,£) para t fixado.

No Capitulo 4 estuda-se o artigo [17] comegando-se por obter propriedades de regularidade para o problema
de minimizagao local

b
min {/ Lt (), () dt: u(a) = A,u(d) :B},

onde o intervalo [a,b], a constante R e a funcdo L : [a, b] X RBxR™ — R sao dados e o minimo é tomado sob
todas as fungdes absolutamente continuas definidas em [a, b e com valores em R™ e tais que |u (t)| < R qualquer
que seja o t € [a,b]. As hip6teses implicardo que L é continua conjuntamente em todas as varidveis e convexa
em ¢ para cada (t,s) € Q := [a,b] x RB fixado. Prova-se, adicionado algumas hipéteses ao lagrangiano, que o
problema

min {/bL(t,u(t),u'(t))dt cu € AC ([a,b] ,R"),u(a) = A,u(b) =B, |u(t) <R Vte [a,b]}



tem solucdo e que qualquer solucdo é lipschitziana. Em seguida prova-se que qualquer solucdo do problema
global (R = +o00) também ¢ lipschitziana quer o lagrangiano seja ou nao coercivo.

Por fim, no Capitulo 5, estuda-se o artigo [11] o qual apresenta um método indirecto para provar a existéncia
de solugéo do problema bésico do cdlculo das variagdes (1.1) com L semicontinua inferiormente, limitada infe-
riormente e convexa com respeito a . A coercividade é substituida por uma condigdo mais fraca que permite
obter minimizantes para problemas aproximantes adequados. O passo principal da demonstrac¢io é mostrar que
qualquer minimizante dos problemas aproximantes satisfaz uma condigdo necesséria.



1. INTRODUCAO




Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo preliminar enunciamos algumas definicdes e resultados (sem demonstragio), os quais sdo
supostos serem conhecidos no restante texto.

2.1 Espacos topolégicos

Definigdo 2.1.1 Uma famdia T de subconjuntos de um conjunto X diz-se uma topologia em X se T contém o
conjunto B, o conjunto X, a unido de qualquer sua subfomdlia e a intersecgio de qualquer sua subfamilia finita.

Definicéo 2.1.2 O par (X, T) diz-se um espago topolégico. Os conjuntos em T sdo chamados os conguntos
abertos de (X, 7).

Nota 2.1.3 Quando ndo hé perigo de confusio dizemos apenas que X é um espago topoldgico.

Definicao 2.1.4 Se 7 e 7; sdo duas topologias em X, diz-se que T é mais forte que 171 (ou que T, é mais
fraca que ) se 71 C 7.

Definicao 2.1.5 Sejam X um conjunto e T uma topologia em X.

(i) Um conjunto E C X diz-se fechado se o seu complementar (relativamente a X ),
X\E:={zeX:z¢E}
¢ aberto em X.
(i) O fecho E de E ¢ a intersecgdo de todos os conjuntos fechados que contém E.

(iii) O interior de E, int(E), é a unido de todos os seus subconjuntos abertos; um ponto p € int(E) diz-se
ponto interior de E.

(i) O conjunto OF, dos pontos em E que ndo pertencem ao interior de E, diz-se a fronteira de E.
(v) Uma vizinhanga de um ponto p € X é um subconjunto de X contendo um aberto contendo p-

(vi) Uma vizinhanga de um conjunto A C X é um conjunto contendo um aberto contendo A.

Definicao 2.1.6 Uma familia § de subconjuntos de X diz-se uma base para a topologia T se B C T e se cada
conjunto em T é a unido de alguma subfamilia de (3.

Se 3 é uma colecgio de vizinhangas de um conjunto A C X e qualquer vizinhanga de A contém um conjunto
em (3, entdo 3 diz-se um sistema (ou uma familia) fundamental de vizinhangas para A.
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Definigao 2.1.7 Seja X um espago topoldgico. Diz-se que uma sucessdo (zx) converge para um ponto x € X,
e escreve-se

lim zx =2z ou (zx) — =z,
k—oo

se qualquer vizinhanga de = contém todos os pontos zy, excepto um mimero finito.
Uma sucessdo (ry) C X diz-se convergente em X se (z) — z para algum z € X.

Definicao 2.1.8 Sejam X um espago topoldgico e D um subconjunto de X. Diz-se que D é denso se D = X.

Proposigao 2.1.9 Um subconjunto de um espago topoldgico é aberto se e s6 se contém uma vizinhanga de cada
um dos seus pontos.

Demonstracgao:
Ver [27], Lema 1.4.2.

Proposigado 2.1.10 (i) A intersec¢do de qualquer familia de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
(%) A unido de uma famdlia finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
(i) Os conjuntos @ e X sdo fechados.

Demonstracgao:
Ver [27], Lema 1.4.4.

Definigdo 2.1.11 Sejam X um conjunto, Y um subconjunto de X e T uma topologia para X. A topologia
Ty :={A:A=BNY,Ber}

diz-se a topologia relativa de Y gerada por 1.

Um subconjunto de Y diz-se relativamente aberto se pertence a Ty; relativamente fechado se é o
complementar, relativamente a Y, de um conjunto relativamente aberto. Qutros conceitos andlogos definem-se
da mesma forma.

Nota 2.1.12 No que segue, um subconjunto de um espago topoldgico serd sempre encarado como um espago
topoldgico com a sua topologia relativa, excepto se outra topologia for especificada.

Definicao 2.1.13 Sejam (X, 7) e (Y,71) dois espagos topoldgicos e f uma aplicagio de X em Y. A aplicacdo
f € continua se o conjunto

YA ={z e X: f(z)c A}

¢ um elemento de T qualquer que seja o conjunto A € Ty (isto é, f é continua se a imagem inversa por f de
qualquer aberto A em 'Y é um conjunto aberto em X ).

A aplicagdo f é continua no ponto x € X se para qualquer vizinhanga U de f (x) existe uma vizinhanga
V de x tal que o conjunto

FV)={f(z):zeV}
estd contido em U.

Proposigao 2.1.14 Sejam X e Y espagos topoldgicos e seja f : X — Y. Entio cada uma das segquintes
afirmagdes é equivalente & continuidade de f :

(i) f é continua em cada ponto x € X :
(1) a imagem inversa de cada conjunto fechado em'Y é um conjunto fechado em X.

Demonstracgao:
Ver [27], Lema 1.4.16.
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Definigao 2.1.15 Um espago topoldgico X é um espago de Hausdorff se se verificam as seguintes pro-
priedades:

(i) qualquer subconjunto de X constituido apenas por um elemento é um conjunto fechado

e

(%) quaisquer dois pontos distintos em X admitem vizinhancas disjuntas.

Definigao 2.1.16 Seja X um espago topoldgico e seja A um subconjunto de X. Uma cobertura aberta de A
é uma famdia de abertos cuja unido contém A.

Definicao 2.1.17 Se X ¢é um espago topoldgico, entdo X diz-se compacto se qualquer sua cobertura contém
um nidmero finito de subconjuntos que também é uma cobertura de X, isto é se X admite uma subcobertura
finita.

Definigao 2.1.18 Seja X um espaco topoldgico. Um conjunto A C X é compacto na sua topologia relativa
se qualquer cobertura de A por abertos em X contém uma subcobertura finita.

Proposigao 2.1.19 (i) Um subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.
(it) A imagem de um espago compacto por uma fungdo continua é um compacto.

(ii5) Um subconjunto compacto de um espago de Hausdorff é fechado.

Demonstragao:
Ver [27], Lema L.5.7.

Proposicao 2.1.20 Uma fungdo real continua definida num espago compacto atinge o seu infimo e o seu
supremo.

Demonstragao:
Ver [27], Lema 1.5.10.

Definigao 2.1.21 Seja X um espago topoldgico e seja A um subconjunto de X. O conjunto A é sequencial-
mente compacto se qualquer sucessdo (numerdvel 1) de pontos em A admite uma subsucessdo convergente
para um elemento de A.

2.2 Espacgos métricos
Defini¢ao 2.2.1 Seja X um conjunto. Uma fungdo real p definida em X x X, com as seguintes propriedades:

(t) p(z,y) 20

(it) p(z,y) =0seesésex=y

(i) p(z,y) = p(y,x)

() p(z,y) < p(z,2) +p(2,y)

diz-se uma métrica em X.
Definicao 2.2.2 Sejam X um conjunto, p uma métrica em X, x € X ee > 0. O subconjunto
Be(x) ={y e X:p(z,y) <e}

diz-se a bola aberta de centro em x e raio .

! Diremos que nm conjunto A ¢ numeravel se for equipotente a N, isto é, se existir uma bijecgao entre A ¢ N,



8 2. PRELIMINARES

Definicao 2.2.3 Seja X um conjunto e p uma métrica em X. A mais pequena topologia em X que contém as
bolas abertas em X diz-se a topologia da métrica.

Proposicao 2.2.4 Seja X um conjunto e p uma métrica em X. Entdo as bolas abertas constituem uma base
para a topologia da métrica.

Demonstragao:
Ver [27], Lema 1.6.2.

Definigao 2.2.5 Seja X um conjunto e p uma métrica em X. Entdo X, munido da sua topologia da métrica,
diz-se um espago métrico.

Definigao 2.2.6 Seja X um espago topoldgico. Se existe em X uma métrica tal que a topologia da métrica
coincide com a topologia inicial, entGo diz-se que X é metrizdvel.

Proposigao 2.2.7 Qualquer espaco métrico é um espago topoldgico de Hausdorff.

Demonstragao:
Ver [27], Teorema 1.6.3.

Proposigao 2.2.8 Qualquer subconjunto de um espagco métrico, com a topologia relativa, é um espaco métrico.

Demonstracao:
Ver [27], Lema 1.6.4.

Proposicao 2.2.9 Seja X um espagco métrico e A um subconjunto de X. Um ponto a pertence ao fecho de A
se e sd se existe uma sucessdo (ar) de pontos de A convergente para a.

Demonstracgao:
Ver (27}, Lema 1.6.6.

Proposicao 2.2.10 Um subconjunto de um espago métrico é compacto se e sd se é sequencialmente compacto.

Demonstragao:
Ver {27], Teorema 1.6.13.

Definigao 2.2.11 Seja X um espago métrico e (x¢) uma sucessdéo em X. Diz-se que (z}) é uma sucessdo de
Cauchy se

lim p(zg,z;) =0.
k,j—o0

Se qualquer sucessdo de Cauchy em X é convergente, entio X diz-se um espago métrico completo.
Proposicao 2.2.12 Sejam X e Y espagos métricos. Uma fungdo f: X — Y é continua se e s6 se
(f (zx)) — f(x) sempre que (zx) — z.

Demonstragao:
Ver [27], Lema 1.6.8.

Definigao 2.2.13 Sejam X e Y espagos métricos. Uma aplicagio f : X — Y é uniformemente continua
em X se para cada € > 0, existe § > 0 tal que p(x,y) < 6 implica p(f (z), f (y)) <e.
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2.3 Espacos vectoriais
Definigio 2.3.1 Um espaco vectorial sobre o corpo R, também chamado espago vectorial real, é um
conjunto ndo-vazio X (cujos elementos sio chamados vectores) onde esto definidas duas operagdes: uma

adicdo entre elementos de X e uma multiplicacio de um elemento de X por um escalar (isto é, por um
elemento do corpo R), com as seguintes propriedades algébricas:

(A) A cada par de vectores (x,y) corresponde um vector x +y de tal forma que:

(Al) z+y=y+z e z+(y+2)=(z+y)+2 Ve,y,2€X;
(A2) X contém um inico vector O (o vector nulo de X ) tal que x + 0 = x para qualquer z € X;

(A3) a cada x € X corresponde um tinico vector —z (o simétrico de x) tal que x + (—z) = 0.
(M) A cada par (o, z), com o € R e x € X, corresponde um vector ax de tal forma que:

(M1) 1z =z, oa(fz)=(af)z, Vx€ X, Vo,BER;

(M2) a(z+y)=az+ay, (a+pf)z=oaz+pPz, Vz,y € X, Vo,B€R.
Definigdo 2.3.2 Um espaco vectorial X tem dimensdo n, isto é dim X = n, se possui uma base {ug, ..., un}
com n elementos. Isto significa que qualquer x € X admite uma dnica representagdo da forma z = ayuy + ... +

Qpty, onde a; ER, Vi=1,...,n.

Definigao 2.3.3 Se para algumn, dim X = n entdo diz-se que X tem dimensdo finita. Caso contrdrio diz-se
que X tem dimensao infinita.

Definigao 2.3.4 Seja X um espaco vectorial real. Um produto interno em X é uma fungdo (-,-) : XxX — R,

que associa a cada par ordenado de vectores z,y € X um nimero real (z,y), chamado o produto interno de x
por y, de modo a serem verificadas as condigdes abaizo, para quaisquer x,z',y € X e A€ R:

(P1) {x +a',y) = (z,y) + (¢, y);
(P2) (Az,y) = A(z,9);
(P3) (z,y) = (y,2);
(P4) ¢ #£0=(z,z) > 0.
A partir do produto interno define-se a norma de um vector x € X pondo |x| = iz, z).
Definicao 2.3.5 Se X e Y sdo espagos vectoriais reais, uma aplicagio L : X — 'Y diz-se linear se
L(az+By)=aL(z)+BL(y), VYz,y€ X, Vo,B€R.

Definigdo 2.3.6 Seja X um espago vectorial. Chama-se funcional a qualquer aplicagio L: X — R. Se L é
linear, diz-se que L é um funcional linear.

Definicdo 2.3.7 Se X é um espago vectorial, AC X, BC X,z € X e A€ R, define-se

t+A:={r+a:ac A}, z—A:={r—a:a€ A}
A+B:={a+b:a€ Abe B}, M :={)da:a € A}.
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2.4 Espacgos vectoriais topolégicos

Definigcao 2.4.1 Seja X um espago vectorial real. Diz-se que X é um espago vectorial topoldgico se estd
munido de uma topologia relativamente & qual:

(i) qualquer subconjunto de X constituido apenas por um elemento é um conjunto fechado

e
(i) as operagées

(u,v) — u+v deX xXemX
Mu) — I, deRxX emX

sdo continuas.
Proposicao 2.4.2 Qualquer espago vectorial topoldgico é um espago de Hausdorff.

Demonstragao:
Ver [45], Teorema 1.12, pdg. 11.

Definicao 2.4.3 Um espago vectorial topoldgico diz-se localmente convexo se a origem possui um sistema
fundamental de vizinhancas convezas.

2.5 Espacgos normados

Definigao 2.5.1 Seja X um espago vectorial real. Diz-se que X é um espago normado se a cada x € X estd
associado um nimero real |x|y, dito a norma de z, de tal forma que:

(i) |z|x >0 sex #0;
(1) |z +ylx <lzlx + |ylx, para quaisquer x,y € X;
(i) laz|y = |al|z|x pare qualquer x € X e para qualquer o € R.
A expressdo "norma” é usada para significar o aplica¢do que associa a cada x € X o ndmero || -

Definicao 2.5.2 Sejam X um espago normado, x € X er € R. A bola aberta de centro em x e raio r € o
congunto

B, (z):={ye X:|ly—z|x <r}.
A bola fechada de centro em x e raio v € o conjunto
B (z):={yeX:ly—alx <r}.
Observagao 2.5.3 Seja (X, |-|) um espago normado. E facil ver que a aplicagio p definida em X x X por
plz,y) =l —ylx
é uma métrica em X.
Assim,
Proposicao 2.5.4 Qualquer espago normado é um espago métrico.
Daqui resulta, pela Proposicao 2.2.7, que

Proposicao 2.5.5 Qualquer espaco normado é um espago de Hausdorff.
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Proposigao 2.5.6 Qualquer espago normado, com a topologia da métrica, é um espago vectorial topoldgico
localmente convero.

Demonstragao:
Ver {26], pag. 415.

Definigao 2.5.7 Seja (X, ||x) um espago normado. Um subconjunto A de X diz-se limitado se eriste M >0
tal que

|z|x <M, Vze€A.

Proposicao 2.5.8 Seja (X,|/|x) um espago normado. Entdo qualquer subconjunto compacto de X ¢é limitado
e fechado.

Demonstragao:
Ver [31], pag. 176 e 178.

Proposicao 2.5.9 Um subconjunto de R™ é compacto se e s6 se é limitado e fechado.

Demonstragao:
Ver [31], capftulo VII, Proposigio 10.

Definigao 2.5.10 Seja (X, |:|y) um espago normado. Diz-se que X é um espago de Banach se é um espago
métrico completo com a métrica definida pela sua norma.

Proposicao 2.5.11 Sejam X e Y espacos normados e seja L : X — Y uma funcdo linear. Entdo as seguintes
condigdes sdo equivalentes:

(i) L é continua;

(it) L é continua nalgum ponto de X;

sup  |L(2)ly €R;
z€X,|x| <1

() L é limitada, isto é, existe M > 0 tal que
IL(z)ly < Mlz|y , VzeX.

Demonstragao:
Ver [27], Lema I1.3.4.

Definicao 2.5.12 Seja X um espaco normado. Nota-se por X' o espaco dual de X, isto é o conjunto de
todos os funcionais lineares continuos definidos em X.

E facil ver que:

Proposigao 2.5.13 Se (X, |-|y) é um espago normado e X' é o seu dual, entdo a fungdo real |-| ., , definida
em X' por

é uma norma em X', dita a norma dual.

Proposicao 2.5.14 Sejam (X, |-| ) um espago normado e X' o seu dual, equipado com a norma dual. Entdo
X' é um espaco de Banach.
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Demonstracao:
Ver [27], Lema I1.3.8.

E facil ver que:
Observagio 2.5.15 Se X é um espago normado, entdo uma sucessdo (xx) C X converge para um ponto € X

se e s6 se lim |zp — x|y =0. Assim,
k—oo

(z1) = & ¢ (Jok — zl5) = 0.

2.6 Medidas
2.6.1 Sigma-algebra

Seja X um conjunto.
Definicao 2.6.1 Uma colecgio A de subconjuntos de X diz-se uma o-dlgebra em X se
(i) X € A;
(ii) se A€ A, entio X\A={zeX:z2¢ A} € A;
(iii) se A; € A para cada j = 1,2, ... entdo U2, 4; € A.

Assim, uma o-dlgebra em X é um familia de subconjuntos de X que contém X e que é fechada para a
complementacio e para as unides numeréveis.

Definicdo 2.6.2 Se A é uma o-dlgebra em X, entdo o par (X, A) diz-se um espago mensurdvel.

Definigdo 2.6.3 Se A ¢é uma o-dlgebra em X, entdo um subconjunto de X diz-se A-mensurdvel se pertence

a A
A proposicio seguinte ¢ uma consequéncia imediata de defini¢do anterior:
Proposicio 2.6.4 Se uma colecgio A de subconjuntos de X é uma o-dlgebra, entdo:
(i) 0e A;
(i) se Aj € A para cada j =1,2,...,n, entdo Uj_1A; € A;
(iii) se A; € A para cada j = 1,2, ..., entdo N2, 4; € A;
(iv) se A,B € A, entio A\B € A.

Demonstragao:
Ver [46], pag. 10.

Proposigdo 2.6.5 Seja X um conjunto e seja F uma familia de subconjuntos de X. Entao existe a mais
pequena o-dlgebra em X que contém F.

Demonstracao:
Ver [21], Corolério 1.1.2.

Observacgao 2.6.6 Dizer que A é a mais pequena o-dlgebra em X que contém F significa dizer que A é uma
o-Glgebra em X que inclui F, e que qualquer o-dlgebra em X que contém F também contém A. Esta mais
pequena o-dlgebra em X que contém F € unica e diz-se a o-dlgebra gerada por F e designa-se por o (F).

Definigdo 2.6.7 Sejam (Q,.41) e (2, A2) dois espagos mensurdveis. O espago produto Q1 x Qp é dado pelo
conjunto

Q=0 xQh = {(.1‘1,322):1‘1 € Qq,x2 692}.

Definicdo 2.6.8 A o-dlgebra produto A = A; x Ay dos conjuntos em ) é a mais pequena o-dlgebra contendo
todos os conjuntos da forma A; x Az, com Ay € Ay e Ay € Ay, ou seja, € a o-dlgebra gerada por todos esses
conjuntos.
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2.6.2 A o-3dlgebra de Borel em R"

Definicao 2.6.9 A o-dlgebra de Borel em R", notada por B(R™) ou simplesmente por B,,, é a o-dlgebra em
R" gerada pelos subconjuntos abertos de R™.

Definigao 2.6.10 Os conjuntos borelianos de R" sio os elementos de B (R").

Proposicao 2.6.11 A o-dlgebra B(R"™), dos subconjuntos borelianos de R™, é gerada por cada uma das seguintes
colecgdes de conjuntos:

(1) a colecgio de todos os subconjuntos fechados de R™;
(ii) a colecgio de todos os semi-espagos de R™ da forma
{(z1,....2n) : z; < b},
para olgum indice i e para algum b € R;
(i) a colecgdo de todos os recténgulos de R™ da forma
{@1,onzn)ra; <z <bji=1,..,n}.
Demonstracao:
Ver [21], Proposigao 1.1.4.

Definicao 2.6.12 Seja G a famdia de todos os subconjuntos abertos de R™ e seja F a famdia de todos os
subconjuntos fechados de R™. Seja Gs a colecgio de todas as interseccées de familias numerdveis de elementos
de G e seja F, a colecgdo de todas as unides de familias numerdveis de elementos de F. Cada conjunto em Gg
diz-se um Gjs e cada conjunto em F, diz-se um F,.

Proposigao 2.6.13 Qualguer subconjunto fechado de R™ é um G5 e qualquer subconjunto aberto de R™ é um
F;.

Demonstracao:
Ver [21], Proposi¢ao 1.1.5.

2.6.3 Medidas

Seja X um conjunto e seja A uma o-dlgebra em X.

Definicao 2.6.14 Uma fungio p definida em A com valores em [0, +00] diz-se numeravelmente aditiva se

sempre que A; € A, j =1,2,... e AjN A =\ para j # k (note-se que como para cada j, w1 (A;j) é ndo-negativo,
a soma ) 3, u(A;) existe sempre como um mimero real ou como +00).

Definicao 2.6.15 Uma medida positiva 1 em A é uma fungio definida em A com valores em [0, +00] nume-
ravelmente aditiva.

Defini¢ao 2.6.16 Se A ¢ uma o-dlgebra em X e p é uma medida em A diz-se que o terno (X, A, p) é um
espaco de medida.

Definigio 2.6.17 Se (X, A, 1) é um espago de medida diz-se que p é uma medida em (X,A). Se a o-dlgebra
A estd subentendida, diz-se apenas que p é uma medida em X.

Proposicao 2.6.18 Seja y uma medida positiva no espaco mensurdvel (X, A). Entéo:
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(1) u(0) =0;

(ii) se Ay, ...., A, sdo elementos de A disjuntos dois a dois, entdo
BAIU.LUAL) = p(AL) + ...+ u(4,);
(iii) se A,B€ A eAC B, entio
n(A4) < p(B);
além disso, se p(A) < +oo entdo
p(B\A) = p(B) — n(4);

(iv) se A = U52,4;, com Aj € A para cada j =1,2,... e Ay C Ay C A3 C ..., entdo

Jim g (A5) = p(A);
(v) se A = N32,Aj, com Aj € A para cada j =1,2,... e Ay D Ay D A3 D ... e p(A;) < oo, entdo

Jim e (A5) = p(4).

Demonstracgao:
Ver [46], Teorema 1.19 e [21], Proposicio 1.2.1.

Definigdo 2.6.19 Uma medida em (R",B(R")) diz-se uma medida de Borel em R™. Mais geralmente, se
X € um subconjunto boreliano de R™ e se A é a o-dlgebra cujos elementos sio todos os borelianos de R™ que
estdo contidos em X, entdo uma medida em (X, A) diz-se uma medida de Borel em X.

Definigdo 2.6.20 Seja 1 uma medida num espaco mensurdvel (X, A). Diz-se que p é uma medida finita se
p(X) < 400 e neste caso, (X, A,p) diz-se um espaco de medida finita. :

A medida pi diz-se uma medida o-finita e o espaco (X, A, 1) um espaco de medida o-finita, se X ¢ a
uniGo de uma familia Ay, Ay, ... de elementos de A satisfazendo (4;) < 400 para cada j.

Definigéo 2.6.21 Seja (X, A, u) um espago de medida. Diz-se que i é uma medida completa, e que (X, A, )
¢ um espago de medida completa, se as condigées A€ A, u(A) =0 e B C A implicam B € A.

Definigao 2.6.22 Seja (X, A, 1) um espago de medida. Um subconjunto B de X diz-se p-nulo se existe um
subconjunto A de X tal que Ac A, BC Aep(A)=0.

Assim:

Proposigao 2.6.23 Se (X, A, u) é um espaco de medida, entio pu é completa se e s6 se cada conjunto p-nulo
pertence a A.

Demonstracgao:
Ver (21}, pég. 35.

Definicdo 2.6.24 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja yu uma medida em A. Chama-se completamento
de A por pi & colecgdo A, de todos os subconjuntos A de X para os quais existem conjuntos E e F em A tais
que:

(i) ECACF

e

(%) p(F\E) =0.
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Um conjunto em A, diz-se p-mensurdvel.

Sejam A, E e F como na defini¢do anterior. E evidente que p (E) = u(F). Além disso, se B é um qualquer
subconjunto de A pertencente a A, tem-se y (B) < u(F) = p(E). Entéo p (E) = sup {n(B):Be Ae BC A},
e portanto o valor comum de x (E) e y (F) depende apenas do conjunto A (e da medida ) e néo da escolha dos
conjuntos E e F satisfazendo as condigdes (i) e (ii) da defini¢io anterior. Isto significa que podemos enunciar
a seguinte defini¢do:

Definicao 2.6.25 Sejam (X,.A) um espago mensurdvel e p uma medida em A. Seja A, o completamento de
A por p. A fungio T : Ay — [0,+00], definida por fi(A) = k(E) = p(F), onde E e F pertencem a A e
satisfazem as condigdes (i) e (i) da defini¢do anterior, diz-se o completamento de u.

Proposicao 2.6.26 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e p uma medida em A. Entéo:

(1) A, € uma o-dlgebra em X que inclui A

e
(i) 7 € uma medida completa em A, cuja restricio a A é p.

Demonstracao:
Ver [21], Proposicao 1.5.1.

2.6.4 Medidas exteriores

Seja X um conjunto e seja 2% a colecgiio de todos os subconjuntos de X.
Definigao 2.6.27 Uma medida exterior em X é uma funcdo ur2X o [0, +00] verificando:
(1) w (0) =0;
(ii) se AC B C X, entio p* (A) < p* (B);

(15) se {A;} é uma familia numerdvel de subconjuntos de X, entéo
o0
pr(U52145) <D ut(4y).
j=1

Assim, uma medida exterior em X é uma funcéo de 2X em [0, +-00] monétona e numeravelmente subaditiva,
cujo valor em ) é 0.

Proposigao 2.6.28 Uma medida em X é uma medida exterior em X se e s6 se o seu dominio é 2.

Demonstracgao:
Ver [21], pdg. 14.

Definigao 2.6.29 Seja X um conjunto e seja u* uma medida exterior em X. Um subconjunto B de X diz-se
p*-mensurdvel (ou mensurdvel com respeito a p*) se

p* (A) = p" (AN B) + p* (A\B)
para cada subconjunto A de X.

Proposicdo 2.6.30 Sejam X um conjunto, p* uwma medida exterior em X e My~ a colecgdo de todos os
subconjuntos de X p*-mensurdveis. Entdo:

(i) My« é uma o-édlgebra
e
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(i) a restrigdo de p* a M- é uma medida em M.

Demonstragao:
Ver {21], Teorema 1.3.4.

Proposigao 2.6.31 Sejam X um conjunto, u* uma medida exterior em X e M- a colecgdo de todos os
subconjuntos de X que sdo p*-mensurdveis. Entdo a restricio de u* a M. é uma medida completa.

Demonstracao:
Ver [21], pag. 35.

2.6.5 A medida exterior de Lebesgue em R"

Definicao 2.6.32 Um subconjunto de R™ diz-se um intervalo n-dimensional se é da forma I, x ... x I,,, onde
Ii, ..., I, sdo intervalos de R.

Defini¢ao 2.6.33 O volume de um intervalo n-dimensional I X ... X I,, notado vol (I x ... x I,), é o produto
dos comprimentos dos intervalos Iy, ..., I,.

Definigdo 2.6.34 Seja A um subconjunto de R™ e seja C4 o conjunto de todas as famdlias numerdveis {R;} de

intervalos n-dimensionais abertos e limitados tais que A C U2 R;. Entdo a medida exterior de Lebesgue
de A, notada por m* (A), é o infimo do conjunio

{ivol (R:): {R:} € CA}.

Proposigao 2.6.35 A medida exterior de Lebesgue em R™ é uma medida exterior e associa a cada intervalo
n-dimensional o sev volume.

Demonstragao:
Ver [21], Proposi¢do 1.3.2.

Proposicao 2.6.36 A medida exterior de Lebesgue é invariante para translagdes. Mais precisamente, se x € R™
e A C R™ entio m* (z + A) = m* (A).

Demonstragao:
Ver [21], Proposicao 1.4.4.

2.6.6 Subconjuntos Lebesgue-mensuraveis de R”

Definigdo 2.6.37 Um subconjunto de R™ diz-se Lebesgue-mensurdvel se é mensurdvel com respeito & medida
exterior de Lebesgue m*.

Proposicao 2.6.38 Qualquer subconjunto boreliano de R™ é Lebesgue-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver [21], Proposigéo 1.3.6.

Proposicao 2.6.39 Seja z € R™. Um subconjunto B C R™ é Lebesgue-mensurdvel se e s6 se B+x é Lebesgue-
-mensurgvel.

Demonstragao:
Ver [21], Proposigéo 1.4.4.
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2.6.7 A medida de Lebesgue

Notemos por £ (R™) a colecgdo de todos os subconjuntos Lebesgue-mensuraveis de R™.

Definicao 2.6.40 A restricio da medida exterior de Lebesgue, m*, a L(R™) diz-se a« medida de Lebesgue
de R™ e serd notada por m.

Nota 2.6.41 Observe-se que B(R™) C L (R"), pelo que a restrigio de m* a B(R") serd ainda denominada
medida de Lebesgue.

Da Proposicao 2.6.36 resulta que

Proposicao 2.6.42 A medida de Lebesque é invariante para translagées. Mais precisamente, se x € R" e
A C R"™ entio m(z + A) = m (A).

A seguinte proposi¢do é uma consequéncia da Proposigdo 2.6.31.

Proposicao 2.6.43 A medida de Lebesgue na o-dlgebra L (R™) dos subconjuntos Lebesgue-mensurdveis é com-
pleta.

Porém,

Proposicao 2.6.44 A restrigio da medida de Lebesque & o-dlgebra B (R™) dos subconjuntos borelianos de R™
ndo é completa. :

Demonstragao:
Ver [21], Seccdo 2.1.

Proposigao 2.6.45 A medida de Lebesgue em (R™,L(R™)) é o completamento da medida de Lebesgue em
(R™, B(R™)).

Demonstragao:
Ver [21], Proposigao 1.5.2.

Proposicao 2.6.46 Seja A um subconjunto Lebesgue-mensurdvel de R™. Entdo existem subconjuntos borelianos
EeF deR" taisque ECACF em(F\E)=0.

Demonstragao:
Ver [21], Lema 1.5.3.

Nota 2.6.47 Nos capitulos seguintes usaremos em geral as expressées "congunto mensurdvel” e "medida”
P 7
quando nos quisermos referir a "conjuntos Lebesgue-mensurdveis” e a "medida de Lebesque”, respectivamente.

2.6.8 Propriedades que se verificam quase sempre

Definicao 2.6.48 Seja (X, A, p) um espago de medida. Diz-se que uma determinada propriedade é verificada
1-quase sempre em X, ou satisfeita por quase todo o elemento de X, se o conjunto dos elementos de X onde
ndo se verifica é u-nulo. Por outras palavras, uma propriedade verifica-se p-quase sempre em X se existe um
conjunto N € A tal que u(N) =0 e N contém todos os pontos de X onde a tal propriedade nio se verifica.

Mais geralmente, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.6.49 Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja E um subconjunto de X. Entdo uma determinada
propriedade é verificada p-quase sempre em E se o conjunto dos pontos de E onde ndo se verifica é u-nulo.

Nota 2.6.50 Abreviamos por vezes a expressdo "p-quase sempre” escrevendo "u-gs”. Nos casos em que ndo
haja perigo de confusdo quanto & medida que se estd a considerar, usaremos as expressées "quase sempre” e
” »

gs”.
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2.7 Fungoes mensuraveis

2.7.1 Definigao e propriedades

Proposigao 2.7.1 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e A um subconjunto de X pertencente a A. Para cada
fungéo f: A — [—00,+00], as segquintes condigdes sio equivalentes:

(i) VteR,{r € A: f(z) <t} €A
(i) VteR {z€A: f(z)<t}e A
(iii) vt e R, {z € A: f(x) >t} € A;
(iv) VteR, {z€A: f(z) >t} € A

Demonstragao:
Ver [21], Proposicao 2.1.1.

Definigao 2.7.2 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A um subconjunto de X pertencente a A. Uma
fungdo f : A — [—00, +00] diz-se A-mensurdvel (ou mensurdvel com respeito a A) se satisfaz uma, e portanto
todas, as condigbes da proposicdo anterior.

Defini¢do 2.7.3 Se X = R", uma fungdo que é mensurdvel com respeito a B(R"™) diz-se Borel-mensurdvel
ou funcdo boreliana; uma funcdo que é mensurdvel com respeito a L (R™) diz-se Lebesgue-mensurdvel.

Nota 2.7.4 Nos capttulos sequintes, usaremos em geral o expressdo ”funcio mensurdvel” para significar ”funcéo
Lebesgue-mensurdvel”.

Proposicao 2.7.5 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e A um subconjunto de X pertencente a A. Entdo,
para qualquer fungdo f: A — R, as sequintes condigdes sio equivalentes:

(i) a fungdo f é mensurdvel com respeito a A,
(ii) qualquer que seja o subconjunto aberto U de R, o conjunto f~' (U) pertence a A;
(iii) qualquer que seja o subconjunto fechado C' de R, o conjunto f~!(C) pertence a A;

(iv) qualquer que seja o subconjunto boreliano B de R, o conjunto f~! (B) pertence a A.

Demonstragao:
Ver (21|, Proposigéo 2.1.8.

Proposicao 2.7.6 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e A € A. Se f e g sdo fungdes A-mensurdveis definidas
em A com valores em |00, +00|. Entdo os conjuntos

(i) {z€A: f(z) <g(z)}

(it) {z € A: f(z) < g(x)}

(#i1) {z € A: f (z) = g(z)}
pertencem a A.

Demonstragao:
Ver [21}, Proposicio 2.1.2.

Proposicao 2.7.7 Sejam (X, A) um espago mensurdvel ¢ A € A. Suponhamos que f e g sdo fungdes A-
mensurdveis definidas em A com valores em [—00, +00]. Entdo as fungdes fVg: A — [—o00,+00] e fAg: A —
[—00, +00|, definidas respectivamente por

(fVg)(z) ==max(f(z),g(z)) e (fAg)(z):=min(f(z),g(z))

sdo A-mensurdveis.
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Demonstragao:
Ver [21], Proposigéo 2.1.3.

Proposigao 2.7.8 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e A € A. Suponhamos que (fn) é uma sucessio de

fungées A-mensurdveis definidas em A com valores em [—co, +00]. Entdo as fungdes supfy,, inff,, limsupf,
n n n—oo

e liminff,,, com dominio A e com valores em [—o0, +00|, definidas respectivamente por:
n—oo

(S:p fn) (z) = S‘:lp (fa (),
(inf f) (&) = inf(fu(2)),
(umipfn (c) = limsup(fu (=),

It

(lim inff, ) (z)

imix limiaf (fn (<)),
sao A-mensurdveis.

Demonstragao:
Ver [21], Proposigéo 2.1.4.

Proposicgio 2.7.9 Sejam (X,A) um espago mensurdvel e A € A. Suponhamos que (f,) é uma sucessdo de
funcées A-mensurdveis definidas em A com valores em [—00,+00|. Entdo a fungdo lim f, com dominio
n—o0

{x € A:limsup (fn (2)) = liminf (f, (w))}

n—oo

e valores em [—00,+00|, definida por
(Jim ) (@) = i, (@),
é A-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver {21}, Proposigéo 2.1.4.

Proposicao 2.7.10 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e A € A. Suponhamos que f é uma fungdo A-
mensurdvel com dominio A e com valores em [—00,+00]. Entdo a fungdo |f| é A-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver [21], pdg. 53.

Proposigao 2.7.11 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e A € A. Suponhamos que f é uma fungio A-
mensurdvel com dominio A e com valores em [—00,+00]. Entio se B é um subconjunto de A pertencente a A,
a restrigio f|p, de f a B, é uma funcdo A-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver [21], pag. 53.

Proposicao 2.7.12 Sejam (X, A) um espaco mensurdvel, A € A, f e g fungées reais A-mensurdveis definidas
em A e a um nimero real. Entdo as funcoes of, f +g,f —g,fg e f/g (cujo o dominio é o conjunto
{zx € A:g(x) #0}) sdo A-mensurdveis.

Demonstracgao:
Ver [21], Proposigao 2.1.6

Proposicao 2.7.13 Qualquer funcgdo boreliana em R"™ é Lebesque-mensurdvel.
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Demonstragao:
Ver [21], pag. 49.

Proposicao 2.7.14 Qualquer fungdo continua f : R™ — R é uma fungdo boreliana.

Demonstragao:
Ver (21}, pg. 49.

Proposicio 2.7.15 Se f : R — R é uma fungdo continua e g € uma funcdo Lebesgue-mensurdvel com valores
reais entdo a fungdo composta de f e g, f o g, é Lebesgue-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver [21], Lema 8.1.7.

Proposigao 2.7.16 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja B um subconjunio de X. Entdo a fungdo carac-
teristica de B, Xg : X — R, definida por Xg (z) =1 se x € B e X (x) =0 caso contrdrio, é A-mensurdvel se
e s6 se Be A.

Demonstragao:
Ver [21], pég. 49.

Proposicao 2.7.17 Seja (X, A, p) um espago de medida e sejam f e g fungées definidas em X com valores em
[~00, +00]. Suponhamos que f = g quase sempre. Se p € uma medida completa e se f é A-mensurdvel entdo
também g é A-mensurdvel.

Demonstracgao:
Ver [21], Proposigéo 2.2.1.

Proposigao 2.7.18 Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja (f,) uma sucessdo de fungdes definidas em X
com valores em [~00, +00]. Suponhamos que f é uma fungdo definida em X com valores em [—00, +00] tal que
(fn (z)) converge para f(z) para quase todo x € X. Neste caso, se pu é completa e se cada fn é A-mensurduel,
entdo f é A-mensuravel.

Demonstragao:
Ver (21], Corolério 2.2.2.

Proposicio 2.7.19 Seja (X, A, p) um espago de medida e seja A, o completamento de A por pi. Entio uma
fungio f : X — [—00, +00] é A,-mensurdvel se e s6 se existem fungdes A-mensurdveis fo, f1: X — [—oo, +00]
tais que:

(i) qualquer que sejaz € X, fo(2) < £ (@) < f1 (@)

e
(it) fo = f1 p-quase sempre em X.

Demonstragao:
Ver [21], Proposicao 2.2.3.

Note-se que desta proposi¢io resulta, em particular, que:

Proposigio 2.7.20 Se f é uma fungdo Lebesgue-mensurdvel definida em R™ entdo eriste uma fungdo boreliana
g, definida em R™, tal que f = g quase sempre.

Definigdo 2.7.21 Sejam (X, A) e (Y,B) espagos mensurdveis. Uma fungio f : X — Y é mensurdvel em
relacdo a A e B se para cada B € B o conjunto f~1 (B) pertence a A. Em vez de dizer que f é mensurdvel
em relagio a A e B pode-se dizer que f é mensurdvel de (X, A) em (Y,B), ou ainda que f: (X, A) — (Y,B) é
mensurdvel.
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Defini¢ao 2.7.22 Sejam (X,.A) e (Y, B) espacos mensurdveis. Se A € A, entdo uma fungdo f: A —Y diz-se
mensurdvel se f~! (B) € A para cada B € B.

A seguinte defini¢io generaliza o conceito de ”func¢do mensurdvel” a funcoes com valores em R™.

Definicao 2.7.23 Seja (X,.A) um espago mensurdvel. Uma fungdo f : X — R™ é A-mensurdvel se f~1 (U) €
A qualquer que seja o conjunto aberto U C R™.

Proposicao 2.7.24 Sejam (X, A),(Y,B) e (Z,C) espagos mensurdveis e sejam f : (Y,B) — (Z,C) e g :
(X,A) — (Y, B) fungées mensurdveis. Entdo fog: (X, A) — (Z,C) é mensurdvel.

Demonstragao:
Ver (21}, pag. T9.

Proposicao 2.7.25 Seja (X, A) um espago mensurdvel e sejam f; : X — R, ¢ = 1,...,n, as funcdes compo-

nentes de uma funcdo f : X — R", isto é f (z) = (f1 (z), ..., fn (z)) para cada x € X. Entio f é A-mensurdvel

se e 56 se cada uma das suas funcdes componentes é A-mensurdvel (no sentido da Defini¢do 2.7.2).
Demonstragao:

Ver [21], pdg. 80.

2.8 O integral de Lebesgue
2.8.1 Definigao
Seja A um subconjunto de R™.
Definigao 2.8.1 A fung¢do caracteristica do conjunto A é a fungdo X4 : R™ — R dada por
1 sexeA
XA (17) =
0 sex¢ A

Definic¢ao 2.8.2 Uma funcio s : R* — R diz-se uma fungdo simples se toma apenas um ndmero finito de
valores.

A seguinte proposicao resulta da defini¢io de fungio simples e das Proposicoes 2.7.16 e 2.7.12.
Proposicao 2.8.3 Seja s : R® — R uma funcdo simples. Suponhamos que para cada x € R™ temos s(z) €
{a1,...,ax}. Entdo s = ZLI a;Xy,, onde A; = {x € R" : s(x) = a;}, e s é Lebesgue-mensurdvel se e sd se os
conjuntos Ay, ..., Ay sdo Lebesgue-mensurdveis.

Seja A um subconjunto Lebesgue-mensurdvel de R™.

Definicao 2.8.4 Seja s : A — R uma fung¢do simples, s = Zle a;X4,, onde cada A;, 1 = 1,.....k, é um
conjunto Lebesque-mensurdvel. Define-se o integral de Lebesgue de s em A, notado por [, s(x)dz, pondo

k
s{xydz =) a;m(4;).
Se f: A— R é uma funcdo Lebesgue-mensurdvel com valores ndo-negativos, define-se

/Af(x)d:v = sup/As(a:)dm,

sendo o supremo tomado no conjunto de todas as fungoes simples s : R* — R, anulando-se fora de A e
satisfazendo 0 < s (z) < f(z), para cada x € A.
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Observacao 2.8.5 Note-se que o integral de uma fungdo ndo-negativa f : A — R pode ser +oo.
Seja f: A — R é uma fungdo Lebesgue-mensursvel. Entdo temos
f=fr-7,
onde
ff:=max(f,0) e f :=—min(f,0)
sdo fungbes nio-negativas Lebesgue-mensurdveis. Assim, faz sentido a seguinte definicio:

Definigao 2.8.6 Seja f: A — R uma fung¢do Lebesque-mensurdvel. O integral de Lebesgue de f em A é

/Af(x)dx:=/Af+(x)d:v—/Af‘(x)dx

sempre que pelo menos um dos integrais que surge no membro direito desta igualdade seja finito.
Se ambos os integrais sdo finitos, diz-se que f é Lebesgue-integrdvel em A.

Definigao 2.8.7 Seja f : A — R™ é wma fungio Lebesgue-mensurdvel. Diz-se que f é Lebesgue-integrdvel
em A se cada uma das suas fungdes componentes f; : A — R, i = 1,...,n, é Lebesgue-integrdvel. Nesse caso,

define-se
/Af(:c) dz := (/A fi(z) d:c,...,/Afn (z) d:c) .

Observacao 2.8.8 No que segue, em vez de ”Lebesgue-integrdvel” escreveremos apenas "integrdvel”.

2.8.2 Propriedades

A seguinte proposicdo é uma consequéncia imediata da defini¢do de integral de Lebesgue.

Proposicao 2.8.9 Sejam A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurdvel e f : A — R uma fungdo Lebesgue-
mensurdvel. Entdo

[r@a= [ gxyEa

onde X4 : R™ — R denota a funcéo caracteristica do conjunto A.

Proposigao 2.8.10 Sejam A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurdvel e f,g : A — R funcdes Lebesque-
mensurdveis. Se f = g quase sempre em A entdo

/Af(x)d:vz/Ag(x)dx.

Demonstragao:
Ver [1], pag. 16.

Proposigao 2.8.11 Sejam A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurdvel e f,g : A — R funcées Lebesgue-
mensurdveis.

(1) Se f é limitada quase sempre em A e m(A) < +00, entdo f é integravel em A.

(1) Se a < f(z) < b quase sempre em A, entdo

am(A) < /Af(a:)da; <bm(A).
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(iii) Se f e g sdo integréveis em A e f (z) < g(x) quase sempre em A, entio

Af(w)dstg(x)dw-

(iv) Se f e g sdo integrdveis em A, entio f + g é integrdvel em A e
/ (f+9) (z)de= / f(x)da:+/ g(z)dz.
A A A
(v) Se f é integrével em A e a é um niimero real, entio af € integrdvel em A e
/(af)(x)dx:a/ f (@) dz.
A A
(vi) Se f é integrdvel em A entio |f| é integravel em A e

I/Af(a:)dm

(vii) Se f € integrdvel em A e B C A é Lebesgue-mensurdvel, entio f é integrdvel em B; se, além disso,
f (z) > 0 quase sempre em A, entio

< /A f (2)] da.

/Bf(x)dxs/Af(z)dz-

Demonstragao:
Ver [1], Teorema 1.41.

Proposigao 2.8.12 Sejam A C R™ wm conjunto Lebesgue-mensurével e f : A — R uma fungdo Lebesgue-
mensurdvel. Se f (x) > 0 quase sempre em A e [, f (z)dx =0 entdo f =0 quase sempre.

Demonstragao:
Ver [46], Teorema 1.41.

Proposigao 2.8.13 Sejam A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurdvel e f : A — R uma funcdo Lebesgue-
mensurdvel. Se m(A) =0 ou se f = 0 quase sempre em A entio

/Af(x)dx:O.

Demonstracao:
Ver [50], Teorema 5.25.

Proposicao 2.8.14 Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Se f é Riemann-integrdvel em [a,b] entdo f ¢é
Lebesgue integrdvel em [a,b] e os integrais sdo iguais.

Demonstragao:
Ver [50], Teorema 5.52.

Proposigao 2.8.15 (Lema de Fatou) Seja A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurdvel e seja (fi) uma
sucessio de fungdes Lebesgue-mensurdveis ndo-negativas. Entdo

/ <lim inf fj, (1)) dz < lim inf/ fi (z) dz.
A k—oo k—oo [4

Demonstracéo:
Ver [21], Teorema 2.4.3.
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2.9 Topologias fracas

2.9.1 Definicoes e propriedades bdsicas
Seja X um espaco vectorial e seja Xt o espago de todos os funcionais lineares definidos em X.
Definicdo 2.9.1 Um subespaco vectorial L de Xt diz-se total se
(f(z)=0, ¥feLl)y=z=0.

Definigao 2.9.2 Seja L um subespaco total de X+ e seja F a familia de todos os subconjuntos finitos de L.
Chamam-se subconjuntos bdsicos de X os conjuntos do tipo

V(zg,Fie):={z € X :|f(z —xo)| <e,Vfe€F},
ondee >0 eFeF.

Definicdo 2.9.3 A L-topologia em X é a topologia obtida tomando como base os subconjuntos bésicos. (Assim,
dizer que um conjunto A é aberto para a L-topologia de X é o mesmo que dizer que A é unido de subconjuntos
bdsicos.)

Proposigao 2.9.4 O espaco X é, com a L-topologia de qualquer subespago vectorial total L de X+, um espago
vectorial topoldgico localmente converxo.

Demonstragao:
Ver (27], Lema V.3.3.

Proposigao 2.9.5 Seja L um qualquer subespago vectorial total de X*+. A L-topologia em X é a topologia
mais fraca na qual qualquer funcional em L é continuo.

Demonstracgao:
Ver [27], Lema V.3.8.

Proposicao 2.9.6 Seja L um qualquer subespaco vectorial total de X+. Os funcionais lineares em X, continuos
para a L-topologia, sdo precisamente os elementos de L.

Demonstragao:
Ver [27], Lema V.3.9.

Observagao 2.9.7 Se X é um espago da Banach, entdo X tem uma topologia natural, a chamada topologia
forte ou topologia induzida pela métrica p(x,y) = |z — y|yx associada & norma |-|y de X.
Se (z) C X converge na topologia forte de X, isto é, se

(l.’L‘k - ‘EIX) - 07
diz-se que (z1) converge fortemente para x.

Observacao 2.9.8 Quando se faz referéncia a um conjunto fechado em X ou a uma aplicagdo continua em
X, sem referir a topologia subentende-se que se estd a considerar a topologia forte.

Definigao 2.9.9 Seja X um espago vectorial topoldgico localmente convezo e seja L = X' (o subespago de X+
formado pelos funcionais lineares continuos definidos em X ). Entdo a L-topologia chama-se X’-topologia ou
topologia 0 (X, X'), ou topologia fraca de X.

Definigdo 2.9.10 Dada uma sucesséo (zi) C X, se existe x € X tal que (xy) converge para x na topologia
fraca 0 (X, X') diz-se que (z1) converge fracamente para x em X e escreve-se

(zg) — 2.
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Definigdo 2.9.11 Sejam X um espago vectorial, X+ o espago de todos os funcionais lineares definidos em X
e seja Y um subespago vectorial de X*. A cada x € X pode-se associar um funcional ¢, definido em'Y por

¢z (f)=f(z), VfeY.

O subespago vectorial L := {p, : x € X} de Y+ é total. A L-topologia diz-se a X -topologia de Y .

Se X é um espago vectorial topoldgico localmente convexo e Y = X', a X-topologia de X' diz-se a topologia
o (X', X) ou topologia fraca* de X'.

Dada uma sucessdo (fi) C X', se existe f € X' tal que (fx) converge para f na topologia fraca* o (X', X)
diz-se que (fi) converge fracamente* para f em X' e escreve-se

(fe) = f.

2.9.2 Propriedades da topologia fraca o (X, X’)

Sejam X um espaco de Banach e X’ o seu dual.
Proposigao 2.9.12 A topologia fraca de X é mais fraca (isto é, possui menos abertos) que a topologia forte.

Demonstragao:
Ver (27}, Corolério V.3.5.

Proposicao 2.9.13 Se X tem dimensdo finita, a topologia fraca o (X,X’) e a topologia forte coincidem. Em
particular, uma sucesséo (x,) C X é fracamente convergente se e s6 se é fortemente convergente.

Demonstragao:
Ver [7], Proposicéo IIL.6.

Assim os abertos (resp. fechados) da topologia fraca o (X, X’) sdo também abertos (resp. fechados) da
topologia forte. Se X tem dimensao finita entdo temos também a reciproca, pois, nesse caso, a topologia fraca
e a topologia forte coincidem.

Porém, se X tem dimensio infinita, a topologia fraca é estritamente mais fraca que a topologia forte, ou seja,
existem abertos (resp. fechados) para a topologia forte que ndo sdo abertos (resp. fechados) para a topologia
fraca (ver (7], pdg. 36).

Proposicao 2.9.14 Um subconjunto convexo de um espago de Banach (ou, mais geralmente, de um espago
vectorial topoldgico localmente convexo) é fracamente fechado se e so se é fechado.

Demonstracao:
Ver [27], Proposigdo V.3.13.
Resulta da Proposigdo 2.9.4 que

Proposicao 2.9.15 O espaco X é, com a topologia fraca, um espago vectorial topoldgico localmente convezo.
Proposigao 2.9.16 Seja (x) C X. Temos

(i) (zx) =z & (f (zx)) = f(z), VfeX';

(ii) se (zi) — x entdo (z) — z;

(i#i) se (xx) — x entdo (|xi|y) € limitada e |z|, < likrggf|xk|x;

(iv) se (zk) = x e (fi) — f em X' (isto é (|fr — flx/) — 0) entdo (fi (zx)) — f(z).

Demonstragao:

Ver (7], Proposigéo IIL5.
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2.9.3 Propriedades da topologia fraca* ¢ (X', X)

Seja X um espaco de Banach, seja X’ o seu dual munido da norma dual

|flx» = sup |f(2)],

2EX o <1
e seja X" o seu bidual, isto &, o dual de X', munido da norma

€lx» = sup  JE(F)].

fEX!|flxi<1
No espago X' podemos considerar trés topologias:
e a topologia forte, associada 4 norma de X’;
e a topologia fraca o (X', X");
o a topologia fraca* ¢ (X', X).
Proposigao 2.9.17 A topologia fraca* o (X', X) de X' é mais fraca que a topologia fraca o (X', X").

Demonstragao:

Ver [27], Corolério V.3.7.
Proposicao 2.9.18 Se X tem dimensdo finita, as topologias forte, fraca e fraca* coincidem.

Demonstracgao:
Ver [7], pag. 41.

Da Proposigao 2.9.4 resulta que
Proposicdo 2.9.19 O espaco X' é, com a topologia fraca®, um espago vectorial topoldgico localmente convezxo.

Proposigao 2.9.20 (Teorema da Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto
By i={f € X':|flx <1}
é compacto para a topologia frace® o (X', X).

Demonstragao:
Ver (7], Proposigdo IIL.15.

Proposigao 2.9.21 Seja (fi) C X'. Temos:
(i) (fx) = f & (fu (2)) = f (), Yz € X;
(ii) se (fr) — f entdo (fr) = f;
(iii) se (fx) — f entdo (Ifxlx:) € limitada e | f|y, < li’fninf|fk|x,;
(iv) se (fr) = f e (zx) = = em X (isto é (|lxi, — z|x) — 0) entdo (fi (zk)) — f(z).

Demonstracgao:
Ver [7], Teorema I11.12.
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2.10 Espacos reflexivos e espagos separdveis

2.10.1 Espagos reflexivos

Seja X um espago de Banach e sejam X’ o seu dual e X" o seu bidual.
Fixemos z € X e consideremos a aplicagdo J,, : X’ — R definida por

Jo (f) = f(z).
A aplicagéio J; € linear continua, isto é, é um elemento de X",
Consideremos agora a aplicagio J : X — X", definida por

J(z) = Jp.

Esta aplicagao ¢é linear, e além disso, é uma isometria, isto &, tem-se |J; |y, = |z| para cada z € X, no entanto,
nao € necessariamente sobrejectiva.

Definigao 2.10.1 Seja X um espago de Banach e seja J a aplicagdo definida acima. O espago X diz-se
reflexivo se J (X) = X".

Nota 2.10.2 Sempre que X é um espago reflerivo identifica-se X com X"
Proposicao 2.10.3 Seja X um espago de Banach. Entio X é reflexivo se e s6 se X' é reflexivo.

Demonstragao:
Ver (7], Corolério III18.

Proposigao 2.10.4 Seja X um espago de Banach reflexivo, seja M > 0 e seja (zr) uma sucessdéo em X tal
que |zx|x < M,Vk € N. Entdo existem x € X e uma subsucessio (zx;) de (xx) tais que (zx;) — = em X.

Demonstragao:
Ver (7], Teorema II1.27.

2.10.2 Espagos separiveis
Definicao 2.10.5 Um espago métrico X diz-se separdvel se tem um subconjunto D numeravelmente denso.
Proposicao 2.10.6 Sejam X um espago métrico separdvel e F' um subcongunto de X. Entdo F é separdvel.

Demonstracgao:
Ver [7], Proposigio I11.22.

Proposigao 2.10.7 Seja X um espago de Banach e suponha-se que X' é separdvel. Entdo X é separdvel.

Demonstragao:
Ver [7], Teorema II1.23.

Proposicao 2.10.8 Seja X um espago de Banach separdvel. Entio o conjunto
Bx: ={feX':|fly, <1}

é metrizdvel pare a topologia fraca* o (X', X), isto é, existe uma métrica definida em By tal que a topologia
associada coincide, em Bx:, com a topologia o (X', X).
Reciprocamente, se Bx: é metrizdvel para o (X', X) entdo X é separdvel.

Demeonstragao:
Ver {7], Teorema II1.25.

Proposicao 2.10.9 Seja X um espago de Banach separdvel, seja M > 0 e seja (fi) uma sucessdo em X' tal
que |fu|x, < M,Vk € N. Entdo existem f € X' e uma subsucessio (fi,) de (fi) tais que (fi;) = f em X'.

Demonstracgao:
Ver (7], Coroldrio II1.26.

Definigao 2.10.10 Sejam X,Y dois espagos métricos separdveis completos e seja (2, A) um espaco mensurdvel.
Uma fungio f: Q@ x X — Y diz-se fungdo de Carathéodory se, para qualquer z € X, f(-,x) é mensurdvel e
para qualquer t € Q, f(t,-) é continua.
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2.11 Os espagos de Lebesgue L? (2, R")

2.11.1 Definicao e propriedades

Seja Q um subconjunto aberto de R™.

Definicao 2.11.1 Uma fungdo f: Q — R" diz-se uma fungdo nula se é Lebesgue-integrdvel e

/Q |f (@)] da =o.

Definicdo 2.11.2 Duas fungdes f: Q2 — R" e g: @ — R” sdo equivalentes se f —g: Q — R™ é uma funcdo
nula.

Definigao 2.11.3 A classe de equivaléncia de uma fungio f : @ — R", [f], é o conjunto de todas as fungées
g: 2 — R™ Lebesgue-integrdveis que lhe sdo equivalentes. Isto é,

[f] == {g : Q — R" | g é Lebesque-integrdvel e / [(f —9)(z)|dz = 0} .
Q

Definigdo 2.11.4 O espaco L' (,R™) é o conjunto das classes de equivaléncia das fungées f : @ — R"
Lebesgue-integrdveis:

L' (Q,R") := {[f] | f: Q@ — R™ é Lebesque-integrdvel} .
Definicdo 2.11.5 Sejap € R, 1 < p < co. Entdo
rQR") = {[f] | f:9Q — R" é mensurdvel e [|f|P] eL! (Q,R")}.

Proposi¢ao 2.11.6 O funcional |-|L,,(Q,R,,,) : LP (Q,R") — R dado por

Wlomn = (|, |f<x)|"dx>*

define uma norma em L? (2,R"), 1 < p < o0.

Demonstracgao:
Ver [7], Teorema IV.7.

Nota 2.11.7 Esta é a norma que iremos considerar em LP (Q,R"™), 1 < p < 00, e quando ndo existir perigo de
confusio denotaremo-la por ||-|| ..

Definicdo 2.11.8 Se p = oo tem-se
L® (Q,R™) := {[f] | f:Q — R" é mensurdvel e 3c > 0 tal que |f (z)| < c gs em Q}.

Proposigao 2.11.9 O funcional || e qpny : L (4, R™) = R dado por
iy = 0t e 15 @)] < ¢ g5 em Q) = sup ess|f (=)

define uma norma em L (Q,R").

Demonstracao:
Ver (7], Teorema IV.7.

Nota 2.11.10 Esta é a norma que iremos considerar em L (2, R"), e quando ndo existir perigo de confusdo
denotaremo-la por |||,
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Nota 2.11.11 No que segue escrevemos, por comodidade e como é habitual, f em vez de [f].
Proposicao 2.11.12 Para cada 1 < p < 00, LP (Q,R") é um espago de Banach.

Demonstracao:

Ver [7], Teorema IV.8.

Proposicao 2.11.13 Para cada 1 < p < oo, L? (Q,R™) é um espago reflexivo.

Demonstragao:
Ver [7], Teorema IV.10.

Proposicao 2.11.14 Para cada 1 < p < o0, LP (4, R™) é um espago separdvel.

Demonstragao:
Ver [7], Teorema IV.13.

Proposicao 2.11.15 Se f € L™ (Q,R") entdo

|f (@) < [flpeo(@rn) gquase sempre em Q.

Demonstragao:
Ver (7], pig. 56.

Seja 1 < p < co. Designamos por p’ o expoente conjugado de p, isto &, % + # =12

Proposigao 2.11.16 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP (,R™) eg € LP (,R™) com 1 < p < oo.
Entdo fg€ L' (L, R) e

[V @a@lde <1l

9l @rm) -

Demonstragao:
Ver (7], Teorema IV.6.

Vejamos uma caso particular desta desigualdade.

Proposigio 2.11.17 Sejam f € LP (,R*) e g € LP (L, R) com 1 < p < oo. Entdo fge L' (L R) e

/Q 1 (2)9/(2) dz < 1 || ey 1910 ey -

Demonstragao:
Sejam f1, ..., f as componentes de f, isto é,

fy=(fi(x),... fa(z)) Vel
Como f € L? (Q,R") entdo cada f; € L? (Q, R).

2Note-se que &
00, sep=1
p = ;;Ll, sel <p<oo

1, S¢ p =00 .
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Pela Proposicdo 2.11.16 e pela defini¢io de norma da soma em R™ , temos

/ F@e@lde = [ (@), fa(@)g(@)ldo
Q Q

[1h@s@lde+ .+ [ i @@l
|filo@ry 19l Lo @my + -+ [ frlo@,r) 19l Loy
(|f1|Lv(n,R) ot |fﬂ|Li'(Q,]R)) |9l Lo ,m) - (2.1)

IA

Pela definicio de norma euclidana e para cada ¢ € {1,...,n} fixado, temos

[filpramy = (/Qlfi(x)lpdz>1/p:(/a< ff(z))pdx)l/p
/Q (\/fl2 () + ... + f2 (5”)>pdx)1/p

(
(/n [(fr @),y Fn (@) d:v) 1/p
(

1/p
/ |f(m>|"dx) — iz - (2.2)

IA

Il

It

Assim, por (2.1) e (2.2), temos

INA

/Q|f($)g(f'3)| dz (|f1|Lx'(Q,]R) +..+ |fnlLv(Q,1R)) |9|LP’(Q,IR)

IA

n | flLere) 1910y -

| |
Proposicio 2.11.18 (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € LP (,R"), para 1 < p < o0, entdo

|f + 9lo@res) S fler@re) 19l @rey s

(/n f Jfgl”>l/p (/Q |f|">l/p + (/ﬂ Ig|P>l/p (1<p< o)

sup ess|f +g| < sup ess|f|+ sup ess|g].
Q 9] Q

isto é,

IA

Demonstracgao:

Ver [50], Teorema 8.10, pag. 129.

3Em R™ definem-se as trés normas equivalentes:

|z| = 1/22 + ... + 22 (norma euclideana)
1 n

fely = lz1] + - + |za] (norma da soma)

|2, = max {|z1], ..., |zn]|} (norma do mdximo).

Demonstragio:
Ver {49], Teorema 15.9.
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2.11.2 Teoremas de representagao

Proposigao 2.11.19 (Teorema de representacdo de Riesz para LP(Q,R"), 1 < p < o0) Seja ¢ €
(LP (Q, R™)), com 1 < p < 0o. Entéo eziste uma tnica fungio u € LP (Q,R") tal que

(p(f)_—_/u(x)f(x)dw Vfe LP(QRY).
Q
Além disso,

|“|Lv'(n,1R") = |5"|(L"(Q,1R"))’ :

Demonstracgao:
Ver (7], Teorema IV.11.

Nota 2.11.20 No que segue identificaremos sempre (LP (Q,R™))" com L? (Q,R™).

Proposicao 2.11.21 (Teorema de representacdo de Riesz para L'(Q,R")) Seja ¢ € (L' (9, R"))'.
Entdo existe uma tdnica fun¢do u € L™ (Q,R"™) tal que

<p(f)=/U(w)f(:v)dx Ve L' (@,R").
Q
Além disso,

lulLoo(n,an) = ‘Sol(Ll(ﬂ,lR"))’ .

Demonstracgao:
Ver (7], Teorema IV.14.

Nota 2.11.22 No que segue identificaremos sempre (L' (©,R™))" com L (Q,R™).

2.11.3 Convergéncias forte, fraca e fraca*

Observacao 2.11.23 Seja 1 < p < oo. Entdo a sucessio (f,) C LP (Q,R") converge fortemente para a
fungéo f € L? (Q,R™) ((fn) — f) se e s6 se

('fn - flLl'(Q,]Ru)) n:oo 0.

Proposicao 2.11.24 Seja 1l < p < oo. A sucesséo (f,) C LP (Q,R™) converge fracamente para a fungdo
feLP(Q,R™) ((fn) — f) se e s6 se

([ ro wae) = [ roved

qualquer que seja a fungdo v € ¥ (2, R™).

Demonstracao:
Ver [22], pag. 17.

Proposicio 2.11.25 Uma sucessdo (f,) C L= (Q,R™) converge fracamente* para a fungdo f € L™= (2, R")

(fa) = f) se e 56 se
(fve0) = o000

qualquer que seja a funcdo 1 € L' (Q,R™).
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Demonstragao:
Ver [22], pdg. 18.

Proposigao 2.11.26 Seja 1 < p < oo e sejam (fp) uma sucessdéo em L? (Q,R"™) e f € L? (2, R™) tais que

(|fk -f LH(Q,R")) —0.

Entéo existe uma subsucessio (f,,) de (fy) tal que

(fa, () = f(z) g5 em .

Demonstracgao:
Ver (7], Teorema IV.9.

2.11.4 Convergéncia em medida

Seja Q um subconjunto limitado ndo-vazio de R™.

Definigao 2.11.27 Sejam f, fi : 2 = R*, k € N. Diz-se que a sucessio (fx) converge em medida em Q para
f se

Jm m* ({z € Q:|fi (z) - f(2)] 2 €}) =0,
onde m* é a medida exterior de Lebesgue.

< oo. Se a sucessio (fr) C LP (2, R™) converge fortemente para f €

Proposicao 2.11.28 Seja 1 < p
f em medida em Q.

<
L? (Q,R™) entdo também (fi) —
Demonstragao:
Ver {37], psg. 88.

2.11.5 Critério de compacidade fraca em L! (2, R")

Recordemos que um subconjunto U de um espago topoldgico diz-se sequencialmente relativamente compacto
quando qualquer sucessdo com termos em U possui uma subsucessdo convergente (cujo limite ndo pertence
necessariamente a U). Vejamos alguns resultados de compacidade para espagos de fungdes. Comecemos por
enunciar o mais importante: o Teorema de Ascoli-Arzela.

Definicao 2.11.29 Uma sucessdo (ui), de fungdes definidas num intervalo de niimeros reais [a,b] com valores
em R, diz-se equilimitada se existe N > 0 tal que |up ()] < N,Vt € [a,b],Vk € N. A sucessdo (u) diz-se
equicontinua sempre que dado € > 0 existe 6 = 6 (¢) > 0 tal que, quaisquer que sejam t',t" € [a,b] verificando
|t' —t"| < 6 e para cada k € N, se tenha |uy (t') — ur ()] < €.

Proposicao 2.11.30 (Teorema de Ascoli-Arzela) Seja (uy) uma sucesséo de funcoes definidas num inter-
valo de ndmeros reais [a,b] com valores em R", equilimitada e equicontinua. Entdo existem uma subsucessdo

(ur,) de (ug) e uma funcdo continua u tais que (ux,) — u uniformemente em [a,b] quando s — oo.

Demonstracgao:
Ver (27], Teorema IV.6.7.

O teorema seguinte (Teorema de Dunford-Pettis) diz respeito a conjuntos de fungdes integréveis em [a, b].
Antes de o enunciar vamos recordar algumas definicoes.

Seja Q := [a, b].
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Definigao 2.11.31 Um conjunto F C L' (Q,R") diz-se fortemente (fracamente) sequencialmente rela-
tivamente compacto se qualquer sucessio com termos em F' contém uma subsucessao fortemente (fracamente)
convergente em L! (2, R™). Se além disso o limite forte (fraco) de uma tal (sub)sucessdo pertence a F diz-se
que F ¢ fortemente (fracamente) sequencialmente compacto.

Definicao 2.11.32 Uma familia F de fungées f € L' (Q,R™) diz-se equiabsolutamente integrdvel se dado
e > 0 existe § = 6(e) > 0 tal que [, |f(t)|dt < €, para toda a funcio f € F e para qualquer que seja o

subconjunto mensurdvel E de Q com m (E) < 6.

Nota 2.11.33 Notemos que qualquer fungdo f € L! (2, R™) é absolutamente integrdvel, isto é, dado € > 0 eziste
6§ =26(f€) >0 tal que [ |f (t)|dt <&, qualquer que seja o subconjunto mensurdvel E de 2 com m (E) < 6.

Proposicio 2.11.34 (Teorema de Dunford-Pettis) Seja F um subconjunto de L' (Q,R™). Entio F ¢é
Jracamente sequencialmente relativamente compacto se e sé se

(i) F ¢é limitado, isto é, ?22”'”9’“‘”) < 400, €

(i1) F é equiabsolutamente integrdvel.

Demonstragao:
Ver [27], Coroldrio IV.8.11.

Proposicao 2.11.35 Seja F' um subconjunto de L' (Q,R™). Entdo F é equiabsolutamente integrdvel se e s6
se eristem uma constante M e uma fungdo © : [0,400) — R (que se pode supor conveza, de classe C! e

estritamente crescente) verificando lir+r_1 %ﬂ = 400, tais que
r—+400

/Q@)(If(t)l)dts M

para qualquer funcéo f € F.

Demonstracgao:
Ver [6] Teorema 2.12.

2.12 Os espagos de Sobolev W!? (0, R")

2.12.1 Definicao e propriedades

Nesta sec¢io, a letra Q denotard um intervalo limitado (a,b) C R.
Seja p um nimero real, 1 < p < oo.

Definicdo 2.12.1 O espaco de Sobolev W1? (Q,R™) é dado por
WhP(Q,R") := {u € LP (Q,R™) : Jv € LP (Q,R™) tal que/ up = —/ vy, Yo € C° (Q,R")}
Q Q

onde C° (2, R™) denota o conjunto das funcdes de classe C™ definidas em Q e com valores em R™, com suporte
4 compacto.

Observagao 2.12.2 A fungdo v diz-se a derivada fraca (ou derivada distribucional) de u.

10 suporte de uma funcio ¢ : @ — R™ &, por definicao, o conjunto

suppy = {t € Q: p(t) # 0}
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Proposicdo 2.12.3 O funcional ||y, g+ : WHP (€, R™) — R dado por

[ulwro@rey = ¥l o@re) + 14 Lo @re)

define uma norma em Wh? (Q,R"), 1 < p < o0.

Demonstragao:
Ver (7], pag. 121.

Proposicao 2.12.4 O espagco WP (Q,R™) é um espaco de Banach para qualquer 1 < p < oo; é reflexivo se
1 < p < oo e é separdvel se 1 < p < oo.

Demonstracao:
Ver (7], Teorema VIIL1.

Proposicio 2.12.5 Seja u € WP (Q,R"). Entdo eziste uma fungio u € C (Q,R") tal que
u =T quase sempre em S,

além disso, verifica-se o Teorema fundamental do cédlculo:
a(x) - (y) =/ o (t)dt Vz,yeQ.
Y

Demonstragao:
Ver [7], Teorema VIIIL.2.

Proposicdo 2.12.6 (Teorema de Densidade) Seja u € WP (Q,R) com 1 < p < +00. Entdo eriste uma
sucessdo (u,) em C (R) tal que upi0 — u em WH? (Q,R). :

Demonstracao:
Ver [7], Teorema VIIL6.

2.12.2 Um teorema de representagao

Proposicao 2.12.7 Seja L € (W'? (Q,R”))'. Entdo existe uma dnica fungdo v = (vy,ve) € LP (Q,R™) x
L? (9, R™) tal que

L(y) = /Q o (&) u(t) dt + L w @ (B dt Yue W (Q,R"). 2.3)

Além disso,

1
7

= min |v1|12p’ 0.R" + |v2|zl),p’ Q.R™ ’
(,R™) (&,R")

1
v

|L|(W1v1'(Q,R”))’ = inf (I’U1|ZLP’(Q,RH) + I’UZIZLP’ (Q,]Ru))

onde o tnfimo é tomado no conjunto de todas as fungdes v = (vy,vy) € LP (Q,R™) x LP (Q,R™) para as quais
¢ vélida a igualdade (5.2.1), qualquer que seja a fun¢do u € WP (Q,R™).

Demonstragao:
Ver [1], Teorema 3.8.
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2.12.3 Convergéncias forte e fraca
Observacgao 2.12.8 Seja 1 < p < co. Uma sucessio (un) C WLP (Q,R™) converge fortemente pare uma
fungéo u € WH? (,R™) ((un) — u) se e 56 se

('“”—“‘W“"(ﬂ,m")) =0

n—oo

Observagao 2.12.9 Seja 1 < p < co. A sucessio (u,) C WP (Q,R™) converge fracamente para a funcdo
u€ WHP (Q,R™) ((u,) — u) se e s6 se

@) (pun®v)d) > fu@w@)d, el @R,

@) (Joun @) (B)dt) — [ou' ¥ (t)dt, Vg€ L¥ (UR™).
Proposicao 2.12.10 Eriste uma constante C (dependendo apenas de m (2) < 0o) tal que
|| oo .y < Cltlwim@uny, Yu€ WHP(Q,R™), V1< p< oo
Além disso, quando Q é limitado, se (u,) — u em WHP (Q,R™) entdo:
(i) se p> 1, existe uma subsucessio (un,) de (up) tal que (un,) — u em L™ (,R");
(1) se p =1, existe uma subsucess@o (un,) de (u,) tal que (un,) — v em LI(Q,R"), 1 < q < co.

Demonstragao:
Ver (7], Teorema VIIL7.

2.13 Fungoes mondétonas

Se X um subconjunto qualquer de R.

Definigao 2.13.1 A fungdo f : X — R diz-se crescente em X (resp. estritamente crescente em X)
quando f (x1) < f(x2) (resp. f(z1) < f(z2)) sempre que T1 < xo. Substituindo o sinal < por > (resp. < por
> ), obtemos a defini¢do de fungdo decrescente (resp. estritamente decrescente) em X.

Qualquer uma destas fungdes diz-se mondtona.

2.14 Funcoes absolutamente continuas

Para funcdes suaves, os conceitos de derivada (no sentido cldssico) e de derivada fraca coincidem. No
entanto, para fungdes nao-suaves, por exemplo para fungdes que sao apenas diferencidveis quase sempre no
sentido cldssico, as duas derivadas podem ser diferentes. A maior classe de fungbes para as quais estes dois
conceitos coincidem ¢ a classe das funcgoes absolutamente continuas.

Definicao 2.14.1 Uma fungio f : (a,b) — R diz-se absolutamente continua se para cada € > 0, existe
§ > 0 tal que para qualquer familia finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois

(ag,B) C (a,b), k=1,...,.N
verificando

N
Z |18h - o‘ki < 67
k=1

se tiver
N
STIF(B) = Flaw)] <.
k=1

A classe de todas as fungdes absolutamente continuas definidas em = (a,b) com valores em R™ serd denotada

por AC (Q,R™).
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Definigao 2.14.2 Uma fungdo u : R DX — R diz-se uniformemente continua se
Ve>036>0Vz,ye X, |lr—y| < b= ju(z) -uy)| <e.

Proposigao 2.14.3 Se u : X — R ¢ uma fungio uniformemente continua entdo para cada a € X' existe
limu(x).

r—a

Demonstracao:
Ver [30], pag. 190.

Proposigao 2.14.4 Qualguer fungdo uniformemente continua u : X — R admite uma extensdo continua
v:X — R, v é a Unica extensio continua de u a X e é umformemente continua.

Demonstracao:
Ver [30], Teorema 18, pag. 192.

Observacio 2.14.5 Qualquer funcéo u € AC(R,R") é uniformemente continua em Q, pelo que podemos
sempre prolonga-la por continuidade a ).

Proposicao 2.14.6 Qualquer fungdo u : @ — R™ que verifiqgue a desigualdade de Lipschitz
u(@)—uv@I <Klz-y| Vz,yeQ
para algum K > 0, é absolutamente continua.

Demonstracao:
Ver [30], pag. 190.

Nota 2.14.7 Por analogia com AC (2, R"™) denota-se por AC™ (2,R™) a subclasse de todas as fungdes
lipschitzianas.

Entao, temos a seguinte proposigéo
Proposicdo 2.14.8 Qualquer fungdo lipschitziana u : X — R é uniformemente continua.

Demonstracao:
Ver [30], psg. 190.

Proposicao 2.14.9 Se u,v € AC (Q,R™) o mesmo acontece com a fungdo soma u+ v : @ — R™ definida por
(u +v) () :=u(z) + v (x).

Demonstracao:

Ver [25], pag. 461.
Proposicao 2.14.10 Tem-se
AC (Q,R™) = Wh (Q,R™).

Mais precisamente, qualquer funcio u € AC (2, R™) possui derivada cldssica [u'] em quase todos os pontos de
Q, [«'] € L' (Q,R"™) e [u'] é a derivada fraca de u. Reciprocamente, qualquer funcio v € WH1(Q,R™) 6, a
menos de uma modificacdo num conjunto de medida nula, uma fungdo absolutamente continua. Finalmente,
u € AC (Q,R™) se e s6 se u é diferencidvel, no sentido cldssico, em quase todos os pontos de 2, [u’] € L! (Q,R™)
e verifica-se o teorema fundamental do cdlculo, isto é, para quaisquer x,y € Q, tem-se

w(@) - u( /[u )] dt.
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Demonstracgao:
Ver [6], Teorema 2.17.

Proposicao 2.14.11 Se g € L' (Q,R™), e para cada = € (a,b)

fz):= / g (t)dt,
entdo f é absolutamente continua e [f' (z)] = g (z) quase sempre em (a,b).

Demonstracao:
Ver [6], Teorema. 2.32.

Proposigio 2.14.12 Uma fungdo f € L™ (Q,R") pertence a W™ (Q,R™) se e s6 se existe uma constante C
tal que

|f () = f W) < Clz —y|, para quase todos z,y € Q2.

Demonstragao:
Ver {7], Corolério VIIIL4.

Proposigio 2.14.13 Seja f : Q@ — R uma fungdo conténua e diferencidvle em Q. Se existe K € R tal que
|f' (z)] < K para qualquer x € Q entdo tem-se

f(@)-fW| <Klz—yl Vr,yec

Demonstragao:
Ver (30}, pag. 215.

Proposicao 2.14.14 Sejam g: [a,b] — R e f : [¢,d] — R fungdes absolutamente continuas. Se g é mondtona
e se g([a,b]) C [c,d] entdo fog:[a,b] = R é uma funcdo absolutamente continua.

Demonstragao:
Ver [25], pag. 462.

2

Proposigao 2.14.15 Se g ¢ mondtona em [a,b] e se f é absolutamente continua em [c,d] entdo f o g tem
derivada finita quase sempre em [a,b] e verifica-se a regra da cadeia

(fog) (t)=f(gt) g (t) gsem [a,b].

Demonstracao:
Ver [47], Corolério 4.

Proposicio 2.14.16 Seja z : [a,b] — R uma fungdo absolutamente continua. Entdo x é uma fungdo crescente
se e so se x’' (t) > 0 gs em [a,b)].

Demonstragao:
Se existe =’ (£) entdo z’ (£) > 0 pois

z (t) —z(t)

_ > t £t
20 Wt

Reciprocamente, se x’ (t) > 0 para quase todo ¢ € [a, b] entdo, para quaisquer t1,t € [a,b] com t; < t3,

x(tl)—x(t2)=/at' z’(t)dt—[ltz:c'(t)dt:—(Lt2a:’(t)dt—[1tlx’(t)dt> :—Atza:’(t)dtgo.
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Proposi¢do 2.14.17 Set(s), a < s < b, t(a) =c¢,t(b) =d, é uma fun¢do absolutamente continua crescente,
entdo a fungdo inversa s(t), c <t < d, de t(s), existe, é continua e absolutamente continua em [c,d] se e s6 se
' (s) > 0 quase sempre em [a, b).

Demonstracao:
Ver (9], pag. 438.

Proposicio 2.14.18 Sejaz: X CR — Y C R uma funcio derivével ema € XNX' 5. Suponhamos que existe
y=z"1:Y — X continua em b = z(a). Entdo y é derivdvel em b se e s6 se x’ (a) # 0. No caso afirmativo
tem-se
1

o (a)’

Y (b) =

Demonstragao:
Ver [30], pag. 206.

Assim temos a seguinte proposigao

Proposigao 2.14.19 Se z : [a,b] — [c,d] é uma funcdo absolutamente continua e tal que z'(t) > 0 quase
sempre em [a,b] entdo existe inversa 7! : [c,d] — [a,b] e é absolutamente continua. Além disso, em qualquer
ponto T onde existe z' (t) (# 0) existe (m'l)' (z (%) e

2.15 Conjuntos convexos

Seja V em espago vectorial real.

Definicao 2.15.1 Se u; e ug séo dois elementos de V, u; e ug dizem-se 0s extremos do segmento de recta
denotado por [u1, ug], onde

[ug,ug] :={Au; + (1 = Aug: 0 < A< 1}

Definicdo 2.15.2 Um conjunto A C V diz-se convexo se para qualquer par (u;,us) de elementos de A, o
segmento [u1, ug] estd contido em A. Por outras palavras, A é convezo se para quaisquer uy,up € Ae0<A<1
tem-se

Aug + (1= Aug € A.

Proposigao 2.15.3 Sejam Ky, Ky C V conjuntos convezos e seja o um nimero real. Entdo os conjuntos aK;
e Ky + Ky sdo conjuntos convexos.

Demonstracao:
Ver [27], Lema V.1.4.

Definigdo 2.15.4 Dados m pontos em V', qualquer ponto u da forma

U= Mu1 + Agug + ... + At

Mtd+ ot A =1,

diz-se uma combinagdo convexa de uy,us, ..., Up,.

5 Representa-se por X/ o coujunto dos pontos de acumulacio de X.
Dizemos que um ponto a € R ¢ ponto de acumulagio do conjunto X se, para qualquer € > 0, o intervalo (a — €,a + €) contém
pelo menos um ponto z € X diferente de a.
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Proposicao 2.15.5 Se V é um espaco vectorial topoldgico, o fecho e o interior (possivelmente vazio) de um
conjunto convexo A C V sdo conjuntos convezxos.

Demonstracao:
Ver [27], Teorema V.2.1.

Defini¢ao 2.15.6 Dado um qualquer subconjunto A de V, designa-se por coA (ou co (A)) o mais pequeno
conjunto convexo em V contendo A. O conjunto co (A) diz-se o invdlucro convexo de A.

Definicao 2.15.7 Seja V um espago vectorial topoldgico e A um qualquer subconjunto de V. Entdo a inter-
secgdo de todos os conjuntos convexos fechados contendo A é o mais pequeno conjunto convezo fechado contendo
A e é o fecho do invdlucro convexo de A (e ndo o invélucro convezo do fecho de A). Este conjunto diz-se o
invélucro convexo fechado de A e designa-se por o A.

Proposicao 2.15.8 Se A é um subconjunto limitado de R™, entdo €@ A = co A. Em particular, se A é fechado
e limitado entdo co A é fechado e limitado.

Demonstragao:

Ver [43], Teorema 17.2.

2.16 Funcoes convexas
2.16.1 Definicao
Seja V um espago vectorial real.

Defini¢ao 2.16.1 Uma fungio F definida num subconjunto convezo A de V' com valores em [—o0, +00] diz-se
convexa em A se para quaisquer u,v € A,

FOu+(1-XNv)<AF(u)+(1-X)F(v), Ae€l0,1], (2.4)
sempre que o membro direito da desigualdade esteja definido.
Nota 2.16.2 A desigualdade anterior deverd portanto ser vdlida, a néo ser que se tenha F (u) = —F {(v) = to0.
Definigao 2.16.3 Uma fungdo F : A — [—00,+00] diz-se cOncava se —F é conveza.
Definigao 2.16.4 Seja F uma aplicagio de V em [—o00, +00]. O conjunto

dom F:={ueV:F(u) <+oo}
diz-se 0 dominio de F.
A seguinte proposicao sai imediatamente das defini¢des de fungio convexa e de dominio.

Proposigao 2.16.5 O dominio de uma fung@o convexa é um conjunto convezo.

Proposicao 2.16.6 Se F é convexa entdo para qualquer conjunto finito uy,...,u, de elementos de A e para
qualquer familia A1, ..., A, de niimeros reais positivos com soma unitdria, tem-se

F (i: )\iui> < i)\zF (ui),
i=1 i=1

sempre que 0 membro direito desta desigualdade esteja definido.

Demonstragao:

Ver (28], pag. 7.



40 2. PRELIMINARES

Proposicio 2.16.7 (Desigualdade de Jensen) Sejam Q C R um conjunto aberto limitado, u € L' (4, R) e
f: R — R uma fungdo convera. Entdo

f(;lﬁ/nu(z)dx) Sﬁ/gf(u(m))dw
Demonstracao:

Ver [22], Teorema 2.2, pag. 29.
Definicao 2.16.8 O epigrdfico de uma fungio F : V — [—o00,+00] € o conjunto
epi F :={(u,a) €V xR: F(u) <a}.

Proposigio 2.16.9 Uma funcio F : V — [—00,400| é conveza se e s6 se o seu epigrifico é um conjunto
convezo.

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Proposicéo 2.1.

Nota 2.16.10 A proposigio anterior é muitas vezes usada como definicio de funcdo convera, dado que na
desigualdade (2.4) pode ter-se, no membro direito, a expressdo 0o — 0o.

Proposigio 2.16.11 Se F : V — [—00, +00] é uma fungdo convera e A é um nimero real positivo, entdo AF
é uma funcdo convexa.

Demonstragao:
Ver [28], capitulo I, Proposigao 2.2.

Proposicdo 2.16.12 Se F,G : V — [—00, +00] sdo fungées convexas, entdo F'+G ¢é convera. Convencionamos

que (F + G) (u) = +o00 se F (u) = -G (u) = £oo.

Demonstragao:
Ver [28], capitulo I, Proposicao 2.2.

Proposicao 2.16.13 Se (F;),.; € uma qualquer familia de fungdes converas de V em [—o0,+00] entdo o seu

supremo pontual F = supF; é uma funcdo convera.
el

Demonstragao:
Ver [28], capitulo I, Proposicao 2.2.

Proposicdo 2.16.14 Seja A C V. A fungdo indicatriz de A

0 seu€ A
b4 (u):=
+oo seu¢ A

é convera se e s6 se A é um conjunto convexo.

Demonstracao:
Ver [43], pag. 28.

Daqui e da Proposi¢ao 2.16.12 resulta que

Proposicao 2.16.15 Se F é uma fungdo de A C V em R, entdo pode-se associar-lhe uma fungéo F definida
em V por

5 F(u) seue A
F(u):=
+oo  seu¢ A

Assim, F é conveza se e s6 se A é convexo e F: A — R é conveza.
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Definicao 2.16.16 Sejam A um subconjunto convezo de V e F uma aplicacio de A em R. Diz-se que F é
estritamente convexa se é convera e a desigualdade estrita de (2.4) é verificada para quaisquer u,v € A tais
que u # v e para qualquer X € (0,1).

Proposigao 2.16.17 Se F : V — [—o00, +00] é uma fungdo estritamente conveza, entdo F' tem quando muito
um ponto de minimo em V.

Demonstragao:
Ver (23], Proposigio 1.20.

Definicao 2.16.18 Uma fungio conveza F : V — [—o0, +00] diz-se prépria se o seu epigrifico é ndo-vazio e
ndo contém rectas verticais, isto €, se F' nunca toma o valor —oc e ndo é identicamente igual a 400.

Assim, F' é uma funcio convexa prépria se o conjunto convexo C = dom F é nio-vazio e a restricio de F
a C' é uma fungdo com valores finitos. Por outras palavras, uma funcio convexa prépria em V é uma funcéo
obtida tomando uma fungédo real convexa num subconjunto convexo e nio-vazio de V e prolongando-a a todo o
V pondo F (u) = +o0 para u ¢ C.

Definigao 2.16.19 Uma fungdo convera que ndo é prépria diz-se imprépria.
Proposicao 2.16.20 Se F' é uma fungio conveza imprdpria entido F (u) = —oo, qualquer que seja o u €
int (dom F). Assim, qualquer fungdo convera imprdpria é necessariamente infinita, excepto talvez, nos pontos

da fronteira do seu dominio.

Demonstragao:
Ver [43], Teorema 7.2.

Proposicao 2.16.21 Sejam 2 C R um intervalo aberto e f : @ — R uma funcdo de classe C2, isto é, f é duas
vezes continuamente diferencidvel no intervalo (). Entdo f é convexa se e sd se a sua sequnda derivada, f", é

ndo-negativa em I.

Demonstragao:
Ver [43], pag. 227.

Observacao 2.16.22 Notemos que se f" (z) > 0 qualquer que seja o x € Q entdo f é estritamente convera
em ).

2.16.2 Continuidade

Nesta seccao enunciaremos apenas resultados de continuidade de funcgdes convexas definidas em R™.
Proposigao 2.16.23 Qualquer fungdo convexa f definida em R™ é continua no interior do seu dominio.

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Coroldrio 2.3.

Consequentemente:
Proposicao 2.16.24 Qualquer fungdo convezxa finita f definida em R™ é continua.

Definicao 2.16.25 Seja X um subconjunto de R™. Uma fungdo f : X — [—o0, +00| diz-se lipschitziana (em
X ) sempre que, para algum real ndo-negativo K, se tiver

If (@) - (@) < K|z - 2| (2.5)

quaisquer que sejam os elementos x e ' de X.
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Definicao 2.16.26 Diz-se que f é lipschitziana numa vizinhanga de x se existirem ¢ > 0 e K > 0 tais
que f satisfaz a condigdo de Lipschitz (2.5), no conjunto x + eB, onde B denota a bola aberta unitéria em R™
(assim x + B ¢é a bola aberta de raio € e centro x).

Proposigao 2.16.27 Qualquer fungdo convexa f definida em R™ é localmente lipschitziana no interior do
seu dominio. Isto é, é lipschitziana numa vizinhanga de cada ponto zo € int(dom f). Consequentemente, é
lipschitziana em qualquer subcongunto compacto de int (dom f).

Demonstragao:
Ver [40], Teorema A.

Proposicao 2.16.28 Seja f : R™ — [—00, +00] uma fungdo conveza propria e seja X C R™ tal que f é limitada
inferiormente por o em X. Se existe ¢ > 0 tal que f é limitada superiormente por 3 em X + ¢B entdo f ¢é

lipschitzana em X com constante K := (f — &) /e.

Demonstracgao:
Ver [44], pag. 360.

Proposigao 2.16.29 Seja 2 := (a,b) C R. Qualguer fungdo lipschitziana u : @ — R™ possui derivada cldssica
[u) e derivada distribucional v’ em quase todos os pontos de Q, e sio iguais quando vistas como fungdes de
L (Q,R™). Em particular, u pertence a todos os espagos de Sobolev W' (Q,R™).

Demonstragao:

Ver [6], Coroldrio 2.23.

Observagao 2.16.30 Note-se que da proposicio anterior resulta que se u : Q@ — R™ ¢é lipschitziana, entdo
u € WH>® (Q,R™). Na realidade também temos a reciproca (ver Proposicdo 2.14.12).

2.17 Fungoes semicontinuas inferiormente
2.17.1 Definicao
Seja V' um espago vectorial real topolégico localmente convexo.
Definigdo 2.17.1 Uma fungio F : V — [—00, +o0| é semicontinua inferiormente num pontoxr €V se

F(z) < li}{nian (zn)

para qualquer sucessdo (xp) C V convergente para x € V. A fungdo F é semicontinua inferiormente
(abrevia-se sci) em V se F é semicontinua inferiormente em cada ponto x € V.

Definicao 2.17.2 Uma fungdo F diz-se semicontinua superiormente (scs) se —F é semicontinua infe-
riormente.

Observagao 2.17.3 Uma funcdo é continua se e sé se é simultaneamente semicontinua inferiormente e supe-
riormente.

A seguinte proposigio segue directamente da defini¢ao.

Proposicao 2.17.4 Uma fungdo F : V — [—00,+00] é semicontinua inferiormente num ponto a € V se e 56
se para cada A < F (a) existe uma vizinhanca U de a tal que A < F (u), Vu e U.

Demonstragao:
Ver [10], capitulo II, Proposicéo 7.2.

Proposicao 2.17.5 As seguintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) F:V — [—00,+00] é semicontinua inferiormente;
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(ii) qualquer que sejat € R, o conjunto {x € V : F () >t} é aberto;
(i) qualquer que sejat € R, o conjunto {x € V : F (x) <t} é fechado;
(iv) epi F é um subconjunto fechado de V x R.

Demonstragao:
Ver {10], capitulo II, Proposicdes 8.1 e 8.3.

Proposicao 2.17.6 Seja (F;);c; uma familia de fungdes semicontinuas inferiormente definidas em V com
valores em [—00,+00|. Entdo a fungdo F : V — [—00,+00| definida por F (z) = supF; (z) é semiconttnua
el

inferiormente. Se I é finito, entdo a fun¢do G : V — [—o0, +00] definida por G (z) = igGi (z) é semiconttnua
2
inferiormente.

Demonstragao:
Ver [10], capitulo II, Teorema 8.6.

A seguinte afirmacéo segue directamente da definigio.

Proposigao 2.17.7 Se F e G séo fungdes semicontinuas inferiormente definidas em V' com valores em [—00, +00]
e se F+G estd bem definida em V (isto é, (—oo,+00) # (F (z),G (z)) # (400, —0) qualquer que sejaoz € V),
entio F + G é semicontinua inferiormente.

Proposicao 2.17.8 Seja U C V. A fun¢do indicatriz de U

0 seueclU
bu (u) =
+oo seu¢U

é semicontinua inferiormente se e sé se U é um conjunto fechado.

Demonstracgao:
Ver (28], pag. 10.

Daqui e da Proposigao 2.17.7 resulta que

Proposicao 2.17.9 Se F ¢é uma fungdo de U C V em R, entdo pode-se associar-lhe uma fungdo F definida
em V por

F(u) seuelU

+oo  seugU.

Assim, F é semicontinua inferiormente se e sé se U é um conjunto fechado e F é semicontinua inferiormente.

Proposigio 2.17.10 Seja F : V — [—00,+00] uma fungdo convera. Entdo F é semicontinua inferiormente
na topologia forte de V se e s6 se é semicontinua inferiormente na topologia fraca de V.

Demonstragao:
Ver (23] Proposigéo 1.18. -

Proposigao 2.17.11 Seja E um espago compacto e seja F uma fungdo definida em E com valores em [—o0, +00].
Suponhamos que F é semicontinua inferiormente. Entdo existe pelo menos um ponto a € E tal que

F(a) = inf F(2).
(@) = inf F (2)
Analogamente, se F' é semicontinua superiormente, erxiste pelo menos um b € E tal que

F(b) = supF ().
z€E

Demonstragao:
Ver [10], capitulo IT Teorema 10.1.
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2.18 TI'-Regularizacao
Seja V um espago vectorial real topolégico localmente convexo.
Definicdo 2.18.1 Uma fungdo afim continua definida em V é uma funcdo do tipo
v(u) =1(u) + a,
onde | é um funcional linear continuo e o € R.

Definicao 2.18.2 O conjunto das fungées F : V — [—00, +-00] que sGo pontualmente o supremo de uma familia
de funcées afins continuas serd designado por I' (V). A expressio I'g (V) designard o subconjunto de I' (V') das
fungédes de T' (V) nédo identicamente iguais a +oo.

Proposicao 2.18.3 As seguintes afirmacgdes sdo equivalentes.
(i) FeT(V);

(i1) F é uma fungio conveza semicontinua inferiormente de V em [—00,+00| e se F toma o valor —oo nalgum
ponto de V, entdo F é identicamente igual a —oo.

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Proposigao 3.1.

Proposicao 2.18.4 Sejam F e G duas fungdes definidas em V com valores em [—o0,+00]. As seguintes
afirmagées sio equivalentes:

(i) G é pontualmente o supremo das fungoes afins continuas, minorantes de F;
(it) G é a maior fung¢do minorante de F em I' (V).

Demonstragao:
Ver (28], pag. 15.

Definicio 2.18.5 Nas condicdes da proposi¢io anterior, G diz-se a I'-regularizagao de F.
Nota 2.18.6 Em particular, se F € T'(V), entdo F coincide com a sua I'-regularizacdo.

Proposigao 2.18.7 Seja F : V — [—00,+0| e G a sua I'-regularizag¢io. Se existe uma fungdo afim continua
minorante de F entdo

epi G = Coepi F,

onde coepi F denota o invdlucro convexo fechado do conjunto epi F, isto é, o mais pequeno conjunto convezo
fechado que contém o epigrifico de F.

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Proposicao 3.2.

Proposigao 2.18.8 Seja F: V — [—00,4+0] e G a sua I'-regularizagdo. Entdo
(i) G F<F,
e
(ii) se F é convera e admite uma funcdo afim continua como minorante, entdo F=G.

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Proposi¢éo 3.3.
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2.19 Funcgoes polares
2.19.1 Definicao

No que segue, V é um espaco vectorial real topolégico localmente convexo e V'’ denota o seu dual, isto &, o
conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em V.
Seu* € V' eu €V, em vez de u* (u), escrevemos como é habitual, (u,u*).

Seja F' uma fungéo de V em [—o0,+00]. Se u* € V' e o € R, a fungdo afim continua
u— (y,u") —«a
¢ minorante de F' em V se e s6 se
a> {u,u*)—F(u),YueV
ou, se definirmos

F* (u*) := 31615 (u,u*) — F(u)}, (2.6)

se e s6 se
a> F* (u*).

Defini¢do 2.19.1 Se F: V — [—o0, +00|, a formula (2.6) define uma fungdo de V' em [—oco,+00], designada
por F* e denominada a fung@o polar (ou fungdo conjugada) de F.

Nota 2.19.2 Em (2.6) podemos restringir-nos aos u € dom F':

F*(u*):= uesl}llll?n . {{u,u*y — F(u)}. (2.7

Assim, a func¢io F* é pontualmente o supremo da familia de fungdes afins continuas (u, ) — F (u), u € dom F,
de V' em [—o0, +00], pelo que:

Proposicao 2.19.3 A funcio F* € T'(V'). Em particular, F* é convexza e semicontinua inferiormente.
Proposicao 2.19.4 A funcdo conjugada de F', F*, é propria se e s se F' é propria.

Demonstragao:
Ver [43], Teorema 12.2.

Observacgao 2.19.5 De (2.7) resulta que
(u,u*) < F(u) + F* (u*) Vué€ domF, Yu* €V'.

Os pares que satisfazem a igualdade constituem o gréfico de uma multifungdo, 5F, denominada o subdiferencial
de F.

Proposigao 2.19.6 Seja F:V — [—00,+00] e F* a sua polar. Tem-se:
() F(0) = — inf F(u);
(it) se F < G entio F* > G*;

(tii) (11€1§FL) = supF}* para qualquer familia (F}),c; de fungdes definidas em V';
’ iel

(iv) <SupFi) < il€1§Fi* para qualquer familia (F;),c; de funcdes definidas em V;
i€l i
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(v) (AF)" (u*) = AF* (s;—) YA > 0;
(vi) (F+a)* = F* - a,Ya € R;
(vii) (Fo)* (u*) = F* (u*) + (a,u*), onde F, (v) := F (v —a) para cada a € V.

Demonstracao:
Ver [28], pag. 17.

2.19.2 Bipolares

Definicéo 2.19.7 Seja F uma funcdo definida em V e com valores em [—o0,+00]. A fungéo bipolar de F,
notada por F**, é a fungdo F** : V — [—o00,+00| definida por

F** (u) := sup {(u,u*) — F*(u*)}.
u*ev’

Observagao 2.19.8 Se F : V — [—o00, +00] entio F** € T' (V). Em particular, F** é conveza e semicontinua
inferiormente.

Proposicao 2.19.9 Seja F uma fungdo de V em [—00, +00]. Entdo a sua bipolar F** é a sua I'-reqularizacio.
Em particular, se F € ' (V) temos F = F**.

Demonstracao:
Ver (28], capftulo I, Proposigao 4.1.

2.20 Subdiferenciabilidade
2.20.1 Definicao

Sejam V' um espago vectorial topoldgico localmente convexo, V’ o seu dual e F' uma aplicacio de V em
[—o0, +00].

Definigao 2.20.1 Uma fungdo afim continua l, minorante de F, é exacta no ponto u € V sel(u) = F (u).
Necessariamente, F'(u) serd finito e [ terd a forma:
l(v) = (v—u,u") + F(u) = (v,u”) + F (u) — (u,u*).
Por outro lado, [ é necessariamente maximal: o termo constante é o maior possivel, logo
F(u) — (u,u*) = —F* (u").

Definicao 2.20.2 Uma funcdo F' de V em [—o0,+00| diz-se subdiferencidvel no ponto u € V se existe uma
fungdo afim continua minorante de F exacta em u. O declive u* € V' de uma tal fungdo minorante diz-se um
subgradiente de F' em u. O conjunto dos subgradientes de F' em u diz-se o subdiferencial de F em u e é
notado por OF (u). '

Nota 2.20.3 Se F ndo é subdiferenciduel em u entdo F (u) = (.

Assim, temos a seguinte caracterizacdo para o subdiferencial:

Proposigao 2.20.4 Seja F: V — [—o0, +00]. Entiou* € oF (u) se e s se F (u) é finito (isto é, seu € dom F)
e

(v—u,u")+F(u)<F(v), WwevV.



2.20. SUBDIFERENCIABILIDADE 47

Demonstragao:
Ver (28], pag. 21.

Proposigao 2.20.5 Tem-se:
(i) se OF (u) # 0 entdo F (u) = F** (u);
(i) se F(u) = F** (u) entdo dF (u) = F* (u).

Demonstracgao:
Ver (28], pdg. 21.

Proposigao 2.20.6 Seja F uma fungdo de V em [—o0, +00] e F* a sua polar. Entdo u* € oF (u) se e s6 se
F(u)+ F* (u*) = (u,u").

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Proposicéo 5.1.

Proposicdo 2.20.7 Seja F uma fungio de V em [—00,+00|. O conjunto oF (u) (possivelmente vazio) é
convezo e o (V,V')-fechado em V.

Demonstragao:
Ver [28], capitulo I, Coroldrio 5.1.

Daqui resulta que:

Proposigao 2.20.8 Se f: R" — [—00, +00] é uma funcdo convera entdo para cada x € R™, o conjunto af (z)
(possivelmente vazio) é convero e fechado em R™.

No entanto temos o seguinte resultado

Proposigao 2.20.9 Seja f: R™ — [—00, +00] uma fungdo propria conveza. Para x ¢ dom f, af (z) € vazio e
Af (z) é um congunto limitado e ndo-vazio se e s6 se x € int (dom f) .

Demonstracao:

Ver [43], Teorema 23.4.
Proposicao 2.20.10 Para qualquer fungio F de V em [—o00,+00] temos
u* € OF (u) = u € OF* (u*).
Além disso, se F € I'(V), isto é, se F é conveza e semicontinua inferiormente, entio
u* € OF (u) & u € OF* (u*).

Demonstracao:
Ver (28], capitulo I, Corolério 5.2.

Propogigéo 2.20.11 Seja F uma fungdo conveza de V' em [—o0,+00|, finita e contfnua num ponto u € V.
Entdo OF (v) # 0 qualquer que seja o v € int (dom F); em particular, OF (u) # (.

Demonstracgao:
Ver [28], capitulo I, Proposigdo 5.2.
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2.20.2 Cadlculo subdiferencial

A seguinte proposic¢io segue imediatamente da definicdo de subdiferencial.
Proposicao 2.20.12 (i) Sejam F : V — [—00,+00] e A > 0. Para cada elemento u de V tem-se
JF (Au) = A3F (u) .
(i1) Sejam Fy e Fy fungées de V em [—o00,+0]. Entdo qualquer que seja u € V, tem-se
8(Fy + F3) (u) 2 0F; (u) +0F; (u) YueV.

Proposicao 2.20.13 Se Fy e Fy sio elementos de T' (V) e se existe um ponto i € dom Fy Ndom Fy onde Fy é
continua, entao

(F + F2)(u) = 0F (u) + 0Fy (u) VYueV.

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Proposi¢io 5.6.

2.20.3 Relagao com a diferenciabilidade & Gateaux

Defini¢do 2.20.14 Seja F uma fungdo de V em [—o00,+00|. Se existir o limite

lim F(u+ )~ F(u)
210 A

H

este diz-se a derivada direccional de F em u na direccdo v, e denota-se por F' (u;v).
Se existe u* € V' tal que

F' (u,v) = (v,u*) WweV

diz-se que F ¢ diferencidvel @ Gdteaux em u e que u* é a derivada de Gateaux de F no ponto u, designada’
por F' (u).

Observagao 2.20.15 A derivada de Géteauzx de F no ponto u, se existe, é dnica e caracteriza-se por

Lm F(u+ ) — F(u)
Al0 A

=(v,F'(u)) VeV

Observacgao 2.20.16 Se V = R" entdo os conceitos de diferenciabilidade e diferenciabilidade @ Gdteauz coin-
cidem:

Se f:R™ — [—o0,+00] ez € R™ é um ponto onde f é finita, dizemos que f é diferencidvel em x se existir
um vector x* € R™ (necessariamente tnico) tal que

f(z) = f(2) +(z—z,2%) +o(|z - z]),

isto €, tal que

i L) = (@) = (2= 2,7)

2z |z — x|

=0.

Um tal x*, se existe, diz-se o gradiente de f em x e é notado por Vf (x).
Suponhamos que f é diferencidvel em x. Entdo, por defini¢do, para cada y € R", y # 0, temos

0 = lim fl+Xy) - fx) - Qw,Vf(z)) _ ' (=y) - (y,Vf(x)).
A0 Ayl lyl
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Donde f' (z;y) existe e é uma fungdo linear em y :

f'(zy) =, Vf(z)) VyeR™

Em particular, parai =1, ...,n,

(s, Vf (2)) = lig L&) = (@) _ OF

Al0 |yl o =),

onde e; é o vector que constitui a i-ésima coluna da matriz identidade n X n, e £; denota a i-ésima componente
de . Daqui resulta que

Vi(z) = (gg; x),...,%(x)).

Proposicio 2.20.17 Se f é uma fungdo conveza prdpria definida em R™ entdo o conjunto D (f), dos pontos
onde f é diferencidvel, é um subconjunto denso de int (dom f) e o seu complementar em int(dom f) é um
conjunto de medida nula. Além disso, a fungdo Vf :z — Vf(x) é uma fungdo continua em D (f).

Demonstracao:
Ver {43], Teorema 25.5.

Proposicao 2.20.18 Seja F um ﬁmg:g"o conveza de V em [—o0,+00]. Se F é diferencidvel & Géteauz em
u € V entdo é subdiferencidvel em u e OF (u) = {F’ (u)}.

Demonstragao:
Ver [28], capitulo I, Proposigéo 5.3.

Das Proposigoes 2.20.17 e 2.20.18 resulta que:

Proposigao 2.20.19 Se f : R* — R ¢é uma fungdo convexa entdo f é diferencidvel em quase todo o ponto
u € R™. Além disso, tem-se Of (u) = {Vf (u)}, qualquer que seja o u onde f é diferencidvel.

A convexidade de uma funcédo diferencidvel & Gateaux pode ser caracterizada da seguinte forma:

Proposicao 2.20.20 Seja F uma fungdo diferencidvel & Gdteaux definida num conjunto convero A C 'V, com
valores em R. Entdo as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) F é convera em A;

(i) F(v) > F(u) + (F' (u),v—u), Yu,ve A

Analogamente, sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:
(itt) F é estritamente conveza em A;
(iv) F(v) > F(u)+ (F' (u),v—u), Vu,v€Au#v.

Demonstracgao:
Ver [28], capitulo I, Proposigao 5.4.

Proposicao 2.20.21 Seja F uma fungdo diferencidvel & Gdteaux de A C V, A convexo, em R. Entdo F é
conveza se e s6 se a sua derivada F' é uma aplicacGo mondtona de V em V', isto é, se

(ug —ug, F' (u1) — F' (uz)) 20  Vuj,uz € A

Demonstragao:
Ver (28], capitulo I, Proposicéo 5.5.
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2.21 Gradientes generalizados

2.21.1 Definicao

Nesta secgdo consideraremos apenas fungoes definidas em R™.
Recordemos que

Proposicao 2.21.1 Qualquer fungdo lipschitziana num subconjunto aberto de R™ é diferencidvel quase sempre
nesse conjunto.

Notemos por D {f) o conjunto dos pontos de diferenciabilidade de f.

Definicao 2.21.2 Seja f : R® — [—00, +00] uma fungdo lipschitziana numa vizinhanga de um ponto z. O
gradiente generalizado de f em x é dado por

of (z) = co{l_l_iglc)Vf (%:) : (z3) » 2,2, € D(f),VieNe (Vf(x:)) com)erye}.

Proposigao 2.21.3 Seja f : R® — R uma funcdo lipschitziana numa vizinhanga de um ponto =, com constante
de Lipschitz K. Entdo Of (x) é um subconjunto de R™ ndo-vazio, convexo e compacto. Além disso, para cada

£ € 3f (x), temos |{| < K.

Demonstragao:
Ver [13], Proposigéo 2.1.2.

Desta proposigdo e atendendo a que qualquer fun¢io convexa é localmente lipschitziana no interior do seu
dominio (Proposigao 2.16.27) resulta que:

Proposicao 2.21.4 Se f : R* — [~00,+00| é uma fungdo conveza entdo para cada z € int (dom f), o conjunto
Of (z) é um subconjunto ndo-vazio, convero e compacto de R™.

No caso de f tomar apenas valores finitos temos a seguinte

Proposicao 2.21.5 Se f : R® — R é uma fungdo conveza entdo qualquer que seja o x € R™, 8f (z) é um
subconjunto ndo-vazio, convexo e compacto de R™. :

Proposicao 2.21.6 Seja f : R® — R uma fungdo lipschitziana numa vizinhanga de z. Entdo a multifuncdo
Of é semicontinua superiormente em x, isto é, para cada € > 0 existe § > 0 tal que

of (') c 8f(z)+eB V2’ € z+6B.

Demonstracao:
Ver [13], Proposigdo 2.1.5.

Proposigao 2.21.7 Seja f : R™ — R uma fungdo lipschitziana numa vizinhanga de cada ponto de um subcon-
Junto convero U de R™. Entdo f é convexa em U se e sé se a multifuncdo Of é mondtona em U, isto é, se e
86 se quaisquer que sejam r,2’ € U,

(x—2',6-€)>0 VEedf(z), V¢ edf (z').

Demonstragao:
Ver [13], Proposigdo 2.2.9.

Definigao 2.21.8 Diz-se que a fungdo f: R — R" admite derivada estrita em z, um funcional linear con-
tinuo notado por D, f (z) se, para cada v,

fly+tv)— f(y)

y—x t

= (Dsf(x) av> )

e a convergéncia é uniforme para v em conjuntos compactos.
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Proposicao 2.21.9 Se f é continuamente (Gdteauz) diferencidvel em x, entdo f é estritamente diferencidvel
em x e portanto lipschitziana numa vizinhanga de x.

Demonstragao:
Ver [13], Coroldrio da pig. 32.

Proposicao 2.21.10 Se f é estritamente diferencidvel em x entdo f é lipschitziana numa vizinhanca de x e
Of (x) = {Dsf(z)}. Reciprocamente, se f é lipschitziana numa vizinhanga de x e Of () = {£} entdo f é
estritamente diferencidvel em x e Dsf (z) = €.

Demonstragao:
Ver [13], Proposigéo 2.2.4.

Defini¢do 2.21.11 Diz-se que a funcdo f é regular em x se, para cada v, existe f' (z;v) e f' (x;v) = fO(z;v),
onde

f° (z;v) = limsupf(y+tv) - f)

y— ¢
t10

é a derivada direccional generalizada de f em x sequndo o vector v e onde

g o) — L LET )~ f (@)
f(x)v)_ltllrg t

é a derivada direccional de f em x segundo o vector v.

Proposicao 2.21.12 Suponhamos que f é uma fungdo lipschitziana numa vizinhanga de x. Se além disso, f
é conveza entdo é reqular em .

Demonstragao:
Ver [13], Proposicio 2.3.6.

Proposicdo 2.21.13 Seja f : R® x R™ — R uma fungdo lipschitziana prézimo de um ponto (x1,x2). Se f é
regular em (x1,x2) entdo .

Of (z1,72) C Oz, f (%1, 22) X O, f (x1,22) .

Demonstragao:
Ver (13|, Proposicao 2.3.15.

Proposigao 2.21.14 Seja f: R™ x R™ — R uma fungdo lipschitziana numa vizinhanga convexa U X V' de um
ponto z = (o, 3), e suponhamos que, para cada o’ prézimo de «, a fungdo f{a’,-) é convera em V. Entdo
w € 0o f (a0, B) sempre que (z,w) € Of (z).

Demonstracgao:
Ver [13], Proposigdo 2.5.3.

Nota 2.21.15 Na proposicdo anterior 0z f (o, 3) representa o gradiente generalizado da fungdo f em ordem &

segunda varidvel, no ponto (o, 3).

2.21.2 Regras basicas de cdlculo

Seja X um espago de Banach e Y um subconjunto de X.
Nos resultados que se seguem consideramos, caso nao seja dito o contrdrio, f: Y — R.

Proposicao 2.21.16 Suponhamos que f é uma fungao lipschitziana numa vizinhanca de x € Y. Entdo para
qualquer real s, tem-se

9 (sf)(z) = s0f ().
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Demonstragao:
Ver [13], Proposigéo 2.3.1.

Mais geralmente temos a proposicao:

Proposigao 2.21.17 Seja {f;}, i = 1,...,m, uma famdlia finita de fungdes lipschitzianas numa vizinhanca de
um ponto x € Y. Entdo

m m
0 (Z Sifi) (z) C Zsiafi (z)
i=1 i=1

e a igualdade verifica-se se todas as fungdes f;, & excep¢io no mdximo de uma, sdo estritamente diferencidvets.

Demonstracao:
Ver [13], Coroldrio 2, psg. 39.

Proposicao 2.21.18 Se f atinge um minimo ou mdximo local em x, entdo 0 € Of (z).

Demonstracao:
Ver (13], Proposigéo 2.3.2.

Proposicao 2.21.19 Suponhamos que F : R — R™ ¢ estritamente diferencidvel em x e que g : R® — R ¢
lipschitziana numa vizinhanca de F (x). Entdo f := go F ¢ lipschitziana numa vizinhanca de x e tem-se

df (z) C 8g (F (z)) o D,F (z).
Verifica-se a igualdade se g (ou —g) é reqular em F (z), e nesse caso f (ou —f) é também regular em z.

Demonstragao:
Ver (13}, Teorema 2.3.10.

Proposicao 2.21.20 Se fy e fe sGo fungoes lipschitzianas prézimo de x entdo fy fo é lipschitziana prérimo de
T e tem-se

9 (fife) () C f2(2) 0f1 (x) + f1(2) 8f2 (2).

Se além disso, f1(z) > 0, fo(z) > 0 e f1, fo sdo regulares em x entdo verifica-se a igualdade e f; fo é regular
em .

Demonstracao:
Ver (13}, Proposigao 2.3.13.

2.21.3 Relagao com o subdiferencial

Proposicao 2.21.21 Se uma fungdo conveza f : R" — [—o0,+00] € lipschitziana numa vizinhanca de um
ponto x € R™ entdo Of (x) coincide com o subdiferencial de f em x, isto é,

of (@) ={peR": f(y) 2 f(z)+ (y—z,p), VyeR"}
e, para qualquer v fizado, f° (x;v) coincide com a derivada direccional f’ (z;v).

Demonstracgao:
Ver [13], Proposigao 2.2.7.

Portanto

6Esta inclusio significa que qualquer elemento z de 8f (z) pode ser represeutado como a composicio de wma fungio £ em

8g (F (z)) com D, F (z), ou seja,
(er) = (f, DsF (z) ('U)> Vv € R.
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Proposigao 2.21.22 Se f : R® — [—00,400] é uma fungdo conveza, entdo o gradiente generalizado de f
coincide em int (dom f) com o subdiferencial de f no sentido da andlise conveza.

Em particular, se f toma apenas valores finitos, temos a seguinte

Proposigao 2.21.23 Se f: R™ — R é uma fungdo conveza, entdo o gradiente generalizado de f coincide com
o subdiferencial de f em cada x € R™.

2.22 Integrandos normais

2.22.1 Definigao e propriedades

Definicdo 2.22.1 Sejam Q um subconjunto aberto de R™ e B um subconjunto boreliano de RP. Diz-se que
f:Qx B — [—00,+00] é um integrando normal se:

(i) para quase todo t € Q, f (t,-) é semicontinua inferiormente em B;
(i) existe uma fungdo boreliana f: Q x B — [—00,+00] tal que f(t, ) = f(¢,"), para quase todo t € §).

Definigdo 2.22.2 O integrando normal f :  x B — [—00,+00] diz-se convezo se a fungéo f (t,u) é conveza
em u para quase todo t € Q fixado.

Definicdo 2.22.3 O integrando normal f : @ x B — [—00, +00| diz-se préprio se f (t,-) é uma fungdo propria
para cada t € Q, isto é se f(t,u) > —o0 e f (t,u) # +00, para qualquer u € B.

Proposicio 2.22.4 Sejam Q um subconjunto aberto de R™, B um subconjunto boreliano de R?, f : Q@ x B —
[—00, +00] um integrando normal e u: Q — B uma fungdo mensurdvel. Entio a fungdo

t— f(tu(t)
é mensurdvel em €.

Demonstragao:
Ver [28], pag. 232.

Proposigao 2.22.5 Sejam B um subconjunto boreliano de R? e f : @ x B — [—00, +00] uma fungdo. A fungéo
f é um integrando normal se e sé se, para cada conjunto compacto K C Q e para cada € > 0, existe um
conjunto compacto K. C K, com m (K\K.) < ¢, tal que a restrigio de f a K. x B é uma fungdo semicontinua
inferiormente.

Demonstragao:
Ver {28, capitulo VIII, Teorema 1.1.

Proposigao 2.22.6 Sejam  um intervalo aberto de R™ e f : @ xR™ — [0, +00] uma fungdo L x B-mensurdvel.
Entéo a fungdo f** tal que, para cada t € Q fizado, f** (t,-) € a fungdo bipolar de f(t,-), é um integrando
convezo em §} x R™.

Demonstragao:
Ver (5], Proposicéao 2.6.3.

2.23 Multifuncoes

2.23.1 Definigao e propriedades

Seja X um conjunto nao-vazio.

Definigao 2.23.1 Seja Q um conjunto ndo-vazio. Uma multifungdo F de Q em X é uma aplicagdo que
associa a cada ponto x € Q um subconjunto F (z) de X. Os subconjuntos F (z) dizem-se os valores de F.
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Definigao 2.23.2 O conjunto
Dom (F) :={z € Q: F(z) # 0}
diz-se o dominio de F.
Definicdo 2.23.3 Quando Dom (F) = Q a multifuncdo F diz-se estrita.
Definicao 2.23.4 O grdfico de F, Graf (F), é o subconjunto do espago Q x X dado por
Graf (F):={(z,y) e Qx X:y € F(x)}.
Defini¢do 2.23.5 A imagem de F, R(F) (ou Im (F)) é a uniGo dos valores F (z) :
R (F) :=UgeaF ().
Definicdo 2.23.6 A inversa F~! de F é a multifungio de R (F) em X definida por
zeF ' (y) seeséseyc F(x).

Definigao 2.23.7 Diz-se que a multifuncdo F' : Q@ — R™ tem valores fechados se F () é um conjunto fechado
em R™ para cada z € €.

Definigao 2.23.8 Sejam X e Y dois espagos de Banach e § # Q C Y. Uma multifuncio F : Q — X diz-se
semicontinua superiormente no ponto xo € Dom (F') se para qualquer vizinhanga U de F (zo),

Je > 0 tal que Vz € B (z0) N, F(z)CU.

Diz-se que F é semiconlinua superiormente se é semicontinua superiormente em qualquer ponto do seu
dominio.

2.23.2 Mensurabilidade

Seja (€2,.A) um espago mensurdvel.

Definicao 2.23.9 Seja X um espago métrico completo separdvel e F :  — X uma multifungdo com wvalores
fechados. A multifungdo F diz-se mensurdvel se a imagem inversa de cada conjunto fechado é um conjunto
mensurdvel, isto é, se para qualquer conjunto fechado C C X

FHC)={weQ: Fw)nC #£0} € A

Nota 2.23.10 Prova-se (ver [44], Teorema 14.3) que na definigdo anterior é indiferente considerar conjuntos
fechados, abertos ou compactos.

Proposi¢ao 2.23.11 Seja F : Q@ — R™ uma multifun¢do com valores fechados. Com respeito & o-dlgebra de
Borel B(R™) verificam-se as implicagées (¢) = (b) = (a) onde

(a) F é uma multifun¢do mensurdvel
(b) Graf (F) é um subconjunto de Q x R™ A x B (R")-mensurdvel
(c) F~Y(D) € A para qualquer D € B(R™).

Quando o espago (2, A) é completo para alguma medida u, estas condigoes sio equivalentes. Entdo tem-se
(b) = (c) = (a) mesmo que F ndo tenha valores fechados.

Demonstragao:
Ver [44], Teorema 14.8.
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Proposicao 2.23.12 Se ' : Q — R" ¢é uma multifungdo mensurdvel com valores fechados, entdo erxiste pelo
menos uma seleccdo mensurdvel de ', isto é, uma fungdo = : DomT' — R™ mensurdvel e tal que x (t) € ' (t)
para qualquer t € DomT.

Demonstragao:
Ver [41], Corolério 1C.

Proposicao 2.23.13 Sejam I'; : Q@ — R™, i € I (conjunto contdvel de indices), multifuncdes mensurdveis e
com valores fechados e seja T : Q@ — R™ uma multifungio definida por

['(s) =NierTi (t) .
Entao I' é mensurdvel e tem valores fechados.

Demonstracao:
Ver [41], Teorema 1M.

Proposicao 2.23.14 Seja F : Q — R™ uma multifungio da forma

F(t)={s:f(t;s)<a(t)},

onde f é um integrando normal em © x R™ (por ezemplo se f é um integrando de Carathéodory ") e a: 2 —
[—00, +00] é uma fungdo mensurdvel. Entao F é mensurdvel e tem valores fechados.

Demonstragao:
Ver [41], Proposicao 2I.

Proposicao 2.23.15 Sejam f :  x R® — R um integrando convero préprio, z :  — R™ uma fungéo
mensurdvel e

T(t) = 0f (t,(2)).
Entdo I' é mensurdvel e tem valores fechados.

Demonstragao:
Ver [41], Coroldrio 2X.

Proposicdo 2.23.16 Se §¢c : 2 x R® — [—o00, +00] é a fungdo indicatriz de uma multifuncgdo C : Q@ — R™, ou
seja, se

0 sex € C(t)
bc (t,x) =bcq) (x) =
+oo sex g C(t).

Entao 6¢ € um integrando normal se e sé se C tem valores fechados e mensurdvets.
Além disso, se fo: Q x R® — R é um integrando normal entdo a funcgdo f = fo + b¢, definida por

fo(t,x) sex e C(t)

ftz)=
+00 sex ¢ C(t)
é um integrando normal.
Demonstragao:
Ver [44], pag. 663.
"Recordemos que um integrando f:  x R™ — R diz-se de Carathéodory se para qualquer s € R, f (-, 8) é mensurdvel ¢ para

qualquer t € , f(t,-) ¢ continua.
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2.24 Alguns resultados de sci para funcionais integrais
Seja © um subconjunto aberto limitado de R™.
Proposigao 2.24.1 Seja f: R x R™ — [0, +00) uma fungdo tal que
(i} a fungéo f (s,-) é convexa em R™, para qualquer s € R,;
(ii) a fungao f (-,€) é mensurdvel em R, para qualquer £ € R™;
(iii) a funcéo f (-,0) é sci em R;

(iv) a fungdo oy definida abaizo ® pertence a L}, (R,R) ?

s L (50 — £ (5,6
af(s):=1 E—»Op H .

Entao o funcional

I(u):= /Q Fu), v (1) dt

estd bem definido em W21 (Q,R) e é sci em WL1 (Q,R) com respeito & topologia de L., (S, R).

Demonstragao:
Ver (5], Teorema 4.2.1.

Observagao 2.24.2 Se f : R x R® — [0, +00) verifica as condigdes (i) e (i) da Proposicdo 2.24.1, entio a
condigdo (iv) é verificada desde que existame >0 e € L} . (R,R) tais que

f(s,6)<B(s), Vs€R, VE€R™ com [¢] <e
(ver [5],0bservagdo 4.2.12).
Proposicao 2.24.3 Seja f: Q x R' x R™ — [0, +00) um integrando normal, tal que
0(1¢l) < £ (t,5,€)
onde 6 : RT — R é uma fungdo convexa crescente sci e tal que

lim Q—(T—) = 400

r—+40c0 T
e’
f(t,s,-) é convexa em R™ para cada (t,s) € @ x R' fizado.

Sejam (pr) uma sucessio fracamente convergente em L' (0, R™) para b e (uy) uma sucessio de fung¢des men-
surdveis convergindo gs para w. Entdo

/ f (6 (), (®) dt < liminf / £ (b (6) e () dt.
Q =0 Jo

8 Para qualquer t € R definimos t* := max (¢,0).
98eja 2 um subconjunto aberto limitado de R™. O espaco Llloc (£2,R) ¢é coustituido por todas as fun¢des u definidas qs em 0
tais que u € L! (K, R) para qualquer compacto K C . De forma andloga se define L} (R, R).
q I { i 1 & loc
Assin, u € whl(q Rr se, para qualquer compacto K C Q, a restricio de u a K pertence a WB1 (K R).
loc \3% 1 [ualg 1 1
(Ver [37], pdg. 253.)
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Demonstragao:
Ver [28] Teorema 2.1, pdg. 243.

Consideremos agora o funcional integral

Hwp)= [ fu) p@)d
onde:
(a) G C RY & um conjunto limitado;
(b) f:R? x R® x R" — [—00, +00] é tal que

(bl) para cada € > 0 existe um conjunto compacto K. C G tal que m (G\K,) <ce f (¢, S,E),stm..xn., é
Borel-mensurével;

(b2) para quase todo t € G a funcdo (s,&) — f (%,s,£) toma valores em (—o0, +00] e é sci;
(b3) para quase todo f € G o conjunto

A(t):={5€R": f({,3,¢) # +oo}
é nao-vazio;
(b4) para quase todo T € G e para qualquer 5 € A (f), £ — f (£,5,£) é convexa.
() u: G- R"ep:G — R" sio fungdes mensurdveis.
Para cada (£,3) € G x R™, seja
Q(5,5) == {£ €R™: f(£,5,) # +oo} .
Entao temos a seguinte
Proposicao 2.24.4 Sejam u,u : G — R™ ep,p : G — R", k € N, fungdes mensurdveis tais que:
(1) (ux) — u em medida em G;
(it) p,px € L' (G,R"), () —p em L' (G,R");
(tii) para qualquer k € N, uy (t) € A(t) e pi (t) € Q (t,uk (t)) g¢s em G
(i) —oo <i:=Hminf [ f (¢ uk (1), px (1)) dt.
Entao

u(t)e A(t) e £(t) €Q(t,u(t)) gsem G

/ f (b (t),p () dt < limint / £ (6 uk (£) , pe () dt.
G —o0 Jo

Demonstragao:
Ver (9], 10.7.i e 10.8.i.
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Capitulo 3

Condicoes necessdrias para os
minimizantes

3.1 Introducao

Neste capitulo consideramos problemas de minimizagio da forma
b
min {/ fu(t),w (t)dt:ue W ((a,b),R"),u(a) = 4,u(d) = B} P)

onde f: R™ xR"™ — [0, 4+0o¢)], f (5,£) é uma fungio convexa e sci em £ e apenas mensurdvel em s. Na Seccdo 3.4
provaremos que, sob hipéteses muito fracas, qualquer solugdo u do problema (P’) verifica a inclusdo diferencial
de DuBois-Reymond:

constante € (u’ (t),0:f (u(t),v' (t))) — f(u(t),v' (t)) aqsem (a,b) (3.1)

e é lipschitziana em [a, b]. Para provar este resultado, temos primeiro que provar o seguinte:
Se u é uma solugcdo de (P’), entdo a aplicagdo identidade p (t) =t é um minimizante local para o funcional
b
G(¥) = / gtV (B)dt, e W ™ ((a,b),R), ¥(a)=a,¥()=b,

onde

g(t,p):f(u(t),%f”)p

Além disso, a equagéo (3.1) segue da condigio necessdria de Euler-Lagrange associada ao funcional G. Por
esta razdo, a Secgdo 3.3 é dedicada a funcionais da forma

b
I(u) = / £ (&' (1)) dt,

onde, sob hipéteses fracas, estudaremos a condigao diferencial necessaria (Proposicdo 3.3.1) e a continuidade
Lipschitz (Teorema 3.3.5) para os minimizantes. Além disso, veremos também o caso em que a funcdo f (t,-)
nao é convexa (Proposic¢io 3.3.9).

59



60 3. CONDICOES NECESSARIAS PARA OS MINIMIZANTES

3.2 Definicoes e resultados preliminares
Definicdo 3.2.1 Dada uma fungio f : (a,b) x R™ x R* — [0,+00], diz-se que u € WP ((a,b),R"), para

p € [1,+00|, é admissivel para o problema

b
min {/ f(t,v(t),v (t))dt:ve W' ((a,b),R"),v(a) = A,v(b) -—-—B}

seu(a) = A,u(b) = B.
Definicdo 3.2.2 Dada uma fungdo f : (a,b) x R® x R* — [0, +00|, diz-se que u € Wt? ((a,b),R"), para

p € [1,+00], é um WhP-minimizante local para o funcional

b
10 = [ 1eo@).v @) v =Av0)=B
se se verificam as sequintes condicdes:
(i) u(a) = A,u(b) = B;
(i) existe § > 0 tal que |@|py1.p((q,p)re) < 0 e(a)=0,0(b)=0=>T(u+¢)>1(u).

Consideremos o problema de Bolza generalizado

b

min A(v) :=1(v(a),v(8) + / Lt (t),v (£)dt (32)
sobre todas as funcdes v absolutamente continuas definidas em (a,b) e com valores em R™, onde [ : R® x R* —
(o0, +00] e L: (a,b) x R™ x R™ — (—o00, +0o0] séo fungdes dadas.

Definigdo 3.2.3 Diz-se que uma fun¢do absolutamente continua u é solug@o do problema (ou resolve o
problema) de Bolza generalizado se

(i) para v = u, o integral em (8.2) estd bem definido 1 ¢ ¢ finito, e { (u(a),u (b)) é finito

€ se

(i) para qualquer outra fungdo absolutamente continua v para a qual l(v(a),v (b)) é finito e o integral em
(8.2) estd definido, temos A (u) < A(v).

Proposicio 3.2.4 Sejam f : (a,b) x R™ x R* — [0, +00] um integrando normal ? e u € W' ((a,b) ,R") um

WLl minimizante local para o funcional I, com I (u) < +00. Entdo u resolve localmente o seguinte problema
de Bolza generalizado

b
min A (v) = 8s (v (a) v ()) + / £t (), v (t)dt (3.3)

onde §s é a fungdo indicatriz® do conjunto S = {(A, B)}.

1Um integral variacional diz-se bem definido quando a fun¢io integranda é nao-negativa, ou limitada inferiormente por uma
funcio de L! e é Lebesgue-mensurdvel (ver (6], pag. 104).

2Recordemos que uma fungio f : Q@ x B — [—00,+00], onde 2 ¢ w subcoujunto aberto de R™ ¢ B ¢ um subconjunto
boreliano de RP, diz-se um integrando normal se: f (t,-) ¢ sci. e B, para quase todo t € € e se existe uma fung¢ao boreliana

f: 9 x B — [—00, 4] tal que ) = f(t,-), para quase todo t € Q.
38eja E um conjunto qualquer. A fungdo indicatriz de E ¢ dada por

0, sex € F
6 (2) ={ 400, scz ¢ E.
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Demonstragao:

Se v € Wbl ((a,b),R") ¢ um W'!-minimizante local para o funcional I entdo u(a) = A,u(b) = Be
portanto 6s (u(a),u (b)) = 0. Pela Proposi¢do 2.14.10, u € AC ((a,b) ,R™) entdo para mostrar que u resolve
localmente o problema (3.3) basta mostrar que u resolve localmente o seguinte problema

b
min A (v) = / Ft ()0 () dt.
Por (ii) da Defini¢do 3.2.2, existe 6 > 0 tal que
I(w)<I(u+yp) VoeW" ((a,0),R") comp(a)=¢()=0e |‘P|W1-1((a,b),mu) <é. (34)

Fixemos tal § > 0 e fixemos v € W ((a,b) ,R") tal que v (a) = A4, v (b) = B e |v — ufyy1.1((4 5) pn) < 6
Em particular (3.4) vale para ¢ = v—u € Wl ((a,b) ,R*) e p(a) = v(a)—u(a) =0, ¢ (b) = v(b)—u(b) =0
e portanto

I(u) <I(v) YveW"((a,b),R") comv(a)=A,v(b)=DBe |v— Ul 11 ((a,6),R7) < O-

Além disso, a fungdo t — f(t,u(t), v’ (t)) é mensurédvel (ver Proposigio 2.22.4), o mesmo acontece com a
funcdo t — f (t,v(t),v’ (t)) qualquer que seja a funcdo v € W' ((a,b),R™). Donde se conclui que u resolve
localmente o problema (3.3).1

Proposicao 3.2.5 Suponhamos que a fungdo absolutamente continua u resolve o problema de Bolza gene-

2

ralizado (3.2). Suponhamos que | é sci e que L(t,s,£) é epi-mensurdvel * em t e sci em (s,£). Além disso,
suponhamos que existem § > 0, uma funcgdo positiva mensurdvel a(t) e uma fungdo integrével k (t) tais que,
para quase todo o t € (a,b), a fungéo L(t,-,-) é lipschitziana no conjunto

{(5,6) eR™: [s—u(t)| <6, ¢ —u' (W) S a(¥)},
com constante de Lipschitz k(t). Entdo existe uma fungdo absolutamente continua p tal que ®

@' (@),p(t)) € OL(t,u(t), v (t)) gs em (a,b) (3.5)
(p(a),—p (b)) € 8l (u(a),u(b)). (3.6)

Demonstracao:
Ver [14], Proposigéo 4.

Nota 3.2.6 1. As relagdes (3.5) e (3.6) sdo generalizagies, respectivamente, da equagdo de Euler-Lagrange
e das condigdes de transversalidade.

2. Apesar de, aparentemente, a Proposicdo 3.2.5 aplicar-se apenas a minimizantes globais, é fdcil adaptd-la
a minimizantes locais (ver [14], observagdo da pdg. 686).

3.3 O problema nao-auténomo

Consideremos o problema nio-auténomo

b
min {/ ft v () dt:ve W ((a,b),R"),v(a) = A,v(b) = B} (P)

1Uma fungio L : {a,b] x R™ x R™ — (—00, 400} diz-s¢ epi-mensurdvel (em t) sc para cada s € R a multifungio
E(t,s) = epi L(t,s,-)
é Lebesgue-mensurdvel em ¢.

Esta defini¢io ¢ cquivalente a dizer que L (-, s,-) ¢ £ X By-mensurdvel (ver [14], Definigao 3).

SRecordemos que, para cada t € (a, b) fixado, L (¢, (t) ,u’ (t)) denota o gradiente generalizado (de Clarke) da fungio L (t,-, )
em (u{t),u (t)) (ver Definicio 2.21.2).
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onde f : {(a,b) x R®™ — [0,+00] & mensurdvel com respeito & o-dlgebra £ x B,, e f(t,-) é convexa e sci para
quase todo t € (a,b) fixado.

Neste capftulo mostramos que o problema (P) tem solugdo quando f (¢, -) verifica, para cada t € (a, b) fixado,
uma certa condi¢do de crescimento. Também provamos que, sob certas condiges, as solugdes do problema (P)
sao lipschitzianas.

Proposicio 3.3.1 Sejam f : (a,b) x R® — [0, +00] um integrando normal e u € W ((a,b) ,R™) um Wh!.
minimizante local para o funcional I com I (u) < +o00. Além disso, suponhamos que existe uma fungdo positiva
mensurdvel o (t) e uma funcdo integrdvel k (t) tais que, para quase todo o t € (a,b), a fungdo f(t,-) é lips-
chitziana no conjunto

A={EeR: [E—u' ()] < a(®)},
com constante de Lipschitz k (t). Entio exriste uma constante ¢ € R™ tal que
c€8f(t,u' () gsem (ab).

Demonstragao:
Pela Proposicdo 3.2.4, u resolve localmente o problema de Bolza generalizado

b
min A () =85 (0 (a) v®) + [ 1 (6 @)

onde 63 é a funcéo indicatriz do conjunto S = {(4, B)}. Como S é um subconjunto fechado de R?" entdo, pela
Proposicao 2.17.8, §s é sci em R2".

Por outro lado, f é £ x B,-mensurdvel, f(t,-) & sci em R™ para quase todo t € (a,b) e é lipschitziana no
conjunto A com constante de Lipschitz k (¢). Pela Proposigao 3.2.5, existe uma func¢ao absolutamente continua
p tal que, para quase todo t € (a,b),

p'(t) € 0sf (¢, ' (1)) 3.7)

p(t) € O f (t, v (1)) (3.8)

Como a fungio f (¢,£) ndo depende de s entdo O, f (¢,u’ (t)) = {0} C R™ Y e portanto, por (3.7), p' (t) = ¢
para algum ¢ € R™. Por outro lado, como 86 (u(a) ,u (b)) = Ns (u(a),u (b)) = R?" 7 entdo (3.6) nio nos d,
neste caso, nenhuma informagao sobre a fungéo p. Donde, e tendo em conta (3.8), existe ¢ € R™ tal que

c€0ef (¢, v/ (t)) gsem (a,b).
|

Observagao 3.3.2 Nao faz sentido, como veremos, procurar condicdes necessdrias para os W1 -minimizantes
locais u tais que I (u) = +o00 porque assim estdvamos & procura de condigdes que podiam ndo se verificar para
todos os minimizantes e portanto ndo seriam condigées necessdrias para os minimizantes.

Vejamos um caso em que isso acontece, isto é, mostremos que de facto, na Proposicdo 3.3.1, a condigcdo

I (u) < +00 (3.9)

ndo pode ser desprezada. (Agradeco ao orientador a indicagdo deste exemplo.)

6 Representamos por 8¢ f (t,-) o gradiente generalizado de f (¢, €) ew ordem a § para t fixado.

"Se f(-) = 6 (-) para algum conjunto fechado E cutio, para cada z € E fixado,
Of (z) = Ng (z)

(ver [13], pdg. 62). Onde Ng (z) representa o cone dos vectores normais a E cm x (ver [13], pag. 51).



3.3. 0 PROBLEMA NAO-AUTONOMO
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Consideremos a fungdo f : (0,1) x R— [0, +o0] definida por

2
1+ L& se£>0,t>0
ree=3 ¢ (e %)

+00 5 £<0,t=0.

Mostremos que esta fungdo ndo verifica a condigdo (3.9), ou seja,

/lf(t,x'(t))dt=+oo, Vz e W= {z e WH((0,1),R): 2(0) =0,z (1) = 1}.
0

Com efeito, mostremos que o conjunto

=<z 1,1 :x(0)=0,z(1) = l 4 00
X—{ € WL ((0,1),R) : 2(0) = 0,z (1) 1,/0 ft,a (1) dt < + }

¢ vazio.
Fizemos r € X.
FEntao

1
/ ft,z@#)dteR
0
o que tmplica

0<z'(t)<+4oo e 0< f(t,z'(t)) <+oo gsem (0,1).

Mas desta tltima desigualdade, e tendo em conta a defini¢do de f, sai que

2
1 . ! 1 /()
/0 g0 (t)dt < 400 /o ( = D ; ) dt < +00.

A funcado

y (t) := primitiva de(z’ (t))_l/2

tem derivada y' em L? ((0,1),R) pois, por (3.12),

Lo 1 .
/0 ly' ()] dt_/0 —lx'(t)ldt<+

e, pela Proposi¢do 2.7.12, y é mensurdvel em (0,1).
Por outro lado,

2(t) =y (£) - ﬁ € L2((0,1),R),

pois, por (3.12),

2

! 2, (M1 V) 0o
/Olz(t)| dt_[) Vool KRR

Pela Proposicio 2.7.12, z é mensurdvel em (0,1). Donde se conclui que y' — z € L?((0,1),R). Entdo se

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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tem-se
w=1y'? -2+ (y -2’ € L'((0,1),R).

O que é absurdo, pois

1 11
/lw(t)ldt=2/ Lt = +oo.
0 ot

Donde o conjunto X é vazio e portanto
1
/ f(t,z' (t))dt=+00 VreW.
0

Mostremos agora que a fungdo f verifica todas as outras condi¢ées da Proposicio 3.3.1.

Como facilmente se pode verificar a fungdo f(t,) é continua e convera para qualquer t € (0,1). A funcio
(t,€) — f(t,€) € continua portanto L x B-mensurdvel. Entio a fungio f é um integrando convezo.

Agora suponhamos que existe u € Wb ((0,1),R) verificando as condi¢ées da proposigio, entdo concluimos
que existe ¢ € R tal que
ce€df(t,u(t)) gsem (0,1).

Como O¢f (t,€) denota o gradiente generalizado de f com respeito a £ para t fizado entdo, pela Proposigio

2.21.10,

2 1 -

s (6 () = {7 + 1 | (313)

logo
2 1
== ) + Z dsem 0,1),
donde sai que
V2t
o (t) = (—l—j—ct—z)l—/z gs em (0,1).

Integrando ambos os membros entre 0 e t obtemos

_ﬁ t —2cs <
=2 Jo (1 —cs2)/?

¢ ¢
/Ou'(s)ds: ﬁ*ds < u(t)—u(0)

0 (1-— cs2)1/2
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tendo em conta as condigdes de fronteirau(0) =0 e u(1) =1 vem

2
21—¢ = (\/i—c)
2(1—c)=2—2\/§c+02V2(1—c)=——(2—2\/§c+02)
—20=—2\/§c+c2v2—2c=—2+2\/§c—c2
224+ 2 +20=0V—-4+2V2c—c?+2c=0
c(2—2\/§+c) =0VC2—(2+2\/§)C+4=0

2+2v2++/(2+2v2)% - 16
c=0Ve=2vV2-2Ve= ( )

2

t ¢ ¢ ¢ O

3

2
o c=0Ve=2v2-2Ve=1+V2+ (1+\/§) —4

& c=OVc=2\/§—-2Vc=1+\/§+\/2\/§—1Vc=1+\/§—\/2\/§-—1.

Mas para qualquer ¢ > 0 temos
O<t<l=0<c<c=(1-o?<(1-a?) <1,

o que implica que tem que ser c < 1, pelo que a constante c procurada tem que pertencer ao intervalo (0,1),
entdo s pode ser

c=1+v2-1y/2vV2-1,

logo

w(t) = — V2 _ - - 2 1/2— s em
(t) = 1+\/§—\/§_\/TI[<1 <1+\/§ \V2v2 1)t> 1| ¢ 0,1), (3.14)

e u (t) € int (dom f (t,-)) = (0,+00) quase sempre em (0,1). Assim vemos que para o integrando definido em
(8.10) o dnico W'!-minimizante local que verifica a condiggo

dceR:cedef(t,u' (t) gsem (0,1)

é a fungdo u dada por (3.14).
Consideremos, por exemplo a fungdo,

Up (t) = tz.

Como facilmente se verifica, ug € W, f (t,uf (t)) = 1 e, por (3.13),

o1 o) = {~ s + 5 ) = {7}

donde néo eziste nenhum real c € O¢f (t,uf (t)) para quase todo t € (0,1). O que mostra que, sem a hipétese
I (u) < 400, a Proposi¢do 3.3.1 nem sempre é vdlida.
3.3.1 Existéncia de solugao
Hipé6teses bésicas
A existéncia de solugio para o problema de minimiza¢ao nao-auténomo

min {I(u):ue W ((a,b),R"),u(a) = 4,u(b) = B}
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onde

b
I(u) = / £t (1)) dt,

serd estabelecida considerando as seguintes hipéteses bésicas na funcéo f : (a,b) x R™ — [0, +o0].
(H1) A funcdo f é um integrando convexo.

(H2) Existe uma fungéo 6 : [0, +00) — R tal que

lim 6(r)

T—+00 T

=-+00 e f(t,€) >6(¢]) V& €R" e quase todo t € (a,b).
(H3) Existem uma fungdo positiva mensurdvel «(t) e uma funcdo integravel k(t) tais que para quase todo
t € (a,b), a fungdo f(t,-) & lipschitziana no conjunto
A:={{eR": (-4 ()| <a(t)},
com constante de Lipschitz & (t) .

Proposigao 3.3.3 A fungdo 0 introduzida na hipétese (H2) pode supor-se conveza, sci, crescente e ndo-
negativa.

Demonstragao:
Dizer que

significa que,

Vm>03Rm>O:|'r|>Rm=>—0$>m. (3.15)
Fixemos m > 0 e seja R, dado por (3.15). Entéo

6(r) > mr sempre quer > R,
e existe b, tal que

6(r) >mr+by, Vrel0,+o00).

Daqui e das Proposiges 2.19.6 e 2.19.9 sai que

0" (r) > mr+b, Vrel0,+o00). (3.16)
Assim,
Kk - b
Vm >0 3b,, : b r(r) 2m+b7 Zm—@ Vr € [0, +o0),
0 que implica
6** (T)

vYm >0 BR,n>0:|r|>Rm:>—;——zm—1

e portanto
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Assim, se 0 ndo ¢ sci ou ndo é convexa substituimos ¢ por §** (ver Observacio 2.19.8).
Suponhamos que §** atinge o seu minimo @ em ¥ (onde 7 := max {r > 0: §™* (r) = @}, o qual existe por o
ser contfnua em todo o seu dominio). Temos

min 6" =60""(F)=a= _inf 6.

T€[0,+00) r€[0,+00)
Mostremos que, de facto, temos @ = [%)nf )9. Por defini¢do de bipolar temos
r€(0,4+00

6**(r)= sup {r'r—6"(r")}>0-6"(0)= —-6* (0),
r*€[0,+00)

mas, pela Proposicao 2.19.6,

e* =— inf
(0) re[:)r,l+oo) 0 (’!‘)

entao

g** (r)> inf 8(r),
(r)_relglm) (r)

o que implica

@= min 8> inf 6(r).
r€[0,+00) r€[0,+00)

Vejamos que ndo pode ser inf
€0+

6(r)<a. Se inf 6(r) < a entdo, como
rel ) ref0,400)

o0 N

6 (r) <8(r) Vrel[0,+00),
viria
a= inf 0 (r)< inf 6(r)<a,
ref0,+o00) ref0,+00)

0 que é absurdo.
Portanto 6** & decrescente em [0, 7] e crescente em [7, +00).

Defina-se entéo a funcio convexa 6, crescente e sci em [0, +-00) por

a ser € [0,7
0(r):=
6" (r) ser € [F,400).

Se @ > 0 entdo esta fungdo toma apenas valores ndo-negativos e verifica todas as condigoes desejadas, assim
substituimos 6 por esta funcdo; caso contrério, isto é se a < 0, existe 7 := min {r >0:0(r) > 0} tal que a
funcao 9 definida por

0 ser € [0,7]
0(r):=
9 (r)—a ser € [F,+o0),

é convexa, sci, crescente e nao-negativa.
Além disso, a fungao 6 é tal que

F(t,8)>0(¢) > 6™ (J¢]) VE€R™ e quase todo t € (a,b),
entdo também
f@t,&—a>0"(¢)—a VEeR"equase todo ¢ € (a,b).

Como a funcgéo f (¢,€) == f(¢,€) — a difere de f apenas numa constante entdo minimizar o problema (P) com
f € 0 mesmo que o minimizar com f. Logo ndo hd perda de generalidade em supor que a funcéo ¢ introduzida
na hip6tese (H2) é convexa, sci, crescente e nao-negativa.ll
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Teorema 3.3.4 Suponhamos que f : (a,b) x R*— [0, +00] verifica (H1) e (H2). Além disso, suponhamos que
eziste uma fungdo v admissivel para o problema (P) tendo I (v) < +00 8. Entdo o problema (P) tem solucdo.

Demonstracao *:

Como f ¢ um integrando convexo e u € Wh!((a,b),R") entdo, pela Proposicio 2.22.4, a funcéo
t — f(t,v (t)) é mensurdvel em (a,b) e portanto o funcional

b
[(u)= / Flt (1) dt
estd bem definido na classe de fungdes
A:={ueW" ((a,b),R") : u(a) = 4, u(b) = B},

tomando possivelmente o valor +oc.
Como existe uma fungéo admissivel v com I (v) < +00, entdo seja

b
[(v) = / £ (8))dt = M. (3.17)

Para mostrar a existéncia de uma solugdo u nfo é necessério considerar toda a classe de funcdes A, basta
considerar o conjunto de subnivel

T () :={ueW" ((a,b),R") s u(a) = A, u(d) =B, I(u) < I(v)}.

O qual é nao-vazio, visto que v € I (v).
Vamos ver que I' (v) é um subconjunto de W'! ((a,b) ,R™) fracamente sequencialmente relativamente com-
pacto, isto &, que qualquer sucessdo em I' (v) contém uma subsucessao fracamente convergente em W'! ((a, b) , R™).
Seja (ux) uma qualquer sucessdo em I' (v), isto é, uma sucessdo em W1 ((a,b),R") verificando

ue(a) = A, ug (b) = B, (3.18)
e |
I (we) < I(v) (3.19)
para qualquer k € N,
Por (H2), (3.17) e (3.19) sai que
[owienas [ rea@as [ rev o= (3.20)

para qualquer k € N, isto é a sucessdo (u},) é equiabsolutamente integrével (Proposigéo 2.11.35).
Por outro lado, como lim ﬁ;—'l = 00 entdo existe N > 0 (que depende apenas de §) tal que 8(r) > r

r—+00
sempre que r > N.

Fixemos k € N.
Seja E* o subconjunto de (a,b) onde |u}, (t)] > N e seja E := (a,b) \E*.

8Por exewmplo,

B-A

v(t)=At(t-0) T,

desde que f (~, B'A) € L' ((a,b),R).

b—a

¢ - . . . . -
YA demonstracio deste teorema segue o habitual método directo do cdleulo das variagoes.
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Temos, utilizando (3.20),
b
loenm = [ We@Id= [ wh@lar [ ol [ oo [ Na
a E* E E* E
b

b
/0(|u§c(t)|)dt+/ Ndt<M+(b—-a)N

IA

pelo que
|u;c|L1((a'b)'R,.,) S M + (b - a) N, (3-21)
o que significa, dado que k é qualquer, que a sucessdo (u}) é limitada em L! ((a,b),R™).
Assim, pelo Teorema de Dunford-Pettis (Proposigao 2.11.34), podemos afirmar que existem uma subsucessao

de (u}), ainda notada por (u}), e uma funcio v € L* ((a,b) ,R") tais que (u}) — v em L' ((a,d),R"), isto &,
temos

b b
( / (uk(t),w(t))dt) il / (v(t),p(t) dt, VpeL>((ab),R") (3.22)

donde resulta que

([u;c (t) dt) il /abv(t) dt

<[: uj (s) ds) — [: v(s)ds, Vt€ (a,b). (3.23)

k— o0

A sucessdo (uy) é equicontfnua. De facto, uma vez que (u},) é equiabsolutamente integrével, dado ¢ > 0
existe § = § (¢) > 0 tal que

/ iy ()| dt <
. E

para cada k em N e qualquer que seja o subconjunto mensurével E de (a,b) com m(E) < § 10 Entdo, se
[t” —¢/| < 8, temos

t”

/ uy (s)ds

tl

para cada k € N.
Além disso, (uy) € equilimitada. Com efeito, atendendo a (3.18) e (3.21), temos para cada k € N e para

cada t € (a,b),

(¢~ ()] = e @)+ [ (6) s~ e (o) = [ (o) = < [ Wids<e

b

< |A|+/ i (5)] ds < |A|+/ ud (s)] ds

a

I

t
u. (@) + / uy, (s) ds
= A + iu;‘:lLl((a,b)’Ru) S |AI + M + (b —_ a) N. (324)

luk ()|

Assim, pelo Teorema de Ascoli-Arzels (Proposi¢o 2.11.30), existe uma subsucessdo de (u), que notaremos
ainda por (ug), que converge uniformemente em (a, b) para uma fungio continua u, isto ¢, temos

(sup |ug (t)—u(t)|> — 0 (3.25)

te(a,b) k—oo

LR ecordemos gue se E ¢ um subconjunto Lebesgue-mensuriavel de R™ entio m (E) denota a medida de Lebesgue de E.
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€ consequentemente, temos também a convergéncia pontual

(s (®) = u(t) VE€(a,b). (3.26)
A convergencia
(uk) > v uniformemente em (a, b) (por (3.25))
{ (uf) —v (fracamente) em L' ((a,b),R™) (por (3.22))

implica que u € W1 ((a,b) ,R™), v/ = v quase sempre em (a,b) e (uz) — u (fracamente) em Wo! ((a,b) ,R™).
De facto, atendendo a (3.18) e a que para cada k € N, u;, é absolutamente continua, temos

t ¢
uk(t)zuk(a)+/ u;c(s)ds:A-i-/ uy (s)ds Vk € N, gs em (a,b).

a

Daqui, atendendo a (3.23) e a (3.26), resulta que

u(t):klirgouk(t):klixrgo(A+/(ltu;E(s)ds) =A+klix’{.1o</atu;c(s)ds) =A+/atv(s)ds Vt € (a,b)

0 que significa que u é absolutamente continua e u’ (t) = v (t) para quase todo ¢ € (a, b) (ver Proposigio 2.14.11).
Note-se que a convergéncia uniforme de (uy) para u implica ainda que

u(a) = A, u(b)=B.

Falta entéo ver que (ur) — u em W1 ((a,b),R"), isto é, que

b b
() ( / <uk(t>,so(t)>dt> - / (w(t), 0 () db, V€ L® ((a,b),R")

k—o0

k— o0

b b
(i) (/ (UL(t),sO(t))dt> - / (W (), () dt, Ve L% ((a,b),R").

Como temos (3.22) e v’ (t) = v (t) para quase todo t € (a,b) entdo verifica-se (ii).
Por outro lado, pela Desigualdade de Holder (Proposigao 2.11.16) e por (3.25), podemos escrever

=
IA

b b
/ (uk (t) —u(t),p(t) dt| < / [(uk () —u(t), @ @) dt < |uk — ulp (o)) 1€l Lo ((ar6)R7)

b
= |‘p|L°°((a,b),R”) /

= (b—a o oy Sup jug () —u(t)) — 0O
( ) el ((a,b),R )te(al?b)| k (t) ()lk_m

b
e 1) = (O]t < elom o [ 2 e (0 = (0]

o que significa que também se verifica (i).
Ficou assim provado que se (u;) C I' (v) entdo existe uma fungio u € W1 ((a,b) ,R™) tal que, passando se
necessario a uma subsucessdo, (ux) — u em W1 ((a,b),R"). Além disso, temos u (a) = A e u (b) = B.
Vejamos agora que o funcional I é sci na topologia fraca de Wb! ((a,b),R"), isto &, temos

I(u) < likgninfl (ug)

sempre que (u) — u em Wh! ((a,b),R"), quando k — oo.
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Consideremos o funcional T : L! ((a,b) ,R™) — [0, +0o0] dado por

b
T(u) =/ f(t,u(t))dt.

Seja (ux) C L' ((a,b) ,R™) uma sucessdo fortemente convergente para u € L' ((a,b) ,R™).
Pela Proposicdo 2.11.26 existe uma subsucessio de (uy), que notaremos ainda por (ux), tal que

(uk (t)) e u(t) gsem (a,b).

Como f é uma fungdo £ X B,-mensuravel, temos que para qualquer funcio v € L!((a,b),R™) a funcdo
t — f(t,v(t)) é mensurdvel em (a,b) (ver Proposicio 2.22.4).
Por (H2) existem constantes a e 3, com 3 > 0, tais que

ft,€6)—a—LB1¢ >0 VE€R™ equasetodot € (a,b). (3.27)
Entao
(f Cyue (1)) — o= Bluk (1))

é uma sucessdo de fungbes mensurédveis ndo-negativas.
Por hip6tese a funcgo f (t,-) é sci para quase todo t € (a,b) fixado. Entao temos

f (¢, u(t)) <liminf f(t,ux () gs em (a,b)
e portanto
fu®)—a-Blu@)] < Lminff(tu @) —o-Flu()
lim inf f (¢, u (t)) — & — lminf 3 |ux (2)

< 1iklggf(f(t,uk(t))—a—ﬂ|uk(t)|) gs em (a,b).

Portanto, pelo Lema de Fatou (Proposigio 2.8.15), sai que

b b
/f(t,U(t))dt-a(b—a)—ﬁIUh = /(f(t,u(t>>—a—mu(t>|>dt

IA

b
[ tmint (7 6. (0) = = Blue (1)

a

IA

b
limnf ( |t ) =l (t)ndt)

b
lim inf (/a ftue(t)dt—a(b—a)-p l“k‘Ll((a,b),w»)) .

Por outro lado, atendendo a que (uy) converge fortemente para u em L ((a,b),R™), temos

b b b
[ Gun-lw@n | < [ lu@l-uld < [0 -uold, - 0

0<

o que significa que

(|“k|u<<a,b),mn)) oo UL (o) R -

Assim podemos escrever,

b b
/ fu(t))dt—a(b—a)-p |u|u((a,b),Ru) < ll,fﬁgf/ fltup®)dt—a (b—a)-B lu|Ll((a,b),1Ru) )
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0 que é equivalente a

I (u) < liminf T (ug)

k—oo

e mostra que o funcional T ¢ sci na topologia forte de L' ((a,b) , R™).
A aplicagio D : Wb ((a,b),R™) — L' ((a,b),R"™) definida por

D(u) =1

é contfnua, por ser uma fungéo linear limitada. De facto, se u e v sdo dois elementos arbitrarios de W ((a, b) ,R™)
entdo, para qualquer fungio ¢ € C ((a,b),R"),

b b
3 hleLl((a,b),R"):/ u(t)d/(t)dt:—/ hi () () dt, hy=1u' =D (u)

b b
B!hgeLl((a,b),R"):/ v(t)z,b’(t)dt:——/ ha @) (8)dt, hy=v' =D (v).

Por outro lado,

b b
H!hgeLl((a,b),R”):/ (u+v)(t)1/)'(t)dt=——/ hs (t) ¢ (t)dt, hz = (u+v) =D (u+v)

€ como

b
/ (u+v) ()¢ (t)dt

a

b b b b
/u(t)¢'(t)dt+/ v(t)z/z’(t)dt:—(/ hl(t)z/)(t)dt-i—/ hg(t)zp(t)dt>

[ st m@ua
entdo temos
D(u+v)=hg=hy+hy=D(u)+ D(v).
Analogamente se mostra que para qualquer escalar A
D (Mu) = AD (u),

o que prova que D é linear.
Para ver que D é limitada basta atender a que

|D(“)|Ll((a,b),mv») = lu'|Ll((a,b),1Ru) < |u,|L‘((a,b),R") + |u|Ll((a,b),lR“) = l“lwm((a,b),mu)-
Como T & sci, pela Proposicio 2.17.5, o conjunto
{ve L' ((a,b),R™) : T(v) <A} =T71([0,A])
é fechado para cada A > (. Entéo o conjunto
D! (T“l ([o, /\])) = (To D)_l (0,A) ={ve Wt ((a,b),R™) : T(D(v)) < )\} ,

por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por uma fungio continua, é fechado.
Isto, pela Proposicao 2.17.5, significa que I = I o D é sci na topologia forte de W1 ((a,b),R™).
Por outro lado, para cada t fixado tal que f (¢,-) é convexa, temos

b
I(Gu+(1=Nov) = / £ () + (1= A) o (£))dt

b b
< A/ f(t,u’(t))dt—';—(l—-)\)/ F,d () dt
= X (u)+(1-X)I(v)
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para qualquer A € [0,1] e quaisquer u,v € Wh!((a,b),R"), pelo que I é uma funcdo convexa. O espago
W1l ((a,b),R™) & localmente convexo (Proposi¢do 2.5.6). Assim, pela Proposicdo 2.17.10, podemos afirmar
que I é sci na topologia fraca de Wl ((a,b),R™).

Vamos ver que I é limitado inferiormente em I' (v).

Seja v um elemento qualquer de T (v). Como existem constantes a e 8, com § > 0, tais que (ver (3.27))

f(t,€) >a+pBl¢] VEeR™ e quase todo t € (a,b)

entao

{l

b b b
I(u) /f(t,u’(t))dtz/ (a+ﬁ|u'(t)|)dt:a(b_a)+g/ ' (8)] dt
= a (b_a') +,81’U,I|L1((a'b),mn) > (b—- a) €R,

o que prova que I é limitado inferiormente em I (v).
Finalmente, seja (ux) C I' (v) uma sucessdo minimizante para I, isto é, tal que

klir{.lol(uk) =inf {I (u) : v € T (v)},
e seja
i:=inf {I(u):u el (v)}.
Entao temos
1 <I(v)=M < +oc0.
Por outro lado, temos também
1> —00

pois I é limitado inferiormente no conjunto I (v).

Dado que I'(v) é fracamente sequencialmente relativamente compacto, entdo existe uma fungdo u* €
W1 ((a,b),R™), tal que, passando se necessario a uma subsucessdo, (ux) — u* em Wh!((a,b),R"). Além
disso, sabemos que u* satisfaz as condigoes de fronteira

u*(a) = A, u"(b)=B.
Atendendo a que I é sci na topologia fraca de W ((a,b) ,R™) podemos escrever
—oco<i<T(w)< liggioréfl(uk) = kl-i-.IEoI(uk) =1< M < +o0,
donde se conclui que
I'(uw)=1i,
0 que significa que u* é uma solugdo para o problema (P).H

Teorema 3.3.5 Suponhamos que a funcdo f : (a,b) x R"— [0, +o0] verifica (H1), (H2) e (H3) e que u €
Wbl ((a,b),R™) é uma solugio do problema (P), como na Definigdo 3.2.3. Além disso, suponhamos que

(i) v (t) € int(dom f (,-)) g¢s em (a,bd);
(ii) eziste £y € L™ ((a,b),R™) tal que a fungio t — f(t,£, (t)) é essencialmente limitada.

Entéo u é lipschitziana em [a,b).
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Demonstragao:
Seja u uma solugdo do problema (P) e sejam Cy,C2 > 0 tais que

£ <C1 e [f(t& ()< Co asem (a,b). (3-28)
Defina-se
Q= {t € (a,b) : o' (t), v (t) € int (dom f (¢,-)), f (¢,") & convexa, sci, |§o ()] < C1, |f (¢, & ()] £ Ca}.

Fixemos t € . Pela Proposicio 3.3.1, existe uma constante ¢ € R tal que
c€ Oef(t,u (B)). (3.29)
Dado que o’ (t) € int (dom f (¢,-)) entdo, pela Proposicao 2.21.21, temos
af (t,u' () = {w € R™: £(£,£) > f (t,u' (t) + {w, €~/ (t)), VE€R"}.
Por (3.29),
F@,6) 2 fFtu (1) +{cé—u(t) VEeR™
Em particular,
f(6:&(#) = f(t,u' () + (e &o (8) — o' (1)) -
Desta desigualdade e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz '! resulta que
Ft,u' (8) < £ (8,& (1) = (e, 6o () + (e, 0’ (1)) < f(£,€0 (1) + el 1€o (D)} + el [/ ()]
Logo, por (3.28), temos
8 (' ())) < f (t, 0/ () < £(t,€0 (1) + el 1€ ()] + el [u' ()] < Ca + o] Cy + [el [/ (B)].
O que implica que
6 (Ju' (1)) — (C2 + |¢| C1) < el v’ (#)] as em (a,b). (3.30)

Suponhamos que v’ ¢ L ((a,b),R"™). Ento, para cada n € N existe um conjunto de medida positiva
D,, C (a,b) tal que

[’ (t)| >n Vt € Dy
De (3.30) vem que
g’ @®)) (G2 +1clCr)

) W @) <lc| gsem Dsj. (3.31)
Mas”
it g (LD (@O0 g o (20D _ (IO
i g (St )215’5&#15‘5“( € g oo

11 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer dois clementos z ¢ y de um espago com produto interno, temos

Kz, ) < =1yl
Demonstragao:
Ver [29], pag. 6.

12Vamos mostrar que sendo A uma constante real,

o o<|£|>_g>_
timinf i (20— 7) = +o0



3.3. 0 PROBLEMA NAO-AUTONOMO 75

Logo

oy 0w @) _ (CatleCr) _
hn_’lol;l)ftg})fu< 1w ()| O ) +00. (3.32)

Por (3.31), dado que m (D,,) > 0, temos
!
(L0 _©rHan)
tEDyL

|’ (B)] u’ (2)]

o que contradiz (3.32).
Logo u’ é essencialmente limitada em (a, b), isto é,

IM eRY: [/ (¢)] <M gsem (a,b). (3.33)

Como u € W1 ((a,b) ,R™) = AC ((a,b) ,R"™) (ver Proposigao 2.14.10) e tendo em conta (3.33) temos

to to i
/ u'(t)dt'ﬁ/ [u ()| dt < Mdt = M|ty — ta, (3.34)
i

ty ty

u(t1) —u(t2)l =

quaisquer que sejam ty,ts € (a,b), 0 que prova que u é lipschitziana em (a,b) .
Pela Proposigio 2.14.8, u é uniformemente continua em (a, b) e, pela Proposicio 2.14.3,

3 t_llr,?+ u(t) e 3 tl_lgl_ u(t).
Ent8o definimos
u(a) = tgrgr u(t) e u(b):= tl_lgl_ u(t).

Queremos mostrar que

[u(ty) —u(ta)] < Mty —ta|, Vi, itz € [a,b].

Por hip6tese,

Entao
o) _A

T T

— 400, quando r — 400.

Isto significa que

vn €N 3R=R(n):r>R:>M—é > n.
r r
Se €| > r temos |£] > R. Portanto
o(é) A
——L — ~>n, VEECR": (| >R.
el
Isto implica que
o (2D 4Y,
1€1>r \ 1] €l
Portanto podemos escrever
0 A
VneN 3R=R(n):r>R= inf (—([—59-—) > n,
le>=\ 1§ 14l

ou seja

) . 0 (&) A)
! [ AU
Jim e (S - ) = oo
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Se ty,t2 € (a,b) a desigualdade é valida por (3.34).
Suponhamos que t; = a, t3 € (a,b). Entao, por (3.34),

lu(a) —u(te)| = tl_i}ﬂu(t) —u(te)| = tl—igl'* lu(t) —u(te)] < t{i}g Mt—ty=M ‘tglgl+t —to| =M|a—ty].

A desigualdade também é vilida nos casos t; € (a,b), t2 = b e t; = a, tz = b, sendo a demonstragdo andloga
& anterior.
Logo u é lipschitziana em [a, b].0

Observagio 3.3.6 E dbvio que se a fungio integranda nio tomar o valor +oc0 a condigdo (i) do Teorema 3.3.5
pode ser desprezada. De facto, assim temos

u' (t) € domf(t,-) gsem (a,b).
Por outro lado temos
domf(t,") =R" = int (dom f (t,-)).
Donde se conclui que
u' (t) € int (dom f (¢,-)) gs em (a,b).

Observagao 3.3.7 A hipstese (H2) nio pode ser desprezada no Teorema 3.3.5. Consideremos, por exemplo,
n=1,a=A=0,b=B=1 ea fungdo f:(0,1) x R — R definida por f (t,§) = 0. Esta funcdo néo verifica a
hipdtese (H2); de facto, como f(t,£) =0 entdo

3 6:[0,+00) = R tal que lim @=+oo

7400

e f(t,&) > 0(€]) para qualquer £ € R e quase todo t € (0,1).

A fungéo f é claramente um integrando convezo e é Sbvio que verifica a hipétese (H3) e as condigdes (i) e (ii)
do Teorema 3.8.5, ou seja, esta fungdo verifica todas as outras hipdteses do Teorema 3.3.5, mas as solucées do
problema (P) ndo sdo todas lipschitzianas. A fungio u : (0,1) — R definida por u (t) = V't é uma solugio do
problema (P), mas néo é lipschitziana em (0,1); na realidade

u(ta) —u ()] _ [V — V]| _ 1
ft2 — t1] lt2—t1] Vi + V|

ndo é limitado para valores de t; e ta muito préximos de zero.

Observagao 3.3.8 Para mostrar que a condi¢io (%) do Teorema 3.3.5 ndo pode ser desprezada basta tomar
n=1,a=A=0,b=1, B=2/3 e

F0) =l + |-

Temos as sequintes desigualdades '3

16,6 = 1P + ¢ - t—l/“‘z <206 +20g eVt <2+ (e +72) 472 <3 (Je +7)

13Para quaisquer dois reais a e b temos
0< (a—b)% =a% - 2ab+ b2,
o que implica que

2ab < a? + b2.
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568 =16l + |~ 74 > (e
Donde se conclui que
6 < £t <3(|6f +m(t)) comme L' ((0,1),R).
Como facilmente se verifica, f é um integrando convexo, verifica a hipdtese (H2) com 0 : [0, +00) — R definida

por 0(r) = r2. Além disso, f verifica a hipdtese (H3). Provemos agora que f (t,-) ndo verifica a condigdo (i),
isto é, provemos que

V{o € L= ((071) aR) VneN —:—]Dn = Dn (ann) c (Oa 1) ’ m(Dn) >0: f(t1£0 (t)) >n, Vte Dn
Fizemos &, € L ((0,1),R), entdo existe Cy > 0 tal que €, (t)| < C1 quase sempre em (0,1). Fizemosn € N.
Defina-se

1

Ve vaT)

Note-se que D,, é um subconjunto de (0,1), com medida positiva.
Para qualquer t € D,, fizado, temos

D, :=

t™12 _ 20t~ 4 —n > 0. (3.35)
Agora, defina-se

Dy, := D\ {t € (0,1) : |£ (£)] > C1}.

Dado que m (bn) >0 equem{te(0,1): & (t)] > C1} =0 entdo m(D,) > 0. Por (8.35) temos, para cada
t € D, fixado,

Ft,€o () >22(t) — 216 )|t~V +t712 > 216, )|t~ V/4 + 712 > 201t~V 4 4 t71/2 > .

O que mostra que a fungdo t — f(t,€, (t)) ndo é essencialmente limitada em (0,1).
A inica solugdo do problema é

u(t) = §t3/4.

De facto, u é solugdo pois u € W11 ((0,1),R), u(0) = 0,u(1) = 2/3 e para cada ¢ € W1 ((0,1),R) tal que
¢ (0) =@ (1) =0 temos

1 1
/ ftu +¢)dt > / (2(u’+<ﬂ’)2~2(u’+so’)t‘1/“+t"1/2) dt
4] 0

2 1
T t“lM‘ ) dt +/ (4u'<p’ - 2<p't_1/4) dt
0

1
(t,u)dt + 2/0 (2u’go' - <p't_1/4> dt

v
O\HO\H
- TN TN
ﬁ\
T
+
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Esta dltima igualdade resulta de

1 1
/ (2u'<.0'—s0't‘1/4) dt:/ (2%t‘1/4 ! <pt~1/4) dt = 0.
0 0
Além disso

1 1 2 2 1 1 2
/f(t,u’)dt = / (Iu'l +\u’—t—1/4| )dt:/ i—t—l/“
0 0 0o \i2
1 1
1 a2, 1. ap 1/ ~1/2
~t —t dt = — t dt =1
/0 (4 + 1 2 Jo < 400,

assim concluimos que u é de facto uma solugio para o problema (P).
Provemos agora que u é a Unica solugdo do problema (P).
Suponhamos que existiam duas solugdes: u,v. Entdo

/bf(t,u')dtg/bf(t,w’ /f(tv dt</ f,w')d

para qualquer w € WH1((0,1),R) tal que w(0) =0, w(l) = 2/3. Como a fungio £ — f(t,£) é estritamente

conveza em (0,1) (pois fee (t,€) =4 > 0), entdo
1 1
—1-/ f(t,u')dt+l/ f@,v)de

/Olf(t,i;fﬂ)dt
/f(tv ydt + = /f(tv
[ s,

a sequnda desigualdade resulta do facto de u ser soluggo. Chegamos assim a um absurdo visto que v é um
minimizante deste funcional. Donde se conclui que eziste apenas uma solugio: a solugdo

1
_t_1/4 t_1/4
'2

2
)dt

Il

A

IN

u(t) = 5t/

e (t) € int (dom f (£,-)) =R gs em (0,1) entdo verifica-se a condigio (i). Mas v’ (t) = 5t~'/* ndo é limitada
para valores de t muito prézimos de 0, logo u ndo é lipschitziana em [0,1] (ver Proposzg:ao 2.16.29).

3.3.2 O problema relaxado

Nesta secgéo consideraremos o problema

b
{/ (0 (#)dt - v e WHP ((a,b) ,R™) v (a) = A,v (b) = B} P*)
onde, para cada t € (a,b) fixado, f**(t,-) denota a funcdo bipolar de f(t,-), sendo dados
f:(a,b) x R* — [0,+00) e p € (1,+00).

Proposigio 3.3.9 Sejam p € (1,4+00) e f: (a,b) x R"— [0, +00) uma fun¢do L x B, -mensurdvel tal que, para
algum K > 1,

[P < ft,6) <K@A+[) VEER™ (3.36)

Suponhamos que u € Wb ((a,b),R™) é uma solugdo do problema (P). Entio existe uma constante ¢ € R™ tal
que

c€ G f™(t,u' (t)) gsem (a,b) (3.37)

e u é lipschitziana em [a,b].
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Demonstracao:

Fixemos ¢ € (a,b) qualquer e p € (1, +00) tal que (3.36) se verifica.

Pela Proposicdo 2.22.6, a fungéo f** ¢ um integrando convexo e f** (¢,-) é uma funcdo lipschitziana numa
vizinhanca de . Logo para provar (3.37) ¢ suficiente, pela Proposicio 3.3.1, mostrar que u é solugéo do
problema (P*), ou seja, mostrar que

b b
/ e s [ e o),

para qualquer v € WP ((a,b) ,R"), v (a) = A, v (b) = B.

Fixemos v € W' ((a,b) ,R") tal que v (a) = A,v (b) = B.

Comecemos por mostrar que existe uma sucessido (wp) C WP ((a,b),R") convergindo fracamente para v
em W7 ((a,b),R") tal que

wp(a) = A, wy(b)=B VheN

b b
/ £ (6,9 (§) db = lim / £ (¢, () . (3.38)
Por hip6tese, f & £ x B,,-mensurdvel e para algum K > 1 temos
[P < £(t,€) < K(1+[¢) VEeR?,
entdo, pelas Proposigoes 2.19.6 ¢ 2.19.9,
7 < £ (£,6) < K (L+[¢fP) vEeR™ (3.39)
Além disso,
b b
/ fu (b)) dt < / K (14 (t)|7) dt < 400,

para qualquer v € W% ((a,b),R"). Portanto, por ‘4, para cada v € W'? ((a,b),R") existe uma sucessio
(wn) € WP ((a,b) ,R™) convergindo fracamente para v em W1? ((a,b),R™) e tal que

b b
/ (0 (b)) dt = li’fr_l’inf/ I (&, wy, (t)) dt.

!4Proposigdo: Scja f : (a,b) x R® — [0, +00| uma fun¢ao £ X Bp-mensurdvel. Suponhamos que existe v € LP ((a,b) x R™?) tal
que

b
I() = / F(t.v' (1) dt R
a
Entdo o funcional
b
" (v) = / £ (8,0 (1)) dt

€ sci na topologia fraca de LP ((@,b) X R™) ¢ para cada v € LP ((a,b) x R™) existe uma sucessio (vy) C LP ((a,b) x R™) com
(vn) — v em L? ({(a,b) X R™) e tal que

b b
J @ a=ymint [ ook o) a

Demonstragao:
Ver [5], Proposigao 1.3.1 (i) e (ii), Proposi¢ao 1.3.4 ¢ Observacao 2.6.5.
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Ent&o, passando se necessario a uma subsucessdo podemos dizer que existe uma sucessdo (wp) C WP ((a,b),R™)
tal que (w,) — v em WP ((a,b) ,R") e

b b
[ 1w @na=jm ["reun @ (340

o que prova (3.38).

Como (wp) — v em W' ((a,b),R") e p > 1 entdo, pela Proposicdo 2.12.10, existe uma subsucessio de
(wn), ainda notada por (ws), tal que

(wp) — v em L* ((a,b) ,R")
isto &, tal que
(|wh - v|Lm((a’b)’R")) — 0 quando h — 0. (3.41)
Por outro lado, temos
lwh, (8) — v (8)] < [wh — V] oo ((apyre) G5 €m (@,0)

mas, para cada kb € N fixado, wy, é continua e também & continua a fungdo v !5 entéo temos

|wh (t) -v (t)| S |wh - U‘L‘”((a,b),mu) Vt [S (a,b) .

Em particular,
0 < |wn (@) —v(a)] < |wh = V] peo((a,pymm) , 2O
donde
(tun (a) ~v (@) ,—_0

pelo que

wy (a) =v(a) = A, VheN. (3.42)
Da mesma forma se conclui que

wp(b)=v()=B, YheN. (3.43)

Mostremos agora que
lim (liﬂsip /UT [}, (8)|° dt) =0. (3.44)
a<o<r<b

Mas mostrar (3.44) é o mesmo que mostrar que

V(7k),(ok) com a < o < 7, < bVk € Ne tais que |7 — og| =0

Th
lim (limsup/ lw), () dt) =0. (3.45)
g

k—oo \ h—oo ke

15 Recordemos ue

WP ((a,b),R™) C W' ((a,b) ,R™) = AC ({a,b),R™)  Vp € [1,+o0].
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A igualdade (3.45) significa que

Ve>0 AIN=N(e):Vk> N

T
limsup/ |wh, ()P dt‘ <e.
h—-’oo g

k

Ou seja, mostrar (3.44) é equivalente a mostrar que

V(7Tk), (o) coma <o, <7, <bVkeN tais que |74 —og| — 0

Tk
Ve>0 IN=N(e):Vk > N lim / |wh, (®)|Pdt <€
100 ok
para qualquer subsucessdo convergente (wp,) de (wp).
Se ndo temos (3.44) entdo

Je>0  F(wp,) C (wn)

3(7k), (oK) com a < of < T < b Vk € N tais que (74, — o) — 0

tais que
Tk
VYVNeN 3k>N: lim / |wh, ()| dt > ¢,
1— 00 o

ou seja, tais que

VNeN n=n(N)eN Ei:i(n):/"

Tn

p
wh,,, O] dt > e.

Logo, se (3.44) fosse falso seria possivel encontrar € > 0 e sucessoes (wh(k)), (0k), (k) coma < o < T < b,
VkeN, (tp —or) —0e
/Tk
T

up{t):=A +/ w;L(k) (s)ds YkeN.

[avt]\[akwrk']

whey ()] dt e VEEN. (3.46)

Seja,

Queremos mostrar que existe u € WP ((a,b),R") tal que (ux) — u em WP ((a,b) ,R").
Comecemos por mostrar que a sucessao ([uklwl,,,((a,b)’k,,)) é limitada em W'? ((a,b),R"™). Pela Desigual-

b 1/p b » 1/p
/Iuk(t)lpdt = / A+/ Wiy (8) ds| dt
@ a [ait]\[avak']
‘ { rb 1/p b p 1/p
(/ lAlpdt> —|—</ / wﬁl(k)(s)ds dt)
@ a |Jat\[ow,Tk]
1/p
-1 | [ [ b o) ds) o
_a) | l+ : g lwh(k) (3)‘ S
b P\ 1/p
= (b—a)””|A;+((b-a> ( [ fwhes (s>|ds) )
b
= (- <|A| + [ g ) ds)

dade de Minkowski (ver Proposicio 2.11.18), temos

IA

AN
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1/p

i/p
(/ab |, (87 dt) = (/: lwﬁ(k) (t)‘pdt)

up (t) = whiky (¢) gsem (a,b).

visto que

Como (wp) — v em WP ((a,b),R™) entdo, pela Proposi¢io 2.9.16, (|wh|W1vl’((a,b),R")) ¢ limitada, logo
existe M > 0 tal que

[whlwie (@) k) = [WhlLo(as)re) T 1WRLLo (0,0, R0)

b 1/p b i/p
(/ |wh (t)|pdt) + (/ |w}, (t)|pdt) <M VYheN.

Em particular,

b 1/1’
( / " (t)|"dt> <M VheN. (3.47)

De (3.47) resulta que
1/p

1/p
(/abm(t)o"dt) :(/:Iwz(k,ml”dt) <M

e, pela Proposicao 2.11.17,

b 7
/ ‘w;l(k) (t)‘ dt _<_ n |w;.,'(k)l ) |1|L1”((a,b),]R"') S n(b - a)l/p M Vh € N

L?((a,b),R"
Portanto
[kl v (aty.) = [0kl o0y + 18 Lo (et ) < B =) (1Al +n(b—a)/" M) + M VkeN,
logo (luklwl,p((a’b),Rn)) é limitada em WP ((a,b),R") e, pela Proposicdo 2.10.4, existem u € WP ((a,b) ,R™)
e uma subsucessdo de (uy), ainda notada por (uy), tais que
(ug) — u em WHP ((a,b) ,R").

Mostremos agora que u = v.
Como, para cada k € N

i
Uk (t) = A + / w;z(k) (S) dS = A + / X[a,t]\[ak,‘rk] (S) w;l(k) (S) dS

[a,t]\[ox,74])
entdo, para quase todo t € (a,b)
/ Why @) se t ¢ [, 7i]
uy (t) =
0 set € |og, Ti).

Fixemos ¢t € (a,b).
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Temos 16

t £ t
/ Ko, i\ [ox,7] (5) wﬁb(k) (s)ds = / u (s)ds oy v (s)ds. (3.48)

—00 faq

Por outro lado, como (wp) — v em WP ((a,b) ,R"), temos

b b
( [ whove dt) o [V Ovee el (@b R,
Entao, para cada k € N fixado, temos

i t
A / Xia,t\low, i} () wh (s)ds = / Xa,d\lowre) (8) V' (5) ds.

Pelo que

t " .
i (i, [ Feenr 0 wh ) e) = Jim ([ Feintnra 00 01s) = [ Ghas

isto &,

4 4
Jim (,}im [ oo ) wh (s)ds) — [+ @

Isto significa que, fixado € > 0,

i

i
IN=N(E)€eN:k>N= ‘hlim / Ko, t\[on,r] (8) Wh (8)ds — / v (s)ds

a

<E&. (3.49)

Entdo, para cada k > N satisfazendo (3.49), podemos encontrar h = h (k) tal que

<e,

t t
/ X[a,t]\[a,,.,rk,] (s) w;m(k) (s)ds — / v (s)ds
a a

ou seja, podemos afirmar que

t

i
/X[a,t]\[ak,-rk] (s) wk(k) (s)ds—/ v’ (s)ds

Ve >03IN=N(¢)eN:k>N=> <eg

ou

t t
Jim, ( [ eonras @ whao () ds) — [V (s

Entéo, por (3.48), concluimos que
t t
/ u' (s)ds :/ v’ () ds

e como u e v sao fungdes absolutamente continuas vem u = v.

16Como (ug) — u em WHP (2, R™) entio, por defini¢io, temos

([wovoda), = [vovoe wer @r,

(/at uh (s) ds) e /: o' (s)ds.

poudo ¥ = X ¢}, temos
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Logo (ux) — v em WLP ((a,b),R™).
Por (3.36) e (3.46), temos

/ab o () dt = /(ab)\[am] F (b (1)) de + /:f(t,())dt

" f (t, W) (t)) dt + K (11, — o%)

< /abf (tvw;z(k) (t)> dt — /ak

Tk

< /abf (t,w;;(k) (t)) dt - /ak

< Lb f (t, wg(k) (t)) dt —e+ K (1, — o) (3.50)

P
Whk) (t)l dt + K (1 — ok)

para cada k € N fixado.
Entéo, pela sci (fraca) do funcional (ver a proposi¢do que estd na nota de rodapé 14),

b
Ipes (u) := / (@t (b)) dt

e por (3.50), temos

b
/ £ (8,0 ()t

IN

b ]
liminf / £** (6,4, (1) dt < limint / £ (¢, (1) dt
a b Q
lim inf </a f (t, Whsy (t)) dt — e+ K (1 — ak)>

b b
Jm [ f @, 0)di - < Jim [ 1t @ya

IA

IA

o que contradiz (3.40).
Portanto temos

hm hmsup/ [wh, ()| dt =

T— h—o0

a<a<1'<b

Sejam
Ep = |wn - vlL”((a,b),]R”)
b_Eh
By :=A+ / w}, (s)ds (3.51)

A+f:w;L(s)ds sea<t<b—eg
v (t) :=
Bh-i—(B—Bh)Lt_Z%2 seb—ep <t<h.

Notemos que, por (3.41), temos -
en — 0 quando h — oo. (3.52)

Provemos que vy, € WP ((a,b),R"), para cada h € N.
Fixemos h € N.
Temos

1/p

b b—en, b 1/p
[vhl Lo (bR = (/ o )P dt) = (/ vn ()1 dt+/ vn ()P dt)
a a b—ep
b—Eh P b
= / dt +/
a b—ey,

(t—b+en)

n

Bh+(B—Bh)

¢
A+/ wy, (s)ds

P 1/p
dt>
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mas

b—ep
/a

A

pa_.LF%Qm+[mmmmfﬁslh“0m5[mumaYﬁ

b 4
(b—en—a) (IAl +/ |wh, (S)IdS) < (b—en—a) (Al +Co (),

t
A+/ w), (s) ds

para alguma funcio C; (k) > 07, e

b
A—E/;

A

(t—b+en)
13

n

p b
dt < / ('Bhl + |B - Bh|
b

—E&n

t—b+ep
E

n

B, + (B — By)

P
) a

< Abs (IBn| +|B — Bp|)? dt = en (|Bn| +|B — Bu|)”
—en
pois
te(b—enb=>—-en<t-b0<0=220<t—bt+enen=>0< t—_%:—ﬁ < Z—:zl.
Logo
[0R] o (apyry < (6= &n = @) (1] + C1 ()" +€n (|Bal +|B = Bal)")'” € R
portanto

vn € LP ((a,b) ,R™) .

Provemos agora que v}, € LP ((a,b) ,R™).

Temos
b 1/1’ b—e), b l/p
|U;1|L11((a,b),IR“) = </ |vh @ dt) = (/ v, (8)[F dt +/b EAGI dt) .
a a —Eh

Mas, por (3.47),

b—ep, b—ey, b
/ Ivh(t)l”dt=/ |w;,(t)|”dtg/ w), (£)[F dt < MP

a

e
b b P ;
B-B 5-B
J G i e R e
b—e b—e, 2 Eh
logo
A py\ 1/p
|Vh] Lo ((a,0) &) < (Mp+5h En ) .
Entao

vh € L¥ ((a,) ,R")

17Para cada h € N fixado, w), € L? ((a,b),R™) entito também wj, € L1 ((a, b),R™) ¢ portanto existe Cq (h) > 0 tal que

b
/ |w}, ()] ds < C1 ().
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pelo que
e temos também

Usando (3.44) obtemos

De facto, por (3.36), temos

b
/f&%@ﬁt

lim sup
h—o0

IA

vy € WP ((a,b) ,R™)

vp(a)=A e v,(b)=B

b b
/a f (8,0 (1)t < lim / £ (8w} (1)) dt.

b—ep, , b B—Bh
/a f(t,wh(t))dt+/b f(t, - )dt

—En
b

b
quwumw~

b—ey,

/abf(t’w;”(t))dt‘/bb lwk(t)!”dt+/b K<1+IB

—En

Lbf(t,wg(t))dt—/b ol ()P dt + en K <1+l

—&n

fawuma+/bfﬁ,

b——Ey.

b"eh

Eh

B— B

€h

)

B_
B") dt
Eh

— B

P
)

Por (3.51), (3.42), (3.43) e pela Desigualdade de Jensen (Proposicdo 2.16.7) temos, respectivamente,

B - B,l?

€h

€h

Donde, por (3.44) e (3.52),

lim sup <5hK (1 + ’

h—o0

En

Eh

Eh

Eh

P

1 b—ep,
——(B——A—/ w;l(s)ds)
Eh a

b b
—1—-<B—A——/ w}b(s)ds—}-/ wg(s)ds)
En a b—e),

P

P
1 b
—(B—A—wh(b)+wh(a)+/ w;,(s)ds)
€h b—ey
1 r® P 1 [t b
— wy, (8)ds| <ep— / |wh, (8)F ds = / |w}, (s)|” ds.
€h b—ey, €h b—ey —€n

— P _ 4

B~ Bu )) = K limsup (sh + ey B-Bs )
Eh h—oo Eh
b
< Klimsup (sh +/ |wh, (8)[Pds | =0.
h—oo b—egy,

Portanto, por (3.54), (3.55) e passando se necessdrio a uma subsucessdo, temos

b
limsup/ f (v, (1)) dt

h—o0

<

IA

IA

b b
lin sup (/ f(t,w;(t))dt—/
h— oo a b—ey,

b
lim sup/ [ (t,wy, (t)) dt + limsup
b

h—o0 h—o0

Hm [ f(¢,w) () dt,
h—oo J,

lwy, ®)|F dt +en K (1 + ‘

(s

B — By
En

))

B - B,

€h

(3.53)

(3.54)

(3.55)

)
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como se pretendia.
Mostremos agora que u é solugao de

b
min {/ (0 (¢)dt: v e WHP ((a,b) ,R™),v(a) = A,v(b) = B} . (P*)
De (3.40) e de (3.53) resulta que

limsup / (6,0 () dt < / £ (0 (£)) dt (3.56)

para uma sucessdo (vp) C W1? ((a,b),R") tal que v(a) = A,v (b) =
Agora, por hipétese, u € Wb! ((a,b),R™) é uma solugéo do problema

b
{/ f(t,v (@) dt:ve W ((a,b) ,R™),v(a) = A,v(b) = B} .
Portanto
b b
/ f@d (t)dt < / ft v @)dt YveWbhl((a,b),R") tal que v(a) = A,v(b) =
Em particular, dado que W' ((a,b) ,R?) Cc W1 ((a,b),R"),
/ "t (1) dt < / Fb' @) dt Yo WP (a,b),R?) tal que v(a) = 4,0 (b) =

Entéo, por (3.56),

b b b
/"ﬂawu»msnmwg/fumuwmw;/f“mua»w (3.57)
a h—oo Ja a
e portanto
/bf (¢, v () dt < /b £, (t) dt, Yve W' ((a,b),R™) tal que v(a) = A,v(b) = B. (3.58)

Finalmente observemos que aplicando o raciocinio anterior a u !* obtemos (por (3.56))
J(ur) € WP ((a,b),R™) tal que up(a) = A,un(b)=B VheN

tal que

b b
limsup/ f(t,u;(t))dtg/ (@, () dt

h—o0

entédo, por (3.57),
b
/ f@u () dt <11msup/ f(t,up (2) dt</ (@, (t)dt
Donde

b b
/ﬂmﬂM&/ﬂWﬁwW

LK fiacil verificar que, POr estarmos a assumir que o minimo é finito ¢ por (3.36), tem que ser u € WP ((a, b) ,R™).
De facto, por (3.36) e pelo facto de o miimo ser finito sai que v’ € LP ((a,b) ,R™). Por outro lado, como u ¢ continua em (a, b)
entdo u € L% ((a, b),R™) o que implica que u € LP ((a,b) ,R?).
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mas, por defini¢dao da bipolar,

b b
[ e was [ rev e

Concluimos entao que

b b
/ £ (e () dt = / £ (b (8)) dt.

Entéo, de (3.58) resulta que

b b
/ £ (b (1) dt < / £ (1) dt Yo € WP ((a,b),R™), v(a) = A,v(b) = B.

O que mostra que u é solucido de (P*). Entdo, pela Proposicdo 3.3.1, existe ¢ € R™ tal que
cedf*™(t,u/' (t)) qsem (a,b).

Agora, aplicando o Teorema 3.3.5 a f** e considerando 8 (r) := r? (ver (3.39)), concluimos que u ¢ lipschitziana
em {a, b].H

Nota 3.3.10 Na Proposicdo 3.3.9 ndo exigimos que f fosse um integrando convezo, pelo que ndo se pode aplicar

o método directo, e além disso o problema (P) pode nédo ter solugdo.
Por exemplo, se n=1,(a,b) =(0,1),A=B=0e

52 se&>0
fe)=
1+¢&% se€<0,

o problema

min {/Olf(u’(t))dt:ueD},

onde
D:={ueW" ((a,b),R): u(0) =0=1u(1)}

ndo tem solugdo.
Temos

1
I(u):/ f@(#)dt>0 YueD,
0
logo

L) 50
2p1 20

Mostremos que temos de facto

,}253[(“) =0.

Consideremos a sucessdo (u),) definida por

1 1
{m 8605t<1—'27

-1 sel-g <t<1
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para cada n € N. Temos

L

I o L Vg 1 1)d T ! 2d ' 1)2) ¢

(wn) = /0 f(zn_l) t+/1_71rf(—) t—/o (QH_I) ”/1_24,(”(“)) :
1 1 \? 1 1 1

(1"27) (m) +2(1—1+2—n)—2n(2n_1)+2,,_1 T

Mas ndo existe u € D tal que I (u) =0.
Se u(0) =0=1u(l) entdo u(t) =0 ou existe t € (0,1) tal que u(t) #0.
Seu(t)=0entiovw (()=0e

I(u)=/0 £(0)dt =10,

Se existe t € (0,1) tal que u(t) # 0 entdo, dado que u é continua,

IM; C (0,1),m(M;) >0:4'(t) >0 gs em M,

AMy C(0,1),m (M) >0:u'(t) <0 gs em M,
donde
_ o o — o 2 o 2
1@ = [ swepas [ saea= [ wores [ (1+007)#

- /1 (u' (t))* dt +m (My) > 0.
0

O que mostra que o problema (P) ndo tem solugdo.
Contudo, é possivel provar que o problema (P) admite solugdo se f verifica as sequintes condigées:

(a) f é L x B,-mensurdvel;
(b) a fungdo f(t,-) é sci em R™ para quase todo t € (a,b);

(¢) f(t,€)>0(&|) para alguma funcdo 6 : R —R com lim ﬂrﬂ = +00.

r—-+o00

(Ver [38], Teorema 3.3.)

3.4 O problema auténomo

Consideremos o problema auténomo

b
min {/ f @), () dt:ve Wh((a,b),R"),v(a) = A,v(b) = B} (P

onde f: R™ x R™ — [0, +00] € uma fun¢do Borel-mensurdvel e para cada s € R" a funcio f(s,-) é convexa e
sci em R™.
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3.4.1 Definicoes e resultados preliminares

Lema 3.4.1 Seja f: R — [0, +00] uma fungdo convexa e sci e seja w € int (dom f). Defina-se
f(2)e set>0
@, () = lim%gff (¥)s set=0
400 set <0.
Entdo ¢,, é uma fungio conveza e sci, 1 € int (dom ¢,,) e

Oy, (1) = f (w) — (w,8f (w)) - (3.59)

Demonstragao:
Comecemos por provar que @,, é convexa e sct.
Se 0 = w € int (dom f) temos

f(O)t set>0 f(0)t set>0
@Yo (t) = lilil’(i)lﬂ}ff(o)s set=0 =¢ 0 set=0
400 set<0 +00 set <0.

Logo ¢, é convexa e sci.
Suponhamos entdo que 0 # w € int (dom f). Dado que f é uma fungéo convexa e sci entao, pela Proposigao
2.18.3,
f&)=sup{fa(§)} VEeR"
A€EA
onde A & um conjunto de indices e fy, para qualquer A € A, é uma fungéo afim. Portanto
F{ra: A€ A}CR, I{oa: A€ A} CR”
tais que

f(€) =sup{{vy,8) + 72} VEER™
A€EA

Em particular, para qualquer ¢t > 0 temos

w w 1
f(—)t:tsup <v)‘,——>+r>\}:tsup{—(m\,w)—{-r,\}
i AEA t aea Lt

1
= tsup {- ({vx, w) +tr)\)} = sup {(va,w) +tra}.
acA Lt AEA

Pw I (0,4-00) (t)

Logo, pela Proposigao 2.18.3, ¢, |(0,+00) € COnvexa e sci.
Consideremos agora a fungéo ¢,,/(0,+oc0)

f(%)t set >0

Pwlio400) ) =9 .
liminff (¥)s set=0.

s—0t

Queremos provar que

Pol0,100) (At1 + (1 = A t2) < Ay li0,400) (t1) + (1 — A) @y lj0,400) (E2) (3.60)
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para quaisquer ¢y, ¢y € [0, +00) e qualquer A € (0,1).
Se t1,t3 > 0 entéo vale a desigualdade anterior para qualquer A € (0,1) porque ©,,|(0,+00) é convexa:

Pullo+00) A1 + (1 =X t2) = @yl0,400) (A1 + (1 — A) £2)
AP (0,4+00) (t1) + (1 = A) 94,0, +00) (t2)
= Apulo,4+00) (81) + (1 = A) @y ][0, 400) (t2)

IA

Fixemos tg > 0 e A € (0,1). Queremos mostrar que a desigualdade (3.60) também é vdlida neste caso.
Comecemos por mostrar que a funcio

[0, +00) 3t = ©,](0,400) (At + (1 — A) to) (3.61)
é sci em [0, +00). A fungéo
[0,+00) 3t —u(t):=A+(1- Nt
é contfnua em [0, +00) e a fungio
(0, +00) 3 8 = ©y|(0,400) (8)
é sci em (0, 400). Para cada t € [0, +o0o) temos
Puwl(0,400) (At + (1 = X) o) = 9yl (0,400) (% (£)) = (Po(0,400) 1) (2) -

Entdo mostrar que a fungdo em (3.61) ¢ sci em [0, +00) é equivalente a mostrar que o conjunto

{t € [0,+00) : (Pulo,400) 0 %) () < @}
é fechado para qualquer o € R (ver Proposicio 2.17.5).

Fixemos a € R qualquer.
Como ©,,[(0,4+00) € sci em (0, +00), 0 conjunto

{5 €(0,400) : 0y l(0,400) (8) S @} = 9|11 00 (=00, )

é fechado, entdo

0 (Pulton (-00,0D)) = (Pulio,40e) o) ™ ((—00,0])
{t € [0> +OO) : (90w|(0,+oo) ou) (t) < O‘}

é fechado, por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por uma funcéo continua. Entéo,
Pul©+00) (1 =)o) < Hminf o, (0, +00) (At + (1 — A) to)
Assim temos

Puwlio,+00) (1 = A) to)

Pul(0+00) (1= A) to) < Lminf g, (0, 00) (A + (1 = A) to)
lim inf (Mwl0,400) (8) + (1 = A) @4,)(0,400) (t0))

< i g .

< Aliminf e, [(o,+00) (8) + (1~ A) liminf o, | (0,+00) (fo)

= APy, (0) + (1 = X) ¢y, |(0,4+00) (t0) -

Logo, também neste caso se verifica a desigualdade (3.60), e portanto a funcéo ©u[0,400) € convexa em [0, +00).
Quanto & sci, sabemos que a fungdo ¢,,[(0,+c0) € sci em (0, +00) entdio basta mostrar que Puwlo,400) € sCi
emt =0, isto &

IA

Pulio+o0) (0) < Hminf oy (0,00 () (3.62)
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- w L. o w
Puwlio,+00) (0) = 11125§ff (;) s e hsl'ﬁgf Puwlio,+00) (8) = 11813(1)1+1ff (—;) s

0 que mostra que se verifica a desigualdade em (3.62) e portanto a fungéo ¢, [0, +o0) € sci em [0, 4+00). Além
disso

epip, = {(t,a) ERxR: g, (t) < a} = {(t,a) € [0, +00) xR : ¢, (t) < a} = epigy [0, +00)s

pelo que se conclui que a fungdo ¢, é convexa e sci.
Mostremos agora que

1 € int (dom ¢,,) .

Como ¢, (1) = f (w) e w € int (dom f) entdo ¢,, (1) < +oo, portanto 1 € dom p,,.
Se 0 = w € int (dom f) entdo 1 € int (dom ¢,), de facto dom g = [0, +00).
Suponhamos entdo que 0 # w € int (dom f). Seja € > 0 tal que

VEER™: |€ —w| <e= f(£) < +oo. (3.63)
Seja 6 = r,—Entwo
t-1<é & jt—-1< E ot ct-l<——
|lw| + e |w| +e |lw| + &
|w] 2e + |w| lwl+e 1 J|wjte
|lw| + ¢ |lw| +€ 2e+ |w| "t |w|
€ 1 1< &
2E+|w| Jw|
Como |w| < |w| + 2¢ entdo — o < Twl52e © portanto
€ 1 € ,1 ‘ 3
<l —els -1 < —.
lw| ¢ lw |t |wl
Logo
1 €
t— - =
| 1|<6:>’t 1’<|w|’

o que implica

w 1

‘?—w‘ —|w|’—t‘—1’ <e.
Pelo que, por (3.63), f (%) < 400 e portanto

¢u(t) = f (%) < +oo,

para qualquer ¢ tal que |t — 1| < §, o que mostra que 1 € int (dom ¢,,).
Para terminar, provemos que

8¢y, (1) = f (w) — (w,0f (w)),

para qualquer w € int (dom f). Com efeito, fixemos w € int (dom f) e consideremos as fungdes g : (0, +00) — R™
e h: (0,400) — R definidas, respectivamente, por
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A fungao
w
g@)= )

é contfnua em (0, +00) entdo g é continuamente diferencidvel em (0, +oc0) portanto, pela Proposicao 2.21.9, g
é estritamente diferencidvel em ¢ para cada t > 0 e designamos por D.g (t) a derivada estrita de g em ¢ (ver
Definigdo 2.21.8). Pelas Proposigoes 2.21.10 e 2.21.21 temos

99 (t) = {g' (t)} = {Dsg (1)},
pelo que D,g (t) = ¢’ (t) para cada t > 0. Em particular, g é estritamente diferencidvel emt =1 e
Dyg(1) =g¢'(1) = —w.
A funcdo f é lipschitziana numa vizinhanca de g (1) = w € int (dom f) (ver Proposigéo 2.16.27). Por outro

lado, como f é convexa entdo é regular em g (1) (ver Proposigdo 2.21.12). Entdo, pela Proposicdo 2.21.19, a
funcéo f; : (0,+00) — [0, +00] definida por

RO =fog®)=fla®)=1(F)
é lipschitziana numa vizinhanca det =1e
0f1(1) =(0f(9(1)), Dsg (1)) = (8f (w) , —w) = — (w, Bf (w)) -

Além disso, a fungdo h é lipschitziana numa vizinhanca de t = 1, 0h (1) = {1} e

M) =f(g1)=f(w)=20 e h(1)=120.
Portanto, pela Proposicao 2.21.20,

8¢, (1) =0 (f1h) (1) =01 (1) R (1) + f1 (1) O (1) = — (w,0f (w)) + f (w) = f (w) — (w,0f (w)),

0 que prova (3.59) e completa a demonstragao do lema.ll

Lema 3.4.2 Seja f : R® — [0,400] uma fungdo conveza, sci e seja w € int(domf), w # 0. Seja
6 : [0, +00) — R uma fungdo tal que

0(l¢)) < f(6) VEER™.

Entéo, para qualquer € € (0, |w|) e qualquer p € 0f (w) temos

(b 0) — £ (w) = 20 <€w> [l

|w| —¢ Jwl ) [ ¢’

Demonstragao:
Fixemos w # 0 tal que w € int (dom f) e sejam € € (0,|w]), p € 8f (w). Entdo, por defini¢cio de f (w),
temos

f(z) 2 f(w)+ (p,x —w) VzeR",

= f () + (o) — W)+ (o) 5 = o),

em particular

|w]
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ou seja,

f(I |) )+ ) 1o~ (). (3.64)

Multiplicando ambos os membros de (3.64) por |w| /e > 0 obtemos

ey (f) > Brw+ oo - o 2,

Il
€

0 que é equivalente a

ou seja

(9 0) — £ () (1 - —) < ol (—) —fw). (3.65)

Dividindo ambos os membros de (3.65) por 1 — |w]| /¢, que é um real negativo visto que € < |w|, obtemos

o)1) > = (B (3) - rw)
= e'-"]hf(fﬁ) i’

= [l <ﬂ) 3.66
e~ e (l) (369
Por hipétese, existe 6 : [0, +oc) — R tal que 8 (|¢]) < f (§) para todo £ € R™ entdo, em particular, temos
f(w) > 6 (Jw]). (3.67)
Por (3.66) e (3.67), temos
) - £ )2 o (ul) - g (7)),

o que completa a demonstragao.l

Lema 3.4.3 Seja () € Wh® ((a,b),R) uma sucesséo de fungdes convergindo em W' ((a,b),R) para
@ (t) ;=1 e tal que

en(a)=a, ¢,(b)=>b VheN.
Entdo, para qualquer u € Wb ((a,b),R) a sucessdo (uo ;') converge para u em W' ((a,d),R).

Demonstragao:
Seja (¢;,) € Wb ((a,b),R) uma sucessdo de fungdes convergindo em W ((a,b),R) para ¢ (t) = t, tal
que

ppla)=a e p,{b)=b VheN.

Temos

((Fh) Y em 2 b ((a’l:) 7]R) = l¢h ¥ |W‘-°° a,b),R 0
(

len = @lLoe ((a,0m) T+ [k = ‘P'|L°°((a,b),lk>) —0

(l‘Ph - ‘p|L°°((a,b),]R)) -0

(“P;z - ‘Plle((a,b),R)) - 0.
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Mas

(|<Ph - <Ple((a,b),R)) — 0 = () — » uniformente em (a,b)

(I% ¢l ((ap), m)) —0s (S:g() eS)SI<Ph ) —¢ (t)|> — 0= (l¢gh(t)—1) -0 asem (a,b)

o que implica que a partir de uma certa ordem temos

¢, () >0 gsem (a,b).

Suponhamos entdo, sem perda de generalidade, que é

¢, (t) >0 gsem (a,b), (3.68)
qualquer que seja h € N. O que implica

@h(t) >0 gsem [a,],
qualquer que seja h € N, além disso como (p,) C W ((a,b),R) entdo

(pn) € W ([a, 8] ,R) € W' ([a,b],R) = AC'([a, ], R),

ou seja, cada ,, é uma fungdo absolutamente continua em [a, b].
Pelas Proposicoes 2.14.16 e 2.14.17 existe e é absolutamente contfnua em [a, b] a funcdo

V=" VheN
Entdo para cada h € N, 9, é limitada em [a, b] por ser uma fung¢do contfnua definida num compacto de R, logo
¥y, € L*([a,b],R).
Para h suficientemente grande 1}, é essencialmente limitada. De facto, para quase todo t € (a,b) temos
(Ileh (6) = 1)) = 0,
ou seja
Ve>0IN=N(E)eN:h>N=|p,(t) -1 <e. (3.69)

Entéo, para £ = 1/2 e h suficientemente grande

-;— < () < g gs em (a,b), (3.70)
o que implica
<2 gsem (a,b).
Aw|<? ey
Entdo, pela Proposicao 2.14.19, tem-se

para quase todo 7 € (a,b) e para h suficientemente grande.
Mostremos agora que (1) — ¢ em Wh ((a,b),R) isto é, mostremos que

(l"/’h @l Loo (a,0).R +,1/’h ‘P|Lw((ab)m)) —0
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o que ainda é equivalente a mostrar que

(W)h - <P|Loo((a,b),1k)) —0

(M - ‘P'|L°°<<a.b),m) -0

Como (¢p,) — ¢ uniformemente em (a, b), temos

|vh ~ ‘P|Loo((a,b),m) = sup [P, (T)—p(7)]= sup (¢ ()T
T€(a,b) TE€(a,b)
= sup (9, (s (1)) —pn (B)] = sup [w5" (n (2)) ~ 0 (2)]
t€(a,b) t€(a,b)
= sup [t—o,(t)|= sup, lp () — on (2)] — 0. (3.72)
te(a,b) te(a,

Por outro lado, como sabemos que (¢},) — ¢’ em L ((a,b),R), ou seja,

sup ess|, (t) — ¢’ (£)] = sup ess i (£) — 1] — 0,
te(a,b)

t€(a,b)
entdo temos 1Y
1
L — @ = supessz,b )= ¢ (7)| = sup ess | ———+—~ — ' (T
b=Vl = s e[ (1) = ¢f (7)] = sup ess | e s = o/ (7)
1 — ¢}, (¥ (7))
= supess|—F————— —1‘ = sup ess | ————+—
T€(arb) % (’J’h (m) re(ab) | Ph(Wn (7))
= sup ess ¢ (t )‘ < 2sup ess|1 — ¢}, (t)| — 0. (3.73)
t&(a,b) ©h (t T€(a,b)

Provemos agora que os operadores T}, : Wh! ((a,b),R) — W ((a,b),R) definidos por
Th(u) =uoty,

sdo lineares contfnuos. Como u é uma fungio absolutamente contfnua e, pelas Proposicdes 2.14.16 e 2.14.17,
cada func¢do 1, é absolutamente continua e crescente (pois por (3.70) para cada h € N temos 9, > 0 gs em

Y Vejamos que se |ﬁ| <2 gs em (a,b) entdo

A= {CZOZ‘% <ec gsem (a,b)} 2{c>0:2|f®)|<c qsem (a,b)}= B

De facto, temos

ceB=2|f(t) <c gsem (a,b)

portanto
t
Do <2r@ize won @),
g(t)
o que implica que ¢ € A. Entao B C A ¢ portanto
inf{c >0: f—% <cqs em (a,b)} <inf{>0:2{f(t)| <cqsem (a,b)}.
g

Além disso temos também

12 flpoo ((a,0).R) = 21l Loo((a,b)m) -

Concluimos assim que se verifica a desigualdade

1o} (t)

SUp ess y
#), (8)

< 2Zsup ess |1 — o, (8)].
t€(a,b)

T7€(a,b)
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(a,b)) entdo, pela Proposicdo 2.14.14, u o 1, é absolutamente continua e portanto os operadores T}, estao bem
definidos. Cada T} é uma aplicagdo linear, pois para quaisquer u,v € Wb1((a,b),R) e quaisquer o, € R
tem-se
Th (ou + Bv) = (o + Bv) o Py, = auo Yy, + fv oy, = Ty, (u) + BT, (v).
Vejamos agora que cada T}, é um operador continuo. Como cada T}, é linear entao é continuo se e s6 se

3K > 0: |Th (Wl (apyz) < K lulwiiapr Vo€ W ((a,0),R).

Se u = 0 tem-se a desigualdade para qualquer K.
Se u # 0 temos, para qualquer € > 0 fixado,

ITh @Wlwraapyry = 1Th @) pigapr) 170 @ Lias,r) = 40 Valri@sr) T |(“°¢h)I|L1((a,b),R)
b b
[ e+ [ @) i ()]

If

pela Proposicio 2.14.15. Fazendo ¢t = ¢, (1) temos

_dr . d oy
dr = i (o () dt = ), (t) dt.

Logo

b b
/ e (0 ()] dr = / Ju (8) o (2)
e, por (3.68) e (3.71),

u’ (t) L

| W @ = [ @) X0

chtyar= [ @l

b
dT-—:/

1
@ (Wi (7))
entdo, por (3.69),

b b b b
ITh Wl oy ) = / fu ()] 2 (8) dt + / e ()] dt < (1+e) / fu (8)] it + / o (8)]

b b
(1+e) (/a lu(t)dt + /a [ (t)] dt) =(1+¢) (lulL'((a,b),IR) + |u,|L1((a,b),IR))

= (1+e)lulwiianr

IA

desde que h seja suficientemente grande.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que sao continuos para qualquer & € N,
Mostremos que sdo equi-limitados na bola unitdria isto é, mostremos que

3K > 0: |Th (Wi apiy S K VR EN, Vue {ue W ((,6),R) : fulwiiapm) S 1}
Vimos acima que
Th ()l w11 a0y, 1) < (1 +8) [elyyin (o)) »
entdo para qualquer u € W' ((a,b),R) tal que [ulyy1,1 (g p)r) < 1 temos
T (W)lwi1 (o)1) S (L +€)-

Vejamos agora que (T}, (u)) — u em Wh! ((a,b),R) para qualquer u € C? ([a, b],R).
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Fixemos u € C?([a,b],R). Entdo u’ é continua e portanto limitada em [a,b] o que implica que u & lips-
chitziana em [a,b] com constante de Lipschitz K; (ver Proposigdo 2.14.12). De forma andloga se conclui que
u' & lipschitziana em [a, b] com constante de Lipschitz K. Além disso, existe K > 0 tal que |/ (t)] < K para
qualquer ¢ € (a,b) .

Dado que

[¥n = Pl Lo (@) k) = Stlg(’ ebS)S [¥n () —e (&) 2 [¥n(t) —@ ()| aqsem (a,d),

entao

b b
ITh (@) = ulpi(@pymy = LITh(U)(t)—U(t)Idt=L |u (b (8)) — u (2)| dt

b b
/ (9 (1)) — (0 (&) d < Ky / o (£) — 0 (8) dt

b
< K / Y, — ‘ple((a,b),lR) dt = K1 (b—a) ¢, — <»0|L°°((a,b),lR)

e, pela Proposigdo 2.14.15 e por (3.71),

1T (@)~ ¥ | oy = / (T ()’ (¢) - (8)] dt = / |(wows) () — ' ()] dt

b b
/a [ (90 () W () — o (8)] dt = / I (6 (8)) ¥ (£) — (0 ()] dit

b
= /IU'(wh(t))wZ(t)—U’(w(t))wh(t)+U'(<P(t))¢2(t)—U'(w(t))ldt

IA

b
/ (19 @] 1" (5 (8) — ' ( O] + | (0 O [ (£) — 1) ait

b b
< m/ |wh<t>—<p(t)|dt+f</ |Wh (8) — 1t

IA

b b
2K, / [¥h — ©l oo ((a,8),r) B+ K/ |[¥h — ‘PI|L°°((a,b),1R) dt
a a

2K, (b - a) Iwh - (plLW((a,b),]R) + Km(Q) |¢;; - ‘p’|L°°((a,b),]R) :

Entdo, por (3.72) e (3.73),

0 < [T (u) = ulp1 (a),r) S K1 (0= 0) [ ~ @l peo(a,),m) = 0

0 < ITy, (u) - “/Iu((a,b),m) < 2Ky (b—a)lvy, — <P|Lo°((a,b),R) + Km (Q) |1/’;1 - ‘Plle((a,b)’R) - 0.

O que mostra que

(ITh (u) — ulLl((a,b),]R)) —0

(IT/L (u) - u,|L1((a,b),]R)) -0,

portanto (T}, (v)) — u em Wh! ((a,b),R), para qualquer u € C? ([a,b],R).

Seja u € W1 ((a,b),R) qualquer.

Como C? ([a,b],R) & denso em W' ((a,b),R) (ver Proposi¢do 2.12.6) entdo existe uma sucessdo (u,) C
C? ([a,b] ,R) tal que

(4,) — u em WVl ((a,b),R). (3.74)

n—oo
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Para cada n € N fixado,
(Th (un)) L Un em W' ((a,b),R). (3.75)

Por outro lado, para cada h € N fixado

(Th (un)) — Th(u) em Wh'((a,b),R). (3.76)
Queremos mostrar que

(Th (u)) LT U em Wl ((a,b),R),
isto &,
Ve>0 3dNeN:h>N = Ty (u) — ulwl_l((a,b)’m <e.

Fixemos ¢ > ( qualquer.

Por (3.74)
AN €N:n > Ny = fun — Ul (gp),re) < -g—,
por (3.75)
ANz € N: b > Np = |Th (4n) — tinlypi oy me) < § VneN (3.77)
e por (3.76)
3Ns €N:n> Ny = [Th (un) = T (W)l utre) < 5 Vh EN.
Seja

Ng > max{Nl, Ng}

e fixemos 7 > Nj.
Por (3.77) temos

€
HNZ (S N: h > N2 = ITh (UW) — uﬁlW“((a,b),lR") < 3
Entao, para qualquer 2 > N, temos
1Th (w) — ulwingap,ry = [1Th(w)—u+Th(ur) — Th(ur) — ur + Urlwiion,r)

< Tw () = T Wa)lwir (apy,m) + T (Um) — vl (ap),r) T 187 — Ulwiasry
< g

o que mostra que {7}, (1)) L uem W11 ((a,b),R) e completa a demonstragio.ll
00

3.4.2 Existéncia de solucgao
Hipéteses basicas
A existéncia de solucdo para o problema variacional auténomo
min {I(u):ue€ W"! ((a,b),R"),u(a) = A,u(b) = B} (P)

onde

b
rwi= [ ). @)
a
seréd estabelecida considerando as seguintes hipéGteses bésicas na fungdo

f:R*XR™ — [0, +00]
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(H1) f(s,£) é uma fungio boreliana e para cada s € R a fungéo f(s,-) é convexa e sci em R";
(H2) existe 6 : [0, +00) — R tal que

im 2 oo o f(s0)2008) Va6 R

r— 400

(H3) para cada r > 0 existem o, > 0 e M, > 0 tais que
f(5,6) < M, sempre que |s| <1 e [{|<a.
Antes de provar a existéncia de solugdo provemos a existéncia de uma funcio admissivel % para o problema
P.

Proposicio 3.4.4 Suponhamos que a fungio f : R™ x R® — [0, +00| verifica as hipéteses (H1) e (H3). Entdo
a funcdo lipschitziana T : (a,b) — R™ definida por

B-A
b—a

T(t) = (t—a)+A

¢ admisstvel para o problema (P’), e além disso I (@) é finito.

Demonstragao:

Como 7 é uma funcdo lipschitziana, é absolutamente continua, e evidentemente satisfaz as condigoes de
fronteira % (a) = A,T (b) = B.

Vejamos agora que I (@) € finito.

Como f nio toma valores negativos entio

(@) >0. (3.78)

Por outro lado, como % é contfnua entdo é limitada em (a,b) e portanto existe R > 0 tal que |&(t)] < R
para qualquer t € (a,b). Por (H3) existem constantes ag, Mg > 0 tais que ’

f(@(t),@ () < Mg sempre que [a(H)]| <R e [@ (t)] < ax.

Assim temos
b
I(g)= / f@),d (t)dt < (b—a) Mg. (3.79)

Por (3.78) e (3.79) temos
0<I(a)<(b—a)Mg,
donde I (z) € RN

Proposicio 3.4.5 Suponhamos que f : R* x R™ — [0, +0c] verifica as hipdteses (H1), (H2) e (H3). Seja
% : (a,b) = R" a fungdo admisstvel para o problema (P’) dada pela Proposi¢do 3.4.4 e seja I () = p. Entdo o
conjunto de subnivel

L'(@):={ueW" ((a,b),R") :u(a) = A4, u(d)=B, I(u) <I(a)}

é um subconjunto de Wb ((a,b) ,R"™) fracamente sequencialmente relativamente compacto 2°.

20Djzemos que (@) ¢ um subconjunto de Wi ((a,b),R™) fracamente sequencialmente relativamente compacto se
qualquer sucessao em I' (Z) contém uma subsucessao fracamente convergente em Wbl ((a,b),R").
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Demonstragao:
Note-se que I' (@) # 0, pois & € I (@) .
Seja (ux) uma qualquer sucessdo em I' (), isto é uma sucessdo em W' ((a,b),R") verificando

ug (a) = A, ug (b) = B, (3.80)
e
I(ug) < p (3.81)
para qualquer k € N.
De (H2) e (3.81) resulta que
b b
Jotiona < [,y (3.82)

para qualquer k € N, isto &, a sucessdo (u),) é equiabsolutamente integravel (ver Proposigdo 2.11.35).

Por outro lado, dadas as condigoes em 8 existe N > 0 (que depende apenas de 6) tal que 0 (£) > ¢ sempre
que { > N.

Fixemos k € N.

Seja E* o subconjunto de [a,b] onde |u}, (t)| > N e seja E = [a,b] \E*. Temos, utilizando (3.82),

b
loeoan = [ h@lde= [ wilas o< [ 6w o)+ [ Na

IN

b b
[otu@ha+ [ Na<urNG-a

pelo que

[ul £ ((apy,mny S+ N (b—a), (3.83)

o que significa, dado que k é qualquer, que a sucessdo (u},) é limitada em L' ((a,b) ,R™).
Pelo Teorema de Dunford-Pettis (Proposi¢do 2.11.34), podemos afirmar que existe uma subsucessao de (u},),
ainda notada por (u},), e uma fun¢do v € L! ((a,b),R") tal que (u}) — v em L' ((a,b),R™), isto &, temos

— o0

b b
( / <u;c(t),<p(t>>dt> o [ e@e@id vee I (@), R (389

donde resulta que

(/abu;c (t)dt) il /abv(t) dt

(L tUZ(S)dS) — /atv(s)ds Vt € (a,b). (3.85)

k— oo

A sucessdo (uj) é equicontinua. De facto, uma vez que (u}) é equiabsolutamente integravel, dado ¢ > 0
existe § = 6 (¢) > 0 tal que

/ i (8)] dt <
FE

para cada k em N e qualquer que seja o subconjunto mensurdvel E de (a,b) com m(E) < §. Entdo, se

[t” —¢'| < 8, temos
tl, t/ t/,
/ u}, (s)ds — / u}, (s) ds / u}, (s)ds
a a t

fug (¢") — uk (¢')] =

t/l
<[, WOl <e  GVBRg
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para cada k € N,
Além disso, (ux) é equilimitada. Com efeito, atendendo a (3.80) e a (3.83), temos para cada k € N e para
cada t € (a,b),

t t b
e ()] = fuk (@) + / ul (s)ds| < |A] + / i ()] ds < |A] + / i ()| ds

= Al + 1l 1 (apyre) S JAl+p+ N (b—a). (3.86)

Assim, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld (Proposi¢do 2.11.30), existe uma subsucesséo de (ug), que notaremos
ainda por (ux), que converge uniformemente em (a, b) para uma fungéo contfnua u, isto é, temos

( sup |ug (t) — u(t)l) — 0 (3.87)
t€(a,b) k—o0
e consequentemente, temos também a convergéncia pontual
(ug (t)) — u(t) Vte(a,b). (3.88)
k—o0
A convergéncia
(ug) — u uniformemente em (a,b) (por (3.87))
(uf) — v (fracamente) em L! ((a,b),R™) (por (3.84))

implica que © € W ((a,b) ,R™), u' = v quase sempre em (a,b) e (ux) — u (fracamente) em W ((a,b) ,R™).
De facto, atendendo a (3.80) e a que para cada k € N, u; é absolutamente continua, temos

¢ ¢
uk(t)=uk(a)+/u§c(s)ds=A+/ufc(s)ds Vk € N, quase todo t € (a,b).

a a

Daqui, atendendo a (3.85) e (3.88), resulta que

t
u() = klirgowf(t>=kli,n;o(f4+ / ui(s)d3)=A+,ﬁﬁ.‘o (/

¢
= A+/v(s)ds, vt € (a,b)

i

i, () ds)

o que significa que u é absolutamente continua e v’ (t) = v (t) para quase todo t € (a, b) (ver Proposicio 2.14.11).
Note-se que a convergéncia uniforme de (uy) para u implica ainda que

uf{a) = A, u(b) =B,

(basta atender a (3.80) e a (3.88)).
Falta entéo ver que (uz) — uem W1 ((a,b),R™?), isto é, que
k—oo

. —

b b
@ ( / <uk<t>,so<t)>dt> o [ w@eana voe L= (@b R,

b b
(i) ( / <u;c-(t),so(t>>dt) o [ w@ema veer= (@b R,

Como temos (3.84) e v’ (t) = v (t) para quase todo t € (a,b) entdo verifica-se (ii).
Por outro lado, pela Desigualdade de Holder (Proposigéo 2.11.16) e por (3.87), podemos escrever

0

IA

b b
/ (uk (t) —u(t) ¢ (b)) dt| < / [(uk (1) —u (8) , 0 () dt < [l poo((a,0),mm) [Uk = Ul L1 ((a,0) k)

|<P|Lw((a,b),mn) /

b—a oo ny SUp
( )|<P|L ({a,b),R )te(a’b

b b

e 0) = ()] < ol m iy [ 5P e (1) = w(t)]
a t&(a,b)

Il

NCRICTN
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o que significa que também se verifica (i).
Ficou assim provado que se (ux) C I' (@) entdo existe uma fungdo u € Wh! ((a,b),R"™) tal que, passando se
necessdrio a uma subsucessao, (ux) — v em W1 ((a,b),R"). Além disso, temos u (a) = A, u(b) = B.

Proposicao 3.4.6 Se f : R™ x R® — (0, +00| verifica as hipdteses (H1), (H2) e (H3) entdo o funcional I é
limitado inferiormente no conjunto I' ().

Demonstragao:
Seja u um elemento qualquer de I ().
Atendendo a que as igualdades (3.83) e (3.86) sdo vélidas para qualquer func¢do em I' (%), podemos escrever

b b
ooy = [ @< [ QA1+ 0+ N b=a)dt= (b= a) (A +u+ N (b~ a)

e
WLt (a0 mm) S B+ N (b~ a).
Por (H2) existem duas constantes « e 3 com § > 0, tais que
f(s,6) 2B} +a Vs, €RT,
pelo que

b b b
1w = [ e [(Gne+ad=a-o+s [ WOl
= (b_a) (a+ﬁ|u’|L1((a,b),R”)) Z (b—a)aGR,
o que prova que I é limitado inferiormente em I' (z).1

Provemos agora que de facto, o problema (P’) tem solugéo. Consideremos separadamente o caso n = 1 (caso
escalar) e o caso n > 1 (caso vectorial).

Proposicao 3.4.7 Suponhamos que f : R x R — [0, 400] verifica as hipsteses (H1), (H2) e (H3). Além disso,
suponhamos que

(H4)’ a fungdo f (-,0) é sci em R.
Entéo, para n =1, o problema (P’) tem solugdo.

Demonstracgao:
Provemos a existéncia de solugdo utilizando o método directo do cédlculo das variacdes.
A funcio f verifica as hipéteses (i), (ii) e (iii} da Proposi¢éo 2.24.1. Além disso, por (H3),

Vr>03a, >03M, >0: f(s5,§) <M, Vs |s|<r, V€ |¢{|<a,.
Entdo, para cada r > 0 fixado, sejam
R:=[-r,r] e pB(s):=M,eL'(R,R).
Fazendo variar o r em R* concluimos que 8 € L}, _(R,R) e portanto

Je:=a, 38:=M, € Lj,.(R,R) : f(5,6) <B(s), Vs€R, V€ €R com || <e.

O que, pela Observagio 2.24.2, mostra que f verifica a hipétese (iv) da Proposigao 2.24.1.
Logo, pela Proposigao 2.24.1, podemos concluir que o funcional I estd bem definido na classe de funcdes

{u € W ((a,b) ,R) : u(a) = 4, u(b) = B}
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tomando possivelmente o valor +00, e em particular estd bem definido na classe de fungoes
W= {ueW" ((a,b),R) : u(a) = 4, u(b) = B}.

Pela Proposicao 3.4.4, existe uma fungdo u € W1 ((a,b),R) verificando as condigdes de fronteira @ (a) = 4,
% (b) = B e tal que I () é finito. Digamos que

I(@) =p.

Para mostrar a existéncia de uma solugdo ndo é necesssrio considerar toda a classe de funcdes W basta
considerar o conjunto de subnivel

r@={ue Wb ((a,b),R) :u(a) = A,u(d) =B, I(u) < I(w)}.

O conjunto I' (i) é nio-vazio e, pela Proposi¢io 3.4.5, € um subconjunto de W'!((a,b),R) fracamente se-
quencialmente relativamente compacto, isto é, qualquer sucessdo em I' (@) contém uma subsucessao fracamente
convergente em W' ((a,b),R).

Fixemos (ug) C W1 ((a,b),R) tal que (ug) — u em W11 ((a,b),R). Pela Proposi¢do 2.12.10 existe uma
subsucessdo de (u), denotada ainda por (ug), tal que ux) — u em L* ((a,b),R) o que implica que (ux) — u
em L. _((a,b),R). Além disso W' ((a,b),R) C Wk ((a,b),R) entdo (ux) C Wy, ((a,b),R) e (ugx) — u

loc
em L} . ((a,b),R). Pela Proposigdo 2.24.1 o funcional I é sci em VV&,C1 ((a,b),R) em relacdo & topologia de
L} ((a,b),R) entdo
I (u) < liminf] (ug). (3.89)
k—o0

Dada a arbitrariedade de (u;) podemos concluir que I é sci na topologia fraca de Wbl ((a,b),R).
Pela Proposigéo 3.4.6, I é limitado inferiormente em I’ (@).
Finalmente, seja (ux) C I (@) uma sucessdo minimizante para o funcional I, isto é, tal que

klir{.lol (ug) = inf {I(u):u €T (@)},
e seja
i:=inf{I(u):uel(@)}.
Entéo temos
i<I(@)=p<+oo.
Por outro lado, temos também
i> —00

pois I & limitado inferiormente no conjunto I' ().

Como I (@) é fracamente sequencialmente relativamente compacto entéo existe uma funcao u* € Wbt ((a,b),R),
tal que, passando se necessario a uma subsucessao, (u) — u* em W ((a,b),R). Além disso, pela Proposicao
3.4.5, sabemos que u* satisfaz as condigdes de fronteira

u*(a) = A, u*(b)=B.
Atendendo a (3.89) podemos escrever
—o00 <1< I(u") glilcrg{gfl(uk):i§u<+m,
donde se conclui que
I(u*) =1,

o que significa que u* é uma solucdo admissivel para o problema (P’).
O que mostra que, no caso n = 1, sob a hipétese extra (H4)’ o problema (P’) tem solugao.l
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Proposicao 3.4.8 Suponhamos que f : R™ x R® — [0, +o00| verifica as hipdteses (H1), (H2) e (H3). Além
disso, suponhamos que

(H4)” a fungdo f(s,&) é sci em R™ x R™.
Entdo, para n > 1, o problema (P’) tem solugdo.

Demonstragao:

A existéncia de solugio neste caso segue, tal como no outro, pelo método directo do célculo das variacses.

Para qualquer u € W1 ((a,b) ,R™), a fungio t — (u (t) ,u’ (t)) é Lebesgue-mensuravel e f € B (R?") entdo,
pelas Proposicoes 2.7.13 e 2.7.24, a funcéo

(a,b) 3t — f(u(t),u (t)

é Lebesgue-mensurdvel. Além disso, f toma valores nao-negativos entéo o funcional

b
W= [ fae).w o)
estd bem definido na classe de fungoes
W ={ueW" ((a,b),R") : u(a) = A, u(b) = B},

tomando possivelmente o valor 4-0c.
Pela Proposigéo 3.4.4, existe uma fun¢ao @ € W1 ((a, b) ,R™) verificando as condicdes de fronteira @ (a) = A
% (b) = B tal que I (@) é finito. Digamos

I(@) =p.

Para mostrar a existéncia de uma solugdo néo é necessdrio considerar toda a classe de fungdes W basta
considerar o conjunto de subnivel

L(a)={ueW" ((a,b),R") :u(a) = A,u(d) =B, I(u)<pu}.

O conjunto T (Z) é ndo-vazio e, pela Proposi¢do 3.4.5, é um subconjunto de W' ((a,b),R™) fracamente se-
quencialmente relativamente compacto, isto &, qualquer sucessdo em I' (%) contém uma subsucesséo fracamente
convergente em Wh! ((a,b),R").

A semicontinuidade inferior (fraca) do funcional I segue da Proposi¢io 2.24.3. Na realidade, como f verifica
(H1), (H2), é sci em R™ x R™ e além disso, pela Proposigio 3.3.3, podemos supor que a fungdo 6 de (H2) é
convexa, sct, crescente e nao-negativa entao estao verificadas todas as hipéteses da Proposigao 2.24.3.

Agora seja (ux) C W ((a,b) ,R™) uma sucessdo fracamente convergente para @ em Wh! ((a,b),R™). Pela
Proposico 2.12.10 existe uma subsucesséo de (ux), notada ainda por (u), tal que

() — @ em L' ((a,b) ,R")
e, pela Proposicdo 2.11.26, existe uma subsucessao de (u;), também notada por (ug), tal que
(wr (£)) = T () asem (a,b).

Por outro lado, como (ui) — @ fracamente em W'! ((a,b),R™) entdo, pela Observagio 2.12.9, (u}) — @
fracamente em L' ((a,b),R™). Logo, pela Proposicio 2.24.3, temos

/ Flu@),a (t) )dt<hmmf/ f (@ (t), G, (t)) dt.

O que significa que o funcional I é sci na topologia fraca de Wh! ((a, b) , R").
O resto da demonstracio segue tal como na Proposicao 3.4.7.1
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Teorema 3.4.9 Seja f : R™ x R® — [0, +o00| uma funcdo verificando (H1) e seja u € Wb ((a,b) ,R™) um
Wb minimizante local para o funcional

b
I(v):/ f®),v (t)dt, ve W' ((a,b),R"),v(a) = A4,v(b) = B,

com I (u) € R. Além disso, suponhamos que
v (t) € int(dom f(u(t),-)) g¢sem (a,b).
Entdo, existem uma constante ¢ € R e uma fungdo mensurdvel p (t), tais que para quase todo t € (a,b)

p(t) € 0 f (u(t), v (1),

c=(p(t),u () ~ f(u(t),u (t)).

Demonstragao:
Seja u € W1 ((a,b) ,R™) um W -minimizante local para o funcional I e seja g : (a,b) x R — [0, +00| uma
funcdo definida por

f(u(t),y-%ﬂ)p sep>0
g(t,p) = lzgti)llff(u(t),ilgl)q sep=0

+00 se p < 0.

Fixemos ¢ € (a,b) tal que u’ (t) existe e v’ (t) € int (dom f (u(),)).
Pelo Lema 3.4.1 a funcao

p — g (t,p) é convexa e sct em R.

Por outro lado, a funcio f é Borel-mensurével e u € W ((a,b) ,R™) entdo g é £ x B-mensurével e portanto g
é um integrando convexo.
Consideremos a fungéo identidade p (t) := ¢ e o conjunto

B:= {1/) € Wh ((a,6),R) : [ ~ lyro(apyry <1 ¥(a) =a, ¥ (b) = b}'

Fixemos ¢ € B.
Temos

[ — @lwieo((apyr) <1 = |v' — ‘Plle((a,b),R) <l&supess|y (1) —1] <1,

te(a,b)
o que implica
0<9y'(t)<2 gsem (a,b) (3.90)
e portanto, pela defini¢do da fungdo g, temos
b b o (t)
[otw@ya= [ 5 (ue, 53) v (3.91)

Facamos a mudanga de varidvel ¢t = ! (s) no integral da direita. Notemos que, pela Proposi¢ao 2.14.19, existe
a funcdo inversa 1!, é absolutamente contfnua e além disso, para quase todo s € (a,b),

d d
= =

ds ds " (w—l(s))‘ (3.92)
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Pelo que

Dl EOY v = (ot oy EETE)Y g L g
L f< (t)vwl(t)>w (t)dt — /a f( (d) ())"(/),('lﬂ_l(S)) 1/} (11) ()) wl(w—l(s))d
(¥~ ()
)

Por (3.90) e (3.92)
(1,/)“1)’ (s) >0 gsem (a,b)

0 que é equivalente a dizer que ¥~ ! & uma fungdo crescente (ver Proposi¢do 2.14.16). Portanto, pela Proposicio
2.14.15, verifica-se a regra da cadeia

"7 (s))

(uo P~ ) (s) =1 (1/)‘ (s)) (1/1_ ) (s) = 7 (¢_1 ) gs em (a,b).

Entdo por (3.91) e (3.93), temos

/abg (t, ¢ (¥)dt = Lbf ((uo 1/)—1) (s), (u01/1_1),(s)) ds Yy € B.

Provemos agora que ¢ (t) =¢ € um minimizante local em W1 ((a,b),R) para o funcional

b
G(g) = / ot ®)dt (a) =a, o(b) = b

Seja (vy,) € W1 ((a,b),R) uma sucessdo de fun¢des convergindo em W1 ((a,b),R) para ¢ (t) =t e tal
que, para cada h € N,

¥ (a) = a,¥,, (b) = b. (3.94)
Dizer que (1) — ¢ em Wh* ((a,b),R) significa

(W’h - 90|W1~°°((a,b),m>) a0
ou seja,
V81 >0 3N1 € N:h > Nl = |'lph — SO]Wl'w((a,b),]R) < €1,

entdo existe uma ordem a partir da qual

ln — ‘p]th((a,b),]R) <1l (3.95)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que (3.95) se verifica para todo h € N.

Entdo (¢,) C B.

Como u € W' ((a,b),R™) entfio, pelo Lema 3.4.3, a sucessio (u o ¢;, ') converge para u em W' ((a,b) ,R™),
isto &,

Vea >0 AN € N:h > Ny = Iuowgl - u|W"l((a’b),R,,v) < €3.

Além disso, v é um Wl-minimizante local para I e, por (3.94),

(wovr' —uw) (@) =u(Wy' (@) —u(@=0 e (uoy;’ —u)(d) =u(yy' () -u®) =0
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entéo, existe § > 0, tal que

|u01/1;1 -u’|Wl‘1((a,b),]R”) <6 = I(u) < I(UO¢;1 _u+u)
& I(w) <I(uoyp)
& G(p) <G(¥n)- (3.96)

Fixemos tal § > 0 e suponhamos que (3.96) se verifica para qualquer h € N.
Ent&o, provdmos que

V("/}h) C Wl,oo ((a’ b) ’R) : wh (a) =a, d’h (b) = ba |¢h - (lelvoo((a,,b),]k) <1
temos
G () <G (Yn),

0 que mostra que ¢ é um W1*°-minimizante local para o funcional G.
Pela Proposigao 3.3.1, existe uma constante c € R tal que

—c€dg(t,1) qsem (a,b). (3.97)
Fixemos t € 2 onde
Q:={t €(a,b): 3 (), v (t) € int (dom f(u(t),")), —c€dg(t1)}.
Consideremos a multifungdo
T(t) = {w € R™ 1w € 8f (u(t) v (1), f(u(t) v (8) - (w,o (t)) = —c}.

Temos I' () # 0. De facto, como para cada s € R™ a fungdo f (s, -) é convexa em R™ ew’ (t) € int (dom f (u () ,))
entao, pela Proposicdo 2.21.4,

B f (u(t),u (1) #0.
Além disso, pelo Lema 3.4.1, temos
Bg (t,1) = f (u(t), ' () — (u' (), 0 f (u (t) ,u' (£))) -
Entéio,
—c= f(u(t),v (t)) = (w, v (2)

para algum w € O f (u (t) ' (t)).
Provemos agora que I () é uma multifun¢do mensurdvel, para isto escrevemos

L(t)=©(t) Nocf (u(t),v (t)
onde
O (t) = {w e R : f (u(t) v (1)) — (w,u/ (£)) = —c}.
Comecemos entdo por provar que a multifungéo © (t) é mensurdvel. Temos
O(t)={weR": h(t,w) = —c}
onde h : (a,b) x R* — R é definida por

ht,w) = f(u(t), v () — (w, v (1))
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Como f é uma funcdo Boreliana e u € W1 ((a,b),R™) entdo, pelas Proposi¢des 2.7.12, 2.7.13 e 2.7.24, a
fungéo h (-, w) é mensurdvel para qualquer w € R™. Por outro lado, para qualquer t € Q a fungéo

w — (w, ' (£))
€ continua em R", portanto também a funcgio
w — h(t,w)

é contfnua em R" para qualquer ¢t € Q. Logo, pela Proposigio 2.23.14, a multifun¢éo © (t) & mensurével e tem
valores fechados.

Provemos agora que a multifungio 0t f (u (t) ,u’ (t)} é mensurdvel e tem valores fechados.

Consideremos a fungéo j : (a,b) x R* — |0, +o0] definida por

j(taé.) ::f(u(t))f)'

Entdo a funcdo j é £ x B,-mensurével e a fungdo j (¢,-) é sci e convexa para cada ¢ € 2 fixado, ou seja 7 &€ um
integrando convexo. Portanto, pela Proposicio 2.23.15, a multifuncdo 87 (¢, v’ (£)) é mensurdvel e tem valores
fechados, ou seja, a multifuncdo O f (u (t), v’ (t)) é mensurédvel e tem valores fechados.

Assim, pela Proposicio 2.23.13, a multifuncdo I' é mensurdvel e tem valores fechados e, pela Proposi¢ao
2.23.12, existe uma funcao p: domI’ — R" mensurdvel e tal que

p(t) € O f (u(t), v (t))

fu@®),v () - (p(t),v (t)) = —c,
para alguma constante ¢ € dg (t,1). Como

domT:={te(a,b):T'(t) #0} =Q
entdo existem uma funcdo mensurdvel p e uma constante ¢ € R tais que

p(t) € Ocf (u(t),v (1))

(p(t),w' (@) = f(u(®),w' (1) =c gsem (a,b).
|

Teorema 3.4.10 Suponhamos que a fungdo f : R* x R™ — [0, +00) verifica as hipdteses (H1), (H2) e (H3).
Entéo, qualquer W1} -minimizante local u para o funcional I com I (u) < +oo é lipschitziano em [a,b).

Demonstragao:
Seja u € W1 ((a,b),R?) um Wh!l-minimizante local para o funcional I e sejam c, p dados pelo Teorema
3.4.9, isto é tais que

p(t) € Ocf (u(t), v (1)), (3.98)

c={p(t),u (®) - fu@®), (), (3.99)

para quase todo t € (a,b).
Sejam

= Ul poo((apy,gn) = IDf{R: [u(t)| SR gsem (a,b)}

Q:= {t € (a,b) : verificam-se (3.98) e (3.99), v/ (¢) € int (dom f (u(t),-)), |u(t)| < r},
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notemos que m {(a,b)\N) =0.

Fixemos o, > 0 e M, > 0 dados por (H3).

Seja t € 2 tal que |[u/ ()] > ay.

Por (H2) existe 6 : [0, +00) — R tal que f (u (t),£&) > 6 (|£]) para qualquer £ € R™. Entdo, pelo Lema 3.4.2,
temos

1 (2 Y AP 4 G AW 2 0) y
(. @)~ O, @) 2 sl - (u),epzid ) Il vee o ).

Entdo, por (3.98),

O (' () u eu’ (t) |’ ()] y
2w —e 1 ( <t>’,u,(t),)|u,(t)|_e Ve € (0, [u ()]). (3.100)

Como |v/ (t)| > o, entdo (3.100) verifica-se, em particular, para ¢ = a,

O D) _ (o 2t () ' (1)
u d ( O ) > FIOEES

Por outro lado, temos

lu@ <

a,u’ (1)
' (8)]

’:ar

logo, por (H3),

() <

e por conseguinte

R (Z2C) PR T4 0]
W@ - @ ar

Assim mostramos que para quase todo t € (a,b) tal que |u’ (t)| > a, temos

< c(lv' (O] = ar) + M [u' (t)]

Qr

6 (v’ ®)1)

K

0 que implica
’ ' _ ’ ’ _
6 (ju’ (t)]) < c(j/ ) —ar) + Mo Ju' (t)] ¢ |/ (t)] - ar + M, <. M,..

(73] — ar v’ (t)] oo fu’ (¢)] Qo Qr Ay

(3.101)

Por (H2) sabemos que para cada n € N existe R, tal que 0 (r) > nr para cada r > R,,.
Se v’ ndo é essencialmente limitada em (a, b) entdo o conjunto

Zyn:={t €(a,b): v (t)| > R}
tem medida positiva. Logo para t € Z,, temos

lim inf —————0 (j (8)])

n—oco I’U/ (t)l - +OO’

o que contradiz (3.101), pois
¢ M,

— +
a,

eR.
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Logo ' é essencialmente limitada em (a,b) e portanto existe M > 0 tal que

ty
/ u (t)dt
ty

para quaisquer ¢y,ts € (a,b), o que mostra que u € lipschitziana em (a,b). O resto da demonstragao segue tal
como no Teorema 3.3.5.0

lu(ty) —u(te)l =

t2
< / (! ()| dt < M |ty — ta],
t

Nota 3.4.11 Em [2] mostra-se que a hipdtese (H3) ndo pode ser desprezada no Teorema 3.4.10 e é dado como
ezemplo o casoem quen=1,a=0,b=1, A=0, B#0e f: R xR —[0,+00) definida por

_ §2+|€—%|2 ses#0,£€R
f(s,8) =

0 caso contrério.

Mas esta fungdo ndo serve pois ndo verifica (H2), isto é, ndo existe uma fungdo 6 : [0, +00) — R tal que

im 20— e F(s,6)>06(¢]) Vs, £eR.

r—+o00 T
Na realidade existe 0 : [0, +00) — R definida por
6 (r):=r?

mas temos apenas

f(5,6)>6(]) Vs,£€R coms#0.

Ainda mais,
1 —~
I(u) = / Fu(),o () dt=+o0 Yue WS ((0,1),R) comu(0) =0,u(1) =B #£0. (3.102)
0
De facto, se
1 o~
X = {u e Wh((0,1),R) : u(0) =0,u(1) = B ;eo,/ flu(t),d (t)dt < +oo} £ 0
0
entdo ezistia u € W1 ((0,1),R) tal que u(0) = 0,u (1) = B # 0 o que implica que
ANC[0,1]: m(N)>0, u(t)#20 gsem N
e tal que
1 -
/ flu@), (t)dt < +oo.
0
Esta dltima desigualdade implica que

/ Flu@), o (t)dt + / F(u(t),v (8)dt < o0,
01\N N

o que implica

/N (u’2 (t) + 'u' (t) - ﬁ

2
)dt(-i—oo

e isto ainda tmplica que
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pelo que se pode concluir que
WELX(NR) e zi=u — % € I*(N,R).
Assim temos
v —z € L2 (N,R)
e portanto
w(t) = u? (t) — z(t) + (u' (t) — 2(t))” € L' (V,R) .

Mas depois de alguns cdlculos vemos que

w(t) =2—=% '((:)) ¢ L' (N,R). (3.103)

Chegamos assim a um absurdo. Provemos que de facto se verifica (3.103). Fagamos N = uk_; [as, b;] para algum
k €N, com [a;,b;] C [0,1] para qualqueri=1,...,k. Temosu(a;) =0eu(bs) =B e

/NZ((:)dt Z/ I(t w = Z[loglu(t = log [u (bk)| — log fu (a1)| — +oo.

No entanto é posstvel encontrar um integrando f que mostre que a hipdtese (H3) ndo pode ser desprezada.
Consideremos a fungdo f : R x R — [0, +00) definida por

2
€ tle -

ses#0,£€R
f(s,8) =

¢ 2 caso contrdrio.

Comecemos por mostrar que, neste caso, nio se verifica (3.102). Para isso mostremos que
I(w)<+o0 YueW:= {u e Wh2((0,1),R): /M ” l1/2dt < 400,u(0) =0,u(1) =B #0} ,
sendo M um qualquer subconjunto de (0,1) com m (M) > 0 e tal que u(t) # 0 para qualquert € M.
Fizemos u € W. Entio temos u(1) = B # 0 o que implica que existe M C (0,1) com m (M) > 0 e tal que

u(t)£0 Vte M.

Donde

u — !

u -

2 1
I(w) = / u'?+ dt+/ u'2dt——-/ u'2dt+/
M 0,1\ M 0 M
/lu'2dt+/ uw'?+2 [v] 4 dt</1u'2dt+2/ LI, P
= u 7y
0 M M/ |u) 0 M |u|*/?

1
< 3/ u'2dt+2/ —11—/2dt<+oo.
0 M |u]

A fungio f é sci em R? entdo, pela Proposicio 2.17.5, o conjunto

1 1

IA

{(s €R2 (',£)>a}
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é aberto para qualquer a € R, e portanto f € B (R2). Além disso, a fungdo f(s,-) é convera em R, para
qualquer s € R e

dom f(u(t),)=R Vte(0,1). (3.104)
Seja u € W um minimizante local para o funcional I, por (3.104) temos
u' (t) € int(dom f(u(t),-)) gsem (0,1).

Logo, pelo Teorema 3.4.9, existem uma constante real c e uma funcdo mensurdvel p(t) tais que para quase
todo t € (0,1)

p(t) € & f(u(t), v (t)), (3.105)

c=p)u' () - f(u@®),v' (). (3.106)

Fizemos t € (0,1) tal que v’ (t) € int (dom f (u(¢),-)), u(t) # 0 e tal que (3.105) e (3.106) se verificam.

Como a funcdo f(u(t),-) é conveza em R e u' (¢) € int (dom f (u(t),-)) entdo, pela Proposicio 2.16.27,
f(u(t),-) é lipschitziana numa vizinhanca de u’ (t) e portanto, pela Proposicio 2.21.10, 8¢ f (u (t) ,u’ (t)) coin-
cide com a derivada parcial (usual) de f em ordem a & no ponto v (t), ou seja

! —_ ul _ _2—
0cf (w(t) ' (1) = {4 - (t)|1/4} .
Como p(t) € O¢f (u(t),v' (t)) entdo
- 2
()= w0~ L
Por outro lado temos

c = pMu(t)-fu(t),v )

— / _—2._ 'u/ _ 72 _ u'(t) 1
_ <4u ®) |u(t)]1/4> (t) (Zu (t) 2|u(t)!1/4+|u(t)ll/2)

1
= ?(t) - —.
O e
Pelo que
2u' (t) =c+ W para quase todo t € (0,1) tal que u (t) #0, (3.107)
u(t

mas u (0) = 0 entdo u’' ndo estd definida em t = 0. Logo u ndo pode ser lipschitziana em [0, 1], visto que v’ (t)
nem sequer é essenctalmente limitada numa vizinhanca de t = 0.

Vejamos agora que, de facto, a fungdo f ndo verifica a condigdo (H3) do Teorema 3.4.10.

Com efeito, fitemosr >0, |s| <7 com s #0 e |£| < a, para algum o, > 0. Temos

2 l§| 1 2 2 1 1 2 1 2 1
f(S,f)SQé +2|S|1/4+WS2£ +<§ +I—SIT/§ +|S_|172—S3§ +2|3|1/2S3ar+2]3l—1/2’

entGo quando s se aproxima de zero f toma valores muito grandes e portanto néo existe M, > 0 tal que
f(8,6) < M, sempre que |s| <7 e [¢| < a.
Para a condi¢io (H2) basta tomar 6 : [0, +00) — R definida por 8 (r) = r2, pois
f(5,6)2€=0() Vs EeR
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Capitulo 4

Uma teoria intermédia de existéncia no
calculo das variacoes

4.1 Introdugao

Este capftulo consiste no estudo de parte do artigo [17] de Clarke e Loewen, nio incluindo a ltima secgio
por esta estar fora do 4&mbito de trabalho. Este artigo desenvolve uma teoria de existéncia de solugdo para o
seguinte problema do célculo das variagdes:

b
min {A(z) :=/ L(t,x(t),x'(t))dt:m(a):za,x(b)sz}, (P)

onde o intervalo [a, b], a constante R e a funcdo L : [a,b] x RBxR™ — R sio dados e o minimo é tomado sob as
fungbes absolutamente contfnuas definidas em [a, b] € com valores em R” e tais que |z (t)| < R Vt € [a,b]. Ou
seja, a teoria desenvolvida em {17] aplica-se ao seguinte problema

min {A(2) : [|zll, < R,z (a) = 2o,z (b) = 23}, ' (Pr)

onde a desigualdade estrita na restrigdo do estado x assegura, como veremos, que qualquer solucio seja interior
(isto &, |z (t)| < R para qualquer ¢ € [a,b]). Ndo provaremos apenas que existe solugdo interior como também
que todas as solugdes sao lipschitzianas.

O resultado principal aqui estudado aplica-se tanto a lagrangianos coercivos como a nao-coercivos. Talvez
a maneira mais facil de delinear a distin¢éo entre a abordagem de [17] e as habituais seja indicar que esta se
aplica mesmo quando os seguintes conjuntos de subnivel ndo sio compactos, nem sequer sao fechados:

{z:A@2) <A zllo <R}, {z:A(z) <\ |2, < R}.

Na Secgdo 4.3 serd dado um exemplo que ilustra o que acabamos de dizer.

As principais técnicas usadas nas demonstracdes sio de anslise nao-suave, juntamente com o método de
Tonelli dos lagrangianos auxiliares generalizado por Clarke e Vinter em [18] e (19].

A préxima secgdo é dedicada a algumas técnicas preliminares, em particular acerca da hipétese de " conve-
xidade estrita no infinito”. O resultado principal é apresentado na Secgéo 4.3 e provado nas Secgoes 4.4 e 4.5.
Na Secgéo 4.6 especificamos a existéncia local e na Secciio 4.7 a existéncia global (R = ).

4.2 Resultados e defini¢gées preliminares
Antes de expor o resultado principal vamos estabelecer alguma notacao e ver algumas defini¢des e resultados
preliminares. Daremos a no¢ao de convexidade estrita no infinito e de valores essenciais, e indicaremos a

importéncia que terdo nas sec¢des seguintes. Por fim daremos a definicao de condi¢do de crescimento extremal
(EGC) e provaremos alguns resultados técnicos que serdo utilizados mais tarde.
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O inteiro positivo n, fixado ao longo de todo este capitulo, denota a dimenséo do espago de estados do nosso
problema. Recordemos que, para quaisquer nimeros reais a < b, escrevemos AC ([a,b] ,R™) para indicar o
espaco das fungdes absolutamente continuas definidas em [a, b] e com valores em R™. Uma abreviatura andloga
é usada para o subespago das fungoes lipschitzianas

AC™ ([a,b],R™) = {z € AC (ja,b],R™) : 2’ € L™ ([a,}] ,R™)}.

A letra B representa a bola aberta unitaria de R™ e B a bola fechada.

4.2.1 A convexidade estrita no infinito

Recordemos que uma funcdo convexa ! : R® — R diz-se estritamente conveza se o seu gréfico ndo contém
segmentos de recta. Para produzir uma versdo local para esta definicio, podemos dizer que a fun¢do l é estri-
tamente convexa no ponto x € R™ se o grafico nio contém segmentos de recta a passar pelo ponto (z,l(z)). A
convexidade estrita no infinito estende esta ideia para um ponto no infinito e é, como veremos, consideravelmente
mais fraca do que a convexidade estrita global.

Comecemos entdo por recordar que a fun¢do conjugada da fungdo convexa I : R®™ — R é a fungdo
h:R™ —» RU {+oo} definida por

h(p) =" (p) = sup {(p,v) — (v) : v €R"}.

A funcdo [l é contfnua por ser convexa e tomar apenas valores finitos (Proposicao 2.16.24). Em particular é sci
e entdo, pelas Proposigoes 2.19.3 e 2.19.4, h é uma funcéo sci e convexa podendo tomar o valor +o00 mas néo
identicamente igual a +oc. Além disso, pelas Proposigdes 2.20.6 e 2.20.10, temos

pedl(v) ®vedh(p) e h(p)+1l(v)=(pv). (4.1)
Definimos a multifuncio W (p) = {v : p € 8l (v)}. Por (4.1), para cada p € R™ temos
W (p) = 0h(p) = {v: h(p) = (p,v) — L (v)}. (4.2)

Definigdo 4.2.1 Uma fungio | : R® — R € estritamente convexa no infinito se se verifica alguma das-
seguintes condicdes equivalentes:

(a) o gréfico de l ndo contém semi-rectas;

(b) para qualquer p € R™, W (p) ou é vazio ou é limitado;

(c) para qualquer v € R™, 8l (v) C int (dom h);

(d) para qualguer (v,p) € Gr 9l e qualquer (w,r) € 0 epi | com w # 0, tem-se (p, w) < r;
(e) para qualquer r > 0 existe M > r tal que

inf {I (w) =1 (v) — (p,w—v): o] <r,pedl(v),|lw >M} >0

(f) para qualgquer r > O existe M > r tal que para qualquer p € R™, W (p) N rB # O implica W (p) C M B.

Escrevemos estas seis condicdes porque na andlise e interpretagdo é sempre 1til ter diferentes pontos de
vista, mas por razdes praticas preferimos a condigao (f). Isto porque (f) d4 explicitamente uma propriedade de
compacidade para o conjunto

U{W (p) : p verifica W (p) NrB # 0} .

De facto, por (f), estamos perante a unido de um nimero arbitrario de conjuntos limitados sendo portanto
limitado. Assim a fecho deste subconjunto de R™ é compacto, ou seja o conjunto em questdo é relativamente
compacto.
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Recordemos que uma condigao suficiente (mas nédo necesséria) para a convexidade estrita no infinito é que
h seja sempre finita, neste caso sabe-se que h é lipschitziana (ver Proposicdo 2.16.27) e que 8h (p) é sempre
compacto (ver Proposigao 2.21.3) entéo aplica-se o critério (b).

E evidente que qualquer fungio estritamente convexa é estritamente convexa no infinito.

Por outro lado, também é claro que a reciproca néo é verdadeira. Existem funcdes estritamente convexas no
infinito que nao sdo estritamente convexas, e mais, o seu grafico pode conter segmentos de recta arbitrariamente
longe da origem. Por exemplo, se n = 1 podemos pensar na fungio | : R — R cujo gréfico é obtido da
seguinte forma: unem-se, por segmentos de recta, os pontos (i, f (i) e (i+1,f(i+1)), para i € Z, onde

f)=>01+ v2)1/ 2, Notemos que, para este exemplo, h (p) = 400 quando |p| > 1 (ver [43], pag. 106).

-3 -2 -1 0 1 2 3

Ao longo deste capitulo consideraremos lagrangianos de valor-finito L (¢, ,v) definidos em Q x R", onde
Q := [a,b] x RB é compacto e convexo. As nossas hipéteses implicardo que L é continua conjuntamente
em todas as varidveis e convexa em v para cada (t,z) € Q fixado. Para tais lagrangianos o hamiltoniano
H:Q xR* - RU{+00} & dado por

H (t,z,p) =sup {{p,v) ~ L(t,z,v) : v € R"},
e escrevemos, por analogia com (4.2),
W(t,z,p) ={v:p€0,L(t,z,v)} ={v: H(t z,p) = (pv) - L(t,z,v)} = 0,H (t,z,p). (4.3)

Proposigao 4.2.2 Seja L : Q2 x R® — R uma fungdo continua. Para cada w € Q, suponhamos que L (w,-) é
uma fungdo convera sendo estritamente conveza no infinito. Entdo para qualquer r > 0 existe M > 0 tal que

para qualquer (w,p) € A x R™, W (w,p)N\rB # 0 implica W (w,p) C MB. (44)

Demonstracgao:
Fixemos r > 0. De acordo com a Defini¢do 4.2.1 (e), para qualquer w € €, o niimero

M (r,w) :=inf {p: I (r,w,p) > 0}
é finito, onde
I(ryw,p) = inf {L (w,w) ~ L (,0) — (p,w —v) : Jol < 7,p € B,L (w,0) || > p}.
Queremos que

sup M (r,w) < +o0.
weN
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Para provar isto, suponhamos o contrério, isto é, suponhamos que existe uma sucesséo (w;) em £ ao longo
da qual M (r,w;) — +oo. Podemos supor que, ao longo de uma subsucessao conveniente (ndo renumerada),
M (r,w;) > i, para qualquer i. Isto significa que I(r, w;, 1) = 0 para qualquer i, portanto existem pontos
v; € B, p; € 8,L (w;,v;) e w; com |w;| =1 ! tais que

L (wi,w;) — L (wi,vi) — (pi,ws —v;) =0 Vi. (4.5)
Como os conjuntos rB, Q e 8,L (w,v) sdo compactos podemos passar a uma subsucessao ao longo da qual
(v;) »verB, (w;) - we Qe (p) —p€ L (w,v). Temos
L (w;,v; + Awi —v3)) = L{wi,v) + Api,wi —vg) YA€ [0,1], Vi
De facto, para qualquer A € [0, 1] e para qualquer ¢ temos, por convexidade e por (4.5),
L (w,v; + A(wi — v)) — L(wi,vi) = L(wi,(1—A)vi+ i) — L (w;, v;)
(1 —_ )\) L (w,-,v,-) + AL (wi,w,') - L (wi, ’U,')
AL (ws, ws) — L (wi, vi))
/\ (pi,wi — Ui) .

IN

Mas, por (4.1), temos
L (w;, v; + A (w; —v5)) — L (w, v;)

L (wi,vi + AMws — v;)) + H (wi, pi) — (ps, i)
(pi,vi + Mwi — ) — (i, vi)
/\(pi,wi—vi) Ve [0, 1], V’i,

i\

entao
L (w;,v; + A (wi — v3)) = L(wi,vi) + Api,ws —v;) VAED, 1}, Vi.

Em particular, se fixarmos algum k > r, para qualquer i > k existe um ponto u; de norma k da forma
u; = v; + A (w; — v;) para algum X € (0, 1) e tal que

L (wi, ui) =L (wi, Ui) + <p¢,u,,~ — ’Ui) Vi.

Ao longo de mais uma subsucesséo, podemos supor que u; converge para um ponto uk de norma k, e tomando
limites na igualdade anterior vem (por continuidade)

L{(w,ug) — L(w,v) — (p,ur, —v) =0 Vk.
Isto implica ?
M (r,w) = +o0,

uma contradicao.
Podemos assim definir

M(r)= 1+81ép§)lM(r,w),

um nimero finito para o qual I (r,w, 1) > 0 qualquer que sejao w € ). Mostremos agora que M (r) serve para
(4.4). Se esta afirmacdo fosse falsa existia pelo menos um par (w,p) € @ x R™ tal que W (w,p) continha um
ponto v € 7B e um ponto w ¢ M (r) B. Em particular, por (4.3),

H (w,p) = (p,v) — L(w,v) = (p,w) = L (w,w)

1 Estamnos aqui a usar o facto de que a restrigio |w| > g, na defini¢io de I (r,w, p), pode ser substituida pela restri¢io |w| = .
Esta reducio expoe I (r,w, #) como o infimo de uma fungao continua sobre um conjunto compacto, o qual sabemos que é atingido.

20 infimo sobre o conjunto vazio &, por convengao, igual a +00.
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e isto implica
L(w,w) — L(w,v) — {p,w —v) =0,
o que, pela defini¢do de I, implica
I(r,w, M (r)) =0,
uma contradicao.l
Recordemos uma propriedade muito titil da multifungao W.

Proposigao 4.2.3 Seja L :  x R™ — R umae fungdo conttnua e suponhamos que L (t,z,-) é conveza para cada
(t,z) € Q fizrado. Entdo a multifuncdo W tem grifico fechado.

Demonstragao:
Devemos mostrar que se sdo dadas sucessoes (v;), (¢;), (z;) e (p;) convergindo respectivamente para v, t, =
e p entao

v, € Wty z;,p;) Vi (4.6)
implica
ve W(tz,p).
Para provar isto notemos que (4.6) é equivalente a
H (i, zi,p:) = (pi,vi) — L (ts, zi,0:) Vi
mas, por definicao,
H (ti,z;,p:i) = (pi,w) — L(t;, z5,w) VYw € R™.
Entéo (4.6) é equivalente a
(pi,w — v;) < L(t;,xi,w) — L(t;,zi,v;) Yw € R®, Vi.
A continuidade assumida para L permite-nos passar ao limite quando ¢ — co e obter
(p,w—v) < L(t,z,w)— L(t,z,v) VweR™
Isto é equivalente a
p € G, L(tx,v),
ou seja
veWl(tzp).

Agora definimos a fungfio p, que é mais ou menos a inversa da aplicacdo r — M definida na Proposicio
4.2.2. Para qualquer s > 0 definimos

Po () :=inf {r > 0 : para algum (w,p) € @ x R” tem-se W (w,p) "B #® e W (w,p) N (R"\sB) # 0}.

Definimos também

p(8) :=min {s, py(s)}.
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Proposicao 4.2.4 Seja L : Q@ x R® — R uma fungdo convera em v e continua nas duas varidveis. Entio a
funcdo p tem as seguintes propriedades:

(i) p é crescente e 0 < p(s) < s para qualquer s > 0;
(i) V(w,p) € A x R", Vs > 0 se W (w,p) N p(s) B # 0 entdo W (w,p) C sB;
(iii) se para cada w € Q, L (w,-) é estritamente conveza entdo p(s) = s para qualquer s > 0;
(iv) se para cada w € Q, L(w,-) é estritamente conveza no infinito entdo p(s) — +oo quando s — +00.

Demonstracao:
A primeira propriedade é imediata e sai directamente das defini¢Ses de p e py. De facto, fixemos s; > s2 > 0.
Se 81 < pg (s1) entdo

p(s1) = min {s1,po (1)} = 51 > 52 > min {8, p (s2)} = p(s2) -
Se s1 > pg (s1) temos
p(s1) = min {s1, 9 (51)} = po (51)

€ como

s1>82 = s31BDseB=>R"\s1BCR"\s;B
= W(w,p)N(R™"\s1B) C W (w,p) N (R™\s2B)
= po(s1) = po(s2)

entao neste caso temos

p(s1) > p(s2),

0 que mostra que p é uma fungéo crescente. Também sai da defini¢do de p que 0 < p(s) < s para qualquer
s> 0.
Provemos agora a propriedade (ii). Pela defini¢do de p, (s), para cada s > 0 fixado,

I (w,p) € N x R™ tal que W (w,p) N py(s) B£D e W (w,p)N(R™\sB) # 0.
A negacéo desta condigao é
V(w,p) € A x R™, Vs >0, W (w,p)Npy(s)B#0=>W(w,p)C sB, 4.7

ou seja, a propriedade (ii) é verificada por p;. Como p < p, entdo, para qualquer (w,p) € @ x R™ e qualquer
s >0,

W (w,p) N p(s) B #0 =W (w,p) N py(s) B #0

e, por (4.7), (ii) verifica-se para p.

Vejamos agora (iii). Fixemos w € Q e s > 0 quaisquer. Como L (w,:) & localmente lipschitziana (ver
Proposigéo 2.16.27) e é estritamente convexa em R™ entdo, para cada v € R" fixado, 0, L (w, v), é um conjunto
nio-vazio e coincide com a derivada parcial de L em ordem a v, L, (w,v) (ver Proposi¢des 2.20.19 e 2.21.23),
ou seja,

8y L{w,v) = {L, (w,v)}.

Portanto para p # L, (w,v) temos W (w,p) = ) e para p = L, (w, v) temos W (w,p) = {v}. De facto, se para
p = L, (w,v) existisse v € W (w,p) com v’ # v entdo teriamos

H (w,p) = (p,v") — L (w,?')
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H (w,p) = (p,v) — L (w,v).
Donde
L(w,v) = L(w,v") + (p,v—").
Mas como L (w, ) é estritamente convexa entdo, pela Proposiciao 2.20.20,
L(w,v) > L(w,v') + (p,v—v'),

chegamos assim & contradi¢do desejada. Quando W (w,p) é um conjunto singular 3 entdo o T que aparece na
definiciio de p, (s) tem que ser tal que |v| < r. Mas por outro lado, e ainda pela defini¢io de pg (s), temos que
ter W (w,p) N (R™*\sB) # 0, ou seja, temos que ter lv| > s. Portanto o r da definicdo de pq(s) tem que ser
limitado a [s,+00) e assim vem p, (s} > s, pelo que p(s) = s. Quando W (w,p) = 0 temos pg(s) = +oo e
portanto p(s) = s. Segue que

p(s) = s para qualquer s > 0.

Finalmente, para provar (iv) precisamos apenas de mostrar que g (s) — +oo quando s — +oo. Se esta
afirmagéo fosse falsa entdo existiam uma sucessdo (s;) — +oo, pontos correspondentes w; € 2 e p; € R” e um
nimero 19 > 0 tais que

W (wi,p) NroB #0 e W (wi,p;) N (R™\s;B) #0 Vi.
Como, para cada %, L (w;, -) ¢ estritamente convexa entéo, pela Proposicao 4.2.2, existe M; > 0 tal que
Y (wi,pi) € Q xR W (wi, p;) NroB # 0 = W (w;,p;) C M;B.
Chegémos assim a uma contradigédo, o que mostra que Py (s) — +oo quando s — +o0o e portanto também

p(s) — +oo quando s — +oo.l

4.2.2 Valores essenciais

Definicdo 4.2.5 Seja f : R — R" funcdo mensurdvel. O conjunto dos valores essenciais de f emt é dado
por

Ess f(t) == {y € R": Ve >0, m{sc(t—et+e):|y— f(s)| <e}>0}.

Pode acontecer este conjunto ser vazio, como ilustra por exemplo Ess f (0) para f (t) = t~1. De facto, como
f ndo estd definidaemt =0e

i 1= s o i S0 = oo

entdo ndo existe y € R™ tal que para qualquer € > 0 o conjunto
{se(~ee):ly—f(s) <e}
tenha medida positiva e portanto Ess f (0) = 0.

Vejamos que para cada t, Ess f (t) € um conjunto fechado. Fixemos t € R e uma sucessio (y;) convergente
para algum y € R e tal que y; € Ess f (t) para qualquer i. Fixemos ainda ¢ > 0 qualquer e suponhamos, sem
perda de generalidade, que

£
vyl <5 Vi (4.8)

3Dizemos que um conjunto ¢ singular se tem um ¢ um 86 elemento.
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Como, para cada ¢ fxado, y; € Ess f (t) entdo o seguinte conjunto tem medida positiva

Si(3)={sc(t-51+3) m-re<3}. (49)

Por (4.8) temos

&(g)g{seu—at+d:Wr-f@H<%}Q{SEU—%t+@1W—f@N<€L

entdo, por (4.9), temos
m{set—et+e):|ly—f(s)|<e}>0.
Entdo, como € > 0 é arbitrario, podemos concluir que

y € Ess f (1),

o que mostra que o conjunto E'ss f (t) é fechado.

Prova-se mesmo que a multifun¢io t — Ess f (¢) tem grafico fechado, como veremos na seguinte proposi¢éo.

Proposicao 4.2.6 Seja f : R — R™ mensurdvel. Para quaisquer sucessdes (t;), (vi) tais que (t;) — t, (y;) =y
e y; € Ess f(t;) para qualquer i, tem-se y € Ess f (t).

Demonstragao:

Dado qualquer £ > 0 escolhemos I suficientemente grande tal que ¢ > I implique
2 ¢
2 2

Agora, para qualquer i > I fixado, a relagdo y; € Fss f(t;) implica que o seguinte conjunto tem medida
positiva:

ti—t|<S e li-yl< (4.10)

() e (o 5 s) s <3)
Mas (4.10) implica

e
Si()c{set-cttoi-fl<s}clset-et+e)ly-FfEl<e}.
Entdo, o conjunto do lado direito deve ter medida positiva, e como € > 0 & arbitrério, segue que y € Ess f ().l

Recordemos que uma multifun¢do I : R — R" diz-se semicontinua superiormente (scs) em to se para cada
€ > 0 existe § > 0 tal que

[t —to] < 6 =T'(t) C T (t)+eB.

(Isto implicitamente supde I (¢o) # #.) Quando I (t) = E'ss f (t) para alguma funcio mensurével f, este conceito
é estritamente mais forte do que a propriedade de grafico fechado provada na Proposigdo 4.2.6. Por exemplo,

para a funcgao

0 sete(—o0,0

f) =
t7! sete (0,+00)

temos Ess f (t) = {f (t)}, embora esta multifungéo tenha grafico fechado e valores néo-vazios, falha a scs em
to = 0. De facto, temos Ess f (to) = {0} mas para qualquer que seja o ¢ > 0 no existe § > 0 tal que

t€ (to— b,tg+8) = Ess f(t) C Ess f(tg) + B,

pois lim;_,o+ f (t) = +o00 e portanto quando ¢ se aproxima de ty por valores superiores Ess f (t) toma valores
muito grandes.

O seguinte resultado mostra que isto ndo pode acontecer se f for essencialmente limitada.



4.2. RESULTADOS E DEFINICOES PRELIMINARES 123

Coroldrio 4.2.7 Seja f : R — R™ mensurdvel e essencialmente limitada numa vizinhanga de algum ponto tg.
Entdo Ess f (ty) é um conjunto ndo-vazio compacto e a multifungio Ess f é scs em to.

Demonstracao:
Por hipétese, existem £ > 0 e M > 0 tais que

[f@)| <M gsem (tg—e,tg+¢). (4.11)
Segue que
Ess f(t)y CMB Vt€ (tg—e,tg+e¢). (4.12)

De facto, sejam ¢ € (to —¢,to +¢) e y € Ess f (t) quaisquer. Entao, pela defini¢do de Ess f (t) e por (4.11),
para cada 6 > 0 existe um conjunto de medida positiva N C (t — §,t + 8§) N (g — €,y + €) tal que para qualquer
s € N tem-se

ly—f() <é= |yl <|f(s)| +6< M +6.
Como § > 0 é arbitrario entao
ly| < M,

como se pretendia.

Assim, para cada t € (to — €,%0 +€), Ess f (t) é um subconjunto fechado do conjunto compacto M B entdo
Ess f (to) é compacto.

Mostra-se que Ess f (tg) contém pelo menos um ponto supondo-se o contrério.

Para provar que Ess f (t) é scs em to, suponhamos o contrério. Isto é, suponhamos que para algume >0
e para alguma sucessdo (t;) — tp o correspondente conjunto Ess f (t;) contém um ponto y; que nao pertence a
Ess f (to) +eB. Por (4.12), ly;| < M para qualquer ¢ suficientemente grande entéo, pelas Proposicoes 2.9.13 e
2.10.9, existe uma subsucesséo (ndo renumerada) que converge para algum yo € R™. Como, para cada 7, y; ndo
pertence a Ess f (tg) + €B entédo

lys — x| > € Vz € Ess f(t).
Fixemos z € Ess f (to) e 1 > 0 tal que |y; — yo| < p para qualquer i suficientemente grande. Ent&o temos
lvo — x| > lys — | = |ys — yol > e —p.

Dado que p pode ser tomado arbitrariamente pequeno, entdo yy nio pertence a Ess f (to) + B e portanto
também néo pertence a Ess f (tp) . Mas a existéncia de uma tal subsucessio contraria a Proposi¢ao 4.2.6. Entio
Ess f tem que ser scs em tg.l

O préximo resultado descreve uma construgio muito 1til baseada na scs de Ess f.
Antecipando a notagio que serd utilizada nas proximas secgdes, vamos considerar f = z’ para uma funcao
lipschitziana z definida num intervalo [a, b] fixado.

Proposigao 4.2.8 Seja x € AC* ([a,b] ,R"™). Suponhamos que Ess z’ (1) C 0B para algum 7 € [a,b] e algum
o > 0. Definimos

to =sup({t € [a,7): Ess x’ (t) N (R"\oB) # 0} U {a}),
ty =inf ({t € (7,b] : Ess 2’ (t) N (R™\eB) # 0} U {b}),
S={veR":|v|=1}.

Entdo o intervalo [to, 1] contém uma vizinhanga de T relativamente a [a,b] e tem-se
(i) Essa’' (t)NoB #0 Vt € [to, t1];
(i) Essz'(t) CoB Vt € (to,t1);
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(i) ou T Ess 2’ (tg) NS #£0, ou to=a e Ess z'(a) C 0B;
(i) ou G Essz' (t1)NoS #0, ou t, =b e Essz’(b) CoB.

Demonstracao:

Como z € AC™ (|a, b],R™) entfio =’ & essencialmente limitada e portanto, pelo Coroldrio 4.2.7, a multifuncao
Ess z' tem valores ndo-vazios e compactos. Entéo a inclusio Ess z’ (1) C 0B implica que Ess 2/ (1) +eB C 0B
para algum ¢ > 0. Pela scs de Ess 2’ (Corol4rio 4.2.7), existe uma vizinhanca de 7 relativa a [a, ] na qual esta
inclusdo ainda é vélida. Esta vizinhanca é claramente um subconjunto de [to,t1].

De forma semelhante se prova (i). Consequentemente, se (i) fosse falso ento existiria algum t € [to, ?1] para
o qual Ess z' () C R"\oB e tal como acima existiria algum ¢ > 0 tal que Ess ' (t) + ¢éB C R™\oB. Pela scs
de Ess x’ existiria § > 0 tal que

[t —t] <6 = Essa’ (t') C Ess 2’ (t)+eB C R™\0oB. (4.13)
Mas como (t — 6,t + 6) N (to,t1) # @ entéo, pela definicdo de to e t;, existe t"” € (¢ — 6,¢ + 6) tal que
Essz' (t") CoB,

o que contradiz (4.13) e prova (i).
A afirmacdo (ii) ¢ uma consequéncia ébvia da escolha de tg e t;. Para provar (iii), consideramos dois casos.
Se Ess z’ (tp) contém um ponto exterior a 0B entdo também

@0 Ess z' (to) N (R™\¢B) # 0. (4.14)
Pela condigéo (i) temos Ess z’ (to) N0 B # 0 o que implica
o Ess x' (tc) NoB # 0. (4.15)

Assim, pelas condigdes (4.14) e (4.15), €0 Ess @’ (to) deve conter pelo menos um ponto da fronteira de 0 B. Esta
é a primeira hip6tese. A outra tnica possiblidade é Ess z’ (tp) C 0B, neste caso aplicando o argumento do
primeiro parégrafo a tg (em vez de 7) obtemos uma vizinhanca de to relativa a [a, b] na qual esta inclusdo ainda
se verifica. Mas tal como vimos nesse paragrafo esta vizinhanga é um subconjunto de [to,?1], chegamos assim a
uma contradi¢do a nio ser que tp = a.

A demonstragéo de (iv) é andloga & de (iii).l

4.2.3 Valores essenciais e extremais

A multifuncio W (¢, z,p) usada para definir convexidade estrita no infinito volta agora juntamente com o
conceito de valores essenciais para estudar os extremais de um lagrangiano dado. Nao vemos aqui a defini¢ao
exacta de extremalidade mas afirmamos que cada uma das trés potenciais defini¢des, nomeadamente o Teorema
2.4 de [15] e os Teoremas 4.2.2 e 5.2.1 de [13], do a condigéo (4.16) que ¢ usada no seguinte resultado.

Proposigio 4.2.9 Seja L : Q x R* — R continua, e suponhamos que, para cada (t,z) € Q fizado, L(t,x,-) é
uma fungdo conveza. Além disso, suponhamos que existem duas funges absolutamente continuas T e p tais que

p(t) €8, L(t,z(t),z'(t) gs. (4.16)
Entéo para qualquer t sem excepcdo, temos
%o Ess ' (t) C W (t,z (t),p(t)). (4.17)

Demonstragao:
Fixemos t € [a,b] e w € Ess 2’ (t). Entdo, para qualquer ¢ > 0, o seguinte conjunto tem medida positiva

{se(t—et+e):|lw—2 (s)| <e},
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ou seja, existe um conjunto de medida positiva N, C (¢t — €,t +¢) tal que jw — 2’ (s)| < ¢ para qualquer s € N,.
Logo existe uma sucessdo (¢;) — t ao longo da qual se verifica (4.16) e 2’ (t;) — w. Agora, em cada tempo ¢;,
(4.16) é equivalente a

z’ (t:) € W (i, z (ti),p (L)) .-
Consequentemente, pela Proposigdo 4.2.3, w € W (¢,z (t) ,p (¢)). Concluimos que
Essz'(t) CW(t,z(t),p()).

Para deduzir (4.17) a partir disto, ¢ suficiente notar que o lado direito é ele préprio um conjunto convexo
fechado, sendo simplesmente 9, H (t,z (t),p(t)).H

Observagao 4.2.10 Para ver como a Proposicio 4.2.9 é importante na regularidade de solugdes no cdlculo das
variag¢des, suponhamos que x é um extremal lipschitziano para algum lagrangiano continuo L e estritamente
convexo em v. O facto de x ser lipschitziano implica que, para cada t, Ess ' (t) é compacto e ndo-vazio
(Coroldrio 4.2.7), enquanto que a converidade estrita de L implica que W (t,x,p) nunca contém mais do que
um ponto. De facto, vimos na demonstragio da Proposicdo 4.2.4 (i) que, para cada (t,z) fixado,

{v} sep=L,(tz,v)
W(t,z,p) =
] caso contrdrio.

Como, pelo Teorema 4.2.2 de [13], existe uma fungdo absolutamente continua p (t) verificando (4.16) entdo
0L (t,z(t),2' (t)) ={p(t)},

para qualquert fizado tal que (4.16) se verifica. Assim, para um talt, ' (t) € W (t,z (t) ,p(t)) e, pela Proposigdo
4.2.9, ' (t) € Ess 2’ (t). Donde 2’ (t) € Ess 2’ (t) gs em Q. Se existisse t € [a,b] para o qual (4.16) ndo se
verificasse entdo W (t,z,p) = @ o que, pela pela Proposi¢io 4.2.9, implicava Ess x' (t) = @ contradizendo o
facto de que para qualquert € [a,b] o conjunto Ess x’ (t) é compacto e ndo-vazio. Pelo que

2’ (t) € Essz’' (t) Vte€ [a,b],
o que serve para dizer que o extremal lipschitziano x é na realidade suave.
Definicao 4.2.11 Para quaisquer escalares 0 < r < s definimos os nimeros nio-negativos
Ag(r,s) =inf {t; —to},

onde o nfimo é tomado sobre todos os subintervalos [to,t1] de [a,b] em que existe uma fungdo lipschitziana x
verificando

(a) Ess ' (T)NrB # 0 para algum T € [to,t1];
(b) Essz' (o) N(R™\p(s) B) # 0 para algum o € [to, t4];
(c) Essz’(t) CsB Vte (to,t1);
(d) |z (t)] < R Vt€ [to,t1];
(e) z resolve o seguinte problema
min {/ L) deiy(6) =26, b (O] <R Ve€ ot Iy O <5 a5}

(Notemos que quando ou ¢ ou 7 é uma das extremidades de [to, 1] as condigdes (a) e (b) devem ser entendidas
como envolvendo o lado apropriado dos valores essenciais.)

Notemos que para valores de s muito grandes, a condigao (b) acima pode ser incompativel com (a), (d) e
(e). Nestes casos AR (r, s) iguala-se a +00, o infimo sobre o conjunto vazio. Na Sec¢do 4.7 serao apresentados
alguns exemplos em que isto acontece, juntamente com alguns teoremas de existéncia global. Mesmo quando
s6 podemos afirmar que lim,_, o Ag (7, 8) > 0, para quaisquer R,r > 0, existem resultados de existéncia local,
como veremos na Secgio 4.6.



126 4. UMA TEORIA INTERMEDIA DE EXISTENCIA NO CALCULO DAS VARIACOES

Definigdo 4.2.12 Diz-se que o lagrangiano L satisfaz a condigdo de crescimento extremal (EGC) se para
quaisquer R, r > 0 tem-se

lim A = o0.
L Br(rs) = oo

Nos argumentos que seguem as fungbes p e Ag ddo-nos o controlo quantitativo acerca das mudancas da
grandeza das derivadas dos extremais lipschitzianos. O indice p controla, tal como na Proposigéo 4.2.4 (ii), os
possiveis saltos na derivada. Consideremos um extremal lipschitziano x. Pela Proposi¢ao 4.2.9 e pelo Teorema
2.4 de [15] vemos que se Ess 2’ (t) contém algum vector v com |v| > s, entdo todo o conjunto €6 Ess z’ (t) deve
estar fora da bola de raio p (s). De facto, se existe v € Ess ' (t) com |v| > s entdo

Ess z’' (t) N (R™\sB) # 0 = o Ess =’ (t) N (R™\sB) # 0
e, pela Proposigao 4.2.9, vem
W (t,z(t),p()) N{R™\sB) # 0.
Donde, pela Proposigio 4.2.4,
W (tz(),p)Np(s)B=0
o que, novamente pela Proposi¢do 4.2.9, implica
c0Essz' (t)Np(s) B =0.

Entdo |z'| nunca pode saltar de um valor dentro de p(s) B para um valor fora de sB. (Notemos que se L
é estritamente convexo em v entdo W (¢, z,p) é um conjunto singular e, pela Proposigio 4.2.4, p(s) = s para
qualquer s > 0 assim a afirmagio anterior diz que |z| é continua.)

Quanto a Ag (r,s), mede o tempo mfnimo que um extremal lipschitziano x tem que demorar para passar
de |2’/ (1)| < r para |z’ (¢)] > s. Isto é mais claro no caso estritamente convexo, onde se tem z € C! e p(s) = s.
Quando consideramos apenas convexidade estrita no infinito, a possibilidade de que |z’| possa atingir o nivel
s dando um salto ou em tg ou em ¢; for¢a-nos a ser cautelosos com a condicdo (b). Apenas podemos afirmar
€ que no caso de um salto de um ponto extremo para s, |z’| deve atingir o nivel p(s) dentro de [to,t1]. Este-
principio ¢ justificado e usado na demonstragiao do Teorema 4.4.1.

Sai directamente da definicio que Ag (r,s) é decrescente em r e também pode ser crescente em s, como
mostra a seguinte proposigao.

Proposigio 4.2.13 Parar, R > 0 fizados, a aplicagio s — Ag (r,s) é crescente em (p~! (r) ,+00).

Demonstragao:
Consideremos s’ < s qualquer com r < p(s'). Fixemos ¢ > 0 e escolhemos uma fungdo lipschitziana x
definida. num intervalo [tg, %] tal que t; — to < Ag (r, 8) + € e verificam-se as condigdes (a)-(e). Por (a),

Essa’' (t)NrB #{) para algum 7 € [to, 1] (4.18)

Recorrendo a (e) vemos que z resolve o seguinte problema

min {['L(t,y,y'wt:y(ti)=x(ti>,ly(t)| <R Vtelto,ti],ly (O < s qs}

0

e entao, pela Proposi¢do 4.2.9 e pelo Teorema 2.4 de [15],
coEssz' (1) CW (r,z(1),p(7)) (4.19)
para algum p (7). Assim, por (4.18), (4.19)
W (r,z(r),p(7))NrB # 0.
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Logo, para qualquer o tal que p (o) > r e pela Proposicao 4.2.4 (ii), segue que
W (r,z(1),p(1)) Cp~t(r)BC oB.
Entéo, por (4.19),
coEssz' (1) Cp ' (r)BCp ' (r)BC s'B
(pois r < p(s’) e p é crescente entdo tem que ser p~! (r) < s’ 0 que implica p~! (r) B C s'B).

Aplicando a Proposi¢éo 4.2.8 encontramos um subintervalo [tg,t]] de [to,?1] que é uma vizinhanga de 7

relativamente a [to, ;] e na qual se tem
(ii) Ess 2’ (t) C §'B para qualquer ¢ € (¢,t});
(iii) ou Ess z' (t;) contém pontos exteriores a s’ B ou tj = to;
(iv) ou Ess z' (t}) contém pontos exteriores a s'B ou t} = t;.

Comparemos = em [ty,t]] com a definigio de Ag (r,s’). As condigoes (a’) e (d’) (para Ag(r,s’)) resultam
da definigéio de AR (r,s). A condigio (c’) sai de (ii) acima. O principio de optimalidade 4 d4 (e’) a partir de
(e), entdo falta apenas verificar (b’) ou seja, falta apenas verificar que

Essz’' (6) N (R™\p(s') B) #0 para algum o € [ty,t]] .
Se (b') fosse falso, entdo teriamos
Essz'(0) Cp(s') B C sB para qualquer o € [tg, 1]
donde, por (iii) e (iv), [tg,t}] = [to,t1]. Mas como s’ < s e p é crescente entéo viria
Essz'(0) C p(s’) BC p(s)B para qualquer o € [to, 1],

o que contradiz (b). Entao tem de que se verificar (b’). Portanto [tg, 1] e = verificam todas as condigdes (a’)-(e’)
e )

Ap(r,s')<t] -ty <ti—tg < Agp(r,s) +e.

Como £ > 0 é arbitrdrio entao verifica-se a proposicao.ll

4.3 O resultado principal

As préximas trés secgdes contém a exposi¢do e a demonstragdo do resultado principal do artigo [17]. Ao
longo dessas secgdes o intervalo [a,b] e a constante positiva R estdo fixados. Também estd fixada a aplicagio
L: [a,b] x RB x R™® — R. Escrevemos 2 := [a,b] x RB, tal com na Secgdo 4.2. Suponhamos que se verificam
as seguintes hipé6teses bésicas:

1(O principio da optimalidade) Seja o conjunto ndo-vazio de todas as fungées admissiveis, isto ¢, o conjunto de todas as
fungées z tais que

(t,z(t))€ A, t€a,b], (a,za,bzp)EB

(A & um subconjunto fechado de R**1 ¢ B ¢ win subconjunto fechado de R2%4+2 ) isto ¢, com as condigdes de fronteira dadas e com
os seus graficos em A. Seja zo (t), t € [a, b], uma solugao 6ptima cm Q para o funcional

A(z:):/bL(t,z(t),m'(t))dt.

Seja yo algum subarco da curva yo, isto ¢, o (t) = yo (t) para t nalgum intervalo [a, 8] C [a,b]. Seja Qo a classe de todas as
fungoes admissiveis y (t), t € [a, 8], com y (@) = zq, y(B) = 7 ¢ com grafico em A. Entio yo é optima para A em .
Demonstragao:
Ver (9], pdg. 27.
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(H1) L é lipschitziana em qualquer subconjunto compacto de Q x R™, e para qualquer (t,z) € , L(¢,z,-) é
convexa;

(H2) para qualquer (¢,z) € Q, L(t,z,-) é estritamente convexa no infinito.
Para uma dada escolha de pontos fronteira z,,x; € RB consideramos o problema:
min {A(z):z € AC([a,b],R"),x(a) = 24,z (b) = 2p,|z (t)| < R Vt € [a,}]}, (PRr)

onde
b
A@) ::/ L(t,z(t), () dt

Note que o problema (Pg) tem uma restrigio para o estado a qual exige que a solugdo permaneca no interior
de RB. Recordemos que H e Ap foram definidos na Secgio 4.2.

4.3.1 Exposigcao

Teorema 4.3.1 Seja L verificando (H1), (H2) e seja m um nimero verificando min {|z.},|zs|} < m < R.
Suponhamos que existe uma fungdo lipschitziana T admissivel para o problema (Pgr) e tal que

(H3) pare algum & > 0, para qualquer (t,x) € 2, para qualquer p com |p| < & temos

(R—m)a—A(z)

b—a !

H(t,z,p) <

(H4) b—a < Ag(r,s) para alguns nidmeros positivos r, s verificando

>R—m (s) >
r>—o— p(s)>r

Entdo o problema (Pr) tem pelo menos uma solugdo e qualquer solugdo de (Pr) é lipschitziana.

Note que (H4) acima e (HT7) abaixo verificam-se certamente se se verifica a condigio de crescimento extremal
(EGC) (Definicdo 4.2.12), uma condigdo que estudaremos na Secgdo 4.7. Pode-se mostrar que a forma do
lagrangiano do seguinte teorema é equivalente a do anterior embora nao aparente.

Teorema 4.3.2 Seja L verificando (H1), (H2) e também
(H5) para qualquer (t,z,v) € @ x R™ e para algum & > 0 tem-se L(t,z,v) > &|v|;
(H6) para algum a € (0,&) e para alguma fungéo lipschitziana & admissivel para (Pg)

Az
——g-)- + min {|z,|, |zs|} < R;
(H7) b—a < Ag (7,3) para algum 3 > 0 verificando p (3) > 7, onde

_A@
" alb-a)

Entdo o problema (Pg) tem pelo menos uma solugdo e qualquer solu¢do de (Pr) é lipschitziana.
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A demonstracio do Teorema 4.3.2 estende-se pelas Secgbes 4.4 e 4.5. De facto, provaremos um resultado
um pouco mais geral. Para provar que (Pg) tem pelo menos uma soluc¢ao lipschitziana, podemos enfraquecer a
hipétese de convexidade estrita no infinito substituindo-a pela simples hip6tese de que (4.4) se verifica quando
r = 7. Isto é, para algum M >0

W (t,z,p) 7B # 0= W (t,z,p) C MB. (4.20)

Escolhido um tal M iremos mostrar que qualquer solucdo lipschitziana z verifica [|z’||,, < 5, desde que
5 > max {M,7,||z'||,} e verifique (H7). Para obtermos a concluséo adicional de que todas as solugdes de
(PR) sao lipschitzianas iremos apenas supor que para algum tal valor de 5 se verifica (4.4) com r = 3. Isto é,
para algum p > 0 tem-se

W (t,z,p) N3B #0 = W (¢,z,p) C uB. (4.21)

Demonstraremos apenas o Teorema 4.3.2 pois, como veremos em seguida, estes dois teoremas sao equiva-
lentes.

Comecemos por ver como & que o Teorema 4.3.1 segue do Teorema 4.3.2. De (H3) deduzimos que para
qualquer p com |p| < &, qualquer v e qualquer (¢, z) € 2 temos

(R-m)a— A(z)

L(t,z,v)+ -

> (p,v).

O lado esquerdo desta desigualdade define L(t,z,v). Fixando p = av/|v|, deduzimos que L verifica (H5).
Tomando A correspondente a L, temos A (Z) = (R — m) & e (H6) fica

(R—m) = +min{|zal, 5]} < B.

Isto, pela definicdo de m, verifica-se para qualquer « suficientemente préximo de &. Analogamente, (H7) fica
(R—-m)a _
b—a<Ap|———+-—
‘= R( b-aa’

e isto seguird de (H4) quando « se aproxima de &, como queriamos. Logo estdo verificadas todas as condigdes do
Teorema 4.3.2 para a fungio L, entdo o problema (Pg) para L tem pelo menos uma solugio e todas as solugdes
sdo lipschitzianas. Como L e L diferem apenas numa constante entio verifica-se o Teorema 4.3.1 para a funcio
L.

Segundo os autores, o Teorema 4.3.1 implica o Teorema 4.3.2.

4.3.2 Exemplos
Exemplo 1

Ilustramos aqui a aplicagdo do Teorema 4.3.1 a um problema em que os conjuntos de subnivel locais de A
ndo sdo compactos, isto &, os conjuntos

{z € AC([a,b] ,R™) : A(z) < A |z| < p, z(a) = zq, x(b) = zp}

néo sdo compactos para quaisquer A € p. Os dados do problema (Pg) sdo

2
n=1 a=0, zo=2,=0, R=2, L(tvz’v):\/l'i"l}?—%_l

onde b é um nimero néo especificado em (0,2/3). Para os pardmetros do Teorema 4.3.1 definimos

0.

m =2 - 3b, d:%, r=4, I
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O hamiltoniano é
2 _JT-pP+1 se |pl<1

+00 caso contrario.

H(t,z,p) =

(ver [43] pag. 106 e [44] pag. 475). Verifiquemos as hip6teses (H1)-(H3).

Comecemos por verificar (H1). Fixemos (t, z) € Q qualquer e provemos que L (t, z, -) & convexa em R. Como
as fungdes L (t,z,), Ly (t,%,-) € Ly, (t, z, -) sdo continuas e Ly, (,z,v) > 0 para qualquer v € R entéo a fun¢do
L(t,z,-) é estritamente convexa em R (ver Proposicdo 2.16.21).

Provemos agora que L é lipschitziana em qualquer subconjunto compacto de  x R, onde Q := [a, b] x 2B.
Fixemos A C Q x R compacto e (1, z1,v1), (t2, £2,v2) € A. Temos

/ . T / >, T3
IL(tl,.’L‘l,vl)—L(tz,:bz,’l)z)' = 1+’Ul——8——— 1+’U2+§-
| |22 — 22
< \/1+vf—\/1+v%+—2-8——1-
- (\/1+vf—\/1+v§) (‘/1+v%+‘/l+v%) |22 — 21| |22 + 21
= +
V1t+vi+/1+92 8
< |v%—v§| 4 |zg — 21|
T V1t vi+ /1403 8
< vl + 0] +|w2~w1]
- 2 2
2p o1 —va| | |22 — 24|
- 2 2
< K (Jv1 —vo| + |z2 — z41)

onde
> max{|v]: (t,z,v) € A} e KZmax{p,-;—}.

Para (H2) fixemos (¢,z) € Q e mostremos que L (¢, z,-) é estritamente convexa no infinito mostrando que se
verifica a condigéo (f) da Defini¢do 4.2.1. De facto, para cada r > 0 fixado existe M :=r + 1 tal que

VpeR™, W (t,z,p)NrB # 0= W (t,z,p) C MB.

Finalmente mostremos (H3). Fixemos p com |p| < 1/2 e (¢,z) € [0,b] x 2B. Temos

2
H(t,:v,p)='%—\/1—p2+1s

ool
©|S

w
N W

+1<

(R-m)a—A@ _%-0_3

b—a b 2

entdo verifica-se (H3).

Por um resultado que veremos mais & frente (Lema 4.6.1) resulta que Aj(4,s) (definido em relagio ao
intervalo [0,% ) é positivo para s suficientemente grande. Escolhendo um tal s > r e especificando também
b < Az (4,s). E facil verificar, através da defini¢do, que A; (4, s) definido em relagéo ao intervalo mais pequeno
[0,b] majora Ay (4,s) definido em relagéo a |0, %] Isto confirma (H4) e entdo pode-se aplicar o Teorema 4.3.1.

Deduzindo-se assim a existéncia de uma solug¢éo para o problema (Pg).
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Salientemos que, se a restricao || < 2 é retirada, o problema (global) resultante ndo tem solucdo. Porque
se considerarmos, por exemplo, a sucessdo de fungdes absolutamente continuas seccionalmente afins cujos os
graficos consistem nos trés segmentos de recta que unem os pontos (0,0), (1,4), (b— 1,i), (5,0), entdo

/obL(t,x,-(t),wz(t))dt=/0b( @ - 5 -1)a
[ (e [ (L)as [ (v g )

A (=)

8

(/) -5 (1) (1) (5) S ()« 5 ()

= : — —00 quando i — o0.

Os nossos comentérios finais acerca deste exemplo mostrardao que nenhum dos relevantes conjuntos de sub-
nfvel locais de A é compacto. Demonstraremos que min (Pg) = 0, que a nica solugdo de (Pg) é Z =0, e que
para quaisquer niimeros positivos A e p, o conjunto de subnivel

{z € AC([0,],R) : A(z) < A |z| < p, 2(0) =z (b) =0}

nao verifica a propriedade de compacidade invocada na teoria cldssica de existéncia de solucdo. Seja z uma
funcdo admissfvel com ||z||, = c € [0,2). E geometricamente evidente que

/b V14 (2 (£)%dt > /a2 + 82,
0

do que se deduz que A (z) majora

2
Vac? + 62 — % —b.

Verifica-se facilmente que esta iltima expressido é ndo-negativa para b e ¢ nos domfnios indicados e anula-se
apenas para c = 0. Estas observagdes provam que min (Pg) = 0, e que a tinica solugéo de (Pgr) é Z = 0. Fixemos
A e p positivos e escolhemos ¢ em (0, p) tal que 2¢ — be?/8 < X. Consideremos a sucessio de funcdes admissiveis
(z:) cujos os gréficos consistem nos trés segmentos de recta que unem os pontos (0,0), (3,¢), (b— 1,¢), (b,0).
Célculos como os feitos anteriormente mostram que A (z;) tende para 2¢ — be?/8, um nimero menor que A dada
a escolha de €. Entdo a cauda da sucesséo (x;) pertence ao conjunto de subnivel

{z € AC([0,b],R) : A(2) <\, |z| < p,2(0) = z (b) =0}

A sucesso nao tem subsucessdes convergentes para uma fungdo admissivel visto convergir para a fungio

0 set=0
r(t):=¢ € se0<t<b
0 set=5b.

Vejamos agora alguns exemplos que ilustram a necessidade de algumas das hipéteses do Teorema. 4.3.2.

Exemplo 2

Este exemplo mostra que o Teorema 4.3.2 ¢é falso na falta da convexidade estrita no infinito. Consideremos

1
n=1 a=0, b=6, z,=x,=0, R=2, a=1, L(t,x,v)=|v|—|x|+x2+z.
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Comecemos por verificar a condi¢io de Lipschitz. Sejam (t;,z3,v1),(¢2,Z2,v2) € A quaisquer, sendo A um

qualquer subconjunto compacto de €2 x R. Temos

IL (t1,21,v1) — L (t2, 72, v2)| [[o1] = |21] + 23 — |va| + |z2| — 73|

< loa| = [wall + ||=2| = 21| + 2F — 23|

< Jor = val + [m2| — =] + (|21] = [22]) (|21] + |z2])]
= v —va| +[z2 — 21| |1 = |22 — |21]|

< vy —vo|+|ze — x| (L +4)

< 5(lvr —ve| + |1 —22),

o que mostra que L é lipschitziana em A com constante de Lipschitz K = 5. Para verificar a convexidade

fixemos v;,v2 € R e A € [0,1]. Temos

Ltz o+ (1 —=Avs) = Por+(L—A) v~ |x!+x2+%

1 1
< Al el + 22+ ) + 1= 8 (Il = lel 447 + )

= AL(t,z,v1)+ (1 - A)L(¢t,z,v2).

Concluimos assim que se verifica (H1). Fixemos agora (¢, z,v) € Q x R e provemos (H5). Temos

2
Lt,s,0) = ol = fal + 2+ § = ol (Jal =) 2 Il

Se a condigdo de crescimento extremal for vélida entdo para qualquer r > 0, Ag(r,s) é +0o sempre que
p(s) > 0 e portanto verifica-se (H7). Mas a condigdo de crescimento extremal segue mostrando que nio existe
nenhuma funcio z verificando (a)-(e) da definicdo de Ag (r, s) (Defini¢do 4.2.11). Para ver isto reparemos que
uma das condigdes necessdrias que uma tal fun¢io z deve satisfazer por verificar a condigio (e) é °: existe uma

funcao p absolutamente continua em |[tg, %] tal que
p(t) €0, L(t,x(t),z'(t)) e p(t)€dL(t,z(t),z'(t)) gsem [to,t1].
Mas para cada (¢, z,v) €  x R fixado, temos

{-1} se v<0
{2z +1} se <0

0L (t,z,v) = e OL(t,z,v)=<¢ [-1,1] se v=0
{20 -1} se >0

{1} se v>0.

58e z & uma solucio do problema
b

min{J(y) =1(y(a),y(d)) +/ Lty),y@)di:ye AC[a,b]}

(4.22)

(4.23)

onde L (s,v) é uma fungio localmente lipschitziana ¢ independente de ¢, ¢ se 2’ (t) ¢ essencialmente limitada. Entdo existe wma

P (t) €9 L(z(t),z'(t)), p({t)€BL(z(t),z' (1)) yus
L(z(t),z' (1)) — (p(t),z' ()) = constante s
fungio absolutamente contfma p tal que L (z (t), 2’ (t) +v) > L(z (t),2’' (t)) + (p(t),v) para qualquer v, gs

p(a)
€ al(z(a),z(b)).
-p(b)

Demonstragio:
Ver [13], Teorema 4.4.3 .
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Entdo (4.22) ¢ equivalente a dizer que existe uma funco absolutamente contfnua p em [to, ;] tal que, para
quase todo o ¢,

{-1} se 2'<0
2z +1 se z<0

p = e pel [-1,1] se =0
20 —1 se >0

{1} se ' >0.

Assim, excepto para pontos isolados, o intervalo [0,6] consiste em intervalos nos quais p = —1, p = +1 ou
[p| < 1. Segue do que vimos acima que 2’ = 0 em qualquer um desses intervalos, portanto = é constante, uma
contradi¢ido com (a)-(e).

Finalmente, verifica-se (H6) para o = 7/8, se escolhermos z’ = 0. De facto, se ' = 0 temos

6
2@ = [ (1@l 4220+ })ar= 3
e portanto
R+ i (ol =

Logo para que (H6) se verifique temos que ter

—3—<24i>oz>§
2a 4’

entdo verifica-se para o = 7/8.
Mostremos agora que a fungdo L néo é estritamente convexa no infinito. Para isso utilizemos a Proposicéo
4.2.2 e mostremos que falha a condigéo (4.4). Por (4.23) vem

W (t,z,p) ={v:p€O,L(t,z,v)} =R para |p| <1
e portanto
V(t,z) €Q, Vpcom |p| <1 W(t,z,p)NrB #0,
para qualquer r > 0. Mas, como é facil verificar, ndo existe M > r tal que
W (t,z,p) C MB

portanto néo se verifica (4.4) e entdo L néo é estritamente convexa no infinito. Assim estdo verificadas todas
as hipéteses do Teorema 4.3.2, excepto a convexidade estrita no infinito. Para ver que falha a conclusio do
teorema, argumentamos exactamente como na estimacdo de Ap feita acima para deduzir que a tinica possivel
solugéo lipschitziana para (Pr) é z = 0. Mas célculos simples mostram que (por exemplo) a funcio admissivel

3t se0<t<1

sel<t<5b

[

y(t) =
—3(t—6) se5<t<6

d4 um valor mais pequeno a A do que z = 0, uma contradicao.

Exemplo 3

Este exemplo demonstra que precisamos de (H6) no Teorema 4.3.2. Fixemos

n=1 a=0, b=-m, za=u,=0, a=1, L{t,z,v)=v—22+R*+=
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onde R tem que ser escolhido suficientemente grande tal que
3 1
r{R*+>)>R
Consideremos Z = 0, entdo

A@) = gw (R2+i) .

Mostremos que se verificam as condigdes (H1), (H2), (H5) e (H7).
Comecemos pela condicdo (H1). Sejam (t1,z1,v1),(t2,72,v2) € A onde A é um qualquer subconjunto
compacto de Q x R. Temos

L (t1,21,01) — L(t2,@2,02)] = [vf — 2} —f + 2| < |vf — vd| + |2F — 23]
= |vy —va| ju1 + va| + |z1 — T2| |21 + 22
< K (Jvi —val + |21 — 22]),
ou seja, L é lipschitziana em A com constante K > max {2R4,2R}, onde R4 > max {|v| : (¢, z,v) € A}.
Fixemos agora (t, ) € Q e mostremos que L (t,z,-) é convexa em R. Como as fungdes L (t,z,-), L (t,z,") e
Ly (t,2,-) sdo contfnuas e Ly, (¢,z,v) > 0 para qualquer v € R entéo a fun¢do L (¢,z,-) é estritamente convexa

em R (ver Proposigéo 2.16.21).
Para, verificar (H2) fixemos (t,z) € Q. Como, para cada v € R fixado,

0L (t,z,v) = {2v}
entdo, para qualquer p € R,

W(t,.’l?,'v) = {'U :pG&,L(t,x,v)} :{

N3

Logo, para cada r > 0 fixado existe M > r tal que
VpeR,W (t,z,p) N\rB #£0 = W (t,z,p) C MB,

entdo L (t,,-) é estritamente convexa no infinito (ver Definigdo 4.2.1 (f)).
Provemos agora (H5), para isso fixemos (¢, z,v) € Q x R qualquer. Temos

1 1
L(t,x,v)=v2—x2+R2+Z>v2~R2+R2+Z=v2+§zv.

Para qualquer « € (0,1) e Z = 0 temos

A@) L

+min {Joal, |as]} = oo (32 T z) S
o que mostra que (H6) ndo se verifica.

Para ver que (H7) se verifica observemos primeiro que todos os extremais (solugdes de classe C' da equagéo
de Euler) gerados por L sdo da forma

z(t) = csin(t + k) (4.24)

(ver [35] pag. 15, sabendo que a equagéo de Euler associada a L é z” (t) +z () = 0). Qualquer x descrito como
na definicéo de A (r, s) € necessariamente um extremal, e deduzimos que |c| & pelo menos s —r. De facto, pela
Proposicio 4.2.4, p(s) = s para qualquer s > 0 entdo, por (b) da definicio de Ag(r, s), existe o € [to, t1] tal
que

|2" (o)] > s
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e, por {a) da defini¢do de Ag (r, s), existe T € [tg, ¢1] tal que
|z’ (1) < r (4.25)
mas, por (4.24), |z (t)| < |¢| para qualquer t € [a, b] entdo
s<le|=s—r<]|d—r<|c=l|>s—r. (4.26)

Além disso z% + /2 & sempre igual a c?, entdo nalgum ponto 7 € [to,¢;] devemos ter = (7)° > 2 — r2 (por
(4.25)). Daqui e por (4.26) sai

T (’r)2 > (s— r)2 —7r2,

o que implica |z (7)| > R se s ¢ escolhido suficientemente grande, uma contradigdo. Isto prova que Ag (r,s) = c©
para s suficientemente grande, entfo verifica-se (H7).

Verifiquemos agora que falha a conclusdo do Teorema 4.3.2. Se z fosse uma solugéo lipschitziana para (Pg)
entdao z seria um extremal admissfvel. Mas o vnico é z = 0 pois tem que verificar x, = z; = 0. Por outro lado,
z = 0 ndo é minimo local para A pois, por célculos variacionais cléssicos, o ponto 7 é conjugado a 0 (ver [9],
2.5.i pag. 54). Isto é a contradicdo desejada.

Exemplo 4
Demonstramos agora a necessidade da condi¢io (H7) para o Teorema 4.3.2, usando uma versio do problema
de Ball-Mizel (ver [4] e/ou [20]). Pomos

n=1, a=0, b=1, z,=0, zp=k>0, a=1, L(t,:c,v):-:—6+5v2+(x3—t2)2v14.

E facil verificar que, para cada (t,z) € Q fixado, L(t,x,-) é estritamente convexa em R (as funcdes
L(t,x,-), Ly (t,z,-) e Ly (t,z,-) sdo continuas e Ly, (t,z,v) > 0 para qualquer v € R entao, pela Proposicéo
2.16.21, a funcéo L (¢,x,-) é estritamente convexa em R). Para verificar a propriedade de Lipschitz fixemos
(t1,z1,v1), (t2, z2,v2) € A, sendo A um qualquer compacto de  x R. Temos

|L (t1,z1,v1) — L (t2, z2, v2)|

< |L(ty,z1,v1) — L (t2,x1,01)| + |L (t2,21,v1) — L (t2, 22, v1)| + |L (t2, z2,v1) — L (t2, z2, v2)|
= @ =8)" - (e - )| [od*| +| (23 - )" - (a3 — )| od*| +
+ e (0F = o8) + (o3 - B)” (v}t — d)|
< o - — a2t + | fod — 6 +of — 3] | + [} — 6 — o + 63| |od — 6§ + 2 — | jun ™ +
+ ] |vi°‘ - v%| + |x§’ - t§|2 |v}4 - v§4|
< Joal"3 = 8] (21l + 10 + le2f®) + foul™ o} = 23] (loa* + fwal® + 2 t2f") +
+[elfor = val [or + va| + (feal® + 2 w2l [taf? + [t2]*) [0} — v}
< 2Rt — it + ta] (R® + (b - 0)°) + 2R} for — 2l a2 + 2102 + oB| (B2 + (- 0)?) +
+2R4 |e| [u — vo| + 14R13 (RG +2R3(b—a)? + (b a)4) |v1 — vg
—= 4R¥(b-a) (R3 +(b— a)z) |t — t1| + 6RZR} (R3 (b a)2) |1 — zo| +
+ (QRA le] + 14RY (R6 YR (b—a)? + (b a)4)) vy — vel
= 4R} (R*+1) [tz — t1] + 6R* R} (R® + 1) |21 — wo| + (2Ra Je| + 14RY (R® + 2R% + 1)) |v1 ~ 2
< K (|2 —ti] + |21 — wof + o1 —ve),
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ou seja, L é lipschitziana em A com constante
K > max {4RY (R®+1) ,6R?RY (R* +1) ,2Rale| + 14RY} (R® + 2R® + 1)}

onde R4 > max {|v| : (t,z,v) € A}.

Para verificar (H2) fixemos (¢,z) € Q qualquer. Como L é localmente lipschitziana em Q@ x R e L(¢,z,-)
é estritamente convexa entao, pela Observagio 4.2.10, W (¢, z, p) ndo contém mais do que um ponto, qualquer
que seja p € R. Podemos assim concluir que para cada r > 0 fixado existe M > r tal que

VpeR, W(tz,p)NrB#0=W(tz,p)C MB,

o que, pela Definicao 4.2.1, significa que L (¢, z, ) é estritamente convexa no infinito.
A condicio (H5) também se verifica. De facto, para cada (t,z,v) € 2 x R fixado, temos

1 1
L{t,z,v) = 4—6+6'v2+(x3—t2)2v142 L2

Est4 provado em [20] (Teorema 1) que para escolhas convenientes de constantes positivas k e ¢ (k suficien-
temente préximo de 1 mas inferior a 1 e £ > 0) o tnico minimizante global para A sobre AC ([0, 1},R) e sujeito
as condicdes de fronteira dadas é

T (t) == kt?/3,
Peguemos nalgum Z conveniente e escolhemos R suficientemente grande tal que (H6) se verifique (para alguma
escolha aproriada de ), e entdo, pela defini¢do de (Pg), também |Z (t)| < R para qualquer t € [0, 1].
Mostremos agora que néo se verifica (H7). E fécil ver, pela Definicdo 4.2.11, que para qualquer r > 2k/3,

s> 1 e T (t) = kt*/3 existe um intervalo [to, t1] C {a, b] tal que

Ap(r,s) =ty —tg<b-—a.

- e k32 — 2)° [ S /3 dt
/0 (45 Te (3 > * )3

11 4 . 2 72\
= ’C2 —-2/3 4 k3 _ 2k —-14/3
= /0 (—4€+95 £+t (k7 - 1) k) ¢ dt

Por outro lado, temos

A7)

It

1 4 2 (2 \M
= — 4 =ck? -1k

L+ 3R 43 (- 1) (3)

1 4 ,_ .k _2
> — 4 = >2— > —.
Z T3 22523

Entao ndo existe 5 > 0 verificando p(5) =5 > 7, onde
~ i ;

F::—A(—x)—>-2—>2— para algum « € (0,&),

ab—a) " 3a” 3
e tal que
AR(Fvg) Zb'—ay

como pretendiamos.

Entdo estdo verificadas todas as hipéteses do Teorema 4.3.2 (excepto (HT7)), e a conclusdo falha. A tnica
solugdo de (PR) é a prépria fungdo Z, e T néo ¢ lipschitziana em [0, 1] pois 2’ ndo & limitada em nenhuma de
vizinhanca de t = 0. Este exemplo sugere que (H7) pode ser utilizada como uma ferramenta para deduzir a
regularidade das solugbes, um tema que serd desenvolvido na Secgéo 4.7.
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4.4 Existéncia de solugao para o problema lipschitziano

A demonstracio do Teorema 4.3.2 é feita essencialmente em duas etapas. A primeira, descrita nesta secgéo,
consiste em encontrar uma solucdo para a versdo lipschitziana do problema (Pg). Este problema auxiliar,
denotado (P%), é idéntico a (Pr) em tudo excepto que a minimizagao é sobre AC® (|a,b],R™) ¢ em vez de
AC ([a,b] ,R™). Na segunda etapa, descrita na Secgdo 4.5, prova-se que a solugéo que encontrémos para (P¥)
é também 6ptima para (Pg).

Teorema 4.4.1 Sobre as hipsteses (H1), (H5)-(H7) e (4.20), o problema (Pg°) tem uma solugdo.

Demonstracao:

Suponhamos que sdo dados o € (0, &) e pontos fronteira z, e z; para os quais se verificam (H1), (H5)-(H7)
e (4.20). Sejam Z e T, respectivamente, a funcdo lipschitziana admissivel e a constante que aparecem em (H7)
e (4.20). Fixemos também a constante M fornecida por (4.20).

Passo 1. Introducdo de problemas auxiliares

Pequenos aperfeicoamentos de {18] (Lema 5.1) implicam que para cada s > 0 existe um lagrangiano auxiliar
Ls: 2 x R® — R com as seguintes propriedades:

(a) Ls verifica (H1) e (H2);

(b) L, (t,x,v) = L(t,z,v), V(¢ x,v) €N x sB;

(c) Ls (t,Aa:, v) > max {a fol, |v|2 - 32}, V(¢ z,v) € QxR
(d) Existe um ndmero finito v (s) > 0 tal que

Ly (t,z,v) = [v* —s° V(t,z)€Q, V|| >v(s).

Em funcio destes lagrangianos auxiliares formulamos os seguintes problemas auxiliares
min {A,(z):x € AC([a,b],R"), z(a) = x4, z(b) = zp, |2 (t)] < R Vi€ [a,b]}, (P?)

onde

b
As (z) = / Ls (t,z (t),2' (t))dt.

Notemos que aqui a minimizagao € sobre todas as fungdes absolutamente continuas (e ndo apenas sobre as
lipschitzianas), e que o conjunto restricdo para o estado, RB, é fechado. Estes dois factos sio importantes na
teoria cldssica de existéncia.

Passo 2. Ezxisténcia e regularidade de solugées interiores

Qualquer problema (P*), s > 0, tem uma fungéo admissivel unicamente porque L verifica (H1). Como cada
s > 0 o lagrangiano L, é continuo conjuntamente em todos os seus argumentos e, convexo e quadraticamente
coercivo em v 7, o teorema cldssico de existéncia de Tonelli (ver [9], 2.20.i) implica que cada problema (P*) tem
uma solugao x,.

Notemos que se s > ||z’|| , entdo o Passo 1 (b) implica

b
As(Z) := / L (t,z(t), 7 (t))dt = A(T),

SRecordemos que AC™ ([a,b],R™) = {z € AC([a,b] ,R™) : 2’ € L ([a, b],R™)}.
"Recordemos que o lagrangiano L diz-se quadraticamente coercivo se existem constantes o ¢ B com a > 0 tais que

Lt,z,v) 2 al>+8 V(tz,v) € QxR"
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donde

b b
AS(E)ZAs(xs)zf Ls(t,xs(t),x;(t))dtzf alzl (t)|dt > «a

a

A(z)

(4.27)

/ab zl (t)dt

Dado que ||-||,, € uma norma em L* ([a,b] ,R™) (ver Proposicéo 2.11.9) entéo verifica a desigualdade triangular,
por conseguinte para qualquer s > ||Z’||

= «|zp— o] 2 amax {||lzs — wa”oo s — xb“oo} .

A(Z)

amax {||zs — Zalloo » 1%s — Tblloo} = amax {[|€sloq — |Zal  [1slloo — |76]}

2
> a(llzslle — min{|za|, las]}) ,

0 que implica

A(z)

Zolloe < =% <+ min {|za] , ]}
e por (H6) vem
%5l o0 < R.
Assim, dado que z, é uma fungio absolutamente continua em [a, b}, vem
[z ()| < llzslloo <RVt € [a,b)

ou seja, z, esté no interior da regido RB (restricdo para o estado). Em particular, z, ¢ uma solugio local forte
para a versdo de (P*) sem a restricdo para o estado.

Por (d), para cada s > 0 fixado, o lagrangiano auxiliar L, é independente de (t, ) fora do conjunto com-
pacto Q x v(s) B. Dentro deste conjunto compacto L, é lipschitziano (ver (a)). Assim existe uma bola
grande que contém todos os conjuntos 9,z Ls (t,z,v), (t,z,v) € Q x R*. De facto, para cada s fixado, se
(ti,xi,v;) € Q (R”\v (s) B) entdo d ) Ls (ti, i, v:) = {0} C R™*! e se (t;,zi,v;) € Q X v(s) B entdo, pela
Proposicio 2.21.3, existe K; > 0 tal que || < K; para qualquer & € Oy,4) L, (t;, %4, v;). Logo existe K, > 0 tal-
que

K, > max {K; : |¢| < K; V€ € B z)Ls (i, T4, vi) , (8, %4, v:) € @ x v (s) B}
e portanto todo o conjunto d,zyLs (t, z,v), para qualquer (t,z,v) € Q x R", est4 contido em K,B.
Pelo Teorema 4.2.2 de [13], segue que z, € lipschitziana em [a, b] e verifica a inclusdo diferencial de Euler-

-Lagrange para L,. E claro que, a constante de Lipschitz de z, pode depender de s. Mas em qualquer caso,
para cada s > 0, a multifuncio Ess x/, & scs, com valores compactos e néo-vazios (ver Corolério 4.2.7).

Passo 3. Aplicar as condigoes necessdrias

Os célculos (4.27) feitos acima implicam que (quando s ¢ suficientemente grande)

b
(b—a)‘I/ |z (t)] dt < 7.

De facto, vimos que para s > ||Z'||

b
[ ekl <a@

e por (H6), A (Z) = Fa (b — a) entdo vem

(b-a)! / 1l (0 db < (4.28)
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Pela Proposigao 2.14.10

1

b—a

zs {b) — x5 (a)
b—a

)

/ab L (t) dt

1 b
= m/ 13;(t)dt

entdo (4.28) implica

zs(b) — x5 (a)

<r.
b—a -

Por outro lado, como z é lipschitziana entdo, pelo Teorema do Valor Médio 8 existe T € [a,b] tal que
zs(b) — z5(a) € 0z (1) (b—a)
e portanto existe £ € 0z, (1) tal que
25 (8) — 7, (a) =€ (b—a).

Assim, para cada s > ||Z'||, existe pelo menos um ponto 7 € [a, b}, dependendo de s, e existe { € Ess z (1)
tal que

€l = f%—@ <7,
pelo que
Essz! (t)N7B # 0. (4.29)

Pela inclusdo de Euler-Lagrange para Ls (ver Teorema 4.2.2 de [13]) existe uma funcdo absolutamente
continua p, tal que

(0, (8) ,ps (t)) € O w)Ls (t, 25 (), 2, (1)) as,
0 que implica
ps (t) € OuLs (t, 25 (1), 2, () a5,

ou seja, verifica-se a s-versio da incluséo (4.16). Assim, pela Proposigdo 4.2.9, deduzimos que

o Ess ), (t) C W, (t,z, (t),ps (t))  VEE [a,b]. (4.30)
Observemos que, para qualquer (t,z,v) € [a,b] x RB x R™,

Ws (t,z,p) N\tBC W (¢t,z,p) Vre(0,s]. (4.31)
De facto, se v pertence ao lado esquerdo entdo o Passo 1 (b) implica
p € 8,Ls (t,x,v) =8, L (L, z,v),

entdo v pertence ao lado direito.

8(Teorema do Valor Médio ou Teorema de Lebourg) Scjam z ¢ y pontos de X (espaco de Banach) e suponhamos que

pag q
f:Y — R (Y um subconjunto de X) é lipschtziana num aberto contendo o segmento de recta [z,y]. Entao existe um ponto
u € (z,y) tal que

fly) - f(z) €6f(u)(y—2).

Demonstragio:
Ver [13], pdg. 41.
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As condigGes (4.29) e (4.30) implicam que
0 # Ess 2, (1) N7B C Ess xl, (1) C @ Ess 2, (1) C W (7,25 (1), ps (7)) ,

ou seja, W, (1,2, (1) ,ps (7)) contém pelo menos um ponto de 7B. Seja w esse ponto.
Desde que s > 7, (4.31) implica que w também estd em W (1,2, (7),ps (7)), pelo que

W (1,25 () ,ps (T)) NFB # 0.
Usando a condigéo (4.20), deduzimos de (4.31) que
Wi (7,25 (1) ,ps (1)) NsB C W (7,2, (1) ,ps (1)) € MB.
Finalmente, como W (7,z5 (7),ps (7)) é um conjunto convexo fechado segue que
W, (7,2, (1) ,ps (1)) € MB
sempre que s > max {M, 7, ||Z|| .} e por (4.30) vem

Ess ! (1) C MB. (4.32)

Passo 4. Estimar ||z|,

Fixemos algum o > max {M, 7, ||Z|| } tal que Ag (F,0) > b — a. Tal escolha & possivel pela hip6tese (H7)
e pela Proposicdo 4.2.13. Mostraremos que

s> o implica Essz)(t) CoB Vi€ (a,b). (4.33)

Por conseguinte, fixemos s > ¢ e apliquemos a Proposicao 4.2.8 a fungéo x; e ao ponto 7 identificado no Passo 3.
Obtemos assim um intervalo ndo-vazio [to,t1] C [a, b] que contem uma vizinhanga de 7 relativa a [a, b] e no qual
se verificam (i)-(iv) da Proposigdo 4.2.8. Reparando na concluséo (ii), vemos que (4.33) seguird se podermos
mostrar que to = a e t; = b. Para isso comparemos as propriedades de z, e [to, t1] com as condi¢des (a)-(e) que
definem Ap (7,0) (ver Defini¢do 4.2.11). Mostramos acima que x; é uma fungéo lipschitziana que, por (4.29),
verifica a condicdo (a). A condicio (c) segue da Proposigio 4.2.8 (ii), e a condigéo (d) foi verificada no Passo
2. Para a condigéo (e), o principio da optimalidade implica que z, resolve

min {A’Ls(t,y(t),y’(t))dt:y(ti)=a:(t,-),|y(t)| <R, Vte [to,tl]},

0

Como para qualquer ¢ € [tg, ¢1] tal que z7 (t) existe temos
Ess , (t) = {) (1)}

entdo, pela Proposicio 4.2.8 (ii), |z’ ()| < ¢ < s e portanto z, continua a resolver o problema acima mesmo na
presenca da restrigao |y’ (t)| < s gs em [to,t1]. Ao longo de qualquer fungéo absolutamente continua verificando
esta condigdo, L, coincide com L. Entdo x5 verifica a condigo (e) de Ag (7, 7). Finalmente vejamos a condigdo
(b). Se (b) é verificado, entdo temos

ty —to > Ap(F,0) > b—a,

pela escolha de o e segue a conclusdo desejada.
Suponhamos portanto que (b) é falso. Iremos mostrar que isto implica que tg = a, a demonstragio de que
t; = b é andloga. Se (b) falha entéo

Esszl ()N (R™\p(s)B) =0 V&€ [to,t1],
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em particular temos |v] < p(c) para qualquer v € Ess z (tf). Fixemos um tal v e observemos que
v € Ess z, (ty). Por (4.30) e (4.31), segue que v € W (to, Z; (to) , s (to)) (visto que p(0) < o). A definigdo de
p e a Proposicao 4.2.4 (ii) implicam que

W (to, s (to) , ps (to)) S 0B. (4.34)
Aplicando novamente (4.30) e (4.31) obtemos
@6 Ess z', (to) N sB C W (to, x5 (to) , ps (t0)) N8B C W (to, z5 (to) , ps (to))
(recordemos que p (¢) < o < s) o que, por (4.34), implica
o Ess z! (tg) NsB C 0B.

Como, por hipétese, s > o segue que ¢ Ess z/, (tg) C 0B e isto, pela Proposico 4.2.8 (iii), implica tp = a.
Portanto verifica-se (4.33), quer (b) seja verdadeiro ou falso.

Passo 5.

Por (4.33) vemos que, para s > o e t € (a,b) fixados, |v| < s qualquer que seja 0 v € Ess z; (t). Assim,
como &, (t) € Ess ', (t) gs em (a,b) entdo |z} (t)] < s gs em (a,b). Logo, pelo Passo 1 (b),
b b
A, (z5) = / L, (t, 2 (t), 2} (t)) dt = / L(t,zs(t),z, (t))dt =A(zs) Vs>o (4.35)

a

Fixemos r, s > ¢ e suponhamos que z, é 6ptimo para (P"). Como, por (4.33), |z} (t)| < gs em [a, b] entdo
z, continua a resolver o problema

b
min {/ L. (t,z(t),z' (t)dt: v € AC ([a,b] ,R™) ,z (a) = 24,2 (b) = zs,|z(t)| <R VL € [a,b]}
mesmo na presenca da restricio |z’ (t)] < r gs em [a,b]. Assim

A (22) = / L (o (1) 2 (1) dt < / L (b (1), 2, (1)) dt = A (22) (4.36)
para qualquer z, € AC ([a,b],R"), z,(a) = 24, T5(b) = b, |zs{t)] < R Vit € [a,b] e |2} (t)] < 7 qs em [a,B].
Por outro lado, pelo Passo 1 (b), para cada um destes x, temos _
L. (t,xs(t),z (t)) = L(t,zs (t),x, (t)) qsem [a,b]. (4.37)
Além disso, por (4.35), temos
Ar (@) = Aer). (4.38)
Assim, por (4.36)-(4.38), para qualquer par 7,s > o a optimalidade de z, para (P") implica,
Aer) = A () < A, (25) = A(s).

E claro que podemos trocar r com s e segue que todos os valores de A (z,) séo iguais para s > 0.
Mostremos agora que z, resolve (P%). Para isso escolhemos uma fungio x € AC* ([a,b] ,R") admissivel
para (P%) e fixemos s > max {||Z'||, ,0}. Entéo, pela optimalidade de z para (P*) e pelo Passo 1 (b), obtemos

A(zs) = As (z5) < As(z) = A ().
Portanto,
A(z,) <inf{A(2):2 € AC* ([a,}],R"),z(a) = 24,7 (b) = x5} .

Mas como iz, resolve (P*) e continua a resolver quando se acrescenta a restricéo |y’ (t)| < s gs em [a,b] entdo
também z; € AC*™ ([a,b] ,R™) e assim

inf {A(z): x € AC* ([a,b] ,R") ,z (a) = &q,z(b) = 2} < A(xs).
Donde sai que
A(zs) =inf {A(z) : x € AC* ([a,b],R"),z (a) = 24,z (b) = s},

como queriamos. Mais ainda, como 2’ (t) € Ess z’'(t) gs em (a,b) entdo a condicdo (4.33) prova que
|z4lo < o.M
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4.4.1 Observagao

Os argumentos e conclusoes desta sec¢do sdo importunados por certas alteragoes no lagrangiano L. Conside-
remos os mesmos L, «, , e zp utilizados na demonstragio anterior. Para qualquer r > 0, os valores de Ag (7, )
no intervalo (r,s) séo determinados unicamente pelos valores de L no conjunto £ x sB. Como escolhemos
o > max {M,F, |Z'||.} tal que b—a < Ag (7, 0) entdo as quantidades M, 7 e A (7, o) permanecem inalteradas
para qualquer lagrangiano L que coincida com L em §2 x 0 B. Em particular, se L também verifica (H1) e (H5)
(para os mesmos &, R e [a,b]) entdo a fungdo absolutamente continua z, do Passo 5 também resolver4 (Pg°).

Para verificar isto, comecemos por aplicar o Teorema 4.4.1 a L obtendo assim uma solugio T para (}3,5°) e
tal que ||7’||, < 0. Entéo temos

AGF) <A(z) VzeAC™([a,b],R"),z(a)=2a,z(b) =z, |z (t)] < R Vi€ [a,b],
e, em particular
A@) < A(z).
Por outro lado, como

E(t,z,v) =L(t,z,v) V(t,z,v)€QxoB

Ol <o asem [a}
entdo
L(t,2, (), 2, (t) = L(t,2, (1), (t))  gsem [a,B],

o que implica

K () = Alzs).
Como ||Z'}|_, < o entdo também temos

L(t,Z@),7 ) =LtZ[t),7 () qsem [a,b],

e portanto

A@E) =A®F).
Além disto, vimos no Passo 5 que

A(zs) < A()
para qualquer fungdo z € AC ([a,b],R™), admissivel para (Pg) e tal que |2’ (t)| < o gs em [a, b]; em particular,

Azs) SAQ).
Juntando tudo concluimos que

A(zs) =K (zs) > A(F) = A(®) > A(a,).

Portanto A (Z) = A (z5), como queriamos.
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4.5 O fenémeno de Lavrentiev

Vamos agora mostrar que a solugao de (P%’) descrita na Sec¢do 4.4 continua 6ptima na classe maior de todas
as fungdes absolutamente continuas admissiveis para (Pg). Isto apenas pode falhar se o fnfimo de A (-) sobre
a classe das fungOes absolutamente continuas for estritamente mais pequeno que o infimo sobre a classe das
fungdes lipschitzianas. Este facto, chamado fenémeno de Lavrentiev, tem sido observado numa grande variedade
de problemas, nenhum dos quais tratado aqui mas que podem ser vistos, por exemplo, em [9] (Seccio 18.5) e
(19].

Nesta seccdo mostramos que as hipéteses (H1), (H5)-(H7) e (4.20) da Seccio 4.3 evitam o fen6meno de
Lavrentiev, e que se além disso também se verifica (4.21) entdo todas as solugdes de (Pr) séo na realidade
lipschitzianas.

Na presenca das hip6teses (H1) e (H5), o fenémeno de Lavrentiev nio pode ocorrer em problemas cujos
lagrangianos tenham, pelo menos, crescimento linear em v, como mostra o seguinte resultado que segundo [17]
deve-se a Tonelli.

Proposigao 4.5.1 Seja L : Q x R* — R verificando (H1) e (H5), e suponhamos que existem constantes
B, A, v > 0 tais que se

(t,z) €, |v| >y entio |L(t z,v)|<Bv]+ A

Entdo, para qualquer € AC ([a,b] ,R") com ||z||, < R, eriste uma sucessdo (z;) em AC™ ([a,b],R") verifi-
cando

(a) z;(a) =z4, z;(b) =

(b) (z;) — = uniformemente em [a, b]

(c) (3) = &' gs em L} ([a, ], R")

(d) A(z;) = A(x).

O resto desta seccdo completa a demonstracao do Teorema 4.3.2. Entdo suponhamos que se verificam (H1),

(H5)-(HT), (4.20) e (4.21), que séo dados x, e z, em RB e algum « € (0,&). Fixemos 5 como em (H7) e tal que

§ > max {M,7,||Z'|| . }. No final desta sec¢do, determinaremos constantes x> 3, € > 0, 8 > 0, A e uma familia
de lagrangianos auxiliares Li : 2 x R™ — R com as seguintes propriedades. Para cada k > u, (t,x) € Q,

(1) Ly verifica (H1) e (H5) mas com o em vez de &
(i) Jv| < 5= Ly (t,z,v) = L(t,z,v)
(iil) 5 < |v| < p= L (t,z,v) < L(¢z,v)
(iv) p<|v|<k= Li(t,z,v) < L(t,z,v) —¢
(v) k <|v]| = Li (t,z,v) < Blv| + A

Primeiro, contudo, mostremos como é que com estes elementos auxiliares se completa a demonstracio do
Teorema 4.3.2.

Teorema 4.5.2 Como dito acima, suponhamos que se verificam (H1), (H5)-(H7) e ({.20). Entéo existe uma
familia de lagrangianos auziliares verificando (i)-(v) com € = 0, e qualquer solugdo de (PE°) também resolve
(Pr). Se além disso também se verifica (4.21) entio existe uma famdlia de lagrangianos auziliares verificando
(1)-(v) com € > 0. Neste caso todas as solugées de (Pr) sdo fungées lipschitzianas.

Demonstragio:
A existéncia de lagrangianos auxiliares convenientes serd mostrada no final desta, seccdo. Aqui mostramos
apenas como é que as condigdes (i)-(v) implicam as outras conclusdes do Teorema 4.5.2.

Cada lagrangiano auxiliar Ly, d4 origem a um problema correspondente (P’;{w) com as mesmas condigGes de
fronteira que (P®). De acordo com a Observagao 4.4.1 a igualdade de Ly com L em Qx 0B (para k > p) implica
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que qualquer solugdo y de (P¥) fixada também resolve (P5%): isto é, para qualquer x € AC™ ([a,b],R™) com
lz]lo < R, z(a) = Za, z(b) = x5 tem-se

Ay) =M (y) < Ae (). (4.39)
Suponhamos agora que temos uma fungio r absolutamente continua néo-lipschitziana e tal que |jz||, < R,
z(a) = &4, z (b) = 5. Fixemos k > p e apliquemos a Proposigdo 4.5.1 para obter uma sucessdo (z;) de fungdes
lipschitzianas admissfveis e tais que
Ak (:I,‘) = ‘lim Ak (1:1) .
100

Por (4.39), segue que

A(y) = Ax (y) < lim Ag (z;) = A (2) VE> p (4.40)
Como a fungéo z é nio-lipschitziana entdo o conjunto

Ei={teo,b:[a 0] > )

tem medida positiva. Consideremos U := [a,b] \E e a particido E = F}, U G, onde

Fy:={t€[a,b]: p< |2 (t)] <k}
Gr:={t€la,b: k<] (t)|}.

Entao

b
A () = /Lk(t,:c(t),a:'(t))dt

/ Ly (t,x(t),z' (t))dt
UUF, UG,

IN

/L(t,x(t),x’(t))dt+ (L(t,x(t),x’(t))—e)dt+/ (8|2 (&)] + A) dt.
U G

Fy,
= / L(t,z(t),z' (t))dt +/ L(t,z(t),z' (t))dt —em (Fy) +/ Bz’ )| + A) dt.
U Fy Gk
Quando k — o0, o lado direito tende para A (z) — em (E) e entdo (4.40) d4
A(y) <A(z)—em(E). (4.41)
Logo se ¢ = 0 (4.41) mostra que a solugéo y de (P%) & tao boa como qualquer outra func@o x absolutamente

continua nao-lipschitziana; e portanto y resolve (Pr). Se € > 0 entdo, para qualquer fun¢io absolutamente
contfnua nao-lipschitziana z, tem-se

A(z) > A(y),

por (4.41), e portanto todas as solugdes de (Pg) tem que ser lipschitzianas.ll

O resto desta seccdo é dedicado & construgio dos lagangianos auxiliares descritos acima. Iremos primeiro
determinar uma familia conveniente com e > 0 supondo que se verifica (4.21), e em seguida mostramos que
(4.21) pode ser omitida se for apenas exigido ¢ = 0. A condigéo (4.21) serve apenas para o seguinte lema.

Lema 4.5.3 Suponhamos (4.21). Entdo a constante n definida abaizo é positiva:

n:=inf {L(t,z,w) — L (t,z,v) — {p,w —v): (t,x) € U, |v| <8, pe B, L(t,z,v),|w| > p}.
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Demonstracao:

Como o infimo definindo 1 pode ser na realidade tomado apenas sobre |w| = u, entdo é facil reconhecer
7 como o {nfimo de uma fungéo contfnua sobre um conjunto compacto de valores (t,z,v,p, w). Portanto &
suficiente provar que se tem

L(t,z,w)— L(tz,v)—(pw—v)>0

para qualquer (t,z) € Q, |v| < 5, p € 9,L (t,z,v) e j{w| = pu. Para provar isto, notemos que o lado esquerdo &
nado-negativo pela desigualdade do subgradiente. Se o lado esquerdo fosse igual a zero viria

L(t,z,v) - L(t,z,w) = (p,w —v),
pelo que p € 8, L (¢, z,w), e portanto
pE€OL(tx,v)NOL (¢t z,w).
Por outras palavras, v e w pertenceriam a W (¢, z, p); contradi¢do com (4.21).8
Lema 4.5.4 Dado algum p > 3, existem constantes 8 >0, A e p > p tais que a funcido
F (t,z,v) := max {L (¢, z,v) Xiverrijoi<p} (), Blv| + A}

(Xfvern:vj<p} () denota a fungdo caracteristica do conjunto {v € R™: |v| < p}) verifica (H1) e (H5) e, para
qualquer (t,x) € Q, verifica as seguintes condigdes

(a) se |v| < § entdo F (t,z,v) = L(t,z,v);
(b) se p < |v] entdo F (¢, z,v) = B|v|+ A

Demonstragao:
Ver (18], Lema 6.2.0

Agora suponhamos (4.21) e recordemos a constante positiva 7 definida no Lema 4.5.3. Fixemos € € (0,7)
tal que € < (& — ) p.

Lema 4.5.5 Suponhamos (4.21). Entdo para cada k > p existe Fy, : 2 x R™ — RU {+o0} tal que
(a) Fy (t,x,v) é lipschitziana em Q x kB e conveza em v;
(b) Fy (t,z,v) > a|v], para qualquer (t,z,v) € Q x R?;
(c) lv| £§= Fi. (t,x,v) = L(t,z,v);
(d) [v| < k= F.(t,z,v) < L(t,z,v);
(e) pu<iv|<k= F(t,z,v) < L(t,z,v) — ¢
(f) k < |v| = F (t,z,v) = +o0.

Demonstragao:
Introduzimos fi :  x R — R™ como sendo o invélucro convexo da fungdo (na varidvel v)

L(t,z,v) se | < p
fut,z,v):=¢ L(t,z,v)—c sep<|v|<k
+00 se k < |v].

Entéo definimos Fy como sendo fj, quando |v] < k e +00 caso contrério. As condigdes (a)-(f) estdo verificadas

em (18], Lema 6.3.10
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Sob a hipétese (4.21), vamos agora construir os prometidos lagrangianos auxiliares definidos, para cada
(t,z) € Q, por

Ly (t,z,-) :=co {F (t,z,-), F (t, 2, I}
Isto é,
Li (t,z,v) := inf {AF (t,z,v") + (1 = A) Fk (t,z,v") : A€ [0,1],v =M + (1 - A)v"}.

Como Fj (t,z,") = F(t,z,-) = L(t,z,") em 5B, segue que L (t,z,-) = L(t,z,-) em 5B, ([18], Lema 6.4).
Também, por construgao, Ly é convexa em v € localmente lipschitziana em € x R"™.

Como F e Fj, majoram « |v| entdo também Ly, majora. Como o invélucro convexo de duas fungdes é majorado
pelas préprias fungdes entdo as propriedades (iii)-(v) das fungGes L, referidas antes do Teorema 4.5.2, seguem
das conclusdes dos Lemas 4.5.4 e 4.5.5. Notemos que no Lema 4.5.5 temos apenas & > 0.

Suponhamos, finalmente, que néo se verifica (4.21). Neste caso o Lema 4.5.3 ndo pode ser utilizado, entéo
para simplificar tomamos u=5+1e aplicamos o Lema 4.5.4. Mesmo néo sendo possfvel aplicar o Lema 4.5.5,
notemos que as funcdes Fy (t,x,v) que sdo iguais a L (t,z,v) quando |v| < k e +o0 caso contririo verificam toda
as conclusdes do Lema 4.5.5 com ¢ = 0. Dadas estas escolhas preliminares, a definicio de Ly dada no parigrafo
anterior conduz outra vez a uma familia de lagrangianos auxiliares verificando (i)-(v), mas agora com ¢ = 0.
Isto completa a demonstragdo do Teorema 4.5.2 e por conseguinte também a do Teorema 4.3.2.

4.6 Existéncia local

Podemos agora apresentar uma generalizagéo do Teorema 2.1 de [18], onde a hipétese de convexidade estrita
¢ substituida pela exigéncia mais fraca de convexidade estrita no infinito. Os argumentos chave aparecem no
lema abaixo, o qual est4 relacionado com (HT).

Lema 4.6.1 Suponhamos que se verificam (H1 ) e (H2). Entao para quaisquert >0 es suficientemente grande
tem-se

Agr (7", 8) > 0.

Demonstragao:
Provaremos que, para quaisquer 7 > 0 e s > 0,

se p(p(s)) >r entdo Ag(r,s)>0. (4.42)
Como, por (i) e (iv) da Proposicao 4.2.4, p(s) € uma funcio ndo limitada e crescente, entao
p(p(s)) = +oo quando s — +00

e portanto, por (4.42), seguird a conclusao desejada.

Suponhamos que (4.42) é falso. Isto é, fixemos constantes positivas r e s para as quais p(p(s)) > r mas
Arg (r,s) = 0. Entdo a definicao de Ap implica que para cada i deve existir um intervalo [to:,t1:) C [a,b] com
t1; — toi < 1/i e uma funcdo lipschitziana x; € AC ([tos,t1s) , R™) para a qual se verificam as condigdes (a)-(e)
da Definicdo 4.2.11. Em particular z; resolve um certo problema de controlo 6ptimo em [toi, t1i], e condigOes
necessérias tais como as dadas no Teorema 5.2.1 de [13]. A condicdo (c) juntamente com essas condigGes dd a
existéncia de uma funcéo absolutamente continua p; em [tos, t1:) tal que

PL(t) € BoL (t.z: (8), 2} (1)) e pi(t) € BL(t,:i(t), 2} () as. (4.43)

Pela condigio (a), encontramos um ponto 7; € [toi t1i] para o qual se verifica (4.43), z} (7;) existe e
|z} (14)] < r+1/i. A condigdo (b) fornece um ponto o; € [tos, t1:] tal que

Ess i (a;) N (R™\p(s) B) # 0.

De acordo com a Proposicao 4.2.8 @ Ess x (¢;) contém um ponto w; tal que p (s) < |ws| <L 8.
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Para cada i, a condigdo (c) implica que

s
lz; (05) — zi (13)] < slos — 14| < T

Como, por (e), |2;(7;)] < R para qualquer i entéo, pela Proposicio 2.10.4, segue que ao longo de uma sub-
sucessao conveniente, néo renumerada, tanto (z; (7;)) como (z; (0;)) converge para o mesmo limite z. Podemos
também supor que (z; (7;)) converge para algum v com |v| < r, que (w;) — w para algum w fora de p(s)B, e
que (0;) e (7;) convergem para o mesmo ponto ¢ € [a, b].

Definimos

M :=sup{[{|: £ € O, L(t,z,v), (t,2) € Q, |v] < s},

deduzimos de (H1) e da Proposi¢do 2.21.3 que M existe e é finito. A primeira relacio de (4.43) e a condicdo
(c) implicam que |p} (t)| < M gs em (to;,¢1:), 0 que por sua vez implica

Essp,(t) C MB Vt € (tos,t1s) -
Como também
P (Ti) € 8,,L (T,’, Z; (Ti) ,:I:i (T,‘)) (444)

com o lado direito limitado independentemente de ¢ (ver Proposigdo 2.21.3), podemos passar para mais uma
subsucesséo ao longo da qual (p; (0;)) e (p; (7:)) convergem para um mesmo limite p.
Consideremos agora as inclusées

zi (1) € W (T3, 2i (T3) , s (1:)) e w;€W(oy,zi(0:),pi(03)),

que seguem, respectivamente, de (4.44) e da Proposigéo 4.2.9 juntamente com (4.43). Tomando o limite quando
i — 00, a Proposicio 4.2.3 d4

veWl(t,z,p) e weW(tz,p). (4.45)
Como |v| < 7 e |w| > p(s) entdo (4.45) implica, respectivamente,
W(t,z,p)NrB#£0 e W(t,z,p)N (R \p(s)B) # 0.
A segunda condigéo implica, pela Proposicio 4.2.4, que
W (t,z,p)Np(p(s)) B =0.
Entéo temos que ter p(p(s)) < r; uma contradicdo. Isto confirma (4.42) e completa a demonstracao.ll

Os resultados desta sec¢dio sdo chamados teoremas de existéncia local porque se aplicam a problemas for-
mulados em pequenos subconjuntos da regido 2 onde L estd definido. Para um dado intervalo [a',b'] C [a,b]
denotamos por (P’;) o problema

"
min {A’ (z) = /, L(t,z(t),z' (t)dt:z(a') =2, z(t)) =2}, |z(t)] <R Vte [a',b’]} : (PR)

Para passar de (Pg) para (P}) basta substituir Q pelo seu subconjunto ' := [a’, ¥/ ] x RB. Como a defini¢io
de Ap depende implicitamente do intervalo [a, b], entdo para o problema (PR) denotamos a funcéo ansloga por
A’. E evidente que

=(r,s) > Ag(r,s) Vr,s>0.

Diminuindo o domfnio do problema também se afectam as hipéteses; sublinhemos que (H1)-(H7) introduzidas
acima referem-se sempre a um dado conjunto £, que consideraremos como fixo ao longo do que se segue. Quando
for necessdrio restringir essas hipéteses a (', denotaremo-las por (HI)-(HT).

O nosso primeiro resultado de existéncia local utiliza explicitamente a hipétese de crescimento linear (H5).
Isto faz sobressair a sua relacdo com o teorema intermédio de existéncia (Teorema 4.3.2) e dd também um
grande passo na direcgéio da generalizacio do Teorema 2.1 de [18], como veremos mais tarde.
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Teorema 4.6.2 Suponhamos que se verificam (H1), (H2) e (H5). Entéo, para quaisquer M >0 ep € (0, R),
existe § > 0 com as seguintes propriedades. Para qualquer par de pontos fronteira (a',z}) e (V' ,x},) em Q
verificando

0<b —a <6, |zh—zi]<M@® —a), minfley],lzhl} <p, (4.46)
o problema (Py) tem uma solugdo lipschitziana. De facto, todas as solugbes de (Pg) séo lipschitzianas.

Demonstragao:
Aplicaremos o Teorema 4.3.2 ao problema (P%) tal como no enunciado do teorema. Fixemos M > 0 e
p € (0, R), e definimos
v :=max {L(t,z,v): (t,z) € Q, |[v| < M}
que, pela hipétese (H5), é positivo. Dado algum & verificando (H5), fixemos a € (0, &) e definamos

§:= min{ﬁ(—}%“—”—), lim Ag (g-s)} .

s—4-00

Do Lema 4.6.1 e da Proposigéo 4.2.13 sai que

lim Ag (gs) >0

s—+00
e como também
R _—
_Oi(___.ﬂ > 0
Y

entdo vem 6 > 0.

Agora fixemos pontos fronteira (a’,z) , (¥, z}) €  verificando (4.46). Em ' = [/, '] x RB as hipéteses
(H1’),.(H2') e (H5’) seguem respectivamente de (H1), (H2) e (H5). Para (H6’) podemos escolher a fungéo
admissivel lipschitziana

_ t—a
2 (t) ==, + (o — %a) 0

e observar que

N (3) = / CL(E0),F )<y -d). (4.47)

Como

b/_a/<6sw

entdo obtemos
N(z) <y -d) <a(R-p),

o que implica

L=
A_(.’E_) +p< R,
a
e portanto (H6’) segue disto e de (4.46).
Para verificar (H7’) observemos que, por (4.47),

Y N @

N GO
ot/ ~ad) T a
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e entdo, como para cada s > 0 fixado A’ (-, s) é decrescente, vem
Ap(,8) > Mg (2,5) 2 Ar (2,5).
A nossa escolha de § implica que
Y ’ ’
AR(—,S) >6>b —a
a
para qualquer s suficientemente grande. Entéo, para qualquer s suficientemente grande, temos p(s) > ¥ e
r(™,8) 2V —d

portanto verifica-se (HT).
Estéo verificadas todas as hip6teses do Teorema 4.3.2 para o problema (Pg’), e as conclusdes deste resultado
completam a demonstragao do presente resultado.l

Notemos que se, para cada (t,z) € Q, L(¢t,z,-) é estritamente convexa entdo verifica-se (H2). Assim as
conclusdes do Teorema 4.6.2 permanecem vélidas e o conjunto solugéo de (P’;), para cada escolha apropriada
de pontos fronteira (a’,z}) e (b/,z}), é um subconjunto nio-vazio de AC*™ ([o/,¥'],R™). Qualquer solugdo
lipschitziana é um extremal no sentido do Teorema 2.4 de [15] e, pela Observagéo 4.2.10, é suave. Ent8o no
caso estritamente convexo, as conclusdes do Teorema 4.6.2 permanecem vilidas se em vez de ”lipschitziana” se
escrever ”continuamente diferencidvel”.

Voltamos agora ao teorema de existéncia local no espirito de [18]. No que se segue §2 néo se supde previamente
fixado - damos apenas um ponto (¢g, zg) € R x R™, uma vizinhanca U de (to, zg) e uma fungéo L : U xR® — R
verificando as condigbes

L & localmente lipschitziana em U x R" (4.48)

para qualquer (¢,z) € U, L(¢,z,-) é estritamente convexa no infinito. (4.49)
Teorema 4.6.3 Sob as hipdteses do pardgrafo anterior, existem constantes € > 0 e R > 0 tais que
Q:=[to—e,to+¢] X ($0+RB)

é um subconjunto onde se verifica o seguinte. Para quaisquer M > 0 e p € (0, R) existe § > 0 suficientemente
pequeno tal que para qualquer par de pontos fronteira (o', 2}) e (V',x}) em Q verificando

0<b —d' <68, |zp—2,| <M -d), min{|z,—zo|,|z, — 0|} <p

o seguinte problema tem uma solugdo

b
min {/ L(t,z(t),z'(t)dt:2(a) =z, z (V') =z}, |z (t) —xo] < R VtE€ [a',b’]} .

De facto, todas as solugées deste problema sdo lipschitzianas.

Demeonstragao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que zg = 0. Entdo o problema descrito neste teorema é o
problema (P’;) e as conclusdes desejadas seguirio do Teorema 4.6.2 se pudermos verificar que 2 pode ser
escolhido verificando (H1), (H2) e (H5). Na realidade é suficiente verificar estas condigbes para um integrando
da forma

L(t,z,v) = L(t,z,v) — (£,v) — p,
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pois o conjunto solugdo de (P’;) é idéntico para L e L. De facto, se Z (t) = (F; (t) , ..., Zn (t)) C R™ & uma solugio
de (P’;) para o lagrangiano L entéo i; (t) € AC ([¢',¥] ,R™) para qualqueri = 1,...,n e, pela Proposicéo 2.14.10,
vem

"
/ (€7 (t)) dt = & (F1 (V) = 21 () + ... + £, (@n (V) — Zn () = (£, 2 (V) — 2 (a)).

’

Logo

o b
R GOROLE [ a7 - 620) -2 @) - p 0 ~a).
Fixados (a’,z) e (¥/,z}) pontos fronteira, { € R" e p € R
— (2 ()~ 2()) —p® -a)
é uma constante real, e portanto qualquer fun¢do que minimize (P;) com a fungéio L também minimiza com a
fungéo L; ou seja, o conjunto solugdo de (P%;) € idéntico para L e L.
Resumindo, precisamos apenas de mostrar que para algumas constantes ¢ > 0 pequeno, R >0, { € R" e
p € R, o lagrangiano L verifica (H1), (H2) e (H5) em Q.
De (4.48) e (4.49) obtemos (H1) e (H2), desde que @ C U. Para verificar (H5) fixemos { € Oy L (t0,0,0). A
convexidade de L (t,0,-) implica que para qualquer M > 0, o infimo definindo
L (tO;Ov ’U) — L(t(),O, O) _ (ﬁ?v)
vl

a(M) = inf{ - Jo] ZM}

é atingido por algum v com |v| = M. Além disso, a convexidade estrita no infinito de L (to,0, -) permite-nos
fixar um M suficientemente grande tal que a (M) > 0 (ver Definigio 4.2.1). Entdo tomamos

_o(M)

T2
Como L é contfnua nos subconjuntos compactos de U x R", entdo existe uma vizinhanca de (to,0) na qual
a< L(t,z,v) — L(t,z,0) — (£, v)

lo

Vv > M. (4.50)

De facto, se fixarmos U; C U um subconjunto compacto e tal que (to,0) € Uy entéo L é continua em U; X {v},
para qualquer jv| > M fixado, isto ¢,

VA> 03y, > 0: (t,2) € Ui N ((t0,0) + 11B) = |L (t,7,0) — L (t0,0,v)| < -;-
o que implica
L (tp,0,v) < :2\-+L(t,:z,v).
Como L também é continua em U; x {0} entdo
VA > 03y, > 0: () € Uy N ((to, 0) + 75B) = |L (£,2,0) — L (t0,0,0)| < g

o que implica
A
—L(£,0,0) < 5~ L(t,z,0).

Portanto, para cada A > 0 fixado, existe uma vizinhanca V' = (t9,0) +vB C U de (to,0) onde v < min {7;,72}
e na qual

&< L (tp,0,v) — Ll(tlo,0,0) — (&, v) < L(tz,v)— L(tl,a‘c,O) +A— (&)
v v

Vivl 2 M.
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Como A pode ser escolhido suficientemente pequeno entdao concluimos que existe uma vizinhanga de (tg,0) na
qual
L(t,z,v) — L(t,z,0) — (&)

a<
|v]

Viv| > M.

Para valores suficientemente pequenos de € e R, Q serd um subconjunto desta vizinhanga.

Por continuidade e compacidade, a seguinte quantidade é finita:

w:=inf {L(t,z,v) — (£,v) — &lv|: (¢, %) € Q,|v| < M}.
Escolhendo
p:=min{w, L{t,z,0): (t,z) € N}
vem
L(t,2,0) = L(t,,v) = (§,0) — > L (t,z,0) = (§,0) — (L (t,z,0) — (£, 0) — &Jo]) = & o],
para quaisquer (¢,z) € Q e |[v| < M e por (4.50) vem
L(t,z,v) = L(t,2,0) — (£,9) — p > L(t,2,v) — (§,9) — L (t,z,0) = a|v],
para quaisquer (t,z) € Q e |v] > M. Logo
L(t,z,v)>aly| VY(taz,v)eQxR",

como queriamos.ll

Coroldrio 4.6.4 Suponhamos que se verificam ({.48) e ({.49). Para qualquer M > 0, existemnn >0e R >0
tais que, para qualquer par de pontos fronteira (a’,z},) e (b, z};) em (to — n,to +7) X (zo + nB) verificando

O0<b¥ —d, |z,—z| <MW -d),

o problema do enunciado do Teorema 4.6.3 tem uma solucdo lipschitziana. De facto, todas as solugées sdo
lipschitzianas.

Demonstragao:
Sejam € e R dados pelo Teorema 4.6.3. Para qualquer M > 0 dado, escolhemos p = R/2 e § dado pelo
Teorema 4.6.3. A escolha
:= min g £
n= 9 1Py

mostra a afirmagdo do coroldrio como um caso particular do Teorema 4.6.3.1

De todos os resultados desta sec¢io, o Coroldrio 4.6.4 é na realidade o mais parecido com o Teorema 2.1
de [18]. As suas hipéteses sdo mais fracas: convexidade estrita no infinito em vez de convexidade estrita, mas
as suas conclusdes também sdo mais fracas: solugbes apenas lipschitzianas em vez de suaves. Contudo, vimos
atrds que na presenca da convexidade estrita qualquer solucao lipschitziana é suave. Assim, o Coroldrio 4.6.4 é
uma generalizacdo do Teorema 2.1 de [18].

4.7 Existéncia e regularidade globais

Quando o lagrangiano L estd definido e ¢ localmente lipschitziano em [a, b] x R™ x R", podemos considerar
a variante do problema (Pgr) sem a restrigéo |lz|| , < R. Para uma dada escolha de pontos fronteira (a,z,) e
(b, zp), o problema (P) é:

min {A(z): 2z € AC ([a,b],R"), z(a) = zq,  (b) =z} . (P)

Esta seccdo é inteiramente dedicada a (P). Por conseguinte, consideramos as hip6teses bésicas (H1) e (H2)
com R = +o0.
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4.7.1 Existéncia de solucgao

O critério para a existéncia de solugdo (lipschitziana) para (P) pode ser deduzido a partir dos resultados da
Seccéo 4.3 no sentido em que as seguintes quantidades avaliam o crescimento de L:

a(R,V) = inf{é—(tl;:‘:—’—vl:te [a,b], |z| < R, [v| > V}

B(R,V):=inf{0,L(t z,v):t€[ab],|z| <R, [v]|<V}.

Teorema 4.7.1 Suponhamos que para algum R > 0, para alguma fungio lipschitziana ¥ admisstvel para (P)
com ||Z||, < R, verificam-se as seguintes condigdes:

(H8) b—a < Ag(r,s), onder > Bomindlzalizel}l ¢ p(s) >,
(HY9) pare qualquer R' > R eziste V (R') > 0 tal que o (R, V (R')) >0e
A®) < a(R,V(R)[R - min{|ze|,|zs]} — (0 —a) V (R)] + (b —a) (R, V (R).

Entéo o conjunto solugdo do problema (P) é um subconjunto ndo-vazio de AC™ ([a,b],R").

Demonstracao:
Para estudar a existéncia de solugéo para o problema (P) basta considerar as fungGes admissiveis z tais que
A(z) < A(Z). Mostraremos que essas fungdes verificam necessariamente ||z[|,, < E. Com efeito fixemos

R =|z|., V' =V(R), o =a(R,V"), B =B8R VY,

C={telab:|z' ) >V}, D={t€a,b]: |z’ (t)| < V'}.
Por defini¢ao temos

L{t,z,v)

a(R,V):inf{T:te [a,8], |z| < R, sz} < Llov)

ol
para quaisquer ¢ € [a,b], |z] < R e |v]| 2 V, o que implica
|v]a(R,V) < L(t,z,v)

para quaisquer t € [a,b), |z| < R e [v| > V. Donde, pelas defini¢des de R',V' e C temos

|z’ (¢)| o < L(t,z(t),2'(t)) VteC. (4.51)
Por outro lado, pela defini¢io de 3, temos

B(R,V)=inf{0,L(t,z,v) : t € [a,], |z| < R, [v| <V} < L(t,z,v)
para quaisquer t € [a,b], |z| < R e |v] < V. Entdo pelas defini¢oes de G’ R, V' e D temos
B < Ltzx(t),z'(t)) VteD. (4.52)

Logo, por (4.51) e (4.52), temos

b
AE)>A(z) = /L(t,:z:(t),a:’(t))dtZa'/clx'(t)ldt+/Dﬂ'dt

b
> a'{/ |x'(t)|dt—/D|x'(t)]dt}+(b—a)ﬁ'
b
> a'{/ Ix'(t)ldt—(b—a)V’}+(b—a)ﬂ'
> o {R' —min{|z.]|,|zs|} — (b—a) Vi+@b-a)F.
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Assim vinha
A(Z) > &' {R' — min {|z4|, |zs|} — (b—a) V'} + (b—a)

mas por (H9) esta desigualdade verifica-se apenas se R’ < R, que é a conclusdo desejada. Entdo vimos que
qualquer funcdo admissivel x tal que A (z) < A (Z) tem que verificar ||z, < R.
Como acabdmos de ver ndo faz diferenca adicionar a (P) a restricéo ||z||,, < R, entdo é suficiente considerar

o problema (Pg) resultante. Completaremos a demonstracio mostrando que o Teorema 4.3.2 se pode aplicar
ao lagrangiano

L(t,z,v) := L(t,z,v) + a(R,V (R) V(R) - B(R,V (R)).

Como L e L diferem numa constante, a conclusiio para o correspondente (Pgr) d4 o resultado desejado para (P).
Fixemos & = a (R, V (R)), para o qual (H5) é uma consequéncia imediata das defini¢des de a e 3. De facto,
para quaisquer ¢ € [a,b] e ||z|| ., < R temos

L(t,z,v) = L(t,2,v)+ a(R,V(R) V(R) - B(R,V (R)) > a(R,V(R)V (R) 2 a(R,V (R)) ||,
para qualquer |[v| < V(R) e
L(t,z,v) = L{t,z,v)+a(R V(R)V(R) -B(RV(R)
a(R,V(R))|vl+a(R,V(R))V(R)-B8(R,V(R)
a(R,V (R))v],
para qualquer |[v| > V (R). Entéo, para quaisquer ¢ € [a,b] e ||z|,, < R, temos
L(t,z,v) > a(R,V(R)|v] VveR"

(AN

Vejamos agora (H7). Temos

—~ b~
i@ = /L(t,a‘:(t),:i'(t))dt

ab

= [Iz0 .7 @)+ -0 ®VE) (B - SRV ®)]

= A@)+G-a)[aV(R) - ARV (R), (453)
Por (H9) temos

A@) < &(R-min{lal, ol — (b—a)V (B)} + (b —a) B(R,V (R))
= &R —min{|zal, lesl}] ~ (b— o) [3V (R) - B(R, V (R))]. (454)

Entgo, por (4.53) e (4.54), vem
i@

A(Z) < @&[R — min {|z4| , |zs]}] <

< R — min {|z,], |zs]} . (4.55)
Assim a desigualdade em (H9) pode ser reescrita como

R — min {|za|, [z} _ A(z)
b—-a ab—a)

Entdo (H8) implica
ING)
a(b—a)
para qualquer a € (0, &) suficientemente préximo de &, logo (H7) verifica-se para qualquer a em (0, &) suficien-
temente préximo de a.
Finalmente, a dltima desigualdade de (4.55) é idéntica a (H6) para & = &, 0 que mostra que (H6) é verificada
para qualquer a suficientemente préximo de a. Entdo o Teorema 4.3.2 aplica-se ao lagrangiano L, o que nos

permite concluir que o problema (Pg) tem solugio e que qualquer solugdo é lipschitziana. Assim o conjunto
solugdo do problema (Pg) é um subconjunto néo-vazio de AC* ([a,b],R™), 0 mesmo acontece com o problema

(P).|

b—a < Ag(r,s) para qualquer s > 0 tal que p(s) > r, onde r =
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4.7.2 Lagrangianos de crescimento lento
Recordemos da Seccdio 4.2, Definicao 4.2.12, a seguinte condi¢do de crescimento extremal:

lim Agp(r,s)=00 VR,r>0. (EGC)

8—+4-00

Parte da andlise de dois exemplos da Secgdo 4.3 consistiu na verificagdo desta condigdo. Mais tarde veremos
outras situagdes em que se verifica (EGC). Vejamos agora um coroldrio do tltimo teorema.

Coroldrio 4.7.2 Seja L uma funcdo limitada inferiormente, verificando a condi¢io de crescimento extremal e

t
lminf 235 S o, (4.56)
jv]—00 l’Ul
(t,z)€[a,b] xR™

Entéo o conjunto solugio de (P) é um subconjunto ndo-vazio de AC* ({a,b] ,R").

Demonstragao:

Pelo Teorema 4.7.1, basta verificar que (H9) é vélida para qualquer R suficientemente grande pois, por
(EGC), L verifica claramente (H8). Seja Z uma funcéo lipschitziana admissfvel para (P) (a qual existe por L ser
limitada inferiormente). Fixemos R suficientemente grande tal que ||Z||, < R. Como L é limitada inferiormente
entdo existe uma constante K € R tal que

L{t,z,0) > K  V(tz,v) € [a,b] x R* x R™. (4.57)
Por outro lado, como L verifica (4.56) entdo

L(t,z,v)

ol

YVe>036>0:V|v|>6 V() €la,b] xR™ = > —¢. (4.58)

Fixemos R’ > R qualquer. Por (4.58), existe V (R’) > 0 tal que

L{t,z,v)
vl

a(R,V(R)) = inf{ :t€la,b], |z| <R, v > V(R’)} > —-R/,

e por (4.57) temos

B(R,V(R))=inf {0,L(t,z,v):t €[a,b], |z| <R, |v| < V(R)} 0.

Como V (R') > 0 entdo temos

V(R)e(R,V (R)) = inf {V(R’) L—(tr;l:—”) b€ [a,b], 2] <R, ol > V(R)} <v () LL2Y (tl*vf'”)
e
B(R,V(R)) = V(R)inf{O,é—% :t € [a,b], |z| <R, v < V(R)} <0,
donde

a(R,V (R)) [R' - min{|za| ||} = (b= a) V (R)] + (b - a) B(R, V (R))
(R, V (R))[R - min{|za|,|zs]}] - (R, V (R)) (0 — ) V (R) + (b— a) B(R, V (R))
~a (R, V(R)) (b—a)V(R) + (b—a) (R, V(R))

_I:% (b—a)+(b—a)B(R,V(R)),

il

v Vv
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o que completa a demonstragao.M

A condigdo de crescimento (4.56) é consideravelmente mais fraca do que a condigdo de coercividade invocada
habitualmente na teoria de existéncia, a qual veremos mais tarde.

Apresentamos na proposi¢io abaixo um exemplo de um lagrangiano com crescimento lento e que satisfaz
a condicdo de crescimento extremal. Os lagrangianos com esta forma sio familiares na teoria dos problemas
paramétricos.

1/2
Proposicao 4.7.3 Seja L(t,z,v) da forma ¢ (z) (1 + |v§2) , onde ¢ : R® — (0, +00) é uma fungdo local-
mente lipschitziana e tal que
F>0:0(zx)>2e VreR™

Entdo L verifica a condigio de crecimento extremal, e também as outras hipéteses do Coroldrio 4.7.2. Portanto
o conjunto solugio de (P) é um subconjunto nio-vazio de C! [a,b].

Demonstracao:
Sejam r,s e  como na defini¢do de Ag(r,s) (Defini¢do 4.2.11). A solugdo = do subproblema em questdo
verifica a segunda condicdo de Erdmann (ver [9], p4g. 33), que d4 a existéncia de uma constante c tal que

ez @)= (1 + |z’ (t)|2) , para qualquer t € [a,b]. (4.59)
Por (a) da definigdo de Ag(r, s), deduzimos que

2, <P($(T))2
¢ = 14172

para algum 7 € [tg,{1]; e portanto

ek

2
>
¢ 1472

onde e > 0 € um minorante ¥ de ¢ (z) para |z| < R. Seja Mg um majorante de ¢ (z) para |[z| < R. Entdo,
para qualquer t € [tp,t;], temos (por (4.59))

2

ME 2 p(2()’ = (1+1 OF) 2 125 (1+1e )
o que implica
2
o (0 < M5 1.

R
Portanto se s é escolhido tal que p (s)2 é maior do que o lado direito da dltima desigualdade vem
' (t)ep(s)B Vte[to,ta],

o que contradiz (b) da defini¢do de Ag (r,s). Assim temos Ag (7, s) = co. Além disso, como Ag (7, -) é crescente
em (p~!(r),+o0) e

1 2
p(s)? > M3 :—2r ~12m=p(s)>r=>s¢€ (p 1 (r),+o0)
R

9Como @ & localmente lipschitziana em R™ entdo para cada R > 0 fixado ¢ € lipschitziana no conjunto {x € R™ : |z| < R} e
portanto limitada nesse mesmo conjunto. Logo existem eg, Mg > 0 tais que

e(z)>2er e ()< Mg Vi|z|<R
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entao

lim Ag(r,s) = oo,
8—+400
e verifica-se (EGC). As outras hipéteses do Corolério 4.7.2 seguem facilmente e portanto o conjunto solugéo
de (P) & um subconjunto nio-vazio de AC* ([a,b],R™). Como L (t,z,-) é estritamente convexa em R™ para
qualquer (t,z) € [a,b] x R™ (pois as fungdes L (t,z,-), Ly (t,,), Ly (t,, ) sd0 continuas e Ly, (¢, , v) >
0 para qualquer v € R™ entdo, pela Proposi¢io 2.16.21, a funcéo L(t,z,-) é estritamente convexa em R™)

entio, pela Observacéo 4.2.10, podemos concluir que o conjunto solugéo de (P) é um subconjunto ndo-vazio de
C1 ([a,b] ,R™).W

Para ilustrar uma situacio andloga a anterior mas em que a condi¢do de crescimento extremal falha, con-

1/2
sideremos os lagrangianos L (t, z,v) da forma ¢ (t) (1 + |v|2) , onde ¢ é uma funcio continua tal que
m:=min{p(t):a <t <b}

é positivo. E conhecido (ver [9], 14.3.iv) que quando L tem esta forma, o problema (P) admite uma solugéo sse

b
|zp — zal S/ S L —y
@ (o (t)® —m?

Quando esta condi¢do ndo se verifica (0 que claramente pode acontecer), entdo a condi¢do de crescimento
extremal também deve falhar, para que (P) ndo tenha solugdo (lipschitziana ou outra qualquer), mesmo que se
verifiquem todas as outras hipéteses do Coroldrio 4.7.2.

4.7.3 Lagrangianos coercivos (de crescimento rapido)

O lagrangiano L diz-se coercivo se existe uma fungéo convexa 6 : [0, +oo) — R verificando

. 0(r
lim o) _ +00 e L(t,z,v)>0(v]) V(tzv)€[ab xR* xR™
r—-+4o00 T
Desde o trabalho de Tonelli que esta hipétese de crescimento é familiar na teoria de existéncia. Pela Defini¢do
4.2.1 vé-se que a convexidade e a coercividade implicam a hipétese (H2).

Coroldrio 4.7.4 Seja L coercivo e verificando a condigdo de crescimento extremal (EGC). Entdo o conjunto
solugdo de (P) é um subconjunto ndo-vazio de AC*™ ([a,b],R").

Demonstragao:

A hip6tese (H8) sai directamente da condicdo de crescimento extremal. Entéo, pelo Teorema 4.7.1, basta
verificar que (H9) ¢ valida para qualquer R suficientemente grande para concluir que o conjunto solugéo de (P)
é um subconjunto ndo-vazio de AC* ([a, b] , R").

Fixemos Z uma funcio lipschitziana admissivel para (P) (a qual existe por L ser limitada inferiormente) e
fixemos R > 0 suficientemente grande tal que ||Z||,, < R.

Como o lagrangiano L é coercivo entdo existe uma fungéo convexa  : [0, +00) — R verificando

lim 6(r) =400 e L(t,z,v)>8(v|]) V(z,v)€lab xR"xR"™

r—+o0 T

Mas dizer que

significa que

0
Ve>035>0:0>r>5:>—(T—T)>6 (4.60)
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O que implica que L ¢ limitada inferiormente por 0 e portanto para qualquer R’ > R fixado existe V (RYy>0
tal que

a(R,V(R)) =inf{% :t€la,b], |z| <R, |v| > V(R')} >0

B(R,V (R))=inf{0,L(t,z,v):t€ab], |z| <R, |v| <V (R)} =0.
Consideremos os conjuntos
C={tea,b]: |7 @) 2V (R)}, D={telsb]: |z {) <V (R)}.
Além disso

V(R)a(R,V(R)) =V (R)inf {———L (tl’v’lc’”) ctelab), |zl <R, |v| >V (R’)} <v () Ln2(n), (1)

z @

para qualquer 7 € C. Entao
a(R,V(R))[R —min{|z,|,|zs|} — (b—a) V (R)] + (b—a) B(R,V (R)))
a(R,V(R))[R' - min {|z,|,|zs|}] — (R, V (R)) (b—a) V (R)
—a(R,V(R))(b-a)V (R)

VR) (b a)L(r,3(r),& (7)) > L(r,5(r) & (1)) (b—a).

BEIG]

v Vv

Temos
b
A(z) = / L,z (t),2 (1) dt < (a(R,V(R) [R — min {|z,], ||} — (b—a) V (R)])
e portanto verifica-se (H9). O que completa a demonstracéo.ll

Este resultado é muito parecido ao teorema original de existéncia global de Tonelli; tem uma hipé6tese
extra (EGC) mas afirma que as solugdes sio lipschitzianas enquanto que o de Tonelli apenas afirma que sio
absolutamente continuas. Este destaca (EGC) como uma das principais condigbes para a regularidade das
solugbes de (P). (Recordemos que uma vez que se sabe que uma solugao é lipschitziana, as outras conclusées
de regularidade seguem facilmente das hipéteses suplementares de L (ver [19], Seccdo 2).) Veremos que a
coercividade, além de fornecer o crescimento do lagrangiano e a convexidade estrita no infinito, ¢ um ponto de
apoio para (EGC). O primeiro destes resultados conduz-nos a uma demonstracio alternativa do facto (devido
a Clarke e Vinter [19]) que sob as hipéteses de Tonelli as solucdes de problemas auténomos sio lipschitzianas.
(O problema (P) diz-se auténomo quando o lagrangiano L (¢, z,v) nio depende explicitamente de t.)

Proposicéo 4.7.5 Seja L coercivo e independente de t. Entdo verifica-se (EGC), e portanto sio vdlidas as
conclusdes do Coroldrio 4.7.4.

Antes de demonstrarmos a proposicio vejamos um resultado técnico.
Lema 4.7.6 Para qualquer m > 0 eziste M > 0 tal que se |z| < R, |p| < m, entdo 8,H (z,p) C MB.

Demonstragao:
Comecemos por fixar R, m e, |z| < R, e |p| < m. Escolhemos M suficientemente grande tal que s > M
implique
6(s) — L(z,0)
s

>m
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sempre que {z| < R.
Entéo, se 8,H (z,p) contém um ponto v com |v| > M, a desigualdade do subgradiente correspondente a
p € 0,L (z,v):

(p,v —w) > L(z,v) — L(z,w) VYweR"
implica, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
lp| [v| > (p,v) > L (z,v) — L(,0).
Além disso, por coercividade,
lpl v} = € (|v]) — L (x,0).

Dividindo ambos os membros por |v| obtemos |p| > m, uma contradi¢do; a qual completa a demonstragao do
lema.W

Demonstracao (da Proposi¢io 4.7.5):
Fixemos R e r; mostraremos que Ap (r,s) = 0o para s suficientemente grande.
Comecemos por definir

my = max{L(z,v):|z| <R, |v| <1} +max{L(z,v):|z| <R, |v| <7} +
+rmax {|¢]: € € 8, L (z,v),|z| < R,|v| <r}

e seja M; o nimero correspondente a m; dado pelo Lema 4.7.6.
Completaremos a demonstragdo mostrando que se

p(s) > max{r,M;} entdo Ag(r,s)=oo. (4.61)

De facto, se (4.61) se verifica concluimos que se p(s) > 7 entdo Ag (r,s) = oo; mas como Ag (r,-) é crescente
em (p~!(r),+00) entdo também Ag (r,s) = oo para qualquer s suficientemente grande o que prova (EGC) e,
pelo Corolério 4.7.4, completa a demonstragao da proposigao.

Coloquemo-nos ent&o no contexto notacional da defini¢io de Arg (r,s) (Definicao 4.2.11). Como L nao de-
pende explicitamente de t entdo, pela condigio (e) e pelo Teorema 5.2.3 de [13], existe uma funcéo.
p € AC ([to, t1] , R™), associada & funcio absolutamente continua z, tal que

p(t) € 8,L(z(t),2' () gs em [to, 1] (4.62)
e existe uma constante c tal que
H(z(t),p(t))=c gs em [to,t1]. (4.63)
Mas, pela Proposicio 2.20.6, a igualdade (4.63) é equivalente a
(p(t), o (1) — Liz(t),a' () =c s em [to,ts]. (4.64)

A condicdo (a) afirma que Ess 2’ (7) NrB # () para algum T € [to, 1], ou seja z’ (1) existe e |2/ ()| < r para
algum 7 € [to,t1]. Segue por (4.62) que, para este 7, |p(7)| < o1, onde

oy :=max {|¢|: £ € 0,L(z,v),|z| <R, |v|<r}.
Se agora definirmos
09 :=roy +max {L(z,v): |z| < R,|v| <r},
entdo (4.64) implica que

[p(t),2' () — L (= (), =" (1))
p (@), 2" () + L (z(2),2" ()
lp @) 12" ()1 + L(z (1) .2’ ()

oy +max {L (z,v): |z] < R,|v| <7} = 09, (4.65)

Y
{l

ININ A
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pois a condigdo de coercividade implica que L & limitada inferiormente por 0. Da desigualdade do subgradiente
correspondente a p juntamente com (4.62) e (4.64) deduzimos que, para qualquer v € R™ e quase todo ¢ € [to, ?1],

(p(t),v—2"(t)) < L(z(t),v) ~ L(z(t),2' (¢))
& (p(t),v) - L(z(t),v) <(p(t),2' (t)) + L(z(¢t),2' (¢))
= (p(t),v)—L(x(t),v)gc.

Por continuidade temos mesmo
(p(t),v) —L(z(t),v)<c VYveR™ Ve [tyt].
Em particular
{(p(t),v) Sc+L(z(t),v) Vo] <1, VteEfto,t]
€ assim vem
lp ()] < lel + max {L(z (t),v) : [u] <1} V€ fto, ta].
Mas, por (4.65),

lef < o3 =roy+max{L(z,v):|z| <R, v <r}
= rmax{}{|:€ € d,L(z,v),|z| <R,|v] <r}+max{L(z,v):|z| < R,|v] <7}

entao
lp(t)| < el + max{L(z,v): |z| <R, |v|<1}=my Vi€ [to,ty].
Como (4.62) ¢ equivalente a
z' (t) € OpH (z(t),p(t)) qsem [to,t1],
e pela defini¢do de M, juntamente com a majoragdo anterior para |p (t)| vem
OpH (z(t),p(t)) C MhB Vt € [to, 1]

entdo, pela Proposi¢io 4.2.9,

Ess ' (t) C MyB Vit € [to, t1]. (4.66)
Se p(s) > M, entédo (4.66) contradiz a condicio (b) da definigdo de A, (r, s) e portanto Ag (r, s) = oo para tal

s, como queriamos.ll

4.7.4 Condigoes tipo Morrey

Vejamos agora outro critério que se aplica aos problemas ndo-auténomos e que quando combinado com a
coercividade, dd a condigéo de crescimento extremal. Suponhamos que existe uma constante positiva ¢ e uma
fungao integravel y € L! ([a,b],R) tal que

€1 < clés| + v (t) V(&1,&3) € OL(t,z,v), V(t,z,v) € [a,b] x R” x R",

onde OL denota o gradiente generalizado de L em relagdo a (r,v) para t fixado. (Na realidade, é suficiente
pedir isto para |z| < R, onde esta tltima é a majoragfio anterior para as funcgdes = absolutamente contfnuas
que resolvem (P), imposta pela hipétese de coercividade.) Referiremo-nos a esta condi¢ao como a condicao de
crescimento de Morrey (para mais pormenores ver [19]).

Proposicao 4.7.7 Se L é coercivo e satisfaz a condigdo de crescimento de Morrey, entio verifica-se (EGC), e
portanto as conclusées do Coroldrio 4.7.4 sdo vélidas.
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Demonstragao:

Fixemos R e r e mostremos que Ag (7, s) = oo para s suficientemente grande. A demonstragéo ¢ andloga &
da Proposicéio 4.7.5: encontraremos um nimero M; tal que Ag (7, s) = oo sempre que p(s) > max {r, M1} (ver
(4.61)). Coloquemo-nos entdo outra vez no contexto da definicio de Ag (r, s); pela condi¢ao (e) e pelo Teorema
2.4 de [15] existe uma fungdo absolutamente continua p associada & solugéo x, verificando

@ (t),p(t)) € OL(t,x(t),2' (t)) asem [to,t]. (4.67)

A condigao (a) afirma que Ess z' (1) NrB # (0 para algum 7 € [to,t1]; por (4.67) segue que para este 7,
|p(7)| < 01, onde

0y = ma.x{!{2| : (51162) € BL (t,x,v) at € [a'vb] ) |IL‘| S R’ "Ui S T} .
A condigao de crescimento de Morrey implica

' @) <clp@®)l+v() as em [to,t],

para alguns ¢ € R* e v € L! ([a,b],R). Da Desigualdade de Gronwall '* segue que
@ -lp(Ml < @) ~-p(l
(e 1) el + [ a0
t
(ec(b_“) - 1) |p (7' | 4 ec®- “)/ v(s)ds
T

< (ec(b—a) -1 |p (T |+ec(b a) “7”1

IN

IA

para qualquer ¢ € [to,t]. Isto ainda implica que

PO < Ip (@) + (6= = 1) p ()] + el = (Ip ()] + ) =) < (o1 + Il e~

para qualquer ¢ € [to, t1]. Tal como na demonstragéo da Proposicéo 4.7.5, esta independéncia uniforme de Ip (t)]
em relacio a z, juntamente com o Lema 4.7.6, produz uma constante M; > 0 tal que

O,H (t,x(t),p(t)) C MiB Vte€ [to,t1]. (4.68)
Por (4.67) e pela Proposicao 2.21.14, vem
p(t) € 0,L(t,z(t),2' (t)) qs em [to,ti],
o que implica
2’ (t) € BpH (t,z (t),p(t)) gsem [to,t1].
Entéo, por (4.68) e pela Proposigio 4.2.9,
Essz' (t) C M\B VYt € [to,t1]. (4.69)

Se p(s) > M, entdo (4.69) contradiz a condigéo (b) da definigio de Ag (r, s) e portanto AR (r,s) = oo para tal s.
Além disso, Ag (r, ) é crescente em (p~! (r) ,+00) entdo também Ag (r,s) = oo para qualquer s suficientemente
grande o que prova (EGC) e, pelo Corolario 4.7.4, completa a demonstracio da proposigdo.ll

10 (Desigualdade de Gronwall) Seja = uma fungio absolutamente continua em [a, b] tal que
|#" )] <viz@®l+c®) qs em [a,b]
onde v & uma constante positiva e ¢(+) € L! [a,b]. Entdo, para qualquer t € [a, b], temos
t
(1) -z (@) < (1 = 1) |2 (o) +/ Y(t=9)¢ (s) ds.
a

Demonstracao:
Ver [16], pdg. 179.
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Capitulo 5

Um método indirecto no calculo das
variacoes |

5.1 Introdugao

Consideremos o seguinte problema basico do célculo das variagdes: minimizar o funcional integral

A(z) ;=/0 L(z(t), () dt

sobre a classe X de todas as fungdes z : [0, ] — R" sujeitas as condigdes de fronteira
z(0)==z9, z(T)=2zr
e a restricao de estado
z(t)eQ Vvt

Foi Tonelli quem introduziu o que mais tarde se viria a chamar o método directo do célculo das variacdes
para mostar a existéncia de solugdo. Tonelli em [48] considerou X como a classe das funcdes absolutamente
contfnuas e introduziu um conjunto de restrigdes no lagrangiano L as quais asseguram que o funcional A é
sci numa topologia apropriada. Uma versdo moderna da teoria de Tonelli ¢, segundo [11], a seguinte, na qual
a classe X das func¢bes em competigdo é tomada como sendo a classe das funcdes absolutamente continuas
definidas em [0, T] com valores em R™ : AC ([0, T],R™).

Teorema 5.1.1 Suponhamos que L : R2* — R ¢é continua e, conveza e coerciva na véridvel v. Entdo, se Q é
fechado, o problema admite um minimizante absolutamente continuo.

A palavra ”coerciva” refere-se & existéncia de uma funcio 4 : [0, +00) — R satisfazendo
(i) L(z,v) 20(]v]) VzeQ, YoeRY
(i) lim %2 = yoo.
r—400
Nao hé perda de generalidade em supor que 8 é continuamente diferencidvel, convexa e estritamente crescente;
estas fungdes 6 sdo chamadas fungbes de Nagumo. A demonstracio deste teorema consiste basicamente em

mostar que o limite de uma sucessdo minimizante (ou, se necessdrio, de uma sua subsucessio) é solucio. Envolve
essencialmente uma propriedade de compacidade dos conjuntos de subnivel do funcional A:

{z € AC([0,T],R™) : A(z) < A(7)}.

161
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Neste capftulo apresenta-se uma nova abordagem da teoria de existéncia. Procede-se de uma maneira
indirecta utilizando as condigdes necessérias. Esta caracteristica original é partilhada com a aproximacao vista
no Capftulo 4, mas as abordagens sao diferentes.

Em vez de utilizar hipéteses que impliquem a compacidade dos conjuntos de subnivel de A, pede-se que
a estrutura do problema implique uma propriedade mais fraca. A propriedade em questdo € que para algum
k > 0, qualquer fun¢do admissivel verifique

inf ess |2’ (t)] < k.
0<t<T

Esta condigéio verifica-se sob a hipétese de corecividade, mas também se verifica para alguns problemas
néo-coercivos, como veremos na Subseccao 5.2.4.

A préxima secgio ¢ dedicada ao caso auténomo. Para mostrar a existéncia de solucao recorre-se ao estudo
de uma certa funcio valor (ndo-diferencidvel). Mostra-se que esta funco € definitivamente constante usando
técnicas de ”anélise proximal”. Na Seccao 5.3 faz-se a extensdo ao caso ndo-auténomo enquanto que a Seccdo
5.3.4 é dedicada a um aperfeicoamento desse resultado no caso n = 1.

5.2 O problema auténomo

5.2.1 Hipéteses basicas

O problema (P) que iremos estudar consiste em minimizar o funcional integral

T
A=) :=/0 L(z(t),2 (1) dt

na classe das funcdes = € AC ([0, T}, R™) verificando
(z(0),z(T)eC, =z(t)eQ Vte[0,T], 2'(t)eK gs
(estas fungdes sdo chamadas fungées admisstveis), supondo que se verificam as seguintes hipdteses bdsicas:
(i) o conjunto © C R™ é fechado;
(ii) a funcdo L : 2 x R™ — (—00,+00] & sci e é tal que:

(iil) para cada x € Q a fun¢do v — L(x,v) é convexa no seu dominio 1 0 qual é ndo-vazio convexo e
aberto;

(ii2) a funcdo L (z,v) é limitada inferiormente nos subconjuntos A x B de 2 x R™ com A limitado;

(iii) o conjunto C C R™ x R™ ¢ fechado e K C R™ & um cone 2 convexo fechado;
(iv) pelo menos um dos seguintes conjuntos é compacto
C, :={z € R™: para algum y € R", (z,y) € C}
C, = {y € R™: para algum z € R", (z,y) € C};

(v) existe pelo menos uma fungéo lipschitziana Z admissivel para o problema (P) e tal que A (Z) é finito.

Denotamos por I' (Z) o seguinte conjunto de subnivel para as fungdes admissiveis
['(z):={z € AC([0,T],R™*): (z(0),z(T7)) € C, z(t) e Vte [0,T), z'(t) € K as, A(z) < A(Z)}.

Suponhamos ainda que:

1Recordemos que, para cada z € © fixado, o domfnio de L (x, -) ¢ dado por

domL (z,-) = {veR": L(z,v) <4oo}.

2Dizemos que o conjunto K ¢ um cone se tk € K sempre que k€ K et > 0.

e
o wEP

L
el

k.
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(H1) existe k > 0 tal que qualquer x € I' (%) satisfaz

inf ess |2’ (t)| < k;

0<t<T
(H2) a seguinte desigualdade
lim su su L(z,v) — (v, < inf inf L(z,v) — (v, *
=P s AR CCOR) el sl () = (02 (+)
v|>8 v

verifica-se para o k dado por (H1).

Na expressdo acima, para cada z € ) fixado, 8,L (x, v) refere-se ao gradiente generalizado de L na varigvel
v (o qual, por convexidade, coincide com o subgradiente de L na varidvel v no sentido da anslise convexa).

Dado que, para cada x € Q fixado, a funcéo L (x,-) é finita e convexa e portanto, pela Proposigao 2.16.27, lo-
calmente lipschitziana no seu dominio, que é, por hipétese, um conjunto aberto, entdo, paracada v € dom L (z,-),
o conjunto J, L (z, v) é um subconjunto compacto e nio-vazio de R™. Quando L é diferencidvel em v, o conjunto
9L (z,v) reduz-se ao conjunto singular cujo o tnico elemento é V, L (z, v) (ver Proposicio 2.20.19).

Notemos que, como L é sci entdo, pela Proposicio 2.17.5, para qualquer ¢t € R, o conjunto
{(z,v) e @ x R™: L(z,v) >t}

é aberto. Entdo, por defini¢io, L é By,-mensurével e portanto para qualquer funcio z € AC ([0, T],R™) a
fungdo t — L (z (t),2’ (t)) é Lebesgue-mensursvel em [0, 7' (ver Proposicdo 2.7.24). Por outro lado, para cada
z € AC([0,T],R") fixado existe uma constante M, > 0 tal que |z (t)| < M, qualquer que seja o t € [0,T] e
portanto, pela hipdtese (ii2), existe uma constante p, tal que

L(z(t),z'(t)) > p, qsem [0,7],
o que implica
T
/ L(z(t),2' (t))dt > Tp, > —co.
0

Podemos assim concluir que o funcional

T
A(z) = / L(z(t),z' (t))dt
0
estd bem definido na classe de fungdes
A:={z € AC([0,T],R"): (z(0),z(T)) € C, z(t) € Q Vt € [0,T], =’ (t) € K gs},

tomando possivelmente o valor +oo.

5.2.2 Existéncia de solugdo para os problemas aproximantes

Seja 6 uma fungdo de Nagumo. Consideremos o funcional Ag : AC ([0, T],R™) — [~00, +00] definido por

T
Ao (2) ::/0 6 (|2’ (t)]) dt.

Como 6 é continua entdo para cada x € AC ([0,T],R") a funcdo t — 0 (|’ (t)|) é Lebesgue-mensuravel em
[0, T (ver ProposicGes 2.7.10 e 2.7.15). Por outro lado, como 6 & estritamente crescente entdo 6 (r) > 6(0)
Vr € [0, +00) e portanto

Ag(x):/o 0([:c’(t)])dt2/0 6(0)dt = T8 (0) > —oo.
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Podemos assim concluir que o funcional Ag esté bem definido na classe de fungdes AC ([0,T],R™), tomando
possivelmente o valor +oo.

Denotemos por ACj ([0,T],R") a classe de todas as fungdes x € AC ([0, T],R™) tais que Ag (z) < +o0.
Consideremos o problema

min {A (z) : z € ACs ([0,T],R™), (z(0),z(T)) €C, z(t)eQVte0,T], 7' (t) € K gs}. (Ps)

Para mostrar que o problema P admite solugdo consideremos os ” problemas aproximantes” Py (o) que, para
cada valor do pardmetro a € R, consistem em

min {A (z) : z € AC§ ([0,T},R"), (z(0),z(T)) € C, z(t) e 2Vt [0,T], z' (t) € K gs}, (Po (@)

onde ACg ([0,T],R™) denota a classe das fungdes € AC ([0, T],R™) tais que Ag (z) € a, ou seja, ao problema
Py adiciondmos a restrigio Ag (z) < a.

Proposicao 5.2.1 O funcional Ag ¢ sci na topologia fraca de Wb ([0,T],R").
Demonstragao:

Consideremos o funcional Ag : L! ([0, T} ,R™) — [—00, +00] definido por

T
B (2) = / 6 (1= (1)) dt.

Seja (z;) € L' ([0,T],R™) uma sucessdo fortemente convergente para z € L! ([0,T],R™). Pela Proposigao
2.11.26 existe uma subsucessdo de (z;), que notamos ainda por (z;), tal que

(z; (1)) T (t) gsem [0,7].

Como 6 & uma funcéo contfnua em [0,+oo) entdo, para qualquer fungdo v € L' ([0,T],R"™), a funcdo
t — 6 (Jv (t)|) é mensurdvel em [0, T (ver Proposigio 2.7.15).
Por outro lado como 8 & estritamente crescente em [0, +00) entéo

f(r)>0(0)=:A Vrel0,+o0).

Entéo (8 (x; (-)) — A) é uma sucessdo de fungGes mensurdveis néo-negativas.
Por hipétese a fungéio 6 é sci entdo

8 (jz (t)) < liminf6 (jz: (¢)]) gs em [0,T]
e portanto

0(le (1)) - A < liminf 6 (jz: (+))) — A = liminf (6 (| (1)) ~ 4) as em [0,T].

Entéo, pelo Lema de Fatou (Proposi¢éo 2.8.15), resulta que

T T
/ 0 (z (1)) — A)dt < / timinf (6 (Jz: (2)) — 4) de
0 0

T T
liminf (/0 (0 (Jz; (t)]) — A) dt) = limin (/0 0 (|z; (t)|)dt—AT)

T
= liminf/ 6 (|z; (t)]) dt — AT.
100 0

T
/0 8|z (8)]) dt — AT

IA

O que é equivalente a

Ap (z) < liminf Ao (2;)



5.2. O PROBLEMA AUTONOMO 165

e mostra que o funcional Ag é sci na topologia forte de L! ([0,7],R").
Vimos na demonstragéo do Teorema 3.3.4 que aplicagdo D : W1 ([0, T],R™) — L ([0, T],R") definida por

D(z)=2

é contfnua (por ser uma fungéo linear limitada).
Como Ag é sci, pela Proposigéo 2.17.5, o conjunto

{ve L' (0,T),R") : Ko (v) < A} = Ko™ ([-00, X))
é fechado para cada A > 0. Entdo o conjunto
D™} (R~ ([—00,A))) = (Ap 0 D)™ ([~00,\)) = {w € W ([0,T],R") : Ky (D (v)) < A},
por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por uma funcéo contfnua, é fechado.
Isto, pela Proposicao 2.17.5, significa que Ag = Ag o D é sci na topologia forte de W11 ([0, T],R"™).

Por outro lado, como a fungéo 8 é convexa entdo, para qualquer X € [0, 1] e quaisquer u,v € W1 ([0, T],R"™),
temos

T
Ao (Ot (1—A)v)) = /09]/\u’(t)+(1~/\)v’(t)|dt

IA

T T
,\/0 8 lu (t)|dt+(1—)\)/0 81’ (1)) dt
= )\Ag(u)+(1—)\)A9(v),

pelo que Ay é uma fungio convexa.
O espago W' ({0, T] ,R™) é localmente convexo (Proposicio 2.5.6). Assim, pela Proposigio 2.17.10, podemos
afirmar que Ay é sci na topologia fraca de W1 ([0,7],R").H

Teorema 5.2.2 Suponhamos que se verificam as hipdteses bdsicas (i)-(v). Entdo para qualquer o suficiente-
mente grande, o problema Py (a) admite uma solugdo x%.

Demonstracao:
Pela hip6tese bésica (v) existe uma fungéo Z admissivel para o problema (P) e tal que A (z) € R. Digamos
que

A(Z) = p.

Dado que 8 é estritamente crescente e |Z' (t)] < |Z|,c ([o,T],R+) Quase sempre em [0,T] (ver Proposigio
2.11.15), temos

T T
Ao (z) = /0 0 (1z' (¢)])dt < /0 0 (|j,|L°°([O,T],IR")) dt=T86 (|i/|Lw([0,T1,1Ru)) ;

pelo que, para cada « suficientemente grande, temos

T
AM@=AHWﬁmﬁSm

Fixemos « com esta propriedade.

A desigualdade anterior implica que Z é uma fungio admissivel para o problema Py (). Entdo, para mostrar
a existéncia de uma solugdo z® nao é necessirio considerar toda a classe ACg ([0,T),R™), basta considerar o
conjunto de subnivel

Ty (2) := {z € AC§ ([0,T],R™): (z(0),2(T)) € C, = (¢t) € QVt € [0,T], 2’ (t) € K qs, A(z) < pu}.

O qual é néo-vazio, visto que z € Ty (2).
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Mostremos agora que I'p (Z) é um subconjunto de W' ([0,T],R") fracamente sequencialmente relativa-
mente compacto, isto é, que qualquer sucessdo em ['g (T) contém uma subsucessdao fracamente convergente em
wtl(0,T],R™).

Seja (z;) uma qualquer sucessdo em I'g (), isto &, uma sucesséo em Wbl ([0,T],R™) verificando

(x; (0),z; (7)) €C, =z (t)eQ Vte[0,T], =zi(t)€K gs (5.1)
T
R RICACIE (5.2)
0
A(z;) < p (5-3)

para qualquer 7 € N.
De (5.2) resulta que a sucessdo (}) é equiabsolutamente integravel (Proposigao 2.11.35).
Por outro lado, dadas as condigdes em 6, existe N > 0 tal que 6 (r) > r sempre que r > N.
Fixemos 7 € N.
Seja E* o subconjunto de [0, 7] onde |} (t)| > N e seja E := [0,T]\E*. Temos

T
el = [ WOld= [ ol [ oes [ otmiana [ va
0 E* E E* E
T T
/o(|xg(t)|)dt+/ Ndt
0 0

IA

pelo que
|$2IL1([0'T]’RH) <a+TN, (5.4)

o que significa, dado que i é qualquer, que a sucessio (z;) ¢ limitada em L' ([0,T],R™). Assim, pelo Teorema
de Dunford-Pettis (Proposicio 2.11.34), podemos afirmar que existem uma subsucessdo de (z}), ainda notada
por (z), e uma funcéo v € L! ([0,T],R™) tais que («}) — v em L' ([0, T],R"), isto &, temos

1—

T T
(/ <x;(t),so(t)>dt) o [ we e veero1RY, (55)

donde resulta que

( [ = dt) = [oow

¢ t
(/ T (s)ds) - / v(s)ds Vtel0,T]. (5.6)
JO 10 0
A sucessdo (z;) é equicontinua. De facto, uma vez que (z;) é equiabsolutamente integrdvel, dado € > 0
existe § = 6 (¢) > 0 tal que

GRS
E

para cada i em N e qualquer que seja o subconjunto mensurdvel E de [0,T] com m(E) < 6. Entéo, se

[t” —¢/| < 8, temos
t,l tll
|lzi () — 2 ()| = / zi(s)ds| < / |z} (s)| ds < e,
t/

t

2 (0) + A " (s ds— 1 (0) - /0 ¥ (o) ds
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para cada i € N.

Como, pela hipétese (iv), pelo menos um dos conjuntos C, ou C, é compacto entdo pelo menos uma
das sucessdes (z; (0)), (z; (T)) é limitada. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a sucessdo (z; (0)) &
limitada (isto &, existe M > 0 tal que |z; (0)] < M Vi € N), entdo admite uma subsucessio, ainda notada
(z; (0)), convergente para um ponto zg.

A sucessdo (z;) € também equilimitada. Com efeito, atendendo a que a sucessdo (=; (0)) é limitada e a (5.4),
temos para cada i € N e para cada t € [0,T],

t t T
@) = |z:(0)+ / 2, () ds| < | (0)] + / 12/ (s)] ds < M + / 124 (5)] ds
0 0 0

Assim, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld (Proposigdo 2.11.30), existe uma subsucesséo de (z;), que notaremos
ainda por (z;), que converge uniformemente em [0, 7] para uma funcéo contfnua z, isto é, temos

( sup |z; (t) —:v(t)|> — 0 (5.8)
te[0,T] o0
e consequentemente, temos também a convergéncia pontual
(z: (t)) e (t)y wvetelo,T]. (5.9)
A convergéncia,
(z;) = = uniformemente em [0,7] (por (5.8))

(z}) = v (fracamente) em L' ([0,T],R™) (por (5.5))

implica que z € W' ([0,T],R™), ' = v quase sempre em [0,T] e (2;) — z (fracamente) em W1 ([0, T],R™).
De facto, atendendo a que para cada i € N, z; é absolutamente continua, temos

t
() = z; (0)+/ 2/ (s)ds Vi€N, gsem [0,7].
0
Daqui, atendendo a (5.6) e a que (x; (0)) — xg, resulta que
t ¢
z(t) = lim z; (t) = lim <xi (0) +/ z} (s) ds) =z +/ v(s)ds Vtel0,T],
100 100 0 0

0 que significa que z é absolutamente continua e 2’ (t) = v (t) para quase todo t € [0, T (ver Proposicio 2.14.11).
Falta entdo ver que (z;) — z em W1 ([0,T],R"), isto é, que

T T
0 (/0 <wi(t>,¢(t>>dt> o | GOeod vee (0,11,

o0

i— 00

(i) (/ <w;(t>,¢<t)>dt> - / (@' (1), o (®) at, Ve L™ (0,T],RY).

Como temos (5.5) e 2’ (t) = v (t) para quase todo ¢ € [0, T) entdo verifica-se (ii).
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Por outro lado, pela Desigualdade de Hélder (Proposigéo 2.11.16) e por (5.8), podemos escrever

T T
os/0 (2 () — 2 (t), o () dt] < / (o () — = (8) 0 (8) dt

< lwi = 3l g, 1y 9l Lo 0,11, R7)
T

= 1l oz /0 2 (8) — 2 (1)) e
T

< “PILW([O,T],]R")/ sup |z; (¢) — = (t)| dt
0 tefo,T)

= Tlolpeo(jo,11,R") tes[%l’ir] |z; (t) — z (t)| el 0

o que significa que também se verifica (i).

Ficou assim provado que se (;) C I'p (Z) entdo existe uma fungéo z € W' ([0, T],R™) tal que, passando
se necessério a uma subsucessdo, (z;) — r em W1 ([0,T],R"™).

Note-se que a convergéncia pontual de (z;) para z juntamente com as hipéteses bésicas em C e ) implicam,
respectivamente, que

(z(0),z(T)) eC, z(t)e Vtel0,T].

Por outro lado, dado que (z;) — = em W' ([0,T],R") entéo, pelas Proposicdes 2.12.10 e 2.11.28, e passando
se necess4rio a uma subsucessdo, (z;) — = em medida em {0, T] o que, juntamente com a convergéncia fraca de
(z}) para =’ em L ([0, T],R") e as hip6teses bsicas em K, implica *

z' (t) € K gs.

Mostremos que o funcional A : Wh1 ([0, T],R™) — [—00, +00] dado por

T
A(z) :=[) L(z(), () dt

é limitado inferiormente em Tg (Z).
Seja x € Ty (Z) . Por (5.7) temos

lt@®)|<M+a+TN Vtel0,T].
Assim, pela hipétese (ii2), existe uma constante 7 € R tal que, para qualquer z € I'g (%),
L(z(t),'(t))2n gsem [0,T]

e portanto

T T
A(:z:):/o L(m(t),x’(t))dtz/o ndt =0T > —oo,

3Seja G C R um coujunto mensurdvel e com medida finita. Suponhiaos que, para quase todo t € G, a multifungio A: G - R"

tem valores fechados e que para cada £ € A (f) a multifun¢io Q (t, ) A (t) — R™ tem valores fechados e convexos e verifica a
seguinte propriedade:

n o u Q=)

z T) =

Qt2) 6§>0z€z+6B

Sejam x5 : G = R™ e €,€;, : G — R™, k € N, fungbes mensurdveis tais que €,&, € L1 (G,R™) e
z () € A(L), & () € QL zk (1))

para qualquer k € N e para quase todo t € G, onde (§,) — £ (fracamente) em L1 (G,R™) e (xx) — z em medida em G quando
k — co. Entao

()€ A(t), £@)€Q(t,z(t) usem G

Demonstragao:
Ver {9], 10.6.i.
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0 que mostra que A ¢ limitado inferiormente em I'y ().
Vejamos agora que o funcional A é sci na topologia fraca de Wb ([0, T],R™), isto ¢, tem-se

A(z) <liminf A (z;).

sempre que (z;) — = em W11 ([0, T],R").

Seja (z;) € W' ([0,T],R™) uma sucessiio fracamente convergente para z € W1 ([0,T],R"). Entdo, tal
como vimos acima, existe uma subsucessio de (z;), néo renumerada, tal que (z;) — = em medida em [0, T7.
Além disso, temos também (z}) — z’ em L! ([0, T],R").

Como, por (5.7), temos

|z ()| <M +a+TN VieN, Vtel0,T)

entdo, tal como vimos acima, temos

T
= liminf [ L (z;(t),z;(t)dt > ~c0.
0

1—00

Portanto, pela Proposigéo 2.24.4, concluimos que

[ 1@ @) < it [ 1w seya

0 que mostra que o funcional A é sci na topologia fraca de W' ([0, T],R™).

Finalmente, seja (z;) C Iy (Z) uma qualquer sucessio minimizante para A, isto &, tal que

il_igloA (z;) =inf {A(z) : z € Tp (T)},
e seja
I'=inf{A(x): 2 €T (T)}.
Entao temos
I<A(Z)=p < +oo.
Por outro lado, temos também
I > —o0,

pois A ¢ limitado inferiormente no conjunto Ty (Z).

Dado que TI'g(Z) é fracamente sequencialmente relativamente compacto, entdo existe uma funcio
™ € Wh1([0,T],R™), tal que, passando se necessirio a uma subsucessdo, (z;) — z* em W11([0,T],R").
Além disso, sabemos que z* satisfaz as condigdes

(*(0),2*(T) eC, z(t)eQ Vte[0,T], z*'(t)e K gs.

Por outro lado,
T
Ao (%) = / 6 (| (8)]) dt < o
0
De facto, pela Proposicdo 5.2.1, Ag ¢ sci na topologia fraca de W! ( [0,7],R™), pelo que

T
Ag (z%) <liminf [ 0(]2}(t)])dt < a.

11— 00 0
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Assim, z* é uma funcdo admissivel para o problema Pj (), e atendendo a que A é sci na topologia fraca
de W1 ([0,7],R™) podemos escrever

—co < I<A(x%) < hgglfA(mi) = i&I&A(xi) =I < p <400,
donde se conclui que
A(x™) =1,
o que significa que £* é uma solugio para o problema Pj (o).l
Seja
Vo (@) := inf {A (z) : z € ACS ([0,T],R™), (z(0),z(T)) € C,z(t) eVt [0,T], 2’ (t) € K as}.
Entao, sob as hip6teses do Teorema 5.2.2, temos a seguinte
Proposigio 5.2.3 (a) Para qualquer valor de o suficientemente grande, Vy (o) € finito.
(b) Sempre que Vp () é finito, o infimo definido por Vy () ¢é atingido.
(c) A fungio Vg () é sci.

Demonstragao:
(a) Na demonstragio do Teorema 5.2.2 vimos que se

a>T6 (l"f,lLW({O,T],R")) ,
entdo o problema Py (o) admite solucdo =%, isto &,
A(z®) :=min{A (z) : z € AC§ ([0,T],R"™), (z(0),z(T)) €C, z(t) e @Vt €[0,T], 2 (t) € K as},
e que além disso,
—00 < A(z%) < A(Z) < 400,

onde 7 é a fungdo lipschitziana admissivel para o problema (P), que existe pela hip6tese bésica (v).
Portanto, podemos afirmar que para o suficientemente grande,

Vo (@) = A (z%)

¢ finito.
(b) Suponhamos que « é tal que

I(a):=inf {A(z):z € AC§ ((0,T],R™), (z(0),z(T)) € C, z(t) €Q Vt € [0,T], 2’ (t) € K gs}
é finito. Ent&o seguindo a demonstragio do Teorema 5.2.2, com I'g (Z) substituido, por exemplo, por

Ty (o) := {x € ACZ ([0,T],R") : (z(0),z(T)) € C, z(t) € 2Vt € [0,T], 2’ (t) € K as, A(z) <I(o)+1},

podemos concluir que existe uma funcao z¢ tal que

A(z®) = min {A () : z € AC§ ([0,T],R™), (z(0),z(T)) € C, = (t) € @Vt € [0,T], ' (¢) € K gs}

Vo (a) = A(2®) €R,

pelo que o infimo definido por Vp (o) é atingido.
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(¢) Vamos mostrar que se (a;) C R é uma sucessio convergente para «, entio
Vo (o) < liminf Vp (o) .
1—00
Se existe 7 tal que para i > 7, se tem Vp (a;) = 400 nada h4 a provar. Suponhamos entio que para qualquer
@ bastante grande, Vp (a;) ¢ finito (e vamos pensar em (o;) como sendo a sucessao cujos termos verificam esta

condigdo). Neste caso, por (b), qualquer que seja o i € N, o problema Py (o) admite uma solugdo x%. Entdo
temos

z% € ACg* ([0,T],R™), (2(0),z*(T)) €C, z*(t) e QVte[0,T], ' (t)cKgs VieN

A (:l,‘a") =Vp (a,-) .
Por outro lado, a sucessdo (c;) é limitada por ser convergente. Assim, existe N > 0 tal que
Ia.,;l <N VieN.

Daqui resulta que
T
Ao (@) =/ 8|z (1)) dt <05 < N
0

e entdo podemos mostrar, usando o mesmo argumento que na Proposi¢do 5.2.2, que a sucessdo (z®) admite
uma subsucessao fracamente convergente para uma funcio r € W1 ([0, T]),R™), e que além disso, = satisfaz as
condicGes

((0),z(T) €C, z(t)eQ We[0,T], /() ek as
Por outro lado, Ag é um funcional sci na topologia fraca de W1 ([0, T],R"). Portanto, temos

Ap (z) < liminf Ag (z*) < liminfo; =

00 00

pelo que z é uma fungéo admissivel para o problema Py (o).
Finalmente, uma vez que também o funcional A é sci na topologia fraca de W-! ([0, T} ,R™), temos

Vo (a) < A(z) < liminf A (%) = liminf Vj (o)
0 que mostra o pretendido.l

No que segue vamos precisar de utilizar os subgradientes proximais, cuja teoria bdsica se encontra em anexo.
A dltima proposi¢do mostra-nos que Vjp (-) € sci; assim, pela Proposi¢io 5.4.10 abaixo, existem subgradientes
proximais de Vj (-) préximo de cada ponto a.

Proposicao 5.2.4 Se £ é um subgradiente prozimal de Vj (-) em a entdo £ < 0.

Demonstracao:

Comecemos por notar que se a; < o entio ACy" C ACy?, pelo que Vg (o) > Vo (a) (o que significa que
Vi & decrescente).

Suponhamos que ¢ é um subgradiente proximal de Vj () em a. Por defini¢io de subgradiente proximal,
existem o > 0 e € > 0 tais que, para qualquer )\ € a + eB, temos

Vo) =Ve(@+oh—af >6(A-a). (5.10)

Suponhamos, com vista a um absurdo, que £ > 0 e que se verifica (5.10).
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Seja A € a + eB, A > a. De (5.10) sai que

Ve -Ve(a)  D-of Ve -Ve(a)

Entao
0 < limsupf < limsup (M +”|’\—a|>
A—a A—sar A—a
< l]mSupw.(_az +limsup0|)\—a| :limsupw_).’
A—e A-o A—a Aoa A—a
pelo que
limsu ———————% (A) ~ Vo () > Q.
A= A—a

Isto significa que existe A > a suficientemente préximo de « tal que

Vo (N) = Vo (a)

A—o >0,

portanto
Vo (A) = Va(a) >0 Vo(X) > Vo (a),
o que contradiz o facto de Vjp ser decrescente.ll
Definicao 5.2.5 Diremos que a fungio Vy (-) é definitivamente constante se erxiste op € R tal que
Vo (a) = Vo (ag) Va > ap.
Proposigio 5.2.6 Suponhamos que Vg (-) é definitivamente constante, isto é:

Ja, : Vo (a) = Vo (o), Va2 a,.

Seja
ap == inf {a; <o : V(o) = Vo (), Ya> an}.
Entao
Vol(a) =Vo(ag) Va2
e
™V (a) = {0} € 9™Vp (ap) € (—00,0] Vo> ag.
Demonstragao:

Comecemos por mostrar que
Vo (a) = Vo (ag) Va > ap.

Seja (a;) — o tal que, para cada i € N fixado, a; < a, e Vp (o) = Vp (a) para qualquer a > ;. Como Vp )
é sci entdo

Vo () < liminf Vg (o) = liminf Vp () = Vo (o) - (5.11)
11— 00 11— 00
Por outro lado, como Vp (+) é decrescente e ap < ., temos

Vo (a0) > Vo (au),
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0 que, juntamente com (5.11), implica

Vo (o) = Vo (au) .

Consideremos agora a € (ag,@.). Como a > ag entdo Vj(a) < Vo (ap) e como o < «, entdo

Vo (@) 2 Vp (), pelo que
Vo (a0) = Vp ().
Assim mostramos que
Vo (a0) = Vo (a) = V() Ve € |ag, 0],
0 que, por definicdo de a*, implica
Vo (ag) = Vo (@) Va > ao.
Mostremos agora que
{0} € 0"Vp (ag) C (—0,0].
Seja € > 0. Para qualquer A € ag +&B, A < ayp, temos Vp (A) > Vj (ag), pelo que
Vo) —Va(ao)+oA—ao>>0=0(A-0p) Vo>0.

Por outro lado, se A € ap + eB é tal que A > «y, entdo Vy (A) = Vp (o), e portanto

Vo(N) = Va(ao)+0A—apfP =0 A—ag)? 20=00A—ag) VYo >0.

De (5.13) e (5.14) concluimos que
{0} € 0"Vp (ao) .
Além disso, pela Proposicio 5.2.4, temos
0™ Vs (o) C (—00,0].

Entéo est4 provado (5.12).
Finalmente mostremos que

0"Ve (o) = {0}.
Seja a > ag. Entao existe § > 0 tal que
a+ 6B C (ag, +00) .
Para qualquer A € « + §B temos
Vo(A)—Va(a)+ad—a’=cA-af*>0=0(A—0a) Vo>0.
Entao

{0} C8™Vj (a).

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Suponhamos agora que £ < 0 é um qualquer outro subgradiente proximal de V4 (-) em «. Por definicao,

existem ¢ > 0 e ¢ > 0 tais que

VoM -Ve(@)+od—af’>¢(A~—a) VA€a+eB.



174 5. UM METODO INDIRECTO NO CALCULO DAS VARIACOES

Entdo se ) € (a+ eB) N [ag, +0) e A < a, temos
~o|A—a| <£<0,
pelo que fazendo A — o obtemos
0<£<0,
o que é absurdo. Pela Proposigéo 5.2.4, concluimos entao que
0" Ve () € {0},
o que completa a demonstragio.ll
Teorema 5.2.7 A funcdo Vg () é definitivamente constante se e s6 se eriste uma solu¢do para o problema
min {A(z) : z € ACy ([0, T],R"), (2(0),z(T)€C, z(t)eQ Vte[0,T], 2'(t) € K gs}, (Ps)
onde ACp ([0,T],R") denota a classe de todas as fungdes x € AC ([0,T),R™) tais que Ag (x) < +o0.

Demonstracao:

Suponhamos que Vj (-) é definitivamente constante.

Como, pela Proposicio 5.2.3, para a suficientemente grande Vp (@) é finito, podemos afirmar que existe
ag > 0 tal que Vj (ap) é finito e

Vo (@) = Vg (o) Va > ap.

Seja z° uma solugio do problema Py () (a qual existe pela Proposigéo 5.2.3). Entdo z®° é admis-
sfvel para Py. Mostremos que z*° é uma solugdo de Fp. Suponhamos que ndo. Entdo existe uma funcio
x € WbH1 ([0, T],R") verificando

T
Ag (2) :/0 gz’ (t)|dt < +oo

(z(0),z(T)) €C, z(t)eQ Vte[0,T], 2'(t)€K gs,
tal que
A(z) < A(z®).
Seja a > o tal que
Ag(z) < &
(este o existe pois Ag (x) < +00). Entéo temos
Vo (a) < Az) < A@™) = Ve (a0),

o que contradiz a hip6tese de Vp (-) ser constante para o > ag.
Suponhamos agora que o problema Py admite uma solugao x°°.
Seja ag suficientemente grande tal que

Vo (ao) eR

Mg () = /OT(J‘:::"‘" (t)‘ dt < ag.
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Como Vj (o) ¢ finito, existe uma solugio 0 para o problema Pp (ap) (ver Proposico 5.2.3). A fungio z%
é admissfvel para Py. Assim,

A(z%) < A(z™). ' (5.15)
Por outro lado, dado que £ é admissivel para Py (ap), podemos também escrever
A(x™) < A(z™). (5.16)
De (5.15) e (5.16) resulta que
Vo (ag) = A (z%°) = A (™). (5.17)
Fixemos a > ag (0 que implica V3 (o) < Vp (a0) € R).
Como Vs () ¢ finito entdo, pela Proposigdo 5.2.3, o problema P (a) admite uma solucio z.
Seguindo o mesmo raciocinio que acima, podemos concluir que
Vo (@) = A(z%) = A(z™). (5.18)
De (5.17) e (5.18) resulta
Vo (@) = A(=%) = A () = A (%) = Vp (o),

0 que mostra que Vj (-) é definitivamente constante.l

5.2.3 O resultado principal

Estamos agora em condigdes de mostrar a existéncia de solucéio para o problema
min {A (z) : z € AC([0,T],R"), (z(0),z(T)) €C, z(t)eNVte[0,T], 2’ (t) € K gs} (P)

onde

T
Ae) = /O L(z(t), () dt.

Teorema 5.2.8 Suponhamos que se verificam as hipdteses bdsicas, bem como (H1) e (H2). Entdo (P) admite
uma solugdo. Além disso, qualquer solucdo T ¢ lipschitziana e verifica

LE@®),2 @) - @ @),pt)=c ¢ (5.19)
onde c é uma constante e p é uma fungio mensurdvel tal que p(t) € 8,L (% (t), 7 (t)) gs.

Demonstracao:
A demonstragao divide-se em quatro partes:

o mostramos que Vj (-) ¢ definitivamente constante, donde o problema Py admite uma solugéo ¥ satisfazendo
(5.19);

o mostramos que 7 ¢ lipschitziana;

o Imostramos que  é solugio de (P);
finalmente,

o mostramos que qualquer outra solugdo do problema (P) &, tal como 7, lipschitziana e satisfaz (5.19).
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Provemos que Vg (+) é definitivamente constante.

Atendendo a Proposicio 5.4.12 basta mostrar que para « suficientemente grande, sempre que ¢ é um sub-
gradiente proximal de Vp em a, temos ( = 0.

Fixemos o suficientemente grande tal que Vp () seja finito e V admita um subgradiente proximal ¢ em a.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que ¢ # 0. Pela Proposicao 5.2.4, os subgradientes proximais de
Ve (), quando existem, sédo ndo-positivos. Logo temos ¢ = —r, para algum r > 0.

Seja £ uma solugio de Py (@), que existe pela Proposigdo 5.2.3; entdo

Vo(a) =A(x®) e Ag(z¥) < a.

Queremos mostrar que Ag (z%) = a.
Entdo suponhamos que Ag (z%) < a. Para qualquer o’ verificando

A (z¥) < d <

(note-se que a desigualdade Ag (z*) < o implica que z* é uma funcdo admissivel para Py (o) e portanto
Vs (o) < A(z*)), obtemos, por defini¢do de Vy e uma vez que Vi é decrescente,

Vo (@) SA(z%) =Vy(a) S Vo (o).
Pelo que
Vo (o) =Vo(a) Vo € (Ag(2%),q],

o que significa que Vp é constante no intervalo (Ag (z%) ,al.
Dado que —r, 7 > 0, é um subgradiente proximal de Vp em « entdo, por defini¢io, existem 0 >0e § >0
tais que para qualquer o' € o + 6B, temos

Vg(a')—Vo(a)+rr|a'—a|2 >-—r(d —a).
Em particular, se o’ € (Ag (z*),a] N (a + 6B) entéo Vp (o) = Vo (a), pelo que a desigualdade anterior implica

'—oz|2 >—r(ad ~a),

oo
com o —a <0. Se o # « resulta que
' 2
o —a
0<r§(r| /l =ola —ql
a—«
e fazendo o — ¢, obtemos
0<r<0,
o que é absurdo.
Concluimos entdo que Ag (%) = a.
Vejamos agora que isto implica que
sup ess [z’ ()| > B, (5.20)
0<t<T

onde § é um qualquer nimero inferior a 0! (/7).
Para quase todo t € [0, 7] temos (ver Proposicao 2.11.15)

= (&) < |$a/iLw([0,T1,Rn)

e como # é uma funcdo estritamente crescente entao

0(I=~ 0)) <0 (1™ orrey) G em [0.7].
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Daqui resulta que

T T
0 (12 momran) T= [ 0(10% limairmn) > | 80 @at = oo =

e portanto

N a
8 (I:z: /lL”(IOyTl,R")) > T,
donde 4
N L/«
12| Lo o,y 2 677 (T) ’

o que mostra {5.20).

Note-se que como 6! (a/T) — +00 quando o — +00, podemos tomar 3 arbitrariamente grande fazendo o
suficientemente grande.

Por defini¢do de subgradiente proximal, existem o > 0 e § > 0 tais que

V(o) ~Va(a)+0olo’ —af> > -r(a’—a) Vo €a+6B.

Atendendo a que z* é uma solucdo para o problema P (a), temos A (z*) = Vp (). Além disso, vimos que
Ag (z*) = . Entdo substituindo na desigualdade anterior Vj (a) por A (z*) e a por Ag (%), obtemos

Vo (@) = A(2®) + oo — Ag (z*)|* > —r (@ —Ag(z%)) Vo € Ag(z®)+ 6B.
Seja z uma fungdo admissivel para o problema Pj tal que
Ag (z) € Ag (z) + 6B.
Entéo, substituindo o’ por Ag (), obtemos
Vo (s (2)) = A (%) + 7|80 (z) ~ Ao ()" 2 7 (Ao () — Ao (7))
& A(%) +1hg (2%) < Vo (Ag (z)) + rAg () + 0 [Ag () — Ag (2
e atendendo a que Vy (Ag (z)) < A (z) (pois z é admissivel para o problema P (Ag (z))), temos
A (@) + 180 (2%) < A(z) + 7o (z) + 0 [Ag () - Ao ()]
& A@) +rhe(2%) + 0 |Ag (z%) — Ag (z%)|° < A(z) +7Ag (z) + 0 |Ag () — Ag (z°)]2.
Podemos assim afirmar que existe uma constante ¢ > 0 tal que se definirmos
f (@) = A(@) +rhp (2) + 7 |Ag () — Ag (=) ]2,
obtemos
f(z%) < f(=)

para qualquer fungdo = admissfvel para o problema Py e tal que Ag (z) est4 suficientemente préximo de Ag (z%).
Aplicando o Teorema 5.4.16, obtemos uma fungao integravel ¢ (-) tal que

£(t) € 0L (x*(t),x*'(t)) qsem [0,T];
uma fungdo mensurédvel p (-) tal que

p(t) € 0L (2% (t),2%' (t)) gsem [0,7];

1Se f & uma fungao real definida num intervalo I estritamente crescente (resp. estr. decrescente) e continua (em I), entdo a
funciio inversa, f1, existe ¢ & também estritamente crescente (resp. estr. decrescente) e continua (em f (I)).

Demonstracao:

Ver (8], Teorema 22, pig. 318.
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e uma constante ¢, tais que
L(z*(8),2% () — (@ (t),p @) +70 (2" () = |z* ()] ' (]=* ®))) = c + /tﬁ (r)dr gsem [0,T].
’ (5.21)
Como a fungéo L nio depende explicitamente da varidvel ¢ entao ¢ =0 e portanto (5.21) reduz-se a
Lz (t),2% (1) — (= (¢),p () + 8 (lz°' (t)]) — r =/ ()16 (j=*' ) = ¢ as. (5.22)
Donde, para algum x; € , algum v; € K com |v;] > 3, e algum p; € Oy L (z1,v1), temos
L(z1,v1) — (v1,p1) + 70 (|v1]) = 1] &' (Jun]) = .

Deduzimos desta igualdade que

c<  sup sup  {L(z,v)~(v,p)}+r sup {8(v])~|v]¢' (fv]}- (5.23)
z€Q,veEK ped, L(x,v) zeN,vEK
[v]>B lv|>8

Como, para « suficientemente grande, Z é admissivel para o problema Pp () °, segue que
A @) < A@)

e portanto = pertence a ' (Z). Por (H1), |z*' (t)| é inferior a k num conjunto de medida positiva. Entéo por
(5.22) vem
> . . . . _ ] . .
c mﬁé?"f?‘ ol (L@ v) — (wp)}k+ Tﬂ”ﬁé?’%’{ {6(Ivl) — ol &' (Iv])} (5.24)
v|< v|<

Pelas desigualdades (5.23) e (5.24) temos

0 < su su L(z,v) — (v, — inf inf L(z,v) — (v, +
- mEQ,FGK p€6,.LI()z,u){ (z,v) = (v )} z€QUEK peavL(m,v){ (2v) = (v.p)}
fvl>B lol<k
__ / _ : . !
4 sup {0~ bl# (D} pt {0 (D) = bl (D)
joi>B [vl<k
e portanto
| nf (000D =0l (o)} = _sup {6(l) —1ol0' (oD} (5.25)
lvl<k v|>8
< su su L(z,v) — (v, — inf inf L(z,v) — (v, .
< ”‘ﬁ"{‘%K pea,,LI()x,v){ (z,v) — (v,p)} cedhyen pea,,L(m,u){ (z,v) — (v,p)}
v{> . v

Para o, e portanto para (3, suficientemente grande, o lado direito desta desigualdade é negativo pela hip6tese
(H2), enquanto que o termo dentro de parénteses do lado esquerdo & positivo (Lema 5.2.9 aplicado a #). Segue
que 7 & negativo, uma contradi¢do que prova que r = 0.

Concluimos entéo que Vjp (-) é definitivamente constante.

Portanto, podemos encontrar « suficientemente grande tal que Vp () € finito e Vp A) =Va(a) VA2 o

Seja £ uma solugdo do problema Py (@) (que existe pela Proposic¢io 5.2.3).

Vamos mostrar que

Vo (Ao (2%)) = Vi (@) = A (%) . (5.26)

5Ver demonstraciao do Teorema 5.2.2.
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Como z* é uma solugdo de Py (), temos

Ag(z%) <o, A(z*) =Vp(a) (5.27)

A (z*) < A(y) qualquer que seja a fungdo y admissivel para Py (a).
Se Ag (z*) = o evidentemente temos (5.26). Admitamos entdo que
Ag (m"‘) < a.

A funcéo z é admissfvel para o problema Pj (Ag (z%)).
Seja y uma qualquer outra fun¢do admissivel para Py (Ag (z*)). Entéo

Ao (y) < Ay (z%) < o,
donde podemos concluir que y também é admissivel para Py (a). Logo temos
Ax®) < A(y),
0 que mostra que z* é solugéo de Py (Ag (x®)), e portanto, por (5.27),
Vo (Ag (%)) = A(z*) = Va (@),

€omo queriamos.
Note-se que de forma ansloga podemos mostar que z® é solucdo do problema Py (c.), qualquer que seja
a. € (Ag (z*), ), e portanto Vj (-) é constante em

[Ag (%), +00).

Entdo, pela Proposigio 5.2.6, tem-se

{0} € 0"Vp (Mg (%)),
pelo que existem o > 0 e £ > 0 tais que

Vo (N) = Vo (Ao (z®) + | A~ Ag (z*)° >0 VA € Ag (z*) +¢B.
Por (5.26), Vp (Ag (z*)) = A (z%), entdo
Vo(A) —A(@*) + oA~ Ag (z*)]> >0 VA€ Ag(a®) +eB.
Seja = uma fungéo admissivel para o problema Pp tal que

Ag () € Ag (z*) + eB.

Entao
Vi (Ao (z)) = A(z®) + 7 |Ag (z) — Ag (z%)|* > 0

e como Vg (Ag (x)) < A(z) (porque x é admissivel para o problema Py (Ag (z))), temos

A(z) — A(z%) + 7 |Ag (2) — Ag (z°)> > 0
& Az) +0|Ag (2) — Mg (x)]> > A (%) + 0 |Ag (z*) — Ap (z%))?,

e portanto existe uma constante o > 0 tal que se definirmos

fo(z) :== A(z) + 0 |Ag (z) — Ag (%),



180 5. UM METODO INDIRECTO NO CALCULO DAS VARIAGOES

obtemos

fo(z®) < fo(z),

para qualquer funcéo x admissfvel para o problema Py e tal que Ag (x) esté suficientemente préximo de Ag (z%).
Assim, pelo Teorema 5.4.16 (para r = 0), obtemos uma fun¢do mensurdvel p (-) tal que

p(t) € 8,L(z*(t),2%'(t)) asem [0,T];
e uma constante ¢, tais que
L(z™(t),z* (t)) — (*' () ,p(t)) =c gsem [0,T]. (5.28)
A demonstracéo do Teorema 5.2.7 mostra que z* é solucao de Py.
Seja T := x*.
Mostremos agora que a relagéo (5.28), juntamente com (H2), implica que Z' (t) é essencialmente limitada.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que z’ ¢ L% ([0,7],R™). Entdo para qualquer 3 > 0, podemos
encontrar um subconjunto I de [0, 7], com m (I) > 0 e tal que

|z’ (¢)| > B Vtel.
Daqui resulta, por (5.28) e seguindo o mesmo raciocfnio que acima (ver (5.25)) com r =0, que

0< su su L(z,v) - (v,p)} — inf inf {L(z,v)—(v,p);,
-"JEIQI,"?SK PEB.vLI():z:,v){ ( ) ( p>} ﬂJE‘Ql,zlecK pEB.vL(m,v){ ( ) ( >}
> v

o que é absurdo, pois jd vimos que para «, e portanto para 8, suficientemente grande, o lado direito desta
desigualdade é, por (H2), negativo.

Assim concluimos que 3’ € L*([0,T],R?) e por conseguinte Z € W ([0,T],R") (pois claramente
Z € L>([0,T],R™)).

Mostremos que a funcio lipschitziana Z também é solugéo do problema (P).

A demonstracéo anterior foi elaborada considerando uma fungéo de Nagumo 0 fixada. Seja agora ¥ uma
qualquer outra funcio de Nagumo. :

Vejamos que 7 também é solu¢do do problema

min {A (z) : z € AC([0,T],R"), (z(0),z(T)) € C, z(t) e QVte(0,T], 2 (t) € K gs, Ay (z) < +o0} (Py)

onde

T
Ao = [ w0 @D

Seja y uma solugdo lipschitziana de Py, (a sua existéncia é garantida pela demonstragéo anterior substituindo
6 por 7). Temos que y é admissivel para Fp.
De facto, dado que ¥’ € L™ ([0,T],R"™) temos, pela Proposi¢éo 2.11.15,

|yl (t)l < |y'|Lw([0,T1,Rn) gs em [0, T] ,
e como 6 é estritamente crescente, podemos escrever
0ty O <0 (1w gomny) a5 em [0.7].

Assim, se y ndo fosse admissivel para Py, isto &, se Ag (y) = 400, teriamos

T T
— — 7 < ! ; — ! ,
soo=ho@) = [ 0y N < [ 0(Wlumgoman) @t =70 (W limomian).

o que é absurdo.
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Analogamente se mostra que Z é admissivel para pP,.
Portanto temos

Ay) SA@) < A(y)

(porque Z é admissfvel para Py, e y & solucéo de Py, ey é admissivel para Py e T é solucdo de Py, respectivamente).
Donde A (y) = A (), e portanto Z & solugiio de P,

Seja agora z uma qualquer fungio admissivel para o problema (P). Entdo como z’ € L! ([0,T),R™), o
conjunto {z'} & equiabsolutamente integravel (ver Nota 2.11.33) e entdo, pela Proposicio 2.11.35, existe uma
funcdo de Nagumo 1 tal que z € ACy. Consequentemente, r é admissivel para Py. Mas entdo, como T é
solugdo de Py, temos

A(Z) < A=),

donde Z ¢ solugédo de (P).
Finalmente, note-se que qualquer outra solugéo z de (P) sers também solucio de P, para alguma funcéo
de Nagumo ¥ tal que Z € AC),. De facto, se y & uma solucéo de P,, temos

AW) <A (3) <A@)

(porque y & solugdo de Py e 7 é admissivel para Py, e Té solugdo de P e y é admissivel para P, respectivamente),
donde A (%) = A(y).

Portanto, como vimos acima, 7 serd lipschitziana e satisfaz (5.28), o que completa a demonstracio do
Teorema 5.2.8.0

5.2.4 Casos particulares
O caso coercivo

Mostremos que, neste caso, o Teorema 5.2.8 implica o Teorema 5.1.1.

Suponhamos que K := R™ e que L verifica as hip6teses do Teorema 9.1.1, em particular, L verifica-as
hipéteses bésicas (ii) e (iil).

A condigéo de coercividade ¢ implica que L (z,v) majora uma funcio da forma ¢ |v| +7, para algum e > 0 e
para algum v € R (ver Proposigio 3.3.3). O que implica que L é limitada inferiormente em R? por - e portanto
verifica a hip6tese (ii2).

Consideremos C := {(zo, 1)}, 0 qual verifica (iii) e (iv). A condido (i) verifica-se por hipétese do Teorema
5.1.1.

Suponhamos que existe uma funcio Z admissivel para (P) e tal que A(Z) € R. Por coercividade segue que
qualquer fungio absolutamente continua z em I' (z) verifica

T T
/0 (5{9:’(t)]+'y)dt§/0 L(z(t),o (t)dt = A(z) < A(z), (5.29)

0 que dd uma majoragdo a priors para ||z|... De facto, para qualquer z € I'(Z) temos = (0) = z e portanto,
por (5.29), vem

T T t
Az > /0(5|:c’(t)[+7)dt:5/) lx'(t)]dt-{-’yTZE/O |z’ (s)|ds ++T

/Otx' (s)ds

6Recordemos que a fun¢io L diz-se coerciva sc existe mma fungio € : {0, +00) — R tal que

2 € taT =elz(t) =z ()| +T 2 e (lz ()| - |zol) +4T  Vt e[0T},

L(z,v) 20(v]) V(z,v) €Q xR e lim w=+oo

r— 400 r
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o que implica

|z ()] <

M—"—’L—“"—T +lzol €R V€ [0,T)

e portanto

A(Z) AT
lall, = supessio ()] < 22T 4 gy,
0<t<T €
Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que Q1 é compacto.
Para ver que o Teorema 5.2.8 se aplica resta-nos verificar a presenca das hip6teses (H1) e (H2).
Comecemos por verificar (H1). Temos

T T
7} > ! > . ’ — : !
A(Z) _/0 (el’ @)} +v)dt > 5/0 %)réfteés%kc )| dt +~T eT&fésiﬂz )| +1T,

o que implica

. A(z) — AT
! < 2T
bréft‘??'”’ @l < eT

e portanto (H1) verifica-se para qualquer k superior a (A (%) — yT) [eT.
Para (H2) temos

Lema 5.2.9 A desigualdade () verifica-se para qualquer k > 0.

Demonstragao:

Fixemos k > 0. Mostremos primeiro que o lado direito de (*) & finito e depois que o lado esquerdo é —oo.

Suponhamos que o lado direito ¢ ilimitado inferiormente. Entéo existe uma sucessdo (;,v;) em Q x kB tal
que, para qualquer p; em 9, L (z;,v;) , tem-se

L(-’Ei,vi) - <vi)pi> o —O00.
1= 00

Passando se necessério a uma subsucessio, podemos supor que (;,v;) converge para (z,v) € Q x kB. Como,
por hipétese, L é continua em R2" e toma apenas valores finitos entdo

—o0 < L(z,v) = lim L (x;,v;) < +o0.
=00
Segue que (p;,v;) converge para +oo. Fixemos € > 0. Para cada i € N, a desigualdade do subgradiente dé
L (zi,v; + €ovs) — L (zi,v:) > (vi + o — vi, pi) = €0 (vi, Pi) -

Tomando o limite quando i — oo, deduzimos que L (z,v + gov) = +00, 0 que é absurdo. Logo o lado direito de
(%) é finito, uma vez que ndo pode ser +00 pois os conjuntos 2 e K sdo nio-vazios e, pela Proposicdo 2.21.5,
também 8, L (z,v) é ndo-vazio qualquer que seja o (z,v) € 2 x R™.

Mostremos agora que o lado esquerdo de (x) é —oo. Fixemos z € § e apliquemos o Lema 3.4.2 & funcao
convexa e contfnua Ly : R™ — [0,+00) definida por L, (v) := L(z,v) — 7. Fixemos v € R", v # 0. Para
quaisquer p € 8L (v) = 8,L (z,v) e € € (0, |v]) temos

~ £ ~ f[ev |v]
o) - Lo 2 0 ()~ Lo (1)
que é equivalente a
- i (s ) =)
)~ L) 2 0 ol - (£ (=) =) e
ev) |v| v] €
& Lzv)-(p<l (ﬂ) et Er el CIRs (5.30)
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Como L é limitada nos subconjuntos compactos de  x R™ e

(%

vl

=e¢ WVYveR?

entdo existe uma constante M € R tal que

. €V lv| || €
li = - - 6
dim (2 () e ~ Vil e e e +7)
. v [v] , || . ( € )
= lim (L{z,— —v9 lim ——— — lim [ ————@(v]) ] +
Mm( ( |v|)|v|—e) Vo ol =2~ o= ? (D )+
. (el ) B R L

|v|—~+00 |’Ul —€ jv] —o0 |’U‘ —€ |U! |v|—o0 I’UI

onde a iltima igualdade resulta da propriedade de crescimento em 6.
Ou seja, para cada N > 0 fixado existe § > 0 tal que, se |v| > §, entdo

L(w%) d Pl _ |E_€0(|v|)+'y<—N Vz € Q,

l—¢ "Tl-¢ v

donde

ev\ |v| |v] € }
sup< L{z, — - - 8 ({v|) + < —N.
meg{ ( |v|)|v|—e M= " Jl—e WD+

Assim, para cada N > 0 fixado, existe § > 0 tal que se [v| > 8 > § entédo

sup {L(xﬂ) ol _, = 59(Ivl)+7}S—N,

z€Q,veK lv| - B lv] — € v
lv|>B

pelo que

. &V v |v] e }
e e L{an - - g (Jv]) +vp =—o0.
B—oo xelnl%x{ ( {vl) lv| — € 7|v| —¢ Juj-¢ (lo]) +
vf>

Logo, tendo em conta (5.30), vem

lim  sup {L(z,v)-(v,p)}=-c0 Vpe€a,L(z,v),
B—+o0 a,-e'QI,uEK
vi>

© que mostra que o lado esquerdo de (x) é —oo, como queriamos.ll

Logo verificam-se todas as hip6teses do Teorema 5.2.8 o que nos permite concluir que, sob as hip6teses do
Teorema 5.1.1, o problema

min {A(z):zx € AC([0,T],R"), z(0) = xg, z(T) =z, z(t) € QVt},
onde
T
A=) :=/O L(z(t), () dt,

tem solugao, e portanto verifica-se o Teorema 5.1.1.
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Crescimento linear
Vimos no caso anterior que a condigdo de crescimento linear
L(z,v) 2elv|+y VreQ,WwEeK,

para algum ¢ > 0 e algum v € R, implica (H1) para certos valores de k. Contudo, na auséncia de (H2), isto
ndo implica a existéncia de solugdo para (P), como nos mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 5.2.10 Consideremosn =1, T=1,C={(0,1)}, 2 =R, K =ReL:RxR—-R definida por
L(z,v) := 2%+ f (v), onde f € uma funcdo conveza suave dada por

v+v? sev<O0

f (@) :==v(1+min(v,0)) =
v sev>0

20

ou seja, para cada (z,v) € R? temos

2241240 sev <0
L(z,v) =

2240 sev>0.

A fungdo L é continua em R2? e em particular é sci, além disso, para qualquer x € R fizxado, a funcio
v — L(z,v) é convera em R (por f o ser) e portanto verificam-se as hipdteses bdsicas (i) e (ii1).
Para z € R fizado e para v < 0 tem-se

L(z,v)=2?+v +v>v?+v 2> -1
eparav >0

Lzv)=z2+v>v=|v|>|v]-1
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o que mostra que L verifica a condi¢do de crescimento linear come =1 e vy = —1. Pelo que se conclui que L é
limitada inferiormente em R? por —1 e portanto verifica a hipdtese (ii2).

As hipdtese (i), (iii) e (iv) resultam directamente dos dados do problema.

Consideremos a fungdo lipschitziana % : [0,1] — R dada por

Z(t) :=t.

2

Esta fungdo é admissivel para (P) e A(Z) = 4/3 € R, o que mostra que também se verifica (v). Mostrémos
assim que se verificam todas as hipéteses bdsicas.

Tal como vimos no caso coercivo, a condi¢io de crescimento linear implica (H1) para qualquer valor de k
superior a (A (%) —~T) [eT =17/3.

Mostremos agora que falha (H2). Pare qualquer x € R fizado, temos

20+1 sev<0
L, (z,v) =
1 sev>0

e portanto para v < 0 temos

L(z,v) —vly(z,0) =22+ + v —v (v +1) =22 — o?

eparav >0
L(z,v) —vL, (z,v) =22+ v —v =22,
Logo
lim sup {L(z,v)—vL,(z,v)}= lim sup z%=+oc0
B—+o0 z€R,vER B—+o0 z€R,v€R
[v|>B jv|>8

: _ — 2 _,2) _ _1.2
zethI,lgelR {L(z,v) —vL, (z,v)} melll{,lfem {«* —v?} k=,
lvl<k fvl<k

0 que mostra que a desigualdade () ndo se verifica qualquer que seja o k > 0 e portanto ndo se verifica (H2).
Para qualquer fun¢do admissivel x tem-se

1 1 1
z) = z2 z' x x’ =
@)= [ @0+ o)ar> [ 1@ @ [ o @a=1

onde a dltima desigualdade resulta de f (v) > v Yv € R. Entdo o tnfimo em (P) nio é menor que 1, um valor
que A (x) nunca pode atingir. O infimo é de facto igual a 1, como nos mostra a sucessdo de fungdes admissiveis
z;: [0,T] — R dadas por

: 0 setE[O,l—%]
.’Ei(t):z
1+i(t—1) sete[l-1,1] VieN

1

Temos

1

@) = [ @O+reo)d- |

1-1

. 3 ; 3
1+i(1-1)) (1+i(1-3-1)) +i<1_1+%)=31_i+1’

[(1+i(t—1))2+i] dt

3t 3

entdo A (z;) — 1 quando i — 00, o que mostra que (P) ndo admite solugdo.
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Vejamos agora um primeiro exemplo ao qual ndo se pode aplicar o Teorema 5.1.1 mas pode-se aplicar o
Teorema 5.2.8.

Exemplo 5.2.11 Consideremos a fungio L: R™ x R* — R definida por

L(z,v) = g(z){/1+ v,

onde g é uma funcdo em R™ localmente limitada e sci com inf {g (x) : x € Q} > 0.

Mostremos que para qualquer escolha de conjuntos C, 2 e K satisfazendo as hipdteses bdsicas, (P) admite
solucdo (e qualquer solugdo é lipschitziana).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o conjunto C, é compacto entdo, para qualquer elemento x
em ['(Z), (0) é limitado & partida o que dé uma majoragdo & partida para ||z||,, (tal como vimos no caso
coercivo). Consequentemente podemos supor que ) é compacto sem afectar a natureza do problema. Assim,
pela Proposicio 2.17.11,

O<inf{g(z):z€ N} =min{g(z):z€Q} =190

e seja g1 o supremo de g em Q.
A fungio L é sci e, para qualquer z € Q fizado, a fungdo v — L(z,v) é conveza em R" por a funcgédo

- 4/1+ |v|2 o ser (ver Proposicdo 2.16.21), portanto L verifica (i) e (i1). A fungdo L verifica (1i2), pois L
é limitada inferiormente em £ x R™ por 0 :
L{z,v)=g(z)y/1+ |vj*> > min {g (z): z € Q} > 0.

Por outro lado,

L(z,v)=g(z)\/1+ |v)? > min{g(z): z € Q} jv| =golv| V(z,v) €Q xR,

o que mostra que L verifica a condi¢do de crescimento linear em Q X R™ come = go e vy =0.

Notemos que faz sentido falar em T (Z) pois existe uma fungdo lipschitziana e admisstvel para (P)-
z:[0,T] — R"®, dada por

2(T) =2 (0)

Z(t) =2 (0) +t—=

Além disso,
T T — 2 T - =z
w@ = [ 1602 0= [ o020z O as [T (14 B 2O

Ta (HLT);M) <1 (14 EDLLEO <, 1+ o + 1201,

o
IA

o0 que mostra que A (Z) € R.

Como o crescimento linear implica (H1) para uma escolha conveniente de k (tal como vimos no caso
coercivo), entdo para aplicar o Teorema 5.2.8 ¢ suficiente confirmar que (x) se verifica para qualquer k > 0.
Temos

L(z,0)— (v, VoL(z,0)) = g() 1+|v|2—<v,v—~"(fl—>=g<w> 1 fof - — 28 (o)

1+ ? V1+1of

o —_ @b 9@ 1+1F) -9@bl 4@
i v e v
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Entado, pela defini¢do de g,, temos

lim sup {L(z,v)— (v,VyL(z,v))}= lim sup _9(@) = lm —Z_ =0
B—+00 zeQue K p=toozeauek  f1 | w2 Pt V148
|vl>ﬂ |[v|>B

e, pela definicdo de gg, temos

(L(z,0) = (v, VoL (z,0))} = inf 2B _ 0

:I:EQ veEK zGQ veK 1+ k2’
ol <k lvl<k \/1 + Jof? %

o que mostra que se verifica (x) para qualquer k > 0.
Logo aplica-se o Teorema 5.2.8 e portanto o problema dado admite uma solugdo lipschitziana.

No exemplo anterior vimos que () se verifica para qualquer k > 0. Agora vamos ver uma situacéo em que
isso néo acontece, isto &, em que (*) verifica-se apenas para alguns valores de k.

Exemplo 5.2.12 Fizemos K = Q@ =R", C = {(0,0)} e T =1, logo as condigdes de fronteira sio x (0) =
z(1) =0. O funcional A ¢é dado por

Az):= /01 (,/1 + |’ @)% - rsin|x(t)|) dt

onde r é uma constante positiva. Os conjuntos K,Q e C verificam as hipdteses bdsicas (i), (i) e (iv).
A fungdo L : R™ x R™ — R dada por

L(z,v) := \/1+ |v|*> — rsin|z|

é continua, e portanto verifica (ii); além disso, para cada r € R™, a fungdo v — L(z,v) é conveza por

v — /14 |v]? o ser, e portanto também se verifica (#1). Para qualquer (z,v) € R™ x R™ fizado, temos

L(z,v) =1/1+ v|* —rsin|z| > 1—-rsinjz| >1-r€eR,

0 que mostra que L é limitada inferiormente em R™ x R™ e em particular verifica (ii2).

Consideremos a fungdo lipschitziana Z (t) = 0 admissivel para (P). Temos A (%) = 1 € R, logo verifica-se
(v)-

Portanto estdo verificadas todas as hipdteses bdsicas entdo para aplicar o Teorema 5.2.8 resta-nos verificar
(H1) e (H2).
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Para qualquer (z,v) € R® x R" fizado, temos

L@0) - (0, V.L(zv) = \/1+|v|2-rsin‘x1_<v,__v_ﬁ>

1+ v

= 1+ —rsinjz] - (v,0) ——e—
lZ

1+ v
2
= 1+ - S —rsin|z| = L — rsin|z]|.
1+ V1+?
Donde
. . 1 .
lim sup {L(z,v)—(v,VoL(z,v))} = 1lim sup |-——==—rsinlz|
B—+00 zeQueK B—+00 zen,veK 1+ IU‘2
lvf>8 > \V
= lim S +rj=r
oo \ V145
e
1 1

inf {L(z,v)— (v,VyL(z,v))} = _inf — rsin|x| = — .
eQueK T€QUEK 2 Vv 2
“ol<k i<k \y/1+ vl Ltk

Pelo que a desigualdade (*) se reduz & condigdo

rV/1+k2<1

e entdo, para aplicar o Teorema 5.2.8, devemos mostrar que (H1) se verifica para algum tal k.
A fungéo L verifica a condi¢do de crescimento linear com ¢ = 1,7 = —r. De facto, temos

L(z,v) =1+ v —rsin|z| > o] -r V(z,0) €R" xR™

Assim, tal como vimos no caso coreciwo, (H1) verifica-se para qualquer k > (A(Z) —4T) [eT =1+r.
Deduzimos assim que (P) admite uma solugdo sempre que

ory/1+(1+7)2 <1,
isto é, quando r é suficientemente pequeno.

Mostremos agora que ndo existe solugdo quando r é suficientemente grande.
Se = é solugio entdo verifica-se a segunda condigdo de Erdmann:

L(z(t),2' (1) — (&' (), VoL (2 (8),a (t))) = c & —rsin|z (t)] + ___1_2 —c
Y1+l @)l

para alguma constante ¢ € R e para quase todo t € [0,1]. Como z(0) =0 entdo c € positivo, e seque que

1
—rsin|z (t)] > ———=—x=> -1 g¢sem [0,1],

1+ 2 (1))
o que implica que A (z) é positivo. Por outro lado, considerando r > 1+ m e a sucessio de fungdes admissiveis
z; : [0,T] — R™", dadas por

iyt set e [0,1]

7

=

z; () =% ¥ sete (1,1-1)

S

—iy(t—1) sete[1-11] Vi €N,

g ?
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onde y é um vector constante com norma m/2, obtemos lim A (z;) < 0. De facto, para qualquer i € N, temos
=00

Ai) = /01 (\/l-l»lac;(t)lz——rsinlxi(t)l)dt

1

1 1-4 1
= / (\/1+|iy|2—rsin|iyt|> dt+/ (1—rs1n|y|)dt+/ (\/1+|iy|2—rsin|iy(t—1)|) dt
0 % _%

il o (coslyl = 1)+ (1= ) (= rsinly) + /1 il + 7 (1 —costul)
Vil - (1-5) @+

P R (AT

e portanto

o DN S| =

lim A(z;))=n+1—-r <0,
i— 00
0 que mostra que ndo pode existir nenhuma solugio x com A (x) > 0, ou seja, quando T € suficientemente grande
(P) néo tem solugdo.
Notemos que para qualquer valor de v, a fungdo A é limitada ao longo da sucessio (z;) dada acima. Na
realidade temos

72

2
1+ (5)%42 2
A (z:)| < 2 —+—(-2-)—1+|1-—;||1—r|§2<%+%>+(1+%>|1—r[§2(1+g)+3|1—r| Vi e N.

Notemos também, que nenhuma subsucessio de (z;) converge para uma fungdo absolutamente continua, visto
que (xz;) converge para a fungdo

0 set=0
z(t):=<¢ y sete(0,1)
0 set=1,

que ndo é continua em [0,1]. Entdo o conjunto I (Z) ndo é compacto, o que mostra que, quando se aplica
o Teorema 5.2.8, os conjuntos de subnivel I' (Z) ndo tém necessariamente de ser compactos (propriedade que
POSSUETN NO CASO COETCIVO).

A questio mantém-se mesmo para uma melhor estimativa para k (isto é, para um wvalor mais pequeno).
Recordemos que k é um nimero superior a inf {|z’ (t)| : 0 < t < T}, onde x é um elemento arbitrdrio de I (Z), e
que a nossa escolha de k resulta da condigdo de crescimento linear. Podemos melhorar em k (e portanto deduzir
a ezisténcia de um maior conjunto de valores para r) melhorando em I: isto é, encontrando outra fungdo
lipschitziana admisstvel que dé um valor mais pequeno a A. Mas o melhor resultado serd obtido tomando k
arbitrariamente prézimo de zero, e isto é possivel quando n = 1, por uma aprorimagéo alternativa caracteristica
do caso n =1 (ver Sec¢do 5.3.4 para uma continuagdo desta discussdo).

Exemplos sem crescimento linear

Nos exemplos anteriores obtivemos a condigdo (H1) a partir da condi¢o de crescimento linear no lagrangiano.
Agora vamos ver alguns exemplos em que L ndo possui tal crescimento e em que (H1) resulta da estrutura do
cone e das condigdes de fronteira.
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Exemplo 5.2.13 Fizemos n =1 e consideremos o problema de minimizagdo do funcional integral

Az) == /0 1 (e—m’(“ +rg(z (t))) dt

na classe das fungdes x € AC ([0,1],R) tais que 2’ (t) > 0 ¢s, z(0) = 0,z (1) = § > 0; onde g é uma fungdo
sci e localmente limitada, e r é um real ndo-negativo. Entdo temos K = [0,+00) e C = {(0,6)} e portanto
verificam-se as hipdteses bdsicas (iii) e ().

Notemos que qualquer fungdo admissivel toma necessariamente valores em (0,6}, entdo podemos considerar
Q=10,6], o que implica ().

A funcdo L : R x R — R definida por

L(z,v):=e"+rg(z)

é sci (por ser a soma de duas fungées sci) e além disso, para cada x € Q fizado, a fungdo v — L (z,v) é conveza
em R por v — e~ o ser (ver Proposigdo 2.16.21). Logo L verifica as hipdteses (ii) e (iil).

Como §Q é compacto entdo g é limitada em Q2. Sejam g, o supremo de g em Q e go 0 minimo (ver Proposi¢io
2.17.11). Assim, para qualquer (z,v) € Q X R, temos

L(z,v)=e"" +rg(z) >rg(z) > rgo,

o que mostra que L é limitada inferiormente em Q@ x R e em particular verifica (1i2).
Constderemos a fungdo lipschitziana e admisstvel para (P) & : [0,1] — R dada por Z (t) := 6t. Temos

1 1 1
A(z) —_-/ L(z(t),7' (t))dt =/ (e +rg(6t))dt =e° +r/ g(6t)dt
0 0 0
e pela definicao de go e g1 vem
rgo<e P +rgo <AE) <e P +rg <1+rg,

o que mostra que A (Z) € R e por conseguinte verifica-se (v).

Fizemos k > 6. Qualquer funcdo admissivel deve verificar |2’ (t)| < k para t nalgum conjunto de medida
positiva. Pois, se assim ndo fosse existiria uma fungdo admissivel z tal que |z’ (t)] > k para t em qualquer
conjunto de medida positiva, e em particular em [0,1], o que implica

1 1 1
k:/o kdtg/o B (t)|dt:/0 & (¢)dt = (1) — 2 (0) = 6,

uma contradi¢io. Entdo (H1) verifica-se para qualquer um destes k.
Vejamos agora (H2). Temos

L(z,v) —vly(z,v) =€V +rg(z)+ve ™ =rg(z)+e (1 +v).

Dado que a fungio h: R — R definida por h(v) := e~V (1 + v) é decrescente entdo temos

lim sup {L(z,v)—vL,(z,v)} = lim sup  (rg(z) +e ¥ (1+v))
B—+oo zelnl,vgk B—+00 re(0,6),ve K
v|> v>3

= ﬂlilf (roqr+e P (1+8)) =rg

€
. . —_ . - — _k
meslzl,lvfeK {L(@,v) =vLy (2,0)} xe[Of?]fveK (rg(z) +e™ (1 +0)) =rgo+e™" (1+k).
|vi<k 0<v<k

Portanto, se (x) se verifica para algum k > 8, temos que ter

rgr <rgo+e F(1+k)<rgo+e®(1+56),
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ou seja,
rg1 <rgo+e”° (1+86),

o que se verifica para r suficientemente pequeno. (Como alternativa, fixrado r isto verifica-se para & suficiente-
mente pequeno.) Para um talr pode-se aplicar o Teorema 5.2.8 e conclui-se que eriste uma solugdo lipschitziana.

Vejamos agora um exemplo em que o dominio de L (z,-) ndo é todo o R™.

Exemplo 5.2.14 Fizemos n =1,T =1, e consideremos o problema de minimiza¢do do funcional integral

1
A= [ (@072 - o))
na classe das fungées x € AC ([0,1],R) tais que
z(0)=0, z(1)=6>0, ='(t)>0 gs.

Tal como no exemplo anterior temos K = [0,+00), C = {(0,8)} e podemos considerar Q = [0, 6], sem alterar a
natureza do problema. Estdo assim verificadas as hipdteses bdsicas (i), (iii) e (iv).

Notemos que, para cada x € Q) fizado, o dominio de L(z,-) é (0,+00) e a funcdo (0,+00) > v — L(z,v) é
conveza (ver Proposicio 2.16.21), portanto verifica-se (1i1). Além disso, a funcéo L verifica também (ii) pois é
sci em Q x R e, para qualgquer (z,v) € Q x R\ {0}, tem-se

L(z,v)=v"2—2?> —2? > —6°,

o que mostra que L é limitada inferiormente em 2 X R\ {0} e em particular verifica (i2).
Consideremos a fungéo lipschitziana 7 : [0.1] — R dada por % (t) := 6t. Esta funcdo é admissivel para (P) e

A(F) = Al (5—2 - (6t)2) dt=62- g €R,

logo verifica-se (v).
E claro que, tal como no exemplo anterior, (H1) verifica-se para qualquer k maior que 6. Vejamos agora

(H2). Temos

L(z,v)—vL,(z,v) =v2 - 224+ 2072 =302 — 22,

pelo que
lim su L(z,v) —vL,(z,v)} = lim su 3v2-2%) = lim 3672=0
ﬁ—'+°°er,FeK{ (z,0) (@)} B"’+°°z€[0.6]I,)vEK( ) B—+o0 b
jv|>8 v>3
e
inf {L(z,v) ~vL,(2,0)} = i 3072 —2%) = 3k2 - 6%
i L@y L@l = el (e -0

Jvl<k 0<v<k
Assim, para ter (x) para algum k > §, temos que exigir que
0<3k™2-62<3572-¢%

ou seja, 62<3672 0 que se verifica para § suficientemente pequeno. Para algum tal § o Teorema 5.2.8 aplica-se
e o problema tem pelo menos uma solugdo lipschitziana.

Exemplo 5.2.15 Fizemos n =2,T =1 e consideremos o problema de minimizagdo de

M@= [ (504 @0 + 5 (9 (2 (0) a
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na classe das fungdes = € AC ([0,1],R?) tais que
zi(t) 20 ¢s (i=1,2), z(0)=(0,0), z(1)=(61,82),

onde 6; >0 (i =1,2) e g é continua.

As hipdteses bdsicas (i), (i) e (iv) sdo verificadas pelos conjuntos Q := [0,6,] x [0,62], C := {(0,0,61,62)}
e K :=[0,400) x [0, +00).

A fungéo L : R? x R? — R definida por L(z,v) := e~ + (v2)2 + v19 (21, 22) é continua e em particular
verifica (i). Para cada z € 2 o dominio da fungio L(z,-) é R? e a fungdo R? > v — L(z,v) é conveza (por
ser a soma de trés fungdes converas) e portanto verifica-se (iil).

Dado que g é continua entdo é limitada em (; sejam go 0 minimo de g em Q e g, 0 mézximo. Assim temos

L(z,v) = €™ + (v2)” + v1g (21,22) > v19 (1,%2) 2 v1go ¥ (x,v) € 2 x R?

e portanto também se verifica (112).
Consideremos a fungdo lipschitziana T : [0, 1] — R? definida por Z (t) := (61, 62t). Esta funcdo é admisstvel
para (P) e tem-se

1

AGE) = /01 (e—i’;(t)+(5g’2(t))2+9”c’1(t)g(i(t)))dt: /0 (e-61+(52)2+51g(x(t)))dt

1
= o @ [ s
0
pela definicdo de go e g1 podemos concluir que
e + (62)° + 8190 < A(F) < 7% + (62)° + 6141,

portanto A (Z) € R e vertfica-se (iv).
Vejamos agora (H1). Seja x umea funcdo admissivel. Como, pare qualquer v = (vy,v2) € K, temos

((1,1),(’(11,’1)2)) =v1+ve 2 \/U% +'U% = |Ul

entdo

[w@nas [ oa= [ @0 hod=nm-n0+a) -0 =6+5
0 0 0

Dado que

infess|z’ (t)] < |z’ (t)| g¢s em [0,1]
0<t<1
entdo vem

1 1
infess|a’ (£)] = / infess|e’ (t)] < / I’ (8)|dt < 61 + 6
0<t<1 0 0<t<1 0

e portanto verifica-se (H1) para qualquer k > 61 + 2.
Finalmente, vejamos (H2). Temos

L(z,v) = (v,V,L(z,v)) = e +vf+vig(z)—((v1,02),(—e"" +g(z),2v2))
= e +v2+ugx)-n (—e " +g(z) - 208 = e (1+v;) — v2.
Pelo que

lim su L(z,v)—(v,V,L(z,v))} = lm su e (14+v)—vil= lim e?1+8)=0
meenl,gek{ (,0) = (4, VoL (z,0))} HWQ{&K{ (1+v)-vd} = lm e (1+0)
[v|>B |v|>B
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xefizlgeK {L(zv) =Vl (@)} = wesi‘zr,lufex {e Q+v)- vg}
lv|<k lvi<k

> inf ¢! inf {—v2
- xES'll,veK {e ( + vl)} + zes'llr,lveK{ 02}
lvl<k jv|<k
= e *(1+k)-F.
Segue que (%) verifica-se para qualquer k suficientemente pequeno, isto é, para qualquer k > 0 tal que
0<e*(1+k) k2

e portanto para 61 + 62 suficientemente pequeno. O Teorema 5.2.8 dé a existéncia de uma solugdo lipschitziana.

5.2.5 O conjunto K tem de ser um cone

Pode-se pensar que, no Teorema 5.2.8, a restricdo de K ser um cone é um truque para a demonstragio.
Contudo, o seguinte exemplo mostra que quando K & apenas um conjunto convexo fechado contendo o 0 mesmo
que se verifiquem todas as outras hip6teses do teorema a existéncia de solugao pode falhar.

Exemplo 5.2.16 Fizemos n =2, T =1 e consideremos o problema de minimizacdo de

Az) = /0 1 ( 1+ (2 (8)? — 7o), (£) sin | (t)|> dt
na classe das fungdes x € AC ([0,1],R?) tais que

z(0)=(0,0), =z(1)= (1%) e Pt eK g,
onde v é uma constante positiva e K := {(v1,v2) : 0 < vy <1,v > 0}. Notemos que K ndo é um cone pois
(1/2,0) € K mas 3(1/2,0) = (3/2,0) ¢ K.

Os conjuntos  := [0,1] x [0,7/2], C := {(0,0,1,7/2)} verificam as hipdteses bdsicas (i), (iii) e (iv).
A fungio L : R? x R?2 — R definida por

L (z,v) := /1 + vZ — rvy sin |z,

é continua e portanto verifica (ii). Para cada x € Q fizado, a fungdo v — L (z,v) é convexa no seu dominio,
dom L (z,-) = R2, logo verifica (ii1). Além disso, temos

L(z,v) =/1+ v —rusin|ze| > 1 —rusinjzy| >1-ry >1—-r€eR V(z,v EQXR2,
2

o0 que mostra que L é limitada inferiormente em Q x R? e, em particular, verifica (112).
Consideremos a fungdo lipschitziana T : [0,1] — R? definida por 7 (t) := (t, %t) Esta funcdo é admisstvel e

A@) = /01( 1+(5c’2(t))2—rf:'l(t)sinlazg(t)l)dt:/ol( 1+(g)2—rsin‘gtl)dt

1+(g)2+gﬂr(cosg—cos0)= 1+(22r—)2—2—r€]R,

logo T verifica (v).
Vejamos (H1). Fizemos x € I' (Z). Temos

i

1+ (25 ()" — ray (t) sin [z2 (8)] > |) ()] — ra) () sinfez (¢)
> gy @O =rzi () 2 (W) =7 gs em [0,1]

L(z(t),2' ()
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e portanto

1 1
A@) > A = /0 L(z(t),o (t)dt > /0 (Izh @) - ) dt,
o que implica
1
/0 (2 (8) dt < A (7) + . (5:31)
Por definigédo

infess|zh (t)| < |z5 (t)]  g¢s em [0,1]
0<t<1

entdo, por (5.31),

1 1
infess|zh (t)| dt = / infess|zy ()| dt < / |z (2)| dt < A(Z) + 7.
0<t<1 0 0<t<1 0

Além disso, |z} (t)| € limitado por 1 e
1

=" () = \/lel @F + |25 (1) < lef )] + |25 @) < 1+ 25 (F)] g5 em [0,1].
Assim

infess|z’ (t)] < infess(1+ |z5 (t)]) = 1+ infess|zy (t)| S 1+ A(Z) +r
0<t<1 0<t<1 0<t<1

e portanto (H1) verifica-se para qualquer k > 1+ A(Z) +r.
Vejamos agora (H2). Temos

V2

L(z,v) ~ (v, VoL(z,v)) = \/1+v%—rv1sinlwzl—<(v1vv2>’<'”i“|“"\/1_“—+?>>
2

\/1+v3 — v _ 1
2 142 1+

Pelo que
1
lim su L(z,v)— {(v,V,L(z,v)})} = lim sup ——s
ﬁ—'+°°meﬂ,5)6K{ (,0) = (o)) 3—'+°°zen,1PeK V1+v3

jvl>8 [v|>8

"Sejam u,v : [0, T} — R™ tais que u (t) < v (t) ¢s em {0, 7). Temos

inf ess u(t) = S:u(t)>6qse T} < s ¢
})lgt%y%u() sup{6:u(t) > 6qsem [0,T)} <u(t) gsem [0,T]

e portanto

infessu(t) <u(t) < 8 ¢ .
glsft(ss;u()_u()_v(t) qs em [0, 7

Por outro lado,

infessv(t) > 6
0<t<T
qualquer que seja o § tal que v (t) > 6 qs em [0, 7] ¢ em particular para 8 := au<f essu (t). Assim vem
St
inf essu (t) < iuf ess v (t),
0<t<T 0<t<T

como querimnos .
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mas |v] > B e 0 < v; <1 implicam

B<lvl=/of +od < /1413

entdo
1 < 1
Vi+92 B
e portanto

lim sup {L(z,v)- (v,V,L(z,v))}=0.
B—too a:elnl,ng
v[>

Por outro lado, temos

1 1
inf {L(z,v)—(v,V,L(z,v))} = inf = ,
z€ERUEK zeQueK 2 2
i W VI VI

pois

1 1
| <k=|vol <k=4/1+0v3<V/1+k2=>

> .
V1+v3  V1+E2

Concluimos assim que (*) se verifica para qualquer k > 0 e, em particular, para aqueles em que se verifica (H1).
Logo verifica-se (H2). Entdo verificam-se todas as hipdteses do Teorema 5.2.8 excepto K ser um cone.

Mostremos agora que para v suficientemente grande o problema ndo admite solucio. Para isso observemos
que as restrigoes implicam que qualquer fungdo admisstvel x tem que ter 1 (t) = t. Dado isto, o problema dado
¢ equivalente ao problema de minimizacdo de

1
/ (\/1 +y'2 - rsin]y[) dt
0

na classe das fungées y € AC([0,1],R) tais que y(0) = 0, y(1) = 7/2. Mostremos que ndo eziste solucdo
quando r excede 1+m/2. Fizemosr > 1+7/2. Tal como no Exemplo 5.2.12 mostra-se que se y é solugdo entdo
A(y) > 0. Mas se considerarmos a sucessdo de fun¢ées admisstveis y; : [0,1] — R dadas por

it sete[0,1]

1

yi (t) =
5 sete(%,l] VieN,

obtemos
s = [ (e () vl e [ 1-rsn 3]
= -ll- 1+(ig>2+r<cos<ig%>—cosO>+(1—r) (1—%)

. 1 7r
= —’iz—'——"rﬁ-(l—'l”)(l——_) — §+1—7"<0,

) i—00

0 que mostra que nao pode existir nenhuma solugio y com A(y) > 0. Logo o problema ndo tem solucdo para
qualquer r > 1 + /2.
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5.3 O problema nao-auténomo

5.3.1 Hipéteses bdsicas

O problema (P) que iremos estudar nesta secgdo consiste em minimizar o funcional integral

T
Az) = [) L(tz(t),2 () dt

na classe das fungdes z € AC ([0, T], R™) verificando
(z(0),z(T)eC, =z(@)eQvte(0,T], 2 (t)eK as,
supondo que se verificam as seguintes hipéteses bdsicas:

(i) os conjuntos 2, C e K sdo como na Secgdo 5.2, isto &, Q C R” fechado, C C R™ x R™ fechado e K C R"
cone convexo fechado;

(ii) a fungdo L : [0,T) x 2 x R™ — [0, +-00] & sci em (z,v) e € tal que:

(ii1) para cada (t,z) € [0,T] x Q a fungéo v — L(¢,z,v) é convexa e tem como dominio um conjunto
aberto convexo nao-vazio;

(ii2) para z € O,t € [0,T) e v € dom L (t,,-) a fungdo s — L (s, x,v) € lipschitziana em [0, TY;

(ii8) existem constantes ndo-negativas e 77 (ndo dependentes de (¢, z, v)) tais que 8

L, (5,2,9)| < KL (5,2,0) +m; (5.32)

(iii) pelo menos um dos seguintes conjuntos & compacto

C, :={z € R": para algum y € R", (z,y) € C}
Cy, := {y € R" : para algum z € R", (z,y) € C};

(iv) existe pelo menos uma fungéo lipschitziana Z admissivel para o problema (P) e tal que A (Z) é finito.
Tal como na Seccéo 5.2, denotamos por I' (Z) o conjunto de subnfvel para as fungdes admissiveis

['(z):={z e AC([0,T],R™): (z(0),z(T)) € C, z(t) € QVt€[0,T], ' (t) € K gs, A(z) <A(T)}.
Além disso, supomos ainda que

(H1) existe k > 0 tal que qualquer x € I' (%) satisfaz

inf ess |z’ (t)| < k;
0<t<T

(H2)’ a seguinte desigualdade

lim su su L(t,z,v)—{v,p)} +{kA(Z) + 9T} < _inf inf L{t,z,v) — (v,
ﬂ_’+°°m€Q,1§)€era1,L(rt),x,v){ ( ) < p)} { () 1 } ZEQ,UGKpéar.,L(t,w,v){ ( ) ( p>}
lv]>8 o] <k
te(0,7T

O}

verifica-se para algum k verificando (H1).

$Pela hipttese (ii2) acima, para £ € Q,t € [0,T] ¢ v € dom L (¢, 2, ) fixados e para quase todo s € [0,7T] existe a derivada
Ls (s,z,v).
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As hipéteses (ii) e (ii2) implicam que L é sci em (¢,z,v) (ver Proposigio 5.4.13) entéo, pela Proposicio
2.17.5, para qualquer a € R, o conjunto

{t,z,v) € [0, T) x Ax R™: L(¢,z,v) > a}

é aberto. Portanto, por definicdo, L é £ x Bzn-mensurdvel. Assim, para qualquer funcio z € AC ([0, T],R") a
fungdo t — L (¢,z(t),z’ (t)) é Lebesgue-mensurdvel em [0, 7] (ver Proposigio 2.7.24). Por outro lado, como L
ndo toma valores negativos entdo, para qualquer z € AC ([0, T],R™),

L(t,z(),z'(t)) >0 gsem [0,T],

o que implica

T
/ L(t,z(t),z (t))dt>0.
[

Podemos assim concluir que o funcional

T
A(z) :/0 L(t,z(t),2 (t))dt
estd bem definido na classe de fungdes
A:={ze AC([0,T},R"): (x(0),z(T)) € C,z(t) e Vt€[0,T], z'(t) € K qgs},

tomando possivelmente o valor +oo.

Tal como no caso auténomo, (H1) e (H2)’ verificam-se quando L é coerciva.
Note-se que (H2)’ se reduz a (H2) quando L é auténomo, pois neste caso podemos considerar k =7 = 0.

5.3.2 O resultado principal

Teorema 5.3.1 Suponhamos que se verificam as hipdteses bésicas, também como (H1) e (H2)’. Entdo (P)
admite uma solugdo. Além disso, qualquer solug¢io T é lipschitziana e satisfaz

t
L(t,z(),7@)— @ @),pE)=c +/ E(r)ydr gs,
0
onde ¢ é uma constante, e onde p e £ sio fungoes mensurdveis satisfazendo

p(t) €0,L(t,Z(t),7'(t)) ¢s
E(t) € B L(t,Z(t), 7' (t)) gs.

Demonstracao:

Esta demonstragdo € muito parecida 4 do Teorema 5.2.8, faremos aqui apenas as alteracdes necessarias.

Seguimos a referida demonstragao até & primeira aplicagio do Teorema 5.4.16, que neste caso nos permite
concluir que

i
L(t,z ),z (£)) — (= (¢) ,p (1)) + 76 (|z (t)]) — r [=™ ()| 6 (| ($)]) =c + / £(r)dr gs,  (5.33)
0
para alguma uma constante c, alguma fungao integrdvel £ (-) e alguma fungio mensurdvel p(-) tais que

§(t) € B,L(t,z"(t), 2" (t) as
p(t) € OuL (t, 2% (t),z¥ (t)) as.

Sejam

I :={t € [0,T]: |z (t)| > B, p(t) € ByL (t, ™ (t),x™ (t)), verifica-se (5.33)}
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L:={t€[0,T]: |z (t)] <k, p(t) € BL(t,z*(t),z* (t)), verifica-se (56.33)} .

Entdo temos, por [; ter medida positiva,

c < sup sup {L(t,x,v) — (v,p) + 718 (|v]) — 7 |v| & (Jv]) - /0 £(7) dT}

- zeQ,veK ped, L(t,x,v)
|v|>B8
tel,

$4
< swp s {L(t,x,w—<v,p>+re<|v|)—r|v|e'(|v|>— / £(T)df}
zeN,veK ped, L(t,x,v) 0
[v|>8
¢€[0,T]

donde

t
c< sup sup {L(t,z,v) = (v,8,L(t,z,v))} +7 sup {0([1}() — |v| &' (|v|)} + sup / —&(r)dr.
zeQUEK te(0,T) JO

z€QuEK ped, L(t,x,v)
jv|>8 [v}>8

telo,T] te(0,T]

Por outro lado, como I tem medida positiva,

14
> . . _ _ / _
o>t it Lo - oo - rdd (o) - [ eyar
jvl<k
tel;
t
> inf i Lt — - ‘4 -
> ot it L0 = (0p) 40 (bl) ~ ol (o) [e@ar}
lvj<k
te[0,T}
donde
t
> . . " . _ 0/ s . .
2 gy 150 = ) 0 (000D =18 (oD} 4 gt [ 60
|lv|<k |vi<k
te[0,T) te(0,T]
Entao
0 < su su L(t,z,v) — (v, — inf inf L{t,z,v)— (v,p)} +
T B P s B (0200 = 00
t‘é)f;,T] te(0,T]
_ / _ . _ 7
+r_sup {0(ol) ~ 116/ (o)} = v ok (00D~ 0l® (D} +
[v|>B lv|<k
te(0,T] t€[0,T)
t t
+ sup/—ﬁ'rdr— inf /—f(r dr
te[0,T] Jo (") te[0,7] Jo )
e portanto

. - / _ . /
Pl it O 0uD = 10 (uD} — sup {O(vD) ~ ol (D}
jvl<k jv|>8
(0,7} t€[0,T)

sup sup {L(t z,v)— (v,p)} —
z€QueK ped, L(t,z,v)

weg{lje era,,’{‘(ft,x,v) {L(t,z,v) - (v,p)} +
lvj<k
te[0,T

IN

t

t
+ su —£(1)dT — inf -£(1)dT.
tG[OPT]/O ¢ te(0,7] Jo ¢()
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Estas estimativas juntamente com (H2)’ completam a demonstragéo tal como no caso auténomo, desde que
mostremos que o termo

t t
su ~£(r)dr — inf =£(T)dr 5.34
e [ e it [ (534
é majorado por
kA (Z) +7T.

Para ver isto, notemos que o termo que estamos a tentar limitar se pode escrever na forma
ty
£ [ &(r)dr,
to

onde tp e t; sdo pontos no intervalo [0,7], com t5 < ¢;. De facto, pela Proposicio 2.14.11, como
£ € L' ([0,T],R") entdo a fungdo g : [0,T] — R definida por

g(t) = /0 £(r)dr

é absolutamente contfnua e portanto existem to,t; € [0, T] tais que
t t t 1o
sup / —£(T)dr = / —€(r)dr e inf ~€(r)dr := / £ (1) dT.
telo,T) Jo 0 tef0,T] Jo 0

Assim, (5.34) é equivalente a

/l—é(f)df—/O*E(T)dT=— emar+ [ e@ar
0 1] 0 0

esety <ty vem

ty
- &(r)dr,

to

caso contrdrio vem

1)
(7)dr,

t

como se queria.
Como

£(t) € 0L (t,x* (t), 2’ (t)) gsem [0,T],
temos, pela hipétese (ii2),
'E (t)l <kL (t7‘ra (t)vxal(t)) +n gsem [07T] :

/t:lg(f) dr

como L é ndo-negativa e T é admissivel para o problema resolvido por =% obtemos

Entéo

< / emldr < [ {sL(r,2* (1), (1)) + m} dr,

ty to

t
+ [ §(r)dr<
to

t, T
/ {kL(T,2%(1),2%' (1)) + p}dr < fc/o L(r,z%(1), 2% (1)) dr + T = kA (%) + 0T < kA (Z) +9T.

to

A demonstragio segue como no Teorema 5.2.8.1
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5.3.3 Um exemplo
Consideremos n =1,n=1,T=1e L: [0,1] x R x R — R dada por

L(t,:l},’ll) = So(t) \% 1+02’
onde ¢ : [0,1) — R é uma funcéio continuamente diferencidvel e tal que

= mi t) > 0.
™= i 0

Consideremos o problema (P) de minimizagao de

1
Alz) = /0 Lt z(t), (t)dt

na classe das funcdes z € AC ([0,1],R) tais que z (0) =0, z (1) =c > 0.
Consideremos K = R. Temos C = {(0,¢)} e, dado que L verifica a condi¢do de crescimento linear com
e:=me~y:=0 pois

L(t,z,v) >mlv] V(tz,v)€0,1] xRxR,
podemos supor que €2 é um conjunto compacto, sem alterar a natureza do problema. Logo verifica-se a hipétese
bésica (i).

A funcio L é contfnua, em particular verifica (ii); e para cada (t,z) € [0,1] x Q a fungdo v — L(t,z,v) é
convexa em dom L (¢, z, -) = R e portanto verifica (iil). Além disso, para cadaz € Qt€[0,1]evedom Lt x,)
a funcdo s — L (s,z,v) é lipschitziana em [0, 1]. De facto, pela Proposigéo 2.14.13,

lp(s1) — @ (s2)] S plsi—s2|  Vs1,52€[0,1],

onde

'
= max t
7 mmﬂw(ﬂ

e portanto também a fungdo s — L (s,,v) € lipschitziana em [0,1] com constante p, glogo verifica-se (ii2).
Por outro lado, temos

@ (1)

) < p < pi—=
o' () < p < pu= -

para qualquer ¢ € [0, 1], e segue que L verifica (ii3) com « = p/men=0.
Consideremos a funcéo lipschitziana z : [0,1] — R dada por Z (t) := ct. Esta fungao & admissfvel para (P) e

1
A(i'):/ () V1+c2dt =142 <miV1+e?,
0

onde

1
pi= t)dt = t
@ ‘Aw() e m E%g(%

entdo verifica-se (iv).
Segue, como no caso coercivo, que (H1) se verifica para qualquer

JA@ - _ Ve

k
eT m

Resta-nos verificar (H2)’ para algum tal k. Temos

v (1)
V1402

L(t,z,v) —vLl, (t,z,v) =
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entao
lim sup {L(¢,z,v)-(v,p)} = lim sup _e®) = lim — __ _9
B—oto0 zeq,ver B—toozeaueR VI+ 12 B—too /1 + 3
| >0 [v|>8
te(o,1] t€[0,1]
e
of 20O _ 0m
zeNueR /1 4 92 VI+ k2
lvj<k
tel0,1)
Como

kA(E) + 7T = f:l-@/l +c?

entdo, para algum k suficientemente préximo de pv/1 + ¢2/m, ()’ reduz-se a

nﬂz¢\/1+c2< o i

VIt Vm2+ @2 (1+2)’

2

o que implica

ppyV1+ 02\/m2 + 32 (1 +c?) < md.

Assim, como  é limitada superiormente por m + p, uma condicdo suficiente para que (H2)' se verifique é a
seguinte

2u(m+ p) V1 +c2\/m2 +(m+p)? A+ ) <md.
Portanto deduzimos:

Proposicéo 5.3.2 Para m e ¢ dados o problema (P) admite uma solugdo se ¢ é quase constante; isto é se
é suficientemente pequeno.

Na anilise anterior, falsmos de condi¢des que sdo apenas suficientes para garantir a existéncia de uma
solugdo. No entanto é possivel uma caracterizagdo exacta das condicdes em ¢ para as quais existe solugéio: o
problema (P) admite uma solu¢io z se e s6 se

T m
|z(T) — = (0)| < /0 mdt

(ver [9], 14.3.iv).

534 Ocason=1

Quando n = 1 pode-se introduzir algo diferente que nos permite usar o Teorema do Valor Médio para
determinar o k invocado em (H1) e (H2)’. Adicionamos as seguintes condicdes as hipéteses bésicas:

(A) para qualquer fungdo z € I'(%) tem-se x (t) € intQ V¢t € [0,7T];

(B) a fungdo L é localmente lipschitziana em (¢, z,v) e verifica, para constantes kg e cp, AV E
A i ‘A
v,

[0z L (t, z,v)| < ko |L(t,z,v)|+co V(¢ z,v)€[0,T] x UxR.
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Nao supomos (H1), em vez disso supomos que a desigualdade ()" se verifica para algum k > ko, onde

|21 — zol

k0:=sup{ T

: (zo,21) € C’}.

Teorema 5.3.3 Quando n =1 e se verificam as hipdteses acima, sio vdlidas as conclusées do Teorema 5.5.1.

Demonstragao:

A demonstracéo ¢é igual & do Teorema 5.3.1 até ao ponto em que se aplica o Teorema 5.4.16, ou melhor, a
tinica alteraco ¢ na determinacio do minorante para c. A segunda parte do Teorema 5.4.16 afirma que z¢ é
continuamente diferencidvel e entdo, pelo Teorema do Valor Médio ?, existe t* € (0,T) tal que

z (T) — == (0)
T .
Como z* ¢ admissivel para Py (@) entéo (z* (0),z* (T')) € C e portanto

!xa/ (t*)l — Ixa (T),; z* (0)‘ < kO,

xal (t*) —

pelo que

: alt < .
g@ﬁw(ﬂ_%

Entéo, por hip6tese, (*)' verifica-se para algum k > ko. A demonstracéo prossegue sem alteracoes.ll

Exemplo 5.3.4 Voltemos ao Exemplo 5.2.12, no caso particular n = 1.

Dado que L nio depende explicitamente de t entio k = n = 0 e portanto verifica-se (ii8). Como int§) =
Q =R entio (A) verifica-se pela defini¢do de T'(Z).

Para cada (t,z) € [0,1] x Q a fungio v — I+ v? é localmente lipschitziana em int (dom L (¢,z,-)) = R
(ver Proposigio 2.16.27), e pela Proposicio 2.14.13, a fungdo x — sin |z| também é localmente lipschitziana em
Q com constante 1. Assim para cada A x B x C C [0,1] x @ x R limitado temos

|L(t1,$1,’l}1)—L(tz,l'g,vz)l - ‘\/14—1)?—\/1+v§—rsin|x1|+rsin|x2|
< }\/1+v%—\/1+v§ + 7 [sin |z1] + sin |zo||
< Kclvr —va| + 1|z — 7o
< (Ko +r)(jor —v2l + |21 — 22| + [t — t2])

(Kc +1)|(t1, z1,01) — (t2, 2, v2)| s
onde K¢ é a constante de Lipschitz da fungdo v — /1 +v2 no conjunto C. Além disso, temos

|Ly (¢, z,v)| = —rcosz| <7 V(t,z,v) €[0,1] x @ xR

||

e portanto verifica-se (B).
Considerando Z =0 vem A (%) =1 e como k =1 = 0 entdo a desigualdade (%) reduz-se a

2rv1+ k2 <1.

Como C = {(0,0)} entdo temos ko = 0 e portanto (*) verifica-se para algum k > ko desde que 2r < 1. Assim,
para qualquer v < 1/2, verificam-se todas as hipdteses do Teorema 5.3.3 e portanto conclui-se que existe solugdo.
Isto é melhor do que obtivemos aplicando o Teorema 5.2.8.

9Teorema do Valor Médio (de Lagrange) Scja f : [a,b] — R uma fungio continua. Se f é derivdvel em (a,b) entdo existe

¢ € (a,b) tal que
MRRICES(C)

Demonstragao:
Ver [30], pdg. 213.
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5.4 Anexos

5.4.1 Subgradientes proximais

Definicao 5.4.1 Seja C um subconjunto fechado e ndo-vazio de R™ e seja x um ponto de R™. A distdncia de
z a C é dada por

de(r)=inf{jlz-c|: € C}.

Proposicao 5.4.2 Seja C um subconjunto fechado e nio-vazio de R"™ e seja x um ponto de R™ nio pertencente
a C. Entao existe pelo menos um ponto ¢ em C que é o ponto, em C, mais prézimo de z, isto é, tal que

de (z) = |z — ¢,
ou, que é o mesmo, tal que
lz—C|>]z—¢c VeC. (5.35)

Demonstracao:
Como o infimo de um conjunto de numeros reais é o limite de uma sucessdo de elementos desse conjunto,

temos

dc (z) = lim |z — ¢y,

onde (c,) é uma sucessio conveniente de pontos de C.
Da desigualdade

len| < |z —cnl + |2

resulta que a sucessdo (c,) é limitada, pois é limitada a sucessdo (|z — c,|), por ser convegente, e |z| é um
mimero real fixado. Assim, passando se necessdrio a uma subsucessdo, podemos afirmar que existe ¢ € R™ tal
que

im ¢, =c¢
n—oo

e como C é fechado temos mesmo ¢ € C. Além disso,
de(z)= lim |z —¢pl =z —¢,
n—o0oQ
o que completa a demonstracao.ll

Assim, se ¢ é o ponto mais préximo em C de z, a bola aberta de raio |z — ¢| e centro em z néo contém
pontos de C e ¢ pertence a fronteira.
Podemos reescrever (5.35) como se segue

(z—Cd,x-Y>{(z—c,xz—c),

bastando para isso elevar ambos os membros da referida desigualdade ao quadrado e expressando essa nova
desigualdade em termos do produto interno. Agora expandindo o produto interno em ambos os membros e
reorganizando os termos obtemos

(w,d—c)<=|d—¢? v'eC

| =

onde w = x — ¢. Ou seja, mostramos assim que

lt—c| >z —c & (w,d—c)< | - c|2 vd eC, (5.36)

[\TI

ondew=2z—c.



204 5. UM METODO INDIRECTO NO CALCULO DAS VARIAGOES

A condicdo (5.36) est4 relacionada com o conceito de hiperplano de suporte. Com efeito, se o membro
direito fosse substituido por 0, entdo (5.36) significaria que para qualquer ponto ¢’ em C, o vector ¢’ — c faria
um 4ngulo de amplitude 7/2 ou mais, com o vector w, isto é, o hiperplano com direc¢do normal w e passando
por ¢ seria um hiperplano de suporte a C em ¢ (todos os pontos de C estariam de um dos lados do hiperplano).
A presenca do termo quadratico modifica esta situagdo. Nem todos os pontos ¢’ de C' estdo necessariamente de
um dos lados do hiperplano, mas quando ¢’ se aproxima de ¢ o que acontece é isto: os pontos de C estéo todos
do mesmo lado de uma hipersuperficie.

Defini¢do 5.4.3 O vector w diz-se perpendicular (externo) ao conjunto C no ponto c.

Definigdo 5.4.4 Um vector normal prozimal (externo) a C em ¢ é um qualquer miltiplo ndo-negativo de
um vector perpendicular a C em c.

Equivalentemente, atendendo a (5.36), temos que

Proposicao 5.4.5 O vector £ é um vector normal prorimal a C no ponto c se e s6 se para algum escalar
positivo o, tivermos

€, -c)<ald-c® vdecC.
Designamos por II¢ (c) o conjunto dos vectores normais proximais ao conjunto C' no ponto c. Nem todo
o ponto ¢ na fronteira de C' admite um vector normal proximal néo-trivial (ou seja, néo-nulo). Isto é o que
acontece, por exemplo, com o conjunto

C’={(:c,y)€]R2:y+]1:lZO}

e o ponto ¢ = (0,0).

No entanto temos a seguinte

Proposigio 5.4.6 Qualquer ponto c na fronteira de C estd arbitrariamente prozimo de um ponto ¢ que admite
um vector proximal normal (néo-trivial).

Demonstragao:
Ver [32], Teorema 3C.4.

Definigio 5.4.7 Seja f : R® — (—00,+00] uma fungdo sci. Um vector £ diz-se um subgradiente proximal
de f em x € dom f se eristem o >0 e § > 0 tais que

f@)-f@+aly—af’>(Ey—2z) Vyecz+6B.

Designamos por 8" f (z) o conjunto de todos os subgradientes proximais de f em x e seré referido como o
subdiferencial proximal.
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Proposigao 5.4.8 Seja f : R* — (—00, +00] uma fungdo sci. O vector £ é um subgradiente prozimal da fungdo
femz e domf see sésel

(‘E) '_1) € Hepif (x, .f (.'L‘)) .

Demonstracao:
Ver [32], Proposicao 4A.3.

Proposigao 5.4.9 Seja f : R — (—o0, +00] uma funcio sci. Se f é diferencidvel ¢ Géteauz em z e com
derivada f'(z) entdo

0" f (=) € {f' (=)}

Demonstragao:
Ver [32], Coroldrio 4A.5.

Proposigio 5.4.10 Seja f : R® — (—o00, +00| uma fungéo sci. Entdo o conjunto
{z eR™:0™f(x) # 0}
€ um subconjunto denso de dom f.

Demonstragao:
Ver [32], Proposicao 3C.6.

Proposicao 5.4.11 Seja U um subconjunto aberto de R", sejam f,g: U — (—o0, +o00| fungées sci finitas em
z* €U, esejaf € 9" (f +g)(z*). Entdo, para cada £ > 0 existem y* e 2* em z* + eB tais que

fy)ef(a")+eB
9(z*) € g(z*) +eB

£€d"f(y")+0"g(2*) +eB.

Demonstragao:
Ver [12], Proposi¢io 1.4.

5.4.2 Um resultado em anilise nao-suave

Proposigao 5.4.12 Seje U um subconjunto aberto de R™ e seja f : U — (=00, +00] uma fungdo sci. Supo-
nhamos que sempre que £ é um subgradiente prozimal de f em x € U, temos € = 0. Entdo f é localmente
constante em U.

Demonstragao:

Seja o um ponto de U onde f & finita (nada h4 a provar se um tal ponto nio existe).
Seja € > 0 tal que zo + ¢B C U e seja ¢ um qualquer outro ponto na bola zg + B.
Comecemos por mostrar que

f (@) 2 f(20).

Esta desigualdade ¢ verdadeira se f (z) = +00. Suponhamos entdo que f () € R.
Suponhamos, com vista a um absurdo, que

f(z) < f (o).

Podemos encontrar uma fungéo g : o + eB — R tal que

10Recordemos que o epigrafico de uma fungio f: R™ — (—o00, 400} ¢ dado por

epi f = {(z,r) €dom f xR: f(z) <r}.
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(a) g é continuamente diferencidvel em zq + ¢B,

(b) g admite um tnico ponto de minimo global em o,

(c) Vg anula-se apenas em g,

(d) g(w) — 400 e |Vg(w)| — +0o0 quando w se aproxima da fronteira da bola zo +¢B,
(€) g(z) —g(wo0) < f(x0) — f ().

Como, por hipétese, f é sci e g é, em particular, contfnua entio, pela Proposigéo 2.17.7, f +g é sci. Assim,
o conjunto

I:={y€zo+eB:(f+g) W) < f(xo)+g(z0)}

é um subconjunto fechado (ver Proposigio 2.17.5) e limitado de R"; ou seja, I' € um subconjunto compacto de
R™ e portanto existe z € I' tal que z é um ponto de mfnimo global para f + g em I', isto &,

(fF+9) () > f(z)+g(z) Vyel.

Daqui resulta que £ = 0 é um subgradiente proximal de f + g em 2. De facto,se v >0étalque z+~4B CT
e 0 > 0 é qualquer, entdo temos

F+9@-(F+9@+oly—2*>0=(0,y—2) Vyez+1B.
Pela Proposicéo 5.4.11, dado § > 0 podemos encontrar pontos u e v em z + 6B tais que

g=0€(2+§)+63,

onde £ é um subgradiente proximal de f em u e E é um subgradiente proximal de g em v. Entdo para cada
i € N, existem pontos u; e v; tais que

- = 1
‘Si + Ei < TL:’

1
lug —zl <=, |vi—zl<~ e
i 1

onde ¢; é um subgradiente proximal de f em u; e ?z ¢ um subgradiente proximal de g em v;.
Por hipétese temos

£, =0 VieN.
Logo, de [€; +Z~ < 1/i resulta que
= 1 _
Ei < ; VZ € N.

Por outro lado, dado que g é continuamente diferencidvel, temos

£, =Vg(v;) VielN
Entao
?i

1
Vg (vi)| = <z Vi e N.

Isto significa que
(Vg (v;)) — 0, quando ¢ — oo.
De |v; — 2| < 1/i para qualquer i € N resulta que

(vi) — 2z, quando i — oo.
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Entao, como g é de classe C!, temos
0= lim Vg(v;) = Vg(2)
e portanto
Vg(z) =0.

Assim, pela hipétese (c), temos

Concluimos ento que
(f+9)(x) 2 (f +9)(2) = (f +9) (z0)
donde
f(x)+g(x) = f(20) + g(20),

o que contraria a hipétese (e) e mostra que f (z) > f (zo).

Para mostrar que se f é finita em x entdo ndo pode ser f(z) > f(zo), podemos seguir um raciocfnio
anilogo ao anterior, supondo que era verdade que f(z) > f (o), mas considerando agora a funcéo f + § onde
g : xo + B — R verifica

(a’) g é continuamente diferencigvel em zq + ¢B,

(b’) g admite um tnico ponto de maximo global em =y,

(¢’) Vg anula-se apenas em zg,

(d’) g(w) — —o0 e |Vg(w)| — +oo quando w se aproxima da fronteira da bola z¢ + ¢B,
(¢) g(z0) —g(z) > f(x) — f (o).

Obtém-se assim, tal como anteriormente, uma contradigdo da qual resulta que f tem um valor constante fp
em todos os pontos da bola xy + £B nos quais é finita.
Para completar a demonstragio, vamos mostrar que f é finita em todos os pontos da bola

[

Suponhamos que néo, isto é, suponhamos que existe um ponto z € zo + (¢/4) B tal que f (z) = +oo.
Seja 6 > 0 tal que

£
5<E.
<1

O ponto (z, fo — 6) € R™ x R néo pertence ao epigrafico de f, o qual ¢ fechado dado que f é sci (e nio-vazio).
Pela Proposicao 5.4.2, existe pelo menos um ponto

(w,r) €epif
que estd o mais préximo possivel de (z, fo — 8), isto &, tal que
(2, fo = 6) = (w,r)| < |(2, fo = ) — (z,y)| V(z,y) € epif.
Como (zg, fo) € epi f entdo, em particular, temos

(2, fo = 8) = (w,7)| < |(z, fo — 6) — (w0, fo)].
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Entao podemos escrever

lz—w| < |(z-w, fo—6-r)|=|(z fo—6) — (w,r)| <|(2, fo— 6) — (2o, fo)]
= I(z"‘anfO_‘S—fO)l=|(Z—$0,——6)|§|z—x0|+|5|<Z+E—E

4~ 2
e portanto

€ €
w—xo|=|w—z+z—xo|§|w~z{+|z—xo|§§+Z<e,

o que significa que
w € xg +eB.
Como (w,r) € epi f, temos que f é finita em w e entdo
f(w) = fo.
Segue daqui que
r=f(w)=fo

Mostramos assim que o ponto (w, f (w)) = (w, fo) é o ponto de epi f mais préximo do ponto (z, fo — §). Em
termos geomeétricos isto significa que
(z—w,—8) =6 (Z‘éw,q)

é um vector proximal normal ao conjunto epi f no ponto (w, f (w)), o que é equivalente a afirmar (ver Proposigéo
5.4.8) que o vector néo nulo (z — w) /6 é um subgradiente proximal de f em w, o que contradiz a hipétese de
se ter £ = 0 sempre que £ é um subgradiente proximal de f nalgum ponto.ll

5.4.3 Um resultado de sc:

Proposigao 5.4.13 Seja f: [0,T] x R* — R, (t,x) — f(t,z), uma funcdo lipschitziana em t uniformemente
para T em qualquer bola fechada, isto é, para cada r > 0 existe K, > 0 tal que

|f(t1,.’l?) - f(t2,$)| <K, |t2 - tll that2 € [OaT] 2 Vz € T'B, (537)

além disso, suponhamos que f é sci em relagdo a z. Fizemos ro € R™. Entdo para cada € > 0 existe
§=6(e,xz0) >0 tal que

|z —zo| < 6= f(t,z)> f(t,xo) —e Vt€[0,T]. (5.38)
Além disso, f é sci em [0,T] x R™.

Demonstragao:
Suponhamos, com vista a um absurdo, que existiam € > 0 e sucessdes (tx) C [0,T] e (zx) C R™ tais que

1
|z — 20| < 7 © f (e, mo) — f (te, Tk) > €.

Como [0, 7] é compacto entéo, passando se necessario a uma subsucessdo, podemos afirmar que existe ¢ € [0, T]
tal que

lim t; = t. (5.39)

k—o00
Além disso, dado que para cada k € N, |z, — x| < %, temos

m zp = 0.
k—oo
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Como existe r > 0 tal que || < 7, Vk € N, e |zg| < r, entéo, por (5.37), existe K, > 0 tal que, para cada
keN,

If (te, k) — f (&) S Krlte —t| e |f (tk,%0) — f (8, %0)| < Kr [tk — 2]
Assim temos

e < f(te, %) — f (teyzi) = (f (trr o) — f (,20)) + f (¢, 0) — f (¢, 2x) + (f (, k) — f (&, k)
< If (tk,.’L‘()) - f(t’ xO)l + f (t,xo) - f (taxk) + ]f (t’xk) - f (tkvxk)l
< 2K, |tk _'tl +f(t»x0) —f(t:mk))

donde se conclui que
f(t,zx) — f (¢, z0) — 2K, [ty —t] < —€. (5.40)

Por outro lado, f é sci em relagéo a z. Entdo como klim Ty = T, temos
— OO
f (8 20) < Iminff (¢, ).
— 00

Daqui e atendendo a (5.39) e a (5.40), resulta que
0= f (t,0) — f (¢, %0) — 2K |t — t| < liminf (f (¢,@x) — f (¢, 20) ~ 2K [t — t]) < —e,

o que contradiz a hipé6tese de € > 0 e prova (5.38).
Agora fixemos (tp, zo) € [0,T] x R™ e mostremos que f & sci em (to, zo), isto é, mostremos que para cada
€ > 0 existe § = 6 (g, zg,%0) > 0 tal que

|t—to|+|-’l¢-—x0| < &= f(t,x) > f (to,x0) — €.

Fixemos entdo € > 0.
Pelo que vimos acima, existe §p > 0 tal que

Iz — 70| < 60 = f(t,z) > f(t,z0) — =, V€ [0,T].

3
Em particular, temos

& = 2ol < 80 = f (t0,%) > f (t0,z0) ~ 5
e portanto,

|z — 20| < 60 = f (to, o) — f (to,) < -g

Por outro lado, como f é lipschitziana em relagdo a ¢ uniformemente para z em qualquer bola fechada, existe
K > 0 tal que

|f (t,z) — f (to,z)] < K |t —to] Vt€[0,T], Vz € zo+b0B.
Entdo se |t — to| < €/2K e |z — xo| < b, temos
f(thl'O) - f(t,IL') = f(to,.’l:o) - f(tOuI) + f(to,r) - f(t»x) < f(to,:l)o) - f(t(),:r) + |f(t0,:l,‘) - f(t’z)l

< f(to,mo) — f (to,z) + K |t — to| <%+K-—€—

= 9K~ ©

donde
f(t,.’L‘) > f(t(),l‘()) - &,

o que mostra o pretendido.ll
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5.4.4 O Principio do Mdximo

Suponhamos que o estado Z e o controlo @ resolvem o problema de controlo 6ptimo

T
min {f(z(T))—i—/O F(t,x(t),u(t))dt} (Pe)

u(t)eU(t) g, z'(t)=o(tz(t),u(t)) as, =z(0)€Co z(T)eC,
supondo que se verificam as seguintes hip6teses bdsicas:

(a) A multifuncéo U aplica [0, T'] nos subconjuntos néo-vazios de R™ e o controlo u é uma selec¢io mensurével
para U; o gréfico de U, Graf (U), & L x B,,-mensurdvel.

(b) O estado é uma fungdo z : [0,T] — R™ absolutamente continua e diz-se uma trajectdria (associada ao
controlo u). As trajectérias que pertencem a Q := {(t,y) : 0 <t < T,y € Z (t) + ¢B}, para algum ¢ > 0,
dizem-se admisstveis.

(c) A fungéio ¢: [0,T] x R* x R™ — R™ ¢ tal que, para cada z € R™, a funciio ¢ (-, z,-) é L X Bp,-mensurdvel
e tal que existe uma funcéo k : Graf (U) — R £ x Bp,-mensuravel, tal que, para cada (t,u) € Graf (U),
a funcdo ¢ (t,-,u) é lipschitziana em Q; := {y € R™: y € Z (t) + B}, para algum ¢ > 0, com constante
k(t,u).

(d) Os conjuntos Cy e C; sdo fechados.

(e) A funcdo f:R™ — R é localmente lipschitziana.

(f) A funcdo F': [0,T] x R* x R™ — R verifica as mesmas condigdes que a fungdo ¢ (ver (c)).

Consideremos a fungdo Hy : [0,T] x R™ x R” x R™ x R — R definida por
Hy (t,x,p,u,A) := (p, o (t,z,u)) — AF (t,z,u).

Temos o seguinte resultado.

Teorema 5.4.14 (Principio do Mdximo) Suponhamos que se verificam as hipteses bdsicas, (Z,%) resolve o
problema (P¢) e que a fung¢do t — k(t,4(t)) é integrdvel. Entdo existem um escalar )\ iqual a 0 ou 1 e uma
fungdo absolutamente continua p tais que:

(i) a fungdo p verifica a "equagdo adjunta”

—p' (t) € 8 Hy (t,Z(t) ,p(t),5(t),N) gs;
(%) a funcdo 4 maximiza Hy: -
max {Hp (t,Z (t),p(t),u,A) :u € U (D)} = Hp (1, 2(t) ,p(t),2(t),\) gs;
(#i) para algum & € Of (Z (T)), verificam-se as seguintes condi¢oes de transversalidade
p(0) € Ng, (2(0)), — A —p(T) € N, (Z(T));
(iv) max {|[p(¢)|: t € [0,T]} + |A| > 0.

Demonstracgao:
Ver [13], Teorema 5.2.1.
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5.4.5 Uma condigao de Lipschitz

Teorema 5.4.15 Seja L : [0,T] x R® x R* — R uma fungdo lipschitziana com respeito & primeira varidvel.
Suponhamos ainda que existem constantes ndo-negativas k e 1 tais que

|Ls (s, z,€)| < &|L(s,z,€)| +m, (5.41)

para qualguer (z,£) € R™ x R™ e para quase todo s € [0,T]. Seja x € WH1([0,T],R"™) e suponhamos que a
fungdo t — L(t,z(t),x’' (t)) € L' ([0,T],R). Entdo existe ko € L* ([0,T],R) tal que

L (s2,2 (t), 2" (£)) — L (s1,z (£) , 2" (£))] < ko (t) [s2 — s},
para quaisquer t, sy, sz € [0,T).
Demonstragao:
Fixemos quaisquer t;, t2 € [0,T] e z,£ € R™.
Consideremos a fungao definida por
g0 =Lt + M,2,6) = L(t1,2,6), A€[0,1]
onde
d=1ty —t;.
A funcéo
t— L(t,z,8)=:p(t), te[0,T]
é, por hipétese, lipschitziana. Entao existe M > 0 tal que
|L(t,z,&) -~ L' z,&)| <Mt —¢t"|, Vvt t'el0T).
Portanto, dado que
t1+Ad€[0,T], vxe[0,1],
podemos escrever

|L(t1 + dad,z,€) — L(t1 + Mid, z,§)] < M|ty + dod — t1 — Aid]
M |ad — Md|
= M|dl|Ad2— M| VA1, €][0,1]

[|IL(t1 + Aad, 2,8) — L (t1,2,6)] — |L (t1 + Mid, z,€) — L (t1, z,€)||

S IL(tl + )\2(1,1’,5) - L(tl)w7£) - L(tl + )\1d,$,£) +L(t1,$,£)|
= |L(t1+ Aed,z,£) — L(t1 + Mid, z,§)]|
< Mldl |A2 - /\1| VA1, Ao € [0, 1],

0 que mostra que as fungoes

A— L(t;+ M, z, &) = h(N), Ae[01]

/\-—>|L(t1+)\d,x,§)—L(t1,x,£)|=g()\), /\6[011]
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sio também lipschitzianas. Em particular sdo absolutamente continuas. Podemos entdo afirmar que ¢/, Weg
existem quase sempre (a primeira em [0, T] e as duas iltimas em [0,1]), pelo que para quase todo A € [0,1],
temos

¢ ) = 2 1L (04 02,6~ L,2,6)| = g5 Iot +7d) = p ()] = E1d) | (1 + M)
Por outro lado, como
Ly (t1 + M, z,8) =p' (t1 + Ad),
por (5.41), para quase todo X € [0, 1], vale
lp' (t1 + Md)| < £|L (81 + Ad,z,8)| + 1

e portanto
d ) < g W =1dl|p (1 +2d)| < |d] (k|L (1 + M, ,€)] + 1)
= |d| (K'L(tl + }\d”E,f) - L(t17$7€) + L(tl)$,§)| +77)
< (5 |L(t1 + M, 2,8) — L(t1, 2, )| + £ |L (&1, 7,6 + 1)

|d| (kg (A) + & |L (t1,,8)| +m),

para quase todo A € [0, 1].
Uma vez que g é absolutamente contfnua, pela Proposicdo 2.14.10, para qualquer A € [0,1] tem-se

A
g(%) 9 (0) =/0 J (r)dr,

Mas
g(O)=|L(t1+0d,$,€)—L(t1,.’L‘,£)l=O
e
¢ () < |d (kg (V) + &L (t1,2,6)] +7) as em [0,1].
Entao
A A
g = g(A)—g(O)=/ g'(r)drs/ 1d] (kg (7) + KL (b1, 2, €)| + ) dr
0 0
A A
- / 1d] kg (7) dr + / (d) (x|L (82, 3, )] + ) dr
0 0
A 1
< / d] kg (7) dr + / (d] (k1L (b1, 2,6)] +m) dr
A
- /0|dlf€g(T)dT+IdI(KIL(tl,w,é)I+n),
pelo que

A
g()\)S‘d](n|L(t1,x,§)|+n)+|d|fc%] g(r)dr Viel0,1].

Assim, aplicando a desigualdade de Gronwall 11 com

Cri=d| (k|L(t1,2,8)| +m) e Cp:=Id|«

1 Geja u: [0, T] — R uma fun¢do continua ¢ nio-negativa. Suponhamos que Cy > 0 e Cz > 0 sdo tais que

t
u(t) SC1+Cz/ u(s)ds VE€[0,T].
1]
Entao
u(t) < Cre®2t vte[0,T].
(Ver [35], pdg. 169.)



5.4. ANEXOS 213

obtemos

|d| (k| L (t1,2,€)| + ) el = [ty — t1| (5 |L (t1,z,€)| +n) el2~trlx
|t2_t1|("€|L(tl>x1€)|+n)eTn V)\E [0’ 1]

g(A)

INIA

e portanto
L (t2,%,€) — L (t1,2,6)| = |L(t1 + d,2,8) = L(t1,2,6)| = g (1) < |t2 — ta| (k| L (t1, 2, )| +m) ™. (5.42)
Fazendo, em (5.42), t; =t e ¢t = s; obtemos

L (s1,2,€) = L(t, 2,6 < |s1 — t| (5 |L (¢, 7,€)| +m) €™,

donde
IL(SI,va)I = |L(Sl,1',£)—L(t,$,€)+L(t,$,£)| S |L(81,IL‘,€)—L(t,$,€)|+|L(t,$,£)|
< si—tl (<L, 8) +n)e™ + |L (¢, 2,8)|
< Te™ (k|L(t,z,8)|+n) +|L(t =,¢)|
e portanto

L (s1,2,6)| < |L (¢, 2,8)| +Te™ (x|L(¢,2,6)| +m). (5.43)
Fazendo agora, em (5.42), t; = s; e ty = sz obtemos

|L (327'7:76) - L(Slwxaf)l < ISQ - 51‘ (K: |L(t1,l‘,£)l + 7’) eTn'
Assim, por (5.43), resulta que

L (s2,2,6) = L(s1,2,6)] < |s2—s1|(k|L(t1,3,8)| +m)e"™

< sz —sie™ [k (L (t,2,6)| + Te™ (s|L (t,2,6)| +n) +1]

= sy —s5|eT" [n (|L(t,:c,§)| + TeT*k |L(t,x,¢)]| +TeT”7]) +'r}]
|s2 — s1| €™ [k|L(t,2,8)| (1+ TeT k) +n (1 + sTe™™)]

|s2 — s1| (keT*|L (¢, 2,€)| (1 + TeT k) +ne™ (1 + kTeT*)),

Il

isto &,
|L (s2,%,8) — L(s1,2,8)| < [s2 = s1](Co|L (¢, x,€)| + C1), (5.44)
onde
Co = ke™™ (1 + TeT"/i) e Cp:=nel* (1+ KTET'{) .

Finalmente, por hipétese, a funcio ¢ — L (t,z (t),z’ (t)) pertence a L' ([0,T],R). Logo também pertence a
L' ([0,T),R) a fungdo

k() (t) = Co IL (t,.l‘ (t) ,.12/ (t))l + C1,

o que completa a demonstragio.l

5.4.6 Um resultado em optimizagao nao-suave

Vamos finalmente deduzir a condi¢do necessdria utilizada na demonstragdo do Teorema 5.2.8. As hipéteses
em L sdo as da Secgiio 5.3 excepto a primeira, ou seja, aqui ndo exigimos que L seja ndo-negativa (as hip6teses
reduzem-se, portanto, as da Sec¢io 5.2 quando L é auténomo). Em resumo, supomos que:

(i) R CR" e C C R™ x R” sdo conjuntos fechados e K C R™ & um cone convexo fechado;
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(i) a fungéo L: [0,T] x Q x R® — (—00,400| & sci em (z,v) e é tal que:

(ii1) para cada (t,z) € [0,7] x  a fungdo v — L(¢,z,v) é convexa e tem como dominio um conjunto
aberto convexo nao-vazio;

(i2) paraz € Nt € [0,T] e v € dom L (t,z,-) fixados, a fungdo s — L (s, z,v) ¢ lipschitziana em [0, T7;

ii3) existem constantes nio-negativas k e 77 (ndo dependentes de (¢, z,v)) tais que
q
|Ls (s,,v)| < &|L(s,z,v)| +n;

(ii4) para cada t € [0, 7] a fungdo (z,v) — L (t,z,v) é limitada inferiormente nos subconjuntos A x B de
Q x R™ com A limitado;

(iii) pelo menos um dos seguintes conjuntos é compacto
C; := {z € R" : para algum y € R", (z,y) € C}
Cy:= {y € R": para algum z € R*, (z,y) € C};

(iv) existe pelo menos uma funcdo lipschitziana Z admissivel para o problema (P) e tal que A (Z) é finito.

Suponhamos que z é uma fungio absolutamente contfnua verificando as restrigdes de (P):
(z(0),z(T))eC, =z(t)eQ Vtel0,T], 2'(t)e K gs

e tal que A(z) € R.
Seja 8 uma funcdo de Nagumo e, para constantes r > O e o > 0, seja f uma fungéo definida em ACy ({0, T),R™)
por

(@)= A(x)+rhg (z) + 0 Ao (z) — Ao (2)]*.
Entao temos o seguinte

Teorema 5.4.16 Suponhamos que para cada fungdo x admisstvel para (P) temos f(z) > f(z), sempre que
Ao () estd suficientemente prozimo de Ag (z). Entdo existem uma constante ¢, uma fungdo integrdvel e uma
fungcdo mensurdvel p tais que

E@) € B L(t,2(t),2' (t) gs
p(t) € 0,L(t,2(t),2' (1)) g5

L(t,Z(t),z'(t))-(Z'(t),p(t))Jr?“’(!Z’(t)l)—7‘IZ’(15)|9'(|2’(75)I):ch/0 §(r)dr  gs. (5.45)

Se além disso temos n = 1, (x)' verifica-se para algum k e verificam-se as hipéteses (A) e (B) (definidas na
Secgio 5.8.4), entdo z é continuamente diferencidvel.

Demonstracao:
Fixemos 0 < g9 < 1. Seja u uma qualquer fungio mensurdvel definida em [0, T] com valores em [—&g, &o| €

tal que
T
/ u(t)dt =0.
0

Usamos u para definir uma transformagdo invertivel de [0, 7] em si préprio:

t=71+ /OT u(s)ds. (5.46)



5.4. ANEXOS 215

De facto, pela Proposi¢éo 2.14.11, a funcdo ¢ : [0, T] — [0,T] dada por

e (1) :=T+/0Tu(s)ds

é absolutamente contfnua e ¢’ (1) = 1 + u () gs. Como, para qualquer 7 € [0,T], u(7) € [—¢eo,€0) C (-1,1)
entdo ¢’ (1) = 14+u (1) > 0 gs e portanto, pela Proposicéo 2.14.16, ¢ é crescente em [0, T'] o que, pela Proposicéo
2.14.19, implica que existe ¢!, é absolutamente continua em [0, T] e para quase todo t € [0, 7] tem-se

() O =7 >0

Isto, por uma reparametrizacio, conduz a uma nova fungiio z absolutamente contfnua (ver Proposigdes
2.14.16 e 2.14.14):

z(t) =2 (p7 () = 2(7),
onde 7 e t estdo relacionados como em (5.46).
Obtemos

dr

Q==L I Ly O
dr

T l4u(r)

Entédo, dado que K é um cone, 2/ (1) € K gsem [0,T] e 1/ (1 +u (7)) > 0 V7 € [0,T], vem z’ (t) € K gs. Além
disso, z satisfaz também as outras restri¢ées de (P), pois (z (0),z(T)) = (2(0),2(T)) € C e como z(7) € Q
V7 € [0,T)] entdo também z (t) € Q Vt € [0,T).

Temos

Ao (z) := /0T0(|x' )]) dt = /OTa (%%’l—)) (1+u(r))dr.

Para qualquer € > 0 dado existe, para quase todo 7, um niimero positivo v (7) tal que se |u{7)| < v(7) entéo
a iltima funcéo integranda acima pertence & bola aberta 8 (|2’ (7)|) + eB. De facto, para qualquer 7 fixado tal

que 2’ (7) exista, a fungdo g : [—¢g, 9] — R definida por
2 (T
g-(s) =0 (I—l-i—zl) (1+5s)

é contfnua. Em particular é continua em s = 0, isto é, para cada ¢ > 0 fixado existe § = 6 (7,¢) > 0 tal que
[s—0l<é = |g-(s)—9-(0)] <e

- lo (M) (1+5) - 6(1 (D)

< E.
1+s ¢

Fixemos € > 0 e seja § = § (7,£) > 0 como acima. Assim, se u(7) é tal que |u(7)| < §, vem

o (05 ) @+t -0 )| <

como se queria.
Limitaremos a escolha de u desta maneira. A func¢do y pode ser tomada mensurédvel e também tal que

z' (t) € int (dom L (¢,z (t),-)) as.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que v < g.
Para e suficientemente pequeno, temos Ag () suficientemente préximo de Ag (2). De facto, para ¢ suficien-
temente pequeno existe v (7) tal que se |u(7)| < v () entéo

o (2 ) a e -o02 o] <e,
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o que implica

0( A )(1+u<f>>~o(|z'<f>|) dr

eT = /OTedT>/OT T+u()
/OT (o (1—'1(77()1—)) (1+u(r)—8(7 (T)|)) dr

/oT” (TII‘%> (L+uir)dr - /OTW (7)) dr

= |Ag(z) — Ao (2)|-

Assim, por hipétese, para ¢ suficientemente pequeno obtemos f (z) > f (z). Fixemos um tal .
Vamos traduzir isto em termos de um problema de controlo 6ptimo de estado (s,y) € R? e dindmica

Fe1ru0, Foo(EU ) auw).

dt d \1+u(?)

v

O controlo u est4 sujeito 4 restrigao |u (t)| < v (t), e as condigdes de fronteira sdo s (0) =0, s(T) =T, y (0) = 0.
Ou seja, vamos considerar o problema de minimizagio do funcional integral

~ T -~
I((s,y),u) ==f(S(T),y(T))+/0 L(t,(s(t),y(t),u(t)dt
sujeito a

v eU®) g, (5'®),¥ (@) =0@E(®),y(®),u) as, (s(0),y(0)eCo (s(T),y(T))€Cy,

onde
(a) a fungdo f:R?2 >R édada por f(s,y) =0ly—Ag (z)}z;
(b) a fungdo integranda L : [0,T] x R x R — (— o0, +00] & dada por

L(t (s,y),u):=L (S,z(t), f,iti) (1+u)+r0 (llf;ﬁil) (1+u);

(c) a fungdo ¢: [0,T] x R? x R — R? & dada por
st )= (1+0 () 0+ w))

(d) a multifuncdo U : [0,T] — R é dada por U (t) := [ (t), 7 (t)];

e

(e) Co:={0} xReCy :=R2

O nosso objectivo é aplicar as condigbes necessérias dadas no Teorema 5.2.1 de [13], cujas hip6teses vamos
verificar.

Comecemos por mostrar que o estado (s,y) € R? cuja dinamica & dada por
ds dy 9( |2 (£)]

o &
@ - 1ted, 1+u(f)

)+ u)
é uma func@o absolutamente continua. Como u é mensurdvel e
T T
/ 11+ u(t)|dt 5/ (14+e)dt<2T R
0 0
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entdo, pela Proposigao 2.14.11, a funcéo s : [0,7] — R dada por

t
s(t) ::/O A +u(r))dr

é absolutamente continua.
A fungio t — |2/ (t)| /(1 +u(t)) é mensurdvel, por ser o quociente de duas funcGes mensurdveis (ver
Proposigio 2.7.12) e portanto, pelas Proposicoes 2.7.15 e 2.7.12, a funcéo

12 (1)
t‘*"(1+u(t)> 1+ ()

é mensurdvel. Além disso, para ¢ suficientemente pequeno, temos

T T ZI T
| e an-aes [ 0(' (©) )<1+u(t>>dts/0 @17 @) + ) dt

1+ u(t)

e como z € ACy entao

T
/0 6(|2 (t))dt eR

e portanto também

/0T9 (1Iiz(f)(L)) (1+u(t)dteR.

Assim, pela Proposi¢ao 2.14.11, a fungdo y : [0,7] — R dada por
i /
v = [ o(LEI5) avumar
0

1+ u(r)

é absolutamente continua.
Mostremos agora que o controlo # = 0 e o estado correspondente

s()=t, §(t)= /0 6(12' (r)) dr,

resolvem o problema de minimiza¢io descrito acima. Fixados um qualquer controlo mensurdvel u € U (t) e
estado (s,y) correspondente, isto &, cuja dinamica é dada por

ds dy |2 (t)]
Brtum, @ =e(1+u(t))(1+u(t>>,

temos

T~
I((sy9)u) = Uly(T)—Ae(z)|2+/0 L (s(r),y(r) ,u () dr
2
12 (7)

/OT ? <Tum> (1+u(r) dr — A (2)

+/OT (L (T+/01u(s)ds,z(7),%> 7o (1'1—5;()7'—)» (1+u(r) dr.

Fazendo a mudanca de varidvel

= o

+

t:T+/Tu(s)ds

0
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em ambos os integrais e recordando que assim obtemos uma fungéo absolutamente continua z (t) = z (1) e tal
que

ron 2 (1)
r (t)—m,

entdo a ultima expressao é igual a

o

T 2 T
/ 6(12’ (1)) dt — Ao ()| + / (L (2 (t) 2/ (£) + 70 (|2 (1)) dit
0 0

o |Ag () — Ao (2)]> + A (z) + TAg (z) = f (x)
f(2) = |Ag (2) — Ao (2)° + A(2) +TAg (2)

2 T
7 |Ag (2) — Mg ()] +/0 (Lt 2 (1), (1)) + 70 (12 (¢)])) dt

IN

T~
= aw(T)—Ao(z>|2+/0 L¢,G®),50),a0)d=1(7),5).

A desigualdade f (z) < f (2) resulta da escolha de ¢ feita atras.
A funcéo f é localmente lipschitziana em R2. De facto, para qualquer compacto A C R? e quaisquer
(81,91), (s2,92) € A, temos

Flozwm) = Ferw)| = olwe=20@F ~ i — Ao ()

a|(y2 — Ao (2) —y1+ Ao (2)) (y2 — Ao (2) + 11 — Ag (2))]
o |(y2 — y1) (y2 + y1 — 204 (2))|

o (Jy2l + lyal + 2|Ae (2)]) ly2 — w1l

7 (2Ka +2|A0 (2)]) ly2 — 31

o ((2Ka +2|Ag (2)])) [(s2,32) — (s1,31)I,

IAIA A

pois, dado que A é compacto, existe K4 > 0 tal que |(s,y)| < K4 ¥ (s,y) € A e considerando em R? a norma

da soma (isto &, |(s,¥)| = |s] + |yl, Y (s,y) € R?) vem |y| < K4 V(s,y) € A. O que mostra que f & localmente
lipschitziana em R? com constante

Kr:=0((2Ka+2|As (2))) > 0.

Para cada (s,y) € R? a fungdo (t,u) — L(t,(s,y),u) é £ x B-mensurdvel. De facto, como a funcéo L é
L x By,-mensurével (ver Secgdo 5.3) e a fungao (t,u) — (s,2(t), zl—’.((_%) é L x B-mensurdvel entio também a
funcao

(t,u) = L (s,z(t) 2 (1) ) (1+w)

14w

FAOR P -~
.| ¢ LxB

é £ x B-mensurdvel (ver Proposigdes 2.7.24 e 2.7.12); por outro lado, como a funcio (t,u) —
-mensurédvel (ver Proposicdo 2.7.10) entdo, pelas Proposigoes 2.7.15 e 2.7.12, a funcdo

(t,u) — rf (M> 1+u)

1+u

é £ x B-mensurdvel. Assim, pela Proposicéo 2.7.12, a funcdo (t,u) — L (t,(s,y) ,u) é £ x B-mensurével,
Agora fixemos (t,u) € Graf (U) e mostremos que a fungéo L (¢,-,u) é lipschitziana em

Q= {(s,y) e R?: (s,y) € (5(t), 5 (t)) + 6B} = (5(t), ¥ (t)) + 6B, para algum § > 0
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com constante k : Graf (U) — R £ x B-mensuravel e tal que t — k (¢,%(t)) = k(t,0) =: ko (t) é uma funcgio
integravel.
Temos

Graf (U) : ={tuw)e0,T|xR:uecU(t)}={(tu)€[0,T]|xR:ue[—y(),y®)]}
= Y B X @, )
entdo dizer que (t,u) € Graf (U) significa que t € [0,T] e u € [—y (), (£)]-
Fixemos também algum 6 > 0 e (s1,y1), (s2, y2) € . Temos
L)) =L ] = [0 (s20, 72 ) 040 -2 (520,28 ) 1 +u)
_ lL (sz,z(t) '(t)) ( o, 2(t), > (t))‘ H+u.  (547)

z t
14+u

Entao para mostar o que queremos, basta mostar que a funcio L ( z(t), ) ¢ lipschitziana em 5 (t) + 6B
(=t + 6B) com constante k (¢,u), como acima.

Como estamos a supor que v é tal que
z'(t) € int(dom L(t,z(t),')) qs

entéo podemos aplicar o Teorema 2.14.8. Seguindo a sua demonstragio até (5.44) concluimos que L (-, z (t) , 2’ (t))
¢ lipschitziana em [0, 7] com constante

-~
~

E(t,u):=C|L(tz(t),2 (1) +6= C~'|L (t z(t), llf))‘ +C,

L x B-mensurdvel, onde

C:=ke™ (1+Te™ k) e E‘ :=nel® (1+ xTe™™).

Ou seja, mostramos que

|L <32,z(t), 12’42) - L (sl,z(t) : lz—l_-ﬁ%)

e em particular para qualquer s;,82 € 5(t) + 6B =t + 6B. O que, por (5.47) e por u € [—&p,€0) C (—1,1),
implica

<E(t,u)|sg — 51| Vs1,s2 €[0,T)]

L (10,0 =Lt (2,00) w)| < [+l k(Gw)lsr — s
< 2k (t,u)|sp — s1f
< 2k (tu)|(s2,52) — (s, u1)] Y (s, 31), (s2,52) € R

e mostra que L (t,-,u) é lipschitziana em ; com constante

k(t,u) :=2k(t,u) =2C |L (t,z(t) AURI P
y = 1) - ) ’ 1 + u
L x B-mensurdvel.
Além disso, quando u = @ = 0 a funcio t — L(t,Z (t),z’ (t)) = L(t,2(t), 2 (t)) pertence a L ([0,T],R)
(por hip6tese). Logo também pertence a L! ([0,7],R) a funcio

ko (t) == & (t,0) = 20 |L (t, 2 (£) , # (£))| + 2C.
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Mostremos agora que a funcdo ¢ verifica as mesmas condigoes que a fungao L. Por conseguinte fixemos
(s,y) € R? e mostremos que a fungdo (t,u) — ¢ (t,(s,v),u) é £ x B-mensurdvel. Vimos acima que a funcao

(t,u) > ré (Ji—_&ﬂ> (1 + u) & L x B-mensurdvel e como também o é a fungéo (¢,u) — 1+u entéo, pela Proposicao

2.7.25, a funcdo (t,u) — ¢ (t,(s,y),u) é L x B-mensurdvel. Agora fixemos (t,u) € Graf (U) e mostremos que
a funcdo ¢ (t,-,u) & lipschitziana em §; com constante k (a mesma que para a funcéo E) Como a fungdo ¢ néo
depende de (s,y) entdo a funcio ¢ (t,-,u) é lipschitziana em €, com qualquer constante k > 0, e em particular
para a constante de Lipschitz encontrada para a funcao L. Além disso temos

F@®),7 @) =000 W) =06t GE1),5(),0) as
Como v é mensuravel entdo, pelas Proposiges 2.23.14 e 2.23.13, a multifungio U : [0,T] — R definida por
Ut):=[-v@#),y@®)|={zeR:z<y@)}n{zeR: -z <~v()}

é mensurével e portanto, pela Proposicdo 2.23.11, Graf (U) é L x B-mensurdvel. Por outro lado, a fungio
% (t) = 0 é mensurdvel e @ (t) € U (t) V¢ € [0,T), entdo @ é uma seleccdo mensurével para U.
Quanto aos conjuntos fechados Cp e C; temos

(5(0),3(0) =(0,00€ Co e (5(T),5(T))=(T,As(2)) € Cr-

Entdo podemos aplicar o Teorema 5.2.1 de [13] e concluir que existem um escalar Ag igual a 0 ou 1 e uma
funcdo absolutamente continua (A1, A2), tais que

— (A1 (8), 22 (1) € Opa,yy) Hp (8, (5 (), 5 (1)), (A1 (£), A2 (8)), & (2) , Ao) g, (5.48)
onde Hp : [0,T] x R x R? x R x R — R ¢ dada por

HP (t7 (S,y) y ()‘17 A2) y Uy )‘0) = (()‘11 ’\2) ,¢(ta (Sa y) 7u)> - ’\05 (tv (S, y) yu) .
Ou seja, para qualquer (¢, (s,y), (A1, A2) ,u, Ao) € [0,T] x R? x R? x R x R tem-se

HP (tv (37 y) ) (Al, AZ) s Uy )‘0)

- A1(1+u)+A2e(%§)(1+u)—A0L(s,z(t),lzlfi)(uu) Aore(‘ ()l)(1+u)

Entéo, pelas Proposigées 2.21.17 e 2.21.186,

O(s,y) Hp (5,9}, (A1, A2) ,u, ho) = 8(s,y) ( XL (s z(t), 1l_§t)> (1 +u)>

,(t
—/\0(9(‘g y)L S8, 2 (t l+u (1 +u

) ) x {0}.

1N

—Ao0sL (

Assim (5.48) é equivalente a
— (AL (8), 25 (1) € =ML (¢, 2(t), 2" () x {0} as,
0 que mostra que, para quase todo t € [0, 77,
M () € B L(E,2(2),2' (8) e Ay(t) =0, (5.49)

mas como A é continua temos mesmo X, (t) =0Vt € [0,T).
Temos também as condigdes de transversalidade

(M1(0), 22 (0)) € Ne, (5(0),5(0)) (5.50)
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=20 (€1:€2) — (M (T), 22 (T)) € Ne, (3(T),5(T)), (5.51)
para algum (§;,€,) € 0f (5(T),5(T)).

Como C; = {0} x R & convexo entdo 2

Ne, (5(0),5(0)

Ne, (0,0) = {(a,b) € R?: {(a,b),(0,0) — (c1,¢2)) > 0 VY (c1,c2) € Co}
{(a,b) € R? : bc; < 0 Yz € R} = Rx {0}

It

e (5.50) implica
22 (0) =0,
Assim, como Ay (t) =0Vt € [0,T] e X2 (0) = 0 vem )2 = 0.

Para ver o que significa (5.51) comecemos por determinar df (s,y). Como, pelas Proposigdes 2.21.3, 2.21.13
e 2.21.10, respectivamente, temos

B # 8a3)] (5,9) = Ba) (ly = Ao () € {0} x 8, (o ly = Ao (2)*) = {0} x {20 (y — Ao (2))}
entdo
0f (3(T),5(T)) = {(0,0)}
e portanto (5.51) reduz-se a
— (M (T), 22 (T)) € Ne, (T, Ao (2)) .
Como C; = R? entdo
N, (s(T),y(T)) = {(0,0)},
o que implica
M(T)=0 e X (T)=0. (5.52)
Suponhamos agora que Ag = 0. Por (iv) do referido teorema temos

t = =
0.< manx 00 (). %2 ()] + ol = max [(01(8),0)] = max | 8]

0 que mostra que A, nio pode ser a fun¢do nula. Mas se Ag = 0 resulta que A} () = 0 gs (ver (5.49)) e como )\,

é continua entdo ] (t) = 0 Vt € [0, T); por (5.52), A; (T") = 0 entéo também \; = 0, 0 que ndo pode acontecer.
Portanto Ag = 1. Segue, por (5.49), que

M) €L z(t),Z () as.

Como X; € AC([0,T],R) = W1 ([0,T],R) entdo A} € L' ([0,7],R) e portanto 8;L (t, 2 (t), 2’ (t)) tem uma
seleccdo integrdvel (a prépria fungao A;). Defina-se ¢ : [0,T] — R por

£(8) =M () as.

12Representamos por Ng, (5(0),5(0)) o cone dos vectores normais a Co em (3(0), (0)) (no sentido de Clarke).

Se C é convexo N¢ (z) coincide com o cone das noriuais no sentido da andlise convexa, isto 6, £ € R® é normal a C em = se
&r—¢c)>0 VYceC.

Demonstragio:
Ver {13], Proposicao 2.4.4.
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Pela Proposicao 2.14.10, temos

t t
Al(t)=/\1(0)+/0 /\'1(T)d7'=c-+—/0 E(r)dr

para c := 0. Encontrdmos assim uma constante real ¢ e uma fun¢éo integrével £ como no enunciado do Teorema
5.4.16.

Além disso, pelo Teorema 5.2.1 de [13], a fun¢do %@ maximiza Hp, gs, isto &,

Hp(t,(3(t),5(8), (M (8),0),u,1) = Hy (£,(5(2),§ (), (M (8),0),2(2), 1) g,

max
—y(t)Su(t)

0 que é equivalente a

{,\1 (t)(1+u)~—L<t,z(t), z'(t)) (1+u)—r0 (E@H) (1+u)}

max
=v(t)<ugy(t) 1+u 1+u
= M) -L(tz01),2@)-r8( @) as
Como, para quase todo t € [0,T] a fungdo u — Ay (t) (1 + ) é afim e, pelo Lema 3.4.1, as fungdes

u—»L(t,z(t), z'(t))(1+u) e u—>0(m) (1+u)

1+u 1+u
830 convexas entdo também o é a funcéo
u— —Hp ((¢,(5(t),5(8), (M (1),0),4,1)).
Portanto, pela Proposicao 2.16.27, esta fungéo é lipschitziana no interior do seu domfnio e como
u =0 € int (dom H,, (¢, (3(t) , 7 (t)), (M (¢),0),-,1))

(ver Lema 3.4.1) entdo H, é lipschitziana nalguma vizinhanga de 4. Portanto dizer que @ maximiza Hp gs
implica, pela Proposigio 2.21.18, que 0 pertence gs ao seu subgradiente generalizado em 4. Temos

OuHy, ((,(3(2),5(8)), (M (£),0),u,1))
= O, (Al ®Q+u)-L (t,z(t) z (t)> (14+wu)—ro (%) (1+u)>

"14u

SR (t,zm , T%) (1+3)) - ro. (0 ('f%‘) a +u))

(ver Proposigdes 2.21.17 e 2.21.10). Além disso, pelo Lema 3.4.1,

(2 (60, 22 o) = £(ee0. 205 - (205 0 1500, 242))
L(t,z(t),2' (1) = (' (¢),8,L(t, 2(t) , 2" ()))

N

17 (1) SN (120 2@, (12
6“("(1+a(t>)(”“(t”) = ”’(Hﬂ(t)) Tra@’ (1+a<t>)
= (7 @) —r |2 @)1 (2 O))-
Assim

0€M () + (2 (1),8Lt,2(t),2 (1))~ L(t,2(t),2' (t) +r|' ®)6' (| Q) -8 (2 ®)) as,

0 que é equivalente a

L(t,Z(t),Z’(t))—(»Z'(t),p(t))+T9(|2’(t)|)—TIZ'(t)It‘)’(IZ'(t)I)=c+/0 £(r)dr as,
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para alguma funcido mensurdvel p € 9,L (¢, 2(t), 7' (t)) e £ como no enunciado do teorema. Obtivemos assim
(5.45).

Resta-nos provar a afirmacao final do teorema. Vamos aplicar directamente as condi¢des necesssrias do
Teorema 5.2.1 de [13] ao problema sem o transformar, aplicando a transformagio de Erdmann, num problema
em dimensao 1.

Fixemos k tal que (x)’ se verifica.

O que vimos até aqui é vélido para qualquer n € N e em particular para n = 1. Suponhamos, com vista a um
absurdo, que 2’ ndo é essencialmente limitada. Entdo para qualquer 3 > 0 podemos encontrar um subconjunto
I de [0, T], com m (Ig) > 0 e tal que

12 ()] >B Vtels

Tal como vimos na demonstragéo do Teorema 5.3.1 a condigéo (5.45) permite-nos chegar a

| ednt 000D~ 1010 (o)} = sup {8((v])~ 018 (D)}

lvl<k
t€(0,T) tlélf(i%
< su su Lt z,v)— (v, — inf inf L(t,z,v) — (v, + kA (Z) +1T.
xeﬂ&}{pea"“ﬁz,v){ tov) = (vt - If S LD — ()} KA ()
[v[>8 lvi<k
tel0,T) te(0,7]
Para r = 0 obtemos
0< su su L(t,z,v) — (v, — inf inf Lt ,x,v) — (v, + kA (Z) + 1T,
B s (L) = (o)) it (D(6,0) = (0,5} +RAG) +1
lv|>B vl<k
t€[0,T] t€fo,7]

o que é absurdo pois para 3 suficientemente grande o lado direito &, por (x)’, negativo.
Portanto a funcéo 2’ é essencialmente limitada em [0, 7. .
Vamos traduzir o problema em termos de um problema de controlo éptimo de estado (z,y) € R? e dinimica

dr dy
E=u), L=6(o@)).

O controlo v est4 sujeito & restricdo v (t) € K gs, e as condi¢des de fronteira sdo z (0) = 0, y (0) = 0. Ou seja,
vamos considerar o problema de minimizacio do funcional

_~ T -~
I((x,y),v) :=f(x(T),y(T))+/0 Lt (z(t),y(t),v(t))dt
sujeito a

v(t) €K as, (2'(1), ¥ (1) =o(t(z(t),y(®t),v(t) as, (2(0),y(0))€Co, (z(T),y(T))e€C,

onde
(a) a funcéo f: R? — R é dada por f (z,y) := o |y — Ag ()%
(b) a fungdo integranda L : [0, T] x R? x R — (—00, +00] é dada por

L(t,(z,y),v) := L(t,z,v) + 70 (|v]);

(c) afungéo ¢ : [0,T] x R? x R — R? & dada por ¢ (¢, (z,y),v) := (v,0 (|v]));
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(d) a multifungdo U : [0,7] — R é dada por U (t) := K;

e
(e) Co:={0} xReC; :=R2

Também aqui queremos aplicar as condiges necessarias dadas no Teorema 5.2.1 de [13].
Comecemos por mostrar que o estado (z,y) € R? cuja dinémica é dada por

dx dy
= =v(t), % =0(lv(t)])-

& uma, funcgio absolutamente continua. Como v é mensurivel e
T
/ lv(t)|dt € R
0

entdo, pela Proposicéo 2.14.11, a fungdo z : [0,T] — R dada por

z(t):= /0 v(T)dr

¢é absolutamente continua.

A funcio t — 8 (|v (t)|) é mensurével (ver Proposicdo 2.7.15). Além disso, para t € [0, T tal que 2’ (t) exista,
a funcdio v — 0 (|v|) é, em particular, continua em v = 2’ (t), isto &, para cada € > 0 existe um 6 = 6 (t,e) > 0
tal que

lv—2" ()] <& =10(jv]) -0 (I B)) <e.
Fixemos ¢ > 0 e seja 6 = & (t,€) > 0 como acima. Entéo, para quase todo ¢ tal que |v (t) — 2’ (t)| < 6, obtemos
T T T
/ 6(|7 (1) dt e < / 8 (v (1)) dt < / 6% (t)]) dt + ¢
0 0 0
e como z € ACy entdo

T
/0 8 (|v (t)]) dt € R.

Assim, pela Proposicao 2.14.11, a fungéo y : [0, 7] — R dada por

y(t) = / 8 (v (r)]) dr

é absolutamente continua.
Mostremos agora que o controlo v (t) = 2’ (t) e o estado correspondente

B(t)=2(t), §(t)= / 6( (n)]) dr,
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resolvem o problema de minimizagio descrito acima. Fixados um qualquer controlo mensuréavel tal que v € K
gs e estado (z,y) correspondente, obtemos

T~
I((@y) W) = a|y(T)—Ae(z>|2+/0 £t (@ ®),u (1) v () dt

T 2 T
-0 / 6 (jv (t))) dt — Ao ()] + / (Lt (), 0(8) + 78 (jv (B)])) dt
0 0

g

T 2 T
/ 61z () dt — A ()] + / (Lt (), 2 (&) + 8 (= ()])) dt
[1] 0

7 |Ag (z) — Ag ()" + A(2) +7he (z) = f (=)
f(2)=0lhe(2) = Ao (2)* + A(2) +7Ag ()

T
7 |As (2) = As (2)[? +/0 (Lt 2(1),2 (t) +r0( (£)))) dt

IA

T~
= a|g<T>—Ae(z>z2+/0 L@ ®),5(1),5()dt = 1(E.9),5).

A desigualdade f (z) < f(z) resulta da escolha de ¢ feita atrds e desde que v seja tal que |v (t) — 2/ (t)| < 6 gs.

Vimos no caso geral que a fungio fé localmente lipschitziana em R2.

Para cada (z,y) € R? a fungdo (¢,v) — L (t,(z,y),v) é £ x B-mensurdvel. De facto, vimos na Secgio 5.3
que a fungdo L é L x By,-mensurével entdo, em particular, a fungdo (t,v) — L (¢,z,v) é L x B-mensurdvel
e como a fungdo (¢,v) — r0(|v|) também o (ver Proposi¢io 2.7.14) entdo, pela Proposicio 2.7.12, a funcdo

(t,v) > L (t,(z,y),v) é £ x B-mensurével.
Agora fixemos (t,v) € Graf (U) e mostremos que a funcio L (t,-,v) é lipschitziana em

Q= {(z,y) €R?: (2,9) € (£ (t),5 () + uB} = (Z(1),§(¢)) + 1B, para algum p >0

com constante k : Graf (U) — R £ x B-mensurdvel e tal que t — k (¢, (t)) é uma funcio integravel.
Temos

Graf (U):={(t,v) €[0,T)xR:veU@®t)} ={(t,v) €[0,T|xR:ve K} =[0,T| x K

entdo dizer que (t,v) € Graf (U) significa que t € [0,T]) e v € K.
Fixemos também algum g > 0 e (21,y1), (z2,y2) € Q. Temos

E (t7 (3_71,?/1) ,’U) —-L (t> (332,1/2) 7U) - iL (tawlv ’U) - L (t7$2; U)] .
Entéo para mostar o que queremos, basta mostar que a fungéio L (¢, -, v) € lipschitziana em Z (¢)+uB (= 2 (t) + pB)
com constante k (¢,v), como acima.
Como estamos a supor que
v €int(dom L (¢, z(t),:)) as

e se verifica a hip6tese (B):

0L (t,z,v)| < ko|L(t,x,v)|+co V(ta2,v)€[0,T] x Q2 xR,
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para algumas constantes kg e co entdo, fixado ¢ tal que 2/ (t) exista, temos '3
L (t21,) — L(t,2 (), 0)] < o [ho L (t,2(8),0)| + ol o1 — 2 ()] < [ho | (¢, (8) ,0)] + col
0 que implica
1L (¢, 21,0)] < (aukor + 1)L (2,2 (£) )| + agucop.
Aplicando outra vez 0 mesmo raciocfnio vem
|L(t,z1,v) — L(t,z1,v)] < oplkol|L(t,z1,v)| + col |z2 — 21

< oy [ho (ko + 1) L (2 (2), )] + o) + co] |2 — 2
= (cl |L (tvz(t) ,'U)| + 62) ':132 - zll s

onde
o1 := apko (apkop+1) e cp:i=auco (aukop+1).
Ent3o a funcdo L (t,-,v) é lipschitziana em Z (t) + B com constante
k(t,v) :=c1|L (¢t 2(t),v)| + ca.

Como (t,v) — (t,z(t),v) é L x B-mensurével e L é £ x By-mensurédvel entdo também a funcio k é £ x B-
-mensurdvel. Além disso, a funcdo t — L (t,2(t), 2’ () pertence a L' ([0,T],R) (por hipétese). Logo também
pertence a L! ([0,7],R) a funcéo

t—k(t,2 () =c|[L{Ez(t),2 1)+ ca.

Mostremos agora que a fungfo ¢ verifica as mesmas condigoes que a funcao L. Como a funcéo
(t,v) — (v,6 (Jv])) é £ x B-mensursvel (ver Proposigéo 2.7.14) entdo também o é a fungéo (t,v) — ¢ (¢, (z,9) ,v)
qualquer que seja o (z,y) € R? fixado. Dado que a fungdo ¢ ndo depende explicitamente de (z,y) entdo para
qualquer (t,v) € Graf (U) a funcdo ¢ (t,-,u) é lipschitziana em §; com constante k (a mesma da fungéo L).
Além disso temos

@ t),7 )= ®),0(O)) =6 (Z),5(t),5() as

O gréfico da multifuncio U : Gr (U) = [0,T] x K é um conjunto é £ x B-mensurédvel. Além disso, como a
fungio t — 2’ (t) & mensurdvel e 2’ (t) € K gs entdo é uma selec¢ao mensuravel para U (t) = K.
Quanto aos conjuntos fechados Cy e C; temos

T
((0),y(0)) =(0,00€Co e (w(T),y(T))=(/0 v(T)dT,Ae(r)>€C1.

Assim podemos aplicar o Teorema 5.2.1 de [13] e concluir que existem uma fungio absolutamente continua
(A1, A2) e um escalar A igual a 0 ou 1, tais que

— (M1 (®), X2 (t) € Boy Hp (¢, (2 (£) 7 (1)), (M1 (), A2 (£), B (2) , ho) s,

13Ge f: R™ — R & tal que

|8f (=) < ko |f (z) + k1 |z| + o Vaz,
entiao, para qualquer z e qualquer y € x + B, tem-se
|f () — f (2)] < ai ko |f ()] + co + k1 max {|z{, |y]}] [y — =]
onde a; := (ek"i - 1) /koi. (Onde 7 pode ser qualyner real positivo.)

Demonstragao:
Ver [13], Lema 1, pdg. 181.
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onde H,: [0,T] x R2 x R2 x R x R — R ¢ dada por
Hp (t, (:c,y) ’ (’\lv ’\2) Uy )‘0) = <()‘17 )‘2) v‘/’(ta (l’, y) ,'U)) - )‘Oz (t’ (x,y) 7”) :
Ou seja, para qualquer (¢, (z,y), (A1, A2),v,X0) € [0,T] x R?2 x R?2 x R x R tem-se
Hy (8, (2,9) 5 (M, A2),v, 20) = Av + A0 ([v]) — AoL (2, 2,v) — Xor8 (|v]) -
Entdo, pelas Proposigoes 2.21.17 e 2.21.186,

6(m,y)Hp (t, (z,9), (A1, A2),v,h0) = 8(I,y) (=XoL (¢, z, v)) = —/\oa(z’y)L (t,z,v)
=00z L (t,z,v) x {0},

N

o que implica
1 () € X0z L(t,2(t),2' (t) gs e My(t)=0gs (5.53)

mas como Az é contfnua temos mesmo Xj (t) = 0 Vt € [0, T).
Temos também as condicdes de transversalidade

(Al (0) y A2 (O)) € Nco (‘:L-‘ (0) 717(0))

—Xo (€1, €2) — (M (T), 22 (T)) € No, (Z(T),5(T)),

para algum (£,,¢5) € 8f (z(T),y (T))-
Tal como vimos acima podemos mostrar que

Ne, (2(0),5(0)) =Rx {0} e N, (#(T),5(T)) ={(0,0)}.

Assim, pela primeira condi¢io de transversalidade resulta que Ay = 0 e pela segunda A1 (T') = 0.
Por outro lado, sabemos que o maximo abaixo é atingido qs em v = 2/ (t)

max Hp (4, (2 (£), 9 (1)), (A1 (£),0), v, do) = max {1 (¢) v — AL (£, 2(£) ,v) = doré (jv])} -
Suponhamos agora que Ag = 0. Por (iv) do referido teorema temos

0< o 1A (@) 5 A2 ()] + Aol = e |(M (2),0)| = 8% 1A @)1

0 que mostra que A; nao pode ser a func¢éo nula.

Para \g = 0 (5.53) implica X} (¢) = 0 gs e como \; é continua temos mesmo X, (£) = 0 V¢ € [0, T7]. Portanto,
por (iv) do referido teorema, temos A; (t) = py # 0. Da condigio do méximo segue que, para quase todo
t € [0, T] fixado,

A (t) v< ) (t) P (t) Yve K
0 que é equivalente a
M) (2 (t)-v)>0 WweK

e isto significa que A; (¢) # 0 € um vector normal a K em 2’ (t); mas isto s6 pode acontecer se 2’ (t) = 0 gs,
pois o tinico ponto num cone K em R que admite um vector normal ndo-nulo é a origem. Entdo z é constante
e portanto é de classe C1.

Examinemos agora o caso A\g = 1. Entdo, pela condicio do mdximo, o méximo abaixo & atingido ¢s em
v=2(t)

max {A; () v — L(t,2(t) ,0) —r6 (o)} .
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Portanto, pela Proposicao 2.21.18,
0€0, (M (t)2' (8) — L(t,2(2),2" () —r0 (| (B)])) s
donde
Ai(t) € 0ug (8,2 (1) s,
onde g é dada por
g(8,v) := L(t,2(t),v) + 76 (jv]) + ¥ (v)

e onde 9 é a funcdo incatriz de K '*. Como g (t,-) é estritamente convexa, isto implica que 2’ é continua; o
argumento é dado em [19}, pag. 86.1

14 A funcgido indicatriz de um subconjunto K C R, é¢ (-), define-se por

0 sezxz €C
bc (z) :=

+o00 scz ¢C.
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