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RESUMO

O objectivo desta dissertagio é o estudo, no dmbito da Anadlise ndo
Standard, dos subgrupos convexos externos do plano.

Este estudo necessita de um conhecimento aprofundado dos subgrupos
convexos externos de R, que é o assunto dos dois primeiros capitulos.

A denominag¢io comum de todos estes grupos é neutrix.

Nos restantes capitulos estuddmos os neutrices do plano. Consideramos
vérios exemplos relativamente a esta nogdo e estuddmos propriedades geométricas
e algébricas. Verificou-se que uma propriedade importante é a nogdo de tamanho,
que é uma espécie de distdncia externa a origem.

Mostramos , em certos casos, que um neutrix de R?, a menos de uma
rotagdo, é o produto cartesiano de dois neutrices de R, que de facto se interpretam

como tamanhos segundo direcgbes ortogonais.



ABSTRACT

The aim of this master’s thesis is the study, in the setting of Non Standard
Analysis, of the external convex subgroups of the plane.

This study needs a profound knowledge of the external convex subgroups of
R, which is the subject of the first two chapters.

The subgroups in question are called neutrices.

In the remaining chapters we study the neutrices of the plane. We consider
several examples related to this notion, and study geometric and algebraic
properties. It appeared that the notion of size, which is a sort of external distance to
the origin, played a substancial role.

In certain cases, we proved that a neutrix of R’ is, up to a rotation, the
Cartesian product of two neutrices of R, which in fact represent sizes which

correspond to orthogonal directions.
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INTRODUCAO

A Analise N3o Standard (ANS) é uma extensdo importante da matematica
classica. Mais concretamente, dos axiomas da Teoria de Conjuntos, inclusive do
Axioma da Escolha.

A ANS foi inventada por Robinson na década de sessenta, utilizando a
teoria dos modelos, mas foi Nelson que, mais tarde, formulou axiomas para a sua
analise. Simplificou conceitos e demonstra¢cdes da andlise e algumas teorias
matematicas, como 0s processos estocasticos e as equagdes diferenciais parciais,
formulou novos modelos matematicos para fendmenos ndo matematicos, em
particular na fisica e na economia e integrou os conceitos de pequeno e grande nos
modelos e diferentes ordens de grandeza no mesmo modelo, tornando, assim,
possivel que novos fendémenos fossem explicados com métodos matematicos e,

mais acessiveis algumas teorias matemadticas para mais pessoas.

Toda a matematica classica se reduz a um sistema formal com um unico
conceito primitivo — o de pertenga (€). Expandimos este sistema com um novo

simbolo predicativo unario : ‘standard’, abreviado ‘st’. Um conjunto X pode ser

standard, e escrevemos st X, ou ndo standard, —st X.

Como teoria matemadtica que é, a ANS rege-se de regras e teoremas. Por ter

sido Leibniz, no fim do sec. XVII, um dos fundadores da Analise, e devido a maior
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proximidade entre a sua andlise e a ANS, que entre a ANS e a analise cléssica,

chamamos as seguintes regras de calculo de Regras de Leibniz (regras estas, que sio

bastante semelhantes a algumas regras de calculo da matematica classica, em

particular os axiomas de Peano):

1y
2)
3)
4)
),
6)
7)

st 0;

Ynew, stn—>stn+l;
vn,meN, st n,m—>st n+m;
vyn,mew, stnm—->stn.m;
vn,meN, stn,m—stn”;
Yn,meN, sStn A msn—->stm;

JoeN, =5t 0.

Note-se que, com a ANS ndo mudamos os conceitos da matematica classica,

apenas falamos das mesmas no¢des de forma diferente, pois a linguagem da ANS ¢

mais rica.

Os Axiomas 1 a 5, sio as regras de calculo, andlogas as da matematica

classica; o axioma 6 garante-nos a convexidade. Por fim, 0 Axioma 7, garante-nos a

existéncia de um numero natural nio standard.

Com o predicativo st definimos ordens de grandeza dentro do conjunto dos

numeros reais, R.

Dizemos que um namero real T é Iimitado se existe st neN tal que |x|<n,

ilimitado ou infinitamente grande, se T ndo é limitado; infinitésimo ou infinitamente

1 .’ 7 e . -~ 4
pequeno se para todo St ne N se tem [x|<—; e aprecidvel se T é limitado mas ndo ¢é
n

e y e s N S
infinitesimal. Note-se que, se ® ¢ ilimitado, entdo — ¢é infinitesimal.

()



INTRODUCAO 5

Com estas defini¢bes, as regras de Leibniz sdo extendidas para os reais
limitados da seguinte forma:
1) 0 élimitado
2) Sex é limitado, entdo x+1 € limitado
Para x e y limitados, temos
3) x+y é limitado
4) .y ¢ limitado
5) Sey>0, x¥ estd bem definido e é limitado.

6) Sexlimitado e [y] <, y € limitado

Outra extensio da Matematica Classica que surgiu com a ANS ¢ uma
extensdio do Principio de Indu¢do Matemadtica aos numeros ndo standard, para
todas as formulas matematicas — o Axioma de Inducio Externa. E uma ferramenta
muito utilizada em ANS, para aplicar em demonstracdes, pois € mais forte que as
Regras de Leibniz, e que nos diz que para qualquer férmula interna ou externa, A,
se tivermos

o A0
i@ vV An)->AMNTD).

Entdo, concluimos V¥n A(n).

Com as Regras de Leibniz e o Axioma de Inducdo Externa, vem sido

desenvolvida uma extensio rica da Matematica Cldssica com muitas aplicagdes.

Através destas regras, surgem conjuntos novos em R que sao chamados de
conjuntos externos, pois nio obedecem a teoremas da Matematica Classica. Por
exemplo, o conjunto de todos os reais limitados é uma parte limitada de R ndo

majorada.

Dentro dos conjuntos externos, distinguimos duas classes de conjuntos: 0s

halos e as galaxias. Em tragos gerais, os halos sdo conjuntos externos definidos por
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uma formula interna quantificada universalmente, e as galdxias sio conjuntos
externos definidos por uma férmula interna quantificada existencialmente, objectos

estes que abordaremos mais pormenorizadamente neste trabalho.

Esta ¢ uma das grandes diferencas entre a Matematica Cldssica e a Analise
Nido Standard. Enquanto que na Matematica Classica todos os conjuntos sio da
mesma natureza, na ANS temos varias espécies diferentes de conjuntos: internos,

externos, halos ou galdxias.

No entanto, pode se tornar complicado distinguir estas diferentes espécies de
conjuntos. Para facilitar a classificagio dos conjuntos podemos utilizar ferramentas
da Analise Nao standard, que sdo Principios de Permanéncia.

Um deles é o Principio de Cauchy, que nos diz que nenhum conjunto
interno € externo. Outro é o Principio de Fehrele, que nos diz que nenhum halo é

uma galdxia.

Além destes Principios de Permanéncia, alguns dos axiomas introduzidos
com a ANS dizem-nos como proceder com estes conjuntos, mas que também tém
muitas aplicagdes na Matematica Cldssica. Sdo eles o Principio de Transferéncia, o

Principio de Idealizacdo e o Principio de Standardizacgdo.

O Principio de Transferéncia diz-nos que, para toda a foéormula standard

F(z,t,...,t), onde x,ty,...,t, sdo as Unicas varidveis livres, tem-se

V7, b,.. .t (VT F@,L,...,1)— YT F(,t,...,t)),
ou
v, 1, QT F(x,L,..., 0)—> ITTF(ELL,.. ).
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Com este principio provam-se axiomas da teoria ZFC, como o axioma da
igualdade, e também que uma fun¢do standard é continua se e somente se é
continua para todos os pontos standard, e é bastante Gtil nos teoremas de

continuidade.

O Principio de Idealizagio diz-nos que, para toda a formula interna B,

contendo pelo menos duas varidveis livres T e Y, temos
V2, finito, 3TVYezB(X,y)—>ITVYB(T,Y)

O Principio de Idealizacdo permite-nos demonstrar, por exemplo, que N
contém naturais ilimitados, que um conjunto ¢ standard se todos os seus elementos
sdo standard, e, em particular, o Teorema de Nelson, que diz que para todo o
conjunto E existe um conjunto finito F que contém todos os elementos standard de
E. Uma aplicacio deste principio é a demonstragio do teorema do valor

intermédio, onde também se utiliza o Principio de Tansferéncia.

Por Gltimo, o Principio de Standardiza¢io diz-nos que para a toda formula

standard F(z), interna ou externa, temos
VI YV (zeye>2eTAF(2))

Este principio garante a existéncia de um conjunto standard | e além disso,
para todos os elementos standard, os elementos standard z de T satisfazem F(2).
Também permite formalizar a ideia de que toda a colecgdo intuitiva de objectos
standard determinam um conjunto standard inico. Uma aplicagdo deste principio €

a demonstracio do Teorema de Bolzano-Weierstrass.
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Neste trabalho a ANS tem um papel muito importante. Por um lado ¢ a base
fundamental para os conceitos desenvolvidos, e por outro lado esta tese é uma
extensdo de uma area da ANS, nomeadamente o estudo de conjuntos externos do

plano.

Ao pensarmos em conjuntos a nossa mente, intuitivamente pensa em
“baldezinhos”. No entanto, a medida que vamos aumentando 0S nossos
conhecimentos matematicos, apercebemo-nos que existe um universo de conjuntos
com possibilidades infinitas para as suas formas, que nem todos conseguimos
vislumbrar. Estuddmos conjuntos com caracteristicas especiais e tentamos perceber
como seriam as suas formas, que propriedades e generaliza¢bes poderiamos

concluir.

No Capitulo 1 abordamos algumas no¢des sobre a ANS, em particular, a
representacdo geométrica da recta real e as ordens de grandeza. Falamos
principalmente de conjuntos externos de R, damos propriedades e exemplos,
mostramos que estes conjuntos formalizam as ordens de grandeza, e falamos de um
sub-espécie de conjuntos externos importantes — os halos e as galdxias — e vimos

exemplos e propriedades destes conjuntos.

Os instrumentos principais, e a volta dos quais se desenvolve todo este
estudo, sdo os neutrices (isto é, subgrupos aditivos convexos de R). No Capitulo 2
fazemos um estudo aprofundado sobre os neutrices de R. Apresentam-se
propriedades e resultados importantes para o estudo em %R Entre outros
resultados, vemos que, em R, os Unicos neutrices absolutos (isto €, neutrices
definidos sem paramétros nio standard) sdo o conjunto de todos os infinitésimais, o
conjuntos de todos os nimeros limitados, 0 e R. Estudamos também alguns

neutrices especiais, como 0s micro-neutrices e os neutrices idempotentes.
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Os aspectos mais importantes do Capitulo 2 para esta tese, sdo as operagoes
entre neutrices. Como se somam e multiplicam, e também o0s seus absorventes e

explodentes, para sabermos como lidar com essas operagdes no plano.

Estes dois capitulos tém como base o livro de Fouad Koudjeti [1], com

alguns esclarecimentos e exemplos suplementares.

Finalmente, no Capitulo 3, apresentamos o objectivo do nosso estudo.
Defini¢bes e exemplos de alguns neutrices do plano, resultados que tiramos desses
mesmos exemplos e defini¢des (com a finalidade de provar que qualquer neutrix do
plano se pode escrever como o produto de dois neutrices da recta real). Vamos
estudar os neutrices de R’ e em particular os seus tamanhos, ou seja, 0 conjunto
das distincias de qualquer ponto, sobre uma recta com um declive dado, a origem.
Estes conjuntos sdo, de facto, neutrices de %R. Calculamos tamanhos e
demonstramos algumas propriedades sobre esses tamanhos que encontrdmos a

medida que os célculavamos.

Por ultimo, juntamos um anexo matemdtico onde apresentamos certas
nog¢des e teoremas que sio utilizadas neste trabalho, como o Lema de DuBois-

Reymond, o Teorema do Corte e 0os nimeros externos.



1. ALGUMAS NOCOES SOBRE ANALISE NAO STANDARD

1.1. INTRODUCAO

A base de estudo para esta dissertagio ¢ a Analise Ndo Standard. Como tal,
introduzimos neste capitulo algumas definicdes e propriedades bésicas desta teoria
matematica. Formalizamos os conceitos de interno e externo, ordens de grandeza, halos
e galaxias, fazendo assim a introdugdo aos objectos e a teoria que necessitamos para

desenvolver este trabalho.

Assim sendo, e por uma questdo de coeréncia e simplicidade, denotamos por & o

conjunto de todos os subconjuntos convexos de R. Para indicar igualdade estrita entre

“__

conjuntos reservamos o simbolo “=". O simbolo

[

=" representara a igualdade entre
nGmeros reais. Inclusio entre conjuntos sera representada com os simbolos usuais, e para

indicar disjungdo estrita entre conjuntos (intersec¢do vazia), usaremos o simbolo “#”.
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1.2. DEFINICOES E EXEMPLOS

DEFINICAO 1.2.1: Se A é um elemento de &, definimos

) Fos,al= U]

TeA

i) J-oo,Al=(}oo,2f

i) [A,+o0] = |- oo, A[f
iv) Ja 4] = ]oo,AT
v) |Al={z:zeA}

vi) A.={zeA:x =0}
vii) A*={rte A: x>0}
vil) A" ={re A:x <0}

Note-se que se A contém 0, entdo A= A" UA".

ExXEMPLO 1.2.1: Denotamos por @ o conjunto externo de infinitesimais positivos e
negativos. Note-se que 0 @ . Entdo ]—«, @] é o conjunto de todos os
numeros reais que sdo no maximo infinitesimais positivos; |-, @ [ é
o conjunto de todos os nimeros reais negativos que ndo sdo
infinitesimais; @ * é o conjunto de todos infinitesimais positivos; e @~ é

o conjunto de todos infinitesimais negativos.

ExeEmMPLO 1.2.2: Seja A=]0,1[. Temos que ] -« ,Al=]-,1[ e que ] — 0 ,A[=] — «,0].
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DEFINICAO 1.2.2:

i.  Uma férmula externa é uma formula de ZFC contendo o predicado standard, st,
ou um dos seus derivados.
.  Uma formula interna é uma formula de ZFC que ndo contém o predicado

standard, st, ou um dos seus derivados.

iii.  Uma férmula standard é uma formula interna sem pardmetros que possam
tomar valores ndo standard.

iv.  Um conjunto externo € uma colecgdo de entidades matematicas obedecendo a
uma férmula externa e no qual é falso pelo menos um teorema da matematica
classica.

V. Um conjunto interno € uma colecgdo de entidades matematicas que obedecem a

uma férmula interna.

EXEMPLO 1.2.3:Vejamos alguns exemplos de formulas e conjuntos internos e externos

1) As férmulas x=0; (‘v’n eN,3e N); [0,1[c®R, sdo internas.
2) As formulas st 0; e=0; (Va,a aprecidvel — a limitado) sio externas.

3) Todos os conjuntos da Teoria ZFC sio conjuntos internos, por

exemplo, [-1,3[; {x:-1<x<3-¢} mesmo se e=0. No entanto, o conjunto
{x:-1<T5e} € externo.
4) Para we®R, o conjunto [-1,0]={xeR:-1<x<w} é interno pois ® é uma

variavel livre, no entanto, é externo se w=o, pois (Vo=+x, [-1,0]cH) é

uma féormula externa, mas (VoeR, [-1,0]cR) é uma féormula interna.

DEFINICAO 1.2.3: Com base nas defini¢des dadas na introdugdo, definimos:

1
1. O conjunto de todos os infinitesimais : @ = ﬂ }—,—1{
stneN nmn
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2. O conjunto de todos os nimeros reais limitados : £ = U]— n,nf
stneN

. . . o 1
3. O conjunto de todos os numeros reais aprecidveis: @ = | | }—,n
M
st neN

4. O conjunto de todos os ilimitados positivos : 0 = ﬂ}n,+oo[

stneN

Esta definicio dd-nos a seguinte interpretagdo da recta real:

limitados
—
— —
infinitesimais aprecidveis ilimitados positivos
ilimitados negativos A A A
r N r N N
K_'A"'—"\
o 1 S 1 o
I | | I
N J o\ J N )
™ ~
- 0 @ P
~
£

Vemos que @ =(£\ Q)" e b =(R\L)".

Nota 1.1: Estas defini¢des sdo de conjuntos externos porque sdo partes limitadas e

convexas de R mas n3o tém extremos no sentido usual.

EXEMPLO 1.2.4: Se o é um ilimitado positivo, existem muitos numeros ilimitados maiores

que o, e existem niitmeros menores que o, que sdo ainda ilimitados:

logw <Jo <o<o® <o’ <e® <o/<w’.

Consequentemente, existem muitos niimeros infinitesimais:

1 1 w1 1
<-—<0<e®<—5<—
g) " © 0o o
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EXEMPLO 1.2.5: Calculemos os logaritmos e exponenciais para os neutrices da defini¢cio

anterior:
) log(@)=}-of[
2) exp(Q)=1+0
3) ep(@)=}1+0,1+0[
4) lg(@)=£
5) ep(@)=1+@
6) exp(£)=exp(f) =@
7) log(®)=
8) exp()=a

DEFINICAO 1.2.4: Sejam T e Y dois ndmeros reais.

i.  Dizemos que Ze ysdo infinitamente préximos se T-Y € infinitesimal e escrevemos

=y
i, Dizemos que 2¢é assimptdtico a ysse T=(1+ @)Yy, ouseja —=1, e escrevemos T~V.
Y
iii.  Suponhamos que x=0. Dizemos que Z e y sdo da mesma ordem de magnitude se

Y_
@

Nota 1.2:
1) A ordem de magnitude de um numero real T#0 é o conjunto externo
convexo @z. A ordem de magnitude de 0 é 0.
2) “ser assimptOtico a um ntumero real dado” implica “ter a mesma ordem de

magnitude”.
i , Tz x
3) Seja T um namero real. Temos que >3 2x ,3x, ..., @< sdo da mesma

ordem de magnitude de x, mas ndo o sdo todos multiplos de x, pois se o €
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um inteiro infinitamente grande entdo oX ndo é da mesma ordem de
magnitude que X.
4) Sejam Y e z dois nameros reais, da ordem de . Como Y e Z sdo convexos
(uma vez que todo o niimero real é convexo), entdo,
a) y+zédaordem de T e yz é da ordem de x°.
b) Y-z e z-Yysdo no méaximo da ordem de .

c) Se x#0 entdo y/z e z/ysdo de ordem 1.

EXEMPLO 1.2.6: Vejamos alguns exemplos de numeros assimptoticos, infinitamente

préoximos e de ordens de magnitude:

1) Seja €=0. Temos que 1+e=1, pois 1+e-1=e=0, e temos também que

=1, pois —l——l——————O uma vez que 1+e=1.
1+g l1+¢ 1+
2) Seja o=+, Como o+l =2+}—=1, entio o+1~w. Temos também que

\/m—+1=\/_o;,eque «/m~«/g,pois

«/(1)+1+\/__ «/(o+1+\/_
e por outro lado, CO+ —=1 p01s —=(.

3) Seja >0 um inteiro standard. Entdo existe apenas um inteiro que €
assimptdtico a n, e é o proprio n. A colec¢io de nimeros reais que sdo
assimptéticos a n é n+ @, e a ordem de magnitude de n é @.

4) Seja £>0 um infinitesimal. Os nimeros reais que sdo assimptoticos a € sdo da
forma £(1+38), onde & é um infinitesimal positivo ou negativo. A ordem de

magnitude de £ sdo todos os niimeros reais incluidos em €@. Note-se que

O<sz<a@<\/€ , 0 que significa que €’ e Je nio sio da mesma ordem de
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magnitude de €. Note-se também que as ordem de magnitude de €, ¢ e+/g sio
disjuntas. De facto, e2@<c**<e@<e”’< Ve @.

5) Seja £=0 . Vejamos que, e*=1, e*-1~x , e também Jog(l+x)=0 e
log(1+x)~x.

Temos que, pelo desenvolvimento em série de Taylor,

2
e* =1+m(1+@)elog(l+:s)=:c~%(l+(2))

e -1 =(1+@)=1, e portanto " ~1=z.

logo, ¢ -1=z(1+®)=0, donde e*=1, e
Por outro lado, e pelo desenvolvimento em série de Taylor, log(1+m)=0 , €
@:1—3‘;—(“@):1 , donde log(l+x)=z

6) Nao existe nenhum nimero com ordem de magnitude Q.
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1.3. HALOS E GALAXIAS

DEFINICAO 1.3.1: Sejam X, I e J trés conjuntos standard e F, G e H trés formulas
internas.
i.  Definimos trés subconjuntos A,B e C de X por
A= {zeX: Viel, F(, 2)},
B = {zeX: 3%el, G(J, 1)},
C = {xeX: Viel, 3%el, H(4, J, T)}.
O conjunto A chama-se um pré-halo e o conjunto B chama-se uma pré-galixia.
ii.  Se A e B forem externos entdo A é um /4alo e B é uma galixia de X. Se C nio for
nem interno, nem um halo, nem uma galaxia entdo chama-se galo ou halixia.
iii.  Se o conjunto I for totalmente ordenado com uma relagdo bindria “<”, isto é
(=) = ({zeX: F(1, )} 2 {zeX: F{#, 2)})
entdo A diz-se um halo com uma representacdo decrescente. Se, analogamente,
para j, J’eJ se tem
(<) = ({xeX: G(, 1)} < {TeX: 8(", D})
entdo B diz-se uma galaxia com uma representagao crescente.
iv.  Halos que possuem representacio decrescente € galdxias que possuem

representa¢do crescente sdo mondtonos.

v.  Se F, G e H sdo férmulas standard entdo os conjuntos A, B e C sdo absolutos.

Nota 1.3: Se os conjuntos A e B dados na defini¢do anterior sio conjuntos externos,
entio os conjuntos standard I e J devem ser de cardinalidade infinita, pelo

principio de standardizagdo.
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EXEMPLO 1.3.1: Vejamos exemplos de alguns halos e galaxias:

) N={neN:n=+wo}, @, ¢ sio halos

2) {0}= ([-n,n] é um pré-halo mas ndo é um halo

st neN
3) N°={neN:stn}, £, @ sido galaxias

4) ®*= | J[n,+oo[é uma pré-galaxia mas ndo é uma galaxia
stneN

5) O conjunto %£:0§$S1}= U[l 1] ¢ uma galdxia, € o conjunto

n?
stneN

iI 10<x < 1}: N[£.1] é um halo.

stneN

6) Seja ¢ infinitesimal. O conjunto ef = {zeR:3"n jr|<en} ¢ uma

galdxia, e o conjunto €@ = {1 eR:Vn,

x| < %} ¢ um halo.

7) O conjunto %E eR:0<x 51} ndo é um halo nem uma galéxia.

ProOPOSICAO 1.3.1

Seja X um conjunto standard.
1. Um subconjunto externo H de X é um halo sse existe uma sucessdo interna de

subconjuntos internos {A,}.x de X, estritamente decrescente para pelo menos os

indices standard, e tal que

H=[A,.

StteN
O conjunto H é absoluto sse a familia {A,}x possa ser escolhida standard.
2. Um subconjunto externo G de X é uma galaxia sse existe uma sucessdo interna
de subconjuntos internos {B,},ex de X, estritamente crescente para pelo menos os

indices standard, e tal que

G= UBJ.

st JeN

O conjunto G é absoluto sse a familia {B,},x possa ser escolhida standard.
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Demonstrag¢ao:

1. Suponhamos que H é um halo e seja {H,},ex uma sucessdo interna decrescente tal

que HsﬂHi. Definimos a sucessdo {Aj},en={H} ex, estritamente decrescente
leN

para pelo menos os indices standard, por
a) f\&z}{o
b) Se A, =H,_ estd definido, pomos n,,, = minim eN:m>n, A :;Hm}.

Vejamos que HsﬂA;c :

Stk

Suponhamos que n,k. Entdo H, o H, =A,, logo HEﬂHE > ﬂAL. .

Stk stk
Para mostrar a outra inclusdo, provemos, por indu¢io externa, que
St K>St n,.

Note-se que A, oD H,, ,paratodosos A, .
Temos que, ny=0 é standard.

Suponhamos que m, é standard. Se n.;=v nido fosse standard, v+ , e

H, =H, para todo m, tal que n,csmSv-l, entao HEﬂH,N. =B, , e portanto H

stk

seria interno, o que é absurdo. Logo, St N;.

Portanto, pelo axioma de indugdo interna, n, é standard, para todo o st k, donde

(A.=[H,, o H,eportanto H=[ A,
Stk stk stk

Suponhamos agora que se tem HsﬂAt, onde {A.}.ex € uma sucessdo mmterna
stk

decrescente para os indices standard, e provemos que H é um halo, por absurdo.

Se H fosse interno, entdo A oH para todo st k. Consideremos o conjunto
I= {Lc A D H} . I & um conjunto interno, pois todos os conjuntos A, e H também
o0 sdo, e I> {stlc:L:eN}. Pelo Principio de Cauchy, temos que I?{sm:uex}.

Seja veI\{stk:keN}, entdo v=4+0, e A, DH. Seja JE%C:AMEA:}‘ J é

Interno, pois todos os conjuntos A, o sdo. De novo usando o principio de Cauchy,
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existe © tal que A, cA,,parak<o. Seja y=min(v,0). Entdo y=+wo, A, DH,
#
AYEA,,_l,paranSco. E como y € muito grande, entdo A, cH, y-1 ndo €

standard.

Entio Hc A, cA, | < H, o que ¢ absurdo, logo H é externo.
#

2. Suponhamos que G é uma galdxia e seja {G,},ex uma sucessdo interna crescente

tal que G= UG1 . Definimos a subsucessio {B;en={Gj}n, estritamente

1eN

crescente para pelo menos os indices standard, por
a) B():Go
b) Se B, =G, esta definido, pomos N, = mz'nim eN:m>n,B, <G, }

Vejamos que GEUBE .
Stk

Suponhamos que temos n,=k. Entdo G, ¢ G, =B, , logo
G={JG.cB..
StK stk

Para mostrar a outra inclusdo, provemos, por indugdo externa, que
St k—>stn,.

Note-se que B, =« G,,_,paratodos os B, .
Temos que, ny=0 é standard.
Suponhamos que m, é standard. Se M. =v ndo fosse standard, v=+w , e

G,, =G,_para todo m, tal que n,<m=v-1, entdo GEUG,c =G, e portanto G

stk

seria interno, o que é absurdo. Logo, St N;.

Portanto, pelo axioma de indugdo interna, n, é standard, para todo o St k, donde

UB,c EUGM c G, e portanto GEUB,; .
Stk

stk Stk
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Suponhamos agora que se tem GEUB,C, onde {B,},.en € uma sucessio interna
stk

crescente para os indices standard, e provemos que G é uma galédxia, por absurdo.
Se G fosse interno, entio B,cG para quase todo st k. Consideremos o conjunto
I={k:B.c G}.Iéum conjunto interno, pois todos os conjuntos B, e G também

0 sdo, e I>{stk:keN}. Pelo Principio de Cauchy, temos que I?{st!c:lcet\‘}.
Seja veI\{stk:keN}, entio v=+w , e B,cG . Seja JE?Q:B,;EBM;. Jé
interno, pois todos os conjuntos B, 0 si0. De novo usando o principio de Cauchy,
existe © tal que B,cB,, ,parak<o. Seja y=min(v,w). Entdo y=+o, B, <G,
B, c#:B.', ,paran<o . E como y ¢ muito grande, entdio Gc<B,_, y-1 ndo ¢é

standard.

EntioG c A, B, <G, o que € absurdo, logo G é externo.
#

TEOREMA 1.3.1

Seja GcR uma galdxia convexa.

Suponhamos que ambos os conjuntos ]-00,G] e [G,-oo[ sdo externos. Entdo existe
um conjunto standard I de cardinalidade infinita, e duas aplicacGes internas a@:I->%R e
a:I->NR tais que

G=k@)e0).

sttel
Demonstracido:

Pela Proposigdo 1.3.1, existe uma familia externa de subconjuntos (A}, de R,

para algum conjunto standard I, tal que

GEU A,

stted
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Seja ¢ um numero real qualquer em G, e para cada iel, ponhamos
a(t)=inf{xe A, :x<c}
a'(t)= sup{m €A, :x2c}

Como G é convexo, temos entio que

G= k@) o)

sttel

Se I fosse de cardinalidade finita, entdo {st iel}=l, consequentemente

G={Jh().a0)

tel

o que significaria que G era interno, o que esta em contradi¢do com a hipotese.

COROLARIO 1.3.1

Seja H < R um halo convexo.
Suponhamos que ambos os conjuntos ]-c0,H] e [H,o[ sdo externos. Entdo existe
um conjunto standard J de cardinalidade infinita, e duas aplicagdes internas b:J—>%R e

b:J>R tais que

H= b0 OX-

st jel
Demonstragdao: Demonstracdo analoga a do teorema anterior.

Nota 1.4:
1. Se os conjuntos ]-©,G] , [G,«[, ]-«,H] e [H,o[ forem externos ndo ¢
importante se os intervalos Ju(i),a' (i) e b(1),0'(t)] sdo abertos ou fechados.
2. Pelo contrario, se algum destes conjuntos for interno, por exemplo [G, ],
entio existe um namero real ¢ tal que [G, o [=[c,«[, ou, [G,o[=]c,x], e

consequentemente

G EU[C,Q'(?L){ ou G= U]C,CL'(?L)[.

1el el
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1.4. SUBCONJUNTOS EXTERNOS MONOTONOS DE R

EXEMPLO 1.4.1: Vejamos um exemplo de uma galédxia convexa de R, cujos ambos os

lados sdo externo mas que nio é mondtona.

Seja Fo, um conjunto standard de fungdes com valores reais f de uma variavel
real x tal que

Iim f(fE) =4,

IT—>c
Seja ® um real infinitamente grande positivo, e consideremos a galaxia

externa

G= Jnf(o).

stneN
st feF,

Seja X o conjunto standard, totalmente ordenado, de subconjuntos internos

de R, e suponhamos que existe uma familia crescente {A,} ., tal que

Gs= UAI.

st zeR

Para cada xeX, ponhamos a,=inflA.) e b,=sup(A,). Entdo a aplicacdo {a,}, é
decrescente e a aplicagdo {b,}, é crescente. Usando inducdo externa, escolha-
se para cada inteiro standard ne N um indice standard x, em X tal que

a, SN< Q.

Obviamente,

Uknol= U 1a, 0L

stneN stneN
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Usando o principio de standardiza¢io, extendemos a familia {z, } a uma

st nelN
sucessdo standard, estritamente crescente {x, }neN cX, e aplicando o principio
de Cauchy a desigualdade anterior obtemos

dv=co: Vusv,a, <-u.
Logo, Q ¢G para qualquer inteiro ilimitado p<v. Note-se que a sucessio

{z, }neN =X corresponde uma sucessio crescente {0, } < F,_. Sem perda de

neN

generalidade, podemos supor que para cada inteiro standard n, o, ¢da forma
f-(0) onde f, é alguma funcio standard em Fw. Pelo Lema DuBois-
Reymond!,

3"ge Fo :V*neWN, b, <g(w).

Isto significa que
G=U A,=U la, 0, U o, 9@

stneN stneN stnel

o que é uma contradi¢do.

DEFINICAO 1.4.1: Seja A um conjunto, que pode ser interno ou externo.

1) O standardizado de A, denotado por ®A, é o conjunto standard, finico, cujos

elementos standard sao exactamente os mesmos elementos standard de A.

2) Se A é um subconjunto de um espago métrico E, o halo de A, denotado °(A), € o

conjunto standard dado por °(A) = *{ xeE : hal(xX)nA=g¢}.

A existéncia e a unicidade do conjunto A, para qualquer conjunto A, é assegurado pelo

principio de standardizagdo.

! Vide Anexo 4.1.
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EXEMPLO 1.4.2: Seja o infinitamente grande. Ent3o:

1) *{1,2,0} = {1,2}

2) 1,2,...,0} = N\{0}
3) *@={0}

4) “{o+Q }={0}

TEOREMA 1.4.1

Sejam I e J dois conjuntos standard, e a:I—J uma aplica¢io interna. Entdo existe
um conjunto standard XcP(I), uma aplicagdo standard p:I->X sobrejectiva e uma
aplicagdo interna @ :X—J tal que

i Vel (@op)i)=a(t)
i VT, e X, E#Y) - @@Ha()).

Demonstra¢ao:

Denotemos por ~ a relagdo de equivaléncia definida em I por
T~y afz)=a(y)
Para cada elemento standard xel, seja T o standardizado da classe de x com
respeito a ~. Isto é dizer que
T="{iel:a(t)=alx)}.
Ponhamos
X:="{T:stxel}.
e para cada elemento standard yeI, defina-se p(y):=7 .
Usando o principio de standardizagdo, extendemos a aplicagdo p a uma aplicagdo
standard definida em todo o I. Como a imagem de p ¢ um conjunto standard e contém

todos os elementos standard de X, p é uma sobrejectiva sobre X.
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Consideremos a aplicagio, tomando valores em J, definida em todos os elementos

standard de X por
a(z):=0a(z)
Sejam T e Y dois elementos standard de X tais que @(X)=a(y). Entio, por
defini¢do, X~v, o que implica que
ftel:a(t)=a(x)}=fiel:ali)=aly)}

e consequentemente, T =7 .

TEOREMA 1.4.2

Seja A um halo ou uma galdxia de R. Se A é convexo e simétrico com respeito a 0

entdo A é monotono.

Demonstrag¢do:
Seja A um conjunto de R convexo e simétrico com respeito a 0. Suponhamos que
A é uma galaxia.
Entdo
A= {:r: eR:3"e I,G("L,CC)}
onde I é um conjunto standard de cardinalidade infinita, e G uma férmula interna. Para
cada iel, ponhamos a(i)=sup{t>0:G(1,z)} e A, =[-a(t),a(t)]. Como A é convexo e

simétrico com respeito a 0, temos

Ac A, =-a@)a@)]

st el st tel
Por A ser convexo e pela sua definigdo é claro que cada elemento do conjunto

U[-a(2),a(1)] é também um elemento de A. Donde

sttel

A= J[-alt)a()]

st1el
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Como A é externo, temos
vise,Ftel:s=taas)<alt) (1.1)

Pelo Teorema 1.4.1, existe um conjunto standard Xc?P(I) e uma aplicacdo interna
0 :X—R tais que
voi#je X,a() =@k a()=a()
de modo que

A= J-a@)a).

st tel
Consideremos, em X, a rela¢do bindria “ <" definida por
1<y > 0(x)<a(y).
Como @ ¢ injectiva nos elementos standard de X, < pode extendida a uma
relacio de ordenacdo total em X. Por (1.10), @ é estritamente crescente nos elementos
standard de X, o que significa que A tem uma representagdo crescente. Logo A ¢

monotono.

Analogamente se A for um halo.



2. INTRODUCAO AOS NEUTRICES

2.1. INTRODUCAO

Os neutrices de R? sdo o objecto de estudo desta tese. Como tal, neste capitulo
vamos estudar alguns neutrices especiais de R, como o0s neutrices idempotentes, e

também alguns resultados, propriedades e principalmente as operagdes entre neutrices.

Uma vez que vamos vamos trabalhar com estes objectos em R’ necessitamos
saber como se pode trabalhar com estes objectos em R para depois podermos estender

essas nogdes para o plano.

Como neutrices especiais tém propriedades especiais, fomos estudar os micro-
neutrices e os neutrices idempotentes. Também quisemos saber o que altera os neutrices
de R, o que os aumenta ou diminui, e para tal fomos estudar os absorventes e

explodentes de um neutrice.

Lembremos somente que um conjunto X € convexo se

v, yeX, Ax+(1-A)yeX,vie(0,1).

Este capitulo foi baseado no livro de [1].
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2.2. DEFINICAO E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

DEFINICAO 2.2.1: Um subconjunto A de R, que pode ser interno ou externo, € chamado

um neutrix se (A, +) é um subgrupo convexo de (R,+).

Nota 2.1: Denotamos por N o conjunto de todos os neutrices.

PROPOSICAO 2.2.1

Um subconjunto convexo nio vazio A de R é um neutrix sse

i.  Aésimétrico com respeito a 0

ii. 2A=A.

Demonstracdo:
A implicagdo directa é trivial, pois se ‘A é um neutrix entdo temos i e . por
definicio de subgrupo aditivo.

Vejamos agora que 7. e ii. — A é um neutrix.

Pela convexidade de A4, 0 é um seu elemento. Sejam % e y dois elementos de A.
Entdo 2max(x,y) é um elemento de A, por ii., de modo que T+Yy também é. Por simetria,
se a é elemento de A, entio -a também o €.

Logo, ‘A é um neutrix.

Nota 2.2: Esta proposicio di-nos uma caracterizagdo importante dos neutrices,

nomeadamente o facto de que um neutrix A de R satisfaz 2 A = A.



2. INTRODUGCAO AOS NEUTRICES 30

PROPOSICAO 2.2.2

Os 1unicos neutrices internos de R sio 0 e R. Todos os outros neutrices sio

externos.

Demonstra¢ao:

E obvio que 0 e R sdo neutrices.

Suponhamos que existe um subconjunto interno A de R, A# {0} e A£R, que é
um subgrupo aditivo convexo. Entdo existe algum ntimero real estritamente positivo T

que ndo pertence a A. Consequentemente, A estara incluido no intervalo ]-x,x[ e serd
entdo limitado. Isto significa que ‘A admite pelo menos limite superior, L,>0. Seja agora
a um real positivo em A e consideremos y=1,+a. Entdo Ac]-y,y[. Mas, temos que y=(z,
- w)+20a é a soma de dois elementos de A e portanto pertence a A4, o que é absurdo.
Donde A ndo pode ser limitado, o que por sua vez implica que A=R, por

simetria e convexidade de ‘A, ou que ndo é interno.

EXEMPLO 2.2.1: E facil ver que @ e £ sdo neutrices, enquanto que @ e % nio sdo, uma

vez que ndo contém o 0.

PROPOSICAO 2.2.3

Seja A um neutrix. Entdo V¥ n>0, nA=A.

Demonstragao:
Por indugdo externa em N.

Se n=1 entdo 1./A=A4, € trivial.
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Suponhamos agora que, para algum inteiro n standard, temos nA=A. Como A é

um neutrix, obtemos

n+1) A=n A+ A=A+ A=A.
Donde V* n>0, nA=A.

PROPOSICAO 2.2.4

Seja A um neutrix. Entido

. @A=A
ii. f£A=A.
Demonstracao:

. . . . N 1
i.  Seja a.um real apreciavel positivo qualquer. Entdo 3"neN:—<a<n.
n

Pela Proposi¢do 2.2.3, nA=, logo, por simetria e convexidade de A, obtemos

ATAA i Acna-a.
n n

Ou seja, Yae A, A=aA, logo A=@.A.
ii. £A=A é uma consequéncia directa do facto de que [-@,@]=£ e como A é

convexo e simétrico em relagio a 0 obtemos o resultado.

DEFINICAO 2.2.2: Definimos a relagio bindria ‘<’ em N, o conjunto de todos os

neutrices, por

VA, BeN, A<B«->AcB.
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DEFINICAO 2.2.3: Definimos a adigdo e multiplicacdo de dois neutrices da seguinte
forma:

4+ NN > N
(A, B> A+B={a+b : (a,b)e AxB}
‘o’ NxN—->N

(A,B)—>AB={ab : (a,b)e AxB}

PROPOSICAOD 2.2.5

A soma de dois neutrices é o maior deles.

Demonstrac¢io:

Sejam A e B dois neutrices. Suponhamos que B contém A. Entdo

B<A+B<B+B=B

Nota 2.3: Vejamos, através de um exemplo, que tipo de complexidade podemos esperar
ao calcular o produto de dois neutrices. Seja ® um real infinitamente grande

positivo. Entdo o @ contém £ e o produto

(00)=0(D£)=0 O
que ¢ o maior dos dois neutrices. No cdlculo do produto usdmos o facto de que
O £=0, que é o menor dos dois neutrices. O que mostra que o produto de

neutrices ndo se resume a uma questdo de tamanho, como a soma.
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2.3. NATUREZA D0S NEUTRICES

Nota 2.4: Neste capitulo vamos enunciar um teorema bastante importante porque nos da
uma caracterizagdo para todos os neutrices de R - o Teorema da Natureza de
um Neutrix. Uma consequéncia imediata deste teorema é que nenhum galo
pode ser um neutrix de R. No entanto, estendendo a no¢do de neutrices a R",
n>1, encontramos neutrices que sdo galos, como por exemplo, @ x£ em R’
Este teorema ¢ uma consequéncia imediata do Teorema do Corte’. Embora

fagcamos uma breve introdugido aos cortes, nio desenvolveremos este assunto,

por nado se enquadrar nos objectivos deste trabalho.

DEFINICAO 2.3.1: Seja @ um conjunto totalmente ordenado.

/) Um subconjunto A tal que aeA—>TeA\VI<q,istoé A={x:x<a} , é
chamado de semi-linha inferior.

i) Um subconjunto B tal que be B> T e B,Vr<0,istoé, B={x:x <0}, é chamado
de semi-linha superior.

i7) Um par ordenado (A,B), composto por uma semi-linha inferior e uma semi-linha
superior, tal que AuB=&, AnB=¢ é chamado um corte.

iii) Um corte (A,B) diz-se externo se A for um subconjunto externo, e diz-se interno

caso contrario.

Nota 2.5: E claro que se (A,B) é um corte de R, entdo A e B sio ambos convexos, e que

se A é um subconjunto externo de R entdo também o é B.

2 Vide Anexo 4.2



2. INTRODUGAO AOS NEUTRICES 34

TEOREMA 2.3.1(Natureza de um Neutrix)

Seja A um neutrix de R. Entdo,
ouA=0,
ou A=R,
ou A é um halo,

ou A é uma galaxia.

Demonstrag¢ao: Vide [1].

2.3.1. CARACTERIZACAO DE NEUTRICES EXTERNOS DE R

EXEMPLO 2.3.1: Seja ® um real positivo infinitamente grande.

Seja F um conjunto standard de fungdes reais de uma varidvel.

Consideremos o conjunto F, convexo e simétrico em relagdo a 0,
definido por

F= U flo) o).

st feF
Entio F é um neutrix. De facto, se T ¢ um namero real em F entdo

existe uma funcio standard f, € F tal que
ze]-fo(w), fo(@)[.
Logo
2ze]-2fo(w),2 fo(w)[<F
pois 2f é também uma fungdo sfandard em F. A galdxia Fndoéuma N

- galdxia.
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De facto, suponhamos que existe uma sucessdo standard {f,}.. de

elementos de F tal que

F= UF frlo)f. (o).

st neN

O Lema de DuBois — Reymond garante a existéncia de uma fun¢do real
standard g tal que

lim LESCY) (z) =0
T—>w0 g(m)

para qualquer inteiro n. Donde

Uk . @) f. @] <} 9(0) glo)

stneiN

0 que é uma contradi¢io.

TEOREMA 2.3.2

Um subconjunto A de R é um neutrix externo sse
i 2A=A
i,  Existe um conjunto standard totalmente ordenado X de cardinalidade infinita e
uma, e apenas uma, das seguintes afirmagdes é verdadeira:
a) existe uma aplicagdo @ : X — R” estritamente decrescente nos elementos

standard de X tal que

A= N}a@)at)

stieX
b) existe uma aplica¢do b : X — R” estritamente crescente nos elementos

standard de X tal que

A= UFS0)30)

stieX



2. INTRODUCAO AOS NEUTRICES 36

Demonstra¢ao:

Suponhamos que A é um neutrix. Entdo A é um subgrupo convexo de R, logo /. €
verificada. E como A é simétrico em relacio a 0, entio pelo Teorema 1.4.2, A ¢

monoétono. Donde, se A for um halo, temos a), e se A for uma galdxia temos ).

Suponhamos agora que temos i. € ii. .
Entio, por i, A é simétrico em relagio a 0, e 0 A. Logo, por #, A € um

neutrix.

Nota 2.6: Note-se que um dado neutrix nio é necessariamente caracterizado por uma
tnica aplicacdo. De facto, suponhamos que um neutrix A ¢ representado por
uma aplica¢do {U(%)}., isto € 0 mesmo que

A= (ko) a@)]

st teX

entio a aplicacdo {2a(1)}.. também representa A pois

NLa@)a@f= }206)200).

st teX st1eX

Por vezes, até o conjunto de indices pode ser alargado ou reduzido.

Vejamos dois exemplos:
1. Seja Fy o conjunto standard de fungdes reais de uma variavel tal que

Iing f(z)=+

Entio

NFeal= R N H%[

st zeR\{0} st feF, st nel
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2. Seja F o conjunto standard de todas as func¢des reais de uma varidvel.

Entio

Ubsal= UF@00= UFnnl.

st zeR\{0} st feF, stneN
Finalmente, a condi¢do 2A = A é muito importante. De facto, a monotonia da

aplica¢do, a simetria em relagdo a 0 e a unido ou intersec¢do externas nao sao

suficientes para concluir que /A € um neutrix. Vejamos o seguinte exemplo.

: . : 1
Consideremos a aplicacdo estritamente decrescente {1+——} e defina-se o
neN

subconjunto B de R por

B= ﬂ} 1——1+1{

st new n

B é externo, convexo e simétrico em relagio a 0, mas nao é um neutrix.

EXEMPLO 2.3.2: Vejamos alguns exemplos de neutrices definidos através de aplicacses.

1) As sucessdes {n},. e {12}, sd0 estritamente crescentes e standard,

e podemos representar a galdxia dos nimeros limitados por

£= U]—-nz,n[.

stnelX

in

standard, e podemos representar o halo de 0 por

o= Fer el

~ 1 2 . .
2) As sucessdes {—2 e {—= sio estritamente decrescentes €
n neN neN
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2.4. NEUTRICES ABSOLUTOS DE R

DEFINICAO 2.4.1: Um neutrix absoluto é um neutrix definido através de uma férmula

sem parametros nao standard.

LEMA 2.4.1

Seja A um neutrix. Entdo Ac£- AcCO.

Demonstra¢ao:

Suponhamos que um neutrix A estd estritamente contido em £. Se supusermos
que contém 1, entdo por indugdo externa, ird conter todos os inteiros standard n. Por
convexidade e simetria em relacdo a 0 obteriamos AS£, o que € absurdo.

Entio A nio contém 1. Por inducdo externa, /A nio contém 1/n para qualquer
inteiro standard n. Por convexidade e simetria em relagdo a 0, temos Ac Q.

A implicagio contréria é 6bvia, uma vez que @ £, e a relagdo C € transitiva.

TEOREMA 2.4.1

Os tinicos neutrices absolutos de R sio 0, @, £ e o proprio R.

Demonstracao:

E 6bvio que 0, @, £ e R sdo neutrices absolutos, uma vez que 0 e R sdo standard.
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Mais, @ e £ podem ser definidos através de formulas internas por

@s{mei}%:‘v’“nes\‘, :c|<n}.

m|<%}e£s{:ce<ﬁ:3“nex,

E também claro que a inversa simetrizada de um neutrix absoluto é também um
neutrix absoluto.

Seja A um neutrix externo. Suponhamos que A é um halo absoluto, mas que nao
¢ idéntico a ©. Entio A ndo pode ser idéntico a £, pelo Principio de Fehrele. Pelo
Teorema 2.3.2, existe uma aplicacdo standard estritamente decrescente {a(1)},x em R,

onde X é um conjunto standard de cardinalidade, tal que A = [|}-a(t),a(u):

st1eX
Suponhamos que A contém £. Entdo existe um real ilimitado positivo © em A.

Consequentemente,
veieX,0<aft). 2.1)

Mas, para todo standard 1eX, a(i) é standard. Donde (2.1) é impossivel. Logo,
excepto R, ndo existe nenhum halo absoluto contendo £, e pelo
Lema 2.4.1 vemos que, excepto 0, nio existe nenhuma galdxia absoluta contida em Q.
Suponhamos entdo que A estd estritamente contido em @. Entdo existe algum
ntimero infinitamente pequeno positivo € que nio pertence a A. Isto implica que existe

algum standard ieX tal que £>a(t). Como @ e 1 sdo standard, a(f) também ¢, donde
a(9)=0. obteriamos entio A=0, o que é uma contradi¢do. Logo, excepto 0, néo existe

nenhum halo absoluto contido em @ e, pelo mesmo argumento que anteriormente, nao
existe nenhuma galaxia absoluta contendo £, excepto R.

Donde o finico halo absoluto externo de R é O e a unica galdxia absoluta de 1 €
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2.4.1.MICRO — NEUTRICES

DEFINICAO 2.4.2: Seja A um neutrix externo. Dizemos que A é um neutrix linear se
existe um nimero real a tal que A=af ou se existe um niimero real b tal que A=00Q.

Caso contrario chama-se ndo linear. Um micro-neutrix € um neutrix nio linear que esta

contidoem Q.

Nota 2.7:Note-se que para qualquer real aprecidvel positivo ou negativo & o neutrix
linear af reduz-se a £ e o neutrix linear a® reduz-se a @ . Isto significa que um
neutrix linear nédo ¢ absoluto sse ¢ um neutrix ¢f ou a® onde a é um nimero
real que ndo € aprecidvel positivo nem negativo. Mais, se o € infinitamente
grande entdo a@ contém £, e se a ¢ infinitamente pequeno entdo @ contém

af. Mas isto ndo significa que todos os neutrices sdo lineares.

DEFINICAO 2.4.3: Seja € um real em ]0,1[. O conjunto externo

Me)= fee"] 2.2)

stneN

¢ um halo mondétono chamado ¢ - microhalo de 0.

O conjunto externo

ey -2l 4]

¢ uma galdxia monétona chamada ¢ - microgaldxia de 0.
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PROPOSICAO 2.4.1

Seja £>0 infinitesimal. Entdo M(g) e m(g) sdo micro-neutrices.

Demonstra¢io:
Vejamos que 2M(g)=M(g) e 2m(e)=m(e). Seja entdo T um real em M(g). Entdo

| x| <e", para qualquer standard n. Por permanéncia, existe um inteiro ilimitado o tal que

|z] <€®, logo |2x|<e®”, e portanto, Vn e N,[27<e".

Logo 2xe M(g).

Seja agora y um real em m(e). Existe algum inteiro standard n tal que

Iyl < exp(— —T—;—J .Logo [2y|< exp(— —(—T—L—Jrl—l—);j . Como n é standard, n+1 também ¢, donde

Fn e\,

2y < exp(—%)

e portanto, 2yem(e).
Prova-se que um neutrix A n3o € linear sse existe algum real infinitamente grande

o tal que o A=A. De facto, tem-se

wE)= ) |-2om o) = et

stneN St keN

1,. ..
e — ¢ infinitamente grande.

| ool Sz = U [ e o{- L o oo ) -
Y-l 2] -m0

e exp(—\/l-:J ¢ infinitamente grande.
>
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Notag¢do: Vamos representar o € - microhalo de 0 por £e¥ eac - microgaldxia por
@
fe % :

EXEMPLO 2.4.1: Vejamos exemplos de micro-neutrices.

1) Note-se que, se >0, ex~(, entdo

o =k oc)= NP,

stneN

¢ um subconjunto convexo de R que € externo e satisfaz 2¢® =¥, mas

®

nio é simétrico em relagio a 0. Logo multiplicamos €~ por £

simplesmente por causa da simetria. De facto,
n n
e €
Obreerl= AFerel- 0 P21
stneN st neN st neN n n

No caso da ¢ - microgalaxia de 0, acontece o mesmo. O subconjunto

convexo e externo de R

o % = {e‘% .'(LE@}E U]_e-%,e—ym[

stneN

. -@ @ s e N
satisfaz 2¢ % =0 % mas nio é simétrico em relacdo a 0. De facto,

stneN stneN stneN T n

Em ambos os casos obteriamos o mesmo resultado se em vez

multiplicarmos estes conjuntos por £ multiplicdssemos por @ ot 0s

e/ _@
representassemos da forma l—— s°°,s°°J e [—e % ,e % }
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2) Note-se também que na Proposi¢do 2.4.1 ¢ muito importante que ¢
seja um infinitesimal positivo. De facto, se tomassemos € standard

positivo inferior a 1 em (2.3) entdo a sucessdo {s" }nex seria uma

sucessio standard estritamente decrescente e ££¥ =0 . Se o
tomdssemos standard positivo e maior que 1, entdo (2.3) seria igual a

]-¢,¢[ que nem sequer é externo. E se o tomassemos negativo entdo a

sucessio {s" }neN nem seria monétona.

Por outro lado, se € ndo fosse infinitesimal positivo em (2.3) entdo a

N 1 . . .
sucessao {exp(—— seria uma sucessao estritamente crescente e
ne
neN

@
fe % reduzir-se-ia a alguma galaxia contendo J-1+ @ ,1+ Q[ e contida
@
em [-1,1]. Isto significaria que £ e % nem seria um neutrix. Se

: -@ . o
tomassemos € negativo, entdo £e % seria igual a ]—e % ek [ que nem

sequer é externo.
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2.5. NEUTRICES IDEMPOTENTES

DEFINICAO 2.5.1: Seja A um neutrix. Se A A=A entdo A é um neutrix idempotente.

Nota 2.8: Seja /A um neutrix. Se A estd contido em © entio AAcA, logo A ¢é
idempotente sse AcAA. Se A contém £ entio AcAA, logo A é
idempotente sse AAcCA.

PROPOSICAO 2.5.1
Seja A um neutrix idempotente, e seja n>0 um inteiro standard qualquer. Entdo

AA .. AcA
Y

T vezes

Demonstracao:

Por inducdo externa em n.
Paran=1, A=A, logo AcA.

Suponhamos agora que para 1 standard se tem

AA. ... AcA
\__Y__J

N VezZes

Entio, como A é um neutrix idempotente,

AA. . AcAA=A
\___Y_J

n+1 vezes
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EXEMPLO 2.5.1: Vejamos alguns exemplos de neutrices idempotentes

1) Os neutrices absolutos 0, @, £ e R sdo idempotentes.

2) Seja & um infinitesimal positivo, ndo nulo. Entdo os micro-neutrices
£e® e £e—@% sdo idempotentes. De facto, pela nota 2.7, vemos que
£e® £oP=fe® cfo b Lo h=ge /.

Seja entdo Yy um real positivo em £¢® . Entdo V'neN,y<e"
Pelo principio de Cauchy, existe um inteiro infinitamente grande ©

tal que y<e®. Logo, \/g<s%, o que significa que vs‘nes\‘,\/@<a“.

Donde,
£e® £ =£c® .
Seja agora 2z um real positivo em £ e . Entdo
F'neN,z< exp(— —l—j . Logo, +z< exp(——l—j . Donde
ne 2ne

FneN,Vz < exp(— -}—) . E consequentemente,
ne

£ e"@% .£e'@% =£ e_@% )

3) Seja » um real infinitamente grande positivo qualquer. Consideremos

0 neutrix

F=Urf(o)f)

st feF
onde F é um conjunto standard de fun¢Ges reais de varidvel real.

Claramente F é um neutrix contendo £. Mais, é idempotente. De
facto, se © e Yy sdo dois nameros reais em F entdo existem duas
funcoes standard f e gem F tais que

zel-f(o),f(@)] A yel-9(®),g()].

O produto fg é uma fungdo em F, logo o produto Ty estaiem F. E

portanto, FF=F.
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4) Seja T um real positivo, nio nulo, ndo aprecidvel. Entdo os neutrices
lineares " @ e T£ ndo sdao neutrices idempotentes. De facto,
suponhamos que 7 ¢ infinitesimal. Entdio 7@ e T£ sdo neutrices
estritamente incluidos em @. Entdo r’e r® mas 72¢rQ.r0=r"0.
Donde, rQ nio ¢é idempotente. Mais, TeT£ mas rer£.r£=r’f. Donde
£ ndo ¢é idempotente. Suponhamos agora que T € um real
infinitamente grande positivo. Entdo 7 @ e T£ sdo neutrices que
contém estritamente £. O neutrix 7@ nido contém o real T, enquanto
que TQ.rQ=r*® contém. Donde, T® ndo ¢é idempotente. O neutrix
T£ ndo contém o real 7%, enquanto que 7£.7£ = T°£ contém. Donde, T£

nao é idempotente.

Seja » um real infinitamente grande positivo qualquer.
5) Os neutrices £e£“’,£e‘°£e £ contém £, logo pela nota 2.7, temos
que
f£ofo c gofogpto
£0°° < £ £o*
£0°° fo £

basta-nos verificar a inclusdo contraria.

i) £ef° £ = £of°
Vief, tem-se le°le® =1%e“" =12* . Como (%™ efe™, tem-se

£of£0f° = £ e portanto £of® =fe'fet".

.. £ £ £
ii) £e° £e° c fe”
o a0t _ 2 040 2,20 2 .20 of
Vief, tem-se le” le” =l% =" ., Como ‘™ e£e” , tem-se

£0° £0° c £ e portanto £0° =£0° fo*" .
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vee WwE wg of
iif) £e* £eo* < f£e°
£

‘ (l)‘ l\)L (l]L (l‘L (A\L [0}
Vief, tem-se le® le¥ =12 """ =1%*" . Como l’e*" e£e” | tem-

wf ok wf af wf g
se £e° fe¢ c£e¢° eportanto £e° =f£e° fef .

Logo, sdo neutrices idempotentes.

6) O neutrice £%° esta contido em @, logo, pela nota 2.7, temos que

£0%° = £2%°£6% | pelo que basta-nos provar a outra inclusao.
Sejam lef e ge O, quaisquer. Tem-se le*.le™ =1’** . Como
1207 e £0%°  tem-se £2%°£e%° c £ e portanto
£0%°£0% =£e%

e portanto, ¢ idempotente.
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2.6. ABSORVENTES E EXPLODENTES DE UM NEUTRIX

Nota 2.9: Se um neutrix externo for multiplicado por um real, entio pode manter-se
mvariante, pode ficar menor ou maior. Por exemplo, 2£=£, se e=0,e£  £,e
para w=+oo,0f D £. Desta forma, podemos distinguir nimeros reais que sio

aprecidveis com respeito @ Um neutrix externo, absorventes ou explodentes de um
neutrix externo.

DEFINICAO 2.6.1: Sejam A um neutrix externo e t um real.

i) Dizemos que t é aprecidvel com respeito a A se t A=A, e denotamos o
conjunto de reais apreciaveis positivos com respeito a A por @,;

i7) Dizemos que t é um absorvente de A se t AcC A, e denotamos o conjunto de
absorventes de A por Q,;

iif) Dizemos que t é um explodente de A se tA>A, e denotamos o conjunto de
explodentes de A por ¢, ;

iv) Dizemos que T é assimptoticamente limitado com respeito a A se TACA, e

denotamos o conjunto de reais assimptoticamente limitados com respeito a

Apor £ .

EXEMPLO 2.6.1: Seja A um neutrix externo, e seja t um real. Entio

1) b, = ]@.A)+°o[
0, =£\(@,)

1
@a
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t=®ﬁ\{o}el%'=qoﬂ

2) Se A=0Q entio @,=@, 0,=0,e £ =P.
3) Se A=f entio @ =@, 0,=0,e¢ D=0

Nota 2.10: Note-se que, para qualquer neutrice A, os conjuntos ¥ , € @, nio sao
neutrices pois ndo contém 0. Prova-se que os conjuntos @, e £ sdo neutrices

idempotentes. A demonstragdo desta propriedade ndo a daremos pois utiliza

noc¢des que nio sio abordadas nesta tese, mas pode ser consultada em [1].

EXEMPLO 2.6.2: Calculemos os conjuntos dos explodentes, dos absorventes e dos

apreciaveis dos seguintes neutrices:

1) Seja o=+, e consideremos o neutrice A= £¢*° . Vejamos que:

l) dDA = equ
i) Q,=e
iif) @, = ofe

Mostremos entdo estas igualdades
l) qu = o®®
Sejam ke e e te e® e vejamos que t.k>e*™.
Como ke ef® e te e®™, entdo k=¢*°, para algum lef e t=¢"“, para
algum v=~+ow. Logo, e**e"” =0 e como v+l=+eo, entdo t.k>e™ e
e o, . '

Seja agora te ¢, . Temos que t=¢%, com k>0, e

et 5 £ oot e s k+fo o fo
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donde k=+w e ke ® , e portanto, te e™ e ¢, < e .Logo ¢, =e*.
i) Q,=e™

Sejam ke e*® e te e™ e vejamos que t.k<e*® .

Como ke e™ e tee™”, entdo k=e'*, para algum le£ e t=¢"°, para
algum v=+c0. Logo, ¢™**¢" = e e como —V+l~—c0, entdo t.k< e
ee™c0,.

Seja agora te @, . Temos que t=¢, com k<0, e

e“ fof £ o of e ce b h+focfo

donde Kk=~-cw e ke - o, e portanto, te e e @, ce™ . Logo

i) @, = of®
Notese que @,= R\ (0, up,)= R\ (e'*”ue“"“’) , donde

obtemos o resultado.

2) Seja o=+, e consideremos o neutrice A = £2%°. Vejamos que:
Z) d)A = em]@,m[
l.l) @A = e—m]®,+ao[

i) @, =e®

Mostremos entdo estas igualdades.

) b, =0l

©])0,+oof

Sejam ke e etee e vejamos que t.k>¢%° .

Como ke ¢® e te e®®*l entio k=e®, para algum e=0 e t=¢",
para algum v>0 e v%0. Logo, ¢*e™ = e°t*%) e como v+e=~v mas V0,

entdo t.k>e% e e®Pr I, |

Seja agora te ¢, . Temos que t=¢", com k>0, e
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" £0%° 5 £0%° 50507 50%° & L+ Qo > Qw

@)@, +oo )0, +=[ 10,1+

donde k>Q o, e portanto, te e e, ce .Logo ¢, =¢° i

l.l) @A = e—m]®,+w[

-0]0,+[

Sejam ke e® etee e vejamos que t.k< %

-0)0,+[

Como kee® e tee , entdo k=e*, para algum e=0 e t=¢°,

para algum v>0 e v=0. Logo, e ™ =2°"*%) ¢ como —v+e~—v <0,

entdo t.k<e® e ¢l < @ A
Seja agora te @, . Temos que t=¢*, com k<0, e

0" £0%° = £0%° 0 0%° 0% > L+Qw c Qo

donde k< @ o, e portanto, te ool o 0, c gelos=l Logo

®A = e—m]0,+oo[ '

le) @A E9{+\ (@A U QCA)E m+\ (e—m]0,+x[ U em]®,+°°[) e@m )

. . . o .
3) Seja w=+c0, e consideremos o neutrice A= £¢° . Vejamos que:
J ] q
. b
) P, =e
i) Q,=e"

i) @, =e™

Mostremos entdo estas igualdades.
D b, =e*
Sejam ke e etee® e vejamos que t.k> e .
Como ke e® e tee®, entdo k=¢ , para algum aef e t=¢* , para
algum v=+c. Logo, e® e¥ =¢°"**" e como w’+w'e 0* entio t.k> e e

e® ch,.

Seja agora te b, . Temos que t=¢*, com k>0, e
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. £ N . £ £
" £e” DfeY ©fe” 5 ok+o’ oot
donde k=~+w e ke ®*, e portanto, te e e ¢, < ¢* . Logo P, =" .
.o _ _u)w
i) O, =e
. £ e ® . £
Sejam ke e” etee™ e vejamos quet.k<e® .
£ —n® - a JPAt)
Como ke e® etee™ ,entdo k=e” , para algum acfet=¢™® , para

a

¥ =™ > 0% porque —©"+n’c —0” entio

algum v=+w. Logoe™
of —a®
tk<e® ee™ cOQ,.
Seja agora te @, . Temos que t=¢", com k<0, e
K of ot K ,of of ~
e".£e’ cfe? ©e'e” e’ ok+foctfo

donde k~-w e ke —©*, e portanto, tc ¢ e Q, c ™ . Logo
p A

i) @, =R\(0, U, )=R"\ (e_"’d’ ue‘”w) o'



3. CONJUNTOS EXTERNOS DE R?

3.1. INTRODUCAO

Este capitulo nasceu da ideia de que todo o neutrix do plano se pode escrever
como o produto cartesiano de dois neutrices da recta real. Dai resultaram uma série de
propriedades e de conceitos que aqui sdo desenvolvidos.

Embora a ideia principal desta tese fosse, como ja se referiu, mostrar que qualquer
neutrix do plano é o produto cartesiano de dois neutrices reais, ndo foi, no entanto,
possivel atingir esse objectivo e esta dissertagdo centra-se predominantemente nos
tamanhos dos neutrices. E de facto um estudo dos tamanhos dos neutrices de R2, isto &,
um estudo nas distdncias de qualquer ponto do neutrix, sobre uma recta com um declive

dado, & origem.
Lembremos que denotamos o conjunto de todos os neutrices por N.

Uma vez que vamos estudar os neutrices do plano, e como ja foram introduzidas
no capitulo 2 as operagdes de soma e produto de neutrices, basta-nos provar que o
produto cartesiano de dois neutrices de R é ainda um elemento de /N, e portanto todas as
propriedades de N sdo extendidas aos neutrices de ®* que sejam produtos de neutrices

reais. Para nos isto basta-nos pois vamos comegar por estudar certos produtos cartesianos

e ver se sdao de facto neurices.
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PrOPOSICAO 3.1.1

O produto cartesiano de dois neutrices de R é um elemento de N.

Demonstracao:

Sejam N, M dois neutrices reais quaisquer, ou seja, subgrupos convexos de R.

Queremos mostrar que NxMcR? ¢ um neutrix. Obviamente (0,0)e NxM, pois
0eN e 0eM. Sejam a,beNxM quaisquer.

Entdo, existem ny,n,eN, my,m,eM, tais que (n,,m,)=ae(n,,m,)=b. Como N e
M sio neutrices, ni+m,eN e m;+meM, e portanto,

a+b=(n,+m,n,+m,)e NxM.

Por outro lado, seja aeNxM qualquer. Entio, existem neN, meM, tais que

(n,m)=a . Como N e M séo neutrices, -neN e -meM, logo,
(-n,-m)=-aeNxM .
Entio NxM é um subgrupo.
Finalmente, vejamos que é convexo. Ou seja, vejamos que,
vI,ye NxM, z+(1-A)ye NxM, e (01).

Sejam entdo x,yeNxM quaisquer. Entdo, existem n;,72eN, My,meM, tais que
(n,,m,)=ae(n,m,)=b.Como N e M sdo convexos, temos que, para A e (0,1)
A+ (1-A)y = (ng, Am, )+ ((1-A)ng, (1=2)m, ) = (An, + (1 -A)n,, Am, +(1-A)m, )e NxM

Entio NxM é um neutrix.
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3.2. TAMANHO DE UM NEUTRIX

DEFINICAO 3.2.1: Seja #um neutrice de R’ e ¢<[0,n] um angulo qualquer.
1)Definimos por
R,= {LC >0: (ICCOS(p,!Csen(p)e %},
o conjunto das distincias de qualquer ponto em @ sobre uma recta com declive
tgo, a origem.

2) Ao conjunto A, = {ic: (kcos ¢,k sen ¢)e %} chamamos direc¢do de & por o.

Nota 3.1: Temos que |J’4(p‘ ={c|: (kcos ¢,k senp) € Fi=R, .

s

PROPOSICAO 3.2.1

O conjunto A, ¢ um grupo convexo, para qualquer angulo ¢<[0,x].

Demonstracao:

Seja ¢ um angulo qualquer do conjunto [0,]. Consideremos o conjunto A, €

sejam x,ye A, .
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Vejamos que A, € um grupo convexo. Por definicao de A, tem-se
(xcosp,xsenwp), (YCose,yseny)e %,
e, como ¥ ¢ grupo,
(xcosp,xsenp)+(ycose,ysene)=((T+y)cose,(T+y)seno) e ¥,
logo x+ye A, .
Como (0,0)=(0cose,0senp)e %, entdo 0 A,.

Portanto, A, € grupo.

Por convexidade de %, temos
Axcosp,xsenp)+(1-A)(ycose,yseng)e ¢ Vie(0,1)
logo
A(xcosp,xseng)+(1-A)(ycose,ysenp)=
=((Ax+(1-A)y)cose,(Ax+(1-L)y)senop) e €, YAe(0,1)
donde, por defini¢do, Ax+(1-A)ye A, ,Vrie(0,1)

Portanto A, é um grupo convexo.

DEFINICAO 3.2.2: Sejam % um subgrupo convexo de R* e pe[0,n].

1)O tamanho, T, de & segundo o dngulo de ¢, € o conjunto

T(DE{,/:EZ +1? :(:c,y)ei’,tgcp=£}, com cp:&-g.

X

2) Definimos o conjunto de todas as direc¢Ges com tamanho T, por

dr={q: T,=T}.
3) Um tamanho T de % num dado angulo diz-se maximal se nao existe ye[0,n]
tal que T\,>T ; T diz-se minimal se para todo o dngulo y&[0,n] se tem T, >T.

4) Denotamos por |, a linha que tem por declive tgo.



3. CONJUNTOS EXTERNOS DE R2. 57

o T -
Nota 3.2: A restric¢do cp:tE na defini¢do de tamanho, deve-se ao facto de a tangente ndo

estar definida em lzt— . Também quando =0, podemos ter problemas no claculo

dos tamanhos. Embora, neste caso ultimo caso, possamos sempre escrever

yY=Ttge, temos também outra hipotese, pois de facto, Ty=

Vejamos entdo que T,=R, para qualquer angulo (pig.

Seja teT, qualquer. Entdo t=0 e t= Jx? +y2 , com (T,Ye¥ , tais que
g =£, por definicio de T,. Ou seja,t* =x° +Yy’ > T=1cose e y=1senp, com

T

(tcose,tsenp) e €.
Logo teR,.

Seja agora teR,. qualquer. Entdo (tcosp,tsenp)e €, por definicao de Ro.

Donde tomando T = Tcos@ ey = tsene, obtemos 1> =x* +4* ¢t =" +y*,

e tg(P — Egn_/(P = }i
cosg T
Logo teT,

Assim, para ¢= g, usamos a definicdo de R, em vez de T,

Nota 3.3: Tamanhos diferentes implicam angulos diferentes, no entanto, tamanhos

iguais nio significam &ngulos iguais, como se pode ver no seguinte exemplo.
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EXEMPLO 3.2.1: Consideremos o conjunto £x£.

Temos que £x£ ¢ um neutrix e todos os tamanhos sdo iguas a £

Yy

De facto, Voe[0,n] tem-se 1gp = = logo
T, = {,/mz +y? (X, y)e £x£,190 = -yi}

= {\m] 1+(%T (x,y)e £x £, 190 = %}
= {m',/l +(tge) : (z,y)e £><£}

Se o= g , entdo tgoe£, donde

T, = {ulT+ (o)’ : @y)e £
=£'J1+£P =£"

Se q)=§, ent3o,

T,=R, = {K>0:(l€cos<p,k‘,sen(p)e£x£}
={k>0:(0,k)eExE}=£"
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PROPOSICAO 3.2.2

Sejam A ,BcR? neutrices, a, ¢<[0,n] dois dngulos quaisquer. Denotamos o
tamanho de a em B por T, 3 € 0 tamanho de o em A por T 4.

SeB=R (A)entioT,; =T

— *a+g,A

Antes de darmos a demonstracdo vejamos apenas algumas defini¢ées e resultados

necessarios.

DEFINICAO 3.2.3:

(a) Uma matriz ortogonal é uma matriz quadrada com coeficientes reais, cuja

transposta € também a sua inversa.
(b)) Uma rotagio é uma matriz ortogonal 2x2 p cujo determinante ¢ um. Também
encaramos p como uma aplica¢do de R* em R?, pondo p(x) como sendo o vector

obtido multiplicando p pelo vector coluna I :

el ema-(.]

P P
Pa Pz

p:

2
, Y = qumj,para 1=12.
7=1

(c) Denotamos a matriz identidade 2x2 por 1.

PROPOSIGCAO0 3.2.3
Seja p uma rotagdo. Entdo :
@ A imagem por p de qualquer recta é uma recta : p(v+t¢)=p(b)+tp(c), para todo
b,ceR?e teR.

(i)  Os produtos internos sio preservados por p : se I,X'eR?, p(@)=Y e p(r)=Y,

1=1

2 2
= ' '
entdo Y Yy, = Y T.T,
31
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(iii)  As distincias sdo preservadas por p : se TeR?, entdo |p(X)|=]x].

Demonstra¢do:
(1) Queremos provar que p(b+tc)=p(b)+tp(c), para todo b,ceR* e teR. Temos por

hipétese que p é uma rotagdo ,isto é, p € uma matriz ortogonal 2x2 cujo
determinante é 1. Como toda a matriz representa uma aplicacdo linear, temos que

p(o+te)=p(b)+tp(0).

2 2
(i) Queremos mostrar que se T,T’ €R?, p()=Y e p(T)=Y’, entdo Zy‘_y’1 = Z(EJI'j .
1=1 =l

Como p é ortogonal, temos que Z%Pm =1, onde 1, =1 se =k e 1,=0 se J#K,
1

logo,

PRI Z(Z P4, ]{Z puﬂ?’u) = Z(ZZ%%%IL]
1 1 1 k t 7k
=D D LT = D LT
]k ]
(iil) Queremos provar que se TR’ entdo |p(X)|=|x|.
Tomando =2’ em (ii), temos que p(X)=Yy e p(x)=Y’, donde Y=Y’ porque p € uma

aplicag¢do. Entdo

2 2 2 2 2 .2V 2, 2V
Y=Y oy =ai+n o +y) =g +al) o lple)=ly =l

=1 =1

Demonstra¢do da Proposi¢do 3.2.2:

Seja ac[0,n] uma angulo qualquer em B, e pe[0,7n] tal que B=R_(A) , ou seja,
B=p(A), onde p é a rotagdo de A por ¢.

Assim, provar que To5=Ta+04 € €quivalente a mostrar que para qualquer rotagao

p os tamanhos nio se alteram. De facto, pela sua defini¢3o, os tamanhos sdo distincias e,
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em R’ as distincias sdo preservadas qualquer que seja a rotagdo ¢, pela proposicio
anterior.

Logo, Tas=T,,,4 -

LEMA 3.2.1

Se =0 entdo tq p=(1+ 0)e.

Demonstra¢ao:

Pelo desenvolvimento em série de Taylor, temos que

3 5 2n+1

¢, ¢ ¢
TGP =@+ T b
O T T s T T ey

Se =0, entdo ndo hd nada a demonstrar.

Se =0, >0, entdo,

2 4 2n
.9 @
o=@ 1+ —+—+- +——+---
A q{ T Y )

<(p(1+<pz+(p4+---+(p2“+---)
Como 1+¢*+¢*+---+0™ +---, é uma série geométrica de razdo ¢°>=0, pois

0=0, logo '(p2 ‘ <1, e portanto a série € convergente.

Entédo
2 4 2n
o .9 ¢
o=/ l+—+—++——+-
3 (p[ 3 s nely J
2 4 2n 1
<(p(1+(p +Q +-+ 0O +~--)=(p.1_(p2

=¢(1+0)

Como a tangente é uma func¢io impar, se ¢<0, obtemos o resultado por simetria.
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3.3. EXEMPLOS E CALCULO DOS SEUS TAMANHOS

3.3.1. INTRODUCAO

Neste capitulo vamos estudar alguns neutrices de R?, e calcular os seus tamanhos.
Uma vez que a definicdo de tamanho é

Tms{\/ﬂczwz :(fc,y)e%tgcpi}

T

poderia se colocar a questdo sobre qual a varidvel a escrever como funcio da outra, no

calculo dos tamanhos, a fim de simplificar o conjunto.

. A n ~
Tome-se, por exemplo, o conjunto £ox @, com o=+ e um angulo a=—2-. Entao,

Yy

existe =+ tal que, tga=w’, ou seja, existe (T,y)e R’ tal que Z=0’. Se escrevermos
T

Yy Y

T=-=, ndo teremos problemas uma vez que --efw, pois Yye @. Se, por outro lado,
o ®

escrevermos Y=%xw’, como refw’, entdo se T=o’, viria y=a)’2, o que é absurdo pois Yy Q.
Outros exemplos hd, como veremos a seguir, que nenhuma das situagfes gera
ambiguidade.
Assim, a fim de evitar ambiguidades no calculo de tamanhos, temos que testa: as

hipdteses possiveis e escolher a que ndo gerar contradigdes.

Nota 3.4: Em todos os exemplos que se seguem, consideramos sempre o»=+w e £=(.
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3.3.2.EXEMPLOS

1) a={xy): y=ex,xcR,e=0}

gt
A
% £ 1 e
""""""""""""""""""""""""""""" AT s
I | | |
shee o0l T e v o e o
i
\ 4
-

N3o é um neutrice, pois para =0, o unico ponto pertencente a A € (0,0).
No entanto, para e @, (L,¢), (-1,e)€ 4 mas a sua soma ¢ (0,e)¢ A.

Portanto, 4 ndo ¢ um subgrupo aditivo.
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)= {(:E,y):y E %,m £ ER} , COM ®=+00

A

A

Nado é um neutrice porque (0,0)¢ ®.
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Nao é um neutrice porque (0,0)¢ C.
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) o={xy):x=0,ycR}=0xR

SPGB LS S s Vit b o i e G i i o ar's i s S i o s S B S s s S e S S

Calculemos alguns tamanhos. Temos que
To= {,/xz +9y? :(x,y) e 0,190 = %}
Note-se que, se escrevermos y=xtgd, como T=~0 tem-se yeR, mas se escrevermos

o 32 tgie’ como YeR, se Yye@, e tg6 @ vem Te@, o que € absurdo.
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Portanto vamos escrever sempre y=1tg6 ou g6 = J
T

. =0
Pelo lema 1, 9=0 —> tgo=(1+)g, logo %:(H @)¢. Donde,

2
T,= {,/mz +y Te @,%zw(lm)} E{m 1+—g—2—:$e®,%=(p(l+®)} =
{m|\/1+(p2(1+®)::r € @}s O J1+9*(1+0)=0" (1+0)=0", porque p=0.

ii. te@
Como g—e@, e tggz ®,se o e[—g,§+®}, entdo tgo=@.

Consideremos entdo ae@, o ¢ {g,—gﬂb] Temos que %:@ © Y=1@

To=12? +y 12 0,y=1@}=}x*+3'@ :2c0{={t/1+@ :zcOf=
W f=i =t }

=0* J1l+@)=0"@=0", pois @=@, /(1+@) =@ e usando a Proposicio 2.2.4.

. T T
Consideremos agora B e {—,—+®] Temos que tgf=w, onde w=+w, e portanto,

pela nota 3.2, vem
Tp=R,, s{m 0 :(Icwsg-,k:sengj c @xm} ={k>0:(0,k) e Ox R}

R
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5) £={(x,y) : x=0, y limitado}=Q x£

Calculemos tamanhos. Temos que E=D, 10go

i, Se ¢=0 entdo estamos na situagdo do exemplo 4, logo T,=0" .
Se ae@, owt—zn—, a7 entdo tgoe@, estamos também na situacdo do exemplo 4,
e portanto T,=0Q"
if. e B=§, entdo tgB~+o, e o tamanho vertical de E € £. Entdo pela nota o . A

vem

2

Tp=R,, = {m >0: (Iccosg,lcseng) cDx £} ={c>0:(0,k)e Ox£}=£".
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6) T={(x,Y): y=0 ,xlimitado}=£x @

Temos que £x0 =R, (0 x£), logo pela Proposi¢do 3.2.2, denotando F=£xQ, E=0 x£ e
usando os resultados do exemplo 5, temos que
. Se =0 entdo g+~ =~ = o ® - -
& e ¢=~0 entdo ¢ C e portanto Tee=T .  =£".
o 11 i ' K T T
i Begel@ d¥x, a¥ Eentao tgoe@. Temos que ot 3 e@, a+5 o o OL+5 2,
logo To,e=T, ., =0".
i Sepe g, entdo tgB~+x. Seja o, tal que tgB=n. Entdo B+§:n, e como T,=T,,

logo Tpe=T,,,, ="
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7 g={(xY) : xe£, y=1+ 0 }
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Em primeiro lugar, vejamos que G=R, (£x Q).

Para tal, note-se que R, (£x0) ={z,y): d{(z,y).L,, )= 0§, ou seja, € o conjunto de

c LA . . o g o . i . '
todas as distancias infinitésimais a recta com declive Z .



3. CONJUNTOS EXTERNOS DE R2 71

Entio d((x,y)L, J=0
Como L, ={(a,a):a £}, entdo

=,y )20 > y=z > y=x+e,come=0

Logo, (z,Y)eg.
Seja agora (2,Y)€ G qualquer. Entdo y=x+ @, ou seja,
Y=T+eg,come=0«>Yy=zx

Logo d(z,y), L%)= 0, e portanto, (x,3)e R, (£x Q).

Provamos entdo que G=R, (£x Q)

Entdo pela Proposi¢ao 3.2.2, denotando F=£x @ e usando os resultados do

exemplo 6, temos que

i. Se ¢=0entio @+ g =~ ?E’ eportanto T,c=T , =0*

O+ F
i. Seae@, a®m, a% ch— entdo tgae@. Temos que distinguir dois casos
1. a= g, entdo Ty =T, =£", porque € o eixo sobre o qual fazemos a rotagio.
2. ax g, entdo a+ g €e@ea+ g i—ZTE, logo Te¢= Ta+§,¢ =Q"

i n 3n
SeB=~—,entdiof+—~>—ec@,logo Ts=T.. =0*
i p > p 22 80 18,67 dpiag

iv.  Sewy=m, entdo y+ g €@, logo Ty 6= T,.,=0".

red
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8) H=£ox D, ®=+wn

Vamos determinar tamanhos segundo alguns dngulos.

Temos que

To= {J:nz +y :(z,y)e fox,1g0 = %}

Y

Note-se que, se escrevermos I =-, ndo teremos problemas uma vez que i' efw, pois
(0} w

ye @ . Mas, se escrevermos y=xtg0, se tgou=w’, para algum o’=+w, entdo como Tefo, se

T=0’, viria y=0"?, o0 que é absurdo pois ye @

Portanto vamos escrever sempre T = % ou 190 = E, no calculo dos tamanhos.
T
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i.  Se p=0entdo tgo=¢p(1+ ), donde
2
T,= {,/mz +° (x,y)e £ox Q,199 =%} = {lm[ 1+z—2 (x,y)e £oxQ,0(1+ @):%}

=£" 0| J1+0*(1+ Q) =£" 0| (1+0)

Vejamos os tamanhos de algumas direcgdes infinitesimais

Seja @:%, entio T,= {,/:1:2 +y° :(z,y)e £mx®,%(l+®)=%} =

= {\/m (z,y)e fox0,x= (ﬁw@) =yo(l+ (Z))} =

=,/0*0*(1+0)+0* = O o] (1+@)+—12— =07 |o|(1+0)=0"|v|
()

Seja®=%, entdo Ty= {111;2 +1° ;(:n,y)e £mx®,—\/%(1+®)=%} =

- (P eesoroa= e uistio) =

=0%(1+0)+0” = 0" [0](1+0)= 0" o]

Se ae@, a#%, a7 entdo tgae @, logo

2
To= {w/mz + 17 1 (2,9)e £0x O, g0 =%}E{]y| /1+§2—:£mx®,%:-;§=@}

E(D*\/T:@—E(ZY@EQ*

T . :
Se B=—, entdo tgp ndo esta definida e portanto, pela nota 3.2, temos

1.

i1,
Ty=R,, = {Ic >0 :(Kcoszzt—,lcsengj = £cox(D} ={k>0:(0,k) e £ox @}

=Q".



3. CONJUNTOS EXTERNOS DE R2 74

_@
9 Efe % xR, >0, e=0
Determinemos tamanhos:

i, Se =0, entdo tgo=¢(1+ D), donde

{1/302 +y* :(z,y)e £e'@%x9%,tg(p=%}z
5{1/332 + i (x,y)e g% xm,%=(p(l+®)} E{mw/l+(p2(l+®) Te £e‘@%}

T,

-@ -
=gro % 1+¢*(1+0)=£"e % (1+0)

ii. Seae@, axm, oc;tg, entdo tgoe@, logo
T.= {W (z,y)e g0 % x R, tgo = %} =
= {W (z,y)e £o % ‘R,—% = @} = {|m|\/1—+—@— ‘Te £e'%}
=£" e_@% @=£" e'@% , pois, pela @A=A, para todo o neutrix A.

18

ifi.  Se B=—, entdo tgB=+co, logo

2
-@ -@
Tg=R, =<k>0: k‘,coszt—,lcsenzt— efe 4xiR =k>0:(0,k)efe Ax‘ﬁ
S 272

ER+
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10) =£e x £2°€  y~+oo,
Determinemos tamanhos:

i Se ¢=0, entdo tgo=0 (1+ Q).

®
Note-se que o vector ( . j ¢ J, de facto, os dngulos ¢ =0 tais que T,c7sdo da ordem

©

de grandeza de ¢™° . Logo
{,/xz +97 :(x,y) e £ x £, L = "°°’(1+®)}

Y.
:C
F1+0):xe£e® }E £e°’f +(ge ©fo F(1+ Q)

{
JEe™ T+ (geoeF =0 F + (g0 =] = £*co*

T,

.. L ~
ii. Se ae@, temos que para todo a%m, O#E’ entdo tgoe@, logo

Note-se que como (z,Y) e £0°* x £2°@ e tgo = 2 entio se escrevermos T = -, ndo
x

tga

teremos problemas uma vez que mz—y— € £0°@ c £e°t | Mas, se escrevermos

tga
Yy=Ttgo, entdo como Te £e°F, viria xtgue £e°f e ye £e°f, o que ¢é absurdo pois

ye £ . Logo,

To= {,/:c2 +4% 1 (z,y) e £ x £2°€  tgo = %} =

{a: +1% : (z,y) e £ x£e'm@,m=%¥@y}s (y@)2+y2:ye£e“°@}

E\/ "m@@ £e"°@) =f*o7%€
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T ~
ii.  Sea= 5 entdo, pela nota 3.2, vem

Tp=R, ={k>0:|keos =, ksen * | e £e0F x £ @ E{Lc>0:(0,lc)e£e“’£x£e"“@}
T 2772

=£*o"@
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3.4. PROPRIEDADES DOS TAMANHOS

Nota 3.5: Seja o uma dngulo qualquer num neutrix # Temos que T, € um semi-grupo

aditivo, para todo o a.

1) 0eT,, pois todas as direcgdes passam pela origem, por definicio.

2) Se zeT., entio IyeEnl,, tal que [y|== . Como Yye % entdo fye¥ e

[£y|=£"[y|=£" . Entdo, £°ceT,, pois £ye %, e portanto £ye FNl,.

PROPRIEDADE 3.4.1

Seja % um neutrice. Sejam o,y direcgbes em #tais que 0<a$m e & uma angulo

em #tal que &efy,y+a]. Entdo Te> min(T,, Tysa).

Te>min(T,,Ty+a)
—

Lz

Sejac, 0< o0 £ m, uma dnguloem &

Tysq

Demonstragio:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que y=0 e que T, é minimal. Caso
contrario, poderiamos considerar uma rotagio de y que as propriedades se mantém, uma

vez que % é um subgrupo aditivo convexo de R°.



3. CONJUNTOS EXTERNOS DE R2 78

Queremos mostrar que, para qualquer & e [0,n], T:>T,.

T

3]
e BT CTEIE T,

Ou seja, para qualquer xeT, x>0, existe (2,2) € # tal que i=tg§ e
z

2
Jz izt 2.
Seja (Y1, y2) € Ftal que yy,” +y,” 2T, ;yyl-=tga ey +y," e T,

2

Distinguimos 2 casos. Seja >0.

1) a=0

(yl 7y2)

,_—4/,4?’11@

I'r

={1+0
Entédo, por hip6tese em (91) , temos que {'91 ( )I .
Y2 Y, =0x

Como % é convexo,

X(g}(l_x{(u@)x]=(xm+(1—x)(1+@)m)=((1+®)mjegp .

Oz 1-2)0x Ox

Entio,

J1+0)x? +0x? =jg1+ 0 |
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2z 1+0Q
logo, tomando ( 1) = 2(( ):c)’ temos que
Z, Oz

T§>T0.

Z
2T ,com
Z,

H

2) Suponhamos a0, 0LasT.

\

(Xk B é
le e [ £I] . Sejam le£, ac@ tais que [%]:(m].
Y2 @z Y2 ax

Como %% convexo,
AT+(1-2 )iz
WS M g

Entio (

(1) SeA=0, I-Ae@, logo

(oer 1)

Sejam le £, ae@ quaisquer. Temos

Jaiz? +12¢? =|:n|\/a2 +12 f

)

2

z &
logo, tomando ( ! j = ( J,L ef,ae@ , tem-se,
Z,) Ao+ \a

2T .

() Se A#0, 1-A=0, entdo

(m(;(i )—(giimj _ (m + (Dcc] |

J eT: e portanto
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Z, AT +Qx
e tomando =2 tem-se o resultado por 1).
zZ, Oz

(1) Se A 1-Ae@,
Az+(1-1)ET) (f£x
(1-1)az ]—(@m ’

z ey
e tomando ( 1) -2 (a:c)t ef, 0@, tem-se o resultado por 2), (1).

2 va? +1?

- Tez min(Ty, Tyeo).

COROLARIO 3.4.1

~ n TC
Se, Tx/2<T, entdo temos que, para qualquer dngulo o com OSOLSE, T>Tos.

Demonstra¢io:

Consequéncia imediata da propriedade anterior.

PROPRIEDADE 3.4.2

Sejam % um neutrice e o um dngulo em % tal que Osasn. Se To<T, entdo T,>

T,, para todo y e T, é minimal.

Demonstragao:

Seja o tal que Osasm e To<T,. Entdo, pela propriedade anterior, para qualquer
ngulo £ em &, com £€[0,a], tem-se T:>2min(Ty,Te)=T,.

Seja o tal que asn-a$n. Se ¢=n-a, entdo pela proposi¢io anterior, para qualquer

dngulo & em & com &ela,a+¢], ou seja &efa,n], tem-se T:>2min(T,, Ty).
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Mas como T=T,, e T,<Ty, entdo T:>T,.

Logo, T, é minimal.

LEMA 3.4.1

Sejam #um neutrice de R% e B={b : (0,b)e #}. Entdo B é um subgrupo convexo

de R2.

Demonstragao:

Seja # um neutrice de R* e B={b : (0,b)e #}.

Queremos mostrar que B é um subgrupo convexo de R>.

Obviamente, 0B, pois #¢é um grupo, e BSR>.

Seja be B qualquer. Entio (0,b)e %, por definicio de B.

Como # ¢ grupo, entdo (0,-b)e &, donde -be8B.

Sejam b,0,€B quaisquer. Entdo (0,b,),(0,b,) € &, por definicio de B. Como #é

grupo, entdo
(0,01)+ (0,02) = (O,bl"'bz)e %

donde b;+b,e8B. Portanto, B é grupo.

Por outro lado, como % é convexo, tem-se
V}\.E(O,l), A'(O’bl)-l-(]"}")(o;bZ) = (0’7\'01+(1'7")02)€ %

donde, Ab;+(1-A)b,e8. E portanto B é convexo. .

. B é um grupo convexo, ou seja, B é um neutrice.
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Nota 3.6: O conjunto B pode ser encarado como o conjunto de todas as distancias da
. . . A T e .
origem a fronteira de # na angulo > ou seja, € a direcgdo vertical de 7 que

também se pode escrever Ay.

Corolario 3.4.2

Toda a direc¢do de % é um grupo convexo.

Demonstracao:

Note-se, em particular, que o conjunto B definido no lema anterior, ¢ a direccdo
de #por (p=§. Como #ER2, e BSR2, entdo para qualquer dngulo ye[o,n], a direccdo

de % por ¢ pode ser descrita como uma rotagdo de B, e portanto ¢ um subgrupo convexo

de R

Vejamos alguns resultados no caso em que os neutrices nao estao centrados com 0s

eixos do plano.

PROPOSICAO 3.4.1

a
Sejam (OJ e R* qualquer, e % um neutrix de R? qualquer.

Definimos
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Entao
’1;; =T, ou ’f; =0
A

4

(cc

Y
/ / (f) i

- -
A 0
Demonstracdo:

Suponhamos que ’fa # ¢, € vejamos que ’fa =T, .

0 a
(i) Sejam (UJ €7, (bj e P, . Entdo, por defini¢do de P, (Z) e? .

C 7 é diti @[04 78
omo ¥ € grupo aditivo, y+b_y+be .

a
Logo, por defini¢io, (y . b] e?.

a a _ ~
Entdo, [b]e?‘“(y+b)6?° . donde, por definicio de T, ,

y=y+b—ye’f;, e portanto, T,, c’f;

a)(a ~ ~
(i1) Sejam , e P, quaisquer. Entdo, por defini¢do de T, Yy-2¢€ T,.
g5 Y
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al(a 0
Por outro lado, e por defini¢do de 7, (yj’(lj €%, logo (y Z]e ¢,

pois % é um grupo aditivo. Ou seja, ( )GT%, e portanto,

—~

T.cT, .

Logo, provamos que T, =T, .

&

/

PROPOSICAO 3.4.2
Defina-se M = {r : ’J:,_x =T, }

@M=M.

Demonstracido:
Sejaze M.

-~

m 7 . .
Entio 7T, =T, , e existe z tal que (Z)e%. Como #¢é um grupo aditivo,

T T ~ ~ ,
(gzje%, e portanto (gzje?ﬂc, logo T@ +¢ , donde T@z =T% , ou seja @reM.

Portanto, @ M=M.
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3.5. NEUTRICES DE R? COMO PRODUTO CARTESIANO DOS SEUS
TAMANHOS

TEOREMA 3.5.1

Seja # um neutrice de R%. #Fpode ser escrito como um produto cartesiano de

dois grupos convexos, quando a direcgdo horizontal de # tem tamanho R.

Demonstragdo:

Consideremos o conjunto definido no Lema 3.4.1, B={0 : (0,b)e #}.
Queremos mostrar que F=Rx8.

Obviamente, R é um grupo convexo, e pelo Lema 3.4.1 e seu coroldrio, B e

qualquer direc¢io de # € um grupo convexo.

Vejamos entdo que #ERxB. Seja (x,Y)e #F qualquer.

Entio TeR, pois #&R2. E, como o tamanho da direc¢do horizontal de & € R,
entio (x,0)e % Logo,
@Y-(,0=0, ) &
pois #¢é grupo. Donde, yeB, por defini¢do de B. Portanto, (z,)e RxB.

o FERXB.
Vejamos agora que RxBE #. Seja agora (T,y)e RxB qualquer.
Entdo zeR, e yeB. Logo, (0,y)e & por definicdo de B. E, como o tamanho da

direccdo horizontal de % ¢é R, entdo (T,0)e &
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Logo,
@,0+0,9)=(,Ye &
porque % ¢é subgrupo de R’. Portanto, (X,y)e % ou seja,

RxBS &

Provamos entio que #=NRxB, isto é, #¢é o produto cartesiano de dois grupos

convexos, quando a direc¢do horizontal de #tem tamanho R.

TEOREMA 3.5.2

Seja # um neutrice de R% & pode ser escrito como um produto cartesiano de

dois grupos convexos, quando a direcgdo horizontal de # tem tamanho maximal T&R.

Demonstracao:

Seja T o tamanho maximal da direcgdo horizontal de % e consideremos o

conjunto definido no Lema 3.4.1, B={b : (0,0)e #}.
Pelo Lema 3.4.1, B é um grupo convexo e pelo seu corolario qualquer direcgdo de

# é um grupo convexo, logo a direcgdo horizontal de % é um grupo convexo. Seja Q a

direc¢do horizontal de % com tamanho maximal T. Queremos entdo mostrar que

7=AxB.
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Vejamos que ZEAxB. Seja (x,y)e Fqualquer e seja ywe[0,n] um angulo tal que

tQy= % Consideremos o tamanho de #ha direccdo y, T,,.

Como T ¢ o tamanho maximal de % T,<T, logo,
JaeT : a >4z’ +y* 2.
E como A é a direccio horizontal de #com tamanho maximal, xe@A. Donde

(x,0)e # Portanto, como # ¢é um subgrupo de %7,
@P-(x,0=0,9)e &
logo, por definicdo de B, yeB. Donde, como r€A e YyeB, tem-se (T,) €AxB, ou seja

ZZAXB.
Vejamos agora que AxB<S & Seja (x,y)eAxB qualquer.

Entdo, xeA e yeB. Logo, por defini¢do de B, (0,y)e % e como A € a direcgdo

horizontal de % com tamanho maximal, (x,0)e % Donde, como % ¢é grupo,
x,0)+0,9)=(x,y)e &
E portanto, AxB< 7.
Provamos entio que % ¢é o produto cartesiano de dois neutrices, quando a

direc¢do horizontal de # tem tamanho maximal T&R.

=2

Y iy

PO S

t
*
t
t
]
)
)
]
)
1
1
]
]
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DEFINICAO 3.5.1: Seja # um neutrice. Definimos a dimensdo de #; dim %, como sendo
0 nimero maximo de parcelas que formam uma combinagdo linear contida em # Isto €,
dim #=n
361,62,...,17, e R",j=1,..,n vectores independentes, IN, c R,] = 1,...,n neutrices nicos,
nio vazios e N, # {0},vj=1,...,n, tais queN,U, + N,U, +...+ NI, < .

Se U, eR,YJ=1,...n, a dim #=1, ou seja, # ¢ um subgrupo de R.

Se 'T)] eR?Vj=1,...,n, a dim =2, ou seja, # & subgrupo de R

Nota 3.7: Esta nocdo € baseada na nocdo de dimensdo de um espago vectorial, no

entanto os neutrices ndo sdo espagos vectoriais reais. Por exemplo,
considerando o neutrice £x£, a multiplicagdo de um real o~+o0, nio estd em

£x£. No entanto, 0s neutrices s3o espagos vectoriais sobre £.

TEOREMA 3.5.3

Seja #"um neutrice. Suponhamos que dim #>1. Se todos os tamanhos s3o iguais

a T, entdo #=T>
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Demonstragao:

Suponhamos que todos os tamanhos de #sdoiguaisa T.
Queremos mostrar que F=T".

Se todos os tamanhos sdo iguais, entdo a direc¢io horizontal maximal de # tem

tamanho T. Pelo Teorema 3.5.2, temos que #=TxB, onde B={b : (0,0)e %} é um grupo

convexo.
1

5 pela nota 3.6, logo tem

Mas, B é a direc¢do vertical de % com direcgcdo

tamanho T, por hipotese.

Logo, #=TxT=T~

DEFINICAO 3.5.2: Dizemos que o neutrix N € estreito se M cR: N=MxM.

EXEMPLO 3.5.1: Vejamos exemplos de alguns neutrices estreitos

1) £xQ € estreito
2) O neutrix {(x,y) : xef, Yy =x+ @} é estreito.

3) O neutrix £x£=£2 nio é estreito.

TEOREMA 3.5.4

Seja N um neutrix de R? qualquer.

Entio 3a€[0,27] com T, minimal, tal que

‘v’Bcom[3—0L<1t-tem-seT[3 =T,
72
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Demonstra¢io:

Seja N um neutrix qualquer.

Se N nio é estreito entdo todos os tamanhos sdo iguais e portanto o resultado é
valido.

Se N ¢ estreito, entdo seja ae[0,2n] tal que T, minimal, que sabemos que existe
pela Propriedade 3.4.2. Seja ¢€[0,2n] tal que T, ndo é minimal.

Como N ¢ estreito, por hipbtese, entdo nem todos os tamanhos sdo iguais. Logo

) . s ..
existe um tamanho minimo. Tomemos a=¢+ 5 com T, minimal

Ty

v

Seja B um angulo qualquer, tal que B-—oc:lzt- . Como T, € minimal, T,2T,, Yy,
logo, em particular, Tp=T,.
Por outro lado, como B—a;—g entdo B§g+a =T+ .
Donde Vyelo,B], T,>min(Tp,Ty), logo em particular, To=min(Tp,Ty), pois
=0+ = logo
? 5

Se, min(Tg,T,)=Tj, entdo Te=>Tp.
Se, min(Tp,T,)=T,, entdo To2T,, 0 que ¢ uma contradi¢do pois, por hipotese
T,<T,, uma vez que T, ndo é minimal.

Logo, To=Tj, € portanto, TB =T,.
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Comentario:

Embora ndo tenhamos aqui atingido o objectivo a que nos propusémos, uma vez
que ndo foi possivel demonstrar a existéncia de um tamanho maximal, cremos que serd
possivel. Conjectura-se que o caminho serd este, envolvendo demonstragdes de maior

complexidade, para as quais necessitaremos de IST e da nogio, analitica, de supremo.

Os métodos aqui desenvolvidos, sdo predominantemente algébricos, e pouca
analise se fez nesta dissertagdo, acabando por se estudar os tamanhos e suas

propriedades.
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4.1. LEMA DE DUBOIS-REYMOND

O Lema de DuBois Reymond € a versido standard do Lema de Robinson, que é uma
das muitas ferramentas utilizadas em Analise nio Standard. Estes dois lemas sio muito
semelhantes e foi Laugniz que, em 1880, reparou na semelhan¢a entre ambos. Nao
daremos as suas demonstragdes, porque o Lema de DuBois-Reymond utiliza
Transferéncia, o que sai do ambito deste trabalho, no entanto, ambas podem ser

consultadas em [2].

LEMA 4.1.1 — LEMA DE ROBINSON

Se (a)nen € uma sucessdo interna de reais tal que a,, =0, Vn € X, limitado, entdo

existe um ilimitado we®R tal que a, =0,Vn<ow.

LEMA 4.1.2 - LEMA DE DUBOIS REYMOND
Se (a,, ), e é uma dupla sucessdo tal que fim a,, =0,VneN, entdo existe uma
T n—+o

sucessdo () ex tal que k,—+oo e ainda lim Qe = 0.

N>+
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4.2. CORTES E ESPESSURAS DE CORTES EM R

TEOREMA DO CORTE

Seja (A,B) um corte extérno de R. Entdo A é um halo ou uma galdxia de R.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [1], ndo a daremos aqui
por utilizar predominantemente o Principio de Idealizagdo, o que ndo tem uma ligagio
directa com o tema deste trabalho, embora se pense que este poderd ser o caminho para

chegar a demonstracido desejada.

DEFINICAO0 4.2.1:

Seja (A,B) um corte de um grupo totalmente ordenado, comutativo e standard, &.

Ao conjunto
&= {ZE &:lf<a-bVaeA,Vbe B}

é chamado de espessura do corte (A,B).

Seja (A,B) um corte externo de R. Vejamos como construir X, a espessura do
corte (A,B). Consideremos o conjunto de niimeros reais definido por

A={re®:3aeAdboeB,a+[x=0]

Entio A é simétrico com respeito a 0. Num certo sentido, A mede o “tamanho do
salto” que leva um elemento de A para B. Seja I' o complemento de A. Entdo I seria a
colec¢io de reais que, quando adicionados a niimeros reais em A ou B, ndo move nem A
nem B. E facil ver que

I={yeR:VaecA,a+fycA}={yeR:voeBo-|yeB}.
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Claramente, I" é convexo e simétrico com respeito a 0. Mais, sempre que Yy € um
elemento de I" entdo 2y também é um elemento de I'. Logo I' € um neutrix. De facto, o

neutrix & é exactamente o conjunto I'.

EXEMPLO 4.2.1: Vejamos alguns exemplos de cortes e suas espessuras

1) Consideremos A a colecgdo externa de reais que sejam inferiores ou
infinitamente préximos de 1. Entdo (A, A®) é um corte externo de R e
temos

AsfreR:z=lvr<ll=ol]Jul+0)=}»1+0]=1+}»,0],
e a espessura do corte (A, A ¢é Q.

2) Consideremos B a colecgio externa de reais infinitamente grandes.

Entdo (BS,B) € um corte externo de R e temos
B ={reR:Tep}=}w0]uf=}oof]
e a espessura do corte (B, B) é £.

3) Consideremos o conjunto interno C cujos elementos sdo todos os
reais inferiores ou iguais a 2. Entdo (C, C°) é um corte interno de R e
temos

C=}2]=2+},0]
e a espessura do corte (C, C°) é0.

4) A espessura de um corte de um intervalo é 0.
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4.3. NUMEROS EXTERNOS

Uma vez que esta dissertagdo se centra, predominantemente, nos neutrices, mas
como o calculo externo também é necessario para trabalhar com os neutrices de R?
damos, neste anexo, algumas defini¢ées e propriedades algébricas dos niimeros externos.

Denotamos o conjunto de todos os niimeros externos por E.

DEFINICAO 4.3.1:

Um numero externo € a soma algébrica entre um numero real e um neutrix.

Denotamos um niimero externo por um caracter grego. E, temos que qualquer namero

externo o, se pode escrever da forma a=a+ A= {a+x:xe A}, onde a é um ndmero real e

A um neutrix.

EXEMPLO 4.3.1: Vejamos alguns exemplos de numeros externos

1) Os nameros reais sio niimeros externos com parte neutrix

nula, e os neutrices sio nimeros externos sem parte real.
2) O conjunto 1+ Q@ ={1+x:x=~0} é um numero externo.

3) Seja o ilimitado. Os seguintes conjuntos sdio nimeros

externos:
i. o+ 0
i, o+t

4) O nimero externo o+1 é um numero real.

5) O nimero externo +¢£ é um neutrix.
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ProOPOSICA04.3.1

A parte neutrix de um nimero externo ¢ o conjunto de todos os niimeros reais que

o0 deixam invariante por translac¢io.

Demonstracgio:
Seja a=a+.4 um nimero externo, € £ um niimero real qualquer. Entdo,

T+o=o & T+t A=+ A o 1+ A=A 1=A

EXEMPLO 4.3.2: Seja € um infinitesimal positivo.

1) l+etef=1+e£

2) 5+24 +ef+ -2 =5+ 2
loge loge

TEOREMA 4.3.1

Sejam a=a+A e B=b+B dois nimeros externos quaisquer. Entdo
o+B=a+b+ A+ B=a+b+max( A, B)
o-B=arb+max(A,B)
a.p=ab+aB+0 A+ AB=ab+max(aB,0. A, AB)

Demonstracao

a+p=a+A+b+B=a+b+ A+ B=a+b+max(A,B), pela Proposicdo 2.2.5.

a-p=a+ A-(b+ B)=a-b+ A+ B=a-b+max( A, B), pela Proposi¢do 2.2.5.

a.p=(0+A).(o+B)=ab+aB+b A+ AB=ab+max(aB,0.A, AB), pela Proposicao
2.2.5.
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