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Prefacio

Este trabalho foi baseado em dois artigos de Edward Nelson, nomeadamente
em parte do artigo intitulado "Internal Set Theory: a new approach to
nonstandard analysis” e na totalidade do artigo intitulado ”The syntax of
nonstandard analysis”. Pretendeu-se fazer uma apresentacao dos resultados
al demonstrados evidenciando mais pormenores, particularmente onde os
artigos se mostram sucintos.

Apesar de, ao longo do trabalho, serem apresentados alguns conceitos e
resultados necessérios ao seu desenvolvimento pressupdem-se alguns conhe-
cimentos, nomeadamente de teoria axiomdtica de conjuntos (ZFC) e de 16-
gica matemética.

O objectivo deste trabalho é a demonstracio, sint4ctica e seméntica, da
consisténcia relativa de IST. Assim, e no capftulo um, comegamos por a-
presentar a axiomética de IST e algumas consequéncias dos seus axiomas,
como por exemplo a existéncia de nimeros naturais nao-standard. No capi-
tulo dois apresentamos a demonstracdo sintdctica da consisténcia relativa
de IST. Esta surge como uma consequéncia dum algoritmo, o chamado al-
goritmo de redugéo, que codifica um processo de encontrar uma afirmagio
interna equivalente (no sentido légico e sob certas condigdes) a uma afir-
macio externa. No capftulo trés é apresentada a demonstracio seméntica
da consisténcia relativa de IST. Esta demonstracao envolve o principio da
reflexdo e a construgdo, a da construcio, a partir dum ultralimite adequado
dum universo parcial, de um modelo para o sistema de axiomas de IST.

No capitulo quatro, comegamos por fazer um breve enquadramento histéri-
co da andlise nao-standard, segue-se uma breve andlise dos beneficios da
utilizagdo dos seus métodos, e por fim desenvolvernos uma interpretacéo
intuitiva dos seus elementos fundamentais.
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Resumo

Enriquecendo a teoria dos conjunto ZFC com o sfmbolo de predicado st e
os axiomas de transferéncia, idealizacdo e standardizacdo, obtemos IST, a
teoria dos conjuntos internos. As férmulas sem o novo sfmbolo de predicado
chamamos internas em oposicao 4s que o contém, que chamamos externas.

Apés a apresentacdo de IST e de algumas consequéncias dos seus a-
xiomas, descrevemos neste trabalho um algoritmo, chamado algoritmo de
reducdo, que permite encontrar uma férmula interna equivalente a cada fér-
mula externa. O algoritmo de redugio fornece uma demonstracgio sintéctica
da consisténcia relativa de IST. Veremos ainda outra demonstracdo desta
consisténcia, agora seméintica, através da constru¢do de um modelo para o
seu sistema de axiomas.

Continuamos com um breve enquadramento histérico da anélise néo-
-standard, seguido de uma an4lise dos beneficios da sua utilizagio e, por
fim, desenvolvemos uma possivel interpretacio intuitiva dos elementos fun-
damentais de IST.
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Abstract

The axiom system IST is obtained from set theory ZFC adding predicate
st, and three new axioms, the axioms of transfer, idealization and standar-
dization. A formula without the new symbol is called internal, and formulae
who contain the symbol st are called external.

After the presentation of the axiomatics IST and some consequentions
of these axioms, we describe an algorithm, called reduction algorithm, that
allows us to find an internal formula equivalent to each external formula. The
reduction algorithm yields a sintactical proof of the relative consistence of
IST. We consider another proof of this consistence, now semantical, through
a construction of a model for his system of axioms.

We continue with a short history of nonstandard analysis, followed by a
short analysis of the benefits of its utilization, and, at last, we will develop
a possible intuitive interpretation of fundamental elements of IST.
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Capitulo 1

Axiomatica de IST

1.1 Introdugao

A linguagem da teoria dos conjuntos internos (IST) é a linguagem da teo-
ria de conjuntos ZFC com mais um sfmbolo de predicado unério, o sfmbolo
"standard” (abreviadamente ”st”). Este novo predicado nao tem contetido
seméntico, ou seja, nao tem significado. Chamamos conjuntos internos, ou
simplesmente conjuntos, as varidveis desta nova linguagem. O novo sfmbo-
lo de predicado vai permitir dividir os conjuntos em dois tipos: conjuntos
standard e conjuntos ndo-standard. As férmulas da nova linguagem que
nao envolvem o novo sfmbolo chamam-se férmulas internas, e as que en-
volvem chamam-se formulas externas. Os axiomas de IST sao os axiomas
de ZFC mais trés axiomas esquema que veremos mais & frente e que nos
dao regras para manipular o novo predicado. Os axiomas de ZFC apare-
cem em IST formulados da mesma maneira. No entanto, h que ter algu-
mas precaugdes quanto 3 formagdo de conjuntos: o axioma de separacio
garante que a classe {x € A: ¢(z,ay,...,a,)} é um conjunto, no caso em
que ¢ (x,a,...,a,) € uma férmula interna e A é um conjunto qualquer. Nao
podemos usar predicados externos para definir subconjuntos. Nao podemos,
por exemplo, concluir que existe um subconjunto S de N tal que para todo
ntemosn € S & n € NAst(n). Chamamos 4 violagio desta regra formagdo
tlegal de conjuntos. Como veremos neste trabalho, IST é uma extensao con-
servativa de ZFC, e por isso todas as definigbes, construcoes e teoremas da
matemdtica classica permanecem vilidos em IST. Em IST vamos ter no-
vas demonstragoes de teoremas cldssicos que, como veremos mais adiante,
sa0 equivalentes as respectivas demonstragdes cldssicas. Haver4, no entanto,
definicGes, construgdes e teoremas que, por envolverem o novo predicado ou
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2 CAPITULO 1. AXIOMATICA DE IST

os novos axiomas, nio podem ser formulados ou demonstrados em ZFC. O
que ha de novo na teoria dos conjuntos internos é em adigdo nao em alte-
ragdo. Em IST, conjuntos como N e R s@o conjuntos internos construfdos
ou definidos exactamente da mesma maneira que em ZFC. No entanto, co-
mo o predicado st permite fazer distingOes entre os elementos que nao era
possivel fazer na linguagem de ZFC, vao existir nestes conjuntos elementos
nao-standard.

Passemos agora & descricao de IST que, como j4 referimos, consiste na
teoria de conjuntos ZFC enriquecida com o sfmbolo de predicado st e com
trés novos esquemas de axiomas. Mas antes vamos introduzir algumas abre-
viaturas bastante tteis:

\Add abrevia Vz (st(z) = ...)
oty abrevia 3z (st(x) A ...)
vfing  abrevia Vz (zfinito=...)
3fing  abrevia 3z (zfinitoA...)
vetfing  abrevia Voiz (zfinito= ...)
Jetfing  abrevia 3%tz (xfinitoA...)
Vrxey abrevia Vz(zey=..)
drey abrevia Iz (ze€yA..)

onde zfinito tem o significado usual, ou seja, é uma abreviatura para a
férmula que garante que nao existe uma bijecgao entre e um seu subcon-
junto préprio ou que existe uma bijeccio de z com {m € N : m < n} para
algum n.

1.2 Principios (T), (I) e (S)

O primeiro axioma esquema estabelece o elo de ligagdo entre o "universo”
dos objectos standard e o universo todo, e afirma o seguinte:

Axioma 1 Principio de Transferéncia (T):
Seja A(z,ty,...,t) uma férmula interna com tdnicas varidveis livres
z,t1,...,tx € pardmetros e constantes standard (se existirem). Entdo:

VoL Y (Vo A2t 0 te) = VB ATt 00 0) )
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Este axioma diz-nos que uma propriedade interna que é satisfeita por
todos os objectos standard é satisfeita por todos os objectos (standard e
ndo-standard). A aplicagiio deste principio deve ser precedida pela verifi-
cagdo de que a afirmagéo é interna e de que todos os seus parimetros tém
valores standard, pois caso tal ndo se verifique podemos estar a fazer o
que usualmente se designa transferéncia ilegal. Contrapondo, o princfpio de
transferéncia pode ser formulado da seguinte forma:

VStt1...V8ttk (3.’1) Az, t, ..., tr) = Itz A (z,t1, .y k) )

o que nos permite dizer que se uma propriedade ¢ vélida para um objecto,
entdo & valida para um objecto standard. Assim, supondo que existe um
tinico z tal que A(z) onde A(z) é uma férmula interna cuja tnica varidvel
livre é , ent3o esse objecto = tem que ser standard. Como consequéncia do
que foi dito temos que todo o objecto especffico da matemética cl4ssica é
um conjunto standard. Assim, por exemplo, como o conjunto dos niimeros
reais, R, & tnico conclufmos que é um conjunto standard.
O segundo axioma esquema é o seguinte:

Axioma 2 Princtpio de Idealizagdo (I):
Seja B(z,y) uma férmula interna com varidveis livres T e y e possivel-
mente outras varidveis livres. Entdo:

Vstfinylaxvy € y' B(IL‘, y) < BmV“y B(xa y)

Este princfpio afirma que uma férmula interna é simultaneamente satis-
feita para todos os conjuntos standard finitos se e s6 se for simultaneamente
satisfeita para todos os conjuntos standard. Este é o axioma que realmente
nos tréz algo de novo, diz-nos intuitivamente que se ” podemos sempre con-
tinuar”, entdo temos um elemento ideal.

O teorema seguinte é uma consequéncia de (I) e vai permitir-nos concluir
que existe um mimero natural ndo-standard.

Teorema 3 Seja X um conjunto. Entdo, todo o elemento de X é standard
se e s6 se X é um conjunto standard finito.

Demonstracgao:
Seja X um conjunto. Suponhamos que X é standard finito. Provar
que Vz € X st(z) & o mesmo que provar que /A (X C A), pois



4 CAPITULO 1. AXIOMATICA DE IST

Iz € X ~ st(z) & Iz € XV (r#y) e aplicando idealizacdo vem
vetfin A3z € Xy € A(z # y) que é 0 mesmo que V*!/" A3z € X (z ¢ A) ou
seja V™A (X ¢ A). Assim, como X é standard finito e X C X conclufmos
que todo o elemento de X é standard.

Reciprocamente suponhamos que todo o elemento de X é standard. En-
tdo0, por idealizagio, 3¢f""4 (X C A) logo X é um subconjunto de um
cojunto finito e portanto é um conjunto finito. Por outro lado, como o
conjunto das partes do conjunto standard finito A é um conjunto stan-
dard (por tranferéncia) finito e, como ja foi provado, todo o elemento de
um conjunto standard finito & standard concluimos que X é standard pois
X € P(A) O

Do teorema anterior podemos concluir que todo o conjunto infinito tem
um elemento nao-standard, logo como N & infinito existe um niimero natural
nao-standard. Ora, sabemos por transferéncia que 0 é standard e que, para
todo o natural n, se n é standard entdo n + 1 é standard, o que por inducao
nos poderia levar a crer que todos os nmimeros naturais séo standard. Mas
como acabdmos de provar que existe um nimero natural nao-standard o que
podemos concluir é que nao existe um subconjunto de N cujos elementos sao
exactamente os naturais standard. O teorema anterior fornece ainda uma
condicao suficiente para que um conjunto seja finito: basta que todos os seus
elementos sejam standard.

Outra consequéncia do princfpio da idealizagao é o teorema seguinte:

Teorema 4 Eriste um conjunto finito F tal que para todo o x standard
temos x € F.

Demonstragao:

Como V**/*"23FVzx € z (x € FAF finito)(basta para cada z considerar
F = 2), entdo por idealizacdo temos que IFV*z (x € FAF finito), ou seja,
existe F tal que todo o z standard pertence a F' e F' é finito. ]

O conjunto cuja existéncia é garantida pelo teorema anterior nao pode
ser standard pois se fosse, por transferéncia, incluirirfa todos os conjuntos
o que é absurdo. Também ndo existe o menor conjunto finito que contém
todos os elementos standard, pois a existir seria definido pela intersecgéo
de todos os conjuntos F' dados pelo teorema o que é uma formacao ilegal
de conjuntos (pois estarfamos a usar um predicado externo para definir os
conjuntos a intersectar).
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O préximo axioma esquema vem completar a possibilidade de formagéo
de subconjuntos a partir de qualquer férmula (se a férmula for interna
podfamos usar separacdo mas se fosse externa estarfamos a cometer uma
formacao ilegal).

Axioma 5 Princfpio de Standardizagdo (S):
Seja C(z) uma férmula interna ou externa com z varidvel livre e pos-
sivelmente outras varidveis livres. Entdo:

VizItyyty (zeyszez A C(2).

Este princfpio diz-nos que dada uma férmula, para qualquer conjunto
standard existe um conjunto standard cujos elementos standard sao exacta-
mente os elementos standard do primeiro conjunto que satisfazem a férmu-
la. Aplicando transferéncia ao axioma da extencionalidade podemos concluir
que dois conjuntos standard séo iguais se tiverem os mesmos elementos stan-
dard. Assim, o conjunto y dado pelo principio da standardizacao é tnico e,
por isso, vamos denoté-lo por

y=5{zez:C(2)}.

Este conjunto deve ser lido como o subconjunto standard de = cujos elemen-
tos standard séo aqueles que satisfazem C e ndo como o conjunto de todos
os elementos standard de = que satisfazem C, pois este dltimo constitui uma
formacao ilegal de conjuntos. Quando um conjunto standard é definido por
standardizacgdo, o critério para ser membro é aplicado somente a elementos
standard, ndo temos por isso um critério para decidir se um elemento nao-
-standard z de = est4d em y = ¥ {z € = : C(2)} ou néo. Podem existir neste
conjunto y elementos nao-standard que ndo satisfazem C e podem existir
elementos ndo-standard que satisfazem C mas que ndo estdo em y.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 6 Seja a um natural ndo-standard, entédo

S{zeN:z<a}=N.

(embora ezistam mimeros naturais que néo satisfazem z < a). Como am-
bos os conjuntos sdo standard, para verificar a igualdade basta mostrar que
os dois conjuntos tém os mesmos elementos standard. Isto é, temos que
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mostrar que todo o nmimero natural standard é menor que a. Seja z um
nimero natural standard e consideremos o conjunto {w € N: w < z}. Trata-
-se de um conjunto finito e standard, logo pelo teorema 3 todos os seus el-
ementos sdo standard e por isso ndo contém a (pois este é natural nio-
-standard), logo a £ z e portanto z < a. No entanto, firado a néo standard
podemos formar o conjunto

{z€N:z<a}.

Nio se trata de uma formagdo de conjuntos ilegal pois a é um natural e a
férmula 2 < a é interna. O conjunto formado é um subconjunto proprio
de N ndo-standard. E um subconjunto proprio de N pois a € N ea ¢
{z € N: z < a}).E néo-standard pois se fosse standard o seu mdzimo seria
standard, o que é absurdo jd que o seu mdximo € a.

Exemplo 7 Seja a um natural néo-standard, entdo
S{zeN:z>a}=0.

(embora ezistam naturais z tais que z > n). Ndo eristem naturais standard
maiores que a pois este é natural néo-standard e vimos no exemplo 6 que
todo o natural standard é menor que qualquer natural ndo-standard.

A existéncia de funcdes standard é garantida pelo princfpio da standar-
dizacao como veremos no préximo teorema.

Teorema 8 Seja A(z,y) uma férmula interna ou externa com varidveis
livres ¢ e y e possivelmente outras. Sejam X eY conjuntos standard.
Suponhamos que para todo z standard em X existe um y standard em Y
tal que A(z,y). Entéo, eziste uma fungdo standard § : X —'Y tal que para
cada x standard em X temos A(z,§(x)). Simbolicamente,

Vize XFtyeY A(z,y) = F§: X - YViz e X Az, j(z)).

Demonstracao:

Seja A(z,y) uma férmula interna ou externa com varidveis liviesz e y e
possivelmente outras. Sejam X e Y conjuntos standard. Supondo que para
todo z standard em X existe um y standard em Y tal que A(z,y) temos
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que A(z,y) define uma funcéo da classe dos elementos standard de X para
a classe dos elementos standard de Y. Queremos mostrar que essa fungao
se estende a uma funcao definida em todo o conjunto X com valores em Y.
Consideremos a classe

F={(z,y):x€ X Ast(z) Ay €Y Ast(y) A\ Az,y)} .

Temos, por standardizagio, que ¥z € X Ity € Y (z,y) € SF, e por
transferéncia que Vz € X 3y € Y (z,y) € SF. Aplicando o axioma da
escolha, podemos afirmar que Vz € X Iy €Y (z,y) € SF. Considerando
§ = 5F temos (z,§(z)) € § © (z,5(z)) € SF & Az, j(x)). O
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Capitulo 2

Consisténcia relativa
(sintActica)

2.1 Introducao

O objectivo deste capftulo é a demonstracao sintéctica da consisténcia rela-
tiva de IST. Esta demonstracéo surge como uma consequéncia do algoritmo
de reducdo. Ap6s a descrigdo deste algoritmo faremos algumas aplicacoes
e veremos como se podem converter demonstragoes de teoremas relativos
a extensoes de teorias, em demonstracOes desses mesmos teoremas nessas
teorias.

2.2 Algoritmo de reducao

O algoritmo de redugéo, cuja descri¢do faremos neste capftulo, permite re-
duzir qualquer férmula externa de IST a uma férmula interna com as mesimas
varigveis livres, para valores standard dos parametros e sob certa condicao
adicional (que veremos mais & frente). Assim, podemos obter reformulagoes
internas tanto de teoremas externos como de definicdes de objectos stan-
dard que foram feitas por meio do principio de standardizacio envolvendo
nogdes externas. O algoritmo de reducdo codifica o processo de encontrar
a afirmacéo interna equivalente a inicial. Para a aplicacao do algoritmo de
redugéio sdio necessérias regras para lidar com quantificadores que nos per-
mitem reescrever uma férmula obtendo outra logicamente equivalente com
as mesmas varidveis livres mas com os quantificadores todos ao inicio, ou
seja, na forma normal prenezada.

Apresentamos de seguida um resumo dessas regras: Suponhamos que A

9



10 CAPITULO 2. CONSISTENCIA RELATIVA (SINTACTICA)

e B sio férmulas, que x e y nao sio livres em B e que z ndo & livre em A.
As regras bésicas sao:
(1) ~Vz A(z) & 3z ~ A(z)
(1d) Vz ~ A(z) &~ 3z A(x)
(2) Vz A(z) AB & Vz (A(z) AB)
(3) Vz A(z)VB & Vz (A(z)V B)
(4) Vavy A(z,y) & VyVz A(z,y).
As férmulas duais de (2), (3) e (4) séo:
(2d) 3z A(z) AB <« 3z (A(z) AB)

(3d) 3z A(z)V B < 3z (A(x) V B)
(4d) 3xIy A(z,y) & Fy3z A(z,).

Estas regras implicam outras, por exemplo:

(5) [Vz A(z) = B} & [z (A(z) = B)]
(6) [A=Vz B(z)| & [Vz (A= B(2))].

E, dualmente:
(5d) [3z A(z) = B] & [Vz (A(z) = B)]
(6d) [ A= B3 (A= B(2))].

Podem também ser deduzidas das regras bésicas as seguintes:

(7) [Vz A(z) = Vz B(z)]
& [FaVz (A(z) = B(2))]
& [Vz3z (A(z) = B(2))]

(8) [vz A(z) & Vz B(z)]
& [(Vz A(z) = Vz B(2)) A (Vw B(w) = Vu A(u))]
& IzTwVVu [(A(z) = B(2)) A (B(w) = A(u))]
& VzVudzdw [(A(z) = B(2)) A (B(w) = A(u))].

Desta lista de férmulas apresentamos, a titulo de exemplo, as deducoes
da (5) e da (6):
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B3z (A(z) = B))

& [3z (~ A(z) V B)]

& [(3z ~ A(z))V B)] por (3d)
& [(~Vz A(z)) Vv B)] por (1)
& Vz A(z) = B]

[A = Vz B(2)]

& [Vz B(z)V ~ 4]

& [Vz(B(2)v ~ A)] por (3)
& [Vz2(~ AV B(2))]

& V2 (A= B(2))].

Mostra-se, utilizando as regras bésicas que enuncidmos, que todas elas
se mantém validas para os dois novos quantificadores de IST (V** e3*
abreviados). Para isso basta utilizar o facto de que escrever V*z signifi-
ca [Vz (st(z) = ...)] e escrever 3%z significa [3z (st(z) A ...)].

Vejamos um exemplo para cada quantificador:

Temos V*'z A(z) V B « V*z (A(z) V B) pois

vtz A(x) VB

& [Vz (st(z) = A(z)) V B]

& [Vz ((st(x) = A(z)) v B)) por (3)
& [Vz((~ st(x) V A(x)) V B)]

& [Vz(~ st(z) V (A(z) V B))]

& [Vz(st(z) = (A(z) vV B))]

& Vix (A(z) VvV B)

e temos IzI%y A(z,y) & FyI*r A(z,y) pois
Fetz3ty A(z,y)
& [Fz(st(z) A FiyA(z,y)))
& [Fz(st(z) A y(st(y) A Alz,y)))]
& [33y(st(y) A A(,9) A 5t(2)]
« [Fy(3z(st(z) A A(z,y)) A st(y))]
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& [Fy(stly) A FtzA(z,y))]
o FPtyItzr A(z,y).

Séo ainda necessérias, para a aplicacdo do algoritmo de redugéo, outras
regras que resultam de axiomas, princfpios e teoremas de IST. Os principios
de idealizacio, standardizagéo e transferéncia fornecem-nos regras para lidar
com os novos quantificadores:

1. Troca de quantificadores externos de natureza diferente

(S vetzIty A(z,y) < IGViz Az, §(z)).

O teorema 8 (consequéncia de (T') e de (S)) garante-nos a implicagéo
directa desde que « e y variem num conjunto standard; a implicagao recf-
proca é garantida pelo facto de § ser uma funcéo standard. Denotamos esta
equivaléncia por (') j& que, tal como o princfpio de standardizagao nos ds
conjuntos, esta equivaléncia dé-nos fungdes. Dualmente temos:

(S'd) Ftavty Az,y) © V3% Az, §(z)).

Note-se que tanto (S’) como (9'd) apenas sdo vilidas se x e y variam
num conjunto standard. Esta é a condigéo adicional de que faldmos que, na
prética, ndo & tdo restritiva como aparenta jé que em situagOes concretas
os objectos em jogo sdo usualmente elementos de um conjunto (standard)
dado.

2. Troca de quantificadores externos e internos

E o principio de idealizagdo que nos d4 uma regra que permite trocar
quantificadores externos e internos.

() vy ey Bz,y) & 32v'y B(z,y)
(Id) FHinyvady € o Blz,y) & V23I'y Blg,y)

onde B(z,y) é uma férmula interna com varidveis liviesze y e possivel-
mente outras varidveis livres.

3. Substituicio de quantificadores externos por internos
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Podemos substituir quantificadores externos por internos usando o princi-
pio de transferéncia.

(T")  V'z A(z) & Vo A(z) (T'd) 3z A(z) ) Iz A(z)

onde A(z) é uma férmula interna com z livre e possivelmente outras
varidveis livres desde que tomem valores standard, e & significa que as
8

férmulas sdo equivalentes para todos os valores standard.

4. Troca de gquantificadores externos da mesma natureza

9) Vzviy A(z,y) © V'YV A(z,y)
(9d) J23%y A(z,y) & I*y3z A(z,y).

Resulta das regras dos quantificadores (4) e (4d) que permitem comutar
quaisquer dois quantificadores internos desde que sejam da mesma espécie. A
propriedade permanece vélida para quantificadores restritos e nao-restritos.

Passemos agora & descricdo do algoritmo de reducdo aplicado a uma
férmula externa:

Passo 1: Substituir todos os sfmbolos de predicados externos do discurso
habitual da anélise ndo-standard (tais como ”infinitésimal” ou ”22") pelas
suas defini¢des, até que o nico predicado externo seja ”standard”.

Passo 2: Reescrever a férmula obtida de modo a que ”standard” aparega
apenas nos quantificadores externos, isto &, substituir stz por 3%y (y = z).

Passo 8: Usando as regras para lidar com quantificadores ((1)-(9)) ree-
screver a férmula na forma @1 2;...Qn T A(z1...25,) onde A(z;...z,) € interna
e cada Q; é V,3,V* oud®. Dizemos que a férmula é de ordem quantifica-
cional j no caso de termos j quantificadores internos seguidos & direita por
pelo menos um quantificador externo.

Passo 4: O objectivo neste passo é reduzir sucessivamente a ordem quan-
tificacional da f6rmula até zero de modo a obter uma fé6rmula com todos os
quantificadores externos seguidos a direita pelos internos.
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Se a ordem quantificacional da férmula é j > 0 e @; é o quantificador
interno mais & direita que é seguido por um quantificador externo, entéo a
direita de Q; s6 existem quantificadores externos e uma férmula interna.

Se Q; =V e é seguido por uma sequéncia de V** usamos a regra (9) para
puxé-los para a esquerda reduzindo assim a ordem.

Se Q; =V e & seguido por uma sequéncia de V* e 3*, usamos as regras
(9), (S’) e (S’d) de modo a puxar os quantificadores externos universais
para a esquerda e @; ficar seguido por uma sequéncia de quantificadores
existenciais externos que por (Id) podem ser movidos para a esquerda de V
reduzindo assim a ordem.

Se @; = 3 o procedimento é andlogo usando as duais das regras consi-
deradas no caso V. Repetem-se estes procedimentos até reduzir a ordem a
Zero.

Passo 5: Usar (T’) e (T°d) para substituir na férmula obtida no passo
anterior todos os quantificadores externos pelos respectivos quantificadores
internos.

Obtemos assim uma férmula interna com as mesmas varidveis livres que
a original e que lhe é equivalente para os valores standard das varidveis
livres. Apresentamos de seguida, a tftulo de exemplo, as redugoes de algumas
férmulas que ocorrem com mais frequéncia. Sejam A e B férmulas internas.

I. A redugdo da férmula VoI%yVv*2 A(z,y,2) é
vz3/inyvady € ' Alz,y, 2(y))
pois

VzIyvtz A(z,y, 2)

& VIV :3%y A(z,y, 2(y)) por (S°d)

& VEvzIty A(z,y,2(y)) por (9)

& Vetz3etiinga3y € o Az, y, 2(y)) por (Id)

& vafinyrdy ey Alz,y, 2(y)) por (T7) (T'd)

II. A reducéo da férmula Vz3yVvz A(z,y,2) é
Vavfn gz € 2 A(z,y,2)

pois
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VeIyvez A(z,y, 2)

& VeVt 3y € 2/ A(z,y, 2) por (1)

o Vetfindz Wz € 2/ Az, y,2) por (9)
Vf nNTIYWz € 2’ A(x,y, 2) por (T?)

4:) Vev/m2 Iz € 2/ A(z,y, 2) por (9)

ITI. A reducdo da férmula Vz(Vsy A(z,y) = V*z B(z,2)) ¢é
V23V (Vy € ¥ A(z,y) = B(z, 2))

pois
vz(Vety A(z,y) = V*z B(z, 2))
o VoVeiz (VlyA(z,y) = B(x, 2)) por (6)
& Vovtz3%ty (A(z,y) = B(x, 2)) por (5)
o VetvrIty (A(z,y) = B(z, 2)) por (9)
o Vtz3stlingNaTy € o (A(z,y) = Bz, 2)) por (1d)
< Vzaliny'Va3y € ' (A(z,y) = B(z,2)) por (T) (T?)
& Vz3finyVz(Vy € i A(z,y) = B(z,2)) por (5)

IV. A reducéo da férmula Vi(V*z A(t,z) < V'y B(t,y)) é
VyV2a g/ iV (Y € 2’ A(t, z) = B(t,y)) A (Vw € w' B(t,w) = A(t, 2))]

pois

vi(Veiz A(t, =) & Vy B(t,y))

& Vivetyve 3% 3% w

(A(t,2) = Bt,w) A (Bt:w) = At,2)] por (8)
& Votyyot a3t eIt

[(A(t, ) = B(t,y)) A (B(t,w) = A(t,2))] por (9)
& V"tyv*’tza"f ny'Vtdz € 2’ I%w

[(A(t,z) = B(t,y)) A (B(t,w) = A(t, 2))] por (Id)

& Vgt tingviItyds € o
[(A(t,z) = B(t,)) A (B(t,w) = A(t,2))] por (9d)
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& Ystyystp3stfing/Jstfing Nyt Sw € w'dz € o’

[(A(t,z) = B(t,y)) A (B(t,w) = A(t, 2))] por (Id)

& VyVz3fingy/ 3finyVidw € w'3z € o/

[(A(t,z) = B(t,y)) A (B(t,w) = A(t, 2))] por (T) (T’d)
& YyVz3ling/ 3finy'Vit|(Jz € /(A(L, z) =

B(t,y))) A Bw € w'(B(t,w) = A(t, 2)))] por (2d)
& YyVzaling/ Ifiny'Vit|(Vx € ' A(t,z) =
B(t,y)) A (Vw € w' B(t,w) = A(t, 2))] por (5)

V. A redugio da férmula Vz(V®y A(z,y) = 32V*w B(z,2,w)) é
V2 g 3 inui|(Va € 2 A(t,z) = B(t,y)) A (Yw € w' B(t,w) = A(t, 2))]

pois
Vz(vey A(z,y) = 32V*w B(z,z,w))
& Vz(Viy A(z,y) =

vetfing'3vw € w' B(z, z,w)) por (1)
& Vrystfing/

(V¢y A(z,y) = 32Vw € v’ B(z, z,w)) por (6)
o vast finwlasty

(A(z,y) = F2Vw € v’ B(z, z,w)) por (5)
& tfinglyp3sty

(A(z,y) = F2Vw € v’ B(z, z,w)) por (9)
o Vatfinwlastfinylvxay e yl

(A(z,y) = 2w € v’ B(z,z,w)) por (Id)
e vliny'3fingNz 3y € o

(A(z,y) = J2Vw € W' B(z,z,w)) por (T?) (T°d)
& Yiny/3fingyy

(Vy € ¢ A(z,y) = 32Vw € v’ B(z, 2,w)) por(5)

2.3 Reducgao de férmulas

Seja T uma teoria de primeira ordem com conectivos proposicionais => e
~, quantificador universal V, letras de predicados A;-‘ e constantes indivi-
duais a;. Os outros conectivos proposicionais e o quantificador existencial
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s3o introduzidos como abreviaturas, e as nocdes de férmula e sentenca sao
definidas de forma usual. Os axiomas 16gicos e as regras de inferéncia seréo
abordados mais adiante.

O algoritmo de redugfio aumenta o mimero de quantificadores nas fér-
mulas j4 que introduz funges, conjuntos finitos e composicdes destes dois,
como por exemplo funcdes definidas em conjuntos e conjuntos finitos de
funcdes. Assim, representando por Pji(X) o conjunto de todos os subcon-
juntos finitos de X e por X Y 0 conjunto de todas as fungdes de Y para X,
se para cada conjunto M considerarmos M o menor conjunto tal que:

G) MeM
(ii) Sempre que X,Y € M entdo Py (X) € MeXY eM,

temos que, se todas as varidveis de uma férmula externa variarem em M,
entdo todas as varidveis da sua redugao variam em M. Ora, numa teoria
arbitrdria, ndo temos a garantia de ter todos estes objectos, entdo vamos
precisar de trabalhar numa extensdo 7' de T. Consideremos uma extensao
T de T que inclui as constantes M, A , 4; e os axiomas que fazem com
que T seja a teoria de um modelo de T. Vamos trabalhar num modelo pois
precisamos de uma linguagem mais rica. Consideremos ainda uma nova
teoria T* (extensdo de T) que resulta de T adicionando uma nova letra de
predicado undrio ”standard” e os seguintes axiomas, onde ¢ é uma férmula
interna:

(i) M éstandard
(i) A} éstandard
(iii) a@; é standard
(T) ¥ (Vi g(x,1) = Vo o(x, 1))
onde ¢(z,t) ndo tem varidveis livres
@) 3z VY @(z,y) © VY 3z Vy ey ¢(z,y)
(So) Ytz Iy ¢(z,y) = 3G V'z §(x, ().

Chamamos (S(',) ao dltimo axioma pois ¢ estd restrita a ser interna,
mostraremos mais a frente que (S°) Ve¢x 3%ty &(z,y) = Iy V' &(z,y(x)),
onde ® & interna ou externa, é uma consequéncia. Temos assim, a partir
de uma teoria de primeira ordem 7', uma primeira extensao T onde temos
as reducdes das férmulas de T; uma segunda extensao T que é a teoria
de um modelo de T; e, por fim, uma extensdo T* de T que resultou da
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adicdo do predicado "standard” e de novos axiomas. Usaremos letras latinas
minusculas para denotar n-tuplos de varidveis, incluindo a possibilidade de
n = 0 (constantes). Usaremos letras gregas maidsculas para férmulas de
T* e letras gregas mindsculas para férmulas de T, ou seja para férmulas
internas de T™.

Seja ® uma férmula de T*. Chamaremos redu¢do parcial de ®, e deno-
taremos por &', & férmula que se obtém no final do 4°passo do algoritmo de
reducdo e que tem a seguinte forma V¥u 3w ¢(u,v).

Sendo V*u; 3%y ¢;(u1,v1) e V¥ug F%vs ¢y(u2, ve) as redugdes parciais
de ®, e ®, respectivamente, apresentamos de seguida a reducao parcial de
algumas férmulas importantes:

(~ @) & Veutu ~ ¢(u,v(u))
(‘I>1 = @2)' é VStU2V8t17133tu133t02(¢1(u1,51 (ul)) = ¢2(u2,v2))
(Vz ®) & VeuItiny'VzIv € v ¢(u,v)

vz @) é  VezveuI®y P(u,v).

Como &' tem as mesmas varigveis livres que P, temos que ¥’ é uma
sentenca se e s6 se & uma sentenca. Como @’ é a férmula que se obtém
de ® aplicando o algoritmo de reducéo até ao final do 4°passo, temos que
® < &, j4 que a aplicacdo do algoritmo apenas envolve regras cléssicas para
lidar com quantificadores e as regras (I) e (Sp).

Seja ® uma férmula de T*. Chamaremos redugdo de ®, e denotaremos
por ®°, a férmula que se obtém no final da aplicagéo do algoritmo de redugéo
e que tem a seguinte forma Vu v ¢(u,v). Note-se que a reducgao de @, que
é uma férmula interna, é obtida da sua reducéo parcial apenas por aplicacao
de transferéncia e por isso temos & <> o0,

2.4 Reducao de demonstracoes

Nesta secc@o temos como objectivo apresentar um algoritmo puramente sin-
tactico que converta demonstracoes de teoremas de T em demonstracoes
dos mesmos teoremas de 1. A conversdo de uma demonstracio de um teo-
rema de T™ numa demonstragdo em T ser4 feita através da reducéo de cada
afirmacao da demonstracao.

A formulacdo usual da nocéo de teoria de primeira ordem envolve duas
regras de inferéncia: Modus Ponens e Generalizacdo. A utilizacdo da gene-
ralizacio levantarfa problemas j4 que esta regra é usada para férmulas com
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varidveis livres e férmulas de T* com varidveis livres ndo podem ser re-
duzidas a férmulas de T ((T) ndo pode ser aplicado). Para contornar esta
dificuldade vamos usar uma formulagao da nocao de teoria de primeira or-
dem onde a tnica regra de inferéncia é Modus Ponens (Mendelson, 1987).
Nesta formulagdo os axiomas préprios sdo qualquer colecgado de afirmagoes
e os axiomas 16gicos sdo os fechos das fé6rmulas da seguinte forma:

Sejam ®, ¥, A € T,

i @=(v=9)

i) (2=2(¥=A)=>(2=>9)=>2=A47)

@) (MU =20P) = (U =>P)=>T)

(iv) Vz ®(z)= ®(t) ondet é uma constante ou varidvel
v) Yy (2=9)=> (VW 2=>W ¥).

Como tomamos para axiomas légicos os fechos dos axiomas légicos da
formulacdo usual, a aplicagdo de Generalizacao deixa de ser necesséria pois
deixamos de ter afirmagOes com varidveis livres. Podemos assim concluir
que os teoremas de uma teoria de primeira ordem sao os mesmos quer con-
sideremos uma. ou outra formulagdo.

Seja @4, ..., P, uma demonstracdo em T*. Entdo, cada ®; ou é um a-
xioma de T™ ou segue por Modus Ponens de afirmagOes anteriores. Assim,
para converter ®1,...,®, numa demonstragao em T vamos reduzir cada ®;
(ver secgdo anterior). Precisamos entdo de demonstrar que Modus Ponens se
mantém véalida em T™ e que a reducao de cada axioma de T™ & um teorema
de T

O teorema seguinte é usado na reducao de Modus Ponens de T™ para T

Teorema 9 Sejam ®; e ®, afirmacées de T*. Entdo
(@1 = @,)° = (8! = )
é um teorema de T™.

Demonstragao:

A reducio parcial de ®; = ®9 & V¥uo Vo0 3%uy 3%y (¢ (u1,71(u1)) =
¢2 (’U,g,’l)z)), lOgO (@1 = ‘1)2)0 é Vu2W1 JuqFvg (¢1 (u1,171 (ul)) = ¢2 (U2,v2))

que, aplicando as regras (6d), (5), (5d) e novamente (6), & equiva-
lente a Fv1Vuy ¢y (u1,v1(u1)) = YugIvg ¢y (ug,v2). Queremos provar que
®) = &), ou seja que, Vu;Iv; ¢y(u1,v1) = VugIvg @, (ug,v2). Como
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sabemos que J1Vuy @y (u1,1(u1)) = Vug3va @, (u2,v2), basta provar que
Vuy3vp ¢y (u1,v1) = Fo1Vuy ¢ (ul,'ul (u1)) que é o axioma da escolha que
faz parte de 7. Portanto (®; = ®;)° é um teorema de T. O

No teorema seguinte vamos provar que as redugoes dos axiomas préprios
(dos seus fechos nos casos de (I) e de (S,)) séo teoremas de T. Como veremos
na demonstragio do teorema, as redugoes destes axiomas sao teoremas trivi-
ais de T'. Este é um facto que néo surpreende pois estes axiomas constituem
regras para formar redugoes.

Teorema 10 Seja ¢ uma férmula interna sem varidveis livres. Entédo, as
redugoes dos ariomas:
(i) M é standard

(ii) fi;‘ ¢ standard
(i) a; é standard
(T) Yt (Voz ¢(z,t) = VY d(z,t))
onde ¢(z,t) ndo tem varidveis livres
(D) Vw(Ez Yy ¢(z,y) & VY 3z Wy ey ¢(z,y))
(S) Vz Ity §(x,y) = 3y V¢ é(x,§(z))
séo teoremas de T.

Demonstracao:

(i) Aplicando o 1°passo do algoritmo obtemos I*'z (x = M) que, por
transferéncia, é equivalente a 3z (z = M). Assim, a reducao de M ¢ stan-
dard é 3z (z = M) que € um teorema de T.

(ii) A redugao de A" é standard é 3z (z = A") que é um teorema de T

(iii) A reducdo de @; é standard é 3z (z = G;) que é um teorema de T.

(T) Analisemos agora a reducdo de (T):

Como

Vi (Vi o(z,t) = Yy ¢(y,1))
& VU3t (P(z,t) = Vy (y,t))  por (5)
& Vi3 (9(2,8) = Yy $(32)) por (T°d) (T")

Entdo a reducgdo de (T) é Vt3zr (¢(z,t) = Yy ¢(y,t)) que é equivalente
a Vt (Vz ¢(z,t) = Vy d(y,t)) que & um teorema de T

(I) Para analisarmos a reducdo de (I) vamos considerar as suas duas
implicacoes:
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() Vw@Eavty ¢(z,y,w) = VY 3Iavb eV ¢(a,b,w))
(L)  Vw(Vtmy3zvy € ¥ ¢(z,y,w) = 3aV°*b ¢(a,b,w))
e provar que as suas redugdes sao os seguintes teoremas triviais de T": .
viinyvw(3avy € ¥ o(z,y,w) = Ja¥b € b $(a,b,w))
vinvw(3avy € b ¢(z,y,w) = 3avb € V' é(a,b,w)).
Ora,
vw(QzVetyd(z,y, w) = VY 3avb € b ¢(a, b, w))
& YuVetfiny (Jzvety ¢(z,y,w) =

JaVb € V ¢(a,b,w)) por (6)
& Vwvetiny (Vi 3zvy € o ¢(z, y, w) =
JaVb € b’ ¢(a,b,w)) por (I)
& Ywvetfiny3stfing (3evy € o' d(z, y, w) =
JaVb € b ¢(a,b,w)) por (5)
& VetfinpuwIetiing! (3zvy € y'¢(z, y, w) =
Javb € ¥ ¢(a,b,w)) por (9)
o Vet finblastfinyllvwa finy/ c yn
(3aVy € ' ¢(z,y, w) = 3aVb €V ¢(a,b,w)) por (Id)
<=> meblsfmyllvwafmy € yll
(Ha:Vy € y'é(z,y,w) = 3a¥b € ¥/ ¢(a,b,w)) por (T”)

Assim, (I;)? &
vling 3fingpy3Finy € o (3xVy € y'd(z,y,w) = Ja Vb eV é(a,b,w))

que, considerando y” = {¥'} e y' = ¥, se torna no seguinte teorema
trivial de T":

viryvw(3avy € b é(z,y,w) = Javb € V' ¢(a,b,w)).

Quanto a (I) temos,
vw(Vetfing'3zvy € y ¢(z,y, w) = Javb ¢(a,b, w))
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& Yw(Vetfing'3avy € i ¢z, y,w) =

ystfiny3avh € b ¢(a, b, w)) por (I)
PN [V'w Vstfinbl(vstfinylaxvy c yl ¢($,y’w) =

Javb € VY ¢(a, b, w))) por (6)
o [Vw Vstfinblastfinyl(axvy = y’ ¢(m,y,w)

= Ja¥b € V' ¢(a, b,w))] por (5)
& [vetfinyvwIting (Javy € ¥ ¢(z,y, w) -

= JaVb € b'é(a, b,w)) por (9)
o Wstfinblastfinyllvwa finyl € yll

(3xVy € ¥’ ¢(z,y,w) = JaVb € V' é(a, b, w))] por (Id)

<s:t> [Vfinblafinyllvwafinyl c yll
(FzVy € ¥ ¢(z,y,w) = 3aVb €V é(a,b,w))] por (T°d) (T)

Assim, (I2)0 &
yfiny 3fingingy3fing! ¢ o (3zvy € o ¢(z,y, w) = JaVb € b'P(a, b,w))

que, considerando y” = {V'} e ¥ = ¥/, se torna no seguinte teorema
trivial de T*:

vy vw(3zvy € b ¢(z,y, w) = 3aVb € b/ ¢(a,b,w)).
(S,) Por fim vamos ver que a redugéo de (Sp) &

vavgvw ($(a(3),§(@@)), w) = 6(@@),§(a@)), w))

um teorema trivial de 7. De facto
Y (Vz3ty ¢z, y, w) = Ibva #(a, b(a),w))
& Vw (V'z3y ¢(z,y,w) =
veta3tb ¢(a(b), b(a(b)), w))] por (5'd)
& Vuva(vrz3ty ¢(z, y, w) =
3b ¢(a(b), b(a(d)), w))] por (6)
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& Vuv a3 GV T ¢(z, §(z), w) =

b ¢(a(d), b(@(d)), w))) por (S)
o Nuwvavey(veiz ¢(z, y(z), w) =
3 ¢(a(b), b(@()), w))] por (5d)
& Pv’i‘&V"@?’iﬂ(V’iﬂs &z, y(z),w) =

2 $(@(b), b(a(b)), w))] por (9)
o [Vstavstngastwast'5~ o

(¢(z, §(z), w) = $(@(b), b(@(b)), w))] por (5) (6d)
& VtavegEetfingvw3s € o/3%

($(z, §(z),w) = $@(®), b(@()), w))] por (I)
o [Vst‘dvst@astfinxlvwastgax cx

($(z, §(z),w) = $@(), b(@(d)), w))] por (9d)
& [vtayetgtiing iy vuwb € ¥3c € o/

($(z, §(z), w) = $(@(), b(@(b)),w))) por (Id)
< Vavgafing3finvwdb € Y3z € !

($(z, §(2), w) = ¢(a(b), b(@(d)),w))] por (T'd) (T’

Assim, (Sp)° é
vavga i I nbvwb € V3 € 2 (¢(z, §(z),w) = (@), 5@(0)),w)).

Se considerarmos ¥ = {§} eb=7 temos

vavgafinavuwdz € & (§(z,§(x),w) = (@), §(a(@)),w))-

E, finalmente, considerando 2’ = {d(y)} e = a(y) obtemos o seguinte
teorema trivial de T":

Vavgvw (¢(a(9),5(@(@), w) = ¢@@),y@@)),w)). O
O préximo teorema garante que as redugdes dos axiomas légicos (i), (ii),

(iii) e (iv) sdo teoremas de T

Teorema 11 Sejam ®,¥ e A férmulas de T*. Entdo as redugdes dos az-
iomas:
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(i) Yw (® = (¥ = ®))

(i) Vw (@ = (T=A)= (2= TV)=>2= A)

(iii)) Vw ((~ T =>~ @) = (~ T => o) = 7))

(iv) Yw (Vz @ (x) = ®(t)) ondet é constante ou varidvel
siio teoremas de T.

Demonstragao:

Sejam @, ¥ e A férmulas de A*. Consideremos as reducdes parciais das
férmulas ®,¥ e A, respectivamente: V**a3"b ¢(a,b), vete®td i(c,d) e
vete3st f (e, f)

(i) Verifiquemos que a reducdo de Vw (@ = (¥ = ®)) é o fecho de uma
tautologia da forma ¢ = (¥ = ¢). Comecemos por aplicar as regras clés-
sicas para lidar com quantificadores com o objectivo de encontrar uma fér-

mula equivalente a
vw(V*a3*h ¢(a,b,w) = (Vc3*d P(c,d,w) = vizIty é(z,y,w))

com todos os quantificadores & direita. Ora,
Vwv*iz(V*ta3®b $(a,b,w) =

(vetc3td (c,d,w) = Iy ¢(z,y,w))] por (6)
& Vwvstz(3veta ¢(a, b(a), w) =
(Ftdvete Y(c,d(c),w) = Iy ¢(z,y,w))] por (S)
& [Vwvtzvh(va #(a, b(a),w) =
vetd(Vote (e, d(c),w) = Iy ¢(z,y,w))] por (5d)
& Vuvtavibytd (Via ¢(a, b(a), w) =
(Ve ¥(c, d(c),w) = Iy ¢(z,y,w))] por (6)
& Mwvetovetbvetd3ta( #(a,b(a),w) =
Ity (4(c,d(c),w) = ¢(z,y,w))] por (5) (6d)

o [V,wvst 2Vothyet d3ta3t c3ty

(#(a,b(a),w) = ((c,d(c),w) = d(z,y,w))]  por (6d)
& [Vttt dvwItaatcIty

(¢(a,§(a),w) = (¥(c, d(c),w) = ¢(z,y,w))]  por (9)

Aplicando (Id) obtemos a seguinte férmula equivalente

& [Vetovetbystdastfing/ JstfingJstling\y3a € d'Ic €
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3y € ¥($(a,ba),w) = ($(c,d(c),w) = ¢(z,y,w))]

que, por transferéncia, é equivalente para os valores standard a

| VaVbVda g/ 3find3finyNyda € a'Ic € dAy €

(¢(a,5(a),w) = (#(c,d(e),w) = §(z,y,w))-

Assim, (Vw (& = (¥ = )))0 ¢
VaeVbvd3 ing' find3finyNwda € a/3c € Iy €
(¢(a,b(a),w) = ( P(c,d(c),w) = $(z,y,w)).

Se considerarmos @’ = {z} e a =z temos
Vavbvdaind3finyYw3c € 3y € o
(¢(z,b(x),w) = (P(c,d(c), w) = ¢(z,y,w)).

E fazendo ¢’ = {E(a:)} ey =b(z) temos VavbVdd " cVwic € ¢
($(z,b(z),w) = (P(c,d(c),w) = (=, b(z),w))

que é o fecho de uma férmula da forma ¢ = (V¥ = ¢) que é uma tau-

tologia em T

(ii) A reducio da férmula Vw ((® = (¥ = A)) = ((2 = ¥) = & = A))
é o fecho de uma tautologia em T da forma ((¢; = (¥ = A)) = (¢ =

¥) = (¢ = A).
De facto Vw ((® = (¥ = A)) = ((2 = ¥) = & = A))
é equivalente a

v ((Veta3b ¢(a,b) = (V3% ¢(c,d) =
vetedtf e, f)) = ((Vig3h ¢(g,h) = Vi35 ¥(5,5)) =
vetk3tl ¢(k, 1) = VtmItn A(m,n))).

Cuja redugdo, omitindo os argumentos das fungdes, &
VmVIVgVvavey fafine 3fingiafinp3fing/3fin pi3fin g 3finys
Vwle c ¢3d e dTb e ¥ € !Ih e WAk € K3n € n'
((6(@,,w) = (& d,w) = Ae, f,w)) =
(($(G, hyw) = ($(, 5, w)) = ($(k, L, w) = A(m, n,w)))).
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Considerando € = {m} ,e=m, n'= {f} ,n=f,i={e,
i=¢, d’—{J}ed 7 temos,
VmVNVJV&VéVfo’"UHf’"h’EIf’”k’Vwa eb3hek
3 € k' ((¢(@, b,w) = (W¥(€,5,w) = A(m, fw)) =
(6@, hyw) = V(& ,w)) = (¢(k,l~,W) = A(m, f,v)))).

Fazendo ¥/ = {l} b=1, W = { } , temos
VmVIVgViVavey Ffinkwik € K
(6@, 1, w) = (@7, w) = A(m, f,w)) =
(6@, Tw) = WEF,w) = ($(k, Lw) = A(m, f,w))):
Consideremos ¥’ = {@,5}. Entdo k=@ ouk=g

Se k = @ temos
VmVIVGVIVavey frw ((¢(@, 1, w) = (Y@ 7, w) =
A(m, Fw)) = (6(GLw) = (¥ 5,w) =
(#(@, 1, w) = A(m, f,w))))

ou seja, obtemos o fecho de uma férmula da forma

(1= @=>N)= (2= 9) = (=)
que é uma tautologia em T.

Se k = g temos
VmVIVgViVaveY frw ((4(a, 1, w) =
W(& ,w) = A(m, f,w)) = (6@, Lw) =
@&, w)) = ($(F,,w) = Am, f,w)))).

ou seja, obtemos o fecho de uma férmula da forma
(4 = @ = N) = (g2 = %) = (2= A)

que é uma tautologia em T.

Portanto a reducio de (ii) é um teorema de T.

(iii) Como sabemos, se V**u3**v ¢(u,v) & a reducéo parcial de @,

entdo a reducio parcial de ~ & & V**03%u ~ ¢(u,v(u)).
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Assim, (iii) é equivalente a
Vw((v*th3*a ~ ¥(a, b(a),w) = vetd3stc

~ ¢(c,d(c),w)) = ((V*F3"e ~ P(e, f(e),w) =
Votg3th ¢(g, h,w)) = V*Hi3*§ (i, j,w)))-
Cuja reducio, omitindo os argumentos das fungdes, é
Vjvevhvaveafind 3fing3fing3fin frafiniigy,
JdecdbebIjegiafe fiFicd
((~ $(@,5,w) >~ ¢(G,d,w)) =
((~ 9@ Fow) = 6@ hyw) = (@ j,0))-
Fazendo mudangas de variéveis convenientes, com o objectivo de reduzir

o nimero de quantificadores, obtemos o fecho de uma tautologia de T da
forma,

(~hy =~ @) = (v = ) = ¥)) V
(v 2~ @)= (v = @) = ¥a))-

Portanto a redugdo de (iii) é um teorema de T.

(iv) A redugio de Vw (Vz & (z) = ® (t)) é o fecho de uma férmula do tipo
vz ¢(z) = ¢(t). De facto, considerando a redugéo parcial de @, podemos
escrever:

vVt (Vavta3oth ¢(a,b,w) = VcI%d ¢(c,d,t,w))
se t for uma varidvel, e

vw(VzV*ta3*b ¢(a,b,w) = Vic3td ¢(c,d,t,w))
se t for uma constante individual.

Vamos trabalhar para o caso em que t é uma varidvel (se for constante
basta omitir o quantificador). Efectuando a rotina usual obtemos a seguinte
férmula, equivalente (para os valores standard) & anterior, com 08 quantifi-
cadores todos internos e & direita,

vovfinpafing/3fingvuvtda € o/3d € d'(Vz3b € ¥(a) ¢(a,b,w) = ¢(c,d,t,w)).

Fazendo @’ = {c} e a = c vem

Vevfinyafindiyyntad € d'(Vzb € ¥(c) ¢lc,b,w) = ¢(c,d,t,w))

que por (6d) é equivalente a
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Vevfingafin gt (Vb € ¥(c) ¢(c,b,w) = 3d € & ¢(c, d,t,w)).

Fazendo agora d’ = {¥/(c)} temos
VoVl vawvt(Vz3b € v (c) ¢(c,b,w)=>3be 1 (c) ¢(c,b,t,w))

que é o fecho de um teorema de T do tipo
Vz ¢(z) = ¢(t) onde t & uma constante ou uma varidvel. U

Da lista de axiomas de T* falta provar que a redugdo de (v) & um teorema
de T. Antes porém vamos apresentar algumas defini¢des e um resultado
preliminar necessérios.

Definigao 12 Um conjunto ndo vazio J é um conjunto dirigido se nele
estiver fitada uma relacdo bindria > com as sequintes propriedades:

i%1, paracadai€l

Sei=jejxk, entioi =k para cada 1,5,k € 1

Para cada i,j €I existe k€ I tal que k=1 e k= j.

Definigdo 13 Uma familia de elementos de um conjunto X indezada por
um conjunto dirigido I é uma sucessdo generalizada.

Definicdio 14 Sejam (z:);c; wma sucessio generalizada de elementos de um
espaco topoldgico X e s € X. Dizemos que s é um sublimite de (@i)icr se
para todo o aberto A que contém s e para todo ¢ € I, existir ip = 1 tal que
Ziy € A.

Lema 15 Seja T uma afirmagdo interna. Se finyryfing!Ipvu € W' €
v'(u) T(u,v,z) entio TV Iavu € v T(u,9(u),T) .

Demonstragao: _

Seja T uma afirmagio interna e suponhamos que Jfinyyfiny'Iavu €
v € v'(u) T(u,v,x). Para mostrar que existe v tal que vfiny! JaVu €
v 7(u,¥(u),z) vamos construir uma sucessdo generalizada de elementos
num espago topolégico compacto e U serd um seu sublimite. Como, para
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cada u temos um conjunto finito 'v’ (u), podemos considerar o produto carte-
siano, 2, dos conjuntos finitos v (u). Como u varia num conjunto X de
M, entdo Q & o conjunto das fungbes definidas nas partes finitas de X.
Cons1derando a topologia discreta em cada conjunto finito +/(u), temos que
v (u) &€ um espago topoldgico compacto. Assim, considerando a topolo-
gia produto, temos que Q) é um espago compacto. Por outro lado como
vfiny/dzvu € w'Iv € v (u) 7(u,v,) entdo, pelo axioma da escolha, temos
viiny'3z3o, € QVu € o T(u, T (u),z) ou seja V™I, € Q3zVu €
v 7(u, U (u),z). Como o conjunto das partes de um c03unto com a re-
lagio de inclusdo é um conjunto dirigido, a aplicacao v +— Uy é uma
sucessao generahzada de elementos de €. Ora, §) é um espaco compacto
logo a sucessdo U admite um subhmlte, digamos ¥. Vamos provar que
viny! Jzvu € v T(u, v(u) z). Seja u' um conjunto finito. Como ¥ é um
sublimite da sucessdo 7, e ) é produto de espacos topoléglcos discretos,
entdo {#} é um aberto de {2, logo existe um conjunto finito w’ que contém
o' e tal que Uy = ©. Portanto 3zVu € v/ 7(u,v(u),z). O

Teorema 16 Sejam ® e ¥ férmulas de T*. Entdo a redugdo do arioma:
() Yw (Vy (2= 7) = (Vy &=>W 7))
é um teorema de T .

Demonstragao:

Sejam ® e ¥ férmulas de T*. Comecemos por verificar que a reducio de
uma férmula do tipo V£(I'(t) = I'(t)) é um teorema de T*:
Sendo V*tu3*v ~(u,v,t) a reducdo parcial de I' temos

Vt(v*ta3®tb v(a,b,t) = V*ic3%d v(c,d,t))

o [Viveie(Va3®b v(a,b,t) =

3td y(c,d,t))] por (6)
& Vivete(3thvta v(a,b(a),t) =

3%d v(c,d,t))] por (S%)
& [Vivestevsth(Veta +(a, b(a),t)

= 3d 7(c,d,t))] por (5d)
& [Vivetevth3*tadtd

(7(a,5(a), ) = ¥(c,d,1))] por (5) (6d)
& [vtevibytItadtd

(7(a,b(a),t) = (¢, d,1))] por (9)
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& [Vst cvst'i;ast fin a/ast fin dVt3a € a

3d € d'( (a,b(a),t) = ¥(c,d,1))] por (Id)
< [Vevbafing'3/md'vtda € o'Ad € d'
(v(a,b(a),t) = 7(c,d,1))] por (T") (T"d)

Fazendo o' = {c}, a=c¢,d' = {(bc)}ed= b(c) temos
VcVZVt(*y(c,Z(c),t) = (¢, b(c),t)) que & um teorema de T.

Provémos assim que a redugso da férmula V(T'(t) = T'(t)) é um teorema
de T', logo a redugao de vYuvz((®(z,w) = Uz, w)) = (B(z,w) = ¥(z,w)))
& um teorema de T. Mas o nosso objectivo era provar que a redugéo da

férmula 3
Yw (Vy (& = ¥) = (Vy & = Vy ¥)) é um teorema de T'.

Vamos entao provar que, em T, a reducio de
Yuvz((®(z, w) = U(z,w)) = ((z,w) = ¥(z,w)))
implica a reducdo de
Y (Vy (@ = ¥) = (Vy @ = Vy ¥)).
Tendo em conta a estratégia usual de mudanca de variéveis, podemos
escrever a férmula anterior como
Vu(Vy (8(y,w) = ¥(y,w)) = (V2 &(z,w) = Vz ¥(z,w))).
Para simplificar a notagéo vamos considerar os pares ordenados (w, )
e (y,2), e provar que, em T, a reducéo de uma férmula do tipo Vz X(z, x)
implica a redugédo de uma férmula do tipoVz3y X(z,y), o que é equiva-
lente a provar que, em T, a redugdo de 3zVy A(z, y) implica a reducéo de
3z A(z, z), onde A =~ 3.
Considerando V*u3*v 8(u,v,x,y) a reducdo parcial de A(z,y),
temos que

3avy Alz,y)
& Jovyvetudty §(u,v,z,y)

& voituvy3®v 6(u,v,z,y) por (9)

& IrvetuIetling'vydv € v 6(u,v,z,Y) por (Id)
& JgFthingystuyy € o' (u) §(u,v,z,y) por (S’)
& Jetfingagpystyyyde € o (u) 8(u,v, T,Y) por (9d)

& Jetfinghgsthing/Iany € w'Vyv € v'(u) 8(u,v,z,y) por (I)
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& fingigfing' vy € wyIv € v'(u) 6(u,v,z,y) por (T7) (T°d)

Analisemos agora na redugio de 3z A(z, z). Temos que

Jz Az, x)
& pVrtuIty §(u,v,x)
& 3 FuVeru §(u,v(u), ) por (S%)
< I3 Vo 6(u,0(u), x) por (9d)
& Jetpvetfing dovu € o' 6(u,v(u), T) por (I)
< Fovfiry! Ixvu € v 8(u,V(u), ) por (T°d) (T)

_ Como a redugéo de JzVy A(z,y) implica 3F inyiyfiny/Ipvu € wIv €
v'(u) 6(u,v,z,z), se escrevermos T(u,v,x) para 6(u,v,z, z), tudo o que
temos que provar é que VS 3zvu € w'Iv € v'(u) T(u,v,z) implica
Jovfiny! 3zvu € o' 7(u,v(u),z) o que é verdade pelo lema anterior.
Portanto Vw (Vy (& = ¥) = (Vy & = Vy ¥)) é um teorema deT. O

Uma vez provado que o Modus Ponens se mantém vélido em T™ e que as
redugdes dos axiomas préprios e légicos sdo teoremas de f‘, a descricao do
algoritmo puramente sintéctico que converte demonstracoes de teoremas de
T* em demonstracoes dos mesmos teoremas de T & a seguinte:

Sejam @1, ..., ®, uma demonstracéo em T*. Entao, cada ®; é uma afir-
macio de T* que é ou um axioma de T* ou segue por Modus Ponens de ®;
e &, com j,k < i. Suponhamos, por indugéo em 7 que, para cada j < @
a afirmacao @? & um teorema de T Queremos mostrar que ‘I>? é um teo-
rema de T'.Se ®; & um axioma de T entéo <I>? & um teorema de T'. Se ®;
segue por Modus Ponens a partir de ®; e @, com j,k < i, ou seja, se Py
é ®; = ®;, como por hipétese de indugdo, (2; = ®;)° & um teorema de T,
temos pelo teorema 1 e por Modus Ponens em T que a afirmagio ®9 = ®?
& um teorema de 7. Como, por hipétese de indugdo @? é um teorema de T,

conclufmos por Modus Ponens em T que ¢ & um teorema de T. Assim, a
demonstracao inteira reduz-se a uma demonstragio em T

2.5 Consequéncias do algoritmo de redugao

Comecemos por analisar duas importantes consequéncias do algoritmo de
redugdo: o principio de transferéncia generalizado e o principio da unicidade.
O princfpio de transferéncia generalizado vai permitir-nos afirmar que uma
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férmula do tipo V¥tz3y¥stz A(x,y, 2) é equivalente, para valores standard, a
uma férmula do tipo VzIyv*z A(z,y,2). Para o enunciarmos necessitamos
de um conceito: uma férmula diz-se universalmente semi-interna se, quando
escrita na forma do final do 3°passo do algoritmo de redugéo, os seus tinicos
quantificadores externos sao V*. Analogamente para existencialmente semi-
-interna.

Teorema 17 Principio de Transferéncia Generalizado: Seja A(z, 1, vy BK)
uma férmula universalmente semi-interna com tnicas varidvess livresty, ..., tk
e z. Fntdo

vetr A(x,t1, ..., tk) & vz A(z,ty, .., t)-
8

Demonstragao:

Seja A(zx,t1,...,tx) uma férmula universalmente semi-interna. Entao
no final do 3°passo da sua redugdo temos uma férmula que lhe é equiva-
lente e cujos tnicos quantificadores externos sao V*, digamos A'(z, t, ..., tk)-
AssimV%z A(z,t1, .., tk) s vtz Al(x,ty, .\ tk)-

Aplicando (4) a V¥ A'(z,ty,...,tx) as vezes necessirias até que Vet
fique 4 direita de todos os V** que aparecem em A'(z, 1, ..., tk), obtemos uma
férmula equivalente & primeira com V**z seguido & direita por uma férmula
interna digamos A”(zx, 1, ..., tx). Aplicando (T°) a V¥tz A"(z,t,, ...,tx) temos
Vz A"(x,ty,...,t). Depois, voltando a aplicar (4) as vezes necessérias de mo-
do a trazer Vz para a esquerda temos V**z A'(,ty, ..., tx) < vz A'(z,t1, -, tk)

e portanto V¥'z A(zx, 1y, ..., 1) & vz A(z,tq,..., k) e Vo A(z,ty,..., tk). O
8 8

O resultado deste principio também se aplica a uma férmula A(z) exis-
tencialmente semi-interna, ou seja:

Itz A(x) & 3z A(x).

Como vimos no capftulo 1 uma das consequéncias do princfpio de trans-
feréncia era que dada uma férmula interna A(z) com uma tnica varidvel
livre z, se existe um tnico z tal que A(z), entdo z é standard. O préximo
principio garante que este resultado é vélido para férmulas externas.
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Teorema 18 Princpio da Unicidade: Seja A(x) uma férmula interna ou
externa com pardmetros e constantes standard (se existirem) e com tinica
varidvel livre £ que varia num conjunto standard. Se existe um tnico T tal
que A(z), entio eziste um standard x tal que A(z)

Demonstracao:

Seja. A(z) uma férmula interna ou externa com parametros e constantes
standard (se existirem) e com tnica varigvel livre  que varia num conjunto
standard. Aplicando o algoritmo de reducdo a A(x) até ao 4°passo inclu-
sivé e, se necessdrio, aplicando (S’) obtemos A(z) hee vetu3®ty B(z,u,v)

onde B(z,u,v) é uma férmula interna e vsty e 3w sdo, eventualmente,
contraccoes de quantificadores da mesma espécie.

Ora, por (8'), V¥*u3**v B(x,u,v) & Ity vty B(z,u,d(u)). Supondo
que existe um tnico = tal que A(z) temos Vy (V**u3%v B(z,u,v) =y = z)
que, aplicando os primeiros passos do algoritmo de reducdo, é equivalente
a VetiAetfingy(Vu € o B(z,u,5(u)) = y = z). Ora, sabemos que 3%%
tal que V**u B(z,u,v(u)), logo Jstfiny! tal que Vy(Vu € o' B(z,u,v(u)) =
y = z). Como v’ é um conjunto standard e finito, pelo teorema 1, temos
que todo o seu elemento & standard. E como V*u B(z,u,%(u)), entéo Yu €
o' B(z,u,?(u)) logo Jy tal que Vu € o' B(y,u,?(u)). Ora, a férmula Vu €
w B(y,u,(u)) & interna e u e ¥ sdo standard, logo aplicando transferéncia
temos 3%y Vu € v’ B(y, u,5(u)), logo 3"y (y = z) e portanto = é standard.
0

Este teorema permanece vélido para o caso de A(x) ter outras varidveis
livres, mas apenas para os seus valores standard.

A préxima consequéncia do algoritmo de redugéo tem a ver com o facto
de em T* termos adoptado uma versio restrita do princfpio de standardiza-
¢ao, ou seja,

trabalhdmos com  (S§) VtzFty ¢(z,y) = ItYViz é(z,y(z))
em vez de (8)  VetzIty &(z,y) = Fgveiz B(z, ¥(x))-

O teorema garante que (S') é uma consequéncia de (Sp) e, por isso, &
um teorema de T™.

Teorema 19 Principio de Standardizacdo ndo-restringido: Seja ® uma for-
mula de T*. Entao,

V8t$33ty <I>(a:, y) = Elst:avstx (I)(.’l?, ,g(x))
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é um teorema de T™.

Demonstragao:
Seja ® uma férmula de T™.
Consideremos a sua reducao parcial V#u3*v ¢(u,v).
Queremos provar que:
Vet Ity oty Ity ¢(u, v, z,y) = IFFVERVIuIty @(u,v, T, §())
aplicando (S}) ao antecedente e ao consequente da implicagéo, temos
etz IotyFetivety ¢(u, 9(u), z,y) = ITGVETIVTu P(u, B(u), T, §())
e, aplicando novamente (Sp), é equivalente a
VetgTstyBetovsty d(u, 5(w), T,y) = FGITVEvty ¢(u, 5(z)(u), z, §(z))
Para simplificar a notagdo vamos escrever z pelo par (y,7) e ¢ (u,z, 2)
por ¢(u,(u), x,y).
Obtemos assim a seguinte férmula equivalente:
Vet ot vty o (u, z, 2) = VIV ¢ (u, 2, Z(2)).
Assim, para provar o teorema tudo o que temos que fazer é provar a
implicacdo anterior. Ora,
vetp3etyety ¢ (u,x, z) = VAV ¢ (u,x, 2(z))
& [VexoVtig3*t2zy ¢ (tio(20), To, 20) =
veEvRatzE ¢ (i(2), 2(2), £(2(2)))] por (Sp)
& [HStfovn:BoV“ﬁo
¢/ (iio (Z0(o, o)), To, Z0(zo0, To)) =
VEveta3tz ¢ (i(z), £(2), £(Z(2)))] por (Sp)
RS [\v/st Eovst ;ﬁVSt'ﬁ,a"t East Tp astﬁo
(¢ (tio(Z0 (0, To)), o, Zo(z0, To)) =
¢'(u(2), £(2), 2(%(2)))] por (5)(6)(5d)(6d)

Que é uma consequéncia de:
Vot 5, Vot Yt 30 330 g 3ot g
(iig(Zo(zo, o)) = (2) A o = E(2) A Zo(x0,%0) = Z(Z(2)) ).
Ora,
vst 3 Ovst .;ivst,&aatzastm 0 ast,ao
(o(Z0(20,%0)) = @(2) A zo = E(2) A Zo(o, o) = £(E(2)) )
& [V 5V avet £3° 23 20 3% ik (Tio (20 (20, To)) = G(2)
Azo = E(2) A (0, o) = #(Z(2)))] por (9)
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o [Vst 20vstaastzvst$_:_|stmoast,&0
(to(20(x0,p)) = 1(2) Ao = = A Zp(0,10) = Z(x))]  por (S'd)
& [V 5Tt 2vetuyet zIstay Iotisg (iig (2o (o, o)) = u

Azo = z A Zo(o, %) = 2(z) )] por (S'd)
& (V53 2Vot oy tuet g 3o (g (Bo (o, o)) = u

Nxy = z A Zg(z, Up) = () )] por (9)
& [V 2V ItV U3ty 3y (g (20 (20, Thp)) = u

Axo = x A Zo(x0, Uip) = 2 )] por (S'd)
& [Vt oot et ot gy 3ot

(to(Z0 (o, Tin)) = ©(2) A o = z A Zp(20, o) = 2)] por (5'd)

Que, por transferéncia é equivalente, para valores standard a
Vot Vot Yot 30 2 3% g It
(1o (Z0(z0, tp)) = W(2) A o = = A Zp(o, Tip) = 2).
Fazendo z = Zy(z, @), o = = e @ip = 4, temos
VeVaVi (4(z) = i(z) A\c =z Az=2) que é trivialmente verdade.
Portanto V*z3"y ®(x,y) = 35tz &(z,7(x)) é um teorema de T*.
O

Outra consequéncia do algoritmo de reducdo é uma generalizagao de
(S') e garante-nos que dados dois conjuntos standard, A e B, e uma férmula
interna ou externa ®(z,y), existe uma fungio § : A — B possivelmente
ndo-standard tal que V*'z € A §(z) € C, onde C, = {y € B: ®(z,y)} e
sabendo que V*!z € A C; # 0. A fungéo §j escolhe um elemento em cada
classe C, com z standard.

Teorema 20 Princtpio da Saturagio: Seja ®(z,y) uma férmula de T*.
Entao,

Vizy &(z,y) = vz ®(z, J(x))
é um teorema de T*.

Demonstragao:

Seja ®(z,y) uma férmula de T*.

Considerando a sua reducéo parcial V'u3%v ¢(u,v, z, ¥), 0 que queremos
mostrar €
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VeizIyVeiuIte ¢(u,v,z,y) = FVIoVIuIty O(u,v,z,§(x))

que, aplicando (5’), é equivalente a

VoItV ¢(u, 5(u), z,y) = IVEZIToVTtu ¢(u, 5(u), T, §()).

Aplicando (9d) no antecedente e (') no consequente, temos

VeEzIt5Iyvetu (u, 5(u), z,y) = IgItovetzveiv ¢(u, 5(u, z), z, §(z)).

Aplicando (I) ao antecedente e (9d) ao consequente,temos

vetzFetpvetiing' JyVu € o ¢(u, 5(u), z,y) = FEoFYvetaveiu ¢(u, 3(u, ), 7, §(z)).

Aplicando (S’) ao antecendente e (I) ao consequente, temos

Fetpystpyetfing/Jyvu € o' d(u, 9(u, T), T, y) =
Fetpystiingystiing/Jgvz € o'Vu € o' ¢(u, B(u, ), z, §(z)).

Assim, provar que

VetzFyVtuIte @(u,v,z,y) = IgveEaveiuld®tv é(u,v, z,§(z))

€ 0 mesmo que provar

Fetpysteystiing'Iyvu € o' d(u, i(u, x),z,y) =
Fetpyetfingystiing' vz € 'Vu € v’ ¢(u, 3(u, x), z, §(x)).

Suponhamos entao que
Fetpyetzveting'Jyvu € o' ¢(u, b(u, ), T, y).

Entao existe uma fungéo standard # tal que
vetxvetfing' Jyvu € v ¢(u, 5(u, x), z,y).

Seja v’ um conjunto standard finito. Queremos mostrar que
vetfing! vz € 2'Vu € v ¢(u, 5(u, ), z, j(x)).

Ora, como #' é um conjunto standard finito temos por hipétese que
VeizIyvu € v @(u,¥(u, ), T,7)

que, aplicando transferéncia, implica.
VetrItyVu € v o(u, B(u, ), T,y)

e por (S') é equivalente a
Ftgveiavu € v ¢(u,9(u, ), T, j(z))

e por aplicagao de (T’d), vem equivalente para os valores standard a
IVzvu € v ¢(u, B(u, z), z, §(x))

concluindo-se, por (Id), o que pretendfamos
vetfing' vz € z'vu € v’ ¢(u, ¥(u, ), z,§(z)). O
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Para finalizar este capitulo apresentamos uma importante consequéncia
do algoritmo de redugéo e que constitui um dos objectivos deste trabalho: a
demonstracdo sint4ctica da consisténcia relativa de IST. Antes porém, vamos
apresentar uma descri¢do do universo dos conjuntos, a nogio de relativizagao
de uma férmula a um conjunto e por fim a demonstracio da equivaléncia de
uma férmula e da sua relativizacio a um subuniverso de conjuntos.

A descricéo do universo dos conjuntos que vamos apresentar é a do de-
nominado Universo de Von Neumann. Trata-se de uma Hierarquia Cumula-
tiva de Conjuntos que pressupde uma nogéao de etapa e uma nogéao de relagdo
de precedéncia entre etapas. O universo de Von Neumann considera para
etapas os ordinais e para a relagéo de precedéncia entre etapas a relacio de
ordem usual entre ordinais. Os conjuntos desta hierarquia sdo os membros
de V,, para cada ordinal a.

A Hierarquia de Von Neuman é a seguinte:

Vo =0
Vat1 = P(V,) se a é um ordinal
Vs = U{V,:a éum ordinal} se 8 é um ordinal limite e 3 s 0.

Definicdo 21 Sejam A uma afirmacdo de ZFC e V um conjunto. A re-
lativizagdo de A a V ¢ a formula AV, com varidveis livres em V, obtida
de A substituindo cada ocorréncia de Vz e 3z pelo respectivo quantificador
limitado a V (Vx(z €V =.)edz(z € VA..)).

A ideia é que AV afirme o mesmo que A, mas referindo-se apenas aos
conjuntos de V. A construgéo da relativizagio de uma sentenca A de ZFC a
um conjunto V é feita a partir da an4lise da construcao l6gica de A e usando
as seguintes regras:

(i) Se A ¢ atémica, entdo AV = A.

(#i) Se A é da forma A; A A,, entdo AY = AY N AY.

(i) Se A & da forma ~ A, entdo AY =~ (AY).

(iv) Se A & da forma 3x(A4,), entdo AY = (3x € V(AY)).

O préximo teorema, habitualmente chamado de princfpio da reflexio
(Levy, 1979), afirma que toda a afirmagio de ZFC & equivalente & sua rela-
tivizagao a V, para algum ordinal o.
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Teorema 22 Princlpio da Reflexdo: Seja A uma sentenca de ZFC. Entdo,
existe um ordinal o tal que A < AV=.

Demonstragao:

Seja A é uma sentenca verdadeira de ZFC. Usando as regras para lidar
com quantificadores podemos obter uma férmula equivalente a A com todos
os quantificadores & esquerda seguidos por uma férmula nao quantificada.
Considerando, se necessério, quantificadores vazios podemos ainda obter
uma férmula equivalente a A da forma Vz13y;..Vzx 3y, B(z1,¥1, . Tk, Yk)
onde B nao estd quantificada.

Seja X um conjunto.

Consideremos a relativizagao, ao conjunto X, da férmula

vxlaylu-vmkayk B(whyl, ey fl’k,yk), ou Seja’
Vz, € X3y € X..Vxy € X3y, € X B(Z1,Y1, -, Thy Yi)-
Aplicando o axioma da escolha, temos que existe uma funcéo 7; tal que
Vz; € XVzy € X3y € X..Va; € Xy € X B(z1,5:1(x1), ..7,xk,yk).
Aplicando novamente o axioma da escolha, existe uma funcéo §j, tal que
Vr; € XVry € XVrz € X3ys € X..Vxp, € XTIy € X
B(xla i1 (xl)y T2, ﬂ2($1, .'172), T3,Y35 -3 Thy yk)'
Repetindo este processo temos que existem fungdes §;, com 1 < j < k
tais que
Vz; € X..Vzy € X B(zy1,%1(21), --or Tk, Ur(T1, -.n» Tk)).
Denotemos por 8 o menor ordinal tal que tanto X como os domfnios D;
das funcdes §j; séo elementos de Vj.
Queremos mostrar que existe um ordinal o tal que Vz; € V,..Vz; €
Vo B(z1,51(21), .., Tk, Jr(21, ..., Tk)), para isso comecemos por considerar
o conjunto vazio, ou seja, X = . Aplicando o raciocfnio precedente de
modo recursivo, temos que existe um ordinal 3, tal que § € Vs, e D; € Vg, .
Analogamente, mas agora para o conjunto Vs, temos que existe um ordinal
B, tal que Vs, € Vg, e D; € Vs,. Por indugdo, para o conjunto Vs,
com m € N temos um ordinal §,,,, tal que V€ Vp . e D; € | 72
'Temos assim uma sequéncia de ordinais (3;, B, ..., Bm, Bmi1, --- estritamente
crescente. Sendo a o limite desta sequéncia, temos para cada. j, Dj; € V,,
logo z; € Vi, e por isso para cada j existe m € N tal que z; € Vs, concluindo-
-se que Vz; € Vo..Vxi € Vo, B(z1,51(x1), .., T, Gk(Z1, .o, Tk)). Ora, como
para cada j, se z; € V3_ entéo y; € V8,11 temos y; € V, e portanto Vz, €
VoI € Va.. Yz € Vo3yx € Vo B(z1,11, ..., Tk, Y&) que é a relativizagio a
Vo da férmula Vz13y;.. V2, 3y, B(z1,91, -, Tk, Yi)-



2.5. CONSEQUENCIAS DO ALGORITMO DE REDUCAO 39

Provémos assim que se A é verdadeira entfio AY= também o é. Recipro-
camente, supondo AY= temos que A évélida em V, e portanto A é verdadeira
em ZFC.

Considerando agora o caso em que A néo é verdadeira em ZFC, temos que
~ A & verdadeira em ZFC, e como (~ A)* <~ A* conclufmos a equivaléncia
pretendida. O

Coroldrio 23 Sejam A,,...,A, wm mimero finito de sentencas de ZFC.
Entdo existe um ordinal a tal que

(A1A . AAR) & (AYe AL A AY)

Demonstracgao:

Sejam Ay, ..., An um niimero finito de sentencas de ZFC. Entdo A; A... A
Ap & uma sentenca de ZFC, logo pelo principio da reflexdo temos que existe
um ordinal « tal que (4; A ... A A,) & (A1 A ... A Ay)Ye.

Por outro lado, aplicando a regra (i) o mimero de vezes necessdrio a
A1 A ... A Ap, temos que (A1 A ... A Ap)Ve = (AY= A ... A AY=). Portanto
(AN AAR) & (A2 AL AAY). O

Vimos que, dada uma teoria de primeira ordem 7, o algoritmo de redugéo
permite reduzir uma demonstragdo em T* a uma demonstracéo em 7', entiio
tudo o que pode ser demonstrado em T* também pode ser demonstrado em
Te por isso T™* é uma extensdo conservativa de 7. Vamos agora supor que
a teoria de primeira ordem com a qual comegémos foi ZFC e que a primeira
extensdo considerada (T') foi ZFC com a constante V e o seguinte axioma
adicional:

Ja(V =V,)
isto é, existe um ordinal & tal que V' & igual ao universo parcial V.

Chamando a esta extensdao ZFC[V], o préximo teorema garante que
ZFC[V] é uma extensdo conservativa de ZFC.

Teorema 24 ZFC[V] é uma extensio conservativa de ZFC.

Demonstracao:
Seja A um teorema de ZFC[V] que nao contém a constante V.
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Sejam ¢y, ..., #,, as afirmacdes de ZFC que ocorrem na demonstracio do
teorema A em ZFC[V]. Pelo principio da reflexdo (corolério 23) temos que
existe um ordinal a tal que ¢¥°‘, ...,¢,‘f°‘ sao vilidas. Assim, reecrevendo a
demonstragéio de A em ZFC[V] substituindo cada ocorréncia de V por V,,
temos uma demonstracio de A em ZFC. ]

Partindo da extensdo conservativa ZFC[V] de ZFC e adicionando o pre-
dicado undrio "standard” e os axiomas (T), (I) e (S}) obtemos a extensdo
(ZFC[V])* que é uma extensdo conservativa de ZFC[V] pelo algoritmo de
reducio.

Assim, porque (ZFC[V])* contém IST, fica concluida a demonstragao
sintdctica de que IST é uma extensao conservativa de ZFC.



Capitulo 3

Consisténcia relativa
(seméantica)

3.1 Introducao

O objectivo neste capftulo é a demonstracio seméntica da consisténcia re-
lativa de IST. Precisamos, por isso, de construir um modelo para IST. O
método que usaremos para a construcio de tal modelo baseia-se na con-
strucado de ultrapoténcias. No entanto, veremos que s6 numa estrutura mais
complexa (ultralimites adequados) é que vamos conseguir ter o modelo pre-
tendido.

3.2 Ultrapoténcias; Transferéncia

A construgio de ultrapoténcias constitui um método de construcao de mo-
delos. Veremos, nesta secgio, que o principio de transferéncia é valido para.
ultrapoténcias. Para construir uma ultrapoténcia precisamos de ter um
ultrafiltro, cuja existéncia provaremos nesta secgéo.

Definicao 25 Sejam I um conjunto e F C P(I). Dizemos que F é um filtro
(préprio) sobre I se:

i) 0¢F

i) IeF

iii) X,YeF=XNYeF

ivy] XeF,XCZCI=Z¢€F.

41
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Exemplo 26 Seja I um conjunto, temos: i) F = {I} é o filtro trivial; ii)
SeY C I, entdo F = {X CI:Y C X} ¢é o filtro principal gerado por Y.
4t) Se E C P(I), entdo F =N{F': EC F' e F' ¢ filtro sobre I} ¢ o filtro
gerado por E.

Defini¢ao 27 Dado U um filtro sobre I, dizemos que U ¢é um ultrafiltro
sobre I no caso de termos X € U sse I\ X ¢ U, para todo o subconjunto X
de I.

O teorema seguinte garante, & custa do axioma da escolha, a existéncia
de ultrafiltros e tem como consequéncia imediata a possibilidade de estender
um filtro a um ultrafiltro.

Teorema 28 Seja E C P(I), entdo existe um ultrafiltro U sobre I tal que
ECU.

Demonstracgao:

Seja E C P(I). Consideremos a classe de todos os filtros que incluem E
e denotemo-la por X. Temos que ¥ # @ pois, sendo F o filtro gerado por E
temos F' € ¥. Por outro lado, sendo C uma cadeia ndo vazia de filtros que
incluem FE, temos que UC é ainda um filtro sobre I que inclui E. Assim,
pelo Lema de Zorn, a classe ¥ tem elemento maximal digamos U. Vamos
provar que U é um ultrafiltro sobre I provando em primeiro lugar que U é
filtro maximal sobre I. Seja U’ um filtro tal que U C U’. Como E cvuU,
entdo E C U’, logo U’ € X. Ora, U é elemento méximal de ¥ logo, como
U C U’, concluimos que U = U’ e portanto U ¢ filtro maximal sobre 1. Seja
X € P(I). Queremos mostrar que X € U sse I\ X ¢ U. Ora,se X € U ¢
I\X € U entdo XNI\X =0 € U o que contraria o facto de U ser um filtro.
Portanto X € U e I\ X € U nao acontece. Suponhamos entio que I\ X ¢ U.
Seja E' = U U{X} e consideremos F’ o filtro gerado por E. Seja F =
N{A:E' C A e AéfiltrosobreI}. Temos U C F. Mas U & filtro maximal
sobre I, logo F' = U e portanto U = N{A: E' C A e Aéfiltrosobre I} de
onde se conclui que E' C U e portanto X € U. O

Coroldrio 29 Qualquer filtro sobre I pode ser estendido a um ultrafiltro
sobre I.
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Passemos agora as ultrapoténcias. Como veremos, uma ultrapoténcia é
um conjunto quociente para a relagio de equivaléncia definida do seguinte
modo: dados V um conjunto e U um ultrafiltro sobre um conjunto I, duas
fungGes f e g de V7 dizem-se equivalentes médulo U se {i € I : f@) =g(@} e
U. Vamos denotar por f a classe de equivaléncia que contém f. Observe-se
que, por construgao, um ultrafiltro tem elementos "muito grandes”, e por
isso intuitivamente podemos dizer que duas funcdes sio equivalentes médulo
U se forem ”quase sempre” iguais.

Definicdo 30 Dados um ultrafiltro U sobre I e V um conjunto. Chamamos
ultrapoténcia, e denotamos por *V, ao conjunto, V! /U, de todas as classes
de equivaléncia mddulo U de fungées de I para V.

O conjunto V' pode ser identificado pela ultrapoténcia *V/, bastando para
isso considerar a aplicagéio constante ¢ : V — V! e a aplicagio 3 : V — *V
definida por 9 (v) = ¢ (v) que sio ambas injectivas. Por outro lado, se n
é um mimero natural, podemos identificar (V")! com (V)" fazendo cor-
responder a cada funcdo f* : I — V™ definida por i — (a:},a:?, e TF
o n-tuplo de fungbes de I em V' (fi, fa, ..., fn) onde cada f; estd definido
por ¢ — a:,’ . Assim, generalizando a relagao de equivaléncia médulo U da
seguinte forma: f" e g" sdo equivalentes médulo U sse (fy,...f») e (g1, e-Gn)
s80 equivalentes médulo U (entendendo-se por esta tiltima equivaléncia mé6-
dulo U a equivaléncia médulo U de f; com g1, f2 com gs,... ,fn com 9n)
obtemos uma identificagéo de * (V™) com (*V)™.

Como uma relagéo bindria em V' é um subconjunto de V™, os conectivos
l6gicos entre relagGes tais como a negacio e a implicagio podem ser expres-
sos por meio de operagbes booleanas. Os quantificadores existenciais po-
dem ser expressos por meio de operadores de projecgio e os quantificadores
universais por combinagdes destes com a complementacdo. Veremos, pelos
teoremas que se seguem, que qualquer afirmacido em V é verdade se e s6
se a correspondente afirmacéo em *V é verdade. Este resultado constitui o
princfpio de transferéncia para ultrapoténcias. Antes porém necessitamos de
alguns conceitos, nomeadamente do conceito de extensio de um conjunto,
de operador de projecgdo e de secgdao de um conjunto:
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Definicao 31 Dados um ultrafiltro U sobre I, V um conjunto e E C V
chamamos eztensdo de E ao conjunto *E de todas as classes de equivaléncia
mddulo U das fungées f tais que {i € I : f(i) € E} € U. Simbolicamente:

*E={f:{iel: f(iye E}eU}.

Trata-se de uma definicéo consistente j4 que depende apenas das classes
de equivaléncia e nao dos seus representantes, ou seja, dadas duas funcdes
f e g equivalentes médulo U, tem-se

{iel:f(i)eE}eU sse {icl:g(i)eE}eU.

Definigao 32 Sejam n € N e V um conjunto. Uma projeccio é uma apli-
cagdo mj : P(V") — P(V™~1) definida por:
Ti(E) = {(%1,., Tj—1,Tj41, -y Tn) € V1
para algum z; em V temos (z1, ..., Tj—1, Tj, Tj41, -, Tn) € E}.

Analogamente definimos uma projecgio mj : P(*V™) — P(*V™-1),

Definigdo 33 Seja n € N.Dados E C V™ e z € V, chamamos sec¢do
tndice j de E, e denotamos por E, j, ao conjunto
{(:1:1, ey Tj—15Tj41, ...,xn) eyn-l. (:Ul, cees Tjm1y Ty Tj1,y ...,a:n) € E}
Analogamente para um subconjunto de *V" e um ponto de *V.

O teorema seguinte vai permitir-nos estabelecer uma relagéo entre sub-
conjuntos de um conjunto e de uma sua ultrapoténcia.

Teorema 34 Seja *V uma ultrapoténcia de V. Entdo, a aplicacio de P(V)
para P(*V) definida por E — *E & um isomorfismo sobrejectivo da
dlgebra Booleana P(V) numa subdlgebra Booleana de P(*V) .
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Demonstragao: :
Seja *V uma ultrapoténcia de V. Consideremos ¢ : P(V) — P(*V)
definida por E —— *E. Queremos mostrar que ¢ é um isomorfismo sobre-
jectivo da 4lgebra Booleana P(V)) numa subdlgebra Booleana de P(*V),
para o que basta provar que ¢ preserva os sfmbolos @, V, N e . Ora,
o(@) = *0 =0 e p(V) = *V. Por outro lado, dados E,F C V temos
ENFCV,logo p(ENF)=*(ENF). Mas
*EnF)={f:{ieI:fG)e ENF}eU)}
={f:{iel:fG) e E}n{ieI: f(i) e F} e U}.
Pois U & um filtro. Assim,
EnNF)={f:{iel:fG)eEYeU}n{f:{iel: f() € F} U}
=*EN*F.
Portanto ¢(ENF) =* EN *F = o(E) N p(F).
Falta provar que ¢(E°) = (p(E)):
Ora, p(E°) =
={f:{i€I:f(i)€Ec}EU}
={f:{iel:fl)eE}¢U} pois U é&um fitro
={f:{iel: f@G)eE}eU}*
— (*E)c
= (@(B)Y,

O préximo teorema diz-nos que a extenséo da imagem de um conjunto
por uma projeccao é a imagem pela projecgdo da extensdo desse conjunto.

Teorema 35 Sejam n € N, V um conjunto e *V uma ultrapoténcia de V.
Se E C V", entio *m; (E) = m; (*E).

Demonstragao:

Sejam *V uma ultrapoténcia de V e E C V™. Denotemos por f* a
aplicacdo de I em V™ definida por f™(i) = (z},...,z?) (f* & um elemento
de (V™)T). Temos,

'm(B)={FT:{iel: 160 em(B)} € v}
- ger: o
para algum «] em V temos (z},...,z) ', z},2l1, ..., 2?) € E} € U}
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{f“‘l : para algum ) em V temos {i € I': (z},...,2}?) € E} € U}

={f"‘1 :paraalgumz{ethemos {ieI:f"(i)GE}eU}
{f"—l : para algum ;'7: em *V temos f* € *E}

=Ty (*E) a

No préximo teorema veremos que a extensao de uma secgdo de um con-
junto é a secgdo da extensao desse conjunto.

Teorema 36. Sejamn € N, V um conjunto e *V uma ultrapoténcia de V,
dados EC V™ ex €V, temos * (Ez,;) = (*E), ;-

Demonstragao:
Sejam *V uma ultrapoténcia de V, E C V" e z € V. Denotando por f*
a aplicacdo de I em V™ definida por f*(i) = (z},...,2%). Temos:

* (Epj) = {F: {iel:f (i) €k } € U}

= {7 {iel: @ e 0, ) € By} €U)
= {F {z el: (x},...,z{"l,m,xz+1,...,x;f‘) € E} € U}
={?TT—T:{z'eI:f"(z')eE}eU}

= {F :fre *E}
=(E),; O

Temos, assim, o principio de transferéncia para ultrapoténcias:

Teorema 37 Principio de Transferéncia para ultrapoténcias: Seja*V uma
ultrapoténcia de V. Se o é uma férmula de V e *o é a férmula de *V que
resulta de o efectuando as ertensdes necessdrias. Entdo: Vo seesé
se *V E *o.

Demonstracao:

Sejam *V uma ultrapoténcia de V e ¢ uma férmula de V.

Como uma relagéo bindria em V é um subconjunto de V™ e tanto V
como V" podem ser identificados por *V e *(V™), os conectivos légicos
podem ser expressos por operagdes booleanas em V e estas sdo preservadas
em *V (teorema 34). Os quantificadores podem ser expressos por operadores
de projeccao e estes sdo preservados em *V (teorema 35). Podemos concluir
que, sendo *o a férmula de *V que resulta de o,*c é verdade em *V se e 86
se o for verdade em V. d
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3.3 Ultrapoténcias adequadas; Idealizagao restringi-
da

Vimos, na seccdo anterior, que o princfpio de transferéncia é vélido para
ultrapoténcias. Nesta secgio vamos obter uma nova estrutura onde provare-
mos uma versao restringida do princfpio de idealizacao.

Dada uma ultrapoténcia *V de V consideremos a aplicagdo t que a cada
elemento ¢ de *V faz corresponder a famflia de todos os subconjuntos E de
V tais que ¢ € *E. Pelo teorema 34 temos que t(¢) é um ultrafiltro de V
logo a aplicacdo t tem domifnio *V e conjunto de chegada o conjunto dos
ultrafiltros de V que vamos representar por V.

Definicao 38 Uma ultrapoténcia *V de um conjunto V' é uma ultrapotén-
cia adequada de V se a aplicagdo t : *V — V & sobrejectiva.

O préximo teorema garante a existéncia de ultrapoténcias adequadas.

Teorema 39 Todo o conjunto admite uma ultrapoténcia adequada.

Demonstragao:

Seja V um conjunto. Queremos mostrar que existe uma ultrapoténcia
adequada de V. Comecemos por construir um ultrafiltro. Cons1deremos,
entdo, o conjunto I = Py;,,(P(V)) e, para cada E C V, o conjunto E =

{ieI: E €i}. Consideremos ¥ = {E :EC V}. Como ¥ C P(I), pelo
teorema 28 existe um ultrafiltro U sobre I tal que ¥ C U, ou seja, um
ultrafiltro U que contém todos os conjuntos da forma E. Consideremos agora
a ultrapoténcia *V = VI /U. Para que *V seja uma ultrapoténcia adequada
é preciso que a aplicagdio ¢ : *V — V definida por ¢(¢) como sendo a famflia
de todos os subconjuntos E de V' tais que { € *E seja sobrejectiva. Para que
tal acontega basta mostrar que todo o ultrafiltro de V' ¢é da forma ¢(¢) com
¢ € *V. Seja V um ultrafiltro sobre V. Para cadai € I seja A; a intersecgéo
de todos os elementos de i que sdo elementos de V. Como V é um ultrafiltro
temos que Vi € I, A; # 0. Chamando f & funcio de I em V que a cada
i € I escolhe um elemento em A;, consideremos ¢ a classe de equivaléncia
médulo U de f. Queremos mostrar que ¢({) = V. Seja E € V. Provar que
E €t(¢) éprovarque E C Veque( € *E. Como V & um ultrafiltro sobre V
temos E' C V. Falta provar que { € *E ousejaque {i € I : f(i) € E} € U.



48 CAPITULO 3. CONSISTENCIA RELATIVA (SEMANTICA)

Como E € U, se provarmos que E C {i € I: f(i) € E} podemos concluir
que {1 €1: f(z)eE} € U pois U é um filtro. Sejai € E, entdoi € I e
E€i. Como E €V eE €i,entio A; CE e f(i) € E. Portanto V C #(().
Temos V e t(¢) ultrafiltros e V C t(¢) portanto V = #(¢). Conclufmos assim
que t é sobrejectiva e portanto *V = VI /U onde I = Pyin(P(V)) e U um
ultrafiltro que contém todos os conjuntos daforma E = {i € I : E € i} ,para
todo E C V é uma ultrapoténcia adequada de V. ]

O teorema seguinte é o principio de idealizacdo restringido para ultra-
poténcias adequadas. E restringido pois nio existem variveis livres a variar
em *V.

Para obter o principio de idealizagdo ndo restringido temos que lidar com
a noc¢ao de ultralimite adequado, que veremos na préxima seccao.

Teorema 40 Princtpio de Idealizacdo restringido: Seja*V uma ultrapotén-
cia adequada de V e seja R C V2 tal que para todos os subconjuntos finitos
F deV existe £ € *V com (z,y) € *R para todoy € F . Entdo erxiste
¢€*V com ({,y) € *R para todoy € V.

Demonstragao:

Seja *V uma ultrapoténcia adequada de V. Seja R C V2 tal que para
todos os subconjuntos finitos F' de V existe = € *V com (z,y) € *V para
todo y € F. Entdo, dado F = {y1,...,yn} C V temos que existe £ € *V
com (z,y1) € *R, (z,42) € *R, ...,{T,yn) € *R. Assim, o conjunto

{xe*V:(z,;n) € *RA...A{(z,y,) € *R} & nao vazio.

Mas,

{xe*V:(z,;1) € *RA...A(z,y,) € *R} =

=*{r € *V:(z,1n) € *RA..A(z,yn) € *R},

logo para cada y € V, {z € V : (z,y) € R} é néo vazio. Considerando
X ={{z €V :(z,y) € R} : y € V} temos que existe um ultrafiltro V sobre
V tal que X C V (teorema 28). Sendo *V uma ultrapoténcia adequada
sabemos que todo o ultrafiltro de V ¢é imagem de uma classe de fungges,

logo, existe { € *V tal que t(¢) = V. Ora, como X C V, entio (e*Xe
portanto ((,y) € *R paracaday € V. 0O
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3.4 Ultralimites adequados; Idealizacao

Como foi referido na secgdo anterior, se trabalharmos com ultrapoténcias
adequadas conseguimos ter uma versdo restringida do principio de idea-
lizagdo. Veremos, nesta seccdo, a validade do princfpio de idealizacdo sem
restricbes numa nova estrutura: ultralimites adequados.

Definicao 41 Dado V um conjunto, dizemos que *V é um ultralimite de V
se *V for o limite directo de uma sequéncia de ultrapoténcias 'V2V3V, ...
tais que 1V é uma ultrapoténcia de V e 7tV ¢ uma ultrapoténcia de IV
para cada j € N\{0}.

No caso de cada uma das ultrapoténcias ser uma ultrapoténcia adequada,
dizemos que *V € um ultralimite adequado.

Observamos que, ao identificar "V como um subconjunto de *+1V através
da injecgdo natural, temos que o ultralimite *V é a unido das ultrapotén-
cias "V,n € N. O teorema seguinte garante a existéncia de ultralimites
adequados.

Teorema 42 Todo o conjunto V admite um ultralimite adequado.

Demonstracgao:

Seja V um conjunto. Pelo teorema 39 sabemos que existe uma ultra-
poténcia adequada 'V de V. Aplicando novamente o teorema 39, mas agora
ao conjunto 'V, podemos considerar a ultrapoténcia adequada %V de V.
Desta forma, conseguimos obter uma sequéncia de ultrapoténcias adequadas
1V,2V,3V, ... tais que 'V & uma ultrapoténcia adequada de V e 9+1V & uma
ultrapoténcia adequada de 7V para cada j € N\ {0}. Considerando o limite
directo desta sequéncia temos um ultralimite adequado de V. a

Dado E C V vamos denotar por *E a unido das extensoes de E em cada
ultrapoténcia da sequéncia que origina um ultralimite de V. E da mesma
forma que fizémos para ultrapoténcias, vamos identificar o ultralimite de
um produto cartesiano com o produto cartesiano dos ultralimites e formu-
lar os teoremas que garantem o princfpio de transferéncia para ultralimites.
Como as demonstragbes destes teoremas se reduzem a respectiva demon-
stracd@o para o caso das ultrapoténcias, vamos apenas, e a tftulo de exemplo,
apresentar apenas uma delas:
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Teorema 43 Sejo *V um ultralimite de V. Entdo, a aplicacio de P(V)
para P(*V) definida por E — *E ¢é um isomorfismo sobrejectivo da
dlgebra Booleana P(V) numa subdlgebra Booleana de P(*V) .

Teorema 44 Sejam n € N, V um conjunto e *V um ultralimite de V. Se
E C V", entio *n; (E) = m; (*E).

Demonstracao:

Sejam *V um ultralimite de Ve E C V™. Como *V é a unido de ™V
com m € N, aplicando o teorema 35 a cada ultrapoténcia ™V ,m € N temos
™wj (E) = m; (™E) para cada m € N, logo *; (E) = m; (*E). O

Teorema 45 Sejamn € N, V um conjunto e *V um ultralimite de V, dados
ECV™ ex eV, temos *(E; ;) = (*E),, ;-

Agora estamos nas condigdes de enunciar e provar o principio de idea-
lizacao.

Teorema 46 Principio de Idealizacio para ultralimites adequados: Sejam
k € N, V um conjunto, *V um ultralimite adequado de V e R C V2+k,
Sejam ty,...,tx € *V. Se para cada subconjunto finito F de V eriste T €* V.
tal que (z,y,t1,...,tx) € *R para todo y € F, entio existe ¢ € *V tal que
(¢,y>t1, ..., k) € *R para todoy € V.

Demonstracao:
Sejam *V um ultralimite adequado de V e R C V2+k, Sejam ty, ..., €
*V. Suponhamos que para cada subconjunto finito F' de V existe z €* V tal

que (z,y,t1,...,tx) € *R para todo y € F. Como t1,....t; € *V e *V = UN
ne
"V entdo existe n € N tal que ¢;,...,t; € ®V. Consideremos S C "V x" V'

definido por
S={(z,y) "V x"V:8ey€V,entdo (z,y,t1,...,t) € "R}

Seja G = {y1,...,Ym} um subconjunto finito de V. Entéo, por hipétese,
existe z €* V tal que (z,y,t;,...,tx) € *R para todo y € G, ou seja, existe
z €V tal que (z,11) € *S A ...A(Z,ym) € *S. Ora, pelos teoremas 43 e
45 temos que
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{ze*V:(z,y1) € *SA... AN(z,ym) € *S} =
=*{z€ "W :(z,y1) €ESA ... AN(Z,ym) € S},

logo existe £ € ™V e consequentemente em "*1V tal que (z,y;) € S A
e AMZ,Ym) € S. Temos que "tV & uma ultrapoténcia adequada de "V,
S C ™V x™V e para todos os subconjuntos finitos G de V existe z € *+1V tal
que (z,y) € *S para todos y € G. Entéo estamos nas condigdes do princfpio
de idealizagéo restringido para ultrapoténcias adequadas e por isso podemos
concluir que existe { € 1V tal que ((,y) € *S para todo y € V, isto &,
que existe ¢ € *V tal que (¢,y,t1,...,t) € *R paratodoy € V. ]

3.5 Aplicacao a IST

O objectivo estabelecido para este capftulo foi a demonstracio seméantica
da consisténcia relativa de IST. Esta demonstracio envolve o princfpio da
reflexdo e a construcdo de um ultralimite adequado (certa unido de ultra-
poténcias) de um universo parcial V.

Na descricao do universo dos conjuntos de Von Neumann considera-se
para colecgao inicial o conjunto vazio e considera-se que para cada ordinal
existe uma colecgao cujos membros sdo os conjuntos formados em etapas an-
teriores, desta forma nunca vamos deixar de construir conjuntos. A colecgao
de todos os conjuntos seria um conjunto se existisse uma etapa a tal que
todos os conjuntos fossem elementos de V,. Ora, tal etapa nio existe pois
na etapa seguinte sao formados mais conjuntos. Portanto o universo nio
€ um conjunto e, por isso, ndo podemos garantir que existe um ultralimite
adequado do universo. Para contornar esta questdo, e como por definicio
todo o conjunto é elemento de V, para algum ordinal «, vamos trabalhar
num ultralimite adequado de V,, com a apropriado.

Nas secgoes 3.2 e 3.4 provamos os principios de transferéncia e de ide-
alizacdo para ultralimites adequados, obtivémos assim *(T') e *(I). Logo
falta-nos verificar que (S) é vilido para ultralimites adequados:

Teorema 47 Seja V um conjunto e *V um ultralimite adequado de V e
seja C C V. Entio, para todo x € *V eriste um conjunto y € *V cujos
elementos sdo os elementos de x que pertencem a C.

Demonstragao:
Sejam *V um ultralimite adequado de V e C C V. Fixado um conjunto
z € *V temos que existe um ordinal « tal que z € V,. Como qualquer
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subconjunto de um elemento de V,, também é um elemento de V,, entao a
classe, y, cujos elementos sao os elementos de x que pertencem a C também
é um elemento de V,, e portanto y € *V. ]

Com o teorema seguinte terminamos este capftulo do nosso trabalho j4
que permite concluir (de forma seméntica) a consisténcia relativa de IST.

Teorema 48 Todo o teorema interno de IST é um teorema de ZFC.

Demonstracgao:

Seja A um teorema interno de IST. Sejam Aj,..., A, as afirmacdes de
ZFC que ocorrem na demonstragio do teorema A em IST. Como também
A é uma afirmacio de ZFC, pelo coroldrio 23 existe um ordinal a tal que
(ANAIAN . ANA) & (ANA A .o AAR)Y=.

Seja *V, um ultralimite adequado de V, e consideremos a injecgéo na-
tural J : V, —* V, e o conjunto E(a) = {(z,y) € Vo X V, : £ € y}.Vamos
provar que *V,, com a interpretacdo: (z,y) € *E(a) paraz €y e = € j(Va)
para z standard; é um modelo para Ay, ..., An, (1), (S),(T). Para cada fér-
mula B de IST, denotemos por *B a férmula de ZFC que se obtém de
B substituindo cada ocorréncia de z e y e de z standard pelas suas in-
terpretacoes. Pelos principios de transferéncia e de idealizacio para ul-
tralimites adequados temos *(T') e *(I). Pelo teorema 47 temos também
*(S), e aplicando o princfpio da transferéncia (teorema 37) a cada afirmacéo
Ay, ..., A, de ZFC temos ainda *Aj,..., *A,. Portanto *V, & um modelo
para Ay, ..., An, (I),(S),(T). Assim, como a demonstragio de A em IST &
feita a partir das afirmacdes Ay, ..., A,, (I),(S), (T) (eventualmente nao to-
dos), temos uma demonstragio de *A a partir de *A4j,..., *A,,* (I),* (S)
e de *(T). Por outro lado como *A implica AV~ e A & AV= temos uma
demonstracio de A em ZFC. O



Capitulo 4

Consideracoes finais

Neste iltimo capftulo e, em jeito de consideracoes finais, vamos fazer um
enquadramento histérico da anédlise nao-standard, analisar os seus benefi-
cios (e obstéculos) e por fim apresentar uma forma de olhar para os seus
elementos fundamentais intuitivamente.

Nos anos 60 Abraham Robinson demonstrou que os modelos nao-standard
dos nimeros naturais e dos nmimeros reais podem ser usados para interpre-
tar as nogoes bésicas da andlise no espirito da matemdtica dos séculos 17
e 18, isto é, da anélise que inclui quantidades infinitésimais e infinitamente
grandes.

A anélise ndo-standard é um ramo da matemética desenvolvido, a par-
tir das ideias de Robinson, em duas versoes diferentes. Uma versao modelo
tedrica onde se trabalha com extensées de conjuntos, e uma versao axiométi-
ca (desenvolvida neste trabalho) onde se trabalha o universo dos conjuntos
de forma a que este contenha tanto os objectos convencionais como objectos
de natureza diferente. Na versdo modelo teérica, desenvolvida por Robinson,
a distin¢do standard/nao-standard é definfvel em termos classicos. Standard
sao os elementos da estrutura dada e nao-standard sédo os novos elementos
da estrutura ampliada. A diferenca entre as duas versdes é, essencialmente,
o facto de que na versao axiomdtica ndo hd lugar a ampliacoes das estruturas
cléssicas, estas sao definidas do modo habitual mas entre os seus elementos
podem fazer-se distingGes que até af ndo eram possfveis.

Analisemos agora os beneficios da aplicagio da anélise nao-standard.
E um facto que, em muitos casos, a versio nio standard de definicoes e
resultados é mais clara do que a versdo cldssica o que faz com que o seu
contelido intuitivo seja mais evidente. Comparemos, a tftulo de exemplo, as

53
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definigoes cléssica e nao-standard de continuidade uniforme em R de uma
funcgéo real de varidvel real standard.

() V6 > 0Be>WzyeR(z—y|<e=|f(z)- fly)|<b
(i) Vz,y € Rlz~y= f(z)=~f@),

onde a = b significa que a e b estdo infinitamente préximos, ou seja, que
a — b é um infinitésimal, isto &, que V*!r € R(|Ja—b| < 7). Por um lado
¢ a definicdo ndo-standard que deixa evidente a ideia de continuidade (ob-
jectos préximos, imagens préximas). Por outro lado, comparando as duas
defini¢oes, facilmente se constata que trabalhar com resultados que envolvam
este conceito serd mais simples com a definicdo nio-standard do que com
a definicao cl4ssica. Repare-se que na definicio cléssica temos a sucessdo
de quantificadores V3V, enquanto que na defini¢do ndo-standard temos ape-
nas V. A redugdo do mimero de quantificadores de trés para um levou &
redugdo da complexidade da férmula. De facto, a experiéncia mostra que
a tradugdo de um resultado para a forma nao-standard reduz, em muitos
casos, a complexidade da férmula.

Os conhecimentos matema4ticos necessdrios 4 manipulacio de certos re-
sultados na forma néo-standard sdo inferiores aos necessdrios quando traba-
lhados classicamente. Em (Diener & Diener,1995) podemos ver de vérios
temas tratados de forma nao-standard, e analisar a reducio de pré-requisitos
comparativamente aos classicamente necessérios para o tratamento dos mes-
mos temas. Um exemplo deste facto encontra-se na teoria dos processos
estocésticos em tempo contfnuo que, classicamente, necessita de conheci-
mentos de matemstica a nfvel pés-graduado (teoria da medida, processos
estocdsticos em tempo discreto). Ao dar novos fundamentos (finitos) a teo-
ria das probabilidades, a andlise ndo-standard proporcionou o estudo de
processos estocdsticos a todos aqueles que dominam anélise ao nfvel dos trés
primeiros anos de licenciatura. (Nelson, 1987) (Van den Berg, 2000).

E também possfvel, e a exemplo do que j4 foi feito em Nice, Paris,
Wisconsin (USA) e Lisboa, iniciar o estudo da anslise matem4tica, numa
licenciatura, com anglise ndo-standard (nos dois ultimos casos, os cursos
foram baseados em (Keisler,1986)). De facto, e de acordo com o que j4
foi dito, como a anélise ndo-standard reduz os pré-requisitos necessdrios ao
tratamento de muitos temas, optar por iniciar o estudo da anélise de forma
nao-standard deixa mais tempo para outros temas que, provavelmente nio
seriam abordados.

Apesar de todos estes ”beneficios” muitos hesitam em usar os métodos
fornecidos pela anélise ndo-standard nos seus trabalhos.
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Uma das razoes poderd ser o facto de pensarem que a sua utilizacio
envolve um conhecimento profundo de légica e de fundamentos. De facto a
anélise nao-standard desenvolvida por Robinson requer conhecimentos pro-
fundos de l6gica, nomeadamente de teoria de modelos, mas IST veio reduzir
em muito a l6gica necesséria a utilizacdo dos métodos nao-standard. Para
trabalhar com IST ¢é preciso apenas saber o que é uma férmula bem forma-
da e saber ler e utilizar um axioma. Talvez sejam estes os obsticulos de
IST! E, de facto, possivel trabalhar classicamente em Matem4tica sem saber
explicitamente aplicar um axioma. Por exemplo, é usual um matematico
classico provar que dois conjuntos sdo iguais sem ter a consciéncia de que
estd a usar o axioma da extencionalidade. Podemos dizer que aqueles que
conhecem bem a teoria dos conjuntos ZFC podem compars-la com a teo-
ria ndo-standard IST e assim ficar a conhecer os fundamentos da anélise
nao-standard. Aqueles que conhecem mal ZFC podem trabalhar de forma
ndo-standard utilizando os seus pricfpios 16gicos quase como regras.

Outra razao que poderd levar muitos matem4ticos a nio utilizar a anslise
nao-standard é o pensarem que esta pde em causa os métodos que sempre
utilizaram e que por isso ao optarem por esta deverdo abandons-los. Mas,
muito pelo contririo, a anilise ndo-standard integra-se perfeitamente no
meio de trabalho da matemética cléssica fornecendo novas possibilidades
que, juntamente com os métodos habituais, podem dar uma nova forga ao
trabalho de qualquer matemético.

Passemos ao contetido principal deste capftulo, onde vamos desenvolver
uma intuigdo para os elementos fundamentais de IST, "standard”, idealiza-
¢do, transferéncia e standardizagdo. Antes porém, uma breve reconsider-
acdo. A andlise ndo-standard é caracterizada pelo uso de apenas uma nova
palavra, "standard”. Um conjunto é standard ou é nao-standard. O uso
desta palavra nao altera em nada os conjuntos usuais tais como N e R, nem
outros conjuntos que possamos construir a partir destes, tais como o con-
junto dos nimeros pares ou o conjunto das fungdes reais contfnuas. ”Ser
um nimero inteiro positivo” ou ”ser um nidmero real” continua a ter o seu
significado usual.

Todo o objecto individualmente definido (classicamente) é standard. As-
sim, standard serd tudo aquilo que é construfvel, concreto, observavel. Se
reflectirmos um pouco podemos concluir que, em qualquer etapa do dis-
curso matemdtico, ndo havers mais do que um ntimero finito de objectos
individualmente definidos. Assim, é-nos intuitivamente f4cil de aceitar a
existéncia de uma teoria que contém objectos nao-standard. Basta pensar
num conjunto infinito e no facto de ndo podermos definir individualmente
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cada um dos seus elementos, para concluirmos que este poders ter elementos
néo-standard. Como podemos ler em (Diener & Reeb, 1989),

"Les entiers naifs ne remplissent pas N”.

Aceitamos a existéncia de nimeros naturais nio-standard (naturais ”néo-
ingénuos”), pois N ¢ infinto.

A forma como desenvolvemos uma intuigdo sobre a nogéo ”standard”
néo é nova. Também em teoria de conjuntos as nogdes de conjunto e de
relagao de pertenga néo sio definidas, e é usual recorrer a exemplos como o
conjunto dos alunos de uma turma, para ajudar a desenvolver uma intuicio
sobre estas nogoes.

Séo os axiomas de idealizacdo, transferéncia e standardizacdo que nos
dizem como vamos manipular o predicado standard. Faremos uma distingéo,
quanto a natureza, entre os novos axiomas de IST. Pensamos que o axioma
de idealizagao é de natureza matemética, enquanto que os axiomas de trans-
feréncia e standardizagéo sdo formalizaces de procedimentos da. ciéncia, em
particulas, estatfsticos. Comecemos, entdo, por formar uma ideia intuitiva
sobre o axioma de idealizagdo. Observdmos que um conjunto infinito devers
ter elementos ndo-standard. Nao é possfvel construir tais elementos mas
é impossfvel contrariar a sua existéncia (se o fizéssemos estarfamos a afir-
mar que ZFC néo é consistente!). Entdo podemos postular a sua existéncia,
é 0 que faz o axioma de idealizagio. Ao postular este principio estamos,
em certas condicoes, a criar objectos ideais e por isso estamos no dominio
puramente matemético. Pensemos agora nos princfpios de transferéncia e
de standardizagao, sobre os quais podemos ter uma intuicio mais concreta.
Em certo sentido, o conhecimento que temos do universo é determinado pe-
lo conhecimento daquilo que observamos. Mas, apesar de ndo observarmos
tudo, tiramos conclusdes, esta ¢ a ideia do principio de transferéncia. Sendo
A uma férmula interna temos,

V. Vo (Vi A(x,ty, e t) = YV A, 2y, eati)),

ou, por uma questao de simplicidade e para que possamos desenvolver uma
intuigao,
Viz A(z) = Vz A(z).
Podemos fazer uma comparacio entre este principio e a inferéncia es-
tatfstica. Observa-se uma amostra, neste caso verificamos a validade da

afirmacgéo para os valores = "standard”, e tiram-se conclusdes para a po-
pulacdo, neste caso conclui-se a validade para todos os valores z. Vejamos



o7

um exemplo, pretende-se fazer um estudo sobre os hébitos de leitura dos
protugueses (propriedade A). Primeiro escolhe-se uma amostra que, como
sabemos, terd que ser feito de modo a que esta seja representativa de toda
a populacdo portuguesa. Isto corresponde, no nosso caso, "a escolha” de
valores r standard. Depois faz-se um inquérito a todos os individuos da
amostra o que corresponde, no nosso caso, a verificar a validade da afir-
magao para os valores = standard. Por fim tiram-se conclusdes para toda a
populagao, ou seja, para os individuos escolhidos e nao escolhidos.

Também podemos fazer uma analogia entre o principio da standard-
izagdo e um procedimento estatfstico. Podemos dizer que o principio da
standardizagio garante que toda a hipétese pode ser testada dentro de cada
populacdo. Toda a hipétese, mesmo que seja vaga, que seja apenas uma
tentativa. Ora, dada uma férmula interna ou externa C, o principio da
standardizagao afirma que

VEXFYVE: (2€Y @ z2€X A C2).

Assim, sendo C a hipétese, X a populacéo e z cada individuo ” observs-
vel”, este principio garante que é possfvel precisar o conjunto cujos indi-
viduos ”observiveis” sdo os que satisfazem a hip6tese C. Analisemos um
exemplo. Num armazém de fruta um funcionirio escolhe, de entre as pecas
de fruta de cada caixa (de cada conjunto X), aquelas que séo ”perfeitas”
para serem vendidas, ficando as restantes para fazer sumos. Repare-se que
a propriedade (C) "a peca de fruta ser perfeita” & vaga, até podemos dizer,
subjectiva, pois hipoteticamente pode acontecer que a mesma peca de fruta
seja considerada perfeita por um funcionério, e ser seleccionada para sumos
por outro funcionédrio. Apesar disso a escolha é feita e no final temos o
conjunto (Y) das pegas de fruta "perfeitas” (z) de entre as pecas de uma
caixa. Ou seja, de cada caixa de fruta é possfvel construir o conjunto das
pecas que sao "perfeitas”.

Com a demonstracao de que IST é uma extensio conservativa de ZFC
ficamos a saber que, por um lado todos os teoremas cldssicos continuam
vélidos e que ndo é necesssrio redemonstré-los, por outro lado os novos
resultados que sdo demonstrados com a ajuda dos novos axiomas de IST e
que podern ser expressos em termos cldssicos séo, automaticamente, vlidos.

Apresentada uma motivagio para IST, cabe ao leitor aceitar ou nao esta
teoria. Nao pode, no entanto, aceitar ZFC e contraris-la pois trata-se de
uma teoria relativamente consistente, conforme foi descrito, de duas formas
diferentes, nos primeiros capftulos deste trabalho.
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