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PREFACIO

Como o titulo indica,este trabalho tem como ob jectivo estabelecer a
nogao de gradiente generalizado de uma funcéo localmente lipschitziana
assim como as regras operatdrias principais do célculo com estes gra-
dientes,0 que é feito no Capitulo Il,e aplicar este conhecimento para
demonstrar que um funcional integral do tipo

1) = [{gl, @) +hlto (@)} dt

tem minimo no espaco de Sobolev W1» ([0,T],R") ;sendo g, h, fungdes
de Carathéodory, g concava e h nio convexa.,

A demonstragéo,efectuada no Capitulo V,obriga a estudar a ex-
isténcia de solugdes do correspondente problema relaxado assim como
de uma representagdo adequada da fungéo bipolar A** de h ,0 que é
feito no Capitulo III.

No Capitulo IV estuda-se a regularidade lipschitziana de funcionais
integrais ndo continuos ,na classe dos integrandos convexos,e prova-se
a condicdo necessdria conhecida por inclusio diferencial de DuBois-
Reymond.

Com o objectivo de facilitar a leitura do texto foi elaborado um
Apéndice no qual sio recolhidas deﬁm'q6es,enunciados,demonstragées e
justificagbes de afirmagdes que ocorrem no texto.

Finalmente quero aqui deixar expressos os meus agradecimentos ao
Professor Doutor Anténio Ornelas,Director do Mestrado e meu Orien-
tador, por ter sugerido o tema e por ter amavelmente disponibilizado
os livros fundamentais para a necesssria pesquisa e estudo.

Uma palavra de agradecimento ainda para a minha mulher e a
minha filha ,as quais nestes trés 1iltimos anos quase nao puderam contar
com o meu apoio familiar.
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I INTRODUCAO

1. - O PROBLEMA TIPICO. A EQUAGAO DE EULER

O problema tipico mais simples do célculo de variacoes consiste em
determinar uma fungdo desconhecida z (t) para a qual o integral de
t,z (¢) e de uma ou mais derivadasg de z (t) tem um minimo (ou um
maximo ).

Seja entéo dada uma fungéo de trés variaveis, f(t, z,2') e suponha-
se que f é duas vezes diferencigvel.

Fixemos dois pontos A = (a,a) , B = (b, B) , no plano zy . Se
quisermos ligar A e B por uma curva C que é o grifico de uma fungédo
z = h(t) , h diferencigvel , ter4 de ser : a=h(a) , B =h(b).

Em cada ponto Q de C teremos 2/ — d—f = h'(t) .Nestas condigdes
a curva C determina um valor do integral

b b
Ifz] = / F(t,z,2")dt = / FIt (), k' (8)] dt

Como I depende da curva C, o valor de I alterar-se-4 se substi-

7z

tuirmos C por outra qualquer curva que ligue Ae B . E esta variagdo

de I com C que se deseja estudar de modo a determinar propriedades

de alguma curva que eventualmente exista e minimize o valor de I .
Consideremos uma familia de curvas C,, tais que :

i) Para qualquer valor real do parametro u, C, é definida a partir
de C :

Cu s Ya(t) = h(t) + ugp(2).

ii) £ = p(t) é uma fungdo arbitréria diferencidvel com ¢l(a) =
v (b) =0.
Observe-se que :
Y(a) = h(a) + up(a) = h(a) = a

Y (b) = h(b) + up(b) = h(b) =8
Para qualquer ponto de Cy teremos :

av, _, /
E—h(t)-l-mp(t)



Para qualquer valor do parametro u podemos escrever :
b
I[] = / (¢, Ya, Y!)dt
a

b
/ 3—g com g (t,u) = f(¢,Ya, Y))

a
Este tltimo resultado é correcto desde que a,b sejam finitos e _g

seja continua nas diversas varidveis, ( Apéndice A.2,(1],ver final da
dissertacdo).

Podemos considerar f(t,Y,,Y,) como a composigao de f com Y, e
Y! que sdo, por sua vez, fungoes de u .

Entao :

Q‘f_ af .BY,, of GBY,:

du  8Y, Ou OY! Ou
Mas

Y, 9[h(t) +up(t

%, _0pO Fuelt] _

ay, ON(t)+ud(t

LN (GRS
pelo que

3f gy OF

olt): 5+ 9O g

e portanto ,

i{_/[

Integramos o segundo termo do integrando por partes :

BY’



o0 u- et 2L - / o5 (7 )

[A
ar1®
av;| =

dr | of d (of
=) 70 [ 3 (a)|

Vamos supor, nesta altura, a existéncia de uma curva, descrita por
uma fungao h (t) para a qual o valor I é minimo.Veremos um pouco
adiante que expandindo a expressdo

Of _d(5f
Y,  dt \ay:

obtemos uma expressao com derivadas parciais de f , de segunda
ordem. Tomemos esta curva como C.

Entéo o valor de [ [u] terd um minimo quando u = 0 , mais precisa-
mente :

o(@) = 9(6) = 0 = |ip(t

I0)<I[u,VueR.

Como as nossas [hl Steses de continuidade asseguram a continuidade
dl [u

dI
de —, teremos
du

Mas quando u = 0 resulta que :

=0 quando u = 0.

Yu(t) = h(t) =
Y/(t) = K(t) = o’

Entéo para u =0 e I' [0] = 0 podemos escrever :

b

frolg-4(2) -

Como a fungéo (t) ¢ arbitraria, excepto quanto a restricdo em a e
b e a expressdo entre paréntesis no integrando é continua, concluimos
que :

of _d[(of
Jr dt \or

) = 0, para todo o t € [a,b].



of d (98f
5 1t %) > 0 nalgum ponto t = £ € [a, b],
existiria uma vizinhanga de £ p < £ < ¢, na qual a expressio

permaneceria positiva,(Apéndice A.2,[2]).

De facto, se fosse

>0,t € lp,q|

Usando entdo ¢(t) { =0,t € [a,b] \ ]p, q]

o integrando () {—g—g ——% %)] seria nulo em [a,p] U [¢,b] e

positivo em |p, q[ .Entao I [u] seria positivo em ]p, ¢[ e ndo nulo como

exigido.
Analogamente se suposermos [g ~ i (—?—{) < 0 num ponto do

oz dt \or

intervalo |p, ¢[ .
Podemos entao enunciar o seguinte resultado :
b

se I [z] = / flt, h(t), #'(t)] dt tiver um minimo para uma curva

a
C : z = h(t) suficientemente regular que ligue A e B, entdo x = h(t)

~ . .. Of d (of
4 dif Z_Z(ZL )=,
sera solugdo da equagao diferencial 3 d@ ( 3 > 0

E a famosa equacao diferencial de Euler ( ou de Euler-Lagrange) e
constitui uma condi¢do necessdria do extremo de I [z] .

d()

Ao calcularmos Ty nao podemos esquecer que z = h(t) , =’ = '(t).
Diferenciando em relagao a z obtemos a forma expandida da equagio :

of o f &f dx O*f d*z

Oz |6tdx 0Oz0r dt Oz ? df?

Trata-se de uma equacdo diferencial de segunda ordem. Portanto a
sua solugdo conterd duas constantes arbitrérias, as quais serdo deter-
minadas pela restrigdo inicial que obriga C a passar por Ae B .

Vejamos algumas caracteristicas gerais do problema exposto.

No problema que estamos a tratar os objectos investigados sio cur-
vas descritas por fungdes; analiticamente isto significa que temos de
determinar uma fungéo que conduza ao extremo do funcional integral,
satisfazendo determinadas condigdes de fronteira.

Ao considerarmos incégnitas que sdo funcdes em vez de ntmeros
reais, deparamos com um numero infinito de graus de liberdade carac-
teristico dos espacgos funcionais.

Surge, portanto, o problema de defini¢io da classe de fungdes na
qual procuramos o minimizador do funcional. Os espacos funcionais
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580, nos casos mais comuns, espagos lineares normados de dimensao
infinita, completos, os chamados espacos de Banach.

Portanto, ao estudarmos os problemas de minimizacao ( ou maxi-
mizagio) de funcionais, devemos ter sempre presente o espago funcional
utilizado.E importante determinar o espaco funcional porque a solugdo
do problema altera-se conforme o espago utilizado.

A condigdo a que se chegou na analise do problema tipico é uma
condigdo necessdria; ndo assegura a existéncia de solugéo ( que foi
assumida), ndo é condigao suficiente.

Mas se o problema tiver realmente solugdo esta existird no con-
junto de solugdes da condigéo necessdria. Existern numerosas condigGes
necessarias.

Admitimos anteriormente que f era duas vezes diferencidvel. Mas f
pode néo ser diferencidvel; havers ainda solucio para o problema?Utilizar-
se-4 a expressdo "ndo suave” para referir situagbes em que a diferencia-
bilidade ndo estd assegurada.

Neste trabalho pretende-se rever alguns resultados que respondem
as interrogagGes aqui formuladas.

2. -PARADIGMAS

No célculo das variacées e na teoria do controlo 6ptimo podemos
identificar trés problemas considerados paradigmaticos.

2.1 O PROBLEMA DE LAGRANGE ( Pp)

Este problema consiste em extremar um funcional da forma

I[z] = / Flit, z(t), 2/ (¢)] dt

z:RD[tI,tQ]—)Rn
F:RxR*XR* —R,

com eventuais restricoes do tipo,
(t,z(t)) € A c R*!
e condigoes de fronteira,

.’L‘(tl) = xl,x(tg) = T9.



Exigéncias relacionadas com os teoremas de existéncia de solugao
levam a procurar as solugoes 6ptimas na classe AC das fungoes abso-
lutamente continuas ( Apéndice A2 ,[3]).

Observe-se desde ja que a classe AC é a maior classe de fungoes
continuas que possuem derivada quase sempre e as quais ainda é aplicavel
o teorema fundamental do cdlculo :

b
z(b) — z(a) = / (t)dt.

O integral é um integral de Lebesgue em cada componente.
Tem-se ainda AC [a,b] = W! (a,b), ([6], pdg.45).

Reciprocamente se g for integravel segundo Lebesgue ter-se-a4

t
G(t) =/ g(s)ds e Ge AC.
b
Por vezes o problema de Lagrange apresenta restrigoes nas derivadas

Para cada (¢, z (t)) € A C R"*!imp6e-se um conjunto Q(t, z (¢t)) C R e
considera-se apenas as fungées AC que satisfazem a inclusao diferencial

2'(t) € Qt, z(t)] C R™t € [ty, 0] g.s..

2.2 O PROBLEMA DE BOLZA (Pg)

Neste tipo de problema procuramos extremos do funcional

Ife] = glbva(te), ozt + [ £1t,3(0),2'(E)) dt

g:R*™2>5B-—R
f . R2n+l — R
I [t17t2] — Rn T e AC [tl,t2],

com restricoes :

(t,z(t)) € AC R™™!
[tl,z(tl),tz,.'r(tz)] € BC R2n+2
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Tal como antes, a cada par (t,z (t)) € A podemos fazer correspon-
der um conjunto Q [t,z(t)] C R" e exigir que z/(t) € Qlt,z(t)],t €
[t1,t2] q.s..

2.3. O PROBLEMA DE MAYER OU DO CONTROLO ()PTIMO
(Pn)

Trata-se de procurar os extremos de um funcional, chamado fun-
cional de custo.A notagéo I [z, u] para o funcional de custo é proposta
por CESARI ([4] ,pdg. 9).

Iz u] = glti, 2 (1) , b5, 2(t2)]
z: [t1,t] — Rz € AC [ty, 1)
u: [t), t3] — R™, u mensurével ,
onde x representa uma varigvel de estado e u representa uma varigvel

de controlo. Estas func¢des devem verificar um sistema de equagoes
diferenciais :

d
& = F (), u(t)]
f:RxR"xR™ — R"®

e para cada componente ter-se-4 :

CZ = filt,z(t),u(®)],t € [t1,t],i = 1,2,..., .

Neste problema, para um certo controlo u(t) pensamos em z(t)como
d
solugéio do sistema diferencial —= = ft,z(t), u(t)] e podemos impor
restrigoes do tipo (¢,2(t)) € ACR™! e do tipo u(t) e U CR™. A U
chamamos espago de controlo.
A funcdo z pode ainda satisfazer condigdes de fronteira do tipo

[t1,z(t1), b2, z(t2)] € B c R?n+2

Por vezes o problema de Mayer pode surgir na forma

I[‘”? u] =/ f [tvx(t)1u(t)] dt

f M— R,
M = [(t,2(t), u(t)) : (t,2(t)) € A,u € U] C R™n+,



com z € AC [t},t;] e u mensurdvel de modo que f (-, z (-),u(-)) seja
mensurdvel e satisfazendo ainda o sistemma de equacgoes diferenciais, as
condigoes de fronteira e as restri¢oes anteriormente indicadas.

Estamos entao perante um problema de Lagrange de controlo éptimo.

Analogamente estaremos perante um problema de Bolza de controlo
6ptimo se o funcional for do tipo,

Iz, u] = g [t1,2(t1), t2, z(t2)] + / F It z(t), u(t)] dt

Os trés tipos de problema , Pr, Pg, P)y,580 teoricamente equiva-
lentes entre si, no sentido em que é possivel reduzir qualquer um deles
a um dos outros ([4], pég.11).

Mantém-se, todavia, a distingdo entre os problemas porque cada
forma tem vantagens especificas. Assim, Pj, é o problema cldssico do
célculo das variagoes, Pg permite unificar o cdlculo das variacdes e a
teoria do controlo éptimo, Pys é o problema cldssico do controlo éptimo.

3. ORGANIZACAO

Qualquer problema de optimizacado pressupée o estudo de duas
questoes fundamentais

i)- a existéncia de solugdes ( condigdes suficientes )

ii)-as condigdes necessdrias das solugdes.

Atendendo a esta observagao, organizaremos este trabalho do seguinte
modo.No capitulo II generaliza-se a nog¢ao de derivada direccional e no
capitulo III examina-se alguns teoremas de existéncia essenciais ao es-
tudo de condigdes necesséarias e suficientes, estudo que serd feito no
capitulo IV. No capitulo V far-se-4 uma aplicagdo a integrais simples
nao convexos.

Relega-se para o Apéndice Al a demonstracao do teorema 3.3 do
capitulo III, em virtude da grande extensao deste teorema.

No Apéndice A2 recolhemos defini¢des, enunciados, demonstracoes

e justificagoes de nogoes que ocorrem no texto, com o intuito de facilitar
a leitura do mesmo.



II. GRADIENTES GENERALIZADOS

1 - FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFIN. 1.1 : Seja X um espago de Banach, (Apéndice A2, [4]) .
Sejaz € S C X, e seja uma fungéo f: S — R.
[ diz-se localmente lipschitziana em T se existir uma constante K >
0 e algum € > 0 tais que :

1f(@) = f®)lr < K|z - ylis Vz,y € SN B(z,e)
BF,e)={zeX:|z—Z|| <¢}.

f diz-se lipschitziana se existir X' > 0 tal que :

[f(z) - W)l < Klz~yl,vVz,ye S

K diz-se uma constante de Lipschitz de f.

Para fungGes de uma variavel real, uma condigdo de Lipschitz pode
interpretar-se geometricamente como uma condigdo para que o gréfico
de f néo tenha declives muito pronunciados

Uma funcdo localmente lipschitziana nio tem que ser diferencidvel
em z , nem precisa de admitir derivadas direccionais no sentido clédssico.

O conjunto das fungdes lipschitzianas pode indicar-se por C%!,

2 - A DERIVADA DE CLARKE

DEFIN.- 2.1 :
Seja f localmente lipschitziana em z , e seja um vector
arbitrério v € X, v # z,X espaco de Banach.
A derivada de Clarke ou derivada direccional generalizada de f em
= na direcgdo de v é definida por :

f@+no—ﬂw,

f°(z;v) = limsup .

y—wx

t— 0

com f:X-—-R
vr,ve X

t > 0 ( escalar ).
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Esta defini¢io nao pressupde a existéncia de qualquer limite ( pois
envolve apenas um limite superior ( Apéndice A2,[7]), refere-se apenas
ao comportamento de f perto de z , e difere das defini¢oes tradicionais
de derivada direccional no facto de o ponto base y do quociente incre-
mental variar.

Vamos ver as propriedades que tornam 1til esta derivada.

TEOREMA 2.2

Seja f localmente lipschitziana em z, com constante K, f : X — R.

Entao :
a)- A fungdo v — fo(z;v) , f°(z,-) , é finita, positivamente
homogénea, subaditiva, majorada (Apéndice A2, [5])e

|fo(-77; v)lm <K- ”””x

b)-  f°(z;v) é SCS (Apéndice A2, [6])como funcdo de (z,v) ,e
como fungao apenas de v ,f°(z, -) , é lipschitziana com constante K em

X.
c)- foz;—v) = (=f)(z;v)

dem. a) para y suficientemente préximo de z e t suficientemente
préximo de 0 , o quociente incremental é majorado por K - ||v|| devido
a condigdo de Lipschitz perto de z aplicavel a f :

fly+tv)— fly) < Klly +tv—yl| = K ||tv]| = Kt |jv]|

|f(y+ tv) — f()]
t

< K|jvl} = [f(z;v)] < K ||v|.

Homogeneidade positiva :

Para um elemento arbitrario v € X e a > 0 poderemos escrever ,

fo(;av) = limsup £y +tav) - f(y)] =
y—x
t— 0t

= o limsup 215 [f(y +tav) — f(y)] = afo(z;v).
y—
t— 0t
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Subaditividade :

Todos os limites superiores se entendem paray —wz et — 0F,

fo(z;v +w) = limsup fly+tv +tw) - f(y)

t
y—z
t— 0t
~ limsup fly +tv+tw) — f(y +tw) + fy + tw) — f(y) _
Yy t
t— 0t
— limsup [f(y + tv + tw) — f(y + tw)] + [f(y + tw) — f(y)] <
y—z t
t— 0t ,
< limsup f(y+tw+tv)—f(y+tw)+ lim sup f(y+tw)—f(y).
Yy—z t y—x t
t— 0t t—0t

Repare-se que no primeiro termo pode escrever-se

{ myttws f(z+tvt)—f(z) - o)

zZ—T

No segundo termo fly+ tu;) L) fo(z;w).

Entao,

fo(z;v+w) < fo(x;v) + fo(z; w).

b) 1)- Semicontinuidade superior de f(z; v) : sejam {z;}, {v;}
duas sucessdes arbitrdrias convergentes parazev, z;,v; € X .

Para cada ¢ ,por definigio de limite superior ,(Apéndice A2, [7]),existem
¥yi € X et; >0 tais que

[a—y

i — zillx +t: < =

Folas, o) - L0 — ) 1

-

= oz, v;) - % < S+ tﬂt]:) — fw) =
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_ flyi +tv) — flys + o) + flyi + tivs) — () _
t;

_ Sy +tw) - f (i) + Sy + tivs) — fy: + tiv)
t; ti '

Aplicando o facto de f ser localmente lipschitziana vamos ver que
o ultimo termo é majorado .

|f(ys + tivi) — flys +tv)| < K|y + tivs — y; — tv|| = Kt ||lv; — o],

N fly + t,-v,-); Sy + tv)

< Ko = vlx.

Entao ,tomando limites superiores quando i — oo ,vem que :

f(y, + ¢ v) fw)

l

fo(ziv) — = + K |jv; — v|

Lt =T ¢ e - o <

1
lim sup [ o (ziyvs) — } < limsup ;

i—o0 i—00

i+ to) — f W),
Slimsupf(y * ) f(y)+hmsupK||v,-—v||$

i—00 t; i—s00

. 1) — f (u 1
Slrixf sup {f(y, )= f () Ny — x| < TU€ X}] +0 = f° (z;v).
i
Portanto,limsup f° (z:;v:) < f°(x;v) o que estabelece a semicon-
1—00
tinuidade superior ( SCS ) de f°(z,v) .
b) 2)- Queremos provar que f°(z;-) é lipschitziana com constante
K.
Sejam v, w € X . Podemos escrever :

fly+tv) - f(y) < fly+tw) - fly) + Kllv—wlx - ¢

De facto, pela condi¢ao de Lipschitz, aplicdvel a f temos para y
perto de z e t perto de 0 :
fly+tv) — fly+tw) < Klly +tv—y — tw|| = Kt |lv - wl|x
fly+tv) - fly+tw) + f(y) — fy) < Ktllv —wly
fly+tv) - fly) < Fly+tw) — fly) + Ko —wly - ¢
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Dividindo por ¢ :

fly+tv) - fy) _ fly+tw) - f(y)
t = t

+ Klv—wly

"Tomando limites superiores quando y — z e t — 0%, vem :

fo(z;v) < fo(z;w) + K ||v — wl|
fo(ziv) - fo(zw) < K flv ~ wl|»

Isto ainda é vilido se trocarmos v com w
Logo

[fo(@;9) = fo(z;w)] < K flo - w],

e f°(z;-) é lipschitziana ( na segunda varidvel v ) com constante K.

c)-  Calculemos :
fo(z; —v) = limsup 1@ —tv) - f(@) =
-z t
t—0*

Fazendo u := 2/ — tv , ¥ =u+tv temos:

f@ ~tv) = f(@) _ flu) = fluttv) _ —f(u+tv) - (=f(w))

t t t
Portanto : o
fo(z; —v) = lifnsup (=)(u+ tvt) = (=f)(u) = (=£)°(z; v)
r —x
t— 0t
[ |

3 - O GRADIENTE GENERALIZADO

3.1 - DEFINICAQO E PROPRIEDADES

O teorema de Hahn-Banach,na sua versio bsica, afirma que qual-
quer funcional subaditivo e positivamente homogéneo em X majora
algum funcional linear em X ,(Apéndice A2, [g]).
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Recordando o teorema 2.2 que estabelece para f : X — R, local-
mente lipschitziana, que f°(z;v) é finita, positivamente homogénea e
subaditiva, em v , deduz-se que f°(z;v) majora pelo menos um fun-
cional linear £(v) < fo(z;v) , Ywe X .

Como f°(z;-) é majorada, £(-) também o é.

Como £ e majorado, pertence ao espaco dual X* dos funcionais
lineares continuos sobre X .

Em X* , em vez de {(v) usa-se a notagdo (£, v) ou (v,£) .

Estas observagoes conduzem-nos a defini¢do de gradiente general-
izado :

DEFIN. 3.1-1:

O gradiente generalizado de f localmente lipschitziana em x,que se
escreve df(z) , é o subconjunto de X* definido por :

Af(z) = {€ € X*: fo(z;v) > (£,v),Vv € X}.

Observe-se, portanto , que df(z) é um conjunto de funcionais lin-
eares continuos e que 9f(-) é uma multifungdo =z — If(z) C X*

A norma do funcional linear continuo em X* ser4 :
€l == Sgp{(ﬁ,v) v e X, vl <1},

e ¢ afinal o supremo na bola unitaria de X .

A bola unitéria aberta ern X* escreve-se B,

O seguinte teorema sumariza algumas propriedades bésicas do gra-
diente generalizado.

TEOREMA 3.1-2:
Seja f localmente lipschitziano em z , e K a constante de Lips-
chitz.Entao :

a)-0f(z) é um subconjunto nio vazio de X*,convexo, fracamente
—% compacto , e

I€ll, < K, V€ € 0f(x).

b) YweX , f(z;v) =max {{{,v) : £ € Of(x)}.

dem.
a)- Convexidade de 0f

Sejam &;,& € Of e A1 (v)+(1=A)é2(v) com A € (0,1) , Vwe X.
Entao ,




M1 (0) + (1= Na(v) = &(M) + & [(1 — A <
< (2 20) + £ (@5 (1 = M) = Afo(2;0) + (1 - A fo(30) = fo(3).

Portanto A&;(v) + (1 — A\)&(v) € 8f(x) e df(z) é convexo.

Majoragdo da norma

) <If(zv)| < K- , YweX
£(v) < K- v
€]l = sup {£(v) : v € X, Jlollx < 1}
= [l€]l, < K.

A compacidade fraca * decorre do Teorema de Alaoglu ([12] ,pdg.149):

se X é um espago normado, entdo a bola unitdria fechada em X*
B, = {¢eX*: ¢ <1} é um espaco compacto de Hausdorff na
topologia fraca —x* .

Este teorema pée em relevo o interesse das topologias fracas. Se X*
for de dimenséo infinita, isto é, se X for de dimensdo infinita, a bola
unitdria de X* nunca é compacta na topologia forte, mas é compacta
na topologia fraca. Por translaccio e homotetia, toda a bola fechada de
Xt (dual na topologia forte) é fracamente compacta na topologia fraca.
Portanto toda a parte limitada do dual forte é fracamente relativamente
compacta, (Apéndice A2,[9]).

b)-  Suponha-se que para algumv € X, f °(x;v) excedia 0 maximo
indicado :

fo(aiv) 2 max {(€,0) : € € 0/(2)}.

Pela definigdo de 0f(x) vé-se que f°(x,v) ndo pode ser menor que
este maximo.

De acordo com uma versio do teorema de Hahn-Banach,

(Apéndice A2, [8])existiria um funcional linear ¢’ majorado pelo
funcional subaditivo e positivamente homogéneo f°(z;-) e coincidindo
com f°(z;-) em v .

Entéo ¢’ pertence a 0f(x) ( pela definigdo de Af (z)) pelo que
F(z,v) > (€,0) = fo(z;v).

Entdo f°(z,v) > f°(z,v) contradi¢io que estabelece (b). Mais
precisamente se f°(x,v) ndo pode ser maior que o méximo nem menor
que o maximo sé pode ser igual ao maximo.
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3.2 - FUNCOES DE SUPORTE

De acordo com o teorema 3.1-2 conhecer o conjunto convexo ,
fracamente —x compacto 8f(z) C X* é equivalente a conhecer a fungao
f°(z;-) . Um é obtido do outro.

E um exemplo de um facto geral : os conjuntos convexos fechados
sao caracterizados pelas suas fungoes de suporte.

A fungéo de suporte de um conjunto C C X , C # 0 , é a fungdo

oc : X* — RU {+o0}
definida por

oc(§) :=sup{({,z) : = € C}.

Por outras palavras, para cada operador linear continuo § € X*,
oc(€) indica o supremo dos valores () quando z € C .

Para um conjunto S C X* , a fungdo de suporte serd definida em
X

Se considerarmos que X C X** ( se X for reflexivo serd X = X** )
entdo para z € X C X**ter-se-a :

os(x) = sup {(£,z) : £ € S}
os: X - RU{+o0}.
Consequentemente f°(z;v) é a fungao de suporte do gradiente gen-

eralizado 0f(z).

O seguinte teorema serd muito 1til em demonstragoes posteriores :

TEOREMA 3.2 - 2 (Apéndice A2, [10})

Sejam C,D # 0, C,D C X, C,D convexos ,fechados ; sejam
Y,A#0, 3,A C X*, Y, A convexos, fracamente —x fechados.
Entao :

a) CcD <=>0'c(§) < O'D(f), V€ € X*.
b) YCcA®&oy(r)< oa(z), Vz € X.

c) Y éfracamente -* compacto < az(-) temn valores finitos, Vz €
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d) Dar uma dada fungéo o : X — RU {+o0} positivamente ho-
mogénea, subaditiva, SCTI ( fraca ou forte ) e ndio identicamente igual
a +00 equivale a dar um conjunto ¥ # @ , convexo, fracamente —x
compacto, 35 C X* tal que 0 = o~ , onde oy ¢ a funcdo de suporte
do conjunto ¥ . Este conjunto é dnico.

3.3 - MULTIFUNCOES
DEFIN. 3.3 - 1 ;

Uma multifun¢do F : X — Y é uma aplicagdo de X nos subcon-
juntos de Y .

Obs. Funcgéo. F:X->Y yF()eY
Multifungio F: XY, Flz)cY

O gréfico da multifungéo ¢ definido por :
graf F={(z,y) :z € X,y € F(z)}.
Diz-se que F' é fechada ou tem gréfico fechado se graf F for fechado

em X X Y (relativamente a uma dada topologia).
DEFIN. 3.3 -2 :

Quando X, Y sdo espagos de BAN ACH, define-se a semicontinuidade
superior de F' em z do seguinte modo :

Ve 2036 >0:F(z') C F(z)+eBy, V2 €z + 0Bx

Vamos continuar a supor que f é localmente lipschitziana em z .

A primeira afirmac@o do préximo teorema indica de novo que f°(z;-)
é a fungéo de suporte de 9f(z) .

TEOREMA 3.3 - 3 :

Seja X ¢ um espaco de Banach , um subconjunto Y C X e uma
fungdo f:Y — R, localmente lipschitziana em z .Entio :

a)  £€0f(z) & foziv) > (¢, v), we X
b) sejam {z;} , {&} sucessdes em X e X*t.q. ¢ € of(z;) .

Suponha-se que z; — z e que £ é ponto de acumulacdo de &; na
topologia fraca —* .

Entéo € € 0f(z), e portanto a multifungéo 8 f (-) tem grafico fraca-
mente —x* fechado.

c) df(z)=n_ U _ df(y)

6 > 0 yez+6B
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d) Se X tiver dimensao finita, 0f(:) é SCS em z .

dem. a) Pelo teorema 3.1 - 2 (a) temos que df (z) é um sub-
conjunto ndo vazio de X*, convexo e fracamente —* compacto.

Pelo teorema 3.2 -2 (d) existe uma fungéo de suporte o : X — RU
{400} positivamente homogénea, subaditiva, SCI, ndo identicamente
igual a 400 ,que é fungdo de suporte de 8f(z),

o () = sup {(§,v) : £ € Of(x)} .

De novo pelo teorema 3.1 -2 (b) :

fo(z;v) = max {(§,v) : £ € f(z)}, VweX.

Portanto :

£ € 8f(z) & fo(ziv) 2 (§v), we X.

b) Seja v arbitrario, v € X .

Seja a sucessdo numérica (§;,v) e uma sua subsucessdo que con-
verge para (£, v), (toda a sucessdo limitada tem uma subsucessao con-
vergente).

Quer dizer :£;(v) — &(v)

Pela alinea (a) temos que f°(z;;v) > (&;v), atendendo a que a
hipétese diz que & € 0 f(x;).

Pela SCS de fo(z;v) ( teorema 2.2 (b) ) deduz-se de f°(zi;v) >
(&'av) que fo(m;v) D (Eav) :

E como v é arbitrario, tem-se por (a) que £ € 9f(z) , sendo £ ponto
de acumulagdo de £ .

Entdo a multifuncdo 8f(-) : z — 9f(z) tem gréfico fracamente
—x* fechado.

c) E consequéncia imediata de (b).

d) Supondo que 8f ndo é SCS em z , podemos construir uma
sucessdo x; convergente para z e uma sucessao &; convergente para £ tais
que &; € df(x;) para cada i , mas £ néo pertence a 9f(z) . Entéo isto
contradiz (b) que afirma, nas condigdes indicadas, que df é fechado.
Logo 8f deve ser SCS .

]
3.4. RELACOES ENTRE O GRADIENTE GENERALIZADO

A A ) N A L A A e e e e e

E AS DERIVADAS DI IONAL

Vamos ver que Of é igual & derivada se f € C! e é igual ao subd-
iferencial 8f da anélise convexa se f for convexa.
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DEFIN.3. 4 -1 : Seja uma aplicagdo f : X — Y, onde X, Y sio
espacos de Banach.

A derivada direccional ( lateral ) usual em z e na direccao de v é :

fl(m; ,v) ‘= lim f(:l: + tv) — f(.’lt)

t—0t+ t

quando o limite existe.

Note-se que ao contririo da definigdo de f°(z;v) , agora o ponto z
nao varia.

DEFIN. 34 -2
Seja L(X,Y') o espago das aplicacdes lineares continuas de
X paraY .
A fungdo f : X — Y admite uma derivada de GATEAUX, Df (z)
em z € X sendo Df(z) € L(X,Y) , desde que , Yo € X :

f(z +tv) — f(=)
t

1) fl(z,v)= tl_iggr existe

2) f(=z,v) = (Df(x),v)

Portanto, a derivada de Gateaux existe, se existir o limite f'(x,v) e
se este for igual ao valor de uma aplicagdo linear continua calculada em
v, Vv € X . Esta aplicacio linear continua é a derivada de Gateaux ,
Df(z).

Tudo isto é equivalente a dizer que :

1) o quociente dos acréscimos é convergente, para cada v ( ex-
isténcia de f’(z,v)), .

flz +tv) — f(z)
t

2) que lim = (Df(z),v)
para todoov e X |,

3) que a convergéncia é uniforme em relagdo a v em conjuntos
finitos ; mais precisamente, se A C X , A finito, a convergéncia ocorre
igualmente para todo o v € A.

DEFIN.3. 4 -3 :
flz +tv) - f(z)

a v, pertencendo v a um subconjunto compacto de X , a derivada diz-se

derivada de HADAMARD.

Se a convergéncia de lim

t—0t

for uniforme em relagao
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DEFIN.3. 4 - 4 :

flz +tv) — f(z)

a v , pertencendo v a um subconjunto limitado de X , a derivada diz-se
de FRECHET.

S&o requisitos progressivamente mais exigentes. Quando X = R"
as diferenciabilidades de Hadamard e Fréchet sdo equivalentes ( pois o
compacto é limitado ).

Quando f é localmente lipschitziana em z , mais precisamente, se

Se a convergéncia de lim+ for uniforme em relagao
t—0

3K =constante: “f(m') - f(z")"y <K- Hx' - m"ux , Vr,z’ numa
vizinhanca de z , as diferenciabilidades de Gateaux e Hadamard sao
equivalentes ( pois localmente lipschitziana implica uniformemente con-
vergente num compacto ).

Seja uma aplicagéio f : X — Y , X,Y espagos de Banach.
Diz-se que f admite derivada estrita Dsf(z) em z , Dsf(z) €
L(X,Y) , desde que :

1) Paracadave X,

jm LX) =IE) _ (ps(a), 0.
t—0t

2) A convergéncia é uniforme para v pertencente a um sub-
conjunto compacto de X.

Obs. : a) - Se f for localmente lipschitzianaem z , a condi¢ao
(2) realiza-se automaticamente .
b) - Na realidade estamos a definir uma derivada es-
trita tipo Hadamard.

TEOREMA 3. 4-6:

Suponha-se que f aplica uma vizinhanga de z € X emY eque
¢ € L(X,Y).Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes :

a) f é estritamente diferencidvel em z e Dsf (z) = & €
L(X,Y).

b) f é localmente lipschitziana em z e para cada v € X
tem-se
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lim L& ) — f(@)

! t
T —z
t—0t+

= (Ea 'U).

dem (a=b)

Admita-se que f é estritamente diferencidvel em z e Dgf(z) = £.
Mas se f ¢€ estritamente diferencidvel cumpre-se logo

jm EL @) _ bty wex,
&

Dsf(z) =€ € L(X,Y).
Entéo resta provar que f é localmente lipschitziana em z.

Se ndo fosse localmente lipschitziana em z , existiriam sucessdes
’ .
{z:} e {a:,-}convergentes para z e tals que

' 1
:ci,xiex+-i-B

e ||f(zi) - f(=), =]

’
:B,;—.’B,'

Definamos ¢; > 0 por meio de
T; = T; + tiv;

e lul=it=(}  =wro

Como a:: — £ A z; — x temos quex: —x; — 0. Mas :1:; —x; = ;v
pelo que terd de ser ¢; — 0 .

Seja V' o conjunto dos pontos da sucessdo {v;} reunido com 0 :
V = {v}u{o}.
Note-se que V' ¢é sequencialmente compacto : [[v; — 0|} = |jv;|| =

i,—»OeV,quandoi—»oo.
Vi
Entao pela definicdo de Dgf(z) podemos escrever :

Ve>0,3n.:i>n, ,YveV =

fla: + t";f —U®) (D), v)

<eg
Y
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Mas isto é impossivel pois quando v = v; , o termo
f(@i +tiv) = f(x:)
t;

De facto comegdamos por escrever :
>1

|£(=) - £z,

If (i +tvi) — f(zi)lly >

!

. L1 ~
temn norma maior que 22 por construgao.

'
=i =i

!
Ti — m"”x

= |ltasl] = t; |jos]| = ¢ - i3

| f (z: + tivi) — fzo)lly > i1
| f(z: + tivi) — f(z)|| >4

: para todo o v; € V' logo,

t;
[If (=i +tev) — flz)ll _ ‘ flz:ittw) = fl@)|
t; t; )

Entao, contrariamente ao que se sup0s, f deve ser localmente lips-
chitziana em = .

(b= a)

Seja V C X um compacto arbitrdrio e € > 0 arbitrério.
Atendendo a hipétese (b), para cada v € X existe um niumero
6(v) > 0, tal que :

f(@ +tv) - f(z)
t

<e, V' ex+6B, te(05).
Y

0 | (&)

f@ +t) - f&)  f@ +tv) - f&)
t
pois podemos escrever esta expressao na forma ¢ (v') — ¢ (v), com 2/, ¢

fixos,sendo ¢ lipschitziana por ser f lipschitziana.Tem-se entdo,

e (@) e @Il < Klv -,

onde K é a constante de Lipschitz de f e z', ¢ estdo suficientemente
préximos de z e 0 respectivamente.Entao deduz-se de (1) que por ad-
equada restrigdo de 6(v) se tem

A norma de

é majorada

(2)

V' € x+ 6B, Yo' € v+ 6B, t € (0,6).

e )= S 0] <2
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Um ndmero finito dos conjuntos abertos {v+6(w)B:veV} co
brird V' ( isto é possivel por V' ser compacto ) , por exemplo os
conjuntos relativos a vy, vy, - yUn .

Se fizermos § = [min 6(vi) segue-se que (1) é valida ( com 2¢ em

vez de € ) para qualquer v € V | para todo o ' € z+6Bete (0, §).
Ent8o como trabalhdmos com V compacto ( cf. HADAMARD)
deduz-se que £ é a derivada estrita de [,é=Dsf(z)emz .

DEFIN.3. 4- 7 :

Seja f: X — Y, como antes.

Diz-se que f é continuamente diferencigvel em z segundo Giteaux,
desde que numa vizinhanca de r exista a derivada de Gateaux, Df | e
seja continua como aplicacdo de X em L(X,Y) ( com a topologia da
norma do operador ) :

tim F@+10) ~ f(z)

t—0t t

Df:X — L(X,Y), Df() continua , Df(z) € L(X,Y).

=Df(z) em z + 6B

Vamos enunciar um resultado ttil que € um coroldrio do Teorema
3. 4 - 6 :

COROLARIO 3. 4 - 8 :

Se f é continuamente diferencidvel em z , entdo f é estritamente
diferencidvel em z e, portanto, f é localmente lipschitziana em z .

dem. ( Apéndice A2, [11]).
Podemos agora investigar a relagdo entre as varias derivadas ja
definidas e o gradiente generalizado f(z).

TEOREMA 3. 4-9

Seja f localmente lipschitziana em z e admitindo uma derivada
qualquer D f(z) (Gateaux, Hadamard, Fréchet, estrita).

Entdo Df(z) € 8f(x).

dem por definiciio e pelo teorema 3 . 4 - 6 (b) existe f'(z,v) para
cada v cumprindo a condigdo f'(z,v) = (Df(z),v) , Df € L(X,Y) .
Pela definicdo de f°,
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fly +tv) — f(y)
t

fe(z,v) = limsup
y—w
t— 0t

tem-se f < f° e portanto (Df(z),v) < fo(z,v),Yv € X
Pelo teorema 3. 3 - 3 (a) conclui-se imediatamente que Df(z) €

af(z).

[
TEOREMA 3. 4 - 10 :

Se f é estritamente diferencidvel em x € X entdo df(z) contém
unicamente a derivada estrita Dgf(z) e f é localmente lipschitziana
emz .

Reciprocamente, se f é localmente lipschitziana em z e 8f(z) = {£}
entao f é estritamente diferencidvel em z e £ = Dgf(z).

dem. Suponha-se primeiramente que existe Dgf(z) . Entdo pelo
teorema 3 . 4 - 6 - f serd localmente lipschitziana em z .
Pela defini¢ao de f° tem-se que :

fly+tv) - f(y)

f°(z,v) = limsup ;

y—o
t—0F

,YVve X

e também pela definigdo de derivada estrita :

= (Dgf(z),v) para cada v pertencente a um

lim f(y+t1;) - f(y)

y—z
t—0t

compacto.

A convergéncia é uniforme num compacto o que é automatico por
ser f localmente lipschitziana em z .

Entdo f°(z,v) = (Dsf(z),v), Vv € X e pelo teorema 3. 3 -
3 (a) resulta df(z) = {Dsf(x)}

Vamos provar o reciproco.

Recorde-se a condigdo (b) do teorema 3. 4 - 6 :

f é localmente lipschitziana em z e para cada v € X tem-se

%l_lg f(y+t'vt)_.f(y) — (é,'l))

t—0+t
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Se isto for verdade entdo f € estritamente diferencidvel em z e
§ = D, f(z) pelo mesmo teorema.

Comegamos por mostrar que fo(z;v) = (£,v) para cada v € X.

Note-se que f°(z;v) > (€,v) pelo teorema 3. 1 - 2 (b)

Pelo teorema de Hahn-Banach existe ¢ e X" majorado por f°(z; )
e concordando com f°(z, ) em v .Segue-se que ¢ € of(z) e fo(z,v) =
(€, v) > (€,0)

Se (£,v) fosse menor que f°(z; v) entéo &, ¢ seriam elementos dis-
tintos de 9f(x) contrariamente & hipétese que afirma que df(z) = {¢}.

Terd de ser portanto f(z; v) = (&), Wwe X

Calculamos agora :

liminf L) =) _ limsup 1) = fWHtv) _
y—x t y— ¢
t—0* t — 0t
=—limsup fly+tv —tv) — f(y + to) _
y—z t
t— 0t

= _fo(m; '—v) = _(6, —v) = (57 U) = fo(x; ’U) =
fly+tv) - fy)
t

= limsup
Yy—z
t— 0

0 que estabelece a condigéo de limite enunciada pelo teorema 3. 4
- 6 limsup = liminf = lim) . Entdo pela implica¢do b = a do mesmo
teorema f é estritamente diferencidvel em z e ¢ = Dgs f(z).

[ ]
COROLARIO 3. 4 -11 :

Seja  f localmente lipschitzianaem z € X e X de dimenséo finita.Entdo
f é continuamente diferencidvel em z € ¢B se e s6 se df(z’) for um
singletdo para todoo z' € z +¢B .

dem. Vamos demonstrar uma das implicagoes.
Se X tem dimenséo finita entdo pelo teorema 3. 3 - 3(d) , af(")
€ SCS em z , mais precisamente :

Ve 20,35 > 0:0f (z') C 8f (z) +&By, V2’ € z + 6By,
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Se f é continuamente diferencidvel entdo é estritamente diferencidvel,
pelo corolério 3.4 -8.Podemos entdo afirmar que existe

t—0t

e pelo teorema 3.4-10 temos 8f (z) = {Dsf(z)}; entdo .

8f(z') C {Dsf(z)} +eBy , V&' € z + 6By

e como ¢ é arbitrdrio resulta :

df(z") — {Dsf(x)} quando e — 0.

3.5 FUNCOES CONVEXAS
DEFIN. 3.5 -1 :

Seja X um espago de Banach e S um subconjunto aberto e convexo,
ScX.
Uma fungdo f : S — R diz-se convexa se

Vr,2' €S: f [/\m+ 1-x :v'] < Af(z)+ (1= AN f(z'), para todo o
Aeo,1].

Vamos ver que as fungdes convexas sio , em geral ,lipschitzianas.

TEOREMA 3 5 -2 :

Seja f: S — R, convexa , majorada numa vizinhanga de algum
ponto de S .Entdo f é localmente lipschitziana em todo o z € S.

dem. Comecamos por provar que f ¢ limitada numa vizinhanca de
z€ES.

Sem perda de generalidade podemos supor para a hipétese que f é
majoradapor M emeBC S: z€eB= f(zr) <M.

Escolha-se p > 1 t.q. pz € S e faga-se y = pz.

1 - .
Se A = p <1 entéo o conjunto

V:{v:v:(l—/\)z'+/\y,x'€eB}

é uma vizinhanga de z = Ay com raio (1-))e.
De facto :
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lv — Ayl = “(1 ~ Az’ 4+ Ay — /\y“ =(1-2) “z'“ < (I -Xe pois
T €eB= “a:'” <e.

Para todoov e V tem-se, por convexidade :
FO) = f[1-032"+ M) < 1= NFE) +AfG) <M+ M)

e portanto f é majorada numa vizinhanca de z = \y .
Seja um ponto qualquer z € z + (1-XNeB ,z=y.
1 1,

Entéo existe outro ponto 2’ tq. z= z ; ‘- 5% + 2%

e portanto

f@) =1 (5+37) < 25G) + 25()
2/(2) < £(2) + (2

1) 2 2f(z) - (') = 2/ (@) + [~ £(2)]
Mas 2" € V pelo que

f(2) < M+ Af(y)
~f(&) 2 -M - Af(y)

= f(2) 2 2f(z) - M — \f(y)
e portanto f também é minorada perto de z.
Logo f é limitada perto de z .

Seja entdo , por exemplo , |f(z)| < Nemz+26B, & >0
Paraz, #z;, z,,7,€z+6B , faga-se

s =22+ 2es 1), @ = flog—

Resolvendo em ordem a Ty

6

T3 =Ty + —T9 — —1,
a a

6 ()
.'1:3+—a:1=x2 (1+“)
a a

z3+£zl =z2 (a+6>
(04

(04
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Butdo f(2) S g flan) + [1 = =] f(an) =

a+6[f(x3 f(xl)]-f-f(:tl)

f(z2) = f(z1) < < — [f(l‘s) f(z1)]

«a

Como  ——=<% o f(s)~flm) < |f(z)
resulta  f(z2) — f(z;) < % |f(z3) — f(z1)].

Mas sabemos que para p,q € R se tem

lp—q| < |p| +|q|

pelo que,

F(@2) = f(z1) < % [1£(23)] + | F (1))
Mas @)l <N L|f@) <N ,a= |z

2N
f(x2) — f(z1) < 5 |lz2 — z4l|, zi,z2€z+ 6B

€ como z;,z, podem ser permutados conclui-se que

= f(z1)]

~ |
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f(e2) = F@)] < 2 flog —

e f é localmente lipschitziana em z .

||
A demonstragio provou ainda o seguinte corolario, \itil nas aplicagoes:

COROLARIO 3.5-3 ;
Seja f convexa , |f(z)] < N , num convexo aberto S C X e
f: 8 — R, contendo S uma vizinhanga 6B , 6 > 0, de um subconjunto
TcCS.
Entdo f é lipschitziana em T, com constante de Lipschitz igual a

5
Vamos agora verificar se o gradiente generalizado que definimos
coincide com o subdiferencial da andlise convexa.
Recorde-se que o subdiferencial da fungéo convexa f em z é definido
por :

Of (z) ={£ € X*: f(u) - f(z) > (¢&,u — ), Yu € S}

para f: X DS —-Ref: X - R.
TEOREMA 3.5-4 :

Se f € convexa em S C X e localmente lipschitziana em z € S ,0
gradiente generalizado 8f(z) coincide com o subdiferencial & f em x
e a derivada direccional generalizada f°(x;v) coincide com a derivada
direccional f'(z;v) em cada v € X .

71 / .
dem. da andlise convexa sabe-se que f (z;v) existe para cada v
e que f (z;-) é a funcdo de suporte do subdiferencial em z .Mais pre-
cisamente, o subdiferencial da andlise convexa é o conjunto

0f(z) ={§ € X*: f(u) - f(z) > (§,u —2),Yu e S},

e f'(z;) é a fungéio de suporte de 9f (z).
Entdo é suficiente provar que para todo o v € X se verifica a igual-
dade das fungbes de suporte, traduzida por :

fo(z;v) = f'(z;v)
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Podemos escrever ( Apéndice A2, [12})

! t . ?
fo(z;v) = lir(r)x+ sup  sup fz +tv) = =)
e ||::'—a:“<s6 O<t<e t

onde § > 0 é um nimero qualquer fixo.
Observe-se que

eo0t=>t—0"AL =z,

f(@ +tv) - f(a)
t

A fungdo ¢(t) = é crescente ([10] ,pég.35)
Entao :

f& +tv) = f(@) _ f(& +ev) - £(&)

t - €

t<e=>

fo(z;v) = lim  sup fla' +ev) — f(z') _

e—0+ ”z'—m”<e6 €

Pela condi¢do de Lipschitz tem-se para qualquer £ €x+ebB:

f(@' +ev) = f(=)  flz+ev) - f(z)
€

£

<K “m' — m“ <
< K -6 < 26K para  suficientemente préximo de z.Entéo :

f(@ +ev) - f(@) _ flater) = f(@) | o
€ - £

fo(z;v) < lim flz+ev) - () + 26K

e—0+ £

fo(z;v) < f'(z;v) + 26K , 6 arbitrério.

Por outro lado, o Teorema 3.4- 8 diz que se f é localmente lips-
chitziana em z e admite numa derivada de qualquer tipo ( Gateaux,
Hadamard, Fréchet, estrita ) D f(x) entdo Df(z) € 8f(z) , e fo(z;v) 2
(Df(x),v) , Vv € X ( por definigéo de f°) .Da dupla desigualdade

fo(z;v) < f (z;v) + 26K
fo(z;v) > f(z;v)
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e da arbitrariedade de 6 resulta que deve ser

fo(z;v) = f(z;v)

|
Para terminar esta secgdo enunciamos um critério de convexidade
de f em termos da monotonia de 9f .

O gradiente generalizado diz-se monétono se para um subconjunto
convexo e aberto S C X tivermos :

Vz,z' €5, £ € 0f(zx) ,& € Of(@): (z—z',6-€)>0.

De facto,
(g-af-€)20
g~z —(z-2,)20
(¢ ~2.,8) > (z-2,¢).
TEOREMA 3.5- 5 ([5],pdg.37)
Se f é localmente lipschitziana em cada ponto de um aberto con-

vexo § C X, entéo f é convexa em S se e s se a multifungio 9f é
mondétona em S .

4. ELEMENTOS DE ANALISE NAO SUAVE

Vamos derivar um conjunto de férmulas que facilitam grandemente
o cdleulo de 8f quando f é construida a partir de funcionais através
de combinagdo linear, maximizagdo , composiggo, etc.

Supde-se que f é dada e ¢ localmente lipschitziana em z .

4. 1 -MULTIPLOS ESCALARES, EXTREMOS LOCAIS,
SOMAS FINITAS

TEOREMA 4.1-1 ( MI}LTIPLOS ESCALARES ) :

Para qualquer escalar s € R tem-se 8(sf)(z) = s8f (z).
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dem.

Note-se que s - f também ¢ localmente liptschitziana em z .
Para s > 0 sabemos que (sf)° = s - f °.Entao como

of(z) = {§ € X*: fo(z;v) > (§,v),Vv € X}

ter-se-4 :

Isf)(z) ={£ € X™ : (sf)° (z,v) 2 (£,v),Vw e X} =
={{ € X*:sfo(z;v) > (€,v),Yv e X} =
=s{é € X*: fo(z;v) > (&, v),Yv € X} = 30f (x).

E suficiente agora provar a férmula para s = —1 .
Um elemento £ € X* pertence a 9(—f)(z) se e s6 se (—f)°(z,v) >
&,v),Yv € X.

Recorde-se ainda que pelo teorema 2 . 2(c) se tem,
(f)°(z, —v) = (= f)°(z,v).

Queremos provar que d(— f)(z) = —9f (z) ,ou seja,que £ € 8(~ f)(z)
seesbseé € —0f (z).

Seja £ € 9(~ f)(z).

Entdo podemos escrever (— f)° (z; —v) > (£, —v) e pelo teorema 2.2
(c) vem que f°(z;v) > (£, —v) ou ainda que f° (z;v) > (—€,v). Mas
isto significa que —¢ € 9f (x).

A implicacao inversa é imediata.

TEOREMA 4.1- 2 ( EXTREMOS LOCAIS ):

Se f tiver um minimo local ou um méximo local em z , entdo

0€df(x) .
dem.

Como para s = —1 se tem 9(—f) = —8f sera suficiente provar a
proposi¢ao quando z é minimo local. Neste caso :

YwelX, foz;v)>0
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De facto tem-se

f(z+tv) - f(z)

limsup flz +tv) - /) 2> limsup , belo que
¥ oz t t— 0t t
t— 0
o limite serd > 0 .
Entéo pelo teorema 3.3- 3 (a) , £ =0€df(z).
]
Observemos, antes de prosseguir, que se f;,7i = 1,2, ... ,n,for uma

familia finita de fungdes, cada uma das quais é localmente lipschitziana
em z, entdo f = Z fi é também localmente lipschitziana em z .

TEOREMA 4. 1 - 3 (SOMAS FINITAS):

9 (z f,-) (©) € T 05(a).

dem. )" 8f:z indica o conjunto ( fracamente -* compacto ) de

1
n

todos os pontos ¢ obtiveis como soma Z & em que cada &; pertence a

Ofi(x) : 1

Bfl(:c) = {f] . }
Ofa(z) = {&:...)

D 0KE) = (6 + b+ 6) =€+ )

Vamos provar para n = 2 ; 0 caso geral deduz-se por indugéio
matematica.

As fungdes de suporte ( sobre X ) dos dois membros, calculadas em
v ,880 respectivamente,pelo teorema 3.1- 2 (b) :

(f1 + f2)°(z; v)
fi(2,) + f3(z, v)

A nossa tese é :

A(f1 + fo)(x) C 8fi(z) + 8fa(x)
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Utilizando o teorema 3. 2 - 2 (b) :

ZCA<=>0’2(:B)SO’A(:L‘),VIB€X

vé-se que é suficiente provar a desigualdade

(fl + f2)o(x7v) < f{’(z,v) + fé’(:z:,v)

ff(x’v) 2 (El,v), Yve X
fi(z,v) > (&,v), Vwe X
°o(z,v) + f3(z,v) > (€1,0) + (&a,v) = (&1 +&,0), YveE X.

Como fi, f2 sdo localmente lipschitzianas em z , (f; + f2) também
o é. Entdo pelo teorema 3.1-2(b) , temos que :

Yo € X’ (fl +f2)o(x’ U) = max{(& + 62"”) : (fl +£2) € a(.fl + f2)(m)}
e, portanto,
flo(m’ 'U) + fg(m’v) Z (fl + f2)o(m’v)

| |
COROLARIO 4.1- 4 :

Se as fungoes f; forem estritamente diferencidveis em z ( com ex-
cepgdo,no maximo,de uma delas) entédo

(X fi)(z) = X ofi(z)

dem. Somando as fungoes estritamente diferencidveis para se
obter uma unica funcdo estritamente diferencidvel, podemos reduzir
a demonstracao ao caso de duas fungdes fi, f; sendo f; estritamente
diferencidvel.

Entao :

(fl +f2)°(x,v) = f{(x9v) +f{,’(z,v)

Pelo teorema 3.4- 9 , se f; é estritamente diferencidvel em z entdo:

8fi(z) = {Dsfi(z) = f1(z,v)}
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e como fP(z,v) = max {(¢,v),£ € d(z)} resulta que f7(z,v) =
fi(z,v). |

Entao :

(fl + f2)o(x,v) = flo(xs v) + f;(z’ 'U)

e portanto o8 dois conjuntos da tese tém a mesma fungéo de suporte.
Logo :

fi + fo)(z) = 8f1(z) + 8fa()

LARIO 4.1-5 :

Para quaisquer escalares s; € R tem-se :
n n
d (Z sifi) (z) € ) s5:0fi(x)
i=1 i=1
Se todas as funcgdes f; forem estritamente diferencidveis ( com ex-

cepgdo no méximo de uma ) ocorre a igualdade.

dem. ¢ suficiente recordar o Teorema 4.1-1 ,
9(sf)(z) = s0f(x) , e o teorema 4.1.-3, H(3° fi)(x) € 3" 8fi(x)

n
4. 2 - CLASSE DAS FUNCOES REGULARES

Muitas vezes nas férmulas de célculo de gradientes generalizados
ocorrem inclusées, como no Teorema 4.1- 3.

Com hipéteses adicionais as inclusdes podem transformar-se em
igualdades.

Por exemplo, naquele teorema ter-se-ia a igualdade

A5 £)(z) = 50f(x)

se todas as funcdes fossem continuamente diferencidveis,pois neste
caso o gradiente generalizado é essencialmente a derivada, que é um
operador linear.

Podemos querer uma condigdo mais fraca que cubra , por exemplo,
0 caso convexo nao diferencidvel.

Uma classe de funcdes 1itil neste caso & a seguinte :
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DEFIN. 4.2-1 : Uma fungdo f diz-se regular em z se :
i) aderivada lateral direccional usual f (z,v) existe , Vv € X.
i) f(z,v) = fo(z,v), YveX.

Para exemplificarmos o contributo da regularidade de f , vamos
examinar aqui um outro coroldrio do Teorema 4.1- 3 .

COROLARIO 4.2- 2 :

a) Se cada f; for regular em z entdo :
(X fi)(z) = L 0fi(=)

b) Se cada f; for regular em z e s; > 0 entédo :
0 (Z Sifi) (.’L’) = Z s,-af,-(:c)
T

dem.
a) Como se vera adiante uma combinagao linear positiva

de fungoes regulares é regular. Ent8o serd suficiente em (a) e (b)
considerar n =2 .

A demonstracdo do Teorema 4. 1- 3 deixou claro que se teréd

a igualdade se os dois conjuntos da tese tiverem a mesma funcao de
suporte.

A funcéo de suporte do conjunto do primeiro membro de (a) é :

(i + f)°(z;) = (i + f2) (z3) = file; ) + fols) =
= filz;) + f2(x;)

Obtivemos, portanto, a fun¢do de suporte do segundo membro de
(a).

b) demonstracdo andloga, utilizando o Teorema 4.1 1.

]
Vamos caracterizar as fungoes regulares.

TEOREMA 4.2 3 - ( FUNCOES REGULARES )

Seja f localmente lipschitziana em z .Entéo :

a)-f estritamente diferencidvel = f regular em z .
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b)-f convexa = f regular em z.

c)-uma combinacéo linear finita, com escalares nao negativos, de
fungbes regulares em z é regular em z.

d)-Se f admite uma derivada de Gateaux D f e é regular em z
entdo f(z) = {Df(z)}.

dem.. a)-recorde-se o Teorema 3.3-3 (a) :
$€0(x) & fo(z,v) 2 (§,v), WweX

e o teorema 3.4~ 10 :

f estritamente diferencidvel = f lipschitziana em z e o f(z) =
{D,f(z)} .

Como f é estritamente diferencidvel em z ,pela hipétese, tem-se
9f(z) = {D,f(z)} .

Seja f'(z,v) a derivada direccional usual. f & regular se f'(z,v)
existir e f'(z,v) = fo(z, v), YveX.

Sabemos ainda que f°(z;v) ¢ a funcdo de suporte de df(z).

Mas , Teorema 3.4-9 ,sendo f localmente lipschitziana em z , se f
admite uma derivada Df de qualquer tipo, entdo Df € Of(z).

De facto :

f'(z,v):= (Df(z),v) para cada v e f < f° ou fo(z,v) > (Df(z),v) ,
Yve X

= Df(x) € 8f(z) pelo teorema 3.3- 3 (a).
Como Jf(z) é um singleton, df(z) = {D;f(x)} resulta que
(Daf(),v) = (Df(x),v) = f'(z,v) = fo(x;v), Vv € X.

b)-Em anélise convexa prova-se a existéncia de f'(z,") e ainda

que f'(z,-) é a fungéo de suporte do subdiferencial 8 f(z).

Recorde-se o enunciado do Teorema 3.5-4 :

se f é convexa em S C X e localmente lipschitziana em z , entdo
df(z) coincide em x com o subdiferencial da anglise convexa e fo(z,v)
coincide com a derivada direccional f'(z,v) em cada v .

Como f°(z, v) é a fungdo de suporte de 9 f(z) resulta imediatamente
que f'(z,) = f°(,-) . Portanto, f é regular.

c)-De novo basta tratar o caso de duas fungGes f1, f,
e como sf é obviamente regular quando f éregular e s > 0, serd
suficiente provar que (f, + f2) = (f; + f2)° quando fy, f, séo regulares
em z .
Tem-se entédo :
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(h+h) =hH+hH)=F£+E>H+R)

desigualdade que foi provada no Teorema 4.1-3 .
Mas como ¢ sempre verdade que (f1 + f2)° > (fi + f2) , deduz-se
que (f1 + f2)° = (fi + f2) e a combinagdo f, + f, é regular.

d)- pela hipétese, f tem derivada de Gateaux , Df(z) , e f é
regular em z, significando que f°(z) = Df(z) .
Pelo teorema 3.3-3 (a) , aplicado ao caso da igualdade f°(zx,v) =
(Df(z),v) , resulta que f(z) = {Df(z)} .
[ |
4.3 -0 TEOREMA DO VALOR MEDIO

Para demonstrarmos um teorema a que chamaremos Teorema do
Valor Médio , aplicdvel a fungdes lipschitzianas, precisamos inicial-
mente de demonstrar o seguinte lema.

Seja zy =z +t(y—z), z,y € X, X espaco de Banach.

Seja f lipschitziana num aberto S C X.

Seja o segmento[zr,y] = {z,: z, =tz + (1 - t)y,t € [0,1]} C S.
Seja ainda a fungéo g : [0,1] — R definida por g¢(t) = f(z;)
Entéo g é lipschitziana em (0,1) e

9g(t) C (9f(xe),y — )

dem.

Como f é lipschitziana num aberto S que contém
[r,y] e t € [0,1] implica que z, € [r,y] , entdo g(t) é lipschitziana
em (0,1).
Na expressdo da tese os dois conjuntos convexos fechados 9g(t),
0f(z,) (teorema 3.1- 2 (a)) sdo de facto intervalos em R pelo que é
suficiente provar que para v = +1 se tem

max {9g(t)v} < max {(9f(z:),y — z)v}

Pelo Teorema 3.1-2 (b) :
Yoe X, f°(z,v)=max{(¢v):€e€df(z)}

tem-se que,
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max {Jg(t)v} = g°(t, v).
Entéo, por definicdo :

9(s + Av) — g(s)
S .

g°(t,v) := limsup
s—1
A—0F

Comog(t) = f(z:) e =z =2+tly—z) ,vem

9(3) = flz + s(y — z)]
9(s+Xxv) = fz + (s + M) (y — z)]

pelo que :
(60 = timap L2200 =)= Tl baly =)
s—t

A—0t

Escrevendo y' = z + s(y — z) tem-se ainda que :

T+ s+ M)y —2)=2+s@y-2)+ My -z) =y + d(y - 2)

e s—»t#y'——»xt

Entao :
Flz+(s+M)(y —2)] - flz + s(y — z)]

g°(t,v) = limsup <
s—t A
A—0F
’ /\ ] -z _ ’
< limsup / [y T v(y/\ )] ) = fozv(y —2)) =
yl — I3
A—0t
= max(0f(z¢), v(y — z)).
[ |

TEOREMA 4.3-2 -TEOREMA DO VALOR ME:‘DIO

Sejam z,y € X, X espaco de Banach, e seja f lipschitziana
num aberto S C X e [z,y] C S.
Entdo existe um ponto u em (z, y) tal que [f(y) — f (z)] € (Bf(u),y—

dem. Considere-se a fungdo auxiliar 6 : [0, 1] - R,
definida por 8(t) = f(z:) +t[f(z) - f(y)], =z =2z +1t(y - x).
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Temse:  6(0) = f(wo) = f & +0- (y - 2)] = f(=)
6(1) = f(z1) = fle+1-(y - o) + [f(z) - Fy)] =
= f(y) + f(2) - f(v) = f(=)
Por continuidade dever4 existir um ponto t € (0, 1) no qual 6 atinge

um minimo local ou um maximo local.
Pelo teorema 4.1-2 se f atinge um minimo ou um méximo local em

z entdo 0 € 8f(z) . Entdo 0 € 90(t) .
Utilizando o teorema 4.1-1 ( miltiplos escalares ) ,
VseR, J(sf)(z) = s0f(z)
e o teorema 4.1-3 ( somas finitas ) ,
(X fi)z) C LOfi(z)
e o Lema 4.3-1
9g(t) C (Bf(z¢),y — =)
deduzimos que,
0 € [f(z) — f)] + (0f (z1),y — =)-
De facto, calculemos 94(t) :
0(t) = f(ze) +t[f(2) — F(v)]
0(t) = g(t) +t[f(z) - f(¥)]
86(t) C 9g(t) + [f (=) — f(y)] 0t(¢)
06(t) C (0f (ze),y — =) + [f(=) — f(¥)]
0 € 06(t) = 0 € (0f (z),y — =) + [f(z) - F(W)].

Fazendo u = z; € (z,y),t € (0,1) vem finalmente

[f(v) - F(2)] € (0 (u),y — z).

4.4- OS TEOREMAS DA DERI VAQ_AO COMPOSTA

Considere-se o seguinte sistema :
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h:X — R h(z) € R*, h(z) = (h,,_h,)(z)
g:R* >R, g[h(z)] €R
f(z) = (goh)(z) € R.

Supomos que cada fungdo coordenada h; é localmente lipschitziana
em z e que g é localmente lipschitziana em h(z) .Portanto f é local-
mente lipschitziana em 2 .Vamos identificar (R")* com R™".

Entao :

9g()={(€®RM)":...} ficard Og(-)={€ € R™: o}

e portanto um elemento o € dg (-) pode identificar-se com um vec-
tor de n dimensoes:

a=(an---aan) ou £=(£1,°"’€ﬂ)

TEOREMA 4.4-1 -(PRIMEIRA REGRA DA DERIVACAO
COMPOSTA)

8(goh)(z) = 8f(z) C e

s={S a6 con@),acah @}

oS = convexificado fracamente —* fechado de S ,( Apéndice A2, (13]).

A igualdade ( em vez da incluséio) ocorre para qualquer das seguintes
hipéteses adicionais :

i) g € regular em h(z) , cada h; é regular em z , todo 0 o €
99 [k (z)] tem componentes o; n&o negativas.Neste caso f é regular em
T.

ii) g é estritamente diferenciivel em h(z) e n = 1.

iii) g é regular em h(z) e h é estritamente diferencidvel em z .
Neste caso f é regular em z .

dem.- O conjunto S cujo convexificado aparece na férmula é fraca-
mente —* compacto ( teorema 3.1-2 (a)) e portanto o seu convexificado
( afinal o menor conjunto convexo que contém S ) tem fecho compacto
( e é de facto fechado se X for de dimenséo finita, podendo neste caso
escrever-se co em vez de ¢o ).

A fungfio de suporte ( de S ou de €6S) num ponto v € X é :
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@o := max {Y (&, v) : & € Ohi(z),a € g [h (2)]} =
= max {¥. (&, v) : & € Ohy(z), € g [h (z)]}

Pelo Teorema 3.2-2(b) :

Y. C A& oy (z) < oa(zx), para todo o z , vé-se que é suficiente
provar que :

(g o h)° (z,v) = f°(z,v) < g,(z) paratodoove X.
Vamos ver que para se conseguir este resultado é suficiente mostrar
que Ve > 0 a quantidade g. definida a seguir, majora f°(z,v) — ¢ :

ge = max {zn: a;(&,v) 1 & € Ohy(z;), a € Og(u),
1

z;€xz+eB,u€ h(z)+eB}

go refere-se a z, h(z) e g, refere-se a z;,u contidos respectivamente
nas bolas z +¢B e h(z) + ¢B.

A razao para se usar ¢, é que por um lema que se prova a seguir,
g decresce para g, quando € — 0% .

Por definiciio de f°(z,v) segue-se que podemos encontrar z perto
dezet>0t.q.

f"(a:,v) < f((l? +tvt) — f(.’l)) +e.
(¢ — z,t — 0* no limite )
O grau de proximidade ¢ escolhido de modo a garantir que

z €z +eB
T +tve€x+eB
h(z') € h(z) + B
h(z' +tv) € h(z) +eB.

Pelo teorema do valor médio, teorema 4.3-2 :
se f é lipschitziana em S ,[z,y] C S,u € (z,y)

entdo f(y) — f(z) € (9f(v),y — =)

podemos escrever :

f@ +tv) - £(z) = g [h(z +tv)] — g [n(z')] €
€ (9g(u), h(z" +tv) - h(z))

e para algum a € 9g(u) :
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g [h(a:' + tv)] -9 [h(:z:’)] =3 o [hi(z" + tv) — hi(m')J
onde u é um ponto no segmento [h(a:' + tv), h(«/ )]e portanto em

h(z) +eB.
Fazendo nova aplicagao do mesmo teorema

hi(z' +tv) — hy(z') € (Bh(v), (z' +tv) — &)
e portanto
hi(z’ + tv) — hi(z') = (&, tv)
= Yo [h(z + t) - hi(@')] = 3 aul&, o).
com &; € Oh;(z;) e z; um ponto do segmento [a:' + tv, z'] e portanto

de z 4+ ¢B.
Entao :

fo(z,v) < f+ tvt) = /(@) +e= ———Z aii&’ ) +€
= Zai<€i,v) +e€
ou seja fo(z,v) < Y (&, v) +¢
€ como ¢, = max {Z a; (&, v)} vem que,
fo(z,v) < ge +e.

Provamos nesta altura o Lema a que aludimos anteriormente :

Lema 4.4-2

Jim,ac =

dem.

Seja 6 > 0, § qualquer e seja K uma constante de Lipschitz comum
as fungdes h; .Vamos ver que ¢, é majorado por g, +né (1 + k|v|) para
¢ suficientemente pequeno, o que nos dars o resultado desejado ,pois
fica,

9 < g < g +né (1 + k|v|) , 6 arbitrério.

Escolha-se ¢ tal que h; seja lipschitziana de constante K em z +eB
e de modo que para cada indice i e para qualquer z; € z + B se tenha
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)
h2(z;; £v) < h(zy; 2v) + B

Multiplicando ambos os membros por [¢;|onde &; é qualquer ele-
mento de Oh;(z;)obtemos :

)
(€l A2 (s; 20) < 16l B (235 20) + = [l =
6
= h{(z;; &v) < h(zi; &v) + 7% &l .
Mas ||£||, em X* ( recordar que h: X — R™ ) é

€]l := sup {(&,v) : v € X, ||v|| < 1}

e o teorema 3.1-2(a) afirma que para uma fungdo localmente lips-
chitziana em = com constante K temos |||, < K.

Entdo, h¢(z;; &v) < hd(zi; &v) + 6.

Pelo teorema 3.3-3(d) se X é de dimens&o finita entdo 8f é SCS
em x , e pela definicdo de SCS de uma multifungdo F : X — Y,
F é SCS & Ve > 0,36 > 0 t.q.F(z') C F(z) + eBy,Vz' € z + 6Bx
,podemos escolher ¢ suficientemente pequeno de modo a garantir que

Og|h(z) +eB) C dg[h(z)] + 6B
Entao :
g. < max {Y_ max [0(&,v) : & € Oh; (z;) ,7: €z +¢B) :
ta € 0glh(z)] + 6B} (A)

Mas,

max (o (&, v)] = max(&;, a;v) = h¢(z; av) pelo que a expressdo (A)
fica majorada por:

max {Z [h¢ (z,a;v) + 6] : a € Og [ (z)] + 63} (B)
1
e de novo pela definicdo e propriedades de h?(z,-) :

h{ (z; a;v) = a;h? (z;v) = o; max(&;, v) = max a;{&;, v)

pelo que a expressao (B) fica majorada por :
max {Zmax [ai(&i,v) : & € Bh; (z)] : @ € Bg [h (z)] + 63} +
1

+n6 < g+ n[6K |v]]+nb=q,+nb[K|v| + 1]

pois
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(&, v) < B (z5v) < K - v ( teorema 2.2(a))

e ]a,-l S 6.
Entao :

(IOSQGS(IO'*"'“S[K'IUI'*‘I]

equando§ -0 ,e—0* vem g — o-
|
Regressando a demonstrac¢do do teorema 4.4-1 tem-se entdo que
f?(z,v) < gc + ¢ pelo que f°(z,v) < q, para todoov € X .
Finalmente, pelo teorema 3.2-2(b) ,

df (z) C ¢oS.

, n
HIPOTESES ADICIONAIS PARA SE TER A IG UALDADE

8f (z) = coS

i) Considere-se g regular em h(z) ,h; regular em z, o € g [k ()]
y O _>_ 0.
Entéo f é regular em z e 9f (z) = coS.

dem. definimos anteriormente

% = max {§ a6, v) 1 & € Ohi (), € g [h (s)]} .
Como o; > 0 podemos escrever :
o 1= max {37 o max [{6:,v) : & € Ohi ()] @ € Oy [h (a)]} =
= max {3 a:h; (z,v) : a € 9g [h @)1} .

Recordemos as hipéteses iniciais :

g éregular em h (z) <> existe g’ [k (z) ; vJAg [h(z);v] =g° [k (z) ;]
h; & regular em z & existe h; (z; v) A hi (z;v) = k2 (z, v).

Entdo max(&;, v) = h? (z,v) = &, (z;v).

Repare-se ainda que por ser g regular em h (z), se pode escrever -

9 [h(z),w] = ¢°[A (2) ,w] = max {(a,w) : a € 3 [~ (z)]}
, Mas (a,w) =Y ow;
g9 [h(z),w] =max {Tow; : a € dg [h(z)]}.



Entdo, se  w; := h; (z,v) resulta :

g [h(z),w] = max{Z a;h; (z,v) : o € Bg [h (a:)]}

que é a tltima expressdo escrita anteriormente para gq,.
Portanto :

iy 10 (@) +tw] —glh(z)] _

@%=9 [h(2);u] = |

—0+ t

_ o Jglh(z+tv)] —glh(2)] | g[h(z+tw)] —glh(z+tv)]
-tl_l.%i{ t + t }

Como g é localmente lipschitziana em h(z) :
19 1h(@) + tw] — g [k (z + )]| < K [Ih(e) +tw — h(z + to)| =

h(z + tv) — h(z)
t

= K ||tw — [h(z + tv) — h(2)]]| = Kt “w -

h(z + tv) — h(z)
t

g [h(z) + tw] — g [h (z + tv)]
t

t— 0= — K (z,v) = w.

Portanto o segundo termo

anula-se quando ¢t — 0.

Resulta :
= lim IAE TN —gh@)] _
° t—0+ t
= Jim fat tvt) — 7o) _ f(=z,v) < fo(z,v).

Provamos aqui que g, < f°(z,v) e provémos antes ( LEMA) que
4> f(z,0) > £ (2,0) .

Resulta que g, = f°(z,v) = f (z,v) e portanto f é regular. Como
g, é a fungéo de suporte ( calculada em v ) de@S e f°(z,v) é a funcéo
de suporte de 0f(z), resulta finalmente que

8f(z) = oS .

|
iii)- Seja g regular em h(z) e h estritamente diferencidvel em z.
Entdo f é regular em z e 8f(z) = oS .

dem. a demonstracdo é idéntica & anterior, utilizando o mesmo
argumento.
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ii)-Seja g estritamente diferenciavel em h(z),n = 1.

Entdo Of(z) =coS.

dem. Neste caso D,g[h(z)] é um escalar a , pois n = 1, g :
RoRhA:X>R f=goh:X >R
Supomos a > 0 .

Como g ¢é estritamente diferencidvel em h(z) temos pelo Teorema
304-9’

89 [h (z)] = {Dug [h ()]} -

Entao:

9o = max {a(§,v) : £ € Oh(z),a = D,g [h(z)]} =

= ah®(z,v) = q, limsup 2 [h (ml u t:) " (zl)] .

-z
t— 0t

Aplicando o teorema do valor médio 4.3-2 :

I +t) = £) =g [« +10)] - g [n ()] =
=a [h (m' + tv) -~ h (z')]

4o = ah’(z,v) = limsup 2 [h (:1: + tv) ~h (:1;)] —

-z L
t— 0t
= limsup g [h (ml+tv)] _9 [h (xl)] = fo(z,v)
-z ¢
t— 0t

% = fo(z,v) = Of(z) =BS.

TEOREMA 4.4-3-SEGUNDA REGRA DA DERI !AQAQ_
COMPOSTA

Sejam X,Y espacos de Banach.

Sejam as aplicagdes F' : X — Y , estritamente diferencidvel em
r € X; g¢:Y — R,localmente lipschitziana em F(z); f=goF:
X = R.

Entdo f é localmente lipschitziana em z e



48

df(x) C 9g [F(z)] o DsF(x).

A igualdade em vez da inclusao verifica-se se :

i) g ou (—g) é regular em F(z), o que implica que f ou
(—f) é regular em z.

ii) F aplica qualquer vizinhanga Vj(z) num conjunto que
é denso numa vizinhanca V; [F (z)]

Obs.:A tese Jf(z) C dg[F(z)] o DsF(z) significa que qualquer
elemento 2z € df(z) pode ser representado como composi¢io de uma
aplicacdo £ € 9g [F (z)] e de DgF(z) :

(2,v) = (¢, DsF(z) (v)), YveX.

dem. Como F é estritamente diferencidvel em z entdo F é local-
mente lipschitziana em z pelo Teorema 3.4-9.

Como g ¢ localmente lipschitziana em F(z) resulta que f = go F' é
localmente lipschitziana em z .

A expressdo da tese é uma inclusdo entre conjuntos convexos, fra-
camente —* compactos.

Entao, em termos de fungées de suporte e escrevendo A = DgF(z),
a inclusdo é equivalente, pelo teorema 3.2-2 A desigualdade

fo(x;v) < max {(z,Av) : z € g [F (z)]} = ¢° [F (z) ; Av]

A demonstragéo é idéntica & do teorema 4.4-1

Quanto as hipéteses adicionais :

(i) Suponha-se g regular.

Obs.:O caso em que (—g) é regular trata-se trabalhando com (- f)
e recordando que 0 (—f) = —8f

Entéo como g é regular podemos escrever

9°[F (2); Av] = ¢ [F (z); Av]

Av] — g [F(e)] _
t

o' IF (z); ] — lipg 2LFE)*¢

t—o+ t t
Como g ¢ localmente lipschitziana em F(z) :
lg [F (z) +tAv] — g [F (z + tv)]| < K ||F (z) + tAv — F(z + tv)|| =

o {g [F(z) +to] ~ g [F(z)] , g[F(@) +tdo] - g [F(z + tv)]} |



49

_ F(z +tv) - F(z)

= K ||tAv — [F(z + tv) — F(2)]|| = Kt “Av

t
t— 0" = Fle +tvt) —Fle) — F'(z,v) = Av
e portanto :
lig F@) +t40] — g [F@)] _ . g[F(z) +t0] ~ g [Fa)] _
t—0+ t t—-0+ t

g FE+10) — £2)

t—0+ t

= f'(z,v) < fo(z;v).

Portanto f existe e estabeleceu-se a desigualdade oposta & estab-
elecida no teorema, f°(z;v) < ¢° [F(z), Av] = f (z;v)
Ent&o a igualdade verifica-se entre fo(z;v) e f' (z,v) , pelo que f é

regular e
0f(z) = 8¢ [F (z)] o DsF(z).

ii)- Suponha-se agora que F' aplica qualquer vizinhanca de z em
um conjunto que é denso numa vizinhanca de F(z). Isto permite escr-
ever :

9°[F(z); Av] = limsup 9(y +tAv) — g(y) _

y— F(z) ‘
t— ot
~ limsup g [F(:c') + tAv] -g [F(z')]
¥ -z t
t— 0t
= limsup {g [F(m') +tv] 7 [F(z')] +
oz t
t— 0
g [F(z') + tAv] ~g [F(z' + tv)] }
+ n .

Como g é localmente lipschitziana em F(z) vem que :
Ig [F(z') + tAv] —-g [F(:v') + tv” <K ”F(m') +tAv — F(z' + tv)” =

_ F(z' +tv) — F(2)
t

K|tAv - [F@@ +tv) - F(z')]| = Kt “Av
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F(z' +tv) — F(z)

t— 0= ;

— F(z';v) = Av.
Portanto :

g|F@@ +tv) —g[ F(z')]

lim sup - =
-z t
t— 0t

f(z' +tv) - f(z)
t

= limsup
-z
t—0*

= fo(z;v).

Portanto, ¢°[F(z); Av] = f°(z;v)

Portanto estabelecemos a igualdade desejada das fungées de su-
porte, embora agora f nao seja regular.



I EXISTENCIA DE SOLUGOES

1. MENSURABILIDADE

Historicamente,quando se iniciou o estudo da Teoria da Medida j4
tinha sido feito o estudo das fungdes em espagos abstractos, os espagos
topolégicos. Nos espagos topolégicos interessa-nos uma determinada
classe de conjuntos chamada topologia.

Uma topologia serve, por exemplo, para estudar fungdes continuas,
mas nao é adequada para que se possa medir convenientemente.

N&o € possivel definir uma medida sobre todos os subconjuntos do
espago inicial dado.Pretende-se, analogamente & topologia, estabelecer
uma classe adequada de conjuntos na qual a medida exista.

DEFIN.1.1 Seja um espago dado X .Uma topologia sobre X é uma
familia 7' de subconjuntos A; de X tal que :
T)) 0T, XeT
Ty) f?] A;eTse A, eT ( intersecgéo finita )
Ty) UAeTseAeT ( reunido qualquer )
Suponhamos que queremos definir uma fun¢do de medida apenas
na classe T' .Seja m essa fungdo e suponha-se que m(X) < 400 .
Dado um conjunto A € T a medida m(A) pode definir-se sem
problemas, mas a medida m(X \ A) ndo fica bem definida porque

(X\A) ¢ T. No entanto é desejsvel que possamos atribuir uma medida
a X \ A e seria interessante até que fosse igual a m(X) — m(A).

Estas observagoes levam-nos a considerar que a classe de conjuntos
na qual a medida deve ser definida, deverd ser fechada para a comple-
mentagao.

Chega-se & conclusao que a familia de subconjuntos de X nio pode
ser apenas T' , mas deve satisfazer os axiomas de definigdo de uma tribo
( ou élgebra o ).

DEFIN.1.2 Uma familia A de subconjuntos A4; de X chama-se uma
tribo se satisfizer :

TR1) e A

TR2) AcA=(X-A)e A

TR3) A€ A i=1,23,... =€ A ( reunido numerével )
Portanto X = (X \0) e A e o Aie A

O par (X, A) chama-se um espago mensurével e os elementos de A
chamam-se conjuntos mensuraveis.



DEFIN. 1.3 A menor tribo que contém a topologia T sobre X
chama-se tribo boreliana de X

DEFIN. 1.4 Seja (X, .A) um espago mensuravel.
Uma aplicagdo m : A — [0, +-00] chama-se medida positiva se :

M.1) nao for identicamente igual a +o0;

M.2) se para qualquer sucessdo de conjuntos disjuntos dois a
dois {A;} C A se verificar a aditividade numeravel, mais precisamente

se Ai,NA; =0 parai#jentdom ((C;’l Ai) = Zm(A,-).
= i=1

OBSERVACOES :
Se m(X) < 400 a medida diz-se finita.

Se X =\ A; ( reunido numerdvel ) e m(4;) < +o0, A; € A, diz-se
que a medida é o - finita.

Ao terno (X, A, m) chama-se um espago de medida.

A tribo A diz-se completa em relagdo & medida m se para cada
conjunto A € A tal que m(A) = 0 , qualquer subconjunto 4" C A é
ainda elemento de A .

Pode entdo dizer-se que (X,.4,m) é um espaco de medida, com-
pleto, o-finito, se m for uma medida o-finita tal que .4 é completa.

DEFIN. 1.5 Uma aplicagido m, definida numa classe de subconjun-
tos de X e com valores em [0, +00] diz-se uma medida exterior se :

ME 1) m.(®) = 0.

ME 2) se para qualquer sucesséo de conjuntos disjuntos dois a dois
{A;} C A se verificar a subaditividade numeravel, mais precisamente

se A;NA; =0 para i # j , entdo m, (EJOI A,-) < Zme(A,-).

i=1

Prova-se em Teoria da Medida que se partirmos de uma fungdo de
conjunto aditiva numa estrutura algébrica simples ( por exemplo, um
semi-anel, ( Apéndice A2, [14])) é sempre possivel chegar & defini¢do de
uma medida sobre uma tribo.

Pela sua utilidade deixamos aqui o enunciado de um teorema que
reune algumas propriedades tteis da medida.



TEOREMA 1.6

Seja (X, .A,m) um espaco de medida.
Entao :

1) m(@)=0
2)-Se AC B, A, B € A, entdo m(A) < m(B).

3)-Para uma sucessdo qualquer {A,} C A,n € N, tem-se que

m(%) An) <Y m(4,).

4)- Se A, — A entao Jim m(A,) =m(4) .

OBS.:Define-se
oo 0 [o < BN o}
limsup A, = (] |J Ax , liminf U N A«
n—00 n=1k=n "7 nZik=n
Se estes limites forem iguais entre si e iguais a A entdo define-se
A= nllggo An.

Nos problemas de optimizagéo trabalha-se normalmente com a me-
dida de Lebesgue,que é uma medida exterior. Esta medida est4 na base
da definigdo do integral de Lebesgue.

DEFIN. 1.7 : A medida de Lebesgue de um intervalo (a,b) em R
b > a , é o seu comprimento :

m(a,b) = b—a.

A medida de Lebesgue de um conjunto elementar E ( igual & reunido
finita de intervalos disjuntos dois a dois ) é :

K.
E =4 Ix , m(E)=)_ m(g).
K=1
A medida de Lebesgue de um conjunto arbitririo A C R é

m(A) = inf {i m(L;), I; € .F}

i=1

onde o infimo é tomado em F , familia finita ou numerdvel de
intervalos I; que cobrem A: A C UI, .

DEFIN. 1.8- Um conjunto A de medida exterior finita diz-se men-
surdvel segundo Lebesgue se para todo o £ > 0 existir um conjunto
elementar B tal que



m({A\ B}U{B\ A}) < €.

Um conjunto A de medida exterior infinita diz-se mensurivel se-
gundo Lebesgue se A for a reunido de uma infinidade numerével de
conjuntos mensuraveis segundo Lebesgue, cada um de medida exterior
finita e disjuntos dois a dois.

A extensdo das defini¢des 1.7 e 1.8 a R™ é vélida e segue os mesmos
raciocinios que para n = 1.

Consideremos agora que Y é um espago métrico completo e separével,

classe que contém os espagos de Banach separdveis,os espacos de
Lebesgue L? e os espagos de Sobolev W™P com p € [1, +o0[,

(Apéndice A2, [15]).

DEFIN. 1.9 Seja um espago de medida (X,.4,m) . Uma aplicacdo
f: X — Y diz-se mensurdvel ( mais precisamente, A - mensurével )
se para todo o aberto O C Y for verdade que f~1(0) € A. De modo
equivalente se pode dizer que f é mensurdvel se para todo o fechado
F CY for verdade que f~1(F) € A.

- Uma aplicacdo diz-se simples se assumir apenas um nimero finito
de valores. Uma aplicacdo simples é mensurdvel se e s6 se para todo o
y €Y for verdade que f~!(y) e Ae Ac A.

Para a verificagdo da mensurabilidade de uma aplicagdo é 1itil o
seguinte Teorema.

TEOREMA 1.10 ([2] ,pég.307)

Séo equivalentes as seguintes condigoes :

1) f é A— mensurével
2) f é o limite pontual de aplicagdes mensursveis simples.

3) f é o limite uniforme de aplicagdes mensuraveis que assumem
um nimero contavel de valores.

OBS.Como o limite uniforme implica o limite pontual, pode dizer-
se que o limite pontual de aplicagoes mensuraveis é mensuravel.

Neste trabalho indicaremos por B a tribo de Borel de um espaco
topolégico ( DEFIN. 1.3 ).

Pode pensar-se nesta tribo como sendo gerada pelos subconjun-
tos fechados : intervalos compactos em R , conjuntos topologicamente
fechados em R". Se B € B , B diz-se um subconjunto de Borel ou
boreliano.

DEFIN. 1.11

Uma aplicagdo f com valores em RU {—00, +00} diz-se uma funcao
de Borel se f~!(F') for subconjunto de Borel, f~! (F) € B ,para todo
o fechado F' C RU {—o00, +00}.
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As fungoes continuas sao fungoes de Borel e as fungdes de Borel sio
mensuraveis.

Portanto, as fun¢des continuas sio mensursveis.

Outro critério Wtil de mensurabilidade de uma. aplicagao é-nos fornecido
pelo teorema de Lusin.

TEOREMA 1.12 (LUSIN)
Uma fungdo f: R” D 0 — RU {—o0, +00} é mensurével se e $6 se

para todo o compacto K C Qetodooe > 0 , existir um compacto
K. C K t.q.

m(K\K,)<e e flke 6 continua.

2. INTEGRANDOS NORMAIS

Os integrandos do célculo das variagoes sao fungdes de vérias varidveis
com papéis diferentes ; estes integrandos 880, na maior parte dos casos,
mensurdveis em relaciio a algumas variaveis e SCI em relagdo a outras.

DEFIN. 2.1 :

Seja BC R?, B € B;Q2 C R*, Q) mensurével.
Uma aplicagdo f : ) x B — RU {—00,+00} chama-se um inte-
grando normal se :

i) f(z,-) ¢ SCI em B, para quase todo o z € Q,

ii) existe uma funcéo de Borel ( mensurdvel )
f: Q1 x B — RU{~00, +00} t.q.
f(z,") = f(z,-) , para quase todo o z € ().

OBS. Recorde-se que F : V — RU {—00,+00} é SCT se para todo
ou €V for fechado o conjunto :

{ueV:F(u)<a},paratodooacR

Uma primeira consequéncia da definigdo é que Ya € B, f (,a) é
mensuréavel em () . De facto existe f (., a) = f(-,a), f fun¢do de Borel

para quase todo o z € e f é mensursvel.

Se u for uma aplicagdo mensurdvel u : )} — B , a funcdo z —
[z, u(z)] ou seja f(-,u(-)) é mensurdvel em § . De facto, serd igual
quase sempre a fungdo r +— f [z, u (z)] que é mensurével .

Note-se que esta propriedade nio seria satisfeita se em vez de su-

pormos que f € integrando normal apenas aceit4ssemos que f era men-
surdvel em z ¢ SCI em a .
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Porém, veremos adiante que as fun(,oes mensuraveis em z e continuas
em a sao integrandos normais.
Sao consequéncias da DEFIN. 2.1 as seguintes propriedades :

TEOREMA 2.2 ([8] ,pag.232)
i) se f é integrando normal entdo A f é integrando normal, V) € R.

ii) se f,g sdo integrandos normais, entdo (f + g) e inf(f,g) sdo
integrandos normais.

iii) se (fn)nen for uma familia numeravel de integrandos normais
entao sup f, é um integrando normal.
neN
O estudo dos integrandos normais apoia-se na seguinte caracter-
izagao que é um teorema de LUSIN , ”uniforme” na segunda varidvel.

TEOREMA 2.3 :
Seja B C R, B e B e seja uma funcao f : 2 x B —
RU {—00, 400} , 2 C R™,

Entdo f é integrando normal se e s6 se para todo o compacto
K C 2 e todo o € > 0 existir um compacto K. C K t.q.

m(K\K€)<e e flK,xB é SC1I.

OBS. em relagdo ao Teorema de Lusin que caracteriza a mensu-
rabilidade de F' : @ — R, aqui f é SCI em vez de continua e a
"uniformidade” advém de a SCI se verificar em todo o B .

dem.

a) Condigao suficiente

1 /
Sejae== ,K'=UK, ,KCKcQ ,K -compacto.
n neN n

Entio m(K\K')=0 ,K €B,fédeBorelem K'xBe f(z,-)
6SCI NrxeK .

Entao f é um integrando normal..

K' € B por ser a reunido numerével de fechados.

f éde Borelem K x B pois K' € B ,B C RPe f~!(F) € B para
todo o fechado F' C R.

f(z,-) é SCI pois para todo o a € R ¢é fechado o conjunto

{be B: f(z,b) < a} .Portanto f é um integrando normal.



b) Condicao necessaria

Admitamos que f é integrando normal. Comeg¢amos por modificar
f num boreliano de §2 , com medida nula, de modo que f(z,-) seja SCI
para todo o z € §2 e f seja de Borel em todo o Q x B.

Usando, se necessdrio, um isomorfismo de RU {—o0, +o00} sobre
[0, 1] podemos supor que f tem os seus valores em [0,1].

Sendo B um subespaco de RP, B possui uma base numerével I de
subconjuntos abertos,( Apéndice A2, [16]).

Seja ® a familia de fungbes SCI ¢ : B — [0, 1] definida por :

d={p=k 1y UelU ,keQ 0<k<1},

onde 1;; (z) é a funcéo caracteristica de U (Apéndice A2, [17]).

Claramente a familia ® é numersvel e para todas as fungoes SCI  h:
B — [0,1], tem-se

h=sup{p:pePep<h}.

Fazendo ® = {¢,}, .y Podemos definir :

E,= {.’L‘E Qf(:l:,) 2 Son(')}
Gn={(z,a) € A% B: f(z,a) < ¢a(a)}.

Como f é de Borel e ¢, é SCI ,G,, é um boreliano de ) x B .

A projecgdo de G, sobre Q que é o complementar de E, ,& assim
mensuravel. Logo E, é mensurdvel em (.

Agora, para todo o z € Q , f(z,-) é aplicacio SCI, B — [0,1],

f(z,a) = sup [pn(a)1g, ()] .

De facto,sez € E, 1g, =1le f(z,") > pu(-);sex ¢ E,, 15, =0
( elimina-se a possibilidade de ser f(z,a) < ¢n(a)) .
Se forem dados o compacto K C Q e o ntimero e >0 , escolhemos,

para todo o n € N e pelo teorema de LUSIN , um compacto K, C K

1 ~ ’ ré
tal que m(K \ K,,) < €yt €8 restricdo 1g, |k, é continua.

Seja K, = 'éJN Kn . Entdo m(K \ K,) < ¢ e a restrigéo enlE, |Kk.xB
n

¢ SCI para todoo n .
Como f é o supremo dos ¢, 1, , a sua restrigéo a K, xBéSCI .



DEFIN. 2.4 : Seja C C Q2 x B, C de Borel.
A fungéo indicatriz f de C é :

_ 0, (z,a) € C
f(””’“)‘{ +o0, (z,0) ¢ C

A fungéo indicatriz f de C' é um integrando positivo normal.

De facto f é de Borel pois qualquer que seja o fechado F ¢ R
teremos f~!(F) € B.

Para se ver que f é SCI considere-se a sucessio (u,) em B tal que
Uy, >a€Cea>0.

Entao :

0= f(z,a) < lim u,

Un—a

Parab<0, be(C, tem-se:

{a€ B: f(z,a) <b} =0
e @ é fechado.
Definindo, para quase todo o z € 0,

C::={a€ B:(z,a) € C}

e admitindo que C; é fechado em C podemos afirmar, para todas
as aplicagoes mensurdveis v : @ — B, a equivaléncia das seguintes
condigses :

2.1) (z,u(z)) € C gq.s.
2.2) u(z) e C, q.s.

2.3) / flz,u(z)]dz < +o00 | f indicatriz de C
Q

DEFIN. 2.5

Seja B C RP, B subconjunto de Borel.

Uma aplicagdo f: 2 x B — RU {—o00, +00} diz-se uma funcio de
Carathéodory se :

i) f(z,-) é continua em B, para quase todo o z € )

ii) f(-,a) é mensurdvel em (2, para todo o a € B.



TEOREMA 2.6 :
Toda a fungdo de Carathéodory é um integrando normal.

dem Modificando f num boreliano de €2 com medida nula e usando
um isomorfismo de RU {~o0, 400} sobre [0,1] , podemos supor que f

- é mensurdvel em z , para todo o a
- é continua em a , para todo o z

- toma valores em [0,1] .
Introduzimos de novo uma base numersvel & de B constituida por
abertos e também a familia ¢ de fungdes SCI ¢ : B — [0, 1] definida
por

®={kly:UeclUkecQO0<k<1}

Para todas as fungées SCI , h: B — [0,1] , temos
h=sup{ped:p<h}.
Agora introduzimos um conjunto F numeravel e denso em B .

Numerando ® = {¢n},cy , escrevemos para todo o n € N e todo o
aeF:

E,o={z€Q: f(z,a) > pn(a)}.
Como f(-,a) é mensurdvel, E,, , é mensurdvel e portanto

En = Q]__ En,a
E,={z€Q: f(z,a) > ¢n(a),Va € F}.

Por outro lado f(z,) é continua ,p, é SCI e F é denso por toda a
parte em B . Entao :

E,={z€Q: f(z,a) > pu(a),Ya € B}.
Pela defini¢ao da familia @ :
f(@,a) = suppn(a) - 1n(z)].

Para cada n € N existe um boreliano C, C 2, tal que 1, = 1¢,

q.s..
Seja
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f (@,0) = sup [ipn(a) - Lou(2)].
neN -

A funcéo f é de Borel em 2 x B por ser o supremo de fungoes de

Borel e f(z,:) =f (z,-) para quase todo o = .A SCI de f em B é
assegurada por (i) da Defini¢do 2.5.

|
A caracterizagdo das fungbes de Carathéodory é feita pelo teorema
que se segue

TEOREMA 2.7 :(SCORZA-DRAGONI) ([8],pég.235)

Uma aplicagdo f : @ x B — RU{—o00,+00} é uma fungdo de
Carathéodory se e s6 se para todo o compacto K e todo o ¢ > 0
existir um compacto K. C K t.q.

m(K\K:)<e e f|k.xpé continua.

Facamos agora B = RP? e consideremos um integrando normal

f: QxR - RU{~o00,+00}.

DEFIN. 2.8
Para todo o z fixo, z € Q2 , chama-se polar ou fungdo polar de f(z,-)
a uma aplicagdo f* definida por

[ (RP)" — RU{—o0,+00}
f*(xvg*) = sup {<£s€*) - f(x,ﬁ)}
¢ERP
&R R
Chama-se bipolar de f(z,-) & aplicagdo f** : R? — R

f"(-'lz',f) = 8up . {(ga 5*) - f*(xag*)} .
£*€(RP)

E 1til o seguinte resultado :

TEOREMA 2.9 :([8], pag 237)

Seja um integrando normal f: Q) x R? - R
Entao f* e f** sao integrandos normais em {2 x RP.

3. SEMICONTINUIDADE INFERIOR DE INTEGRAIS

Comegamos por uma consequéncia do Lema de Fatou, que sera
muito util mais adiante.
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TEOREMA 3.1 :

Seja  f:QxRP — R um integrando positivo normal ,(u,)nen uma
sucessdo de aplicagoes mensurdveis u, : @ —» R? ,u, — % q.s. em .
Entao :

é f[z,3(z)]dz =£ f [x,}ggo Un (a:)] dr <
< litr_l}‘gﬁé [z, un(z)] dz.

dem. Temos uma sucessdo de funcdes mensuraveis positivas as
quais podemos aplicar o Lema de FATOU, nomeadamente :

/ lim f[z,un(z)]dz < I%rggonf/ f [z, un(z)] dz.
0

Mas f(z.-) é SCI para quase todo o z € Q por ser integrando
normal :

flz,a(z)] < liminf f [z, un(z)] g.5. em .
Substituindo no lema de Fatou :

/ flz,%(z)]dz < / f [x nli{goun(x)] dz < lim inf / f [z, un(z)] d.
1] Q Q

[ |
COROLARIO 3.2 :

Seja f:Q x RP — [0,+00] um integrando normal positivo e

F(u):/ flo,u@)]dz , F:LQ) —R
Q

Entdo F' ¢é positivo e SCI para todo o a € [1, +o0].

dem
F(a) /f[a: (z)|dr < hmmf/ flz,un(z)]dz = liminf F(un.)

|
Faremos aqui o enunciado de um teorema importante relativo a
SCI de F(u), com hipdteses especificas. Pela sua extenséio, assente em
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onze lemas auxiliares, a demonstragéo serd apresentada no apéndice

Al
TEOREMA 3.3 :([7])

Seja f: R x R* — R uma fungéo tal que :
a) VseR,VpeR" : f(s,p) >0.
b) VpeR" f(-,p) é mensurdvel em R.
c) VseR, f(s,-)éconvexa em R".
d) VseR, f(s,0)éSCI.
e) ay € Li,(R).

o) =limsup 150 = f(s:p)]”
ay(s) =1 n8up = :

Entéio, para todoo u € W, () a funcéo z + f [u(z), Du(z)
¢é mensuravel e o funcional F(u) = / f(u, Du)dz é SCI em
Wil () relativamente & topologia induzida por LL.(Q).

OBS.:A notagéo [f(s,0) — f(s,p)]" significa o maximo de
{O,f(S,O) - .f(S,p)}

4. COMPACIDADE FRACA EM L!(Q)

Comegamos por enunciar o teorema que caracteriza os sub-
conjuntos compactos de L*(€),) C R".

TEOREMA 4.1 :([8}, pag 239 )

Seja o subconjunto FC L'(Q2).Entao as seguintes condigdes
sao equivalentes entre si :

a)-de qualquer sucessio (u,)nen C F podemos extrair
uma subsucessdo fracamente convergente em L' : u,, —
ze L.

b)-para todo o £ > 0 existe A > 0 t.q.

Yue F / lu(z)|de < e
{lu12}
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c)-para todo 0 € > 0 existe um 6(e) > 0 tal que/ lu(z)] <e,
B

para todo o u € F e para todo o conjunto mensuravel tal que m(B) < 6.

d)-Existe uma funcdo de BOREL ( mensurével) positiva @ :
[0, +00[ — [0, +00] t.q.
lim w = +00

t—+o00 ¢

e 321;/<I>[]u(x)l] < +o00.

Obs A condigdo (b).define a chamada EQUIINTEGRABILIDADE.

A equivaléncia (a) < (b) < (c) constitui o critério de compacidade
de DUNFORD-PETTIS.

A equivaléncia (b) < (d) deve-se a VALLEE-POUSSIN.

LEMA 4.2 : A fungdo ® da alinea (d) pode supor-se convexa,
crescente, SCT .
®(t)

dem. dizer que thmoo = +00 significa que para todo o m €

R ¢ admite um minorante afim de declive m

Entao como o bipolar ®**é o maior m1norante convexo de & ,
também ®**admite, para qualquer m € R, um minorante afim de de—
clive m . Portanto :

lim (t)

t—+o00 t

= 400

A fungdo ®** é convexa e SCI e terd o seu minimo @ em ¥ . Por
ser ®** < P teremos :

a = inf & = min ** = d**(7).

Por ser convexa, ®** decresce em [0, | e cresce em [ £, +o0|
Vamos definir uma fungdo @ convexa crescente e SCI em [0, +o00] :

Entéio & (t) <® (t) e também :

sup / & [Ju(z)[] dz < sup / ® [|u(z)|]dz < +oo.
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O qltimo passo da desigualdade ¢ justificado pelo Teorema 4.1(d).
Entao : :

sup/ ® [u(z)|]dz < +00.
ueF

Portanto & convexa, crescente, SCI ,cumpre as condigoes da alinea
(d) do Teorema 4.1.

|
O teorema 4.1 vai servir para provar que uma sucessdo de fungdes

de L'(Q) ,equiintegravel e convergente, tem como limite uma funcio
integravel de L'(1) .

TEOREMA 4.3

Seja (un)nen Uma sucesséo equiintegravel de L!(f2) t.q. un(z) —
u(zx) q.s. em §)

Entdo u e L'(Q) e u, — uem L}(R).

dem.

Comegamos por mostrar que u, converge fracamente em L!(Q) :
u, — u LY(9).

Para tal é suficiente mostrar que podemos extrair de (u,) uma sub-
sucessdo que converge fracamente para u em L!'(Q) . Isto é possivel
pelo Teorema 4.1, (b) < (a) . Podemos extrair uma subsucessio (u,,)
fracamente convergente para uma fun¢do v em L'(2) : u, — v.

Pelo Lema de MAZUR , ([8] ,pdg, 6), se uma sucessio converge fra-
camente para v num espago normado entao existe uma sucessao de com-
binagGes convexas que converge para v em norma.(Apéndice A2, [18]).

Podemos, por este lema, determinar uma sucessio de combinacoes
convexas,

vy €co U {u ;}
n P> n | 4
que converge para v em L(Q) : v,y — v. Podemos agora extrair
uma subsucessdo v,» que converge para v quase sempre : v (z) —

v(z) q.s.. (A)
Mas , por hipétese :

vy (z) € wp&)n’ {upr (a:)} — u(z) ¢.s.. (B)

Comparando (A) e (B) resulta que v = u q.s. e portanto u, — u.
Daqui vamos deduzir que u, converge em norma. E suficiente
aplicar o resultado anterior & sucessao {|u, — u|}.
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De facto, esta sucessao é equiintegravel e converge q.s. para zero.
Pelo resultado anterior convergird fracamente para zero.
Em particular :

[ 14n@) = u(@)ldz = 0 5 Jun ~ ull, — 0
0

e portanto u, — u em norma.

|
Obs: Se existir uma fungdo a € L'(Q) tal que, para todo o n € N
se tenha u, () < a(z) ¢.5 em O a sucessio (¥n)nen serd equiintegravel.
De facto, se a € L(Q) teremos sucessivamente

Ve > 0,36 >0: m(E) < 5=>/ la(z)|dz < ¢
E
/ lun(z)| dz 5/ la(z)|dz < ¢
E B
/ [un(z)| dz < €.
E
Portanto u,, satisfaz (c) do Teorema 4.1 e portanto (c) implica a

equiintegrabilidade (b).
5. PROPRIEDADE DA SCI DO INTEGRAL

Vamos ver o primeiro dos quatro teoremas deste capitulo que sdo
essenciais para ademonstragio de alguns resultados nos capitulos IV e
V.

TEOREMA 5.1 :

Seja f um integrando normal, f : Ox(R'XR™) — RU {—o00, +00}
e admita-se uma funcio
D (|¢]) < f(z,s,€) ( integrando ndo negativo ),® : R+ — R+ ,
convexa, crescente, SCT tal que

lim g(t—) + oo.
t—oo ¢

Admita-se ainda que V(z,s) € A x R': f(x,s, -} é convexa em R™,

Seja (pn)nen uma sucessdo fracamente convergente para p

em [L' (], (pn = (p,p2...,p™)).

Seja (tn)nen uma sucessio de fungbes mensurdveis convergente para
U q.s..
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Entdo o integral / [z, @(z),p(x)]dz é SCI :
)

/f[x a(z),p( )]d:v<11m1nf/f[x Un (T),pn (z)]dz  .(A)

dem.Pela hipétese f é um integrando normal nio negativo. Entdo
todos os integrais terdo o mesmo sinal.

Se o membro direito de (A) assumir o valor +o00 , a desigualdade
é trivial. Se isto ndo acontecer, podemos extrair uma subsucessio e
admitir que :

lim [ flz,u, (z),pn(z)]dz =c < +00.

n—00

Vamos aplicar o Lema de MAZUR 4 sucessdo p, a qual é fracamente

convergente em L' Existe entdo uma sucessdo de combinagdes convexas
N N

Z akpx,ax >0, Y ax = 1 convergente para p em L.
k= k:n
Podemos entdo extrair uma subsucessio que converge q, s. para p :

Z axpr(z) — P(z) ¢.s.  quando n’ — oo.

k=n’'

Fixemos um ponto z € ) no qual a convergéncia anterior ocorre
e no qual u, (z) — %(z) quando n — oo . Obviamente também se
verifica u,(z) — @(z) quando n' — +oo0.

Em R™ x R e para todo o n' temos que :

(Z o pr(z), Z arf [z, ur(z), pr (-”3)]> €

k=n'

co U epi lz,us(z), pela)]

Portanto também é verdade que :

N N
(Z akpk(z)’ Z ak.f [Il:,uk((b'),pk (:B)]) €

k:n’ k=n'

€ co q>Li' epi f [z, uq(z), po(z)]

Seja n,, suﬁc1entemente grande para que se tenha |u,(z) — @(z)| < ¢
para todo oq>n,e> O
Entéo para todo o n' > n, virg :
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( 2 api(@), 2 orf [z, ur(2), pe (z)]) €
€co U epiflz,s,pr(z)]

ls—u(z)|<e

2 ’qe .
Fazendo n — oo e utilizando o resultado anterior ,

N
> awpr(z) > B(r)  ¢.s. quandon — oo

k=n'

vem que :

K=n'

(ﬁ(w)vlg,lilgf Z akf [:L',‘u,k((l:),pk (.’1:)]) €

€ew U epifz,sp(z)

ls—u(z)|<e

e como isto é valido para todooe > 0 :

N
(ﬁ(x)’lg,n_}gf Z akf [‘T’uk(x)’pk (1‘)]) €

k=n’

€neo U epiflz,s,pi()] (B)

€>0  |s—%(z)|<e
Mas, ([8], pdg.243) :

0,3, U epi f(z,5,7) = epi f(z,3,)

pelo que podemos escrever :

0@, U epif(2,8,) = epi f o, u(z) .

>0 " fs-u(r)i<e

Mas f [z,u(z), | é convexa na tltima varigvel e SCI , pela hipétese,
e portanto o seu epigrafico é convexo e fechado, o que dispensa a escrita
CO.

Reescrevendo (B) :

N
(ﬁ(m),lilr,x_l_’igf Z, o f [z, ue(z), px (z)] | €

€ epi f [z, u(z), ]

e isto significa, por definicdo :
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N
f[a:,ﬁ(a:),ﬁ(m)] Shnllll.lol;l,f Z’ akf [(L', uk(m)’pk (.’E)] :

Agora integramos ambos os membros da desigualdade, em ( :
[ £ le,5(@),p(z))do <
Q

/ lim inf i af [z, ur(@), pr ()] da.
Q

k=n'

Como todos os integrandos sdo positivos podemos aplicar o lema

de FATOU :

N
/lir,n inf Y axf [z, ux(z), px (z)]dz <
0 k=n’'

N
Sﬁngrléoréf Z ay, / f [z, ur(), pk (z)] dz.
k=n' [1)

Portanto :

/ f [z,8(z), p(z)]dz <
Q

N
<liminf 3" o / f [z, ux(@), pe (2)] dz.

=n’ Q

Admitimos anteriormente que :

Jlim / [z, un(z), pu (z)]dz = ¢ < +00.
Q

Entao, para todooe >0 en adequado :

N
c—e< Z ak / [z, up(z),px (z)]dz < c+ €
k=n' [4]

N
liminf ) ay / [z, ue(z),pi (z)]dz = ¢
n’/—o0o
k=n' [¢]

[ 1le,3),p (@) dz < ¢ limin [ £z, us(2), s ()] do
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6. TEOREMA DO BIPOLAR

Se f for um integrando normal que satisfaz a condi¢do & (|¢]) <
f(z, s,€), mas néo satisfaz a condigéo VY(z,s) € 2 x RP, f(z, s, *) con-
vexa em R™, ndo podemos aplicar o teorema 5.1 de SCJ do integral.

Neste caso temos de recorrer a f**(z, s,-) que é o maior minorante
de f(z,s,-) no conjunto I'(R™) das fungdes que sdo supremo pontual
de uma familia de fungdes afins continuas(Apéndice A2, [19]).

J& sabemos que f**(z, s, -) é um integrando normal de (QxRY) xR™
(teorema 2.9) , mas ndo sabemos se serd um integrando normal de
Q x (R‘ X Rm) :

Jé sabemos que f**(z, s, *) ¢ SCI em ¢ , mas ainda néo sabemos se
f*(z,-,-) 6 SCI em (s,¢£).

TEOREMA 6.1 :
Seja f:Qx (R‘ X ]R"‘) — RU {~00, +00} um integrando normal
» Iais precisamente f(z,-,-) é SCI para quase todo o z € ) e existe

f(z,) = f(z,-,), }de Borel para quase todo 0 z € © .Além
disso tem-se

@ (¢]) < f(z,5,€).

Entdo f** é um integrando normal de Q x (R‘ X R’") e d(|]) <
f*(z,s,€).

dem. Atendendo a & (|¢]) < f(z,5,€), a fungdo convexa , SCI ,
@ (|]) é sempre inferior a f(z, s, ).

Tomando o maior minorante em I'(R™) de ambos os lados da de-
sigualdade obtemos :

@ ([¢]) < (2, 5,).

Seja um compacto arbitrdrio K c Qee > 0.

Como f é um integrando normal podemos aplicar o teorema 2.3 de
caracterizacdo dos integrandos normais para determinarmos um com-
pacto K, t.q. K, CKCQ,

m(K—Ke) S g € fK.x(IR'xIR'") é SCI
Sabemos ainda que
pi f*(7,5) = @ epi f(7,3)

Utilizando um lema conhecido ([8], pdg. 241) aplicado a f em
(Ke X R‘) x R™ | podemos escrever :
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N1 U epif(z,s)|=1c0epi f(Z,3) =epi f*(Z,3)

>0 |z—F|<e
ls—35|<e
Mas
@ U epif(z,5)D> U epi f(z,9)
lz—Z|<e le-Z|<e
|s—3|<e |s—3|<e
e portanto

epi f*(z,3) DN U coepi f(z,s)
£> -
lz—Z|<e
[s—3l<e

ou ainda , substituindo o epi f(z, s) por epi f**(z,s)

epi f**(%,3) >0 U epi* f(z,s)
lz—Z|<e
|s—3]|<e

Seja agora uma sucessdo (z,,sn,&s) , n € N | convergente para
(T,E, E)em K. x R' x R™.
Entao :

((—, 3, E)’ lim inf f“ (xn, Sny g‘n)) EEQO U ep'i f" ((E, 3)
e~F|<e
lo—3|<e

((Z,3,8), liminf f**(zn, 5n,6n)) € epi f*(Z,3)
o que significa que,

f™(%,5,€) < liminf f**(Zn, Sn,&a)-

Mostramos que para qualquer compacto K C {2 e para todooe > 0
podemos determinar K, C K t.q. m(K — Ke) < e e f* |k xrixgmé
SCI . Entdo, pelo teorema 2.3 , f** é um integrando normal de 2 x
(R! x R™).

Estamos agora em condigoes de enunciar uma importante extensao
do teorema 5.1 ao caso nao convexo.
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TEOREMA 6.2 : (TEOREMA DO BIPOLAR )

Seja  f: Q2 x (R x R™) - RU{—o00, +o0} integrando normal tal
que

@ (¢]) < f(z,,).

Seja (pn)nen uma sucessao fracamente convergente para j em FA(9)]
e (Un),cn Uma sucessdo de fungbes mensurdveis convergindo g.s. para
. '

Ent3o,

/ J* [z, u(z), p(z)) dz < ligggxf/ f [z, un (), pn(z)] dz
Q

Q
dem .
Basta aplicar o teorema 5.1 a f** e recordar que f*< f. Vird:
/ £ [, 0(2), (@) dz < liminf [ £* 2, un(z), pa(c)] do <
Q Q
< liminf [ £ [z, un(2), pu ()] de.
Q
|

7. A CONVEXIDADE E A EXISTENCIA DE SOLUGQOES

Vamos formular um problema de optimizacdo que engloba uma
grande classe de problemas do célculo das variagoes e vamos aplicar
os resultados anteriores.

Temos como dada uma fungéio SCT , convexa, crescente, & : [0, +-00[ —
[0,4+00] t.q

I o(t)

m —— = +400Q.
t—+oo ¢

As classes de fungbes mensuraveis p : ) — R™ ( igualdade q.s.)
para as quais

[ @lpll < +oo,
Q
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serdo indicadas por : LY.

Tem-se que L, C [LY{)]™ , p= (p',...,p™)

Considera-se dado um integrando normal f : @ x (R'xR™) —
R U 400 tal que existe uma fungdo a € L! () que verifica

a(z) + 2(|¢]) < f(=,5,£).

Também é dado um conjunto de fungdes vectoriais U C [L? (Q)]
!
U fracamente fechado, e uma aplicacio T : L2 N U — [Lﬂ (Q)] ,1 <
B < oo, T =(T,...,T") , que satisfaz a seguinte propriedade :
PROPRIEDADE 7.1:

Se uma sucessio (p,) C U convergir fracamente para p em [L! (Q)]™

m
bl

e se sup / ® o |pn| < +00 entdo podemos extrair da sucessio (T(p,))

o)
uma subsucessado que converge quase sempre para 1(p) .

DEFIN. 7.2 : A aplicagdo T chama-se um compactificador (®, /3) se
transformar as sucessdes (p,) que convergem fracamente para p em L},

e tais que / ® o p, < constante, em sucessées (T(p,)) que convergem

fortemente para T'(p) em Lf .
Um compactificador (®, 3) satisfaz a propriedade 7.1.

OBS. Se definirmos, por exemplo, ® por t — t*,a € ]1,+00]|
entdao L = [L* (Q)]™, que também se escreve L% .Neste caso T aplica
as sucessoes limitadas e fracamente convergentes de L%, em sucessoes
fortemente, convergentes de L,ﬂ . T diz-se entdo um compactificador

(@, B).
TEOREMA 7.3 :

Seja a € I, +o0o].
Se T for uma aplicagdo injectiva linear continua compacta de L%
em LY , B € [l, +c], entdo T é um compactificador (e, 8).

dem. Por definicdo uma aplicacao injectiva linear continua LZ, —
Lf diz-se compacta se aplicar subconjuntos limitados de L%, em subcon-
juntos relativamente compactos de Lf’ . A tese resulta directamente.

]
TEOREMA 7.4 :

Se T for uma aplicagio injectiva linear continua Ll — Llﬂ , B E
J1,4+00] , entdo T satisfaz a Propriedade 7.1.
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dem .Como ¢ limitado tem-se que LF(Q) L} () e os conjuntos
limitados de L{ () séo fracamente relativamente compactos em L} ()

A aplicacdo T aplica entdo os conjuntos limitados de L}, em con-
Juntos fracamente relativamente compactos de L.

Atendendo a um teorema de GROTHENDIECK ,(Apéndice A2, [20])
T aplica subconjuntos fracamente compactos de L}, em subconjuntos
compactos de L}

b

Se os integrais / ® o |p,|forem uniformemente limitados entdo, pela

equivaléncia (a) <> (d) do teorema 4.1 , de qualquer sucessio (Pr)nen C
L}, podemos extrair uma subsucessio fracamente convergente em L}
ou seja, (Pn)nen constitui um subconjunto fracamente relativamente
compacto de L}, .

Entéo, T ((pn)),en constitui um subconjunto relativamente com-
pacto de L] e podemos extrair uma subsucessio T ((Pny)) ey conver-
gente em L} .

Como p,, converge fracamente para , T(p,) converge fracamente
para T'(p) .

O limite da sucessdo T ((pn, ),y em L} 86 pode ser portanto T(p)

Finalmente podemos extrair de T ((py, ) xey Uma subsucessdo que
converge q.s.para T'(p).

[

Enunciamos entdo o problema de optimizagdo do seguinte modo

(P) nf 4 T p(@)], pla)) da
que se pode escrever, com u = T'(p) :
(P) inf [ £lo,u(e), p(2) dz
peUnL? q
u=T{(p)

A partir do Teorema 5.1 vamos deduzir um critério de existéncia
de solugdo para o problema (P).

TEOREMA 7.5 :

Seja  f: Q x (R'XR™) — RU {~00, +00} um integrando normal
t.q.

a(z) + @ (|¢]) < f(z,5,€) , a € L}(Q),
eV(z,s) e AxR', f(z,s,-) é convexa em R™.
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A aplicagio T : L2 — L} e U c [L'(Q)]™ , U fracamente
fechado, satisfazem a propriedade 7.1.

Entdo o problema (P) admite pelo menos uma solugéo u = T'(p).

Dem.
Escreva-se g¢(z,s,&) = f(z, s, £) — a(z).
g € um integrando normal e satisfaz

@ (I¢]) < g9(=,s,8).

Para todo o par (z,s) € @ x R! | g(z, s,-) é convexa em R™.
Podemos entao escrever :

/f[x,u(x),p(z)]da; =/g[11, U(:L‘),p(z:)]dm+/a(a:)da:.
Q Q )

Observe-se que / a(z)dz = constante.

Q
Vamos admitir uma sucessao minimizante (p,)nen para o problema

(P) e vamos escrever u, = T'(pn).
Por definigdo, p, € U,Vn e:

/ 9 (2, tn(2), pa(®)] dz — inf(P)— / a(z)dz
« (1)

De @ (|¢]) < g(=z, 3, &) deduzimos que

/ ® o |p,| < constante.
Q

Entdo pelo Teorema 4.1 ((d) ¢ (a))podemos extrair de (py)nen
uma subsucesso (pnr),cy fracamente convergente para p em L}, .

Como T satisfaz a propriedade 7.1.podemos extrair uma subsucessao
(P ) en Que converge fracamente para p em L} e tal que T'(p,~) con-
verge quase sempre para 1(p) .

Aplicando agora o Teorema 5.1 da SCT :

/g [z, u(z),p(z)]dz < l}lrggonf/ g [z, un(z), pn(z)] dz,
Q Q

com u,=T(p,n).

Adicionando a constante / a(z)dz a ambos os lados da desigual-

Q
dade :
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[ £ 15,5(), p(@)) de < limint [ £ 2 ua(@), p(a)] da
Q Q
€ Como a sucessao (p,) é, por hipétese, minimizante, vem :
[ £l 5(@),5@)) dx < inf(P).
)

Mas p € U e P é o limite fraco de P €U .
Concluimos portanto que @ = T'(p) é a solugéo do problema (P).

]
8. RELAXACAO

Pelo que vimos na secgdo 7 | se f(z,s,-) ndo for convexa, no ficard
garantido que o problema (P) tenha soluggo. Quando isto acontece
associamos a (P) o chamado problema relaxado (PR).

peUNLE,

(PR) inf [ f**[z,T(p(x)), p(z)] dz
9]

ou ainda :

i [ 1" [o, u(@), o)) d
PEUNL?E, 0
u=T(p)

Do Teorema 7.5 obtemos o seguinte resultado, atendendo a que i
¢ um integral normal e f** (z,s,-) é convexa .

TEOREMA 8.1 :(8], pég. 251)

Se f:Qx (R'xR™) — RU{~o0, +o00} é um integrando normal
t.q.

a(z) + @ (|¢]) < f(z,5,€) , a € L}(Q)
e T:L? - L,ﬂ »B € [1,+00] é um compactificador (®,0),

U C L', fracamente fechado,entdo o problema (PR) tem pelo
menos uma solugao.

Obs. Como f** < f teremos sempre que min(PR) < inf (P) .
Ocorre imediatamente investigar em que condigdes se verifica a igual-
dade. Veremos adiante que as solugdes de (PR) séo os pontos de acu-
mulacdo das solugdes minimizantes de (P). Assim, as solugdes de (PR)
sélo solugdes generalizadas de (P).

Interessa-nos estudar, em particular, o caso em que u,p ocorrem
separadamente no integrando, o qual serd entdo da forma
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9z, u(@)] + f [z, p(z)]
Vamos procurar a solugdo do problema,
®) i [l u@)]+f [ p@)} do
PELT,
relacionando-o com o problema relaxado.
PR)  ipf [{olu(@)+ 1" o p(@)]} de
PELT,
u=T(p)
e considerando as aplicagées
p:{!—R™
u: Q- R

Consideramos um aberto limitado 2 C R™ .

Consideramos ainda uma aplicagéo continua T : L% — L,ﬁ , B €
[1,+o00} , sendo T linear e um compactificador - (a, 3).A restrigdo de
T as bolas de LY, é continua para as topologias o (L", L“') e lllg-

Vamos supor que g ¢ uma fungdo de Carathéodory em 2 x R e que
f € um integrando normal em  x R™.

g e f satisfazem ainda, por hipétese, as seguintes condigoes :

C: g(z,-)é convexa para quase todo o z € (.

Ca Se B e[l,+00[, existea; € LY(Q) eb; > 0
tg.  0<g(z,s) <ay(z)+b|s).

Cs Se 8 = oo, para todo o k > 0 existe a; € L'(Q)
t.g. 0<g(z,s) <a(z) para || < k.

Cs Sea€]l,+00[ existe ay € L(f2) e by > 0
tqg.  f(z,6) 2 axz) + b2 |€]°.

Cs Sea = o0, existe a; € L!(2) e uma bola B(0,7) c R™
tg  f(z,€) 2 ax(2)+6(¢]|B)).

Ce Existe p, € [L®()]™ t.q. / £ [z, Po(z)] < +o0.
1]

Comegamos pelo teorema fundamental que relaciona (P') com (PR)).

TEOREMA 8.2 :

Com as hipéteses C; a Cg o problema (P') tem solugéo e verifica-se
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min(PR') = inf(P’).

Obs. Precisemos o significado da tese :

Se (%, p),% = T(p) for uma solucéo de (PR'), entgo existe uma
sucessao minimizante (un, pr), un = T(p,) ,de (P’) tal que u, — % em
L,ﬁ e pn — P na topologia o(L*, L",).

Se (un,pn), un = T(p,) , for uma sucessdo minimizante de (P,
entdo existe uma solugéo (%, p), @ = T'(p) de (PR') e uma subsucessio
(Unk )ken que converge para @ em L? e uma subsucesséo (Png )ken que
converge para p na topologia o(L®, L",), (Apéndice A2, [21]).

Teremos de comegar por demonstrar um resultado auxiliar.

LEMA 8.3

Seja g:Q x R — R uma funcdo de Carathéodory que satisfaz as
condigoes C3 e Cj e defina-se

G(u) =/ g lz,u(z)]dz
Q

G:Lf’—-)R
QR u=(u,...y), velf
Entdo G é continuo.

dem. aplicando o Teorema 3.1 e observando que g é um integrando
normal positivo,deduzimos imediatamente que G é SCI .Entdo sers
suficiente provar que G é SCS .

Seja uma sucesséo u, que converge para 7 em L? .

Se 8= 0o tomamos K = sup ||up]| .. na expressdo

(Cs) 0<g(z,s) <ay(z), || <K, a; € LI(Q)..

Definimos um integrando normal positivo por :

B < 00, h(z,s) = ay(z) + by |s]® — g(z,s) > 0
com b >0,a; € L}(N).

B =00, h(z,s) = ai(z) — g(z, s) > 0.

Aplicando, de novo, o Teorema 3.1 a A :

/ hlz,u(z)]dz < lim inf / h [z, un(z)] dz.
Q Q
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Observando / lun(z)|® dz —+/ [u(z) [P dz , 3 < oo e substituindo

h na demgualdade

[ [@1@) + b [7()° ~ g fo, u(z)] do <

Q1
< lim / [01(2) + bt [un(@)|” ~ g [z, un(2)]] de
Q

[ @)z +by [ (@) do- [ 9l u(@)dz <
Q Q Q

n—+00

< lim { é ax(z)dz + by £ lun(z)]? dz— é g[x,un(x)]dx}

by Z I'&(m)lﬁda:—ég[z,ﬁ(x)]dx Snlirgo{bl / Jun (z)|? dz—

0

——/g[a:,un(a:)]d:z:}.
)
Resulta :
- /g[z,ﬁ(z)]dw <lim inf {—— /g[a:, u,,(x)]d:c}
Q ()

[ 9l 3@ dz <limint [ ~g [z, un(z)] de.
Q Q

Mas uma fungdo G é SCS se - G for SCI
Portanto : / g [z, u(z)] dz 2lim inf / g [z, un(z)] dz.

GéSCSe SCI , logo G é contlnua
Analogamente para 8 = +o0.

Voltamos agora & demonstracéo do Teorema 8.2 .

dem.
a) Podemos comegar por admitir que existe solugdo de (PR').
De facto, pelo Teorema 7.5 e pelo Teorema 8.1 o problema (PR') tem
umna solugdo @ = T'(p) .
Temos entéo de provar que min (PR') = inf (P').

Pelo lema 8.3 a aplicagéo u — | g [z,u(z)]dz é continua em L? .

Q
Vamos definir uma fungéo G em L2 por :
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[ 91, Tr(e)dz , o€ 1, +oof

Glp) = i
0, se {Iplli <7 ,0 =400
églx,TP(x)] dz +{ 10056 [l > 7 o = 00

Pela hipétese C; ,g(z,-) é convexa para quase todoo z € ) e por
C2 ,C3 temos g(z,s) > 0.

Entéo G é convexa.

Como admitimos, na hipétese,que T : L2 — L,ﬂ é um compactifi-
cador (a, B), a restricdo de G as bolas de L7, é continua na topologia
o(Le, L*).

Se a = 00 0 domfnio de G estd contido numa bola, visto que
IPll = < 7, e portanto G é continua na topologia o(L*, L') .Portanto
G pertence ao conjunto das fungdes préprias que sdo supremo pontual
de uma familia de fungdes afins continuas G € T, (L) .

Se a € |1, +00[ a restrigio de G a bolas de Lg, é continua na topolo-
gia o(L°, L"’) e portanto é continua na topologia da norma.

Portanto G é convexa e continua em todo o espaco L%, e portanto
G €T (L3) ([8], pig. 14).

Substituindo f(z,£) por f(z,&) — ay(z) se necessario, podemos su-
por a(z) = 0 na hipétese C, e admitir que f é n80o negativa.

Definamos entéo uma fungfio nio negativa F em Lg,:

Fp) = [ f [z, p()) dz.
Q
Para todo o A € R, o conjunto
SA={pe Ly :F(p)<A}cCLg

é .limitado atendendo &s hipéteses C4 e Cge ao facto de f ser pos-
itiva. )

A restrigio de G aos conjuntos Sy é continua na topologia o(L*, L* )
visto G ser continua em L2 .

A existéncia de p} € L, t.q. / f* [z, ph(z)]dz < +oo resulta das
0

desigualdades C4 e Cs.

Aplicando um teorema da anélise convexa (Apéndice A2, [22])é possivel
entéo escrever :

min(PR) = G(p) + F*(7) = inf [G(p) + F(p)] = inf(P).

Portanto min(PR') = inf(P').
Se for @ = T'(p) uma solugiio de (PR’) 0 mesmo teorema permite
ainda escrever :
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G(p) + F™(p) =liminf {G(P) + F(p)}.

Para ) suficientemente grande podemos restringir-nos ao limite infe-
rior fraco com p € S). Mas S, é limitado em L2, e portanto é metrizdvel

na topologia g (L%, L* ) .Resulta ent&o que existe uma sucessio (p,)nen
convergente para § em (L%, L* ) e tal que :

G(p) + F**(p) =liminf (G(pn) + F(pa)}.  (A)

O primeiro membro é igual a inf(P') ;entédo a expresséo (A) significa
que (Pn)nen € uma sucessdo minimizante.

Pela hipétese inicial do Teorema no respeitante a T ,tem-se imedi-
atamente que T'p,, — TP na norma de Lf3 .

b) Admita-se que existe uma sucessio minimizante u, = Tp, ,n €
N ,do problema .(P').

A sucessao (pn)nen ¢ limitada em L2 devido a C4 e Cs. Podemos
entdo extrair uma subsucessdo p,’ convergente para p em o(L?, L“I) e
a sucessao T'p, converge para T'p na norma , pela hipétese inicial sobre

T.
Recordando que F** é SCI :

G(F) + F*(7) < liminf {G(py) + F(py)}

Mass o lado direito da desigualdade é igual a inf(P’) visto a sucessdo

ser minimizante e portanto igual ao min(PR’). Portanto @ = Tp é
solucdo de (PR') .

E possivel dar ao problema relaxado uma formulacéao diferente. Va-
mos estudar aqui esta formulagado, pois precisaremos dela no capitulo

V.
DEFIN.8.4 . Um subconjunto M C R™ diz-se um conjunto afim se

1-XNz+IyeM, Vz,ye M, VAeR

DEFIN.8.5 : Dado um subconjunto S C R"chama-se envélucro
afim de S ,af (S) ao conjunto minimo afim que contém S .

Obs. Para se ver que af (S) existe e é tinico é suficiente pensar na
intersecgdo de todos os conjuntos M afins que contém S .

4 i
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DEFIN. 8.6 : Seja um conjunto de m + 1 pontos b,,...,b,. Os
pontos dizem-se independentes afins se a f {bo, ..., b} for de dimensdo
m ,mais precisamente se af {b,,...,b,} C R™ .

DEFIN. 8.7 : Chama-se simplex de dimensdo m ao conjunto
co{bo,...,bm} se af {bo,...,bp} CR™ .

Vamos indicar por ,E,,,m e N, o seguinte simplex de R™ e por X
0s seus elementos :

En=XeR™:Y N\ =1, ;>0, Vi,

i=1

A= (A1 Ag,... Am) € R™

LEMA 8.8 :

Para todo o z € Q2 e todo o £ € R™ ¢ verdade que

m+1 m+1

f@€) =min [ 3 N f(z:6): S Mbi = &, € By
=1 =1
*(z;) :R™ - R,

dem. Recorde-se o teorema de Carathéodory : num espaco vectorial
de dimenséo n qualquer ponto do convexificado de um conjunto B pode
ser escrito como combinagio convexa de no méximo n + 1 pontos de B
Mais precisamente :

se u € coB C R" entao
n+1

u= E/\, u,-=/\1 u1+...+/\n+1-un+1,sendo

i=1

Uy, U2y...,Unyy € Bv
n+l

=1, )20,

=1

n+1 n+1
coB = [Z/\, u,-:u,-EB,Z/\,-=1, /\,20}
i=1 i

i=1
Entéo, recordando que epi f(z,-) C R™!, podemos aplicar o teo-
rema de Carathéodory para escrever :

m4-2

co epi £(z,) = [z M6 a5) € By (6ss 1) € epi f(z, -)] (A)



Vamos verificar que se trata de um conjunto fechado.
Seja um ponto (§,a) € R™*! o limite de uma sucessdo (¢*,a") C

coepi f(z,-), ne N,

Observe-se que f(z,&;) < a;
Escrevendo cada ponto (£",a™) da sucesséo na forma (A) obtemos

m+2

(€%, a") = 3 A& af) , (&,aF) € co epi f(z,).
i=1

Extraindo subsucessoes podemos supor quando n — oo , que :
A X € Ema (AP o X)),
Ezn - gi ’ el ’
e ainda a possibilidade :
|€F] — 00 ,i € J,
com IUJ={1,2,...,m+2}.
Ainda pela hipdtese :
m+2 m+2

DA =€, Y Aaf —a
i=1 t=1

De facto :

m+2 m+2

(€M a") = > NMER af) = X (N, APaf) — (6, a).
i=1

=1

Por outro lado , recordando que o ponto (£, a™) pertence a
co epi f(z,-) e portanto f(z,&") < a?, tem-se que :

m+2 m+2

YN f@, €)<Y Mal - a.

i=1 i=1
Utilizando as desigualdades C4 e Cs da hip6tese do Teorema 8.2.:
a € ]1,+00[ f(z,€) > az(z) + b2 |€]* ,as € LI(R2)
a = +oo, f(z,£) > ax(z)+8(&|B),B(0,r) C R™, a; € L}(Q),

tem-se, para o = oo e utilizando [(}!| — o0 ,i € J, que deve ser

J=40.

Se a € ]1,+o00[ podemos deduzir que A? £}

-

|* é majorado por al-

guma constante quando n — +o00.

De facto :



83

0(e) + b €717 < f(,67)

2o Nar(@) + b IR S TN £(2,67) < YN -
a3(2) N +ba 3o AT < N f(z,80) < S APaP - a
AT IER|™ & convergente pelo que AP [€1|* é limitado.
Entdo, VielJ, M'|Er® — 0.

m+-2

Recorrendo a ) APE! — € e atendendo a que

i=1

TuJ=1{1,2,....m+2}:

DDA g
ieJ i€l
DA — €
i€l
Z/\? — 1
i€l
Utilizando,
X'n — X € Em+2
6:1 — Ei ) Ze I ’
tem-se que :
Y e =3 (Jm ) (Jim &) = TRE = ¢
i€l i€l i€l
Portanto :
X,_, =¢,
i€l
X =1
iel

Para dispormos de termos néo negativos, subtraimos az(z) de am-
bos os lados da expressio :

m+2
lim 3" A f(z,&8) <a

i=1

e observamos que é sempre f(z,&) > ay(z) :
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m+2
a —ax(z) 2 lim {Z N f(z, &) —ag(w)}
- o) 2 lnigt { TN ) - o]}

iel
Mas Y Aras(z) = ax(z) Y AP — az(z)
i€l i€l
Logo:  a—az(z) > liminf {Z AP [f(a:,{{‘)]} — as(z)
i€l

a> YO X liminf f(z, ).

il
Como f(z,-) € SCI, lim inf f(z,€8) > f(x,§;) e atendendo de novo

8 A" 9AE By e AP — Ay :

a> in - f(z,&)).

iel

Escreva-se agora b=a— Y _ X\ - f(z,§;) >0

i€l
Toma-se i, € I de modo que A;, # 0, o que é possivel pois Z Al —
iel
1.
Faca-se
a; = f(m’zi)vi € Iaz 7é io
Gio = f(z,Zio) + '—b— Gio > f($7 Eio :
Ai,
Resuita :

(Z,-,’di) € epi f(z,-) paratodooi€ I e para

£=) A&

icl
a= Z A,&,
il
Entéo (£,a) € co epi f(z,-) e este conjunto é fechado.

Como epi F** =0 epi F ([8] ,pég. 267) podemos agora escrever :

epi f**(z,") = o epi f(z,") = co epi f(z,")

Em particular, para todo o £ € R™ :
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(& f**(z,€)) € co epi f(z,€)
Ve > 0,(&, £ (z,€) —¢) ¢ co epi f(x,£)

Utilizando de novo o Teorema de Carathéodory :

m+2 m+2

[ (@€ =min| Y Af(@,6): Y M= €,X€ Emsn| .(B)
=1 i=1

Se particularizarmos os valores para o minimo podemos determinar

XG Em+2a gl’ s aZm+2 tais que

m+2 m+2

f“(.’L‘,f) = Z ’\if(x’zi)’ com Zl Xizi =¢.
i=1 i=

_ Se nesta equacdo todos os \; forem ndo nulos e todos os pontos
({,., f(z, 5,-) forem independentes afins em R™*!, entio (&, f**(z,8))
serd um ponto interno de co epi f (z,-) , contradizendo a condigao

Ve > 0, (&f"(x,f) - E) ¢ co ept f(l‘,f)

Podemos entéo admitir que (¢, f**(z, ¢ )) é uma combinaggo convexa
de no maximo (m + 1) pontos de co epi f(z, ")
Tomando A € E,,;; em (B) obtemos a tese.

Permitindo a variagéo de z e de ¢ na tese do Lema 8.8. obtemos o
seguinte teorema .

TEOREMA 8.9 : Para toda a aplicagdo mensurdvel p : Q — R™
existe uma aplicacio mensurdvel {: Q@ — E,,,; e (m + 1) aplicagdes
mensuraveis ¢; : ) — R™ tais que para todo o z €  se tem :

m+1

[ [z, p(z)] = ; li(z) - f [z, q(z)]

m+1

; li(z)g:(z) = p(z).

dem. os integrandos f e f** sdio normais e P é mensurdvel , pela
hipétese. Modificando-os num conjunto N C y m(N) =0, podemos
supor que f e f** sdo funcdes de Borel em ) x R™ e p é funcdo de
Borel em 2 .

Vamos considerar o subconjunto C
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CC QX [Epyy % R™)™]

N m+1 m+1

C= [(m, Mér... ,§m+1) DY NG =p(x), Y Mif(z,6) =
i=1 t=1

= f*{z,p(z)] |

que podemos escrever atendendo & condigdo

m+42 m+2

.f"(xa €) = Z ’\if('r, Zi)’ Z XiZi =¢,
i=1 i=1

estabelecida no Lema 8.8.
C é um conjunto de Borel, pelo que a secc¢ao

Co=[@b1, .-, bmi1) € Bmyr x ®™)™: (2,8,by,...,bms1) € O

é fechada para todo o z € Q, (Apéndice A2, [23]).
Recorde-se que nestas condigoes a fungao indicatriz de C' é um in-

tegrando normal.

Através de um homeomorfismo (Apéndice A2,[24])de R™ sobre o

interior da sua bola unitaria B,, , podemos obter

C C QX [Enp x (Bn)™].

Mas se C' é de Borel e tem secgoes C, fechadas para quase todo

o z , entdo ([8),p4g.237) existe uma aplicacio mensurdvel 7 : @ —
Emi1 x (R™™! tal que %(z) € C, para quase todo o z € () mais
precisamente (z,%(z)) € C para todoo z € 2 .As diversas componentes
de @ permitem-nos determinar Te gG,1<i<m+1.

Podemos agora reescrever o problema relaxado

m+-1

it [ ok @)+ 3 4@ ol s

l; : 2 = R, mensurdveis, 1 <i<m+1
g : 0 = R™, mensurdveis, 1 <i<m+1

" m+1
(PR Y lh(z)=1,l(z) >0qs.,1<i<m+1

=1
m+-1

p=) LgelL?
i=1
L u=T(p)
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TEOREMA 8.10 :

Os problemas (PR') e (PR") tém o mesmo valor e min(PR) =
min(PR") . Além disso a aplicacio

(Ea'-'im-l-l’ql)-'-’am-}.])'—)pr‘ liqi

aplica o conjunto de solugdes de (PR") sobre o conjunto de solugces
de (PR) .

dem.SeZ:Q—»EmHeqi:Q—-»R"‘,lSi5m+1,s50
m+1

aplicagdes mensurédveis e se p = Z lig; , deduzimos pelo Lema 8.8.
i=1

que para todo o r € () se tem

m+1

f** [z,p(z)] = min [; Li(z)f [z, q:(z))] : 'Zg ligi = PJ
ou ainda :
7 o p(@)] < 'i: L@ Ba(@)], 1<i<mtl

0 que implica :

[ Gl u@) + o p@Nlde < [ fg o, ue)] +
0 1}

+ 5 1 e ato)] d
ou seja
min(PR) <inf(PR")  (A)
Mas se p for uma solugéo de (PR') podemos afirmar ([8] , pag. 283)

que existe uma aplicagdo mensurdvel { : ) — Emy1 e (m+1) aplicagdes
mensuraveis ¢; : {} — R™ tajs que para quase todo o z € () se verifica :

m+1

f** [z, p(z)] = 5__; Li(2)f [z, @(z)]

m+1

_}:_; Li(2)a(z) = p(z).
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Fazendo @ = T(P) obtemos :

min(PR) = / lg [7,5()] + £ [7,5(z)]} dz =

“/ [9 [z, u(z)] +r§l (2)f [ @()]

dz > inf(PR")  .(B) "

Por (A) e (B) resulta que min(PR') = inf(PR") , e

(lla m+la ql’ ,‘qm+l)

é uma solugdo de (PR") .
Portanto min(PR’) = min(PR ) e a aplicacéo

- m+1_
(lla'-'lm+l’?jlv' --’Qm+l) —p= Z liqi
=1

é sobrejectiva.

Reciprocamente, se (I1,...ln41,d1y- - ,Gms;) for uma solucéo de
m+1 m+1

(PR') se p = Z; ig; e @ = T(p) deduz-se de Z Li(z)f [z, qi(z)] >
f* [z, p(z)] que

m-+1

min(PR) = o501+ 3 1o T o >
/ lg [z, 7(2)] + £, P(z)] da.

Como min(PR") = min(PR') , § é uma solugéo de (PR') e
m+1

(VY A A +1) = D= Z 1;q; aplica injectivamente as
i=1

soluges de (PR ) nas solugdes de (PR).



89

IV REGULARIDADE LIPSCHITZIANA DE
S A OUA DL LIPSCHITZIANA DE
MINIMIZADORES

1. INTRODUGAO. DEFINICOES PRELIMINARES

Consideremos o seguinte problema :

(P) inf {I(u) :/ flz,w(z), Vu(z)]de :u—u, € Wo“’(Q)} =m
Q

Q2 C R*,Q aberto e limitado,

u: Q>R

f:AXRxR"> R, f continua

W;P(Q) é o fecho de C® em Wt» s P € [1,+00]
Co () = C=(Q) N C,(Q)

u—1u, € W)P() & u=u, em 8 (.

Prova-se com hipéteses adequadas relativamente a f ([6],pdg.87),
que o problema (P) admite uma solugdo @ , a que chamaremos mini-
mizador, T € WP, 5 — 4, ¢ WLr | tal que :

I@)=m<Iu), Vu:u—u, e wle,

Mas ¢ possivel igualmente demonstrar que Z nio pertence apenas a

um espago de Sobolev e que @ € C? (Q) .E um problema de regularidade
do minimizador.

Outro problema de regularidade pode ser formulado do seguinte
modo : se f, (2, u, forem suficientemente regulares, por exemplo fiu, €
C* serd que se tem % € C® ?

Trata-se , na opinifio de matemsticos reputados ([6],pdg.113), de
problemas muito dificeis, especialmente se n > 1 .

Neste capitulo vamos ver alguns resultados com minimizadores lip-
schitzianos de funcionais integrais com integrandos nio continuos,

Comegamos por algumas definigdes preliminares. Admitiremos sem-
pre que §) é um intervalo aberto e limitado, R C R .

DEFIN. 1.1 :Seja uma fungio f : Q x R* — RU {+00} que se
escrevera f [t, z(t)] tal que :
teQCR
z:0Q—R" T = (z1,...,2").
Sejam B, a tribo de Borel em R" e £ a tribo de Lebesgue em ) .
Diz-se que f é um integrando convexo se :

i) f é mensurdvel em relacdo a LxB,.

ii) f(t,-) é SCI e convexa para quase todo o t € ).
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DEFIN 1.2 :Seja uma multifungdo F' : 2 — R" , que aplica 2 em
subconjuntos de R™ : F(t) C R".
A multifungdo F' diz-se mensuravel se {(t,2) : 2 € F(t)} € LXB,.

DEFIN 1.3 :Seja f : @ x R*"xR" — [0,+00] uma funcdo men-
surdvel em £ x B,xB, e sejam Q =1]0,1] ,p € [1, +o0] .

Dir-se-4 que & € WP(Q; R") é um minimo local do funcional
F(v) = / F(t,v,v)dt, v(0) =a, v(1)=b
Q

se ©(0) = a ,u(1) = b e se existir § > 0 tal que as condigdes,

lell, + ]|, = lell,» < 8
P(0)=0,p(1) =0,p € W,*
implicam
F@+¢) > F(@).
OBS. ||¢||,, é a norma em W'?.

Finalmente, considere-se f : 2 x R® - RU{+o0} e : Q) — R" .
A multifungdo

Olf & )le ()] , o) e R

indicar-se-4 apenas por 9f [t, ¢ (t)] .

2 . INTEGRANDO DO TIPO f(t,u)

. ’
TEOREMA 2.1 - CONDICAO NECESSARIA

Seja  f:Q x R™ — [0,4+00] ,um integrando convexo.
Seja uma funcdo u € W1 (Q; R") tal que :

i) / F(t,u)dt < / Ft,u +v)dt Yo € Who(Q;R").
0} a
ii) u'(t) € int [dom f(t,))] , t € Qg.s..
Entao existe ce R*, c € 8f [t,u'(t)] ,L €, q.s..

OBS.: 1) Para toda a fungéo g : R® — R U {400} define-se,
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domg:{zER":g(z)<+oo}.

2) Antes de se demonstrar o teorema 2.1, vamos su-

por que é verdadeiro e utilizé-lo para provar que os minimizadores do
seguinte problema sdo lipschitzianos

(P1) min {/ ft,u)dt - u e WE(Q; R"),u(0) = a,u(1) = b} :
Q

TEOREMA 2.2 - MINIMIZADORES LIPSCHITZIANOS

Seja  f:Q xR™ — [0,+00] ,um integrando convexo tal que :

(i) existe uma fun¢io §: R — R t.q.

lim b(r) =+00 e f(t,2) >0(|2]) , Yz € R,

r—+oo r
tefl q.s.

(i) existe z, € L=(Q,R") t.q. a fungio t — f[t,2,(t)] é
essencialmente limitada.

Enté&o o problema
(P1) min {/Q f(t,u')dt : u € WLI(Q; R"),%(0) = a,u(1) = b}

tem pelo menos uma solugdo e toda a solugéo ¢ lipschitziana em
[0,1],u € C%[o,1].

dem. a existéncia de solugdo para o problema (P;) fica garantida
pelo Teorema 7.5 do capitulo III.

Seja entdo 7 uma solugéo ( minimizador ) de (P,).
Pelo teorema 2.1 tem-se entdo que existe

ceR':ced flt,u(t)] ,teq q.s..
A definigio de 9 f implica :
Fltrzo®)] 2 f 6,3 ()] + (e, 2(t) — T (1)) , t € Q q.s.
Por (i) e (ii) da hip6tese:

0 (7)) < £ [T O] < Fleo®)] - (0,200) - 7(0) =
= —(c, 2,(t) — ﬂ’(t))’ +f [t z()] , teq, q.5..
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(e 20(t) = T (1)) = (e, 2o(t)) — (e, T ()
—{e, 2(t) =T () = —(c, zo(t)) + (e, T (1))
=6 ([7'()]) < (T W) - (6 20) + f It 2(t)]

Por outro lado,

—{e,20(t)) < |{e, zo(E))] < llcll - 1zo(2)]

v}

e portanto :

(Iu (t) I) (c,u (t» + llell - llzo(8)1] + f [t, zo(t)] tefgq.s.

ou ainda :
o (|7 ®)|) < 6T @) < @ @) +lell- o)l + £ It 2()] = Alt).
Por (i) existe  : R - R t.q.

Fagamos 0(r) = a[rff - 1] ,a>0,p>1
De facto tem-se :

/(|-’ dt</ftu(t)dt
éa | I -1 dt</ftu(t) dt
aé|’d dt—/adt</ftu(t)]dt
a||ﬁ”u—a§/f t,@ (t) dts/A(t )dt

(1} Q

|w%g(§£mmg+1

”ﬂbgl+éémm4.

S o
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Observe-se que com Q2 = 0, 1[ se tem
L*c...cL?c L.

Como c € 4f [t,ﬂ'(t)] , t€Q q.s consideremos o conjunto,

E={teQ:c¢af [t,ﬁ'(t)]} :

Observe-se ainda que (¢, @ (t)) < | (e @ ()] < el - l7®)|.
Mas

TeWhlagell ev e[}
Telle "ﬁ”Ll < +00.

Entao

1

i1, < [+ 2 [ a0a] ccane
Q

e W é essencialmente limitada.

Vamos aplicar o teorema do valor médio ,(Apéndice A2, [25]) :
Z:RDO—R", Q= (0, 1) aberto, convexo
20)=a, @(1)=b
[ ] <

7 ¢ diferencidvel por ser & € WH! ¢ ¢ continua pelo teorema de

Sobolev : W1#(0,1) c C ([0, 1]).

Entao :
Vit € (0,1),3s€(0,1): [fu(t) —a(t)| < sup |2 )| e - 1.

Entdo :
(') - a(t)| < Jup |t -1 ”U’(s)” <M.t - f
Portanto 7 e C%! ([0,1]).

OBS. 1) O teorema 2.2 é vélido para integrandos f(t, 2) que
tomem o valor +o0o desde que o minimizador 7 de (P,) satisfaca a

condigdo %(t) € int[dom f(¢,-)] .Isto acontece se / o f(t,@)dt < 0o

e dom f(t,-) for aberto para quase todo o ¢ € 2 .Mais precisamente
tem-se :
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int [dom f(t,-)] = dom f(t,-).
2) A condigdo (i) no teorema 2.2

0:R—R tgq.

lim 0—(Q=+oo e f(t,z) 26 (|z]), V2zeR" e teQ g.s.

r—+o0 7

nao pode ser eliminada. De facto ,a fungio f(t, 2z) = 0 satisfaz todas
as hipéteses do teorema 2.1 mas as solugdes do problema (P,) néo sdo
lipschitzianas.
3) Recordamos um caso particular do teorema 2.1 , cujo
enunciado se deve a F.H.Clarke.

TEOREMA 2.3

Seja  f:Q x R" — [0,+00] , um integrando convexo,
com u € WH({};R") e

@) / F(t,u)dt < +oo
Q
(i) 36>0,3M >0,3N C Q, N de medida nula, t.q.
|f(t,2) — f(t,w)| < M - |z — w)

sempre quet € ) \ N, |z - u'(t)' < §, Iw — u'(t)l < é.
Entao 3 ¢ € R™ tal que

c€ adf [t,u'(t)] , g.8.em €.
Vamos entdo proceder & demonstragiao do Teorema 2.1.

dem.
pela hipétese ,

u'(t) € int( dom f(t,-)), q.s em Q

e pelas propriedades das funges convexas vamos determinar fungées
mensuraveis.

§:0Q —]0,+o00]
M:Q—]0,+o00]

e um conjunto adequado de medida nula N C Q , tais que :
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[f(t,2) = ft, W) S M(t)- |2 —w| (A)

sempre quet € 2 \ N e ,z - u'(t)‘ < 4(¢), lw - u'(t)’ < 8(t).
Para se provar (A) comegamos por considerar a multifuncao

Pt) = {6>0: |z~ W) <2 = f(t2) <1+ f [t.w' ()]}
Como f(t,-) é SCI e convexa e,

graf T'(t) ={(t,6) e QxR+ : 6 ¢ I't)} cLxnB,

temos que I'(t) é uma multifun¢io mensurdvel.

Como, por hipdtese, u'(t) € int (dom f(t,-) tem-se que I'(t)y£0,
parat e}, q.s.

O teorema de KURATOWSKY (Apéndice A2, [26])assegura entio
a existéncia de uma selec¢do mensuravel 4, t.q.

6:8 =10, +oo]
tefl, q.s.
6(t) € T(¢).
1 ,
Facamos M(t) = @ [1 +f (t, u (t))} .
Admita-se que (A) é vilido. Ento

1f(t,2) = f(t, w)| < M(¢) |2 — w] = M(t) > |f(t,2) — f(t,w)| N

IR
£t,2) - 12, w)
= 46 (B)

Mas:
MUO) = gy [+ £60)] > 525170, se 2= ] < 28
1 /
M(t) > o] |£(t, w)] se [w ~u | < 2.

Adicionando ordenadamente :

M) 2 515 1162 + g e )] = L2
@ 2) +1f(tw) _ |£@, 2) + f£(t,w)|
MO0 2 w2
If(t7z) - f(t’w)l lf(t, z) B f(t’ w),
2 26 (t) 2 46 (t) (©)
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OBS.:

]z—w|=lz—u'+u'—w'=|(z—u')+(u'——w)l5
< |e—u|+|w—o| < 6.

Portanto da igualdade de (B) e (C) deduz-se que (A) é verdadeira.
Fagamos agora, para todo h € N :

Ey = {t €eQ: @) <h ,60) > ’ll (8 () < h}
E=U E,
heN

un(t) = a+ / W(s)ds (= up(t)=v'(t),t € [0, N Ey)
(0,LNES :

fult,2) = { f(g, z)ées:é %f;h _

Seja Q\E={teQ:t¢E,,VheN}

te¢ Bne f(tu' (1) 2 b, Vhe N&f (t,u' () = +oo.

Mas / f(t,4/(t)dt < +00 pelo que o valor +00 s6 pode ocorrer
Q

num conjunto de medida nula. Entdo m (2\E) = 0.

As fungoes un(t), fa(t, z) satisfazem as condigdes do Teorema 2.3.,

nomeadamente :

1) fn:92 xR*— [0,+00] é um integrando convexo.
2) u, € WHH(Q; R™).

3) [ fultun(®)dt < [ fult i + )it , Vo € WEm(ORY),
Q N

4) wu,(t) € int (dom fu(t,-)) , ¢g.s em Q.
5) / Fult, uh(t)dt < +oo.
0

6) 36>0,3M>0,3NCQ, m(N)=0, tgqg.

teQ\N, |z——u},|<6,|w—u;,|<6=>
= |fut,2) = falt,w)| S M|z — w|.
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Pode afirmar-se por aquele teorema 2.3 que existe N Q, m(N)=0
, € existe uma sucessao
{Ch} CR* tag.
cn € Ofn (tup(t)), VEEQ\N (g.s. em Q)
up(t) =u'(t), VteE,\N.

Sejam k e Net € E, N (Q\N). Entéo :
ch € 0fy (t, u'(t)) =af (t,u'(t)) para todoo h > k

recordando que fx(t, 2) = f(t,2) se t € Ej,.

Como t € Ej tem-se u'(t) € int(dom f(t,-)) e a sucesséo {cn} é
compacta em R".

Recorde-se que :

of (t,w'(t)) = B[f(t,)] (W' (H)) = { E € R™: f(t,w) > f(t, ')+
+HEw—u)}.
ch € algum & , e 9f(t,-) é6 um conjunto convexo, fracamente —x
compacto ( Teorema 3.1-2(a), capitulo I ). Portanto {c} é compacta
em R", e se for c um ponto limite de {c,} ter-se-4 c € df(t, u'(t)) .Como

t, k sdo arbitrdrios a tese fica provada em E \N , conjunto de medida
plena em 2 .

m
TEOREMA 2.4 - INTEGRANDO NAO CONVEXO. CONDICAQ

NECESSARIA

Seja p € |1, +00[ e seja f : @ x R — [0, +00[ uma fungéo men-
surdvel em £ X B,, tal que :

|2 < f(t,2) < K (1+|2’) , Yz € R" e para um dado K > 1.

Admite-se que T € W ((; R™) e que @ é solugéo do problema
min {/f(t, w)dt : u € W (;R™),u(0) = a,u(l) = b} :
Q

Entéo se f**(t,-) for a maior funcdo convexa nio superior a f (t,.)
,existe uma constante ¢ € R”™ tal que ¢ € Af*™*(t,u'(t)) , g.5. em Qe u
é lipschitziana em [0, 1].
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dem.

Uma vez provada a existéncia de ¢ € 8f**(t,u'(t)) , a regu-
laridade lipschitziana de @ deduz-se da mesma maneira que
no Teorema 2.2 .

Para se provar a tese a partir do Teorema 2.1 é suficiente
mostrar que ¥ é solugdo do problema, ,

n {/f“(t,v')dt :v € WP (Q;R™), v(0) = a,v(1) = b} .

Q

Recorde-se que f**(t, z) é um integrando convexo.

Seja v € WP (; R") uma fungéo tal que v(0) = a ,v(1) = b.

Para se provar a desigualdade que traduz que % é minimizador do
problema dado, nomeadamente

/ Foo(t,@)dt < / £, 0)dt . Yo € Wie (R
Q Q

é suficiente encontrar uma sucesséo {v,} C W? (; R") t.q. v4(0) =
a,vp(l) =be

lim sup / £(t,v))dt < / £ (t,v')dt. (A)
h—+4-00 Q Q

Vamos aplicar um teorema ( teorema 3H, Rockafellar, Lecture Notes

in Math, vol.543,pag.157, Springer, 1975 ) que afirma a existéncia de

uma sucessdo {wh} fracamente convergente em W17 (Q; R™) para v, tal
que wy(0) =a e w, — v’ ,e tal que

/ f(t, wh)dt = / fov)de (B)

h—o+

Afirmamos que

lim limsup lell”dt 0. (C)
(T—0)—0 h oo
0<o<r<1

De facto, se esta condigdo for falsa, serd possivel determinar um
namero vy >0 e subsuc%s&es{wh(k)} y Ok, T tais que 0< o < 7 <
S 1 ,(‘r,,—cr,,)—-»Oe

Tk
/lw;.(k),p dt > v > 0 ,para todo o k € N.
g



99

Escrevendo para cada k € N :

u(t) = a+ / w;,(,c)(s)ds , ug(0) = a
(0,0\lo k,7x]

e recordando que se wy, € WHP(Q) entdo wy, € C(1Y) e wi(z) —

wi(y) = / wy, (t)dt resulta :

O t
uk(t) = a + /w,’.,(k)(s)ds + /wg(k)(.s)ds =a+ [wh(k)(s)]ok +
0 Tk

t
+ [n(3)],, = a4 wny (04) = sy (0) + waeey(8) — gy () =
= Wak)(t) + whik) (%) — waeky (%)

Mas k—++00=>(7'k—0k)—>0=>7'k-—>0'k
Portanto

klioxgo wi(t) = kllﬁ[:lo wh"‘)(t)'

Como wpxy — v vem que uk(t) — v fracamente em W'?(Q, R") , o
que também significa que u; —v .

Pelo coroldrio 3.2 do capitulo I1I podemos afirmar que o funcional

/f"(t v')dt é SCI.

o)
Escrevemos entao :

/ F*(t,v')dt < liminf / f*(t,u) < liminf / F(t,ul)dt <
Q k— o0 < k— oo 0

up — v up — v/

< lim [ (¢, wp)dt -,
Q

0 que contradiz (B) .Entdo (C) néo é falso.
Faga-se agora :
en = |lwn — v||, = inf {a : jwx(t) — v(t) <ateNqs)=
= sup |un(t) — v(t)
teq q.s.

1—6;.
=a+ / wy,(s)ds
0
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t
a+/w;,(s)ds, 0<t<1-¢4
vn(t) =

1+€p) 1

0
t—
bh+(b—bh)( —ep<t<1.
€h

Tem-se que v4(0) = a, v4(1) = b e vy, € WHP(Q; R™).
A partir de (C) obtém-se :

hmsupéf(t,vh)dt < h_lﬂlwéf(t, wy,)dt .

h—+o0
Entdo :
lim sup / F(t,v})dt < lim / £(t,w,)dt = / Fr(t, v )dt =
h—+00 Q h—'+°°n Q

limsup [ f(t,v))dt < / £ (¢, )dt.
Q

h
—--00 Q

Portanto provamos (A) e podemos dizer que existe minimizador do
problema,

min {/f“(t, v')dt : v € WWP(Q;R™), v(0) = a, v(1) = b} .
0
Aplicando o argumento com v = % tem-se que

é £(t,@)dt = é £ (8, )dt

e portanto f(t,-) é convexa em 7 (t) para t € Q g¢.s..
Pelo Teorema 2.1 resulta entao que existe

ceR", c e df*(t,u'(t)) q.s em Q.

OBS. Neste teorema nao se supde & partida que f é integrando
convexo, pelo que o método directo néo é aplicdvel e pode nao existir
solucdo do problema

min {/f(t, u)dt 1w € WH(RY), «(0) =a,u(l) = b} :
Q

Portanto incluiu-se na hipStese a existéncia de solugao.
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3. INTEGRANDO DO TIPO f(u,u').A INCLUSAO DIFEREN.
CIAL DE DUBOIS-REYMOND.

Nesta secgéio vamos provar os teoremas 3.1 e 3.2 -A tese do primeiro
teorema € uma condigio necessdria relativa aos minimizadores do fun-
cional F'(v) = / 0 f(v,v')dt conhecida por inclusio diferencial de DUBOIS-
REYMOND.

O segundo teorema afirma que aqueles minimizadores sdo lipschitzianos.
Comegamos por enunciar os dois teoremas :

TEOREMA 3.1 - INCLUSAQ DIFERENCIAL DE DUBQIS -
-REYMOND

Seja uma funcio de Borel f i R*xR™ — [0, +o0] tal que para
todo o s € R™ f(s, z) é convexa e SCI em R™.
Conhece-se um minimo local u € Wh!(; R") do funcional,

Fv) = /f(v,v')dt , v € WM R™) ,v(0) = a v(1) = b.
Q

Supde-se ainda que ,
u'(t) € int (dom f [u(t),"]) ,q.s em Q.
Entdo existe um mimero real ¢ e existe uma aplicagdo mensurdvel
p(t) tais que :
p(t) € 8f [u(t),u'(t)] ,t € Q q.s.
e=(p(t),w'(t)) - f [u(t) (8)] teQaqs. (A)

OBS. A expressio (A) é a incluséo diferencial de DUBOIS-REYMOND ,se
for escrita na forma

c€ (W (t),0f [u(t),w @) - flu(t),v ().

TEOREMA 3.2 -MINIMIZADORES LIPSCHITZIANOS

Seja uma funcdo de Borel f : R®xR" — [0, +o0] tal que para
todo 0 s € R™ f(s, z) é convexa e SCI em R™.
Supde-se ainda que :
o(r)

i) Existe uma fungéo 6 : R — R tal que rli‘rfoo — =400 e

f(s,2) > 6(|2|) para todo 0 s € R" e todo o 2 € R",

ii) Para todo o r > 0 existe ar > 0e M, > 0 tais que
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Is| <7 ,|2| < ar = f(s,2) < M,.

Entdo todo o minimo local em W' do funcional F((v) = / fv,v)dt
Q
é lipschitziano em [0, 1].

OBS. Se f(s,z) satisfizer as hipiteses do Teorema 3.2 e se for,
n = 1 a existéncia de solugbes para o problema,

min{F(v) = /f(v,v')dt :v € WH(;R) ,v(0) =a, v(1) = b}
Q

fica garantida com a hipdtese adicional de a fungdo s — f(s,0)

ser SCIlemR .

De facto, nestas condigdes, o Teorema 3.3 do capitulo III assegura
que o funcional F' é SCI em W'!(Q) relativamente a topologia de
L(€) e a existéncia de solugdo fica assegurada pelo método directo.

No caso vectorial, n > 1, o problema anterior tem solugao se f(s, 2)
for SCI em R"xR" ,pelo Teorema 5.1 do capitulo III.

Para provar os Teoremas 3.1 e 3.2 vamos precisar de quatro lemas
auxiliares.

LEMA 3.3 :

Seja uma fungdo f:R"— [0,+00] , convexa e SCI e seja
w € int (dom f).

Admita-se que lim 1z) = 400 e defina- se
|z}—+o00 |Z‘
f (E) t ,t>0
0w (t) := L/ .
liminf f (—) 5, <0
8—0+ S

Entdo 0, é uma fungéo convexa e SCI tal que
1 € int(dom 0,,)

9 0u(1) = f(w) — (w,9f (w)).

dem. A SCI e a convexidade de @,, derivam da SCI e da convex-
idade de f e da hipdtese

1) _ oo
lzj—+oo |2]

SEMICONTINUIDADE DE 0, :

Sabemos que f é SCI :
f SCI & existe {s,} CR", s, +3 e
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f(3) < liminf f(s,).

85, —3

Seja |z| suficientemente grande para que |z| < f(z2).
Entao

31 < £(5) < liminf f(s).

Parat > 0:

w

Ouw(t)=f (?) t ,w € int(dom f).

. ~ w . fw w woow
Seja entdo 3 = — e uma sucessdo { —} tal que — — — ¢ —
t tn tn t t,
int(dom f).
Escrevemos :
'Q—D-’ <f (I—D-) < liminf f (2)
w w
Mas l?l = L—I , t>0

= o] < f(%)ts 1iminff(t2) t.

Mast, -t t = 111_1{20 tn =limsup ¢, =liminf ¢,

n— n—oo
pelo que, *
lw| < f (9) t < liminf f (3) lim inf -,
B/ ey T ) oo
w1 (3)r s 1 (2)e)
& 0,(t) < litm 1 inf Ow(tn)
= 0,(t) é SCI.
Também :
t=1>0

0uw(1) = f(w) e como w € int(dom f) segue-se que 1 €
int(dom 0,).

Seja t < 0.
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n —‘7 s—ot

o=()

e pela SC’I de f e atendendo a que s — 0" => §>0:

Quero mostrar que 9,,(t) =lim é?f f (Z—) s <liminf [lim f (1—1)—) sn] .
8 Sn

w
Para 2 = — suficientemente grande tem-se

3= (3) < it s (3)

lw| < f (%) s < liminf f <3n)
f( )s<11§'1‘1_1.1}ff( ﬂ)s=>118n_1‘(1)nff(-zs—)s5
s—0+ | wu

<lim inf [liminf f (1"—) 3] —lim inf {hmmf f( )] lim inf s, =
s—0+ Y Sn 8n 8n—8

s—0+ P —o-zl s—0+

=lim inf [hmmff (3n> sn] —hmmf [llmmff( n) ]

Portanto 0,(t) < liminf @,(t.) e 0u(t) é SCIset <O0.

CONVEXIDADE
Sejat > 0.

aty Bty
Facase A=——" — 1-A=_—-"2 _  443>0, =1
aga-se aty + Bty ot i o ©P>0ats
Tem-se — -2 Bts 1 0<a<10<1-r<l.

ati+PBta  aty+ Bt

Entéo pela convexidade de f:

) e (@0 (@) a0 ()
i &)+ i () s /()

et ! ()
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atg (w) + Bty (w) _ w
aty + [ty \ 4 a ty + Gty \t, - a ty + [,
pelo que ,
w a w J5] w
< 2L (%),
f(a t1+ﬂt2) at1+ﬁt2f<t1) ! at1+ﬂt2‘f ty 2

(s (o <t (D) 4.7 (2)

< Oy(oty + Bt;) < aly(t) + Blu(ty) e 0y (t) é convexa para
t>0.

Seja t < 0.

’ w yd . 13
Como s — 0% ter-se-d4 s > 0 e f ( ——) € convexa pela primeira parte
8
(t > 0). Entéo :

f (_w___) (asy + 0s2) < af (s—ul)) sy +0f (%) 89

a sy + sy

e

lim inf f( w ) (as; + fs5) < liminff(w)s +

a s1+Ps2—0% a sy + sy ! 7= 810+ S !
a1—0t
8—0t
+f liminf f (“’)
.92I-I—100+ 8o g

pelo que

Bu(aty + Bta) < oy (ty) + Blw(t2)

e 0, (t) é convexa para ¢t < 0.
Para se provar,

a@w(l) = f(w) - (w’af(w)) (A)

vamos aplicar as regras de derivacéio da anélise nio suave.
Como queremos provar (A) parat=1> 0 , €SCrevemos

w

=1 (%) «
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e fazemos f(—-) =fi,t=fa.

Como f; >0,/>20,fie fo regulares ( mais premsamente existe a
derivada lateral direccional fi(z;v) , fo(z;v) , Vv e f(z;v) = fo(z;v)
,Vv ) aplicamos a Proposigdo 2.3. 13 ([5], pag.48 ). A aplicagio desta
proposicao requer que f seja localmente lipschitziana em R”, o que é
verdade por ser f convexa pela hipdtese.

A proposicao afirma que :

A(f1 - f2)(x) = fo(2)8fi(z) + f1(z)0fa(x).
Entao :

90, (t) = O(f1 - f2)(t) = f2(t)Of1(t) + f1(8)Bfa(t) =
=tof (2)+f(%)ore) =

(D)o (2)

Para calcularmos 8 f (—?) (t) consideramos :

g:R-R" | gt)=

fog:R—E" ,(fog)()=£(2).

w
t

Pelo Teorema 4.4-3(i) do capitulo III :

8(fo9)®) =0f () o Dug®

onde D,é a derivada estrita,

Dag(t) = h g(t +3T) g(t) (Dog(t)’ T)

t i
s—0t
w w
t +sT) ¢t
ag (t) ( ) =
t —4t 8
s—0+
wt — wt — wsT
'@t +sT) . —wsT —wT

= 1m —— hm =TT =
£t 8 ¢ —-*t st' (t + ST) t t t (t + 3T)
s—0t

80t a0+



107
w
=~ T =(Dyg(t), T).

A expressio d(f o g) (t) C df [g (t)] o D,g(t) significa que para qual-
quer elemento z € 9(f o g)(t)existe um elemento ¢ € 9f lg ()] tal que:

(2, T) = (€, Dog(t)(T)) , VT € R.

Entao :
20.(0) =105 (%) )+ £ (%) =

=f(t)+t t2’6f<%)
=1(7)-Gor(3)
e para t = 1 obtemos finalmente :

00, (1) = f(w) — (w,8f (w)).

LEMA 3.4 .

Seja  f:R™ — [0, +00] uma fungdo convexa e SCT e
seja w € int(dom f) , w # 0.
Existe  : R — R t.q. f(z) >6(|z]), Vz € R".

Entéo para todo o ¢ € |0, [w|[ e todo 0 p € 8f(w),tem-se que :

() |, (ew) |u
pw) - fw) > 2D —f(—) el

|| lwl) |w|-e
dem.
Seja € € 10, |w|[ , p € af(w).
Por definigao de 9f :

Of(w) ={€ €R™: f(2) > f(w) + (£, 2 — w),¥z € R}
e para p € df(w) :
f(z) 2 f(w) + (p, 2 — w).

Fazendo z = v :
|w]
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() 2 5w+ 22 -

f
(i |>Zf‘“”+(” ( 1 )
‘ ]

w

f(l |) > f(w)+ (o) - 1

Vamos transformar esta desigualdade :

f(w> 5 Epyw) — vl (p,w) + |w| f(w)

|w] |w|

; (ew> elp,w) ~ ef (w) +f (w) = = u] (p,w) +  |u] f(w)

|wl

ew _ E@w) —f )] = Sl g w) = £ jul f(w)] +f ()
>

lwl) ~ |w|

|w|

/(=) e [(py ) — f ()] [1 - '%'] Fef(w)
:

e () 2 o - - 1= 2] 4 o)
e finalmente :
() = 7o) |1- 2] < bl (28 — g,

€

|w]

Vamos dividir por 1 — > observando que :

Jwl lw|

£

O<e<|w|=> >1=1-—<0.

Entao :

(pw) ~ f(w) > |W|f<| I) f(w)

Ll
g

ol _ &~ ful

Mas, 1 - = implica que
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(pyw) - f(w) > -f(e—w>—e—j—m-f(w)

e~ Jwl 7 \|uw|

e como, pela hipdtese ,& f(z) > 6(|2]) ,Vz € R™ vem

) = ) 2 s - g (2] DL

[w] ¢

ew) _lul
) = $0) 2 0 i) - 1 (- ) e

LEMA 3.5 :

Se as aplicacdoes v : Q — R y@ ¢ Q@ — Q forem absolutamente
continuas,entio :

i) v = u o ¢ é absolutamente continua e
v(t)=u o e()p (t) q.s em Q;

ii) se ,além de (i),y for ndo decrescente e ©(0) =0,0(1) =1

entao
/ Ju|dt =/ |v'] at.
0 1]

dem
Como u é AC podemos escrever :

Vs>036>0eparaTk,Tk+Hk€Q
n n
Z lHk| <é6= Z lu(Tk + Hy) — u(Tk)] < E&.
k=1 k=1

Observe-se que (T} + Hy) — Ty, = H;.

Escrevendo ¢(tx) = Ty ,o(tr + hk) T+ Hg,vem pela continuidade
absoluta de ¢ :

V6 >0, 3y > 0 e para ty,t, + hy € 0,

D Il <y = 3 o (b + ) — p(t)] = YT+ H) Tl <6
k=1 k=1 k=1

Entao :
Ve>0,3y>0:
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k}": el <y = 3" [l (b + he)] — u [o(t)]] < &
=1 k=1

e v=uo ¢ éAC.
Se v é AC entdo v é diferencidvel q.s. em €2 . Para ver isto recorde-
mos os seguintes resultados da anélise real :

1) se uma fungdo é de variagdo limitada entdo tem derivada
q.8..
2) uma fungdo AC é de variagao limitada.
Entéo :

v'=(uop)=ulp@®)] ¢ @)= o o) ¢

para todo o t que garanta que ¢ ¢é diferencidvel em ¢ e u é difer-
encidvel em o(t).

Resta provar ( condi¢@o q.s ) que para todo o boreliano N C (2 t.q.
med(N) = 0 se tem

v'(t) = [u o ()] ¢ (t) a.5 em o I(N)
Mas sabe-se que (Apéndice A2, [27])

¢ (t) =0qs. em ¢~ (N)
em(u(N)]=0.
Entdo, v'(t) = 0q.s. emv~! [u(N)]. Como v~! [u(N)] D ¢ }(N), (i)
fica provado.

Para provar (ii) vamos enunciar e demonstrar o seguinte resultado
classico da teoria do integral de Lebesgue.

TEOREMA 3.6 :

Seja  f uma fungao integravel segundo Lebesgue em [a,b] e F(z)
o seu integral indefinido.
Além disso,
z = ¢(t) é AC em |[a, F]

®(t) = Flo(t)] e plo) = a, p(B) =b,a < p(t) < b.
Entao f [p(t)] ¢ (t) é integrdvel em [a,b] e

7 fla)dz = 7 fle®) ¢ (B)de.

dem.
a) Seja F(z) o integral indefinido de f ,F'(z) = f(z).
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A fungiio ®(t) = F [o(t)], ¢(t) =  estd definida em (o, 1]

Vamos provar que ®(t) é AC.

Seja um mimero finito de intervalos mutuamente disjuntos [a, Fx]
contidos em |[a, ].

Se | f| < M entdo dado ¢ > 0 existe 6 (e) tal que :

©(Br)
[ f@)z

(ar)

<Eg

zk: |D(Be) ~ @ (an)] = 3

k

sempre que Y (B — ax) < 6 (e).
k

De facto :

»(B)

| f@)dz = (F@IEES = Flp(8)] - Flp(os)] =

P(ar)
= ®(Be) — (o).
Como |f| < M , teremos :

@(Br)
/ f(z)dz

plor)

2

k

< M; le(Br) — @ (a)| .

E como ¢(t) é AC :

M Y 10(Bx) — @ ()| < € sempre que 3™(fy — o) < 8(c).

Portanto ®(t) = F(z) = F [p(t)] é AC em [a,0].
b) Suponha-se que f é continua.
Seja h >0et,t+h€ |a,g].
Para k # 0 tem-se :

B(t+h) - d(t)  F(z+k) - F(z)
3 = h

z = p(t)
z+k=p(t+h)
h—-0=k—-0

P(t+h) —p(t) =k
pelo que :
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F(z+k) ~F(z) _ Fz+k) = Fla) (t+h) - ()

h k h

Como ®(t) é AC e ¢(t) é AC as suas derivadas ®'(t)e ¢ (t) existem
e sdo finitas q.s. em [a, 8] .Também, F'(z) = f(z) para quase todo o
X.

Entao :
'(t) = lim F(z + k’)l - F(z) ~ liy F(z + kz: — F(z)
iy PEHR) — (1)
h—0 h

= &'(t) = F'(z)¢ (t)
?'(t) = f(2) - ¢ (2)
'(t) = fle(®)] - ¢ (2)-

Mas como f é integréavel :

b ®(B) *
[ f@iz= [ @)z =F@)e =
a w(a)

b s
= (@) = [ @ tat = [ Fletl] o @t

Voltando ao Lema 3.5 (ii) temos entéo :
ué AC
péAC , p(0)=0, p(1)=1
® nao decrescente

v(t)=ulp()]-¢'(t)
[ ®)] = v’ [ )] £ 0)

e pelo teorema 3.6.:

/|v"dt= /Iu' [tp(t)]-go'(t)‘ =/|u'|dt.

LEMA 3.7 :

Seja a sucessdo de fungdes {p} C W1*(£) convergente em W1(Q)
para ¢(t) =t de tal modo que:
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VheN:,(0)=0, en(l) = 1.

Entéo para toda a funcio u € W(Q) a sucessdo u o v converge
para v em WH(Q),

dem.

Escreva-se 0, = 7!,

Para h suficientemente grande » Un € Wh(Q) e {0} converge
para p em Wi>(Q),

Os operadores lineares contfnuos Ty : WH(Q) — wiy(q), Tn(u) =
uo W}, sdo equilimitados (Apéndice A2, [28])pelo Lema 3.5 ¢ T}, (u) = u
em W(Q) para toda a funcio u € C2 ([o,1]) .

Observe-se que ([6] ,Pég.42) :

Cr@)c...ccx)c W (Q) c CY(Q) ¢ W (Q) c c([@)

Como C?([0, 1]) é denso em Wh(Q) tem-se que Th(u) — u para
toda a funcdo u € W11(Q),

Regressamos entio ao Teorema 3.1, que vamos demonstrar.
Seja u € W (Q; R") um minimo local do funcional

F(v) = /f(v,v')dt y  veWLY(Q;RY),
)

v(0) = a, v(1) = b, [ R**R™ — [0, +00] , f(s,z) convexa e
SCI para todo o s € R™,
Defina-se uma fungio 9: QxR [0, +00]

u'(

f [u(s), -

lim inf f [U(S),

)1-p,p>0
uis)

g(s,p) ==

}t,pSO

Pelo Lema 3.3 , 9(s,p) é convexa e SCI em p : é um integrando
convexo.

Seja p(t) =t a aplicacdo identidade.
Defina-se:

B={¥ew'=Q): |v- Pl <1, ¥(0) =0, ¥(1) = 1}

Queremos provar que :

/ 9(s, ¥')ds = / fl 0w ), (u o U] dt (A)
1 Q
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para toda a funcao ¥ € B, ¥ : (2 — (.
Facamos a mudanga de varidvel

t=U(s), s=U7'(t) (¥ (f))’ =(t) =1
95, V) = f [u (s), ff;(())] .

Pelo Lema 3.5 :

(u o %Y () = o O] (17 (0 = 0¥ )0 ey =

_ (v o U1) (1) _(s)

T () q.s. em Q.

Portanto : f [(u oW 1), (u o \Il‘l)'] =f [u(s), %} :

A igualdade dos integrandos assegura (A).
Considere-se o funcional G(p) = / g(s, ¢ )ds ,com (0) = 0, (1) =
Q

Por (A) tem-se :
Gle) = [9(s,¢)ds = [ Flluoy™), (wopfldt =
(9] Q

= / f [u(®), ¥ (®)] dt.
Q

Vimos pelo Lema 3.7 que se tivermos uma sucessao {5} C W1>(Q)
tal que p — @(t) =t em W, com ,(0) =0, ¢n(1) = 1 para todo
o h €N, entdo para u € WH(Q) , uo ;! — uem WH(Q) .

¢ € Wb* é um minimo local do funcional G(p) visto que u €

WL1(Q) é, por hipétese, um minimo local do funcional / f(v,v')dt.

Q
Como G é um funcional convexo, a fungdo ¢ satisfaz a condiggo (i)
da hipé6tese do Teorema 2.1 ,nomeadamente :

[ 1)< f £t +)dt, Vo € WE(Q,R").
Q Q

Por outro lado, a condigdo (ii) da hipitese do mesmo teorema,

u' (t) € int(dom f(¢,")), g.s em
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é uma consequéncia imediata da hipdtese do teorema que estamos
a provar, nomeadamente,

u'(t) € int (dom flu®),]]) , ¢.s em Q.
Entéao pelo Teorema 2.1 existe uma constante —c € R t.q

—c € 9g(s,1) , g.s em Q.
Considere-se agora a seguinte multifuncio:
mnz{gewugeaf@mﬂamAfpmxdmy—@uvnz—q

Pelo Lema 3.3 , I'(t) é ndo vazia para quase todo o ¢ € ().

Pelo teorema da selecgdo mensurdvel poderemos completar a prova
do teorema 3.1 se I'(t) for mensurdvel. Para verificar a mensurabilidade
de I'(t) escreva-se :

) =06 nof [ui),u' ()]  (B)
6%w={eewabmxduﬂ+c=@nﬂﬂ».

©(t) é mensurivel porque f éde Borel e

{t,8):ce0(t)} e L xB,.

Indique-se por f*(t,.) a fungéo conjugada de f(u,-),
f1(&) = sup{(¢,) - f(u,u)}.

A fungdo conjugada é convexa e SCJ (8] , pég.17).

Vamos ainda utilizar o seguinte resultado:

se F': V — Rentdou* € 9F (u) o Fu)+F*(u*) = (u,u*) ,([8],p4g.21),e
também o Teorema 2.9 do capitulo III..

Temos entdo que f* é um integrando convexo e,

afhmna0L=kekwfbm»dw}+ra@r=@uﬁ»}

Entdo 8f [u(t), u'(t)] é mensuravel e por (B) conclui-se que I'(t) é
mensuravel.

Entdo, pelo teorema da seleccio mensurdvel de AUMANN ([9} ,
pég. 166), existe uma fungdo mensurivel p tal que :

p(t) € Of [u(t),u'(t)J , t€N q.s.
£ [, 4’ 0] - 60), v/ (0) = —c
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ou finalmente, ¢ = (p(t), ' (t)) — f [u(t)f, ' (¢)] .

Passamos agora & demonstracdo do teorema 3.2.

dem.
Seja u € WH(; R™) um minimo local em W!?! do funcional

F(v) =/f(v,'v')d.t.
Q

Sejam c,p(t) uma constante e uma fungdo mensurdvel cuja ex-
isténcia é assegurada pelo Teorema 3.1.
Fazendo
r=|ull, =inf{y:|u@)] <v, t€Q,q.5}

podemos escrever pelo Lema 3.4 com

a,G]O,lu’l[ , t€lq.s

c=@mv—fwmuz§§gﬁn—f(uamj d

- ar

T — e, Tl

ad (o) e

= BRI S VA 1
T PR ]

com |’ (t)] > o, e pela condigfio (i) da hipétese conclui-se que u’ é
essencialmente limitada. Pelo mesmo argumento da demonstragao do
Teorema 2.2 conclui-se que u é lipschitziana em [0, 1].
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V. APLICA(}AO A INTEGRAIS SIMPLES
NAO CONVEXOS

1. INTRODUGAO. FORMULAGAO DO PROBLEMA

No capitulo III considerémos o problema

®) it [{glo,u(@) + flep @)} do

PELy 0
u=Tp

sendo g uma funcio de Carathéodory e f um integrando normal,
portanto nao necessariamente convexo, em ) x R™ y P R™ gy
Q>R , QcCR"

Com algumas condiges adicionais sobre ge f, o Teorema 8.2.mostrou
que associando a (P’) o problema relaxado

PR) gt [{glo,u(@)] + 1™ [2,p ()]} de

PELZ O
u=Tp

se tem o resultado inf(P')= min(PR).
Os problemas de minimizagao de integrais do tipo

b
F(z) = / {alt.a@)+nt,2" )]} at
z:[a,b) >R, zae Whl(a,b) = AC ([a,b)]), [a, b C R,

tém recebido grande atencéo da parte dos investigadores, pois sdo
problemas que ocorrem frequentemente nas aplicagdes em Engenharia
e Fisica. O problema pode exigir ainda que seja z : [a,b] — R™.

Se h(t, -) for convexa, assegurando a SCI de F, e se estiver garan-

h(t
tida a coercividade de # , lim LQ = +00 , que por sua vez
lel=too ]

garante a compacidade de uma sucessio minimizante, entdo é aplicdvel
o método directo desenvolvido por TONELLI.

Quando A [t,a:'(t)] nao é convexa, é ainda possivel estudar cada
caso atendendo & natureza de g [t,-]. Isto foi feito por OLECH (1970)
para g linear, por AUBERT e TAHRAOUI (1979) para g estritamente
monétona, por MARCELLINI (1980) para g monétona, por CELLINA

e MARICONDA (1994) para g pertencente a um subconjunto denso de
Ce.
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Neste capitulo vamos examinar o caso em que g (t, -) é concava, caso
originalmente estudado por CELLINA e COLOMBO em 1990,(3].

Portanto iremos investigar a existéncia de minimo para funcionais
integrais do tipo

T

I(z) = / {glt,z(®)] +h [t (0]} at

0

sendo g, h fungoes de Carathéodory e g [t, ] concava para quase todo
ot.

Procurar-se-4 o minimo de I(z) no espago das fungdes

r € W ([0,T],R") ,p > 1, mais precisamente :

z:[0,T] - R*
z0)=a, z(T)="b
z'(t) € ®(t) q.s. em [0,7].

A multifungdo @ : [0,T] — 2*" & mensurével com valores ( que sdo
conjuntos ) ndo vazios, fechados ( ndo necessariamente limitados, nem
COnvexos ).

O objectivo é mostrar que, para a existéncia do minimo, a hipétese
de Tonelli de convexidade de h em relagdo a = ,isto é, h (t,-) convexa,
pode ser substituida pela condigdo de concavidade de g (t, -) mantendo-
se todos os outros requisitos ( por ex., as condigdes de crescimento).

Em particular, ndo se impoe qualquer regularidade a g ,h ,h**.

O subconjunto de WP no qual o minimo é procurado néo é fra-
camente fechado devido & auséncia de convexidade dos valores de ®.

Recorde-se que se C for um subconjunto convexo de um espago de
Banach, os fechos forte e fraco de C coincidem.

2. RESULTADO PRELIMINAR

LEMA 2.1:
Seja f : [0,T] x R® — R que satisfaz :
i) ft,z) < K|zP+bt) , k>0, bell
i) ¢t f(t,x) mensuravel para todo o z;
iii) z +— f(t,z) convexa e continua para quase todo o t.
Entdo para qualquer aplica¢do continua z : [0,T] — R" , a mul-
tifungdo ¢ + 9, f [t, z(t)] admite uma selecgdo 6(-) € L .
dem.

a) Afirmamos que a aplicagéo ¢ — O, f [t, z(t)] é mensurdvel.
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Para demonstrar esta afirmagéo fixamos /3 > 0.
Atenda-se a :

f(t,2) < K|z’ +b(t), zeR",
BB={zeR :|z|< B}, B3>0,
§={x€R":|mI$1}.

Recorde-se o Teorema 3.5.-2 do capitulo II :

se f for convexa e majorada na vizinhanga de um ponto do seu
dominjo, entdo f é localmente lipschitziana em z, para todo o z do
dominio. .

Esta condigao é essencial para a definicdo do gradiente generalizado
a partir da derivada de Clarke.

A demonstragdo do Teorema 3.5-2 foi feita em quatro passos, que
recordamos :

1)- admite-se que f < M em &B;

2)- deduz-se que f é limitada numa vizinhanga de z;
3)- admite-se |f| < N em z + 26B;

4)- deduz-se que

2N
f(x2) — f(z1) < 5 lze — 24| , V21,20 € z + 6B.

No nosso caso, como f(t,-) é convexa e majorada escreveremos,
para utilizarmos o Teorema 3.5-2 referido :

|f(¢, )] < N = K(28)? + b(t) em [0,T) x 26B.
Entéo: ) |
$(6.2)~F(t,20) < 2K @OF + b0 2 — o)) < 5 UK @97+ b00)
com 1,2, € §B para quase todo o ¢ € [0, T] .

O gradiente generalizado de uma fungdo f : X — R, localmente
lipschitziana, é caracterizado por :

Of(z) ={€" € X*: f(y) - f(z) > (¢",y — z),Vy € X}.

Entéo ,

(6,22 — 7) < f(t,22) — f(t, 1) < % [K (28) +b(t)]
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para todo o z;,z; € 3B e quase todo o t € [0,T] .
Utilizando a defini¢do de norma de uma multifuncgéo F :

IF(2)| = mdz {|y| : y € F(z)}

obtemos,

102 £ (¢, 2)|| = mdz {|¢*] : £* € O:f(t, )}

e portanto, para quase todo o t € [0,T] e todo o z € 3B teremos

10:7(t, )| < % K (26) +b(t)].

Fixemos agora € > 0. Pelo Teorema 2.7 ( Scorza-Dragoni )do
capitulo III existe um conjunto E, C [0, T fechado, tal que :

m ([0, T]\E;) <e
f l E.xpB € continua

blg, é continua.

Para se ver que a restrigéo de b(-) é continua observe-se que b(t) € L!
, portanto é mensurdvel e ||b]j,, < oo . Aplicando entdo o Teorema
1.12 (LUSIN) do capitulo III vé-se que para ¢ > 0 existe um compacto
E. C [0,7T) tal que m([0,T|\E.) < € e b|g, é continua.

Recorde-se que uma multifungdo F' é SCS se o seu gréfico for
fechado e os seus valores pertencerem a um compacto. Vamos entéo
provar que a aplicagao

(t,z) — O:f(t,x)

tem gréfico fechado em E,. x 8B .
Observe-se ainda que :

graf 8f(t,2) = {((t,),€") : (t,2) € E. x #B,€" € 9f(t,)}
Considere-se uma sucessdo (tn,z,) em E, X GB,(t,,z,) — (t,z) e
seja vy, € Oz f((tn, Zn), vn — v.

Entao,

f(tn,z0) — f(tn,y) 2 (Un,Zn —y), Yy €R"

e pela continuidade da restrigdo de f vem
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ft2) = f(t,y) 2 v,z —y) = v € B, f(¢t, 2).

Portanto o gréfico de (¢,z) — 8, f (t,z) é fechado em E, x 3B.
Atendendo & expressao anterior

16.£(t, 2)|| < % K (28)F +b(t)] ¥z € 6B, q.s. em E,

e a limitacdo de b(t) em E. , vé-se que existe um compacto que
contém os valores de 9, f(t, z)e portanto a multifuncgdo

(t,z) — 8:f(t,x) 6 SCS em E, x 3B.
Fazendo |z ()| < 3 para t € I tem-se que a aplicagdo
t+— 9.f[t,z(t)] é SCS em E..

Aplicando uma forma do Teorema de LUSIN adequada a multi-
fungdes ([2], pg. 311),deduz-se finalmente que a aplicagao

t — O, f [t, z(t)] é mensurével.

b) Recorde-se o enunciado do Teorema de KURATOWSKI-RYLL-

NARDZEWASKI ([4], pag. 283) :

Seja Y um espaco métrico completo separdvel e z +— F(z) C Y
uma multifun¢do cujos valores sio subconjuntos fechados de Y.

Entdo existe uma selec¢io mensuravel f: X =Y, f(z) € F(z),

Vz € X. , ,

Ora vimos que t — 8, f (¢, (t)) é mensurével e que

(t,z) ¥ Of (t,z(t)) tem grafico fechado pelo que os seus valores
sdo subconjuntos fechados.

Entdo existe uma selec¢io mensuravel 6(t) € 0.1 (t,z(t)) a qual,
atendendo & definicdo de norma de uma multifungéo

182 (¢, 2)|| = max {|¢*] : & € B, £(¢,z)}

cumpre a relagao

5(t) < 8.2, )]| < % K (28)7 + b(e)|
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para quase todo o t € [0,7T] e todo o = € 3B.
Portanto § € L .

3. RESULTADO PRINCIPAL

Estamos em condigoes de formular o Teorema que constitui o resul-
tado principal deste capitulo.

TEOREMA 3.1 :

Consideramos as seguintes hipéteses :
T

1)- I(z) = /{g [tz @) +h [t,x' (t)] } dt,
0
re Wt ([0,T],R*),p>1, [0,T] CR,
z(0)=a, z(T) =1,
z'(t) € ®(t) ¢.s. em [0, 7).
A multifungdo @ : [0,7] — 2R" ¢ mensurdvel, com
valores fechados, ndo vazios e
Jv e L7 ([0,T],R™) t.q. v(t) € B(t) ¢.s. e
T
/v(t)dt —b-a
0
2) A aplicagdo g : [0,7] x R® = R ¢ tal que:
g:1) tr— g(t,z) ¢é mensurdvel para cada x;
g2) z+— g(t,z) ¢ continua para quase todo o t;
g3) z+— g(t,z) é concava para quase todo o t.

g4) Existe uma constante 74, e uma funcdo v, € L!
tais que

g(t,z) > =1 |zff — 72(2).

3) A aplicagdo h: [0,T] x R®* > R ¢ tal que:
hy) t+—— h(t,z') & mensurdvel para cada z';
hg) z' +— h(t,z') ¢ continua para quase todo o t.
h3) Se p=1 existe uma fun¢do convexa, mondétona,

SCI, V¥ :R* — R euma funcio &(-) € L tais que :
h(t,2") 2 ¥ (|2']) &)
e lim ()

r—+400 T

= 400
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Se p > 1 existe uma constante &2 > 0 e uma fungdo &(-) € L! tais
que

hit,e) 2 & 2] - &),

e h é estritamente inferior & melhor constante de Sobolev

€2
( Apéndice A2,[29))em W, ([0,T]).
Com estas hipéteses o problema,

T

(M) min/ {g it,z (t)] + A [t, x'(t)} } dt

admite pelo menos uma solugéo.

dem.
Em primeiro lugar demonstra-se que o problema relaxado tem uma
solugdo & .A partir de # constréi-se uma solugdo do problema original.

a) Seja

N . +OO ) 213' ¢ (I)(f)
ho(t,z) = { hit,e') , ©' € d(t) -

O problema (M) é equivalente a minimizar o funcional I com A
substituida por he , com z € WP e z(0) = q , z(T) = b.
Considere-se o problema relaxado :

(MR) min / alteOldt+ [hg [t ()] dt,

z €W &(T)=b,z(0) =a.

Como sabemos hy'(t,z’) é a maior fungdo convexa em z’ ,ndo maior
que h(t,z') isto é, h(t,z') > hy(t,z').

Pelo Lema 8.8 e pelo Teorema 8.9 do capitulo III e atendendo &
convexidade das fungdes que figuram na hipétese (hy),conclui-se que
hg'(t,z’) satisfaz (hy).

Entéo pelo Teorema 8.2 do capitulo III sabe-se que (MR) tem uma
solugao 7 , e

hy [t, #(t)] < +o0, g.s..

Pelo Lema 8.8 do capitulo III podemos entgo escrever, atendendo
a que hg' [t, #'(t)] respeita (h,) :
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n+1 n+1

hy(t,3) = min{z Aiho(8,&) 1 & =) Mé&i, A >0,
1=1 i=1

n+1
’Z)‘i=19£i€Rn}-
=1

Mas,
ept h;’*(t, ) = coepi h‘l’(t’ )
isto é (-, hg(t,-)) € coepi ho(t,-)

e pela definigdo de hg resulta que

#(t) € co ®(t) , q.s..

Pela hipdtese do Teorema & é mensurdvel ,0 que permite utilizar o
Teorema 8.9 do capitulo III. Este teorema afirma que existem fungdes
mensurdveis p; : [ — [0,1] ev; : J > R" ,comi=1,2,...,n+1 e
tais que :

n+1

Sa) =1, #6) = 3. plt)u(t)
(A)

n+l

B 1L E @) = 3 pilt) - he [t 0(0)].

Observe-se que qualquer v;(t) pode pertencer ao complementar de
®(t) , v;(t) definida num conjunto E de medida positiva, apenas se
p; =0 em E . Neste caso pode modificar-se v; em E por uma seleccio
integravel arbitréria de ¢ sem afectar (A).

Portanto, podemos supor que v;(t) € ®(t) q.s. de modo que,

he [t’ Ui (t)] =h [t’ Y; (t)] y .8.
e podemos entao escrever :

n+1

hy 8,2 (t)] = ; pi(t)hit, vi (2)]. (B)

b) Vamos ver a integrabilidade de uma funcdo que serd usada no
resto da demonstragao.

Pelo Teorema 1.12 (LUSIN) do capitulo III podemos afirmar que
existe uma sucesséo (K;) de subconjuntos compactos disjuntos de I e
um conjunto de medida nula N , tais que
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I=Nu (LJ K j) € a restrigdo a cada K; de cada uma das aplicagoes
j
t — ht,v;(t)] é continua.
Faga-se S,,, = U K; = K, U...UK,,.
j<m

Vamos provar o seguinte Lema :

LEMA 3.2

Seja (E;)l » t=1,...,n 41 uma particdo mensurdvel de K; com
a propriedade, para cada j,

/ [El pi(t)ht, 'Ui(t)]] dt = / [?g XE;._(t)-h[t,vi(t)]} dt.
K; 2

Entdo :i) a aplicacdo

00 n4-1
t’_—’z Z Xih’[t7vi(t)]1
i=1 i=1"E;

pertence a L!

ii) Para p > 1 a fungéo > Xg: vi(t) , pertence a L2,
1.5

dem.

+1
i) A aplicacdo ¢ l—-»n}: pi(t)h [t,vi(t)] 6 integravel ,pois por(B)
=
igual & aplicagdo '
t —s hy [t,:?:'(t)] .

Por outro lado, a sucessio de funcées

nlt) = 3 [ x, 0)- hlt o) + 60)], & € 1

j<m

€ mondtona nio decrescente.
De facto :

m=1, s(t) =2 X (OR[E vi(t)] + &(2)

m=2 y Sg(t) =£Z XE{ (t)h [t, 'U,'(t)] + E3(t)+
+ 2, (DRl 0(6)] + &)

m=3, s(t) =3 X (DRt 0:(0)] + & (t) +
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+ 21: Xs; ()h [tvi(t)] + &()+ 21: ng (Bh[t, vi(t)] + &(2).
A sucessao serd nao decrescente se
htvi(t)] + &(t) >0

Mas para p > 1 ,atendendo & hipétese (h3) do Teorema 3.1 e porque
v;(t) € ® ,podemos escrever :

htvi(t)] + & > & |u(t)f >0, & > 0.

Entao ,

/ sm(t)dt = Z / [ DRt v,(t)]+§a(t]

e pela propriedade enunciada na hipétese do Lema teremos :

o OR ()] +6a(8)| dt =

x5
= / [Z pi(t)ht, 111(t)]+€3(t)] dt =
jsm g,

; / t:t: (t) +€3(t)] dt =

e () B3 [t,8 (8)] +&a(t)] dt <

< [h [ i (t)] +§3(t)] dt < +o0.

Entao :
T T
5 300 B0+ 60)] e = [ i smerie =
0 r r 0
= lim [ spm(t)dt = / [h:,,* [t, & (t)] +§a(t)] dt.
0 0

Fica provado (i).
ii) Seja p > 1 . Entdo
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P
2, O] =2 x, 0 o
’Ui(t) S ‘b(t) .
Mas h(t,z') > &, lx',p — &5(¢) por (hs)

e h[tui(t)] > & [ui(t)|P — &(t) , & = CONST. > 0.

Entdo [u(2)[ < €l2 [ [t 0s()] + &(2)]

= ‘:L,; XE;: (t)vi(2) =z§ XE;. (@) Ju: (8)P <

< & DX 0 o) + (o)
=>Z X pi (t)vi(t) eLr | p> 1

Seja p = 1.
Por (hg), hftv(t) > ¥ (jul) - &(1), & () € L,

v
lim M=+oo com |rl=r pois
e ]

VU ¢ definida por ¥ : R* — R.
Entéo dado M > 0 existe L > 0 tais que
o > L= @ (Jogf) > M - o]
Por (h3) para p = 1 vira
hi(t o) + &) > @ ([wi]) > M [vy]

= [l < 37 [h () + &)

=% x @)

s % 5; Xps (A (tv:) + &i(2)]
=Y X (t)ui(t) € L,
%] j

Portanto

LxyBul)elr, p>1.
1, ]
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c) Defina-se 8%¢(t, z) : = — 0, [—g (t, )] e considere-se a aplicagio
t— 0% t,Z(t)].
O Lema 2.1 permite afirmar que existe uma selecgdo integrdvel
§(:) € L! de &%g [t, Z(t)].
Consideremos agora a medida vectorial v; e as medidas escalares
i, B; definidas parai=1,...,n+1 por:

w(E) : = / vi(t)dt , v; : [0,T) — R™,
E

n(E) : = / ht,vi(t)]dt ,h: [0,T] x R* — R,

B(E): = / (i(t), B(T) — B(t))dt,

E

t
com B(t) = / 8(s)ds , sendo 6 (-) € L! uma seleccio integravel de
0
&g [t, £(t)].

Cada uma destas medidas é uma medida nio atémica definida em
[0,T] e, portanto, em cada K, (Apéndice A2,[30]).

Utilizando uma extenséo do Teorema de LIAPUNOV(Apéndice A2, [31})

podemos afirmar que existe uma particdo mensuravel de cada Kj,
(Ej) ,i=1,...,n+1, tal que:

w(K;) = v; (E},...,E}‘“)=/v1(t)dt+...+ / Vns1(£)dt.

1 antl
Ej E;‘

Mas pela definigao de medida,

u(E) = / vi(t)dt
E

resulta :

— 1 n+1
/‘Ul(t)dt +...+ / ’Un+1(t)dt =0 (EJ) + ...+ VUnyi (EJ ) .
E} B+

Por outro lado :

/XE; (t)du(t) = /dvl (t) =1 (E'Jl)
Ki E!

/ Xpz (B)dua(t) = / din(t) = o (E2)
K; EJ2
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Também :

[Pt + ..+ [ privni(t)at = [ pudu(t)+
K; K;

K;
n+1
+ [ Prravns®) = 3 [ pi(t)an(e).
K; i=1 K;

Pela mesma extensio do teorema de Liapunov tem-se,

Z / Xg; (t)dvs(t) = Z / pi(t)dv;(t).  (C).
i k;

1 Kj
Analogamente :
> / Xy (t)dmi(t) = 3 / pi(t)dni(t), (D)
'K i K,

> [xn®40 =Y [nodse. @

1 Kj

d) Afirmamos que a fungéo z : I — R™ tal que ,

2(t) = ff

X (0 (8) , 2(0) = 50

n

+

i

H

é uma solugdo do problema (M).

Observe-se em primeiro lugar que quase todo o t € [0,T] pertence
a exactamente um e um s6 dos conjuntos E}, de modo que para quase
todo o ¢,z'(t) é igual a uma das fungdes v;(t) e portanto z'(t) € ®(¢).

Além disso temos que :

hlte’ ()] = b [t, 3 Xes <t>vi(t>} = 5 xes (O [t u(@)].

Entdo pelo Lema 3.2 conclui-se que h [t, z (t)} € L! sempre que se
verifique a propriedade da hipétese daquele Lema, nomeadamente :
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/ [sz h [t vi(t) ] [[ [Z X () [t (¢ )]} .

Mas a propriedade verifica-se ,bastando recordar a expressio (D),

>, / X (D)dmi(t) =3 / pi(t)dni(t)

Ky * Ky
e atender a defini¢do da medida 7; :
n(E) = / ht, vi(t)) dt
E
dn,(t) =h [t,v,-(t)] dt y te F.

Ainda pelo Lema 3.2 (ii) , z' (-) € L? , pelo que z € W'».
Temos ainda que ;

T
[ ()t = 2(T) - (0) = 2(T) - #(0) =

T
= / > X (EYui(t)at
t,]

7)=#0)+ L [ )it

.7}(J

_ e por (C) vem finalmente, atendendo a dy;(t) = v;(t)dt

> / > Xgs (Oult)dt =3 / > pilt)ui(t)dt = / }: pi(t)vi(t)dt.

JKji JKjl

Portanto,
T
2(T) = #(0) + [ ¥ p(t)ui(t)at

Vimos antes a expressdo Y _p;(t)vi(t) = & (t) , atendendo & qual
i
podemos escrever :
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T

=(T) ~ £(0) = / & (t)dt = ¥(T) — £(0)

= o(T) = (T).

Faremos sob a forma de Lema mais duas afirmacges.

LEMA 3.3

Com as hipéteses e resultados anteriores tem-se que :

T T
i) / By [6,E ()] dt = / h [tz ()] dt

T T
it) [ glt,#(t)]dt = [9tt,z(e)dt.

dem.
i) Da definigdo de #; , 7;(E) = / ht,vi(t)] dt ,

do resultado estabelecido antenormente em (i) do Lema 3.2,

T T
/ [Z X3 (8) - bt ui() +§3(t)J dt = / [3 [t ()] + &(t)] dt
e de (D),

/th d’h(t) = Z/Pz(t)dm(f)

2 Kj
vem por substituigdo que
T
/ Ry [6.7 (1) dt = Y / S pi(t)h [t vi(t)] dt.
0 ik
Entéo ,

T
/h:;,* ”'(t dt = Z/Zp,(t Vi [t,vi(t)]) dt =

JKjt

—ZZ/XE-h[t ui(t)] dt = Z/ [thE.v,(t)}

]Kj
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T
=/h[t,x’ (t)] dt

A dltima igualdade foi estabelecida por recurso & expressdo anterior,
hlta'(t)] = h [t, Y XE;vi(t)] .
4,J

ii) Recorde-se a defini¢ao de 6 (-) em (c) e ainda,
Fg(t,x) = —0 [-g (t, )],
t— 8% (L, Z(t)),
existindo 6 (-) € 8%¢ (¢, Z(t)),

e ainda B(t) = / 8(s)ds.
0

Pela caracterizagdo do subdiferencial da andlise convexa ([8], pdg.21 ) :
" u* € OF (u) sse F(u) é finita e
(v—u,u*)+F(u) < Fv),Yve V,u* e V*F:V - R”

e atendendo a que sendo g concava,entdo (—g)é convexa e podemos
escrever,

9(t,y) < g [t E(H)] + (6(t),y — £(2))

para todo o t € [0,T] e todo o y € R™.

Afirma-se que :

T
[eot),2(t) - &(t))at =

t
Recordando que B(t / 8(s)ds e denotando por u; & componente

0
de ordem ! de um vector v € R" , este integral pode ser escrito do
seguinte modo :

n T
/ 3 6(t) [zlt) — E(t)] dt = / 8(t) [mi(t) — 5i(t)) dt.
0

o =1
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[4
Mas z,(t) — 3(t) = / [:v;(s) - i‘;(s)] ds se recordarmos que se tem

0 _
z(0) = &(0) , relacéio definida no inicio de (d).
Entéo ;

Z/&,(t) [z:(t) — Z,(t)]) dt = /6¢(t) {/x,(s) —x,(s)dsJ

R

o~

T
[@@—a@ﬂ/mmu@=
=2

[=i(9) = &i()] - (B (T) - Bu(s))ds =

(z'(s) = & (s), B(T) - B(s))ds =

T
=/%X@ﬂﬂ®—2m@wwwmﬂ—B®M“=

=3 [ 5 [x(0) = 1465)] wsCe), BT) - Bs)yas

]Kj'

Mas por (E),

Z/n@mm-Z/Mwmt

1 Kj

e por,
dBi(t) = (w(t), B(T) - B(t)) ,t € K;

obtemos a igualdade ,

Z/h@W@%Mﬂ B(s))ds =

t Kj

= Z/pi(S)(vi(S), B(T) — B(s))ds
ik

€ portanto,
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Voltando & expressao,
g9(t,y) < glt, Z()] + (6(2),y — (1))

fazendo y = z(t) e integrando resulta entéo :

T T
[otowldt < [gits@ldt ()

T

visto que / (8(2), z(t) — #(t))dt = 0.

Porque # é solugdo do problema (MR) e porque h%*(t,z’) é a maior
fungdo convexa néo superior a h(t,z ) é licito escrever :

T T T T
/ gt &(t)] dt + / kg [t,& (1) dt < / glt, z(t)) dt + / h[t,2'(t)] dt.
0 0 0 0

Aplicando (i) do Lema 3.3 que estamos a provar, resulta:

T T
[otzwldt < [gla@ld.  (©)
0 0

(F) e (G) implicam a igualdade,

T T
[altz®ldt = [ gt,a0)]dt

e fica provado (ii) do Lema 3.3 .
Pelo Lema 3.3.acabado de provar resulta imediatamente que z é
solugéo do problema (M) e o Teorema 3.1 fica provado.
a
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APENDICE A.1

Neste apéndice demonstra-se o Teorema 3.3 do capitulo II1, cujo
enunciado foi feito na péagina 61.

TEOREMA 3.3 :

Seja f: R x R® — R uma fungao tal que :
a) VseR,VpeR" : f(s,p) > 0;
b) VpeR", f(-,p) é mensurdvel em R;
c) VseR, f(s,-)éconvexa em R";
d) VseR, f(s,0)¢SCI.
e) as€ Lj,(R),

1 [f(S,O) _f(sap)]+
o) e SRS

Entéo para todo o u € Wl! () afungioz — f [u(z), Du(z)]
é mensuravel e o funcional F(u) = / f(u, Du)dzx é SCI em

Q
W () relativamente & topologia induzida por L () .

OBS.

1) Observe-se em primeiro lugar que estamos a consid-
erar u € W51 () tal que :

u::R">Q SR
27=(351,...,x;.)€R"
Ou Ou n
Du = (a'—xl-,,a—xn-> € R™.

2) Tem-se ainda que u € W’,f,cl(ﬂ) seu € LL.(Q) e Du €
L,’oc(g) - Diz-se que w € L} (Q) se u € L*(Y') para todo o Q' ) tal
que ¥ C Qe Y ¢ compacto.

Para p € 1, +00] tem-se que L? Q)L ().

3) Este teorema difere de outros relativos & semicontinuidade
principalmente porque ndo supomos que a funcgéo f (-, p) é continua ou
SCI ,excepto para p = 0 (hipétese (d)). Apenas se supde que f (-, p) é
mensurgvel.
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4) A hipdtese (e) ndo pode ser eliminada, como se vé pelo
seguinte exemplo :

ssan=1 Q=]0,1]e

f(s,p)={ [HIET 370
1 , §=0.

Para todo o ¢ > 0 faga-se u.(z) = ¢ — ex.

Ent8o {u.} converge para zero quando € — 0.
Mas :

F0= [rouomsien [[14 25 are [0 2]

Porém;

[ —£ ]+ [s—ez—-e + —ex 1t
2] ] 2]
£ —€X Y € — €T

- [=ctem) -l

Observe-se ainda que

O<z<l,
-140<-14z<—-1+1,
-1<-142z<0,

I
= [:c — 1] =0 e portanto F'(uc) =0.

1

F(0) =]f(0,p)dm= /1-d:z:= 1.
0

0

Se F(u) fosse SCI ter-se-ia F(0) Sﬁpigf F(u.) , o que ndo
acontece. )

Observe-se que f satisfaz todas as hipéteses do teorema excepto (e).
Retome-se, para ver isto :

f(s,p)={ [“'IET 870
1 , 8=0.
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aF
[1 - (1 + —) J
+ . 5
a,(s) =limsup [f (370) f(sap)] — J llliljélp Ipl , S # 0
lim sup =0,s=0 ,
\ p—0 Ip|
Também,
340, 1+ >0= [1-1——] [ f]
s#0,1+72 <0=>[1—0]+ 1.
Entéo o primeiro ramo desdobra-se :
+ p1t .
P\* ["] 8 g _P
DT g el me gt e 2
lim sup - L = p—0 _bp
0 Ipl , se 5 <0
hmsu = +00
\ *1rl
Tem-se ainda :
_2 ) )
limsup —% = limsu = limsu (:!:~) =+-,
p—'Op |P| p( slp l) p—.op s s
Finalmente,
+1 50 P50
s’ T s
as(s) =
+00, s #0, —g <0
0, =0
Para satisfazer a hipétese (e) teria de ser o 7(s) € LL (R) , o que

significa que para todo o compacto I R deve ser llar(s)ll 1 < +oo,
seN.

O segundo ramo de o ndo permite que (e) se verifique. Além disso,
para o primeiro ramo term-se :

] oy (s)| ds = / 5

0

ds = [log |s|]g = +o0.
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Antes de podermos efectuar a demonstragiao do Teorema 3.3 ,vamos
precisar de onze lemas auxiliares.

LEMA 1 :

Seja uma fungdo u € W' (Q) e seja E um boreliano de R t.q.
m(E)=0.

Entdo Du=0 q.s. em u~!(E).

dem. Vamos demonstrar o Lema para:
n=1,
w:(a,b =R, ueWil(ab),
F=u"(E)Cla,b],
Du =1,

1) Vamos supor inicialmente u € C* ([a, b]) .

Recorde-se que C1(Q) c W' (Q) c C(Q?) ,n= 1.
Escreva-se

Ap = {x €la,b[:u'(z) = 0} ,
A=]a,b[ \Ao .
Como A é aberto, pode ser decomposto numa sucesséo de intervalos
abertos mutuamente disjuntos |a;, b;[. Em cada um destes intervalos

' tem sinal constante.
Ent&o u é um difeomorfismo em ]a;, b;| ,(Apéndice A2, [32]).

Sendo » um difeomorfismo em |a;, b;| podemos escrever pela férmula
de mudanga de variavel e pela hipétese, em cada ]a;, b;| :

bj
/XF(“”) |/ (z)| dz = m (u[ Jaj,b;[ N F]) =0

para j = 1,2,...
Entao :

/lu’ldm=§7x,,~(m) Iu'ldm-i— / lu’ldz=0

F J=1 ay AoNF
e portanto u'(z) = 0 q.8. em F' , para

u € C!([a, b)) .
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2) Afirmamos que para todo o & > 0 existe uma funcio v, €
C* ([a,b]) e existe um compacto K. C [a, b] tais que m ([a, b \K.) <e¢
e v(z) = u(z) , v.(z) = u'(z) , para todo o z € K. .
Fixemos £ > 0.
Aplicando o Teorema de LUSIN a u'(a:) podemos determinar um
compacto Ko C [a,b] t.q. u é diferencigvel em Ko e v’ |k, é continua e
€
m([a,b] \Ko) < 5 .

Paraz,y € Ky , = # Y , definimos :

R(z,y) = ]W -i(@)] 20

Definimos ainda para qualquer z € K, e qualquer 7 =1,2...:
1
pi(z) =sup{R(x,y) Y€Ky, O<|z—y| < 3} -

Quando j — +o00 resulta pi(z) = 0, Vz € K,. Entio pelo Teorema
de EGOROV (Apéndice A2, [33]) existird um compacto K. C Ky com

m (K, \ Ko) < g tal que p;(-) — 0 uniformemente em K, .

Como ' é continua em K, ( por ser continua em Kj ) podemos
concluir que existe uma fungéo crescente w (0, +00) — (0, +00) com
lim w(t) =0, tal que :
t—o+

v,y € Ke i R(z, ) + [u'(y) - o(2)] < w(ly - o) (A)

Para construirmos a funciio v, observamos que Ja,b[ \K, é um
aberto,

Ja,b[ \ K. = Ja,b[ N KC
e pode ser decomposto numa sucessao de intervalos disjuntos Ja;, b;[.

Para qualquer j = 1, 2,3,... definimos U; por un polindmio do terceiro
grau tal que

uj(a;) = u(ay) u;(b;) = u(b;)
uj(a;) = ¥(a;) uj(b;) = o/ (b;).

Escrevendo o polinémio em poténcias de (z — a;) ter-se 4 :

u; (a;)
1!

o (a. u" (a:

(z-q;)" =

u3(e) = u; (a5)+ . il
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uj (a;) uj’ (a5)

u(e;) + o' (a5) (¢ — a5) + 5= (& - a;)’ + - a;)’

e 6R(a;by) + 2 [ (a) — (b))
u’(a;) = b —a;
u”(aj) — 6 [u’ (bJ) - (aj)] ‘212R (aj'bj)
(bj ~ a;)
resulta :
ui() = u(ay) + ' (a) (= — a;) +
— a. 2
+BR )+ ) - v ()] S
— a. 3
Pl () — o (a) — 2R (a5, by)] - S %)
(b5 — aj)
Entao

max |u}(z) — uj(y)] < c[R(as,b) + | (b5) — (a;)|]

a; <z, y<b;
e utilizando a relacdo (A) obtemos :

max
aj <z,y< bj

u(@) — ¥ (y)| < c w(jb; - as)). (B)

Definimos agora para qualquer z € [a,}] :

u(z), z € K,
ve(z) = . 4
u;(z), z € [a;,b;] , para algum j.

Entao :

v (z), z € K,
ve(z) = {

uj(z), z € [a;,b;] , para algum j

e portanto v,(z) existe para qualquer z € [a,b] , v.(z) é continua
em [a,b] e v.(z) = ¥'(z) em K, .

3) Pelo passo (2) deduzimos que para qualquer j = 1,2, .. .existe
a fungio v; € C'([a,b]) e um compacto K; C [a,b] t.q. v;(z) =
u(z) , vj(z) = v(z) em K; e
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1
m([a!b]\Kj) <3 .

Entéo pelo passo (1) :

/lu’ldx: / 'v;,da:=0
K;nF

anF

pois  m[v; (K;NF)] =m[u(K;N F)]=o0.

Portanto v’ = 0 q.s. em K. j N F para qualquer j pelo que ' = 0 em
F.

Para generalizarmos a n > 1,recorremos & norma das derivadas.

Seja,por exemplon = 2,Q C R2, 4 : Q — R,ECR, comm(E) =
0, F=u"'(E) c Que ().

Ent3o,
/F/lDuldxdy= /F/(% + g—: ) dzdy.
Escrevendo,
Qoo = {(z,9) € F 1 2 = 2},
vem,

u(Zo,y) = v (y),

e pelo resultado j4 provado tem-se v’ (y) =0 qs. em v~! (E).
Analogamente,

Qyoz{(x7y)€F:y=y0}a
" u(eg) = w(e),
w (z) =0q.s. em w! (E).

Entao,

/ | Du| dzdy = 4/'% dzdy =

F

dmdy+//,g1—;
F

= / lw'ldx+ / lv'ldyzO.

QyoNF QeNF
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Portanto, Du = 0, q.s. em F.

Antes de passarmos ao Lema 2 precisamos de definir o que aqui se
entende por integrando e integrandos equivalentes.

DEFIN. A :

Dizemos que uma fungdo f : R x R® — R é um integrando se :

a) - Vpe R*, s+— f(s,p) é mensurdvel em R .
b) -Vse R, p+— f(s,p) é continua em R",
c) - s — f(s,0) é fungido de BOREL.

DEFIN. B :

Diz-se que dois integrandos f ,g séo equivalentes se existir um con-
junto de Borel, N C R, com med(N) =0, t.q.

a)- Vs €ER\N, VpeR" : f(s,p) = g(s,p) ;
b)- Vs e R ; f(s,0) = g(s,0).
LEMA 2:

Se f,g sdo integrandos equivalentes e u € W2 (Q) entéo

[ [u(z), Du(z)] = g [u(z), Du(x)] q.s. em Q.

dem.
Observe-se que :

u:R*">Q—->R , u(z)eR , DueR"

Entéo, Vu(z) € R\N ,VDu € R"tem-se por (a) da DEFIN.B que,

f lu(z), Du(z)] = g [u(z), Du(z)].

Por outro lado tem-se Du = 0 em u~*(N) pelo Lema (1) e por (b)
da DEFIN. B tem-se :

Vu(z) e R : f[u(z),0] = g[u(z),0].

Entao,
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f lu(z), Du(z)] = g [u(z), Du(z)] q.s em Q.

LEMA 3 :

Se f for um integrando e u € WL'(Q) , z — [ lu(z), Du(z)] é
fungao mensurdvel em f.

dem.

Por (a) e (b) da DEFIN A f ¢ de Carathéodory e portanto é
um integrando normal pelo Teorema 2.6. do capitulo III. Entdo pela
defini¢io de integrando normal existe uma funcéo de Borel , g : R x R" —
R, tal que g(s,:) = f(s,") , q.s.em 2 .

Entdo g, f sfo integrandos equivalentes e pelo Lema 2 ,

f [u(z), Du(z)] = g [u(z), Du(z)] q.s em Q.

Como g ¢ de Borel e, portanto, mensurével, f [u (), Du ()] é men-
surdvel.

|
LEMA 4 :

Seja a:R — R ,uma fungdo lipschitziana e seja b : R — R uma
fung@o mensurével, limitada,tal que a'(s) = b(s) g.s. em R.

Sejaue W (Qev=aou.

Entdo ve W (Q) e Dv=>bu)Du gs. emQ.

dem.

Como u € W3 ,um teorema conhecido (Apéndice A2, [34])garante
que u é AC em todos os segmentos contidos em S e paralelos aos eixos
coordenados.

Escolhemos um eixo coordenado,digamos i ,e consideramos o oper-
ador de derivacdo parcial D;

Como a ¢é lipschitziana tem-se que a o u é AC em quase todos os
segmentos A paralelos ao eixo i .Além disso ,

D;(aou)(z) =a [u(z)].Diu(z), (A)

para todo o z € A t.q. D;u(z) e a' [u(z)] existam.
Observe-se que se Dyu (z) = 0, entdo D; (a o u)(z) = 0.
De facto:
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la[u(z + he;) — alu(2)]]] lu(z + he;) — u(z)] ,
A =TT ()

onde M é a constante de Lipschitz de a e e; é o vector do eixo i .
Se escrevermos,

N=An{z: Du(z) =0},

podemos entdo afirmar que a condi¢do (A) é vélida em N .Seja
ainda,

P=(A\N)Nn{zeQ:Du(x) existe e D;u(x) # 0} .
Observe-se que PUN tem a medida de Hausdorff (Apéndice A2, [35]),

H! (quase todo o )).

Sabemos ainda que se S C P e H! [u(S)] = 0 entdo H! (S) = 0.
Em particular,se definirmos

E = {y : a' (y) ndo existe}
entao,
H'[v"!(E)nP]=0.
Como a expressdo (A),
Di(aou) (@) = d [u(e)].Dau (2),
é vélida se z € A\ (u™! (E) N P) segue-se que (A) é vilida para

H'(\ qs.). : '
Para z € A\ (u~! (E) N P) segue-se por (A') que,

|D: (a0 u) (z)| < M |Dyu(z)]. (B)

Se soubermos que o conjunto g dos z € ) para os quais (A) é
vélida,é mensurdvel,podemos aplicar o teorema de Fubini, (Apéndice A2, [36]) :

/|D(ao u) ()| dz < M/ |Dyu (z)| dz < oo,
o 1173
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o que implica que D (a o u) (z) € L' (Qp).
Pelo teorema ji referido, (Apéndice A2, [34]) resulta que a o u €
Wise () e,

D(aou)(z) =a [u(z)]Du, q.s.em .

LEMAS:

Seja uma fungdo b€ L'(R,R") e uma fungdo a : R — R" tal que

a(t) = ]b(s)ds.

Seja u € W2 (9) tal que /(b(u), Du)*dz < +oo.
Q
Entéo para toda a fun¢do ¢ € C(Q) , > 0 ,a funcio
(b(u), Du)¢ pertence a L! (),
€,

/ (b(w), D) dz = — / (a(w), D)ds.
Q 0

dem.

Se b for limitada, o resultado é consequéncia do Lema 4 .No caso
geral é suficiente aproximar b por uma sucessio (b;) definida por

b(s) , se |b(s)] < h
bh(S) =

0, se |b(s)| > h .

LEMA 6 :

Seja (fn) uma sucessdo de fungbes mensuraveis ndo negativas,
fon i R*— R, e seja fo = sup f.
h

Entdo para todo o aberto A C R" tem-se ,

k
lfm (a:)da:=itelg sup{Z/f,-(a:)dx : Al,...,Ak}

i=1 A
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onde A,,..., A; sdo subconjuntos abertos de A , disjuntos dois a
dois.

dem.
Para todo o k € N faga-se,

ge=sup{fi:i=1,...,k}.

Pelo Teorema de BEPPO-LEVI(Apéndice A2, [37]) vem que ,

/ foo(x)dz = sup / gr(z)dz.
A keN A

Fixe-se k£ € N ; existem subconjuntos mensuraveis disjuntos dois a
dois By,..., By de A tais que gx = f; em B; .
Entao :

/gk(:z:)da: = i/fi(x)dx =
A

i=1 B.'

k
= sup {Z / filz)dz : K; C B; , K; co'mpact;os} =

i=1 Ki

k
— sup {E / fi(z)dz : Ay,...,Ax C A, abertos disjuntos dois a dois} .
=1 A“

Finalmente ,

[ fol)dz = sup [ gi(e)dz =
A keN ‘A

k
= Sup sup {Z/f,(m)dz 1Ay, .. A C A} , com
keN

i=1 A

Ay, ..., A , abertos e disjuntos dois a dois.

LEMA 7:

Seja  (fn) uma sucessdo de integrandos nido negativos e seja

Jo = sup Ih.
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Seja ainda

Fi(u, A) = / Fa(u, Du)dz ,
A

para todo o aberto 4 C 2 C R™, para toda a fungdo u € W! (A),
e para todo o h € NU {+o00}.

Admita-se que Fj, (-, A) é um funcional SCI em L},.(A) para todo
o h € N e todo o aberto A C (.

Entéo o funcional Fio(-, A) é SCI em L. (A) para todo o aberto
AcCQ.

dem.
E consequéncia do Lema 6.

LEMA 8 :

Seja b:R — R, b uma fungio mensurével e seja
g:R—-R,gS8CI,g<0.
Entéo o funcional  F(u) = /[g (u) + (b(w), Du)]*dz & SCI.
Q

dem.

Suponha-se inicialmente que b e g so limitadas. Para toda a funcéo
u € Wi (Q) temos que:

F(u)=sup{/[g(u)+<b(U),Du)l<pdw:<p€Cé’°(ﬂ),0Scps1}.
Q

Portanto é suficiente provar que para todo o ¢ € Ce(Q) , ¢ >
0 ,s80 SCI os funcionais,

G(U)=/9(U)¢dw
1]

H(u) = /(b (u), Du)¢ dz.

Para G é suficiente aplicar o Lema de FATOU.
Pelo Lema 4 tem-se,

H(u) = /div(a ou)pdz = — /(a (u), Dyp)dz,
Q )
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com a(t) = ]b(s)ds.

Isto implica que H é continua em W,. () relativamente & topologia
induzida por L}, ().
Se b ou g forem nao limitadas, define-se a sucessdo de fungdes (b),

b(s), se |b(s)| < h
b;,(s) =
0, se |b(s)]>h

e define-se uma sucesséo crescente de fungdes em C$° (R) , (o5) ,com
ahZOeh’{nah(s)=lparatodooselR.ComogéSC’IegSO,

toda a fungéo o,(s) - g(s) é limitada.
Pelo Teorema de Beppo Levi :

F(w) = sup [ [on(w)g(u) + (on(w)bn(u), Du)]* de
(9]

e portanto a SCI de F deriva do resultado obtido no caso de b,g
serem limitadas.

LEMA 9:

Seja b:R — R", uma funcdo mensurdvel e seja g : R — R uma
funcao mensuravel tal que g < 0.

Entdo o funcional F(u) = / [9 () + (b(u), Du)]" dz é SCI.
Q

dem.

Pelo Teorema de LUSIN existe uma sucessdo crescente (Kp) de
subconjuntos compactos de R e uma sucessao (g5) de fungoes continuas
gn < 0, tais que gx(s) = g(s) para todo o s € K e m (R\E) =0 com
E =y K.

Como g < 0, usando o Lema 2 e o Teorema de Beppo Levi obtemos

F) = [ 15() Iy () + (o(w), Du)]* d =
Q

= sup [ [11, (w)an (1) + (L, (1) b(u), Du)]* da
0
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para todo o u € WL (Q).

Como g, < 0, as fungdes 1k, (s)gn (s) sdo SCI e a SCI de F é
garantida pelo Lema 8.

LEMA 10:

Admita-se que f satisfaz (a),(b),(c) da hipétese do Teorema 3.3
e que f(s,0) = 0 para todo s € R.

Entéo o funcional F(u) = /f (v, Du)dz é SCI.
Q

dem.
Para todo o s € R escreva-se :

K(s) = {(a,0) e Rx R": f(s,p) 2 a + (b,p) ,¥p € R"}.

Pelo teorema da selecgiio mensurével existe uma sucessdo (ay) de
fungdes mensuraveis de R em R e uma sucessdo (by) de fungbes men-
surdveis de R em R™ tais que, para todo o s € R o conjunto

{(an(s),bn(s)) : h € N}

é denso em K(s).
Entao para todo o s € R e todo o p € R?,

f(s,p) = sup{fa + (b,p)]" : (a,b) € K(s)} =
= supfan(s) + (ba(s), p)] " - (1)

Como f(s,0) = 0, entdo por (1) temos que an(s) < 0. A SCI de
F deriva entdo do Lema 9 e do Lema 7.

LEMA 11:

Seja ¢ € C3° () , 2 0.

Admita-se que f satisfaz (a),(b),(c) da hipStese do teorema 3.3 e
que f(s,0) =0 para todo o s € R.

Entéo o funcional F(u) = /f(u, Du)p dx é SCI.
Q
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dem.
Para todo o h,k € N seja :

Qh,kz{zeﬂch(a:)>k-2"‘}

e ainda,

4h
QD(.’L') =2"h Z lnh,k(m)'
k=1

A sucessédo () é crescente e ¢ = sup ©h.

Entao :

F(u) = SUP/f(u, Du)pp, dz = sup2~" Z / f(u, Du)dz.
heN Q heN k=lg,

A SCI de F(') deriva entdo do Lema 10.

Vamos finalmente iniciar a demonstragéo do Teorema 3.3 .

dem.
Suponha-se inicialmente que a; € L(R).
Para todo o s € R seja 9f(s,0) o gradiente generalizado, no ponto
p = 0 ,da fungéo convexa p — f(s,p) e seja b(s) o elemento b(s) €
9f(s,0) tal que,

|b(s)| = min {|q] : ¢ € 8f(s,0}.
Recordemos aqui o seguinte teorema, ([8], pag.236):

Seja B C RP , B compacto e seja ¢ um integrando normal em
Qx B.

Ent8o existe uma aplicagdo mensurdvel 7 : 2 — B tal que, para
todo o z € () se tem:

[2,7(2)] = min {g(z, )} .

Entéo b: R — R" é mensurével e [b(s)| = as(s) para todo o s € R.

Como,

f(8,p) 2 f(5,0) + (b(s),p)  (2)

+ 5,
Erss

B e R wmm Y ST T g—
s e b R R Lo
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para todo o s € R e todo o p € R" a fungéo

g(s,p) = f(svp) - f('s’O) - (b(3)7p> (3)

satisfaz as hipéteses do Lema 10.

Seja (un) uma sucessdo de fun(;oes em W} () convergente em
loc (§2) para uma funcéo u,, € Wh! (Q).
Temos de provar que

F(ue) < lixnhinf F(un) . (4)

Se o segundo membro da desigualdade for igual a +00 a desigual-
dade é trivial.

Vamos supor que li’IInF (ur) < +00 e que F (uy) < +00 para todo

oheN.
Como f(s,p) > 0 obtemos de (2) que

/ (b (un) , Du)*dz < F (up) < -+oo.
Q

Como a fungdo (b(s), p)* satisfaz as hipéteses do Lema 10 ,podemos
escrever :

f {b (teo) , Dten)*dez < liminf / (b (un) , Dup)*dz <
1] (9]

< limhinf F (up) < +o00.

“Seja agora ¢ € C§° () com 0 < ¢ < 1.
Para todo o s € R escrevemos

t
a(t) = | b(s)ds
/
e pelo Lema 5 :

(b(un) , Dup)pdr = (a(un), Dp)dx (5)
/ -/

para todo o h € NU {+00}.
Pelo Lema 11 :
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/g (Yoo, Do) pdx < limhinf /g (un,Duy) pdz. (6)
Q )

Como a fungdo s — f(s,0) é SCI , podemos aplicar o Lema de
FATOU e obter :

/f(uoo,O) pdzr < limhinf /f (un,0) pdz. (7)
0 Q
Como a é continua e limitada obtemos de (5) que :
/ (b (tho) , Dtco) oz = lim / (b(us), Dun)pdz.  (8)
Q Q
De (3),(6),(7),(8) vem entéo que,

/f(uoo, Du,) pdx < limhinf /f(uh, Duy,) pdx < lin}linf /F(uh).
Q Q Q

Como,

F(uoo)zsup{/f(um,Duw)wdxcheC?(Q),OS<p§1}
a

obtemos,
F (ue) < limhinf F (un)

e o teorema fica provado no caso de oy € L' (R) .

No caso geral de oy € L},.(R) , admita-se uma sucesséo crescente
(on) de fungdes pertencentes a C° (R) , com oy > 0 e 1i’{n on(s) =1
paratodoose€R.

Faca-se,

fn(s,p) =on(s)- f(s,p) , paratodoosc RepeR" e

Fi(u) = / fulw, Du)dz.
Q

Para todo o u € W,2! () tem-se entéo ,
F(u) = sup Fj(u).
h
Como ay, € L! (R) , os funcionais F}, sdao SCI pelo que F' é SCT .
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APENDICE A.2

[1] Seja g (x,u) uma fungdo integravel de z para cada valor de u .
99 (z,u)

Admita-se que ~5u existe e é uma fungdo continua de z e de
u

unorectanguloa <z <b,c<u<d.
b

Seja I(u)= /g (z,u)dz.

. dl o9 (,u)
Entao, Ta = / %

dem.

A expressdo da tese equivale a escrever,

h—0

b
nm{l(““‘;“l(“) - dim} ~0.

b
Iu+h) —I(u) = /[g(:z:,u + h) — g(z,u)] dz.

Aplicando o teorema do valor médio a u — g(z,u) obtemos :

99 (z,u +6h)

o(,u+h) - gla,w) = h- L

y O(z,u,h) €]0,1]

g (:1,' u+ Bh)

I{u+h)—1I(u) = /[g(x u+h) - g(mu]dm—/h

dzx

Hu+h) - I(u) 7 89 (z,u + Oh)
h - ou

a

h ou du

{[(u+h)-1(u)_7ag(x,u)dz} /ag(:z: u+0hd /39(2: u)da:=

a a
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b
|99 (z,u+0h) Og(z,u)
-/ [ ow  ow P W)

Da andlise elementar sabemos que se uma fungio ¢ for definida
e continua num conjunto fechado e limitado entdo é uniformemente
continua nesse conjunto.

og (z,u) ,
du

e limitado resulta que é uniformemente continua nesse rectangulo.

Como admitimos que ¢ continua num rectangulo fechado

. 0
Fixe-se € > 0 e escolha-se § de modo que os valores de 29 em dois

Ju

pontos diferentes do rectangulo difiram de uma quantidade inferior a ¢
quando a distancia entre os dois pontos escolhidos é inferior a § .

Entao :

9g(z,u+6h) Jg(z, U)
Ju ou

0<]h[<6=>|

Atendendo & expressao (A) vem entéo :

7 [65] (z,u+6h) 9y (z,u)

b
5 }dz<e[da:=s(b—a)

I{u+h) — I(u) _729_(_:.1;’_u)d:1: < g(b—a).

h ou

a

Como ¢ é arbitrario,

. JIu+h) - 1I(u) 99 (z,u) |
flzl-lftly{ h / Ju } 0

o 9 /@uw

du J  Ou
|
[2]  Queremos provar que se —g—i— - — (25) é continua num

ponto zg e nesse ponto se tem



Of (zoy) d [Gf (%0, )

Oy dz oy’ } >0

entéo existe uma vizinhancalzg — 1, o + n{ na qual a expressao per-
manece positiva.

dem.

Fixe-se € > 0 tal que,

O<ex

af (9:0, y) _ _d_ (af (‘7"07y)>
Oy dz oy '

Pela continuidade da expressdo existe n > 0 tal que para ¢ # xg

HM_i(a_f_@’_w)} -

ol <= 10r @) d (08 @) <e

Mas isto significa que :

o< [3f(w,y) _i(af(w,y)ﬂ_[af(wo,y) _j_(af-(xo,y))} <e
Oy dz oy’ Oy dz ay’

pelo que,

Of(@y) d (0f @)\ 9f (o) d (0f(@oy))
Jy dz ay’ Oy dz oy

Mas pela escolha inicial de ¢ ainda se tem

8f (-'130,?/) _ _d_ af (.’Do, y) >
dy dz oy

pelo que,

Jy dzx

0f @,y) _ d (9f(x,)
- (2 )50



para todo 0 z € |xg — 1), Zo + 7).

[3]

DEFIN.

Seja uma fungdo complexa ( ou real ) f definida num intervalo
[a,b] C R.

A fungao f diz-se absolutamente continua em [a, b] se dado qualquer
€ > 0 existir um nimero § > 0 tal que, para toda a familia finita de
subintervalos disjuntos (ax, bx) de {a,b] , k = 1,2,...,n , que satisfaca

Z (bk__ak) <é
k=1

for vélida a desigualdade,

kZ: | f(bk) — flax)| <e.

[4] Um espago linear (ou vectorial) munido de uma norma denomina-
se espago normado.

Se um espago normado L for completo, mais precisamente, se todas
as sucessoes de Cauchy em L forem convergentes em L, na métrica
definida pela norma, L designa-se por espaco de Banach.

[5]

DEFIN.

Um funcional é uma fungao f : X — K , onde X é um espaco linear
e K é um corpo de escalares ( or exemplo, R ou C ).Um funcional diz-se
linear se

flez + By) = af(z) + Bf () -

Um funcional diz-se finito se tiver apenas valores f(z) finitos.

Um funcional diz-se subaditivo se, f(z +y) < f(z) + f(y), para
todoo z,y € X.
Um funcional diz-se positivamente homogéneo se,

flaz) = af(z) ,

para todo o a € [0,+o00[ e todo o z € X.
Um funcional linear diz-se limitado se existir um nimero ¢ € R tal
que,



[f@)] < ezl
para todo o z pertencente ao dominio de f.

[6]
DEFIN.

Seja f : X — R uma funcéo definida num espago topolégico X.
Se para todo o a € R for aberto o conjunto

{zreX: f(z)<a}

f diz-se semicontinua superior (SCS).

Diz-se que f é SCS num ponto Z € X, se para toda a sucessdo
{zx} C X, convergente para T , se verificar

limsup f (z) < f ().
k—o0
[7]
DEFIN.
1) Sejaf: Q0 ->R,QcC X, X espago métrico, uma fungéo

limitada numa vizinhanca de ¢, sendo ¢ um ponto de acumulagéo de (2.

Para £ > 0 define-se :
@(e) =sup {f(@) : |z — || <&, z € Q.
Entéo o limite superior de f em c é

limsup f:=inf {p(e):e > 0}.
T—C

2) Suponha-se que {f, } é uma sucessio de funcées reais definidas
em X, f,: X - R.

Se a sucesséo for pontualmente majorada, definimos a fungao supremo
da sucessdo por

(sup 1) (@) = sup {2 ()}

Se a sucessiio for pontualmente limitada,definimos a funcao limite
superior da sucessdo por
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<lim sup fn> (z) := lim sup fn(z) = inl.f sup fr (z) .

n—-+co p—+00 n>p n>p

(8] Um funcional f : X — R diz-se sublinear se cumprir as
condigoes :

f(&+y) < f(@) + £)
f(az) = af(z)

para todo o 2 € X e todo o a € [0, +o0] .

TEOREMA DE HAHN-BANACH

Sejam X um espago linear sobre R e p um funcional sublinear sobre
X . Seja ainda f um funcional linear definido num subespaco Z de X
e tal que f(z) < p(z) para todoo z € Z.

Entflo existe um prolongamento linear f de f satisfazendo f (z) <
p(z) , para todo o z € X, ([11], pdg.129).

OBS. O teorema de HAHN-BANACH admite generalizacdo a
espacos lineares complexos e a espagos normados. O enunciado é entdo
o seguinte :

Seja f um funcional linear limitado num subespaco Z de um espago
normado X .

Entao existe um funcional linear limitado f em X que é um pro-
longamento de f a X e tem a mesma norma

1]l = 1111
|7 = sup | )]
li=li=1
11 = sup 1 @)
lafi=1
[9]  Seja X um espago normado.

Um subconjunto nédo vazio S C X diz-se fracamente relativamente
compacto se toda a sucessao em S contiver uma subsucessio fracamente
convergente cujo limite fraco pode, ou ndo, pertencer a S . Se este
limite pertencer a S , S diz-se fracamente compacto.

[10]  Demonstracgdo do Teorema 3.2-2, do Capitulo II.
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Para se efectuar esta demonstragao recorre-se ao seguinte Lema da
teoria dos espagos vectoriais topoldgicos,(Ver BOURBAKI,ESPACES
VECTORIELS TOPOLOGIQUES,PARIS 1953,pédg.73)

LEMA : num espaco localmente convexo X , todo o conjunto con-
vexo e fechado A C X éa intersecgdo dos semi-espacos fechados que o
contém..

Um semi-espago fechado é definido por {freX: (2,8 <a}, ac
R,¢e X~

a) 1%caso : oc(é)=0op()eC=D, Vee X*

A igualdade o, (¢) = op (£) significa que se (r,£) < a para
z € C entdo (z,£) < a para z € D e reciprocamente.
Entdo, um semi-espaco fechado que contém C também contém D e
reciprocamente. Pelo Lema resulta que C = D,
A reciproca é imediata.

20 caso : CCD=oc() <ac(E)

C C D= sup(z,£) < sup(z,£) = o¢ (£) < op (€),
zeC €D

para todo o £ € X*.

3° caso : oc(§)<op()=CcD

Podemos escrever (z,£) < a; paraz € C | (,§) < agparaz € D
€ S 9.

A interseccdo dos semi-espagos fechados que contém D também
contém C' ; o reciproco nio é valido. Logo C C D.

b) A demonstracio é andloga & anterior, considerando subcon-
Juntos de X* e X C (X*)*.
c) Se AC X, dizse que A é fracamente limitado se (z,€) for
limitado para z € A e £ € X*.
Como o4 (¢) = sug(m,{) » deduz-se que um conjunto A convexo e
z€

fechado ser4 fracamente limitado e portanto compacto se e 56 se g4 (£)
tiver valores finitos para cada & € X*.

d) A. Comecamos por demonstrar o seguinte resultado :

Seja E um espaco de Banach.

Uma fungéo o definida em E* ; —00 < 0 () < 400 , é funcdo de
suporte de um conjunto convexo fechado em E se e sé se o for SCI na
topologia fraca —* , subaditiva e positivamente homogénea.
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19 caso: as condicoes indicadas s3o necessdrias.

De facto, fixando z € E , tem-se que (z,-) é uma funcao linear,
homogénea e continua na topologia fraca — * .
Como o (-) é o supremo de uma familia de funcées do tipo indicado,

o () serd subaditiva, positivamente homogénea e SCI na topologia
fraca.

20 caso: as condigdes indicadas sdo suficientes.

Seja F=E+R.

Os elementos de F sdo da forma (z,r) comz € E,r € Rea
topologia de F' é a topologia produto.

O espago dual F* é F* = E* + R e para (z,7) € F e (£,r') € F*
podemos escrever

((zyr), (&) = (2,8&) —rr'.

A um conjunto convexo fechado K C E fazemos corresponder o
cone convexo C C F definido por :

C = {(tz,t) : z € K,t > 0}.

Todos os pontos (z,r) de C sdo da forma (tz,t) excepto os que se
situam no plano r = 0. Concluimos que existe uma correspondéncia
biunivoca entre os conjuntos convexos fechados K C E e os cones
convexos fechados C' C F'. Estes cones tém o vértice na origem e estao
contidos no semi-espago r > 0, mas ndo no plano r = 0.

Seja em F™ o cone dual C* definido por

C* = {(&7) : {(z,r),(§r)) <0 para (z,r) € C}.
Esta defini¢cdo pode escrever-se,
(z,6) =" <0 paraze K

ou

aK(E)Sr’

Portanto C* é a imagem geométrica da funcdo de suporte de K ,
Og.

B. Escolhamos finalmente uma fungéo o que satisfaz as condicoes
da hipdtese e defina-se
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D={(r):0(8) <r'}.

Pela subaditividade e homogeneidade positiva de o , D é um cone
convexo e como o ¢ fracamente SCI resulta que D é fechado na topolo-
gia fraca.

Como ¢ (0) = 0 segue-se que (0,7') € D se e 86 se ' > 0.
Seja C o cone dual de D :

C= {(:II,T) : ((.’E,T) , (€, 7")) < 0 para (5,7") € D}

Como C ¢ a intersecgdo de semi-espacos fechados, C' é um cone
convexo fechado e situa-se no semi-espago r > 0 pois (0,7') € D se

r > 0.

Portanto, D c C*.

Resta mostrar que C* C D , para se concluir que C* = D.

Mas C* C D equivale a dizer que dado (&,1’) ¢ D existe (z,r) e C
t.q. {(z,7),(&,"')) > 0.

Dito de outro modo, é preciso demonstrar que se (&0,7") € D entdo
existe (z,7) € F tq. {(z,r),(€,™)) > 0 e ((z,7),(6,r")) < 0 para
todo o (¢,7') € D.

SeF™ estiver munido da topologia fraca, os funcionais lineares sobre
F* podem escrever-se ((z,r), (¢,7')) com (z,r) € F . Entéo pelo Lema
inicial existe um elemento (z,r) € F e um real a t.q. ((z,7), (&0,7)) >
a, ()¢ D,e((z,r),(r)) < apara (§,7) € D.

Como 0 € D segue-se que @ > 0 e portanto ((z,7),(é,7")) > 0.
Como D é um cone tem-se igualmente que <(a:, r),t ({, r')> < a para
todo o ¢ > 0 e resulta daqui que,

<(m,r), (E, r')) <0.

Portanto, C* ¢ De D C C* implicam a igualdade.Conclui-se que o
conjunto convexo fechado K C E que corresponde a C ,cujo dual C* é
a imagem geométrica da funcéo de suporte de K,tem o como funcéao
de suporte.

C. Finalmente,o teorema 3.2-2 fica provado fazendo X = E* X*=
E,K=1%.

[11] Demonstragdo do Corolério 3.4-8,Capitulo II.
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Para fazer a demonstragdo vamos recorrer ao Teorema do Valor
Médio em espagos lineares normados,cujo enunciado é o seguinte.

TEOREMA DO VALOR MEDIO:

Sejam X,Y dois espagos lineares normados e um aberto O C X,
o qual contém o segmento [a,b]. Se a aplicagdo f : O — Y for difer-
encidvel segundo Géateaux em cada ponto z € [a, b] ,entdo

If ) = f@ly < sup 1 ©| 1o = all

comc=a+0(b-a), 6€]0,1].
Aplicando o teorema & fungao,

g(.’L‘) = f(x) —T.’I),

onde T € L(X,Y) ,obtemos como coroldrio que,
17 ®) = f@)~T(b-a)l < sup £ (© —T| I~ all.

Vamos entao demonstrar que se f é continuamente diferenciavel em
x , entdo f € estritamente diferencidvel em z e,portanto,f é localmente
lipschitziana em z .

dem

Seja uma vizinhanca O de £,0 C X.

A aplicagao f : X — Y é,por hipdtese,continuamente diferencidvel,o
que significa que é diferenciavel segundo Gateaux em cada = € O e que
a aplicacdo z +— Df (z) é continua de X em L (X,Y).

Fixemos € > 0 e determine-se § > 0 tal que:

le — &l <6 = ||Df (z) - Df ()]l <e.

Observe-se que se escolhermos z;, z9 tais que,
lor—dll <6 e |oa—%| <8,

entdo para todo o z =z, + t(z2 — 71),¢ € [0, 1] ,tem-se
T € [z, z2] . Tem-se ainda:

lz = 2| = llz1 +t(x2 — 1) — &) = ||z1 + t20 — 82y — & =
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Stllze =2+ (1=t)|lzy - 3| <t6+ (1-1)§ =6,

e portanto,
IDf (=) - Df (#)|| <.

Aplicando o corolédrio do Teorema do Valor Médio.com T = D f (),
obtemos:

If (z2) = f (1) = Df (2) (x2 — 1)) <
< sup [[Df(z) - Df (&)l l|lz2 — 21| < ellzp — 7.

xe[zhz&]

Mas este resultado implica a diferenciabilidade estrita de femz.De
facto, f pode definir-se como estritamente diferencidvel em T se existir
um operador T' € L (X,Y’) tal que para todo o £ > 0 existe um ntimero
8 > 0, de modo que se verifique,

lzy =[] < 8, llzz — &l < 6= ||(f (z2) ~ f (31) = T(wa — z1)]| <
< ellxy — i
para todoo z,,2, € OC X ,com T = Dg f(£).

Finalmente pelo Teorema 3.4-6 do capitulo II, f é localmente lip-
schitziana em %.

[12]  Temos que,

f@+t) - £ ()

f°(z;v) = limsup ;

-z
t— 0t

Vamos aplicar a defini¢dao de limite superior ao quociente anterior.
Como f é localmente lipschitziana em z , ¢ limitada numa vizinhanca
eddez,e>0,6>0.

Para 2’ € z + £6 tem-se :
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fa +tv) - f(@)
t

gol(a;’,e)zsup{ :O<t<e}

2 (€6) =sup {p1(2,€) : ||/ — z|| < b} =
=sup{sup{f(m,+tv)—f(xl) :0<t<s} e — <z-:6}.

t

Entao

fo(z;v) = lim sup sup f@ +tv) - fla)

e—0% |12/ _zlj<es O<t<e t

[13] Seja X um espaco linear sobre R e e seja um subconjunto
qualquer S C X.

A intersec¢do de todos os conjuntos convexos que contém S é um
conjunto convexo e € o menor conjunto convexo que contém S . Esta
interseccdo denomina-se convexificado de S e simboliza-se por coS.

A intersecgao de todos os conjuntos convexos e fechados que contém
S é o menor conjunto convexo fechado que contém S . Esta interseccdo
é o convexificado fechado de S e escreve-se .S .

Num espago de Hausdorff localmente convexo os conjuntos convexos
fracamente fechados sdo idénticos aos conjuntos convexos fechados.

A expressao fracamente —x ,fechado refere-se & topologia fraca —*,
que é a mais fraca topologia em relagido a qual é continuo o funcional
F, definido em X* por F,(f) = f(z) para cada f € X* e cada = € X.

[14]  Uma familia F de subconjuntos de X chama-se anel se for
fechada para as operagdes de reunido finita e complementacéo.

F chama-se semi-anel se for fechada para a intersec¢éo finita e se
a diferenga de dois conjuntos de F puder ser escrita como reunido
disjunta de elementos de F .

[15] a) Um espago topolégico X diz-se separavel se contiver
uma parte A numerdvel e densa em X, mais precisamente, se A = X .

b) O espago de Lebesgue L? () é o conjunto das classes
de equivaléncia das fungoes u : {2 — R definidas num aberto 2 C R" ,
mensuraveis, com norma finita. A norma é

1/p
el = [ / |u(x>|"dx} <00, pe 1, +oof.
0
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c) Sejaoespago C™(Q) das fungdes u : 2 — R, continuas
e com derivadas até & ordem m.
Em C™(9Q) pode definir-se a norma,

1/p
||u.||m’p = [/ Z |Dau|Pdm} <00, pe€l,+oo],

Q lel<m

onde a é um multiindice a = (a, v 0g)a; € Ny e,

n
|| = Z aj
i=1

olel

x
b Oz ..dzen

D(0,0,...,O)u = 0.

O espago C™(2) ndo é completo com esta norma. O fecho de
C™ (£2) em relagéo & norma ||- |l denomina-se espaco de Sobolev, W™? (1),
Este espago, com a norma indicada é um espago de Banach.
Pode escrever-se ainda :

W™ (Q) = LP () N {u: D*u € L7 (), |a] < m}

e a norma ||ul|,,, , é equivalente a

Z ”DQUHLP.

laj<m

[16] Uma familia numerdvel F de conjuntos abertos chama-se
base numeravel de um espago topolégico X se cada parte aberta de X

for representével como a reunifio de uma colecc@o qualquer de conjuntos
de F .

[17)  Seja um conjunto E . Chama-se funcdo caracteristica de
uma parte P C E & aplicagdo 1p : E — {0, 1} tal que

1o = l,sex e P
P=10,seze E\P
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[18] a)- Seja X um espaco linear real ¢ z;, 29, ..., T, € X.

n

O elemento z = ) Axzx chama-se combinagio convexa dos elemen-
k=1

n
tos Ty, Tnse ) Ac=1 e A0
k=1

b)- LEMA DE MAZUR :

Seja X um espago normado e {u,},n € N, uma sucessdo fraca-
mente convergente para u.
Entdo existe uma sucessdo de combinagges convexas {v,},n € N,

Nn Nn
Un= Mur , > A=1, %20, n<k<N,
k=n

=n
a qual converge em norma para U .

[19] 1)-Sejam X,Y espagos lineares normados. Uma aplicacdo
a: X — Y diz-se afim se existir uma aplicagéo linear | : X — Y e uma
constante o € Y tais que :

a(z) = l(z) + a , para todo o = € X.

Sendo [ linear tem-se [(0) = 0 e a(0) = a.

2)-Seja X um espago real localmente convexo. Indica-se
por I' (X) o conjunto das fungbes g : X — RU{—o00,+00} que sdo
supremo pontual de uma familia de funcées afins continuas ..
O subconjunto das fungoes g € I' (X) diferentes das constantes —oo
e +o00 representa-se por I'g (X) .
Temos o0s seguintes resultados :

TEQREMA : ([8] ,pég.14)
S&o propriedades equivalentes :
1) geI(X).

2) géconvexae SCI ese g assumir o valor —oo entdo g(z) = —o0 .

TEOREMA : ([8],pdg.15)

Sejam f, g fungdes de X em RU {—o00, +00} . Asseguintes defini¢des
sa0 equivalentes.
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1) g é o supremo pontual das fungoes afins continuas em toda a
parte inferiores a f (minorantes de f).

2) g é o maior minorante de f em I’ (X).

TEOREMA : ([8],pég.18)

Seja f: X — RU {-o00, 400}.
Entdo f** é o maior minorante de f em I'(X) ese f € I'(X) entdo

fr=f

[20] Referéncia bibliografica :
Espaces vectoriels topologiques
A.Grothendieck
Sociedade de Matem4tica de Sao Paulo-Brasil
Teorema V. 4.2,

[21] Seja X um espaco linear topoldgico .

O espago X* dos funcionais lineares continuos definidos em X ,
x*: X — R, chama-se dual topolégico de X .

Os elementos de X* podem escrever-se na forma (z,z*) com o sig-
nificado z*(z) .

A notagéo (z,z*) chama a atengao para o facto de X e X* desem-
penharem papéis simétricos.

Se escrevermos,

XxX*—R

(z,2%) — (z,27)

estamos perante uma forma bilinear que pode ser encarada de duas
maneiras :

1) como uma familia de formas lineares sobre X dependentes do
pardmetro z* € X*;

2) como uma familia de formas lineares sobre X *dependentes do
parametro z € X.

Assim, X* ¢ um espago vectorial de formas lineares sobre X e X é
um espago vectorial de formas lineares sobre X* ; identifica-se 2* € X*
com a fungdo x — (z,z*) e identifica-se o ponto z € X com a fungao
" (z,z*) .

E assim possivel introduzir em X* a topologia da convergéncia fraca
de X , que se chamard topologia fraca de X*.Diz-se que a sucessdo z,
converge fracamente * para z* se



168
zy(z) = z*(z) , n— o0 ,Vz € X.

Indica-se esta topologia por o (X*, X).

Podemos, analogamente, introduzir em X a topologia da convergéncia
fraca de X*,que se chamara topologia fraca de X .Diz-se que a sucessio
z, converge fracamente para z se

z*(zn) — z*(z), n — 00, Vz* € X*.

Indica-se esta topologia por o (X, X*).

Trata-se de topologias dos espagos de Hausdorff localmente con-
vexos e ¢ (X, X*) é a menos fina destas topologias sobre X com dual
X*. Em particular ¢ (X, X*) é menos fina que a topologia original de
X.

Os subconjuntos fracamente fechados de X seréo fechados, mas o
reciproco nao é geralmente vélido.

Prova-se que todo o conjunto convexo fechado é fracamente fechado.
Num espago de Hausdorff localmente convexo os conjuntos convexos
fracamente fechados coincidem com os conjuntos convexos fechados.

No contexto dos espagos normados esta ultima afirmagdo é con-
cretizada no Lema de Mazur.

[22] O enunciado do teorema a que se alude ¢ o seguinte :

TEOREMA :([8] , pag. 276) .

Seja f um integrando normal ndo negativo.
Supode-se que existe pg € L, tal que

[ flapo@)ds < +oo

e, sea =400,

@ () < f (z,€)
im0 =+

Seja G € T'g (L2,) cuja restrigdo a Sy,

Sy =

peLy: ff[x,p(x)]dz < /\} :
Q
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é continua em o (L“, L"") para todo o ) .

Entao :

inf
peLg,

Co)+ [ flz.p () dx} = inf
Q

G (p) +/f“* [z, p (a:)]da]
)

G) + [ £, (@) da =liming [G ©) + [ o0 (@) dx] -
Q Q

[23] Seja C um subconjunto de Borel de ) x B , onde §) é um
aberto de R" e B é um subconjunto de Borel de R?.
A secgdo C, de C é definida por,

Cz={a€B:(z,a) eC}.
A funcéo indicatriz f de C é definida por .

f(z,a)=0 se(z,a)eC
f(z,a) = +00 se(x,a) ¢ C.

f é um integrando normal positivo.

[24] Se considerarmos dois espagos métricos X, Y e uma aplicacdo
biunivoca f : X — Y,entdo existe a aplicacdo inversa f~!:Y — X,

Uma aplicacao f biunivoca e bicontinua (fef? continuas) denomina-
se homeomorfismo e os espacgos X, Y dizem-se homeomorfos.

A nogéo de homeomorfismo estende-se aos espagos topolégicos .-
Os espagos topolégicos homeomorfos possuem as mesmas propriedades
topolégicas. A topologia de um espago obtém-se como a imagem ou a
imagem inversa da topologia do outro.

A relagéo de homeomorfismo é uma relagao de equivaléncia, pelo
que a totalidade dos espagos topoldgicos pode ser decomposta em classes
de espagos homeomorfos disjuntas duas a duas.

Observe-se ainda, neste contexto, que a métrica de um espago métrico
define univocamente a sua topologia, mas que uma dada topologia so-
bre (X, p) pode ser deduzida de diferentes métricas em X,

[25] TEOREMA DQ VALOR MEDIO :

Sejam X,Y espacos lineares normados e seja um aberto U C X o
qual contém o segmento [a, ].

Se a fun¢do f : U — Y for diferencidvel segundo Gateaux em cada
ponto z € [a, b] entéo,



170

£ (6) — f(a)ll < sup |If ()] - [Ib—al
c€la,b)

[26] 1) DEFIN.
Seja uma multifungdo F' : X — Y com imagens nio vazias.
Uma aplicagao f : X — Y chama-se uma selecgio de F' se para todo o
z € X se verificar f (z) € F(z).

2) TEOREMA DE KURATOWSKI E RYLL-NARDZEWSKI
([4], pég. 283)
Seja Y um espago métrico completo e separdvel e seja z +—
F(z) C Y uma multifunco cujos valores sdo subconjuntos fechados de
Y.
Se F' for mensurdvel, entdo existe uma selecgdo mensurdvel f: X —
Y t.q. f(z) € F(z) para todo o z € X.

3)-Se Y for um espago topoldgico diz-se que uma aplicacio
f:X — Y é mensurdvel (medida de Lebesgue ) se para todo o aberto
G C Y o conjunto [z € X : f(z) € G] pertencer & tribo de Lebesgue,
L.
No caso de uma multifungdo z — F(z) C Y, diz-se que F é men-
surdvel se para todo o aberto G C Y oconjunto [z € X : F (z) N G # 0]
pertencer a L .

[27] Para a demonstragdo do resultado enunciado ver as referéncias :

C.J.DE LA VALEE POUSSIN - Sur l'intégrale de Lebesgue,
Trans. Amer.Math.Soc.,16(1915), 435-501

J.SERRIN+D.E.VARBERG - A general chain rule for deriva-
tives and the change of variables formula for the Lebesgue integral -
Amer.Math.Monthly 76 (1969),514-520.

M-MARCUS+V.J.MIZEL - Absolute continuity on tracks and
mappings of Sobolev spaces Arch.Rational Mech.Anal. 45 (1972), 294-
320.

[28] Seja um operador T entre dois espagos normados X, Y.
T sera um operador continuo se existir um real positivo M tal que,

Tz1 — Txally < M |21 — 2ol &

para todo o z,,z5 € X.
T sera um operador limitado se existir um real positivo N tal que,
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”Tx”y < N“‘EH)(

Sabe-se que se T for linear, entdo 7' é limitada se e s6 se for continua.
Uma familia de operadores lineares continua, {Th} dir-se-& equilim-
itada se existir um real positivo M tal que

IThzlly < M - |lz||

para todo o operador Tj,.

[29] Existem diversas desigualdades que permitem fazer uma es-
timativa da norma |-||,, de uma fungdo a partir da norma das suas
derivadas parciais. Conhece-se, por exemplo, o seguinte resultado :

Seja um aberto @ ¢ R® , n > 1 . Existe uma constante C' = C(n, p)
talque,sen>pep>leuc |4 7%d () , entao,

np
n—p’

lulls- < ClIDuly, , p* =

C = C(n,p) é a constante de Sobolev e a desigualdade indicada ¢,
também conhecida por desigualdade de Sobolev.Prova-se que o melhor
valor de C é dado por

1
_1 ny o n
C(n,p) =n~%.n"%. ”——'1)1 " [ (F(l+2)r() J :
r

n-p ny, _n
p) l"(l+n ;5

onde I (-) é a fungdo gama.

[30] Seja um espaco de medida (X, A,m).
Um elemento A de A diz-se um dtomo para a medida m se e sé se :

m(A) > 0 e para todo o B € A tem-se
m (AN B) =0 oum(A\B) = 0.

Se ndo existirem &tomos para a medida m , esta diz-se difusa.
Se existir uma familia (4;) jes » NO Méximo numerdvel, de 4tomos

para a medida m , tal que m <X \ .g’ Aj) =0, a medida m chama-se
j
medida atémica.

Os 4dtomos sdo elementos minimais para a relagao de inclusiao numa
tribo. Se A, e A, forem dois dtomos distintos, entdo A, N A, = ¢.
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[31]
TEOREMA : ([4] ,pég.455)
Sejam f) (¢) = ( @ ...,f,?')), te A,j=1,..,h, funcoes vectori-
ais com todas as componentes integraveis em A.
Considerem-se partigoes E}, ..., Ey de A , onde os E; sdo disjuntos

mensuraveis.
Sejam ainda fungGes de ponderagdo arbitrarias,

h
pi(t)t€ A, 0<pi(t) <1,j5=1,..,h, D pi(t)=1
j=1

Designamos por H C R" o conjunto descrito pelos valores da funcao,

u(El,.--,Eh)=/f“)dt+...+/f(h)dt
E; E,

quando (E\, ..., E)) descreve todas as possiveis parti¢des de A em
subconjuntos mensuraveis disjuntos E; de 4, j=1,...,h.

Finalmente, designe-se por K C R™ o conjunto descrito pelos val-
ores de fungdo

quando pj, ..., p, descrevem todos os possiveis sistemas de fungoes

A
mensurdveis p; (t),t € A, 0<p; (t) <1, j=1,..,h, Y p;j{t)=1
1

Entao os subconjuntos H, K C R™ sdo convexos e compactos e
H=K.

32]

Um difeomorfismo é uma aplicagdo f : U — V ,sendo U,V abertos
contidos em espagos normados reais ou complexos,e tal que f e f~! sdo
bijectivas e continuamente diferencidveis.

[33]
TEOREMA DE EGOROV:

Seja um conjunto mensurdvel M C R™,com medida finita.
Seja ainda uma sucessao de fungGes mensurdveis {fi},
fx : M — R" convergente para f (z) para quase todo o z € M.



173

Entéo,para quase todo 0 ¢ > 0 existe um conjunto mensuravel
M., M, C M,m(M\ M.) < ¢ tal que a sucessdo {fx (")} converge
uniformemente para f (-) em M..

[34)

TEQREMA:

Seja uma fungio u € L? (2),Q C R™.

Entéo u € W' (Q),p > 1,se e 56 se:

a) u possuir um representante que é AC em quase todos os seg-
mentos A C 2 paralelos aos eixos coordenados ;

b) as derivadas parciais de @ pertencerem a L? ().

[35] A medida de Hausdorff surge com o objectivo de se definir
uma medida em R" & qual corresponda uma nogao razodvel de ”com-

N N YL

primento”,” 4rea” etc. dos conjuntos.
DEFIN.

Para cada v > 0,6 >0e E C R® seja,

00 $ v (e ]
HY (E) = inf {Za(’y) (d’a’;‘ A") t E C | Ai,diam A; < s}
i=1 i

=1

Como H] (E) é ndo decrescente em ¢ ,define-se a medida de Haus-
dorff de dimenséo v do conjunto E por,

H' (E) = limg HY (E) = sup H7 (E)

Se v € N, a(7) indica o volume da bola unitria em R,

Se v ¢ N,a(y) tem o significado de uma constante positiva ar-
bitrdria.

Prova-se ainda que para todo o conjunto £ C R" existe um mimero
d(E) > 0 tal que:

HY(E)=0sey>d,
HY(E) =00 se vy < d.

O nimero d (E) chama-se dimenséo de Hausdorff do conjunto E .

[36]
TEOREMA DE FUBINJ:

Seja f uma fungio mensursvel definida em R™™ e suponha-se que
pelo menos um dos seguintes integrais existe e é finito:
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I = / |f (z,y)| dzdy

Rn+m

L= [ L/If(x,y)ldz- dy
Rm LRn )

Ia=/L |f (z,9)| dy| d=
R~ LRm _

Entao:

a) f(-,y) € L' (R") ,para quase todo o y € R™;
b) f(z,-) € L! (R™) ,para quase todo o z € R™;

o[ f(@,)de € L' R™);
R

d) [ £ (. dy € L' (RY);

e)?f: I2 = Ig.

[37]
TEOREMA DE BEPPO-LEVI:

Seja uma sucesséo nao decrescente { f, } de fungdes integréveis,definidas
em A .
Suponha-se que a sucessdo dos integrais destas funcdes é majorada:

[fa@dm< K
A

Entéo existe o limite f (z) = lim f, (z) para quase todo o = € 4,
f é integravel sobre A e

n—00

lim /fn(x)dm=/nli_.rgofﬂ(a:)dm=/f(a:)dm.
A A A
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