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Capitulo 1

Introducao

Consideremos o problema “bdsico” do Céilculo das Variagoes:
T
min {/ L(t,u(t),v (t)dt:ue WY ([0,T],R™),u(0)=a,u(T)=b}. (1.1)
0

E bem conhecido o facto de que este problema tem solugdo desde que a fungéo.L : [0, T} x R™ x
R™ — R seja continua, com £ ~— L (t,z,£) convexa e coerciva. Coerciva significa que para cada
(t,z) € [0,T) x R™,

L(t,z,§) 2 ¢ (€]), Y €R™,

com ¥ : [0, +00) — R superlinear, ou seja,

lim ¥ (s) = +00.
s§—+4o00 S

A demonstragdo desta afirmagéo é, basicamente, a seguinte: provamos

1) a semicontinuidade inferior do funcional A (u) = fOTL(t,u (), (t)) dt na topologia fraca de
wbter ([0,T),R™);

ea
2) relativa compacidade das sucesses minimizantes na topologia fraca de W2 ([0, T] ,R™);

depois extraimos de qualquer sucessdo minimizante um subsucessio convergente, e mostramos que
o limite é solugdo do problema. Este é o denominado Método Directo do Célculo das Variagdes.
As hipéteses do Método Directo, apesar de serem suficientes, ndo sio necessérias.

Exemplo 1.0.1 Seja f: R — R uma fungdo semicontinua inferiormente e seja f** a sua bipolar,
isto €, a maior fungdo conveza minorante de f. Suponhamos que o grdfico de f** ndo contém
nenhuma semi-recta. Entdo o funcional

Aw= [ e)e

admite um minimizante na classe de todas as fungées lipschitzianas u(-) definidas em |a,b] e tais
que u(a) = A, u(b) = B.
De facto, pela desigualdade de Jensen, podemos escrever

e (B2 < - (o u@) - (b% /abu' (t)dt> < ﬁ/abf** W () dt,

donde resulta, fazendo &g = Lz::, que

b
/ £ @) dt > (b~ a) £ (&), (12)

1
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para qualquer fungdo u € WH° ([a,b],R) tal que u(a) = A, u(b) = B.
Seja T : [a,b] — R,

T(r) =&z —a)+ A

Entdo, evidentemente, T € W1 ([a,b],R) e T(a) = A, ©(b) = B, pelo que U € uma fungdo
admissivel para o problema relazado '

b
min {T\ (u) = / @ () dt:u € Wh ([a,b],R),u(a) = A,u(b) = B} .
Por outro lado, dado que

b b
A= [ @@= [ 1@ d= -0 6, (1.9
por (1.2), podemos escrever

b
A @) =min{/ @ (@)dt:ue Wt ([a,b] ,R),u(a) = A,u(d) =B}.

Para cada £ € R, temos
=@

Suponhamos entdo que

f (&) = 7 (éo) -

Temos, por um lado,

b b b
/ f (! (£)) dt > / £ (6) dt > / @ (1)) dt = (b—a) £ (),

para qualquer fungio u € W ([a,b] ,R) tal que u(a) = A, u (b) = B, e, por outro,

b b b
[ r@ma= IRICES [ €@t = -0 5 6o

Assim, neste caso, T é também um minimizante para A (-) .
Suponhamos agora que

f (&) > £ (§0) -

Por defini¢io de f**, e dado que o seu grdfico ndo contém semi-rectas, podemos afirmar que
eziste um intervalo [£1,&2] contendo &, tal que

f&)=f" (&), f&)=1"(&) (1.4)

e f** é afim (isto é, o seu grdfico é um segmento de recta) em tal intervalo.
Seja i : [a,b] — R,
t

ﬁ(t)iA—k/ a(s)ds

a

onde a : [a,b] — R € a fungdo definida por

o(s) = &, seaSsSa—i—(b—a)%ﬁ%g-
&2, sea+(b—a)%—?§%§s§b.

Temos
a

ﬂ(a):A+/ a(s)ds=A

a

b a+(b—a)§41]:—g- b
ﬂ(b):A+/ a(s)ds:A+/ §1d5+/ &ds = B.

@ @ +o-o)E=g



Além disso, u € lipschitziana. De facto,

ty
S/ la(s)|ds <
t)

/tlt2 a(s)ds

[a(t) —u(te)] = ‘A—}-/la(s)ds—A— 2a(s)ds
< |t2—t1|max{|£1|,|£2|}, th,tQE[a,b].

Por (1.4), temos

b b
/f(a’(t))dt = / f(a(t)dt=

a+(b—a)§‘£§i~ b
- / f (&) dt+ / f (&) dt = (15)

a+(b-a)-9-----l-§I :§2
b

= 0-a) (/@Y £+f**‘(£)( ?’_2)). (16)

/a+<b-a>§‘31—§-§

a

Por outro lado, como f** € afim em [£1,&3], para cada € € [£1,&2], f** tem a forma

) =9 +85

onde g € uma fungdo linear e B € uma constante real.
Assim, temos

e B e (1- 228 -

~& &1—-6&
=((£1)+ﬂ)§ L4 (06 ( ):
=g(€1) 2+g (1 £)+ﬂ—
(-8 -
g(&)+B8=
— £ (&)

e entdo, por (1.6) e (1.3),

b b
[ r@ma=e-ar e - [ @

Concluimos entao que, para qualquer fungdo u € W ([a,b] ,R) tal que u(a) = A, u(b) = B, ¢

b b b
/ £ (1) dt > / £ @ (1)) dt > / £ @ (1) dt = (b— a) F** (&)

[ 1@ @a=0-05 .

donde u um minimizante para A (-).

Por causa de exemplos como este, nos iltimos anos muitos autores investigaram a possibilidade
de eliminar as hipéteses de convexidade e/ou superlinearidade.

Alguns resultados para problemas coercivos nao-convexos foram obtidos 1o caso de L (t,z,8) =
f(t,8) +g(t ).

Por exemplo, em [34] mostra-se a existéncia de um minimizante para o funcional

T
Aw) = /0 [F (' (1) + 9 (8) 0 (u(2))] dt,
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na classe das funcdes u € Wb ([0,T],R), p > 1, verificando u (0) = a, u(T') = b, sempre que f :
R — R é uma funcdo semicontinua inferiormente, g : R — R é uma fungéo continua seccionalmente
monétona (isto é, g é mondtona em (s;, sir1), i € RU{—o00,+00}, 1 € Z), ¢ [a,b] — R é uma
funcio integravel seccionalmente com sinal constante (isto é, ¢ tem sinal constante em (T4, Tit1)
€la,b],i€Z), e fe(tz)— @(t)g(xr) satisfazem condigdes adequadas de crescimento.
Um tal minimizante é obtido, por construcido pontual, a partir de uma solugéo do problema
relaxado

T :
min {/0 [F* W (@) +e®)gu®)dt:ue WP ([0,T),R),p > 1,u(0) = a,u(T) =b}.

Em [11] mostra-se que a condigdo de convexidade da funcdo f(¢,-) pode ser substituida pela
condicdo de concavidade da fungdo g (t, -). Mais precisamente, mostra-se a existéncia de solugao
para o problema

S 1f @ @) + g (6 u (@) dt - we W ((0,T),R™),p2 1,
min u(0) = a,u(T) = b,
u' (t) € ®(t) quase sempre em [0, 7]

onde & : [0, T} — R™ é uma multifuncdo mensurével com valores fechados ndo-vazios, admitindo uma
seleccio integrdvel v (-) verificando foTv (t)dt = b — a; as fungdes [0,T] x R™ 3 (t,z) — f (t,z) eR
e [0,T] x R™ 5 (t,z) — g(t z) € R séo fungdes de Carathéodory (isto é, mensurdveis em ¢, para
cada z, e continuas em x, para quase todo o t), satisfazendo condigoes adequadas de crescimento e
a funcéo g (t,-) é, para quase todo o t, uma fungdo concava.

A demonstracio deste resultado divide-se em duas partes. Em primeiro lugar, prova-se que o
problema (equivalente ao original)

I ' @) + gt u@)dt: we WH(0,T],R™),p 2 1,
u(0)=a,u(T)=">

admite uma solucéo %, onde f3* denota a fung¢ao bipolar da fungio com penalizagio

+oo  sexz ¢ P(t)

fo (2, z) =
f(t,z) sexe®(t) .
Em seguida constréi-se, a partir de %, uma funcdo que seré solugdo do problema original.

Os principais resultados envolvidos nesta demonstracio sio a representacdo de Carathéodory
para a bipolar, um resultado de existéncia de uma seleccio integravel da multifuncao 0,T)3>t—
—8, (—g (t,u(t))), e o teorema de Liapunov, sobre a imagem de medidas vectoriais ndo-atdmicas,
apresentado em [14] (§16).

Em [12] mostra-se que o problema

T
S 1f (@ (#) +g(u@®)]dt: uwe WHP([0,T],R),p 21,
u(0) =a,u(T)=">
admite solugdo sempre que f : R — R é uma fungao semicontinua inferiormente satisfazendo as
hip6teses usuais de crescimento e g : R = R é uma funcéo continua limitada inferiormente seccional-
mente afim e tal que, em dois intervalos consecutivos, g é constante em pelo menos um deles.

Em [35] mostra-se que o resultado obtido em [12] pode ser melhorado, no sentido em que a classe
das funcbes ¢ para as quais o problema

T @) +g@@)dt: we W (0,T],R),p>1,
u(0) =a,u(T)=b

min

admite solucéo, sempre que f : R — R é uma fungéo semicontinua inferiormente satisfazendo as
hipé6teses usuais de crescimento, inclui a classe das funcdes monétonas-céncavas, isto é fungoes que
sio seccionalmente e alternadamente, monétonas semicontinuas inferiormente e concavas continuas.



Relativamente & existéncia de solucéo para problemas convexos nio-coercivos, caso em o Método
Directo nao pode ser aplicado devido & falta de compacidade das sucessdes minimizantes (apesar de
os funcionais considerados serem semicontinuos inferiormente), podemos referir os resultados obtidos
em [16] e [13].

Em [16] mostra-se a existéncia de solu¢do para o problema

min {/TL(t,u(t),u'(t))dt:ue w1 (0,T],R™),u(0) = a,u(T) :b}
0

com L continua, limitada inferiormente, e convexa com respeito a £. A coercividade é substituida
por uma condi¢do mais fraca que permite construir uma sucessio relativamente compacta, obtida
considerando minimizantes de problemas coercivos aproximantes adequados. O passo principal
da demonstracéo, € mostrar que qualquer minimizante dos problemas aproximantes satisfaz uma
condi¢do de DuBois-Reymond generalizada, o que implica que a sucessao minimizante é limitada em
whe([0,T],R™).

Um raciocinio semelhante é usado em [13] para o estudo do problema auténomo

T
min {/0 [gu()+ f@ @))dt:ue AC, u(0) =a, u(T) = b} . (1.7

Mostra-se que existe uma classe G de fungoes convexas satisfazendo uma condicio de crescimento
estritamente mais fraca do que a superlinearidade, tal que, sempre que f € G, o problema (1.7)
admite solugéo, qualquer que seja a fungdo g continua e niao-negativa.

A classe G considerada consiste em todas as fungGes estritamente convexas f € C!(R™,R)
satisfazendo a condicdo

lim [f(§) — (& Vf ()] = —c0. (1.8)
[£]—o0
Prova-se que, para qualquer curva rectificivel ¢ em R™ unindo os pontos (0,a) e (T,b), existe
uma tnica solugao do problema (1.7) restringido & classe de todas as parametrizacdes absolutamente
continuas u : [0,T} — R™ de c¢. Daqui resulta que cada elemento u,, de uma sucessio minimizante
pode ser substituido pelo ponto de minimo correspondente & curva parametrizada por u,. Usando
(1.8) e uma condigdo de Dubois-Reymond satisfeita por esses pontos de minimo, mostra-se que a
nova sucesséo é limitada inferiormente em W' ([0, T, R™) e consequentemente existe uma solucao
para o problema (1.7) neste espago de fungdes.
Nesta dissertacdo considera-se o problema

min {/0 [f (@t (1) + g (t,u(t))dt:ue WH([0,T),R™),u(0) = a,u(T) = b}

sem hipétese de convexidade e com uma condicdo de crescimento nao-coercivo.
Depois do capitulo 2, onde se expdem defini¢des e resultados preliminares, estuda-se, detalhada-
mente, no capitulo 3, o artigo [21], onde se considera o problema “linear auténomo”

T
min{/0 [f @' () +g(tu(®))dt:ueWwh? ([0, T),R™),u(0) = a,u (T) =b},

sendo f é uma fungao semicontinua inferiormente, cuja bipolar f** satisfaz a condicic

Jim (7 (6) — (60, V17 (6))] = ~ox,
para qualquer sucessdo (£,) C R™ de pontos de diferenciabilidade de f** tal que (|£,|) — oo, e
g(t,z) =(A(t),z), com A:[0,T] —» R™ continua.

A técnica utilizada para mostrar a existéncia de solucio é completamente diferente da usada em
[13], e baseia-se num resultado de existéncia devido a Olech, o qual resulta ser um corolario de uma
generalizacao do teorema de Liapunov.

Os capitulos 4 e 5 sdo dedicados ao estudo do artigo [22], que trata do problema nao-auténomo

T
min {/0 [fu () +g(tu()]dt:ue WH([0,T],R™),u(0) = a,u(T) = b} . (1.9)
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Nele, considera-se a classe £, de todas as fungdes ¢ : I x R™ — R limitadas inferiormente, tais
que 1 (-,€) é uma fungdo lipschitziana para cada { € R™ fixado, ¢ (t,-) é uma funcdo semicontinua
inferiormente para cada t € I fixado e

nlli—‘n;o [,(/)** (tn,gn) _ <V¢** (tn’ §TL) ’gTL)] — _(x)7
para qualquer sucessdo (t") C [0,T] e para qualquer escolha de pontos £ de diferenciabilidade de
P (t7,-) tais que ([¢"]) — oo.

Mostra-se que se f € £ verifica f(t,£) > —A + B|[¢| para cada (t,6) € I xR™, sendo A e B
constantes com B > 0, e se g é uma funcéo lipschitziana com respeito 3 primeira varidvel e concava
relativamente 3 segunda, satisfazendo g (t,z) > —a — (|z| para cada (t,z) € I xR™, onde v e 8
sdo constantes adequadas com 0 < 8 < %, entéo o problema (1.9) admite solugéo lipschitziana.

Este resultado é andlogo ao obtido em {11}, mas no é uma generalizagao deste, devido ao facto
de se fazer a hipétese adicional de a fungdo integranda satisfazer, com respeito a t, uma condigio de
Lipschitz.

Num primeiro passo, exposto no capitulo 4, pede-se também que f seja uma funcdo convexa
com respeito a £, elimina-se a hipétese da concavidade de g, e mostra-se que nestas condigdes o
problema (1.9) admite solugdo lipschitziana. A demonstracdo é muito semelhante & demonstragao
do resultado de existéncia em [16], com alteracdes devidas ao facto de a funcéo integranda nao ser
limitada inferiormente.

O segundo passo, exposto no capitulo 5, consiste, basicamente, em mostrar um resultado relativo
a0 fecho do invélucro convexo do epigrafico de fungdes cuja bipolar é estritamente convexa no infinito
(isto é, o seu gréfico ndo contém semi-rectas), uma generalizagdo de um resultado conhecido para
funcdes superlineares, e que servird para fazer a ligacdo entre o caso convexo € O Caso Nao-convexo;
depois basta seguir a demonstragao do resultado de existéncia em [11]. A regularidade da solugao
de (1.9) é uma consequéncia da regularidade da solugéo do problema relaxado.



Capitulo 2

Definicoes e resultados basicos

2.1 Introdugao

Neste capitulo preliminar enunciaremos algumas defini¢des e resultados (sem demonstragéo) que
s&0 supostos conhecidos no restante texto.

2.2 Espacos topoldgicos

Definigao 2.2.1 Um espaco topoldgico é um conjunto X relativamente ao qual se fira uma
colec¢do T de subconguntos (ditos conjuntos abertos) com as seguintes propriedades:

(i) X € aberto;
(if) ¥ € aberto;
(iii) a intersecgdo de um nidmero finito de abertos é um aberto;

(iv) a unido de qualquer colec¢do de abertos é um aberto.
Uma tal colecgdo T diz-se uma topologia em X.

Definicao 2.2.2 Se 7 e 71 sdo duas topologias em X, dizemos que T € mais forte do que 71 (ou
que T, € mais fraca que 7) se 11 C T.

Definicao 2.2.3 Sejam X um conjunto e T uma topologia em X.

(i) Um conjunto E C X diz-se fechado se o seu complementar (relativamente a X ),
X\E={zeX:z¢FE}

€ aberto em X.
(ii) O fecho E de E € a intersec¢do de todos os conjuntos fechados que contém E.

(iii) O interior de E, int (E), € a unido de todos os conjuntos abertos que sio subconjuntos de E;
um ponto p € int (E) diz-se um ponto interior de E.

iv) O COTLj’U,TLtO 8E, dos pOTLtOS em F que nao pertencem ao interior de E, diz-se a nteira de
Y4
E.

(v) Uma vizinhanga de um ponto p € X é um subconjunto de X contendo um aberto contendo
.

(vi) Uma vizinhanga de um conjunto A C X ¢ um conjunto contendo um aberto contendo A.

Definicao 2.2.4 Uma famdlia 8 de subconjuntos de X diz-se uma base para a topologia T se cada
conjunto em T € a unido de alguma subfamilia de 3.

Se B é uma colecgdo de vizinhangas de um conjunto A C X e qualquer vizinhanga de A contém
um conjunto em (3, dizemos que 3 € um sistema (ou uma familia) fundamental de vizinhangas
para A.
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Definigao 2.2.5 Seja X um espago de topoldgico. Dizemos que uma sucessdo (i) converge para
um ponto x € X, e escrevemos

lim zr =z ou (zi) — x,

k—oo

se qualquer vizinhanga de x contém todos os pontos xy, excepto um nimero finito.
Uma sucessio (zx) C X diz-se convergente em X se (zx) — x, para algum z € X.

Definigao 2.2.6 Sejam X um espago topoldgico € D um subconjunto de X. Dizemos que D € denso
em X se D =X.

Proposigao 2.2.7 Um conjunto num espago topoldgico é aberto se e s6 se contém uma vizinhanga
de cada um dos seus pontos.

Demonstragao:
Ver [29], lema 1.4.2.

Proposicao 2.2.8 A interseccdo de qualquer familia de fechados é um conjunto fechado.
A unido de uma famdlia finita de fechados é um conjunto fechado.
Os conjuntos § e X sdo fechados.

Demonstragao:
Ver [29], lema 1.4.4.

Definigao 2.2.9 Sejam (X,7) e (Y, 1) dois espagos topoldgicos e f uma aplicagao de X emY.
Entdo f diz-se continua se o conjunto

fFiA)={zeX: f(z) € A}

¢é um elemento de T, qualquer que seja o conjunto A € Ty (isto é, f € continua se a imagem inversa
de qualquer aberto A em'Y é um conjunto aberto em X ).

A funcdo f diz-se continua no ponto x € X se para qualquer vizinhan¢a U de f (z) eriste uma
wvizinhanga V' de x tal que o conjunto

fWV)={f(z):z€V}
estd contido em U.

Definigdo 2.2.10 Sejam (X,7) e (Y, 1) dois espagos topoldgicos e f uma aplicagio de X em Y.
Se f é continua e injectiva e, além disso, a fungdo inversa f =1 ¢ também continua, dizemos que f
¢é um homeomorfismo, ou um isomorfismo topolégico, de X em Y.

Proposigao 2.2.11 Sejam X e Y espagos topoldgicos e seja f : X — Y. Entao cada uma das
sequintes afirmagdes € equivalente 4 continuidade de f :

(i) f é continua em cada ponto x € X;

(ii) a imagem inversa de cada conjunto fechado em'Y é um conjunto fechado em X.

Demonstracao:
Ver [29], lema 1.4.16.

Proposigao 2.2.12 Se X, Y e Z sao espagos topoldgicos, ese f: X =Y eg:Y — Z sao funcgoes
continuas, entdo a fungdo composta de f e g, f o g, € continua.

Demonstracio:
Ver [29], lema 1.4.17.

Definigao 2.2.13 Sejam X um conjunto, Y um subconjunto de X e T uma topologia para X. A
topologia
7w ={A:A=BNnY,BerT}

diz-se a topologia relativa de Y gerada por T.

Um subconjunto de Y diz-se relativamente aberto se pertence a Ty; relativamente fechado
se é o complementar, relativamente a Y, de um conjunto relativamente aberto. Qutros conceitos
andlogos definem-se da mesma forma.
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Observagao 2.2.14 No que seque, um subconjunto de um espago topoldgico serd sempre encarado
como um espago topoldégico com a sua topologia relativa, a menos que outra topologia seja especifi-
cada.

Definigao 2.2.15 Dizemos que uma topologia 7 em X € uma topologia de Hausdorff, e que X €
um espago de Hausdorff, se quaisquer dois pontos distintos de X admitem vizinhancas disjuntas.

Definicao 2.2.16 Seja X um espaco topoldgico e seja A um subconjunto de X. Uma cobertura
aberta de A € uma familia de abertos cuja unido contém A.

Definigao 2.2.17 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que K C X é compacto se qualquer
cobertura de K admite uma subcobertura finita.

Proposigao 2.2.18 (i) Um subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.
(ii) A imagem de um espago compacto por uma fungdo continua é um compacto.

(iii) Um subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff € fechado.

Demonstragao:
Ver [29], lema L5.7.

Proposigao 2.2.19 Uma funcdo real continua definida num espago compacto atinge o seu infimo
€ 0 seu supremo.

Demonstragao:
Ver [29], lema 1.5.10.

Definicao 2.2.20 Seja X um espago topoldgico e seja A um subconjunto de X. Dizemos que A
€ sequencialmente compacto se qualquer sucessio (numerdvel ') de pontos de A admite uma
subsucessao convergente para um elemento de A.

2.3 Espacgos métricos

Definicao 2.3.1 Seja X um conjunto. Uma fungdo real d definida em X x X, com as seguintes
propriedades:

(i) d(z,y) 20

(ii) d(z,y) =0seesésex =y
(iii) d(z,y) =d(y,2)

(iv) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

diz-se uma métrica em X.

Definigao 2.3.2 Sejam X um conjunto, d uma métrica em X, z € X e e > 0. O subconjunto
B, (z) ={y€ X :d(z,y) < ¢}

diz-se a bola aberta de centro z e raio €.

Definigao 2.3.3 Seja X um conjunto e d uma métrica em X. A mais pequena topologia em X que
contém as bolas abertas em X diz-se a topologia da métrica.

Proposigao 2.3.4 Seja X um conjunto e d uma métrica em X. Entdo as bolas abertas constituem
uma base para a topologia da métrica.

Demonstragao:
Ver [29], lema 1.6.2.

Definigao 2.3.5 Seja X um conjunto e d uma métrica em X. Entdo X, munido da sua topologia
da métrica, diz-se um espaco métrico.

I'Diremos que um conjunto A é numeravel se for equipotente a N, isto é, se existir uma bijecgio entre A e N.
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Definigio 2.3.6 Seja X um espago topoldgico. Suponhamos que existe uma métrica em X tal que
a topologia da métrica coincide com a topologia inicial. Neste caso, dizemos que X é metrizdvel.

Proposigao 2.3.7 Qualquer espago métrico é um espago topoldgico de Hausdorff.

Demonstracgao:
Ver [29], teorema 1.6.3.

Proposicao 2.3.8 Qualquer subconjunto de um espago métrico, com a sua topologia relativa, é um
espago métrico.

Demonstragao:
Ver [29], lema 1.6.4.

Proposigdo 2.3.9 Seja X um espago métrico e A um subconjunto de X. Um ponto a pertence ao
fecho de A se e s6 se existe uma sucessdo (ax) de pontos de A convergente para a.

Demonstragao:
Ver [29], lema 1.6.6.

Proposigao 2.3.10 Um subconjunto de um espago métrico é compacto se e s6 se é sequencialmente
compacto.

Demonstragao:

Ver [29], teorema 1.6.13.

Definicao 2.3.11 Seja X um espago métrico e (k) uma sucessdo em X. Dizemos que (zx) € uma
sucessdo de Cauchy se kljm d(zk,z;) =0.

»J— 00

Se qualquer sucessdo de Cauchy em X € convergente, dizemos que X é um espagco métrico
completo.

Proposigio 2.3.12 Sejam X eY espagos métricos. Uma fungdo f : X — Y € continua se e 56 se
(f (2)) — f (z) sempre que (z) — z.

Demonstragao:
Ver [29], lema 1.6.8.

Definicao 2.3.13 Sejam X e Y espagos métricos. Dizemos que uma aplicaggo f : X — Y €
uniformente continua em X se, para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que d(z,y) < 6 implica

d(f(z),f () <e

2.4 Espagos vectoriais
No que segue, a expressio ”escalar” significard um elemento de R.

Definigao 2.4.1 Um espago vectorial real é um conjunto X, cujos elementos serdo chamados
vectores, onde estio definidas duas operagées: uma adicao e uma maultiplicagdo por um escalar,
com as sequintes propriedades algébricas:

(S) A cada par de vectores (z,y) corresponde um vector x +y, de tal forma que
(S1) s+y=y+z ez+(y+2)=@+y)+2z VryzeX;

(S2) X contém um tnico vector O (o vector nulo ou a origem de X ) tal que x + 0 = = para cada
z € X;

(S3) a cada © € X corresponde um tnico vector —z tal que z + (—z) =0.
(M) A cada par (a,z), com o € R e z € X, corresponde um vector ax, de tal forma que
(ML) Lz =2, a(f2) = (af)s

(M2) a(z+y) =ar+ay, (a+p)z=az+ .
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Definigao 2.4.2 Se X ¢ um espago vectorial, AC X, BC X, z€ X e A € R, definimos
x+A={z+a:a€ A}, x—A={z—a:ac A}
A+B={a+b:a€cAbeB}, M ={la:ac A}

Definigao 2.4.3 Dizemos que um espago vectorial X tem dimensdo n e escrevemos dim X = n,

se X possui uma base {uy,...,un} com n elementos. Isto significa que qualquer z € X admite uma

unica representagdo da forma r = ajuy + ... + auu,, onde o, €R Vi=1,....n.
y ) k) Y

Definicao 2.4.4 Sedim X = n, para algum n, dizemos que X tem dimensdo finita, caso contrdrio,
diremos que X tem dimensao infinita.

Definigao 2.4.5 Sejam X e Y espacos vectoriais reais. Uma funcdo L: X — Y diz-se linear se
L(az+By) =al(z)+BL(y), Vz,y € X, Va,B €R.
Definigao 2.4.6 Chamamos funcional a qualquer aplicacio L : X — R, onde X é um espaco

vectorial real.
Se L ¢ linear, dizemos que L é um funcional linear.

2.5 Espacos vectoriais topolégicos

Definigao 2.5.1 Seja X um espago vectorial real. Dizemos que X é um espaco vectorial topoldgico
se estd munido de uma topologia relativamente ¢ qual

(i) qualquer subconjunto de V constituido apenas por um elemento é um conjunto fechado
e

(ii) as operagdes
(w,v) mu+v, deX xX emX
(Au)—Adu, deRxX emX

sao continuas.
Proposicao 2.5.2 Qualquer espago vectorial topoldgico é um espago de Hausdorff.

Demonstragao:
Ver [45], teorema 1.12.

Definigao 2.5.3 Um espago vectorial topoldgico diz-se localmente convexo se a origem possui
um sistema fundamental de vizinhangas convezas 2.
2.6 Espacgos normados

Definicao 2.6.1 Seja X um espago vectorial real. Dizemos que X é um espago normado se a
cada x € X estd associado um nimero real |z, , dito a norma de z, de tal forma que

(i) lz+ylx < lzlx + lylx , para quaisquer z,y € X;
(ii) |az|x = |a||z|y , para cada z € X e para cada escalar o

(iif) |z|yx > 0 se z #0.

A expressdo "norma” € usada para significar a aplicagdo que associa a cada x € X o nimero lz|y

2Dizemos que um conjunto C C V é convexo se, para quaisquer z,y € C e 0 < A < 1, se tiver

Az+(1-NyeC.
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Definicao 2.6.2 Sejam X um espago normado, z € X er € R. A bola aberta de centro em x e
raio r €, por defini¢ao, o conjunto
B.(z)={yeX:|ly—z|, <r}.
A bola fechada de centro em x e raio v €, por definicao, o conjunto
B (x)={yeX:ly—z|x <r}.

Observagio 2.6.3 Seja (X, ||x) um espago normado. E fdcil ver que a aplicagdo d definida em
X x X por

d(z,y) = |z - ylx

€ wma métrica em X.
Assim,

Proposigao 2.6.4 Qualguer espago normado € um espago métrico.
Daqui resulta, pela proposigao 2.3.7, que

Proposicgio 2.6.5 Qualquer espaco normado € um espago de Hausdorff.

Proposigao 2.6.6 Qualguer espago normado, com a topologia da métrica, é um espago vectorial
topoldgico localmente convero.

Demonstragao:
Ver (28], pagina 415.

Definicao 2.6.7 Seja (X,|-|x) um espago normado. Diremos que um subconjunto A de X € limi-
tado se existe M > 0 tal que |z, < M, para cada z € A.

Proposigao 2.6.8 Seja (X, ||x) um espago normado. Entdo qualquer subconjunto compacto de X
é limitado e fechado.

Demonstragao:
Ver [32], paginas 176 e 178.

Proposigao 2.6.9 Um subconjunto de R™ é compacto se e 86 se € limitado e fechado.

Demonstragao:
Ver [32], capitulo VII, proposigéo 10.

Proposigao 2.6.10 Seja (X, |-|x) um espago normado. Dizemos que X é um espaco de Banach
se é um espaco métrico completo, com a métrica definida pela sua norma.

Proposicao 2.6.11 Sejam X eY espacos normados e seja L : X — Y uma fungdo linear. Entao
as sequintes condigées sdo equivalentes:

(i) L é continua,
(ii) L € continua nalgum ponto de X;

(i) sup |L(2)ly €R;
TEX, || <1

(iv) L ¢ limitada, isto €, existe M >0 tal que |L(z)|y < M |z|x , qualquer que seja z € X.

Demonstracao:
Ver [29], lema I1.3.4.

Definicao 2.6.12 Seja X um espago normado. Notamos por X' o espago dual de X, isto € o
conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em X.

Proposigio 2.6.13 Seja (X, ||x) um espago normado e seja X' o seu dual. A fungdo real |-|y, ,
definida em X', por

Iflx: = sup |f(2)]

-'EEX":EIX <1

¢ uma norma em X', dita a norma dual.
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Proposigao 2.6.14 Seja (X, || ) um espago normado e seja X' o seu dual, equipado com a norma
dual. Entdo X' é um espago de Banach.

Demonstragao:
Ver [29], lema II.3.8.

E ficil ver que

Observagao 2.6.15 Se X € um espago normado, entdo uma sucessdo (rx) C X converge para um
ponto x € X, se e s se klim |zr — 2| = 0. Assim,
— 00

(zx) >z & (Jazx —z]) — 0.

2.7 Medidas

2.7.1 Sigma-algebras

Seja X um conjunto.

Definigao 2.7.1 Uma colecgdo A de subconjuntos de X diz-se uma o—dlgebra em X se as seguintes
condigdes sao satisfeitas:

(i) X € A

(ii) se Ac A, entao X\A={z e X:z ¢ A} € 4

(iii) se A; € A para cada j = 1,2, ..., entdo U2 A; € A.

Assim, uma o—4lgebra em X é uma familia de subconjuntos de X que contém X e que é fechada
para a complementacao, e para unides numerdveis.

Defini¢ao 2.7.2 Se A é uma o—dlgebra en X dizemos que o par (X, A) é um espaco mensurdvel.

Definigao 2.7.3 Se A € uma 0—dlgebra em X, entdo um subconjunto de X diz-se A—mensurdvel
se pertence a A.

A seguinte proposicdo é uma consequéncia imediata da defini¢do anterior:
Proposigao 2.7.4 Se uma colec¢do A de subconjuntos de X € uma o—dlgebra, entdo:

(i) Ve A;

(ii) se A; € A para cada j =1,2,...,n, entdo U}_, A; € A;
(iii) se Aj € A para cada j = 1,2, ..., entdo N2, A; € A
(iv) se A,B € A, entio A\B=ANB°€ A.

Demonstragao:
Ver [46], pagina 10.

Proposicao 2.7.5 Seja X um conjunto e seja F uma familia de subconjuntos de X. Entdo existe
a mais pequena o—dlgebra em X que contém F.

Demonstracao:
Ver [20], coroldrio 1.1.2.

Observagao 2.7.6 Dizer que A € a mais pequena o—dlgebra em X que contém F significa dizer
que qualquer o—dlgebra em X que contém F também contém A. Esta mais pequena o—dlgebra em
X que contém F € unica e diz-se a o—dlgebra gerada por F.



14 CAPITULO 2 DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

2.7.2 A o—algebra de Borel em R"

Definicao 2.7.7 A o—dlgebra de Borel em R™, notada por B(R"), é a c—dlgebra em R™ gerada
pelos subconjuntos abertos de R™.

Definicao 2.7.8 Os conjuntos borelianos de R™ sdo os elementos de B(R").

Proposigao 2.7.9 A o—dlgebra B(R™), dos subconjuntos borelianos de R™, é gerada por cada uma
das seguintes colec¢des de conjuntos:

(i) a colecgdo de todos os subconjuntos fechados de R™;
(ii) a colecgio de todos os semi-espagos de R™ da forma {(zy,...,%n) 1 2 < b}, para algum indice
e para algum b € R;

(iii) a coleccio de todos os rectingulos de R™ da forma {(x1,...,%n) 1 a; < z; < bit =1, ey}

Demonstragao:
Ver [20], proposicdo 1.1.4.

Definigdo 2.7.10 Seja G a famdlia de todos os subconjuntos abertos de R" e seja F a familia
de todos os subconjuntos fechados de R™. Seja Gs a colec¢do de todas as intersecgoes de familias
numerdveis de elementos de G e seja F, a coleccdo de todas as unides de familias numerdveis de
elementos de F. Cada conjunto em Gs diz-se um Gs e cada conjunto em Fo diz-se um F,.

Proposigdo 2.7.11 Qualquer subconjunto fechado de R™ é um Gs e qualquer subconjunto aberto
de R™ é um Fj,.

Demonstragao:
Ver [20], proposicéo 1.1.5.

2.7.3 Medidas

Seja X um conjunto e seja A uma o—4élgebra em X.

Definicao 2.7.12 Uma fungdo p definida em A com valores em [0, +00] diz-se contavelmente
aditiva se

p(U52145) = 252, 1 (4;)
sempre que A; € A, j =1,2,... e A; N Ap = 0 para j # k (note-se que, uma vez que, para cada j,
1 (A;) é ndo-negativo a soma X321 (A;) existe sempre como um mimero real ou como +00).

Defini¢ao 2.7.13 Uma medida positiva i em A é uma fungdo definida em A com wvalores em
[0, +00] contavelmente aditiva.

Definicao 2.7.14 Se A é uma o—dlgebra en X e pn é uma medida em A dizemos que o terno
(X, A, 1) é um espago de medida.

Definicao 2.7.15 Se (X, A, 1) € um espago de medida dizemos que p € uma medida em (X, A},
ou, se a o—dlgebra A estd subentendida, uma medida em X.

Proposigao 2.7.16 Seja p uma medida positiva num espago mensurdvel (X, A) . Entéao

(i) n(®) =0 ,
(ii) se Ay,..., An sdo elementos de A disjuntos dois a dois, entdo p (A1 U...UAp) = p(A1) + ... +
1(An);
(iii) se A,B € A e AC B, entio pu(A) < n(B), além disso, se u(A) < +oo entdo p(B\A) =
n(B) — p(A4);
(iv) se A=U32, A, com Aj € Aparacadaj=1,2,...e Ay C Ay C A3 C ..., entdo lim;_,oo u(4;) =
n(A);
(v) se A =N, A;, com A; € R para cada j = 1,2, ..., A; D Ay D A3 D ... e u(4;) < oo, entdo
lim; oo p(Aj) = p(A).

Demonstragao:

Ver [46], teorema 1.19.



2.7 MEDIDAS 15

Definicao 2.7.17 Uma medida em (R™, B(R")) diz-se uma medida de Borel em R™. Mais geral-
mente, se X € um subconjunto boreliano de R™ e se A é a o—dlgebra cujos elementos sdo todos
os borelianos de R™ que estdo contidos em X, entdo uma medida em (X, A) diz-se uma medida de
Borel em A.

Definicao 2.7.18 Seja pu uma medida num espago mensurdvel (X, A). Dizemos que p € uma me-
dida finita se u(X) < 400 e, neste caso, dizemos que (X, A, 1) é um espaco de medida finito.

Dizemos que p € uma medida o—finita, e que (X, A, ) € um espaco de medida o—finito,
se X € a unido de uma familia Ay, As, ... de elementos de A satisfazendo p (A;) < 400 para cada j.

Definigao 2.7.19 Seja (X, A, 1) um espago de medida. Dizemos que u é uma medida completa,
e que (X, A, 1) € um espaco de medida completo, se as condiges A € A, u(A)=0eBC A
implicam B € A.

Definicao 2.7.20 Seja (X, A, 1) um espago de medida. Diremos que um subconjunto B de X é
p—nulo se existe um subconjunto A de X tal que A€ A, BC A ep(A)=0.

Assim,

Proposigao 2.7.21 Se (X, A, p) é um espago de medida, entdo u é completa se e sé se cada con-
Junto py—nulo pertence a A.

Definigao 2.7.22 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja p uma medida em A. Chamaremos
completamento de A por pu d colec¢io A, de todos os subconjuntos A de X para os quais existem
conjuntos E e F em A tais que

(i) ECACF

(ii) u(F\E) =0.

Sejam A, E e F' como na definicdo anterior. Evidentemente, temos u (E) = p (F). Além disso,
se B é um qualquer subconjunto de A pertencente a A, temos x(B) < p(F) = u(E). Entdo
p(E) =sup{u(B): B€ Ae B C A}, e portanto o valor comum de x (E) e p (F) depende apenas
do conjunto A (e da medida 41), e ndo da escolha dos conjuntos E e F satisfazendo as condicdes (i)
e (ii) da defini¢io anterior. Isto significa que podemos enunciar a seguinte definicéo:

Definicao 2.7.23 Sejam (X, A) um espaco mensurdvel e i uma medida em A. Seja A, o comple-
tamento de A por p. A fungdo i : A, — [0,+o0], definida por E(A) = u(E) = u(F), onde E e F
pertencem a A e satisfazem as condigées (i) e (i) da definicdo anterior, diz-se o completamento
de .

Proposicao 2.7.24 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja . uma medida em A. Entdo A, é
uma o—dlgebra em X que inclui A, e i é uma medida completa em A, cuja restri¢io a A é p.

2.7.4 Medidas exteriores
Seja X um conjunto e seja 2% a coleccdo de todos os subconjuntos de X.
Definigao 2.7.25 Um medida exterior em X ¢ uma fungdo p* : 2X — [0, +o00] verificando
(i) p () =0
(ii) se AC B C X, entdo p* (A) < u*(B);

(iii) se {A;} € uma familia numerdvel de subconjuntos de X, entio p* (Ui 45) <352, 1w (4).

Assim, uma medida exterior em X é uma fun¢do de 2% em [0, +c0] monétona e contavelmente
subaditiva, cujo valor em ¢ é 0.

Proposicao 2.7.26 Uma medida em X é uma medida exterior em X se e sé se o seu dominio é
2X.

Demonstragao:
Ver [20], pigina 14.
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Definigdo 2.7.27 Seja X um conjunto e seja pu* uma medida exterior em X. Um subconjunto B
de X diz-se pu*—mensurdvel (ou mensurdvel com respeito a p*) se

u* (A) = " (AN B) + u* (AN B°)
para cada subconjunto A de X.

Proposigio 2.7.28 Seja X um conjunto, seja p* uma medida exterior em X e seja M+ a colecgdo
de todos os subconjuntos de X p*—mensurdveis. Entao

(i) M- € uma o-dlgebra
e

(ii) o restricdo de p* a My~ € uma medida em M.

Demonstragao:
Ver [20], teorema 1.3.4.

Proposigdo 2.7.29 Seja X um conjunto, seja w* uma medida exterior em X e seja M~ a colecgGo
de todos os subconjuntos de X que sdo p*—mensurdveis. Entdo a restricio de p* a M- € uma
medida completa.

Demonstragao:
Ver [20], pagina 35.

2.7.5 A medida exterior de Lebesgue em R"

Definigao 2.7.30 Um subconjunto de R™ diz-se um intervalo n—dimensional se é da forma
I; % ... x I, onde Iy, ..., I, sdo intervalos de R.

Definicdo 2.7.31 O volume de um intervalo n—dimensional I X....x I, notado por vol (Iy x ... x I,),
é o produto dos comprimentos dos intervalos I, ..., L,.

Definicao 2.7.32 Seja A um subconjunto de R™ e seja Ca o conjunto de todas as familias nu-
merdveis {R;} de intervalos n—dimensionais abertos e limitados tais que A C UX R;. Entdo a
medida exterior de Lebesgue de A, notada por m* (A), €, por definigdo, o infimo do conjunto

{Zvol (R;) : {R:} eCA}.
i=1

Proposigio 2.7.33 A medida exterior de Lebesgue em R™ é uma medida exterior e associa a cada
intervalo n—dimensional o seu volume.

Demonstragao:
Ver [20], proposicéo 1.3.2.

Proposigao 2.7.34 A medida exterior de Lebesgue é invariante para translagoes. Mais precisa-
mente, se T € R™ e A C R™ entdo m* (z + A) = m* (4).

Demonstragao:

Ver [20], proposicao 1.4.4.

2.7.6 Subconjuntos Lebesgue-mensurdaveis de R"

Definicao 2.7.35 Um subconjunto de R™ diz-se Lebesgue-mensurdvel sempre que é mensurdvel
com respeito ¢ medida exterior de Lebesgue m™.

Proposigio 2.7.36 Qualguer subconjunto boreliano de R™ € Lebesgue-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver [20], proposicio 1.3.6.

Proposigao 2.7.37 Seja x € R™. Um subconjunto B c R" é Lebesgque-mensurdvel se e s6 se B+«
é Lebesgue-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver [20], proposigao 1.4.4.
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2.7.7 A medida de Lebesgue

Notemos por £ (R™) a coleccdo de todos os subconjuntos Lebesgue-mensuriveis de R™.

Definigao 2.7.38 A restri¢io da medida exterior de Lebesgue, m*, a L (R™) diz-se a medida de
Lebesgue em R™ e serd notada por m.

Observagao 2.7.39 Note-se que B(R™) C L(R"), pelo que a restricio de m* a B(R™) serd ainda
denominada medida de Lebesque.

Da proposicao 2.7.34 resulta que

Proposigao 2.7.40 A medida de Lebesgue é invariante para translagées. Mais precisamente, se T
€ R® e AC R"” entdgo m(z + A) =m(A).

A seguinte proposi¢do ¢ uma consequéncia da proposicio 2.7.29.

Proposigao 2.7.41 A medida de Lebesgue na o—dlgebra L (R™) dos subconjuntos Lebesque-mensurdveis
€ completa.

Porém,

Proposigio 2.7.42 A restrigio da medida de Lebesgue ¢ o—dlgebra B (R™) dos subconjuntos bore-
lianos de R™ ndo € completa.

Proposicao 2.7.43 A medida de Lebesgue em (R™, L (R™)) € o completamento da medida de Lebesgue
em (R™, B(R™)).

Demonstragao:
Ver [20], proposigdo 1.5.2.

Proposigao 2.7.44 Seja A um subconjunto Lebesque-mensurdvel de R™. Entio existem subconjun-
tos borelianos E e F' de R™ tais que EC AC F e m(F\E) = 0.

Demonstracio:

Ver [20], lema 1.5.3.

Observagao 2.7.45 Nos capitulos seguintes, usaremos, em geral, as expressoes “conjunto men-
surdvel” e “medida” quando quisermos referir-nos a “conjunto Lebesgue-mensurdvel” e a “medida
de Lebesgue”, respectivamente.

2.7.8 Propriedades que se verificam quase sempre

Definigao 2.7.46 Seja (X, A, ,u) um espago de medida. Diremos que uma determinada propriedade
€ verificada p—quase sempre em X, ou satisfeita por quase todo o elemento de X, se o conjunto
dos pontos de X onde ndo se verifica é p—nulo. Por outras palavras, uma propriedade verifica-se
p—quase sempre em X se existe um conjunto N € A tal que u(N) =0 e N contém todos os pontos
de X onde a propriedade nao se verifica.

Mais geralmente, temos a seguinte definicéo:

Definigao 2.7.47 Seja (X, A, i) um espago de medida e seja E um subconjunto de X. Entdo uma
determinada propriedade € verificada p1—quase sempre em E se o conjunto dos pontos de E onde
nao se verifica é p—nulo.

Observacao 2.7.48 Abreviaremos, por vezes, a expressio “u—quase sempre” escrevendo “u—gq.s.”.
Nos casos em que ndo haja perigo de confusdo quanto & medida que se estd a constderar, usaremos
as erpressoes “quase sempre” e “q.s.”.
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2.8 Funcoes mensuraveis

2.8.1 Definicao e propriedades

Proposicao 2.8.1 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A um subconjunto de X pertencente
a A. Para qualquer fungdo f: A — [—00, +00] , as segquintes condicées sdo equivalentes:

(i) VteER, {z € A: f(z) <t EA

(ii) VteR, {z € A: f(z) <t} €A

(iii) V€ R, {z € A: f(z) >t} €A

(iv) Vte R, {z € A: f(z) >t} € A

Demonstragao:
Ver (20}, proposicao 2.1.1.

Definicao 2.8.2 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A um subconjunto de X pertencente a
A. Uma fungéo f : A — [—00,+00] diz-se A—mensurdvel (ou mensurdvel com respeito a A) se
satifaz uma, e portanto todas, as condi¢ées da proposicdo 2.8.1.

Definigao 2.8.3 Se X = R", uma fungio que é mensurdvel com respeito a B(R™) diz-se Borel-
mensurdvel ou uma fungéo boreliana, uma fungdo que é mensurdvel com respeito a L (R™) diz-se
Lebesgue-mensurdvel.

Observagao 2.8.4 Nos capitulos seguintes, usaremos em geral a expressdo “fungao mensurdvel”
para significar “funcao Lebesgue-mensurdvel”.

Proposigao 2.8.5 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A um subconjunto de X pertencente
a A. Entdo, para qualquer fungdo f : A — R, as seguintes condigoes sao equivalentes:

(i) a fungdo f € mensurdvel com respeito a A;

(ii) qualquer que seja o subconjunto aberto U de R, o conjunto f~1(U) pertence a A;

(iii) qualquer que seja o subconjunto fechado C de R, o conjunto f~1(C) pertence a A;

(iv) qualgquer que seja o subconjunto boreliano B de R, o conjunto f~1 (B) pertence a A.

Demonstragao:
Ver [20], proposigao 2.1.8.

Proposigio 2.8.6 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A € A. Suponhamos que f e g sao
fungoes definidas em A com valores em [—o0, +o0] . Entdo os conjuntos

(i) {ze A: f(z) <g(=@)}
(i) {z€ A: f(z) < g(a)}
(iii) {z€ A: f(z)=g(z)}

pertencem a A.

Proposigao 2.8.7 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A € A. Suponhamos que f e g sao
fungoes A—mensurdveis definidas em A com valores em [—00,+00] . Entdo as fungdes fV g : A—
[—o0,+00] e fAg: A— [—o0, +00], definidas respectivamente por

(f Vv ¢) (z) = max(f (z),9(x)) e (fAg)(z)=min(f(2),9(2)),
sdo A—mensurdveis.

Demonstragao:
Ver [20], proposigao 2.1.3.

Proposigao 2.8.8 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A € A. Suponhamos que (fn) € uma
sucessdo de fung¢oes A—mensurdveis definidas em A com valores em [—00,+00]. Entdo as fungoes
sup,, fn, infufn, imsupncofn € liminfa—oo fn, com dominio A e valores em [—o0, +0o0] , definidas
respectivamente por (Sup,, fn) () = sup, (fa (z)), (inf, f,) (z) = inf, (fn (), (limsup, o fn) (@) =
limsup,, . (fa (z)) € (liminfp oo fr) () = lim inf,, oo (fn (z)), sdo A—mensurdvers.
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Demonstracao:
Ver {20}, proposigio 2.1.4.

Proposigao 2.8.9 Sejo (X, A) um espago mensurdvel e seja A € A. Suponhamos que (fn) € uma
sucessao de fungoes A—mensurdveis definidas em A com valores em [—oo, +00]. Entdo a fungio
lim,,_, o0 frn, com dominio

{x €A :liy?iigp (fa (2)) =1§111_1Ni£f (fn (33))}

e valores em [—00,+00], definida por (limp oo fr) (2) = limp oo (fn (), € A—mensurduvel.

Demonstragao:
Ver [20], proposicao 2.1.4.

Proposicao 2.8.10 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A € A. Suponhamos que f € uma
fungao A—mensurdvel com dominio A e valores em [—o00, +00| . Entdo a fungdo |f| é A—mensurdvel.

Demonstragéo:
Ver [20], pdgina 53.

Proposicao 2.8.11 Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A € A. Suponhamos que f é uma
fungdo A—mensurdvel com dominio A e valores em [—co, +o00]. Entdo, se B é um subconjunto de
A pertencente a A, a restrigéo f|g, de f a B, é uma funcio A—mensurdvel.

Demonstragio:
Ver (20], pdgina 53.

Proposicao 2.8.12 Sejam (X, A) um espago mensurdvel, A um subconjunto de X pertencente a
A, f e g fungies reais A—mensurdveis definidas em A e seja o um nimero real. Entdo as fungées
af, f+g, f—g, fg, e f/g (cujo dominio é o conjunto {z € A : g(z) # 0}) sdo A—mensurdveis.

Proposicao 2.8.13 Qualquer fungdo boreliana em R™ é Lebesgque-mensurdvel.

Demonstragao:
Ver [20], pagina 49.

Proposicao 2.8.14 Qualquer fungdo continua f : R™ — R € uma funcgdo boreliana.

Demonstragao:
Ver [20], pdgina 49.

Proposicao 2.8.15 Seja (X, A) um espagco mensurdvel e seja B um subconjunto de X. Entdo a
fungdo caracteristica de B, xp : X — R, definida por xg(z) =1 sez € B e xB(z) = 0 caso
contrdrio, ¢ A—mensurdvel se e s¢ se B € A.

Demonstracao:
Ver [20], pagina 49.

Proposicao 2.8.16 Se f : R — R € uma funcgdo continua e g é uma fungado Lebesgﬁe-mensum’vel
com valores reais entdo a fungdo composta de f e g, f o g, é Lebesque-mensurdvel.

Demonstracao:
Ver [20], lema 8.1.7.

Proposigao 2.8.17 Seja (X, A, p) um espaco de medida e sejam f e g fungoes definidas em X com
valores em [—o0, +00] . Suponhamos que f = g quase sempre. Se pu € uma medida completa e se f
€ A—mensurdvel entdo também g é A—mensurdvel.

Demonstracéo:
Ver [20], proposicio 2.2.1.

Proposicao 2.8.18 Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja (fn) uma sucessdo de funcées
definidas em X com valores em [—oo0, +00] . Suponhamos que f é uma funcdo definida em X com
valores em [—o0, +00] tal que (f, () converge para f (z) para quase todo = € X. Neste caso, se
€ completa e se cada f, é A—mensurdvel, também f é A—mensurdvel,
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Demonstragao:
Ver [20], corolério 2.2.2.

Proposicao 2.8.19 Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja A, o completamento de A por .
Entdo uma fungéo f : X — [—00,+00] € A, —mensurdvel se e s6 se existem fungdes A—mensurdveis
fo, f1 : X — [—00, +00| tais que

(i) qualquer que seja oz € X, fo(z) < f (z) < fi(z)
€
(ii) fo = f1 p—quase sempre em X.
Demonstracao:
Ver (20}, proposigéo 2.2.3.
Note-se que desta proposicao resulta, em particular, que

Proposigao 2.8.20 Se f € uma fungio Lebesgue-mensurdvel definida em R™ entdo existe uma
fungdo boreliana g, definida em R™, tal que f = g quase sempre.

2.8.2 Os teoremas de Lusin e de Scorza-Dragoni

Proposigao 2.8.21 (Teorema de Lusin) Seja Q um subconjunto aberto de R"™. Uma fungéo f :
Q — [—00,+00] € Lebesgue-mensurdvel se e s6 se, para cada conjunto compacto K C e para cada
e > 0, existe um conjunto compacto K. C K tal que m (K\K.) < € e a restricio de f a K. é
continua.

Demonstragao:
Ver [20], teorema 7.4.3.

Proposigao 2.8.22 (Teorema de Scorza-Dragoni) Seja G um qualquer subconjunto Lebesgue-
mensurdvel de RS e seja f (t,z) uma fungao definida em G x R™ continua em x para quase todo
t € G e mensurdvel em t para cada x € R™. Entdo, qualquer que seja o € > 0, existe um subconjunto

fechado K de G tal que m (G\K) < ¢ e f € continua em K xR™.

Demonstragao:
Ver [41], corolario 2G.

2.9 O integral de Lebesgue

2.9.1 Definicao

Seja A um subconjunto de R™.
Definigao 2.9.1 A fungdo caracteristica do conjunto A é, por definicdo, a fungao x4 : R* >R
dada por
1sezeA

xa(z) =
0 sex¢ A.

Definigao 2.9.2 Uma fungdo real s definida em R™ diz-se uma func¢@o simples se toma apenas
um nidmero finito de valores.
A seguinte proposi¢éo resulta da defini¢do de funcéo simples e da proposigao 2.8.13.

Proposigao 2.9.3 Seja s : R* — R uma fungao simples. Suponhamos que, para cada x € R,
temos s (z) € {ay,...,am} . Entao s = Z;’;l a;jXa,, onde Aj ={z €R" : s(z) = aj} e s € Lebesgue-

mensurdvel se e s6 se 0s conjuntos Ay, ..., Am sGo Lebesgue-mensurdveis.

Seja A um subconjunto Lebesgue-mensurdvel de R™.
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Definicao 2.9.4 Seja s: A — R uma fungdo simples, s = E;n:l ajxa,, onde cada Aj;, j =1,..,m,
€ um conjunto Lebesgue-mensurdvel. Definimos o integral de Lebesgue de s em A, notado por

S48 (x)dz, pondo
/ s(z)dz = a;m(4;).
A =

Se f: A— R € uma fungdo Lebesgue-mensurdvel com valores ndo-negativos, definimos

/Af(m)dwisup/As(x)dx,

sendo o supremo tomado no conjunto de todas as fungdes simples s : R® — R, anulando-se fora de
A e satisfazendo 0 < s(z) < f(z), para cada xz € A.

Observagao 2.9.5 Note-se que o integral de uma fungdo ndo-negativa f : A — R pode ser +oo.
Seja f: A — R uma fun¢io Lebesgue-mensurivel. Entdo temos
f=r-f,

onde

f+ :max(f,O) € f_ :——mm(f,O)

sao funcoes ndo-negativas Lebesgue-mensuraveis.
Assim, faz sentido a seguinte definicdo:

Definicao 2.9.6 Seja f : A — R uma fun¢do Lebesque-mensurdvel. O integral de Lebesque de f

em A €, por definigdo,
- + _ -
/Af(z)d:c—/Af (z) dz /Af (2) dz

sempre que pelo menos um dos integrais que surge no membro direito da igualdade é finito.
Se ambos os integrais sdo finitos, dizemos que f ¢ Lebesgue-integrdvel em A.

Observagao 2.9.7 No que segue, em vez de “Lebesque-integqrdvel”, escreveremos apenas “inteqrdvel”.
s g s

2.9.2 Propriedades

A seguinte proposicdo é uma consequéncia imediata da defini¢io de integral de Lebesgue.

Proposicao 2.9.8 Seja A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurdvel e seja f : A — R uma fungdo
Lebesgue-mensurdvel. Entdo

/Af(x) dr = / (fxa) (z)dz,
onde x4 : R® — R denota a fungdo caracteristica do conjunto A.

Proposigao 2.9.9 Seja A C R™ um conjunto Lebesque-mensurdvel e sejam f,g: A — R fungées
Lebesgque-mensurdveis. Se f = g quase sempre em A, entdo

/Af(x)dxz/Ag(ac)da:.

Demonstragao:
Ver (1], pagina 16.

As seguintes propriedades do integral de Lebesgue sdo consequéncia da defini¢éo e da proposigao
2.9.9.

Proposigao 2.9.10 Seja A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurdvel e sejam f,9: A— R fungoes
Lebesgue-mensurdveis.

(i) Se f € limitada quase sempre em A e m(A) < oo, entdo f € integrdvel em A.

(ii) Se a < f(z) < b, para quase todo x € A, entdo

am(A) S/Af(x)dxgbm(A).
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(iii) Se f e g sdo integrdveis em A e f(x) < g(x) quase sempre em A, entao

/Af(m)d:l:S/Ag(x)dz.

(iv) Se f e g sdo integrdveis em A, entdo f + g € integrdvel em A e

/(f+g)(w)dx=/ f@de+ [ o@ds
A A A
(v) Se f € integrdvel em A e o é um nimero real, entdo af é integrdvel em a e
/ (af) (z)dz = a/ f(z)dz.
A A

(vi) Se f é integrdvel em A entdo |f| € integrdvel em A e

{/Af(x)dx < [17@lds

(vii) Se f € integrdvel em A e B C A é Lebesque-mensurdvel, entio f € integrdvel em B; se, além
disso, f (z) > 0 para quase todo z € A, entdo

/Bf(w)de/Af(x)dw-

Proposigao 2.9.11 Seja A C R™ um conjunto Lebesgque-mensurdvel e seja f : A — R uma funcgao
Lebesque-mensurdvel. Se f (x) > 0, quase sempre em Ae fA f(z)dz =0 entdo f = 0 quase sempre.

Demonstragao:
Ver [46], teorema 1.39.

Proposigao 2.9.12 Qualquer fungao Riemann-integrdvel é Lebesgue-integrdvevl e 0s integrais $ao
1quats.

Demonstracao:

Ver {26], teorema 2.10.1.

2.9.3 Os teoremas da convergéncia monétona e da convergéncia domi-
nada; o lema de Fatou

Proposigao 2.9.13 (Teorema da convergéncia mondtona) Seja A C R™ um conjunto Lebesgue-
mensurdvel e seja (fn) uma sucessio mondtona de fungées integrdveis em A. Suponhamos que, para
cada n € N, ‘ f 4 n (z) dw| < M, para alguma constante M. Entdo existe uma fungdo f integrdvel
em A tal que

(i) (J4lfn(2) = f(2)|dz) =0,
(ii) (fn(z)) — f(z) quase sempre em A,
(i) | [, f (x)dz| < M.

Demonstracgao:
Ver [26], teorema 2.8.3.

Proposigao 2.9.14 (Teorema da convergéncia dominada) Seja A C R™ um conjunto Lebesgue-
mensurdvel e seja (fn) uma sucessdo de fungoes integrdveis.Suponhamos que existe uma fungdo f
tal que (fn (z)) — f(z), quase sempre em A. Suponhamos ainda que, para cada n € N, |f,| < h,
onde h é uma fungdo integrdvel em A. Entdo f € integrdvel em Ae

Jim [ 1) = f@lar =0

Demonstracao:
Ver [26], teorema 2.8.4.

Proposigao 2.9.15 (Lema de Fatou) Seja A C R™ um conjunto Lebesque-mensurdvel e seja ( fr)
wma sucessdo de fungées Lebesgue-mensurdveis nao-negativas. Entao

/A(liminf fa (m)) dx Sliminf/Afn (z) dz.

n—00 n—oo

Demonstragao:
Ver [20], teorema 2.4.3.
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2.9.4 O teorema de Fubini

Seja f uma funcdo real definida num subconjunto Lebesgue-mensurdvel 4 de R**™. Podemos
pensar em f como sendo fungdo de um par varidveis (z,y), com z € R” e y € R™. O integral de f
em A é, normalmente, notado por

/f(:v,y)dwdy
A

ou, o que é 0 mesmo,
/ f(z,y) xa (z,y) dz dy.
Ru-}-m

Em particular, se A C R™, podemos escrever

/f(x)da::/f(xl,...,xn)dxl...dxnz/ F(x1,.xn) xa (21, .oy 2) d2y . dy,
A A R™

onde x4 : R™ — R denota a fungdo caracteristica do conjunto A.

Proposigao 2.9.16 (Teorema de Fubini) Sejam A, e A, dois subconjuntos abertos de R™ e seja
f uma fungdo integrdvel em A; x Ay. Entdo

(i) para quase todo z € Ay, a fungdo f (z,-) é integrdvel em A e a fungdo fAz f (z,y) dy € integrdvel
em Aqp;

ii para quase todo Y€ A2, a fungdo f Y é integra"uel em A1 ea fungdo f z,y dx é integra'vel
A[
em A2;

@) Lo, (fa, f @v)dy) do= [y, (o, f @ v)ds) dy.
Demonstragao:
Ver [20], teorema 5.2.2.

2.10 Topologias fracas

2.10.1 Definigoes e propriedades bésicas

Seja X um espago vectorial e seja X+ o espago de todos os funcionais lineares definidos em X.
Definigao 2.10.1 Um subespago vectorial L de X+ diz-se total se
(f(z)=0, VfeL) = z=0.

Definigao 2.10.2 Seja L um subespaco total de X+ e seja F a familia de todos os subconjuntos
finitos de L. Chamamos subconjuntos bdsicos de X aos conjuntos do tipo

V(zo, Fle)={z e X :|f(z—x)| <, Vf € F},
ondee >0e FeF.

Definigao 2.10.3 A L—topologia em X € a topologia obtida tomando como base os subconjuntos
bdsicos. (Assim, dizer que um conjunto A € aberto para a L—topologia de X ¢ o mesmo que dizer
que A € unido de subconjuntos bdsicos.)

Proposigao 2.10.4 O espago X €, com a L— topologia de qualquer subespaco vectorial total L de
X, um espaco vectorial topologico localmente convezo.

Demonstragao:
Ver [29], lema V.3.3.

Proposigao 2.10.5 Seja L um qualquer subespaco vectorial total de X*. A L—topologia em X é a
topologia mais fraca na qual qualquer funcional em L é continuo.

Demonstragéao:

Ver [29], lema V.3.8.
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Proposigao 2.10.6 Seja L um qualquer subespago vectorial total de Xt. Os funcionais lineares em
X, continuos para a L—topologia, sio precisamente os elementos de L.

Demonstracao:
Ver [29], teorema V.3.9.

Observagao 2.10.7 Se X é um espago de Banach, entao X tem jd uma topologia natural, a
chamada topologia forte ou topologia induzida pela métrica d(z,y) = |z — y| associada a norma
|-| de X.

Se (z) C X converge na topologia forte de X, isto €, se

(lzx = zlx) — 0,
diremos que (zx) converge fortemente para x.

Definigao 2.10.8 Seja X um espago vectorial topoldgico localmente convezo e seja L = X' (o
subespago de X+ formado pelos funcionais lineares continuos definidos em X ). Entdo, a L—topologia
chama-se a X'—topologia ou topologia o (X, X'), ou topologia fraca de X.

Definicao 2.10.9 Dada uma sucessdo (zx) C X, se eziste T € X tal que (zi) converge para T na
topologia fraca o (X, X') dizemos que (zx) converge fracamente para x em X e escrevemos

(zk) — .

Definicao 2.10.10 Seja X um espago vectorial e seja X o espago de todos os funcionais lineares
definidos em X. Suponhamos que Y € um subespago vectorial de X+. A cada x € X podemos associar
um funcional oz, definido em'Y por

(pz(f)=f($), VieY.

O subespago vectorial L = {¢ : © € X} de Y+ é total. A L—topologia diz-se a X —topologia de 'Y .
Se X é um espago vectorial topoldgico localmente convezo e Y = X', a X —topologia de X' diz-se
a topologia o (X', X) ou topologia fraca* de X "
Dada uma sucessao (fi) C X', se existe f € X' tal que (fx) converge para f na topologia fraca*
o (X', X) dizemos que (fr) converge fracamente* para f em X' e escrevemos

(fe) = f.

2.10.2 Propriedades da topologia fraca o (X, X)

Sejam X um espago de Banach e X " 0 seu dual.

Proposigao 2.10.11 A topologia fraca de X ¢é mais fraca (isto é, possui menos abertos) que a
topologia forte.

Demonstracao:
Ver [29], corolario V.3.5.

Proposigao 2.10.12 Se X tem dimensdo finita, a topologia fraca o (X,X') e a topologia forte
coincidem. Em particular, uma sucessao (zn) C X € fracamente convergente se e sd se € fortemente
convergente.

Demonstragao:
Ver [9], proposicao IIL6.

Assim, os abertos (resp. fechados) da topologia fraca o (X,X') sdo também abertos (resp.
fechados) para a topologia forte. Se X tem dimensio finita entdo temos também a reciproca, pois,
nesse caso, a topologia fraca e a topologia forte coincidem.

Porém, se X tem dimenséo infinita, a topologia fraca é estritamente mais fraca que a topologia
forte, ou seja, existem abertos (resp. fechados) para a topologia forte que nao sao abertos (resp.
fechados) para a topologia fraca.

Proposigio 2.10.13 Um subconjunto convezo de um espago de Banach (ou, mais geralmente, de
wm espago vectorial topolégico localmente convero ) € fracamente-fechado se e sé se é fechado.
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Demonstracio:
Ver [29], teorema V.3.13.

Resulta, da proposicio 2.10.4, que

Proposigao 2.10.14 O espago X ¢, com a topologia fraca, um espaco vectorial topolégico localmente
convero.

Proposicao 2.10.15 Seja (zx) C X. Temos

(i) (zx) =z & (f(zx)) = f(z), VfeX'

(ii) Se (zx) — z entdo (xx) — x

(iii) Se (zk) — z entdo (|zx|y) € limitada e |z|, Slikminf e

(iv) Se (zx) =z e (fi) > f em X' (isto é (|fi — flx/) = 0) entdo (fi (zx)) — f(z).

Demonstragao:
Ver (9], proposicao II1.5.

2.10.3 Propriedades da topologia fraca* o (X', X)

Seja X um espago de Banach, seja X’ o seu dual, munido da norma dual

[flx, = sup |f(2)],

z€X, |z, <1
e seja X" o seu bidual, isto é, o dual de X’, munido da norma

llxr = sup  [E(f)].

FEX!, [fl <1
No espago X’ podemos considerar trés topologias:
e a topologia forte, associada & norma de X’;
e a topologia fraca o (X', X");
e a topologia fraca* o (X', X).
Proposigao 2.10.16 A topologia fraca* o (X', X) de X’ é mais fraca que a topologia fraca (X', X").

Demonstragao:
Ver [29], coroldrio V.3.7.

Proposigao 2.10.17 Se X tem dimensdo finita, as topologias forte, fraca e fraca* coincidem.

Demonstragéao:
Ver [9], pagina 41.

Resulta, da proposi¢ao 2.10.4, que

Proposicao 2.10.18 O espaco X’ €, com a topologia fraca*, um espaco vectorial topoldgico local-
mente convero.

Proposigao 2.10.19 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bx: = {feX |flx, <1}
€ compacto para a topologia fraca* o (X', X).

Demonstragao:
Ver [9], proposigao II11.15.

Proposicao 2.10.20 Seja (fi) C X’. Temos

) () > f e (@)= f(z), Vze X

(ii) Se (fi) — f entdo (fx) =z

(iii) Se (fr) = f entdo (|fi|y,) ¢ kimitada e |f|y, <liminf |fi] .

(iv) Se (fu) = fe (zr) — = em X (isto € (|, —z|x) — 0) entdo (fi (zr)) — f(z).

Demonstragao:
Ver [9], proposicao I11.12.
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2.11 Espacos reflexivos; espagos separaveis

2.11.1 Espacgos reflexivos

Seja X um espago de Banach, seja X’ o seu dual e X" o seu bidual.
Fixemos z € X e consideremos a aplicacio J, : X’ — R definida por

Jo (f) = f ().

A aplicaciio J, é linear continua, isto é, é um elemento de X .
Consideremos agora a aplicagio J : X — X",

J(z) = Jy.

Esta aplicacéo é linear e, além disso, é uma isometria, isto é, tem-se |Jz|x» = |z|x para cada
z € X, no entanto, nao é necessariamente sobrejectiva.

Definigdo 2.11.1 Seja X um espago de Banach e seja J a aplicagdo definida acima. Dizemos que
o espago X € reflexivo se J (X) = X".

Observagao 2.11.2 Sempre que X € um espago reflexivo identificaremos X com X .
Proposigao 2.11.3 Seja X um espago de Banach. Entdo X é reflexivo se e sé se X' é reflexivo.

Proposigao 2.11.4 Seja X um espago de Banach reflezivo, seja M > 0 e seja (xx) uma sucessao
em X tal que x|y < M, Vk € N. Entdo existem z € X e uma subsucessdo (zi,) de (zx) tais que

(:ck_,‘.) —z emX.

Demonstragao:
Ver [9], teorema II1.27.

2.11.2 Espagos separaveis

Definicao 2.11.5 Dizemos que um espago métrico X é separdvel se eziste um subconjunto D de
X numerdvel denso.

Proposicao 2.11.6 Seja X um espago métrico separduvel e seja F um subconjunto de X. Entao F
é separduvel.

Demonstragao:
Ver [9], proposicao I11.22.

Proposigao 2.11.7 Seja X um espago de Banach e suponhamos que X' € separdvel. Entio X é
separduvel.

Demonstragao:
Ver [9], teorema I11.23.

Proposicdo 2.11.8 Seja X um espago de Banach separdvel. Entdo o conjunto Bx: = {f € X' :|f|x, < 1}
¢ metrizdvel para a topologia fraca* o (X', X) , isto €, existe uma métrica definida em Bx: tal que a
topologia associada coincide, em Bx:, com a topologia o (X', X) .

Reciprocamente, se Bx: € metrizdvel para o (X', X) entdo X € separdvel.

Demonstragao:
Ver [9], teorema IIL.25.

Proposigao 2.11.9 Seja X um espago de Banach separdvel, seja M > 0 e seja (fi) uma sucessao
em X' tal que | fi|x, < M, Vk € N. Entdo existem f € X' e uma subsucessdo (fkj) de (fx) tais que

(fk;i) = femX'.

Demonstragao:
Ver [9], teorema I11.26.
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2.12  Os espagos de Lebesgue L?(Q2, R™)
2.12.1 Definicao e propriedades

Seja 2 um subconjunto aberto de R™.

Definicao 2.12.1 Uma fungdo f: Q) — R™ diz-se uma Sfuncgdo nula se é Lebesgue-integrdvel e

[Jﬂﬂwx=0

Definicao 2.12.2 Diremos que duas fungies f : @ —» R™ e g : Q — R™ sdo equivalentes se
f—9:Q—> R™ € uma funcdo nula.

Definicao 2.12.3 A classe de equivaléncia de uma fungdo f:Q—R™ [f], € o conjunto de
todas as fungées g : @ — R™ Lebesgue integrdveis que lhe sdo equivalentes, isto ¢é,

[f] = {g : 92— R™ | g é Lebesgue-integrdvel e / [(f —9)(z)|dz = 0} .
Q

Definigao 2.12.4 Definimos o espago L} (2,R™) como sendo o espago das classes de equivaléncia
das fungées f: Q — R™ Lebesgue-integrdveis:

LYOR™) ={[f]| f: Q> R™ ¢ Lebesgue-integrdvel} .

Proposigio 2.12.5 O funcional |'|L*(Q,1R"») : LY, R™) — R dado por

Wllagen = [ 1f @lds

define uma norma em L' (Q,R™).

Demonstragao:
Ver [9], teorema IV.7.

Observagao 2.12.6 Serd esta a norma que consideraremos em L1 (Q,R™).
Definigao 2.12.7 Sejap € R, 1 < p < co. Entdo
L?(QR™) ={[f]| f: Q > R™, f ¢ mensurdvel e [|f|F] € L (2,R™)}.

Proposicao 2.12.8 O funcional ||, /o gy : L? (2, R™) = R dado por
Ly (Q,R™)

1y = ( /Q )P dm)

define uma norma em LP (2,R™), 1 < p < 0.

Demonstragao:
Ver (9], teorema IV.7.

Observacao 2.12.9 Serd esta a norma que consideraremos em LP (LR™), 1< p < oo.

Definigao 2.12.10 Se p = co temos, por definicdo,

L% (Q,R™) = (F11 f: Q@ —R™, f é mensurdvel e -
320 tal que |[f(z)] < cgs emQ

Proposigao 2.12.11 O funcional |'|L°°(Q,1Rm) 1 L (Q,R™) - R dado por

]l ooy = inf {c: |f (2)] S ¢ g5 em Q}

define uma norma em L> (Q,R™).
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Demonstragao:

Ver [9], teorema IV.7.
Observagao 2.12.12 Serd esta a norma que consideraremos em L>=(Q,R™).

Observacao 2.12.13 No gque segue escreveremos, por comodidade e como é habitual, f em vez de

[£]-
Proposigio 2.12.14 Para cada 1 < p < 09, L? (Q,R™) é um espago de Banach.

Demonstragao:
Ver (9], teorema IV.8.

Proposigao 2.12.15 Para cada 1 <p <00, LP (Q,R™) é um espago reflezivo.

Demonstragao:
Ver [9], teorema IV.10.

Proposigao 2.12.16 Para cada 1 < p < 00, LP (2, R™) € um espago separdvel.

Demonstragao:
Ver [9], teorema IV.13.

Proposigao 2.12.17 Se f € L (Q,R™) entdo
|f (z)] < |flpe quase sempre em ).

Demonstragao:

Ver [9], pagina 56.

Seja 1 < p < 0o. Designamos por p’ o expoente conjungado de p, isto &, = + # =13.
Proposigao 2.12.18 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP (,R™) eg € LP (Q,R™) com
1 < p<oo. Entio fge L' (Q,R) e

[ 1£@ 9@tz < Slimamn 9l ey

Demonstragao:
Ver [9], teorema IV.6.

2.12.2 Teoremas de representagao
Proposigao 2.12.19 (Teorema de representacdo de Riesz para L? (Q,]Rm) ,1 < p<oo)Seja
e (LP (9, R™))’, com 1 < p < co. Entdo existe uma tnica fun¢do u € LP (Q,R™) tal que

cp(f):/u(z)f(x)dx, Vf e LP (2, R™).
Q
Além disso,

[l ppr (QR™) T |‘PI(L1'(Q,R""))’ ’

Demonstragao:
Ver [9], teorema IV.11.

Observacio 2.12.20 No que segue identificaremos sempre (LP (,R™)) com LP (Q,R™).
Proposigao 2.12.21 (Teorema de representacdo de Riesz para L' (Q,R™)) Sejap € (L (Q,Rm))’ )

Entdo eriste uma tunica fungdo u € L™ (Q,R™) tal que

o (f) = /ﬂu(x)f(w) dz, Vi € L' (Q,R™).

Além disso,
ful o @y = ¥z @y

Observagao 2.12.22 No que segue identificaremos sempre (L' (9, Rm))’ com L* (,R™).

3Note-se que é

o0, sep=1
p = ;{—1, sel <p<oo

1, se p = 00
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2.12.3 Convergéncias forte, fraca e fraca*

Observagao 2.12.23 Seja 1 < p < co. Entdo a sucessdo (f,) C LP (Q,R™) converge fortemente
para a fungdo f € LP? (I,R™) ((fn) — f) se e s6 se

(Ifn - f|u(1,mm)> njoo 0.

Observagao 2.12.24 Seja 1 < p < 0o. A sucessdo (fn) C LP (Q,R™) converge fracamente para a
fungdo f € LP (,R™) ((fn) — f) se e s6 se

(/Q fn (t)d)(t)dt) = (/Qf(t)¢(t)dt>’

qualquer que seja a funcdo v € LP (Q,R™).

Observacao 2.12.25 Uma sucessdo (fn) C L (Q,R™) converge fracamente* para a fungdo f €
L (Q,R™) ((fn) = f) se e sd se

( /Q fn(t)¢(t)dt) o < /Q f(t)w(t)dt),

qualquer que seja a funcdo ¥ € L' (Q,R™).

Proposicao 2.12.26 Seja 1 < p < 0o e sejam (f,) uma sucessdo em LP (Q,R™) e f € L?(2,R™)
tais que (Ifn - f[L,,(n,R.,L)) — 0. Entdo existe uma subsucessio (fn,) de (f,) tal que (fn, (z)) —
f(x) para quase todo o z € I.

Demonstragao:
Ver (9], teorema IV.9.

2.13 Os espagos de Sobolev W17 (I, R™)

2.13.1 Definigao e propriedades

Nesta secgdo, a letra I denotard um intervalo (a,b) C R.
Seja p um numero real, 1 < p < +o0.

Definigao 2.13.1 O espago de Sobolev W1P (I, R™) define-se da sequinte forma:

we LP(I,R™) : 3g € L (I,R™) tal que } -

WLP (I, R™) =
{ Jruwe' == [1g9¢, Vo€ CL(I,R™)

onde C! (I,R™) denota o conjunto das fungées de classe C* definidas em I e com valores em R™,
com suporte compacto.

Proposicao 2.13.2 O funcional |-|Wl,,,(1,R,,,,) : WP (I,R™) — R dado por

: i
|UIW1,]7(I‘]RIH,) = lu[Li’(I,]R"") + Iu IL"(],]R’”)
define uma norma em WHP (I,R™) | 1 < p < o.
Observagao 2.13.3 Serd esta a norma que consideraremos em Wl? (I, R™) | 1 < p < co.

Definigao 2.13.4 Seja u € WLP (I,R™). Entdo mostra-se que a fungdo g que surge na definicio
2.13.1 € determinada, de forma tnica, por u. Assim, definimos a derivada fraca v’ de u pondo
u =g.

40 suporte de uma fungio @ I — R™ ¢, por definigdo, o conjunto

supt o = {t € I : p # 0}.
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Observagao 2.13.5 Se u é um elemento de Ct (T, ]Rm) , 0 conjunto de todas as fungdes de classe
C! definidas no fecho de I e com valores em R™, entao u € WLP (I,R™). Além disso, a derivada
usual de u coincide com a derivada fraca.

Proposigio 2.13.6 Seja u € WP (I,R™). Entdo eziste uma fungdo T € C (I,R™) tal que
u =71 quase sempre em I

e, além disso, vale o teorema fundamental do cdlculo:

T

a(z)—"zz(y)=/ u' (t)dt, Yr,y el

Yy

Demonstragao:
Ver [9], teorema VIIIL.2.

Observagao 2.13.7 Note-se que o teorema anterior afirma que se uma fungdo u pertence ao espago
WLP (I,R™) entdo u admite um representante continuo, isto €, eriste uma fungdo continua que
pertence & classe de equivaléncia de u para a relagdo u ~ v se u = U quase sempre. Assim,
substituiremos sempre u pelo seu representante continuo. Isto permitird usar expressées como ”o
valor de u em...”, em particular, podemos definir u(a) e u (b) como sendo tl_ifii u(t) e tErz?— u(t),

respectivamente.

Proposicao 2.13.8 O espago WLP (I,R™) é um espago de Banach para qualquer 1 < p < oo; €
reflezivo se 1 < p < oo e € separdvel se 1 < p < oo.

Demonstragao:
Ver [9], teorema VIIL1.
2.13.2 Um teorema de representagao

Proposigio 2.13.9 Seja L € (WP (I,Rm)), . Entéo existe uma funcdo v = (vi,v2) € LP (I, R™)x
LP (I,R™) tal que

L(u)= /Ivl (t)u(t)dt + /1 vy () (t)dt, Yu€ WP (I,R™). (2.2)

Além disso,

1
. » . P
IL‘(Wlxl'(I,Rru))/ = inf (Ivliip'(g,mm) + IvQIIz;x’(Q,Rm)) = min ("U] Iz;:’(Q,Rvn) + "U2|ip'(nylkvu)) 3

onde o infimo é tomado no conjunto de todas as fungées v = (v1,v2) € L (I,R™) x LP (I,R™)
para as quais € vdlida a igualdade 2. 2, qualquer que seja a fungao u € wblp (I,R™).

Demonstracgao:
Ver [1], teorema 3.8.
2.13.3 Convergéncias forte e fraca
Observagio 2.13.10 Seja 1 < p < oo. Dizer que uma sucessdo (un) C WHP(I,R™) converge

fortemente para a fungdo u € WP (I,R™) ((un) — u) € equivalente a afirmar que

(‘“”‘“'W""(I,Rm)) =0

=00

Observagao 2.13.11 Seja 1 < p < 00. Uma sucessdo (un) C WP (I,R™) converge fracamente
para a fungdo u € WHP (I,R™) ((un) — u) se e 56 se

(i) (Jo un®) 9 (@) at) = (o w(t)w(t)dt), Ve L (ILR™),
(i) (Jo wn OO dt) = (Jw®w@a), el IR
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Proposigao 2.13.12 Eriste uma constante C' (dependendo apenas de m (1)) tal que

(] oo (1 gy < Cltlyyin(g gy, Yu€ WHP(ILR™), V1< p < oo

Além disso, se (un) — u em WLP (I,R™) entdo

(i) sep> 1, existe uma subsucessdo (un,) de (un) tal que (up, ) — u em L (I,R™);

(ii) sep =1, eziste uma subsucessdo (un,) de (us) tal que (upn,) —u em LI (I,R™), 1< q < oo.

Demonstracao:
Ver (9], teorema VIIL7.

2.14 Funcgoes absolutamente continuas

Para fungdes suaves, os conceitos de derivada (no sentido cléssico) e de derivada fraca coincidem.
No entanto, para funcdes ndo-suaves, por exemplo, para fungdes que séo apenas diferencigveis quase
sempre no sentido cldssico, as duas derivadas podem ser diferentes. A maior classe de fungoes para
as quais estes dois conceitos coincidem é a classe das funcdes absolutamente continuas.

Seja I = (a b) CR.

Teorema 2.14.1 Seja u € Wb (I,R™). Entdo modificando possivelmente u num conjunto de me-
dida nula, temos que u pertence a C (I , ]R'") 5 e € diferencidvel quase sempre no sentido cldssico.
Além disso, a derivada cldssica [u'] coincide quase sempre com a derivada fraca u'. Mais, para

quaisquer x,y ¢ I, vale o teorema fundamental do cdlculo:

u(x)—u(y):/mu'(t)dt.

Yy

Definicao 2.14.2 Uma funcao f : (a,b) — R™ diz-se absolutamente continua se, para cada
€ > 0, existe 6 > 0 tal que para qualquer familia finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois
(o, Br) C (a, by, k=1,2,..., N verificando Z,’cvzl |8k — ax| < 8, se tiver Z}ngzl |f (Bx) — fax)| <e.

A classe de todas as fungées absolutamente continuas definidas em I = (a,b) com valores em R
serd notada por AC (I,R™).

Observagao 2.14.3 Evidentemente, qualquer fun¢do u € AC (I,R™) € uniformente continua em
I, pelo que podemos sempre prolongd-la por continuidade, a T.

Também € evidente que
Proposicao 2.14.4 Qualguer func¢do u: I — R™ que verifique a condigcdo de Lipschitz:
[u(e) —u@)| < Klz—y|, Vo,yel
para algum K >- 0, € absolutamente continua.

Proposicao 2.14.5 (i) Se as fungées u; (-) : I — R™, i = 1,2 sdo absolutamente continuas e
¢ € R, i=1,2 entdo a fungdo ciuq () + cous (-) € absolutamente continua.

(ii) Se a fungdo ¢ : G — R™ verifica a condigio de Lipschitz no conjunto H C G C R™, a funcdo
u(-) : I — G ¢ absolutamente continua e imu(-) = {y:y=u(t),t €I} C H, entio a fungdo
@(u()): I —R™ € absolutamente continua.

Demonstragiio:
Ver [2], pigina 128.

Proposicao 2.14.6 Tem-se
AC(I,R™) = W' (I,R™).
Mais precisamente, qualquer fungdo u € AC (I, R™) possui derivada cldssica [u] em quase todos
os pontos de I, u'] € L' (I, R™) e [«/] ¢ a derivada fraca de u.
Reciprocamente, qualquer fun¢io u € W (I, R™), a menos uma modificagdo num conjunto de

5¢ (7, R"") denota o conjunto de todas as fungdes continuas definidas no fecho de I com valores em R™.
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medida nula, é uma fungdo absolutamente continua.

Finalmente, u € AC(I,R™) se e s6 se u € diferencidvel, no sentido cldssico, em quase todos
os pontos de I, [u'] € L* (I, R™) e vale o teorema fundamental do cdlculo, isto é, pare quaisquer
x,y € I, temos

u(z) —u(y) = / " () dt.

Y

Demonstragao:
Ver (8], teorema 2.17.

Proposigio 2.14.7 Se g € L' (I, R™) e, para cada z € (a,b),

f(w)i/xg(t)dt,

entdo f é absolutamente continua e [f' (x)] = g (z) quase sempre em (a,b).

Demonstragao:
Ver (8], teorema 2.32.

Proposigao 2.14.8 Qualquer fungdo lipschitziana v : I — R™ possui derivada, no sentido cldssico,
[w'], em quase todos os pontos de I e [w'] € L*° (I, R™) . Em particular, u pertence & todos os espagos
de Sobolev WHP (I, R™).

Demonstragao:
Ver [8], coroldrio 2.23.

Note-se que da proposi¢do anterior resulta que se u : I — R™ é lischitziana, entdo u €
Wble° (I, R™). Na verdade também temos a reciproca:

Proposigio 2.14.9 Uma fungdo u € L™ (I,R™) pertence Wh (I, R™) se e s6 se existe uma
constante C tal que

lu(z) —u(y)| < Clz—yl, para quase todos z,y € L

Demonstragao:
Ver [9], corolario VIIL4.

2.15 Conjuntos convexos
Seja V um espago vectorial real.

Definigdo 2.15.1 Seu; euz sao dois elementos de V, u; e ug dizem-se os exlremos do segmento
de recta denotado por [uy,ug], onde

[ul,ug]i{)\u1+(1—)\)u2:0§/\§1}.

Definigao 2.15.2 Um conjunto A C V diz-se convexo se, para qualquer par (uy, ug) de elementos
de A, o segmento [uy,ug] estd contido em A (isto é, A € convexo se e SO se para quaisquer ui, uz € A
e0<A<1, Aup +(1—XNuz € A)

Proposigao 2.15.3 Sejam K, Kz C V conjuntos convezos e seja o wm mumero real. Entdo os
conjuntos aK; e K1+ K2 sao convezos.

Demonstragao:
Ver [29], lema V.1.4.

Definigao 2.15.4 Dados m pontos ui, Uz, ..., Um €M V, qualquer ponto u da forma u = Ajuy +
Aotig + oo 4 Aty com Ag >0, s = 1,2,...,m e A1+ A+ oo+ A = 1, diz-se uma combinagdo
convexa de ui,uz, ..., Um-

Proposicao 2.15.5 Se V € um espago vectorial topoldgico, o fecho e o interior (possivelmente
vazio) de wm conjunto convezro A C'V sdo conjuntos convezos.
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Demonstra ;ao:
Ver [29], teorema V.2.1.

Definigao 2.15.6 Dado um qualquer subconjunto A de V, denotamos por co (A) (oucoA) o mais
pequeno conjunto convezo em V contendo A. O conjunto co (A) diz-se o invélucro convezo de A.

Proposigao 2.15.7 Sejam A e B subconjuntos de V e seja oo um mimero real. Entdo

(i) co(aA) = wxco(A)
(ii) co(A+ B =co(A)+co(B).

Demonstracéo:
Ver [29], lema V.2.4.

Proposigao 2.15.8 (Teorema de Carathéodory) Seja A um subconjunto de R™. Entdo qualquer
elemento do invdlucro convero de A, co(A), é combinagdo conveza de, no mdzimo, n + 1 pontos
adequados de A.

Demonstragao:
Ver [43], teorema 17.1.

Definigao 2.15.9 Diremos que um conjunto de m + 1 pontos de R™, bo, b1, ..., by € independente
se os vectores by — by, ..., by, — by sdo linearmente independentes.

Proposicao 2.15.10 O invdlucro convezo de um subconjunto finito {bo,b1,....,0:m} de R™ consiste
em todos os vec'ores da forma Agbo+A1b1+...+ Apbm com A; > 0,5 =0,1,...me Ao+A1 4 A =
1.

Demonstragio:
Ver [43], coroldrio 2.3.1.

Definicao 2.16.11 Se {bg,b1,...,bn} C R™ é um conjunto independente, o seu invdlucro convexo
diz-se um simplexo m-dimensional em R"e by, by, ..., b, dizem-se os vértices do simplezo.

Proposicao 2.15.12 Qualquer simplexo m-dimensional em R™ € um conjunto fechado.

Demonstragiio:
Ver [43], pdgina 155.

Definicao 2.15.13 Seja V' um espago vectorial topoldgico e A um qualguer subconjunto de V. Entdo
a intersecgdo de todos os conjuntos convezos fechados contendo A é o mais pequeno conjunto convexo
fechado contendo A e é o fecho do invélucro convero de A (e ndo o invdlucro convexo do fecho de
A). Este conjurto diz-se o invdlucro convexo fechado de A e denota-se por To (A).

* Proposigao 2.15.14 Sejam A e B subconjuntos de um espago vectorial topoldgico V e seja o um
numero real. Eritdo

(i) @ (A) = co(A)
(ii) 2o (A) = 0 co(A)

(iii) Se €0 (A) ¢ compacto entdo c6(A+ B) = 7o (A) + 7o (B).

Demonstragao:
Ver [29], lema V.2.4.
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2.16 Funcgoes convexas
2.16.1 Definigao
Seja V um espago vectorial real.

Definigao 2.16.1 Uma fungdo F definida num subconjunto convezo A de V' com valores em [—00, +00]
diz-se convera em A se, para quaisquer u,v € A,

F(/\u+(1—)\)v)SF(u)-I—(l—)\)F(v), VA e 0,1], (2.3)
sempre que o membro direito da desigualdade esteja definido.

Observagao 2.16.2 A desigualdade anterior deverd, portanto, ser vdlida a nao ser que se tenha
F (u) = —F (v) = £oo.

Definigao 2.16.3 Uma fungdo F': A — [—00, +-00] diz-se concava se —F € conveza.

Proposicao 2.16.4 Se F € conveza entdo, para qualquer conjunto finito uy, ..., Un de elementos de
A e para qualquer familia Ay, ..., An de nimeros reais positivos com soma unitdria, tem-se

F (2": )\iui) S Xn:)\zF (ui)

sempre que o membro direito desta desigualdade esteja definido.

Demonstracgao:
Ver [30], pagina 7.

Proposigio 2.16.5 (Desigualdade de Jensen) Sejam Q C R™ um conjunto aberto limitado,
veL'(QR) e f:R— R uma fungdo convera. Entéo

f(ﬁ/ﬂu(w)dw) <5 [

Demonstragao:
Ver [39], pagina 21.

E facil ver que
Proposigao 2.16.6 Se F: V — [—o0, +00] € uma fungdo conveza, entdo 0s conjuntos
(ueV:F(u)<a} e {ueV:F(u<a}
sdo, para cada a € [—00,+00], subconjuntos convezos de V.
Definigao 2.16.7 Seja F' uma aplicagdo de V' em [—o0, +00|. O conjunto
domF ={ueV:F(u) <+oo}
diz-se o dominio efectivo de F.

A proposigao seguinte segue imediatamente das defini¢des de fungéo convexa e de dominio efec-
tivo.

Proposigao 2.16.8 O dominio efectivo de uma fungdo convera € um conjunto CONVETO.

Observagao 2.16.9 Note-se que se F é uma fungio de A C V em R, podemos associar-lhe uma
fungdo F definida em V por
~ F(u) seue A
F () = (w)
+oo seu¢ A.

Assim, F é conveza se e s6 se A C'V € convero e F: A — R € conveza.
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Definigao 2.16.10 O epigrdfico de uma fungdo F : V — [—o0,+00] € 0 conjunto
ept FF = {(u,a) € VxR:F(u) <a}.

Proposigao 2.16.11 Uma fungéo F : V — [—o0,+00| € conveza se e s6 se o seu epigrdfico é um
conjunto convezo.

Demonstra;ao:
Ver [30], capitulo I, proposi¢do 2.1.

Observagao £.16.12 A proposi¢do anterior é muitas vezes usada como definigdo de fungdo con-
veza, dado que na desigualdade (2.3) pode ter-se, no membro direito, a expressdo co — co.

Proposigao 2.16.13 Se F: V — [—00,+00] é uma fungdo convezra e A é um nimero real positivo,
entdo AF € também uma fungdo conveza.

Demonstraqao:
Ver (30], capitulo I, proposigao 2.2.

Proposigao 2.16.14 Se F' e G sdo fungées convezas de V' em [—oo,+00], entdo F + G é conveza.
Convencionamos que (F + G) (u) = 400 se F (u) = —G (u) = too.

Demonstracao:
Ver [30], capitulo I, proposi¢do 2.2.

Proposigao 2.16.15 Se (F;),.; € uma qualquer familia de fungées converas de V em —oo,+00),
entao o seu supremo pontual F =sup F; € uma funcdo conveza.
i€l
Demonstracao:
Ver [30], capitulo I, proposi¢io 2.2.

Defini¢ao 2.16.16 Sejam A um subconjunto convezo de V e F uma aplicagio de A em R. Dizemos
que F ¢ estritamente convexa se € convera e a desigualdade estrita de (2.3) é verificada para
quaisquer u,v ¢ A tais que u # v e para qualquer A € (0,1).

Defini¢ao 2.16.17 Uma fungdao convera F : V — [—o00,+00] diz-se prdpria se o seu epigrdfico é
ndao-vazio e nao contém rectas verticais, isto €, se nunca toma o valor —oo e ndo € identicamente
tgual a +oo.

Assim, F' é uma funcio convexa prépria se o conjunto convexo C = dom F é nao-vazio e a
restricao de F' a C' é uma func@o com valores finitos. Por outras palavras, uma fungio convexa
propria em V ¢ uma fungdo obtida tomando uma funcdo real convexa num subconjunto convexo e
nao-vazio de V e prologando-a a todo o V pondo F (u) = +oo para u ¢ C.

Definicao 2.16.18 Uma fun¢do convere que ndo é prdpria diz-se tmprdpria.

Proposicao 2 16.19 Se F € uma fungdo conveza tmprdpria entdo F (z) = —oo, qualquer que seja
o x € int (dom F). Assim, qualquer funggo convera imprdpria é necessariamente infinita excepto,
talvez, nos pontos da fronteira do seu dominio efectivo.

Demonstra¢ao:

Ver [43], teorema 7.2.
2.16.2 Continuidade

Nesta sec¢a> enunciaremos apenas resultados de continuidade de fungoes convexas definidas em
R™.

Proposicao 2.16.20 Qualquer funcdo convera f definida em R™ € continua no interior do seu
dominio efectivo.

Demonstragao:
Ver [43], teorema 10.1.

Consequentemente



36 CAPiITULO 2 DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

Proposicao 2.16.21 Qualquer fungdo conveza finita f definida em R™ € continua.

Definigao 2.16.22 Seja X um subconjunto de R™. Uma fungio f : X — [—o00,+00| diz-se lips-
chitziana (em X ) sempre que, para algum real ndo-negativo k, se tiver

|f (@) = f (@) < klz - 2| (24)
quaisquer que sejam os elementos x e ' de X.

Definigao 2.16.23 Diremos que f € lipschitziana numa vizinhanca de z se, ezistirem ¢ > 0,
ek > 0 tais que f satifaz a condi¢do de Lipschitz (2.4), no conjunto z+€eBy (0), onde By (0) denota
a bola unitdria em R™ (assim, x + £B1 (0) € a bola aberta de raio € e centro z).

Proposigio 2.16.24 Qualquer fungdo conveza f definida em R™ € localmente lipschitziana no inte-
rior do seu dominio efectivo, isto €, é lipschitziana numa vizinhanga de cada ponto xq € int (dom f) .
Consequentemente, é lipschitziana em qualquer subconjunto compacto de int (dom f).

Demonstragao:
Ver [40], teorema A.

Proposicio 2.16.25 Seja f : R® — [—00,+00] uma fungdo conveza tal que |f (z)| < N, qualquer
que seja o & num conjunto aberto convezo U contendo uma vizinhanga de raio é de um subconjunto
V. Entao f € lipschitziana em V, com constante de Lipschitz %.

Demonstragao:

Ver [17], pagina 35.

2.17 Fungodes semicontinuas inferiormente
2.17.1 Definicao
Seja V um espago vectorial real topoldgico localmente convexo.

Definigao 2.17.1 Diremos que uma fungio F : V — [—o0, +00] é semicontinua inferiormente
num ponto x € V se
F(z) <liminf F (z)
h—oo

para qualquer sucessdo (zp) C V convergente para x € V. Diremos que F é semicontinua inferi-
ormente se F é semicontinua inferiormente em cada ponto x € V.

Definicao 2.17.2 Uma fungdo F diz-se semicontinua superiormente se —F € semicontinua
inferiormente.

Observagio 2.17.3 Note-se que uma fungio € continua se e sé se €, simultaneamente, semi-
continua inferiormente e superiormente.

A seguinte proposigio segue imediatamente da definicdo anterior.

Proposicio 2.17.4 Uma funcdo F : V — [—o00,+00] € semicontinua inferiormente num ponto
a €V se e sé se, para cada A < F(a), eziste uma vizinhanga U de a tal que A < F'(u), Yu € U.

Demonstragao:
Ver [15], capitulo II, proposicao 7.2.

Proposicao 2.17.5 As sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) F:V — [—o0, +00] € semicontinua inferiormente;

(ii) qualquer que seja ot € R, o conjunto {x € V : F'(z) >t} € aberto;
(iii) qualquer que seja ot € R, o conjunto {x € V : F (z) < t} € fechado;
(iv) epi F' é um subconjunto fechado de V x R.
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Demonstracao:
Ver [15], capitulo II, proposicdes 8.1 e 8.3.

As seguintes propriedades de estabilidade de uma familia de fungdes semicontinuas inferiormente

sao fundamentais:

Proposicao 2.17.6 Seja (Fi)ie ; uma familia de fungdes semicontinuas inferiormente definidas em
V com valores em [—o0, +00]. Entdo a fungdo F : V — [—00, 00| definida por F (x) = sup,®y Fi (z)
é semicontinua inferiormente. Se I € finito, entdo a fungdo G : V — [—00,+00] definida por
G (z) = inf;e; F; (z) € semicontinua inferiormente.

Demonstracao:
Ver [15], capitulo II, teorema 8.6.

A seguinte afirmagédo segue imediatamente da definigao.

Proposigao 2.17.7 Se F e G sdo fungdes semicontinuas inferiormente definidas em V' com valores
em [—00, +00] € se F+G estd bem definida em V' (isto é, (—o0,+00) # (F (x),G (x)) # (+00, —00),
qualquer que seja o x € X ), entdo F + G € semicontinua inferiormente.

Proposigao 2.17.8 Seja F : V — [—o00,+00] uma fungdo convera. Entao F' é semicontinua in-
feriormente na topologia forte de V se e sé se é semicontinua inferiormente na topologia fraca de

X.

Demonstracao:
Ver [25], proposigao 1.18.

Proposicao 2.17.9 Seja E um espago compacto e seja F uma fungdo definida em E com valores

em [—00,+00]. Suponhamos que F € semicontinua inferiormente. Entdo existe pelo menos um

ponto a € E tal que F (a) :ing F(z). Analogamente, se F é semicontinua superiormente, existe
z€

pelo menos um b € E tal que F (b) =sup F (x).
z€E

Demonstracgao:
Ver [15], capitulo II, teorema 10.1.

2.17.2 Regularizagao semicontinua inferiormente

Definigao 2.17.10 Seja F uma aplicagéo de V' em [—o00,+00]. A maior funcdo semicontinua in-
feriormente minorante de F diz-se a regularizacdo semicontinua inferiormente (ou o invdlucro
semicontinuo inferiormente) de F e serd notada por F.

A funcdo F é o supremo pontual das fungdes semicontinuas inferiormente minorantes de F e é
caracterizada na seguinte proposicao:

Proposigao 2.17.11 Seja F: V — [—00,+00] e seja F a sua regularizagcdo semicontinua inferior-
mente. Tem-se: _
el F=ept F

F (u) :liﬂiilf F(v), VuelV,

onde epi F denota o fecho do conjunto epi F.

Demonstragao:

Ver (30}, capitulo I, corolério 2.1.
2.18 TI'—Regularizacao

Seja V um espago vectorial real topoldgico localmente convexo.
Definicao 2.18.1 Uma fun¢do afim continua definida em V' é uma fungao do tipo

v(w) =1(u) +ea

onde | é um funcional linear continuo e @ € R.
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Definicao 2.18.2 O conjunto das fungées F : V — [—o0, +00]| que sdo, pontualmente, o supremo
de uma famdlia de fungdes afins continuas é denotado por T' (V). Notamos por T (V') o subconjunto
de T'(V) das fungées em I' (V) ndo identicamente iguais a £00.

Proposicao 2.18.3 As seguintes afirmagies sdo equivalentes:

(i) Fel(V);
(ii) F é uma fungdo conveza semicontinua inferiormente de V. em [—oo, +00| e se F toma o valor

—00 nalgum ponto de V, entdo F € identicamente igual a —oo.

Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, proposigdo 3.1.

Proposigao 2.18.4 Sejam F e G duas fungdes definidas em V com valores em [—00,+00]. As
sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) G ¢, pontualmente, o supremo das fungées afins continuas minorantes de F;

(ii) G é a maior fungdo minorante de F em I' (V).

Demonstragao:
Ver [30], pagina 15.

Definicao 2.18.5 Nas condigées da proposicdo anterior, G diz-se a I'-regularizacdo de F.
Observagao 2.18.6 Em particular, se F € I’ (V), entdo F coincide com a sua I'-regularizagdo.

Proposigio 2.18.7 Seja F : V — [—00,+00] € G a sua I-regularizagdo. Se eziste uma fungado
afim continua minorante de F, entao
epi G =©¢oepi F

onde Goepi F denota o invdlocro convezo fechado do epigrdfico F, isto é, o mais pequeno conjunto

convezo fechado que contém o epigrdfico de F.

Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, proposicéo 3.2.

Proposicao 2.18.8 Seja F: V — [—o0, +00| e seja G a I'-regulariza¢do de F. Entdo
(i) GEF<F,

€

(ii) se F é conveza e admite uma fungdo continua como minorante, entdo F = G.

Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, proposicéo 3.3.

2.19 Fungoes polares

2.19.1 Definicao

No que segue, V é um espago vectorial real topoldgico localmente convexo e V' denota o dual de
V, isto é, o conjunto de todos os funcionais lineares continuos em V.
Se u* € V' e u € V, em vez de u* (u), escreveremos, como ¢ habitual, (u,u*) .

Seja F uma funcdo de V em [—oo,+00]. Se u* € V' e a € R, a funcéo afim continua u +»
(u,u*) — o é minorante de F em V se e s6 se

a> {(uu*)—-F(u), YueV

ou, se definirmos

F* () = sup {{u,u) = F ()} (2.5)

se e s se
a > F* (u").
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Definigdo 2.19.1 Se F:V — [—0c0, 400}, a férmula (2.5) define uma fungdo de V' em [—oo, +00),
denotada por F* e denominada a fungdo polar (ou func¢do conjugada) de F.

Observacao 2.19.2 Em (2.5) podemos restringir-nos aos u € domF':

F* (u") iuesdli?nF {{u,u*) = F (u)}. (2.6)

Assim, a fungdo F* é, pontualmente, o supremo da familia de fungdes afins continuas (u, .)— F (u),
u € domF, de V' em [—o00, +00], pelo que

Proposicao 2.19.3 A fungio F* € T'(V'). Em particular, F* é convezra e semicontinua inferior-
mente.

Proposicao 2.19.4 A func¢do conjugade de I, F* é propria se e s6 se F' € propria.

Demonstragao:
Ver [43], teorema 12.2.

Observagao 2.19.5 Note-se que de (2.6) resulta que
(u,u*) < F(u) + F* (v*), Yu € domF, Vu* € V'.

Os pares que satisfazem a igualdade constituem o grdfico de uma multifungdo, oF , denominada
o subdiferencial de F.

Proposigao 2.19.6 Seja F : V — [—o0, +00] e F* a sua polar. Tem-se
() F*(0) =~ inf F(u);
(ii) se F < G, entdo F* > G*;

iii) (inf F; | =sup FY, para qualquer familia (F;). . ; de fungoes definidas em V;
i€l iel ’ el

iv) [sup F; | <inf F¥, para qualquer familia (F;),.; de fungées definidas em V;
el i€l el

u*

(v) (A\F)"(u*)=AF* ( )‘ ) , YA > 0;

(vi) (F+a)*=F*—a, YaeR;

(vii) (Fu)" (u*) = F* (u*) + (a,u*), onde F, (v) = F (v —a), para cada a € V.
Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, pigina 17.

2.19.2 Bipolares

Defini¢ao 2.19.7 Seja F uma fungdo definida em V' com valores em [—o0, +00] . A fungéo bipolar
de F, denotada por F**, é a fungdo F**:V — [—o0, +0| definida por

F** (u) = sup, {{u,u") — F* (u")}.

Observagao 2.19.8 Se F : V — [—o0,+00] entdo F** € T' (V). Em particular, F** é conveza e
semicontinua inferiormente.

Proposigao 2.19.9 Seja F uma fungdo de V em [—o0,+00|. Entdo a sua bipolar F** é a sua
I'—regularizagao. Em particular, se F € T (V) temos F** = F.

Demonstracao:
Ver [30], capitulo I, proposigao 4.1.

Proposigao 2.19.10 Para qualquer fungdo F : V — [—00, +00] temos F* = F***.

Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, coroldrio 4.1.
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Proposicao 2.19.11 Seja f uma fungao definida em R™ com valores em (—oo, +00]. Entdo

n+1 n+1

f* (z) = inf foa:, }:Ag €& A= (M,r Ant1) € Bnga ¢

onde Eny1 = {()\1,... A1) ER? 1220, Vi € {1, + 1}, TN _1}

Demonstracao:
Ver [43], coroldrio 17.1.5.

2.20 Subdiferenciabilidade

2.20.1 Definicao

Sejam V um espaco vectorial real topoldgico localmente convexo, V’ o seu dual e F' uma aplicagao
de V em [—o00,+00] .

Defini¢ao 2.20.1 Dizemos que uma fungdo afim continua, [, minorante de ' € exacta no ponto

ueV sel(u)=F(u).
Necessariamente, F' (u) serd finito e [ terd a forma:
l(v) = (v—u,u") + F(u)
= (v,u*) + F(u) — (u,u*).
Por outro lado, ! é necessariamente maximal: o termo constante é o maior possivel, logo
F(u) — (u,u™) = =F* (u").

Definigao 2.20.2 Uma fungio F de V em [—o00,+0] diz-se subdiferencidvel no ponto u € V se
eziste uma fungdo afim continua minorante de F ezacta em u. O declive u* € V' de uma tal fungdo
minorante diz-se um subgradiente de F em u. O conjunto dos subgradientes de F' em u diz-se o
subdiferencial de F em u e é denotado por OF (u).

Observagao 2.20.3 Se F ndo é subdiferencidvel em u entao oF (u) = 0.
Assim, temos a seguinte caracterizagdo para o subdiferencial:

Proposigao 2.20.4 Seja F : V — [—00,+00]. Entdo u* € OF (u) se e s6 se F (u) € finito (isto é,
seu € domkF) e
(v—u,u*)+F(u) <F(v), YoeV.

Note-se que esta desigualdade tem significado geométrico simples: se u* € oF (u) entdo a funcdo
afim [ (v) = (v — u,u*) + F (u) é um hiperplano suporte ndo-vertical do conjunto convexo ep: F, no
ponto(u, F' (u)) .

Proposicao 2.20.5 Tem-se:
(i) se OF (u) # 0 entdo F (u) = F** (u)
(ii) se F (u) = F** (u) entdo OF (u) = OF** (u).

Demonstracao:
Ver [30], pagina 21.

Proposigao 2.20.6 Seja F uma fungdo de V em [—00,+00] e F* a sua polar. Entdo u* € oF (u)
se e so se

Fu)+ F* (u") = (u,u").

Demonstracao:
Ver [30}, capitulo I, proposi¢ao 5.1.
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Proposicao 2.20.7 Seja F uma fungdo de V em [—o0,+00|. O conjunto OF (u) (possivelmente
vazio) é convexo e o (V', V) —fechado em V'.

Demonstracao:
Ver [30], capitulo I, corolério 5.1.

Daqui resulta que

Proposigao 2.20.8 Se f : R* — [—00,+00]| € uma fungdo conveza entdo, para cada x € R™, o0
conjunto df (z) (possivelmente vazio) é convezo e fechado em R™.

Proposicao 2.20.9 Para qualquer funcdo F de V em [—00,+00] temos
u* € OF (u) = u € OF* (u*).

Além disso, se F € T (V), isto é, se F é conveza e semicontinua inferiormente, entao
u* € OF (u) & u € dF* (u*).

Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, coroldrio 5.2.

Proposigao 2.20.10 Seja F uma fungdo conveza de V em [—o0, +00], finita e continua num ponto
u € V. Entdo OF (v) # 0 qualquer que seja o v € int (domF'); em particular, OF (u) # 0.

Demonstracao:
Ver [30], capitulo I, proposicdo 5.2.

Proposigao 2.20.11 Seja V um espago de Banach. Entdo qualquer fungdo conveza prépria F :
V — [—o0,+00] € subdiferencidvel quase sempre (mais precisamente, num conjunto denso) em
domPF.

Demonstracao:

Ver [30], capitulo I, observacéo 5.1.

2.20.2 Calculo subdiferencial

A seguinte proposi¢io segue imediatamente da defini¢do de sbdiferencial.
Proposicao 2.20.12 (i) Sejam F : V — [—00,+00] e A > 0. Para cada elemento u de V temos
8F (M) = AOF (u).
(ii) Sejam F; e Fy fungées de V em [—oo,+00]. Entdo, qualquer que seja u € V, temos
8 (Fy + F) (u) D 9F, (u) + OF, (u) .

Proposicao 2.20.13 Se Fy e F, sdo elementos de I' (V') e se existe um ponto U € domFy NdomF
onde Fy € continua, temos

8 (Fy + Fy) (u) = 6F, (u) + 0F (u), Yu e V.
Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, proposicio 5.6.
2.20.3 Relagao com a diferenciabilidade a Gateaux
Definigao 2.20.14 Seja F uma fungao de V em [—o00, +00]. Se existir o limite

lim F(u+v) —F(u)7
A0 A

este diz-se a derivada direccional de f em u na direc¢do v, denotada por F' (u;v) .
Se existe u* € V' tal que
F'(u;v) = (v,u*), YveV

dizemos que F ¢ diferencidvel & Gdteaux em u e que v* € a derivada de Gdteaux de F' no
ponto u, denotada por F' (u).
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Observagao 2.20.15 A derivada de Géateauz de F no ponto u, se eriste, € unica e caracteriza-se
por

lim F(u+ M) — F(u)

_ /
lim 3 =(v,F' (u)), YweV

Observacgao 2.20.16 Se V = R entdo os conceitos de diferenciabilidade e diferenciabilidade a
Gateauzx coincidem:

Se f:R™ — [—00,+00] e z € R™ é um ponto onde f € finita, dizemos que f € diferencidvel
em z se ezistir um vector z* € R™ (necessariamente dnico) tal que

f(2) = f(z) +(z —=z,2") +o(]z —z),

isto €, tal que
L 1@ =T @) = (- 17)

=0.
z—a |z — x|

Um tal z*, se existe, diz-se o gradiente de f em z e € notado por Vf (z).
Suponhamos que f € diferencidvel em x. Entdo, por defini¢do, para cada y € R™, y # 0, temos

0 =lim & (z+ M) = f(x) = My, V(@) _ fxiy) - Qo VS (2))
Al0 Ayl ly|

Donde ' (x;y) eziste e é uma fungdo linear de y :
f'(zy) =y, Vf(z)), VyeR™

Em particular, para i =1, ...,n,

flz+e)—f(z) _Of
A 9

(e1, V£ (@) =lim (=),

onde e; é o vector que constitui a i-ésima coluna da matriz identidade n X n, e §; denota a i-ésima
componente de x. Daqui resulta que

Vi (z) = (-ng; (z),...,%(z)) .

Proposigao 2.20.17 Se f é uma fungdo convera propria definida em R™ entdo o conjunto D (f),
dos pontos onde f é diferencidvel, é um subconjunto denso de int (domf) e o seu complementar em
int (domf) é um conjunto de medida nula. Além disso, a fungdo Vf : x +— Vf(z) é uma fungao
continua em D (f).

Demonstracgio:
Ver [43], teorema 25.5.

Proposigio 2.20.18 Seja F uma fungdo conveza de V em [—00,+00]. Se F' é diferencidvel d
Giteauzr em u € V entdo F €é subdiferencidvel em u e OF (u) = {F' (u)}.

Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, proposicao 5.3.

Desta proposicao e da proposi¢ao 2.20.17 resulta que

Proposigao 2.20.19 Se f : R™ — R € uma fungdo convexa entdo f € diferencidvel em quase todo o
ponto x € R™. Além dissso tem-se Of (z) = {Vf(x)}, qualquer que seja o x onde f é diferencidvel.

A convexidade de uma funcao diferencidvel & Gateaux pode ser caracterizada da seguinte forma:

Proposicao 2.20.20 Seja F uma funcdo diferencidvel ¢ Gateaux definida num conjunto convexo
A C V, com valores em R. Entdo as seguintes afirmag¢ées sdo equivalentes:

b

(i) F € convera em A;

(i) F(v) > F(u) + (F'(u),v—u), Yu,v€ A

Analogamente sdo equivalentes as seguintes afirmagies:
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(iii) F € estritamente conveza em A,

(iv) F(v) > F(u) + (F' (u),v—u), Yu,v€ A, u#v.

Demonstragao:
Ver [30], capitulo I, proposigéo 5.4.

Proposigao 2.20.21 Seja F' uma fungdo diferencidvel ¢ Gateaur de A C V, A convero, em R.
Entdo F € conveza se e sd se a sua derwada F' é uma aplicagdo mondtona de V em V', isto é, se

(ul —UQ,F, (ul) - F' (’U,z)) >0, Vuj,ug € V.

Demonstragao:
Ver {30], capitulo I, proposic¢do 5.5.

2.21 Gradientes generalizados

2.21.1 Definigao

Nesta secc¢ao consideraremos apenas funcoes definidas em R™.
Recordemos que

Proposicao 2.21.1 Qualquer fungdo lipschitziana num subconjunto aberto de R™é quase sempre
diferencidvel nesse conjunto.

Notemos por D (f) o conjunto dos pontos de diferenciabilidade de f.

Definigao 2.21.2 Seja f : R™ — [—o00, +00] uma funcdo lipschitziana numa vizinhaga de um ponto
z. Definiremos o gradiente generalizado de f em x, como sendo o conjunto

af (z) = co{‘lim Vi(z:):(z:)) =z, 2z, €D(f), Vie N, e (VS (x;)) converge}.

100

Proposicao 2.21.3 Seja f uma fungao lipschitziana, com constante de Lipschitz K, numa vizin-
hanga de um ponto z. Entdo Of (z) é um subconjunto de R™ ndo-vazio, convezo e compacto. Além
disso, para cada £ € Of (x), temos €| < K.

Demonstragao:
Ver [17], proposigao 2.1.2.

Daqui resulta , atendendo a que qualquer fungao convexa é localmente lipschitziana no interior
do seu dominio efectivo (proposicdo 2.16.24), que

Proposigao 2.21.4 Se f : R® — [—00, + ] € uma fung¢do conveza entdo, para cada = € int (domf),
o congunto 8f (z) é um subconjunto néo-vazio, convezo e compacto de R™.

No caso de f tomar apenas valores finitos temos a seguinte

Proposigao 2.21.5 Se f : R® — R € uma fungdo conveza entéo qualquer que seja o x € R™, 0f (x)
€ um subconjunto nao-vazio, convexo e compacto de R™.

Proposigao 2.21.6 Seja f : R® — R uma fungdo lipzchitziana numa vizinhanca de z. Entdo a
multifuncdo Of € semicontinua superiormente em x, isto é, para cada € > 0, existe § > 0 tal que

0f (z) C 8f (o) + B (0), Vz € Bs (z0).

Demonstragao:
Ver [17], proposic¢do 2.1.5.

Proposigao 2.21.7 Seja f : R™ — R uma fungdo lipzchitziana numa vizinhanga de cada ponto de
um subconjunto convero U de R™. Entdo f € convexa em U se e sd se a multifuncdo 8f é mondtona
em U, isto é, se e s6 se, quaisquer que sejam z,x’ € U,

(x—2',6-¢&)>0, VE€df(z), V& €df(z).

Demonstragao:
Ver [17], proposicio 2.1.2.
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2.21.2 Regras basicas de operagao

Proposigao 2.21.8 Suponhamos que f é uma fungdo lipschitziana numa wvizinhanga de z € R™.
Entao, para qualquer real s, temos

af (sz) = s0f (z).

Demonstragao:
Ver {17], proposicéo 2.3.1.

Proposigao 2.21.9 Seja {f;}, i = 1,...,m, uma familia finita de fungées lipzchitzianas numa
vizinhanga de um ponto «© € R™. Entdo

8(3 1) @) € Y ofi(@).

2.21.3 Relagao com o subgradiente

Proposigao 2.21.10 Se uma fungdo conveza f : R™ — [~oo, +o0] € lipschitziana numa vizinhanga
de um ponto = € R", entdo 8f (z) coincide com o subdiferencial de f em z, isto €,

Of () ={peR": f(y) > f(z)+(y—=z,p), VyeR"}.

Demonstragao:
Ver (17], proposicdo 2.2.7.

Portanto

Proposicao 2.21.11 Se f : R"* — [—00,+00] € uma fungdo conveza entdo o gradiente generalizado
de f coincide em int (dom f) com o subdiferencial de f no sentido da andlise conveza.

Em particular, se f toma apenas valores finitos, temos

Proposicio 2.21.12 Se f : R* — R é uma fungdo conveza, entdao o gradiente generalizado de f
coincide com o subdiferencial de f em cada x € R™.

2.22 Multifungoes
2.22.1 Definicao

Seja X um conjunto nao-vazio.

Definicdo 2.22.1 Seja 2 um conjunto ndo-vazio. Uma multifuncdo F de Q em X € uma aplicagdo
que associa a cada ponto T € Q um subconjunto F (z) de X. Os subconjuntos F (z) dizem-se os
valores de F.

Definigao 2.22.2 O conjunto
Dom (F) = {z € Q: F(z) # 0}

diz-se o dominio de F.

Definicdo 2.22.3 Quando Dom (F) = ) dizemos que a multifungdo F € estrita.

Definigio 2.22.4 O grdfico de F, Graf (F), é o subconjunto do espago Q x X definido por

Graf(F)={(z,y) €eQAx X :y € F(z)}.
Definicio 2.22.5 A imagem de F, R(F) (ouIm(F)) é a unido dos valores F (z) :
R(F) = UgeaF (z).

Definicao 2.22.6 A inversa F~! de F é a multifungdo de R(F) em X definida por
z€F ' (y) seeséseyc F(x).

Definigao 2.22.7 Para uma multifungido F : @ — R™ definimos

|F (z)] = sup{|yl : y € F (z)} < +oo.
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2.22.2 Semicontinuidade superior

Sejam X e Y espagos de Banach e seja ) # Q C Y. A definigio de semicontinuidade superior é a
seguinte:

Definicao 2.22.8 Uma multifungio F : Q@ — X diz-se semicontinua superiormente no ponto
x € Dom (F) se para qualquer vizinhanga U de F (z),

In >0 tal queVy € B, ()N, F(y)CU.

Dizemos que F' é semicontinua superiormente se é semicontinua superiormente em todo o ponto
do seu dominio.

Note-se que quando F (z) é compacto, F é semicontinua superiormente em z se e s6 se
Ve >0, 3n > 0 tal que Yy € B, (z) NQ, F(y) C B. (F(z)).

Proposicao 2.22.9 Sejo F : Q — X uma multifungdo com valores fechados ndo-vazios. Se F é
semicontinua superiormente, se 0s seus valores sdo conjuntos compactos, e se ) é fechado entdo o

grifico de F' é um subconjunto fechado de Q x X. Reciprocamente, se Graf (F) € fechado e F (Q)
é compacto entao F é semicontinua superiormente.

Demonstragao:
Ver [27], proposigao 1.2.

Proposicao 2.22.10 Seja F : 2 — X uma multifungdo com valores nao-vazios. Suponhamos que
F é semicontinua superiormente e que, para cada x € Q, o conjunto F (z) € compacto. Entéo F ()
€ compacto.

Demonstracao:
Ver [5], capitulo I, proposigdo 3.

2.22.3 Um teorema de ponto fixo

Definigao 2.22.11 Seja (X,d) um espago métrico e seja M um subconjunto limitado de X 6. A
medida de ndo-compacidade de Kuratowski do conjunto M, notada por o (M), define-se da
sequinte forma:

(M) = e > 0: M admite uma cobertura finita constituida por
(64 =
conjuntos de didmetro menor ou igual a ¢

Proposicao 2.22.12 Seja X um espaco de Banach e sejam N, M, M, ..., M,, subconjuntos limita-
dos de X. Entao

(i) a(®) =0;

(ii) a (M) =0 se e s6 se M é compacto;

(ili) 0 < a(M) < diam (M);

(iv) se M C N entio o (M) < a(N);

(v) a(M +N)<a(M)+a(N);

(vi) a(BM) =|Bla(M), VB €R;

(vii) a(M) =a (M);

(viii) o (U, M;) = max{a(M;),...,a(M,)};
(ix) a(M)=af{coM) =a(cBM).

Demonstragao:
Ver [49], proposigéo 11.3.

S0 diametro de M é, por definigao,
diam (M) =sup{d(z,y) : z,y € M}.
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Definicao 2.22.13 Sejam X wm espago de Banach, Q@ C X um conjunto ndo-vazio ¢ F : @ — X
uma multifuncdo com valores nio-vazios. Dizemos que F é uma a—contracgdo se existe k € (0,1)
tal que

a(F(B)) < ka(B),

qualquer que seja o subconjunto limitado B de 2.

Definicédo 2.22.14 Sejam X um espago de Banach, & C X um conjunto ndo-vazio e F': Q@ — X
uma multifun¢do com valores ndo-vazios. Dizemos que x € Q) é um ponto fixo da multifuncdo F
se x € F(z). Notamos por Fiz (F) o conjunto dos pontos fizos de F.

Proposigao 2.22.15 Sejam X um espaco de Banach, § # Q C X wm conjunto aberto limitado e
F:Q — X uma multifungdo semicontinua superiormente com valores convezos fechados nao-vazios.
Suponhamos que F é uma a—contracgdo e que, para algum zp € §2,

zo+ Az —1x0) ¢ F(z), Ve €09, VA> L
Entio Fiz (F) # 0.

Demonstragao:
Ver [27], teorema 11.6.

2.22.4 Os teoremas de Lusin e de Kuratowski-Ryll Nardzewski

Defini¢ao 2.22.16 Sejam (2, A) um espago mensurdvel, X um espago métrico completo separdvel e
F : Q — X uma multifungio com valores fechados. Diremos que a multifungdo F € mensurdvel se
a tmagem inversa de cada conjunto aberto € um conjunto mensurdvel, isto €, para todo o subconjunto
aberto O C X,

F-(O)={weQ:Fw)NO #0} € A

Definicdo 2.22.17 Sejam (2, A) um espago mensurdvel, X um espago métrico completo separdvel
e F:Q — X. Una fun¢do mensurdvel f : @ — X satisfazendo

f(w) e F(w)
para cada w € Q, diz-se uma selecg@o mensurdvel de F.

Proposicao 2.22.18 (Teorema de Kuratowski-Ryll Nardzewski) Seja X um espago métrico
separdvel, (0, A) um espago mensurdvel e F : Q — X uma multifuncéo mensurdvel com valores
fechados e ndo-vazios. Entdo existe uma selecgdo mensurdvel de F.

Demonstracao:
Ver [6], teorema 8.1.3.

Proposigao 2.22.19 (Teorema de Lusin para multifungées) Seja 2 um espago métrico e (A, @
um espago de medida medida o-finito completo 7. Suponhamos que A contém todos os subconjuntos
abertos de ). Seja X um espago métrico separdvel completo e seja F':  — X uma multifungao com
valores fechados nao-vazios. Se F é semicontinua superiormente entdo F é mensurdvel.

Demonstracgao:
Ver [6], proposigao 8.2.1.

7Recordemos que o terno (2, .4, u) é um espago de medida o-finito completo se ¢ é uma medida positiva o-finita
tal que A é p-completa.

Por exemplo, para todo o subconjunto aberto (ou fechado) 2 C R™, o conjunto de todos os subconjuntos Lebesgue-
mensuraveis de  é completo (com respeito & medida de Lebesgue). A medida de Lebesgue é também o-finita.



Capitulo 3

O problema “linear auténomo”

3.1 Introducao

Consideremos o problema de minimizacio

T
min [ [(A(®),u(0) + 1 (@)t (3.1)
0

(onde A : [0,T] — R™ é uma funcdo continua) na classe AC de todas as fungdes absolutamente
continuas definidas em [0, T] com valores em R™ e satisfazendo as condigdes de fronteira

u(0)=a, u(T)=0b. (3.2)

E bem conhecido o facto de que se f é continua e convexa, e satisfaz a denominada. condicéo de
crescimento de Tonelli:

F&) =¥ (¢l), v e R™, (33)
com ¥ : [0, +00) — R superlinear, isto é
lim ‘”ES) = +o0, (3.4)

entao o “Método Directo do Calculo”das Variagdes estabelece a existéncia de solugdo para este
problema.

Neste capitulo mostramos, mais geralmente, que o problema (3.1)-(3.2) admite solucdo sempre
que f ¢ um elemento da classe 7 de todas as fun¢des semicontinuas inferiormente f : R™ — R, cuja
bipolar f** satisfaz a condi¢do de crescimento

Jim (£ (6n) = (6n, V™ (€))] = o0,

para qualquer sucesséo (£,) C R™ de pontos de diferenciabilidade de f** tal que (|¢,]) — oo.

A demonstragio da existéncia de solugio baseia-se num resultado de existéncia devido a Qlech e
que resulta ser um coroldrio do teorema de Liapunov sobre a imagem de medidas vectoriais finitas
e nao-atdémicas.

Mais precisamente, usando um teorema de ponto fixo para multifuncdes semicontinuas inferior-
mente, mostramos que o dominio efectivo da fungéo polar de f,

dom f*={peR™: f*(p) < +o0},
¢ um subconjunto aberto de R™. Deste facto, conjuntamente com o resultado de existéncia devido
a Olech, resultard o pretendido.
3.2 Definigoes e resultados preliminares

Comegamos por fazer uma, observagao acerca da caracteriza¢io do subdiferencial de uma funcéo
convexa.

47
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Observagéo 3.2.1 Seja ¢ : R™ — R uma fungao conveza. Entdo, se p € O (x), existem m + 1
sucessdes (z3) CD(¥),j=1,.,m+1, e eziste A= (M1, .o, Am+1) € Epy1 onde

m+1
Epr1 = 4 ALy ooy Amar) ER™ X >0, Vi € {L,.om+1}, D N=1p,
=1
tais que
p= ; Mipj, i =lim V9 (#), lm ol =z, j=1..,m+1

Além disso, para cada € > 0 e para cada 6 > 0 existem y1,...,Ym+1 € D (¢) N Bs () tais que
IV (y;) —pjl <&, Vi=1,..,m+1,
onde Bs (z) = {y € R™: [y — x| < 6}.

Demonstragao
Seja ¢ : R™ — R uma qualquer fungdo convexa. Pela proposicio 2.16.24 1) é localmente
lipschitziana em R™. Entéo, qualquer que seja o = € R™, temos, por definigao,

Y (x) =co {nlirr;o Vi (zn) Jinéo zn, =2, Tn, €D W), YR eN, e (Vi (z,)) converge} .

Pelo teorems de Carathéodory, o invélucro convexo de um conjunto A c R™, é caracterizado
por

m+1
coA={z€R™:z= > Xgj (M, dmi1) € Bmpr, 75 €A, Vi€ J = {1,..,m+1}
=1
Logo temos
peR™: p= T4 Aps, (AT, M) € B,
oY (z) = p; =lim Vy(23), 2, e D(¥), VneN, Vje J,

n—oo
lim =, =z, Vj€J
n—oo
e portanto se p € Oy (x) existem m + 1 sucessoes (z7,), C D (¢) e existe um sistema de escalares
A= ()\1, L )\m+1) (S Em+1 tais que

(#8) — =, ol eD(), VjeJ, neN

m+1

pP=)_ Aipj
i=1

onde . )
p; = lim Vv (zﬁl) , Vijed

n—o0

Fixemos ¢ > 0e 6 > 0.
Para cada j € J podemos encontrar k;; € N tal que

n>kj = |z, —z| <6
Sendo k; =max k;;, temos
jeJ )
n>k = |w{1—z|<6, Vi e J.
Analogamente, para cada j € J, podemos encontrar k;2 € N tal que
n>kip = |Vy(zd) —pj| <e

e assim, se ko %—magc kj2, temos
Jj€

n>ky = |V1/)(zf1)—pj|<e, vj e J
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Portanto, pondo & = max {k1, k2 }, obtemos
n>k = |2 —xz| <6 A |Vy(zl) —p;| <e Vi€,
pelo que podemos afirmar que existem m + 1 vectores y, ..., ym+1 € D (¥) N Bs (z) tais que

VY (y;) —pil <e, Vi=1,..,m+1. 1

Mostraremos agora alguns resultados que serdo usados mais tarde.

Lema 3.2.2 Seja D = Bgr(0) CR™ R >0, e seja F: D — R™ uma multifungdo com valores nao-
vazios convezros compactos semicontinua superiormente. Suponhamos que, para cada x na fronteira
0D de D,

(p,z) 20, Vp€ F ().

Entao eriste y € D tal que 0 € F (y).

Demonstragao
Consideremos a multifungdo G definida por

G=Ip-F

onde I'p denota a identidade em D.
Vamos mostrar que G possui pelo menos um ponto fixo, isto é, existe y € D tal que y € G (y).
A multifuncdo G : D — R™ é uma multifunc¢io semicontinua superiormente com valores convexos
compactos nao-vazios. Isto resulta do facto de que F' possui, por hipGtese, as mesmas propriedades:

(a) De F(z) # 0, Vx € D, resulta que também G (z) # ), Vz € D.
(b) A compacidade e a convexidade de um subconjunto de R™ sio invariantes para translacdes.
(c) Como F: D — R™ é semicontinua superiormente, temos
Vzo € D Ve >0 36 = 6(zo,€) : F(z) C F(xg)+ B:(0), Vz € Bs(z9) N D
isto é, Voo € D Ve >0 36 = § (20, ¢) tal que

z€DA|z—zo| <& = F(z)C F(z0)+ Bg (0)
& F(z) C Bg (F (x0))
& F(z)c {y e R™:d(y, F(z0)) <£}
© Vy e F(z), d(y,F(x0)) < §
© VyeF(z), inf{ly—=z/:2€ F(xo)} <§

e queremos mostrar que Yzg € D Ve >0 36 = § (z,¢) tal que

ze€DAlz—x0| <8 = VGeG(z), d(T G (x)) <e
& Vge(z—F(x), d zo— F(zg)) <e.

Fixemos z¢g em D e € > 0 quaisquer.
Note-se que se ¥ € (z— F'(z)) entdo ¥ = z — y com y € F(z). Analogamente, se Z €
(zo — F (z0)) entdo Z = zg — z com z € F (zp).
Seja 6 = min{6,5}. Paracada Y=z —y € (z — F (z)), onde = € D é tal que |z — z0| <6,
temos
(7,20 — F (o)) = inf {[7 — 2| : Z € (o — F (20)) }
=inf{le —y—x0+2|:2€ F(x)}
<inf{|lz — 2ol + |y —2/:2€ F (o)} =
)}

=z —wxg| +inf{ly—2/:2€ F(xg)} <
<£+£_6
2 2 7

logo G é semicontinua superiormente.
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Por outro lado, G é uma a—contracgdo. De facto, seja B um qualquer subconjunto limitado de
D. Entéo, atendendo & proposigao 2.22.12, podemos escrever, para qualquer k € 0,1),

a(G(B)) < a(G(D)) = 0 =
e N e % N — - ~
porque porque D é compacto e entéo, porque
G(B) c G(D) pela proposic¢éo 2.22.10, B é compacto

G (D) é compacto
= ka (B) = ka(B).
Além disso, qualquer que seja o = € 0D, temos

Az ¢ G(z), VA>1

De facto, suponhamos que existiam z € 8D e A > 1 tais que Az € G (x) . Dizer que Az € G(z) =
z — F (), significa dizer que existe p € F (z) tal que Az =z —p, isto é, p = (1 — A) z. Assim, por
hipétese, seria

0< (p,a)=((1—=Na,z) = (1= Nz’ = (1- 3 B* <O,

o que é absurdo.
Aplicando a proposi¢do 2.22.15 & multifuncéo G podemos entdo concluir que existe y € D tal
que y € G (y) . Mas isto significa que 0 € F'(y), pelo que o lema estd provado.

Lema 3.2.3 Sejam D = Br(0) C R™, e F: D — R™ uma multifungdo com valores convezos
compactos néo-vazios semicontinua superiormente. Entdo, se ¢ F (D), eristemy € 8D eq € F (y)
tais que {q,y) < 0.

Demonstragao
Se para cada y € 0D é (g,y) > 0 qualquer que seja 0 g € F (y), entdo pelo lema 3.2.2 existe
z € D tal que 0 € F (z) e portanto 0 € F (D). B

3.3 Existéncia de solugao

Comecamos esta secgdo mostrando um resultado de existéncia de solucdo para o problema

T
min {/0 [(A@),u(®)+ f @ (t)]dt:ue AC, u(0) =a, u(T) = b} (3.5)

(onde A : [0,T) — R™ é uma fungéo continua e AC denota a classe de todas as funcGes absolutamente
continuas definidas em [0, T] com valores em R™), devido a Olech.

Supomos que existe pelo menos uma fungdo 7 € AC verificando as condigdes de fronteira T (0) =
a, (T) = b, tal que t — f (& (t)) é integrdvel, pois caso contrario o problema néo faria sentido.

Teorema 3.3.1 Seja f: R™ — R wma fungdo semicontinua inferiormente. Se o conjunto

H= {p € R™ :sup [(p,¢) - F(§)] < +00} (3.6)

Eemvn
¢ aberto, entdo o problema (8.5) admite solugao.

Demonstracao
Vamos mostrar um resultado mais geral, do qual a afirmacéo anterior é um caso particular:

“Seja f : [0,T) xR™ — R uma fungéo mensuravel em ¢ e semicontinua inferiormente em ¢, e
seja A : [0,7)] — R™ uma funcdo continua. Suponhamos que existe pelo menos uma funco @ € AC
satisfazendo as condicdes de fronteira @(0) = a, T(T) = b, tal que a fungdo ¢t — f (t, @ (t)) é
integrdvel. Se o conjunto

T
Hy = {p eR™: /0 gsel;RI?’* [(p,&) — f (t,€))dt < +Oo}
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é aberto, entdo o problema
min {/ (A Y+ (Y (1)) dt:ue AC, u(0) =a, u(T) = b} 3.7

admite solugfo.”

Comecemos por notar que, para qualquer fungéo u € AC, satisfazendo u (0) = a, temos

T T T
/ (A @), u@®) + f (6o ()] dt = / (A(t),u(t)) dt + / f (b (1)) dt
0 0 0

JRZCRT / (t)ds =
3 (u, 0+ [ i) -
/ZA (t)u; (0) dt+/ ZA (t (/  (s) ds ) it =
:/0 (A(t), dt+Z/ 4 @) (/ -(s)ds)dt:
:/OT(A(t),a)dt+j;/0 u;.(s)</s Aj(t)dt)d3=
- /OT<A(t),a>dt+/Osz:u;(t) ([Aj(sws)dt:
d o+ [rowora

Ci/OT(A(t),a)dt
(/ A (s /A (s)d )

é uma fungéo continua definida em [0, 7] com valores em R™.
Assim,

T T T
/ (A () ,u () + f (b (6)]dt = / (A(t),u(t)dt + / £ (b0 () det =
0 0 0

é uma, constante real e

T T

- c+/0 (P(t),u’(t))dt-{—/o f(t, () dt =
T

- c+/0 £t @)+ (P(2) o () dt

e portanto, o problema (3.7) é equivalente ao problema

T
C’-I—min{/ g v () dt:ue AC, u(0) = a, u(T):b}
0

com
9(t,8) =t +(P1),8).
Note-se ainda que uma vez que f é mensurdvel em ¢ e semicontinua inferiormente em £, o mesmo
acontece com g, pelo que, para mostrar a existéncia de solugdo para o problema (3.7) basta mostrar
que o problema

min{/Tg(t,u'(t))dt:ueAC’, u(0) =a, u(T) :b}
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admite um minimizante sempre que g : [0,7] xR™— R é uma funcéo mensurével em ¢ e semicontinua
inferiormente em £, o conjunto

T
Jp = {pe R™ ;/0 S [(p,&) — g (t,6)]dt < +oo}

é aberto, e existe pelo menos uma funcio T € AC satisfazendo as condigdes de fronteira 7 (0) =
a, T(T) = b, tal que a fungdo t — g (t,@ (t)) é integravel.
Seja

K = {(u,v) :u € L*([0,T],R™),v € L' ([0,T],R),v (t) 2 g (t,u(t)) gs. em [0,77}.
Uma vez que a funcio o : [0,7] — R definida por 7 (t) = g(t, 7 (t)) é integravel, temos que

(@,7) € K, e portanto o conjunto K é nao-vazio.
Seja I (K) o subconjunto de R™ x R definido por

T T
{([) u(t)dt,/o v(t)dt):(u,v)eK}z

~ { (@), 7 o (@) de) : we L (0.7, R™), ve L' ([O,T],]R),}

Il

I(K)

v(t) > g(t,u(t)) as. em [0,T]

Podemos escrever

Ji
Ee]Rm

T
= {pERm:/ g*(t,p)dt<+oo}=
0

= {peR™:g*(,,p) é integrével},

T
{peRm;/o sup [(p,€>—g(t,§)]dt<+oo} _

porque

T T
R /0 (p, T (1)) — 0 (T (1)) dt < /0 sup [(p,€) - 9 (£,6)] dt,

EGR"L

e sabe-se (ver [36], [37) e [38]) que se este conjunto é aberto entdo o conjunto
I(K)N{(z,y) eR" xR:z =b—a}
é “fechado inferiormente”, isto é,
(b—a,inf {y e R: (b—a,y) € [(K)}) € [(K).

Isto significa que existe um par de funcdes (u.,v.) € K tal que

T
b—a=/ ux () dt
0

T
inf{yeR:(b—a,y)GI(K)}:/o v, (£) dt.
Seja @ : [0,T] — R™, .
ﬂ(t)ia-{-/o ux (s) ds.

Entio % é uma funcio absolutamente continua, @ = u, quase sempre em [0,T] e % (0) = a, &(T) =b.
Se r
ai/ v, (t)dt =inf{y e R: (b—a,y) € I(K)}.
0

tem-se
a <y, para qualquer y tal que (b—a,y) € I(K).
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Por defini¢éo de I (K), isto significa que

aS/(fv(t)dt

para qualquer funcdo integrével v : [0,7] — R tal que v(t) > g(t,u(t)) q.s. em [0,T]
u: [0,T] — R™ verifica

b—a:/OTu(t)dt.

Ora, para cada fun¢io absolutamente continua satisfazendo u (0) = a, u (T) = b, tem-se

u(t) :a+/0tu'(s)ds

T
b—a:/ o' (t) dt.
0
Entao
T
a< / v (t)dt,
0
qualquer que seja a funcéo integrdvel v : [0,7] — R tal que

v(t) > g (¢t (t)) qs. em [0,T],

53

, onde

onde u : {0,T] — R™ é uma funcdo absolutamente continua satisfazendo « (0) = a e u(T) = b. Em

particular, para v (t) = g (¢,u’ (t)) quase sempre em [0, T], tem-se

T
a< / g(t,u' (t))dt.
0
Assim, concluimos que
T T
a= / va (t) dt < / g(t,u (t)dt
0 0
para qualquer funcio u € AC tal que u (0) = a e v (T') = b. Em particular,

T T T
/0 m(t)dtg/() g(t,u(t))dt:/o g (t,ue (1)) dt.

Por outro lado, uma vez que (u.,v.) € K, temos
vi (t) > g (¢, ux (t)) q.s. em [0,T],

pelo que
T T
/ v (t) dt > / g (t,uy (t)) dt.
0 0

De (3.9) e (3.10) resulta que

T T
/0 v, () dt :/0 g (t,u, (t)dt

e entdo, por (3.8), vale

T T T
/Oga,u(t))dt:/o g(t,u*(t))dts/o gt (&) dt

(3.9)

(3.10)

qualquer que seja a funcdo absolutamente continua u : [0,7] — R satisfazendo as condigdes de

fronteira u (0) =a e u (T) = b, isto é

T T
/ g(t,ﬂ’(t))dt:min{/ g(t,u'(t))dt:ueAC,u(O):a,u(T):b}..
0 0
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Observagao 3.3.2 Se f satisfaz a condigdo de crescimento superlinear

f€) =¥ (), v&eR™,
onde ¢ : [0, +00) — R verifica

lim 20 = 400,
§—00 S
entao H =R™.
Demonstragao
Para cada p € R™ podemos encontrar R = R (p) > 0 tal que
flLf) > ‘”gf') > |p|, qualquer que seja o € tal que |¢] > R,
pelo que
pl €] — f (§) <0, sempre que [{] > R.
Seja
M = max {|p| [§] ~ f (€) : [¢| < R}
Entao
{p,&) — f(€) < Ipl|é] = f () <max {0, M} =N, V{€R™
donde

o que mostra que p € H.

Observacio 3.3.3 Mais geralmente, podemos mostrar que se f : [0,T] x R™ — R satisfaz, para
cada t € (0,7,
f(t,€) =29 (€, vEeR™,

onde 1 : [0, +00) — R verifica
¥ (s)

lim = 400,
§— 00 S

entdo H; = R™.

Demonstragao
Comecemos por notar que podemos supor, sem perda de generalidade, que v é uma funcado

semicontinua inferiormente. De facto, a condigéo

lim ¥ ()

§-—00 S

= 400

significa que, para cada m € R, existe uma funcfo afim, com declive m, minorante de 1, isto é, para
cada m € R, existe b € R tal que

¥ (s) > ms+b, Vs € [0,+00) .

Daqui resulta que também

v** (s) > ms+b, Vs € [0,+00),
e portanto
lim v (s)

§—00 S

= -400.

Assim, se ¥ no é semicontinua inferiormente, substituimos 1 por ¥**.
Suponhamos entao que

f(t,€) =€), vie[0,T], V¢ eR™, (3.11)
e
lim ’/’23) = +oo. (3.12)

1Note-se que este méaximo existe porque a fungio h () = |p||z| — f (=) definida no subconjunto compacto de R™
A= {z € R™: |z| < R} com valores em R é semicontinua superiormente (proposigéo 2.17.9).
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De (3.12) resulta que, qualquer que seja o p € R™, podemos encontrar R = R(p) > 0 tal que

v (D)

2 p|, sempre que [¢| > R,

e portanto,

Ipl 1€l = % (|€]) <0, sempre que [¢| > R. 8.13)
Seja
M = max {|p| || — ¥ (¢]) : [€l < R}.
Como, por (3.11), temos

Pl 1§l = £ (8,€) < pl &l =¥ (I€]), VEe[0,T], V€ eR™,

atendendo a (3.13) e & defini¢io de M, podemos escrever
(p,6) = £ (t,6) < Ipl €] = ¥ (|¢]) < max {0, M} = N, Vt€[0,T], ¥ €R™

Assim,

sup [(p,€) - f(t,4)] <N, vte[0,T],
germ

pelo que

T
/ sup [(p,&) — f(t,€)]dt <TN < +o0
0 &eRm

o que mostra que p € H;. i

Observagao 3.3.4 Os resultados obtidos na observagdo 3.3.8 e na demonstragdo do teorema 3.3.1
permitem concluir que

“Se f : [0,T) xR™ — R ¢ uma fungdo mensurdvel em t e semicontinua inferiormente em ¢,
satisfazendo

f&8) 2y (), vt€[0,T], V¢ eR™,
onde i : [0, +00) — R verifica

lim = +00,
8§—00 S

se A:]0,T] - R™ € uma fungdo continua, e se eriste pelo menos uma fungdo T € AC satisfazendo
as condi¢des de fronteira T(0) = a, T(T) = b, tal que a fungdo t — f (t,T (t)) € integrdvel, entdo o
problema

mm{/ (A +f(tu())]dt:uéAC’,u(O):a,u(T)=b}

admite solugao.”

Vamos mostrar que a familia de fungdes para as quais o conjunto H ¢ aberto inclui a classe F
definida da seguinte forma:

Defini¢ao 3.3.5 F € a classe de todas as fungées f : R™ — R semicontinuas inferiormente satis-
fazendo

Jim By (¢) = —oo, (3.14)
para qualquer seleccgo Ey : R™ — R da multifungdo
Er(©) ={f" (&) —(p.&) :pedf™ ()} (3.15)
Observagao 3.3.6

(ii) Dado que f** é semicontinua inferiormente, temos

fEF & f*cF.
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(ii) Pela proposicao 2.20.19, qualquer seleccio Ey da multifungdo & coincide, para quase todo
£ € R™, com a fung¢do mensurdvel & — f** (£) — (Vf**(£),£) e portanto é mensurdvel.

A proposicio seguite d4-nos uma caracterizacdo da classe F que envolve apenas os pontos de
diferenciabilidade dos seus elementos. Em particular, implica que a propriedade (3.14) ndo depende
da selecgio da multifuncéo £f considerada.

Proposicao 3.3.7 Seja f : R™ — R uma funcdo convera. Entdo f € F se e sé se verifica a
sequinte propriedade:

nlgrgo [f (gn) - <Vf (gn) :En)] = —00, (316)
qualquer que seja a sucessio (£,) C D (f) tal que (|€,]) — oo.

Demonstracgao

Comecemos por notar que se f : R™ — R é convexa entdo é continua em R™ e f = f**. Além
disso, para cada £ € R™, f é lipschitziana numa vizinhanca de §.

Suponhamos que f € F.

Seja (&,) uma sucessdo de pontos de diferenciabilidade de f verificando (|£,|) — oo. Entéo, para
cada n € N, temos 9f (£,) = {Vf (€.)} e, consequentemente,

gf (En) = {f(én) - (Vf (én) 1£n)} .

Isto significa que

Ef (En) = f (gn) - <Vf (fn) ,£n> y VneN

e portanto, por definicdo de F, temos

lm By () = im_ [f (€) — (V£ (6n) a)] = =00,

| l—o0

pelo que f verifica (3.16).
Mostremos agora que se a condigao (3.16) é verificada por f entdo f € F.
Seja E; : R™ — R uma selecgdo arbitraria da multifuncéo &¢ (£) = {f (§) — (p,€):pedf(&}.
Seja (£™) uma sucessdo em R™ verificando ([¢™]) — oo e seja p™ € 8f (§™) tal que

Ep(€") =f(") —(p",¢"), YneN.
Fixemos n € N qualquer.
Se p™ € Of (£€™) entdo, pela observagao 3.2.1, existem m + 1 vectores p? € 0f (£"), 7 =1,...m+
1, e existe um sistema de m + 1 escalares A" = (A7, ..., A%, ;) verificando A} > 0, Vj € J =
{1,...,m+1}e E;":ll A7 =1, tais que

m+1
ph =) AP} (3.17)
j=1

Além disso, existem m + 1 pontos y7 € D(f) N By ("), Vj € J, tais que
1
Viy?) — o7 < 7 da j J.
|VF (v}) — P} T para cada j em
Desta desigualdade resulta, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz 2 e atendendo a que |y;1 — §”| < 1,

Vi€ J,

ST I | ek Sk
V@) B < T = T e e S

it R O e 5
e+ 1 e+ 1

IN

(VF () - p3ou7)]

IA

Vied

2(Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer dois elementos x e y de um espago com produto interno,
temos
Kz, )| < |zl [yl
Demonstragao:
Ver [26], teorema 3.4.1.
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logo
(VS (y7) —p )l <1, Vied (3.18)

Pela convexidade de f, temos, para cada j em J,

p;EPER™: f(y) > f(E")+(y—£&"), VyeR™}

e assim,

FE) =) <@},€"~—y), VyeR™

Em particular, temos

FEN - @) <@}, —u}), Vied (3.19)
Por outro lado, como, para cada j em J, y} € D(f), tem-se
of (v7) ={Vf(¥7)}, Viel

donde

{f(f)—(pvi):pedf(v])} =
= {F (7)) —(VF(7).v7)}, Viel

Er (u7)

e portanto

Ep (v7) = £ (47) = (VS (47) 97), VielJ
Daqui resulta, atendendo a (3.18) e (3.19), que
(€)= (p},€") <Ef(y7)+1, Vied (3.20)
De facto, para cada j em J fixado, temos

(€") = (B}, €") = FE) = F () +F(w7) = @7 " =7y = i) +(VF (W7) 07) —(VF () 9)) =
[F€) =7 @i)] +F () = 6" —v3) +(VF () = 97,97) —(VF (57) . 45) <

< (7 & -y + (7)) — 05 € — v (V) —v5 ) — (VI (F) v =
:f( ) <Vf(y3 ,y]>+<Vf(yJ) p;”,y;l>§
< fly) (Vi

)
), u3) + (VF (7)) =P} )] <
< (J) < (y1)7y>+1_Ef(yJ)+1

(

Atendendo a (3.17) e & estimativa (3.20), podemos escrever

m+1 m+1 m+1
Ef(€") = f(&M) — (™ &M =F (") - <ZA"p;, > ZA" F(€) - <ZA”p;n ">=

m+41 m+1 m+1 m+1

= ST A [f (M) — (o}, ZA“ Ef (yf) +1] = > NPEy (v]) Z)\”—
7j=1 Jj=1
m+1

= Y NE;(y)+1<pu"+1
i=1

onde
p* =max {Ef (y}):j € J}.

Para cada j € J fixado, temos y} € By (€"), Vn € N. Entéo, dado que por hipétese, (|¢"|) — oo
quando n — oo, também é
(|y]"|) — 00 quando n — oo.

Além disso,
y; €D(f), YneN, Vje J

Entdo, uma vez que f verifica (3.16), temos

Jim [f (v7) = (VS (67) 7)) = lim [Ef (yf)] = —oo, VjeJ.
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Daqui resulta que
(u™) — —o0 quandon — oo

e entao
lim Ef (") < lim_ (W +1)=-00

n—00

ou seja
lim Ef(£") = —c0.

Ora, como a igualdade anterior é verdadeira qualquer que seja a sucessdo (£") C R™ tal que
(|€*|) — oo quando n — oo, temos
lim Ejf(¢) = —oo.
|§]—o0

Mas, E; é uma selec¢io arbitriria de &5 Entéo estd provado que f ¢ 7. W

Os dois lemas seguintes dizem respeito & estrutura do conjunto H. Estes resultados, conjunta-
mente com o teorema 3.3.1, implicardo a existéncia de solucdo para o problema (3.5), sempre que
ferF.

Lema 3.3.8 Se f € F é uma fungdo conveza entdo o conjunto H coincide com o conjunto S =
Of (R™). Além disso, estes dois conjuntos sao abertos.

Demonstragao

Comecamos por mostrar que H = §.

1) (S cC H)

Seja p um qualquer elemento de § = 0f (R™) . Entdo existe y € R™ tal que

pedf@)={peR™: f(&) > f@)+(p,§~y), VE€R™}.

Isto significa que
P, &) =€) <py)—f(y), VEeR™

Mas, (p,y) — f (y) = c é uma constante real. Assim,

sup [(p,&) —f()) <c<+oo
geR™

o que mostra que p € H.
2) (HcCS)
Suponhamos que p € R™\S.
Sejam R >0, D = Br(0) C R™ e F : D — R™ a multifuncéo definida por

F=9f-p.

Pela proposicao 2.21.5, para cada £ € R™, df (£) é um subconjunto de R™ ndo-vazio, convexo e
compacto. Assim, os valores de F' sdo subconjuntos néo-vazios, convexos e compactos de R™.

Por outro lado, pela proposicao 2.21.6, a multifungdo Jf é semicontinua superiormente. Entao
o mesmo acontece com F. De facto, sendo 8f : D — R™ semicontinua superiormente, temos

Véo € D Ve >0 36 =6(€o,¢) : Of (€) C8f (&) + Be(0), V€€ Bs(o)ND
isto é, V&g € D Ve >0 36 = 6 (éo,¢€) tal que
EeDAE—&| <6 = Vyeaf(f), inf {|ly —2]: z€ 0f (&)} < e.

Fixemos &y em D e ¢ > 0 quaisquer.
Note-se que se § € (0f(§) —p) entdo ¥
(Bf (&) — p) entdo Z =z —p com z € Of (o) -
Seja 6 = 8. Paracadaf=y—pe€ (0f (&) -

=y —pcomy € Of(§). Analogamente, se Z €
p), onde £ € D é tal que | — &| < &, temos

inf {[7—2|:Z€ (0f (&) —p)} = inf{ly—p—2+p|:2€0f(fo)} =
inf {ly — z|: 2 € Of (é0)} <,

logo V&g € D Ve >0 36 =6 (&o,€) = 6 tal que

£€DAIE—&|<T = vge(Bf(€)—p), inf{ly—2:2€(0f (&) —P)} <e,
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donde F' é semicontinua superiormente.

Além disso, 0 ¢ F' (D) = 0f (D) — p. De facto, por hipétese, p ¢ S = df (R™). Em particular,
0 ¢ df (D), isto é, qualquer que sejao £ € If (D) é £ —p#0eentdo0¢ F (D).

Aplicando entdo o lema 3.2.3 & multifuncéo F, resulta que existe y € R™, y € D, isto é, tal que
lyl = R, e existe ¢g* € F (y) tais que (g*,y) < 0. Mas entao, existe ¢ € 3f (y), ¢ = ¢* + p, tal que

Daqui resulta que podemos construir uma sucesséo (én,pn), n € N, tal que (|£,]) — co e

Pn €0f (n), (Pn—p,6n) <0, VREN.

Seja Ey uma selecgao da multifuncio &y, definida em (3.15), tal que

Ef (6n) = f (én) — (Pn,&n) ,Yn € N.

Atendendo a que (p — ps,&n) >0, Vn €N, ea que lim Ef(£) = —co (dado que, por hipdtese
f € F), temos

(Py&n) — F(&n) = (p,&n) — (P, &) + (Pr &n) — f (&) =
= <P —pmfn) - (f (gn) - (pn,£n>) =
= (p—Pn,én) — (Ef (&n)) = —Ef (én) — +00 quando n — oo

e portanto

sup [(p,€) — f ()] = +oo
£eR™
pelo que p ¢ H.
Ficou assim provado que S = H.
Falta mostrar que S é um conjunto aberto. Para tal, vamos provar que R™\S é um conjunto
fechado.
Consideremos uma qualquer sucesséo (p,) C R™\S tal que (p,) — p € R™ quando n — 0.
Vamos ver que p ¢ S.
Evidentemente, podemos supor que p, # p, Vn € N, pois, caso contrério, fica provado que p ¢ S.
Para cada n € N, sejam
1

R,=——
|p_pn|

>0,

D, = ER" (0) cCR™

e F, : D — R™ a multifunc@o, com valores ndo-vazios, definida por
EF, =08f —pn.

Aplicando o lema 3.2.3 a cada uma das multifun¢des F,,, resulta que existem vectores £, € R™

e g, € 0f (&) tais que
1

IP—Pn|’

Seja Ey uma seleccdo da multifungéo &£, tal que

Ef (én) = f (§0) — (an,&n), Vn €N

I‘fnl : <Qn —pn,én) <0, YneN.

Uma vez que f € F e

. . 1
lim |¢,| = lim = +00,

temos
lim Ef(&,) = —oc.

n—00

Por outro lado, como (p, —gn) > 0,Vn €N, e

1
(P =180 < I(pn = 2,60 < s = Pl enl = lpn = Pl o = 1,
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donde (p — pn, &) > —1, temos

(Pa fn) - f&) = <P» §n> - <pn;§n> + <Pm€n) - (‘Ina§n> —f (Sn) + (qvu §n> =
= (p = Pn:én) + (Pn — @n,n) — (f (&) — {Gn,En)) =

(p '“pnafn) + (pn - qn’€n> - Ef (fn) >

—1— E¢ (§,) — 400 quando n — oo.

Vv

Isto implica que p ¢ H = S, pelo que S é aberto. B

Lema 3.3.9 Seja f: R™ — R uma fungdo semicontinua inferiormente e sejam H e H**, respecti-
vamente, os conjuntos definidos em (3.6) para f e f** :

H= {peR’" ssup [(p,€) - f(§) < +00]}

£€IR""

H* = {p €R™:sup [(p,&) — f**(€) < +0<>]} :
g£eR™

Entio H = H**. Em particular, se f € F, entdo H ¢ aberto.

Demonstragao
A inclusio H** C H é trivial: como f** (£) < f(§), V€ € R™, temos

(p,€) ~ F (&) < (p,&) — (&)
e portanto, se p € H*, é

sup [(p,&) — f(&)] < S [p, &) — f** (€)] < +oo,

£E R

o que prova que p € H.
Suponhamos agora que p ¢ H**. Por defini¢do deste conjunto, existe uma sucessao &™) c R™
tal que

lim [(p,€") — £ (€7) =

Ora, pela proposigio 2.19.11, qualquer que seja o { € R™, podemos escrever
m-+1 m+1
FrE) =inf{ > Nf(&): Z X&i =€ A=A, Amp1) € B
=1

ondeEmHi{()\l, A1) ER™ X >0, V5 € {1,..,m+1}, TN _1}

Fixemos ¢ > 0 e n € N quaisquer.
Atendendo & caracterizacao da bipolar de f estabelecida acima e & deﬁnlgao de infimo, podemos
afirmar que existem m+1 vectores &7, ..., €% ., € R™ e um sistema de escalares X = (X1, .y An41) €

E,.+1 tais que
m+1 m+1
Z o § e f** én Z

Daqui resulta que

mtl mtl m+l
(p,£") = [ (&™) = <P, Z Aj€;> - g < <P, Aj £}’> - Z Nf(E) +e=
i=1 i=1 '

m+1

S ; [X;‘ (p,€7) —f(ﬁj")]

donde
m+1

(.6 = F € <e+ 2 [N () - F ()], vmeN

Jj=1
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Atendendo a que lin;0 [(p, &™) — f**(£™)] = 400, esta desigualdade implica que existem pelo

menos um indice j€ {1,...,m + 1} e uma subsucessdo de (5]") , ainda notada por (5}1), tais que

im [(p.&) = 17 (&7)] = +oo,
n—oo = -
donde p ¢ H e entdo temos a inclusdo H C H**.

Evidentemente, se f € F entdo H é aberto:

Se f € F entdo também f** € F e dado que f** é uma funcio convexa, pelo lema 3.3.8, H** = H
é aberto. i

O seguinte teorema, que estabelece a existéncia de solucdo para o problema (3.5), é uma con-
sequéncia directa do teorema 3.3.1 e do lema 3.3.9.

Teorema 3.3.10 Se f € F, entdo o problema de minimizacdo (3.5) admite solugdo.



Capitulo 4

O problema nao-autéonomo convexo
Nnao-coercivo

4.1 Introducao

Consideremos o problema ndo-auténomo

T
min {/0 [f (¢, 2 (£)) + g u(t)ldt:ue wbh([0,7],R™),u(0) =a,u(T) = b} : (4.1)

e a classe £, de todas as fungdes ¥ : I x R™ — R limitadas inferiormente, tais que ¥ (-,£€) é uma
funcéo lipschitziana para cada £ € R™ fixado, ¥ (t,-) é uma fungéo semicontinua inferiormente para
cadat € I fixado e

nlLH;o [w** (tn7£n) _ <V’l/1** (tn,én) 7gn)] = —00,
para qualquer sucessio (t") C [0,T] e para qualquer sucessao (¢™) de pontos de diferenciabilidade
de ¥** (t",-) tais que (|€"]) — oo.

Neste capitulo mostra-se que se f € £ é uma fungio convexa com respeito a & e existem duas
constantes A e B, com B > 0, tais que f(t,§) > —A+ Bl¢l, V(t,&) € I xR™, ese g éuma
funcéo lipschitziana com respeito & primeira variavel e continua com respeito & segunda satisfazendo
g(t,z) > —a—pBlz|,V(t,z) € [IxR™, onde are 8 séo constantes adequadas, com 0 < 3 < -1%, entdo
o problema (4.1) admite solugéo e, além disso, que tal solugdo é uma funcdo lipschitziana.

A demonstracio é muito semelhante & demonstragao do teorema 3 em [16], com alteragdes devidas
ao facto de a funcao integranda néo ser limitada inferiormente.

O passo principal da demonstragio, consiste em mostrar que cada minimizante dos problemas
aproximantes satisfaz uma condigéo de DuBois -Reymond generalizada, o que implica que a sucessao
minimizante é limitada em W1 ([0,T],R™). Mais precisamente, mostra-se que, sempre que lé
suficientemente grande, o problema

T
min /0 (gt u@®)+ f(t,d (t)))dt (4.2)

ue{uewh! ([O,T],]R""):f:‘ 8(ju' (t))dt<l,u(0)=a,u(T)=b}

admite solugao ;.
Em seguida, estudando a fungao valor

T
Voll) = min | ouo + 5w @ =

u€{uEW‘-‘([O,T],IR'”):j:;F 8(w! (1)) dt<L,u(0)=a,u(T)=b}

T
= [ lotw )+ s u@)a
0
conclui-se que se Vp é definitivamente constante, isto é, se
g: 1>l = Ve(l) =Vs(lo),

entao uy, é solugdo do problema

T
min A (6 u() + f o @) dt.  (43)

we {uEWJ-l([o,T],mru)J(;” 8(1w (1)) dt < +00,u(0)=a,u(T)=b}

62
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Num passo intermédio da demonstracio de que Vj é definitivamente constante, prova-se que
qualquer elemento de uma sucessao (uy) de solugdes de problemas aproximantes, com ! suficiente-
mente grande, satisfaz uma condigdo de DuBois -Reymond generalizada, o que implica que (uy) é
limitada em W' ([0,T],R™). Daqui resulta que u; € Wh ([0,77,R™) é solugdo do problema
(4.3) e, consequentemente, é solugdo do problema (4.1).

4.2 Definigoes e resultados preliminares

4.2.1 Fungoes estritamente convexas no infinito

Comegamos por recordar a nogio de convexidade estrita no infinito, introduzida por Clarke e
Loewen em [19].

Uma fungdo convexa 9 : R™ — R é estritamente convexa se o seu gréfico nio contém segmentos
de recta. Uma versdo local desta defini¢io é a seguinte: uma funco convexa ¥ : R™ — R é
estritamente convexa no ponto z € R™ se o seu grafico nido contém segmentos de recta a que o
ponto (z,v (z)) pertenca. A nogdo de convexidade estrita no infinito é uma generalizacio desta
ideia a um ponto no infinito.

Definigao 4.2.1 Diremos que uma fungdo convezra ¥ : R™ — R € estritamente convexra no
infinito se o seu grdfico ndo contém semi-rectas, isto €, para qualquer v € R™, v # 0, e para
qualquer £ € R™, a funcdo

1/’1/,5 (3) =1 (SV + é)

verifica a seguinte condi¢do: para cada so € D (t,,¢) existe s1 € D (o¢), s1 > so, tal que Y, ¢ (51) >
ve (80), onde D (1,,¢) denota o conjunto dos pontos de diferenciabilidade de Yue.

E evidente que qualquer funcdo estritamente convexa é estritamente convexa no infinito.

Por outro lado, também é claro que a reciproca ndo é verdadeira. Existem fungdes estritamente
convexas no infinito que néo sio estritamente convexas, e mais, o seu grafico pode conter segmentos
de recta arbitrariamente longe da origem. Por exemplo, se m = 1 podemos pensar na funcéio
¥ : R — R cujo gréfico é obtido da seguinte forma: unem-se os pontos (i, f (1)) e (i + 1, f (i + 1)),

i1 €7, onde f(z) = (1—+—x2)%.

wt
*
=y

Seja ¢ : R™ — R uma fungéo convexa e seja * : R™ — (—oo, +00] a sua fungao polar:

¥* (p) =sup{(p,&) — ¥ (£): £ e R™}.

A fungdo ¢ é continua por ser convexa e apenas tomar valores finitos (proposigéo 2.16.21). Em
particular é semicontinua inferiormente e entfio, pelas proposicdes 2.20.6 e 2.20.9, temos

Y (p) =& —v() © pedP(t) & L€y (p).
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Daqui resulta que, para cada p € R™,

™ (p) = {EeR™: ¢ (p)= &) —v ()} =
= {(eR™: (&) — v (p) =¥ (§)},

isto é, 01* (p) é o conjunto dos pontos de R™ que pertencem a projeccgdo em R™ da interseccao em
R™ x R do hiperplano definido por £ — (p,£) — ¥* (p) com o gréfico de .

Exemplo 4.2.2 Se ¢ € a fungdo cujo grdfico se encontra esbocado na figura anterior, temos que

o se|p| < V2 -1, entdo OY* (p) = {0};
o sev2-1<p<louse-1<p<1l-— V2, entao Y* (p) é um intervalo [a,b] ou um ponto de R;

o se |p| > 1, entio d¢Y* (p) = B, porque as rectas y =T e y = —T sdo assimptotas do grdfico de f :

Torna-se assim evidente a seguinte

Observagao 4.2.3 Se v : R™ — R € uma fungdo conveza, entdo v € estritamente convera mo
infinito se e sé se ndo existe nenhum p € R™ tal que oy* (p) é ndo-vazio e ilimitado, isto €, se e s6
se, qualquer que seja o p € R™, o conjunto 9y~ (p) € ou vazio ou limitado.

4.2.2 A familia G

Definigao 4.2.4 Notaremos por G a familia de todas as fungdes semicontinuas inferiormente i :
R™ — R tais que Y**F—o00 e Y** € estritamente convera no nfinito.

Observacao 4.2.5 Qualquer fungao semicontinua inferiormente ¢ : R™ — R superlinear pertence

ag.

Para ver que esta afirmagio é verdadeira, notemos por ¢ a funcéo bipolar de ¢ e fixemos v,§ €
R™, v #£ Q.
Sejam 51,52 € R quaisquer e 0 < A < 1. Temos, uma vez que ¢ é convexa,
e((s1+(1=A)sg)v+¢&) = eMsiv+(1=A)sav+ X+ (1 =N =
= oA (s + &) + (1 =) (s2v +§)) <
< Ap(sv+E) + (L - A e (s +§)
pelo que a fungao

R3s—pue(s) =@ (sv+E)

é convexa.
Assim, para cada s € int (domyp, ¢), temos

Bpue (s) = 0p(sv+E) = {pER™ 1 p(n) = ¢ (sv+&) + (p,n— (sv+§)),Vn € R™}
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eses € D(p,¢), isto é, se s é um ponto de diferenciabilidade de Pu,¢, entao, pela proposicao 2.20.19,
é
Opu¢(8) =8¢ (sv+&) = (Vo (sv+ )}

e portanto
e(m 2 (sv+8)+(Vo(sv+£),n—(sv+§), IpeR™

Em particular, para 7 = £ obtemos

(&) 2 o(sv+ &)+ (Vo (sv+£),6 = (sv+8)) = p(sv+ &) — (Vo (sv+£),sv)

pelo que
s(Vp(sv +£),v) 2 p(sv+€) - ()

e, se s > (,

(Vo (s +€),0) > 50(8u+€)_‘P(§).

Assim, para qualquer s € D (p,¢) tal que s > 0, temos

)71/)2 (P(SV+£)—QO(E)

Pl (s) = (Vo (sv +¢ :

p(sv+&) —p(£)

s
+00, 0 que mostra que ¢ € estritamente convexa no infinito e, portanto i € G.

€ uma vez que ¥ é superlinear, o quociente tende para +00 quando s tende para

Lema 4.2.6 Seja ¢ € G satisfazendo 1 > 0 e ¢ (0) = 0. Entdo existem duas constantes positivas C
“e p tais que 3 () > C |€] sempre que €| > p.

Demonstragao
Podemos supor que 1 é convexa pois, se 0 néo for, substituimos 1 por /**. (Note-se que ¢ > 1** )
Comecemos por mostrar que

¥ (§) = +oo quando [€] — oo.
Uma vez que 3 é convexa, os conjuntos
P*={{ER™ ¢ (§) <a}

sao subconjuntos convexos de R™, qualquer que seja a > 0.
Com efeito, sejam &1 &> dois elementos quaisquer de 9%, A € 0,1 e £ =X+ (1 - )N &.
Por definicdo de fun¢io convexa, temos

PE) =Y Aa+(1-N&) <M (E)+ 1 -y (&)
e como {1 &y € Y%, temos
Y(&1)<a e ¢()<a

donde
Y(E)<Aa+(l-Na=a.

Isto significa que & € 1%, logo 1)* é um conjunto convexo para todo a € R, em particular, é convexo
para qualquer @ > 0 L.

Com vista a uma contradigdo, suponhamos que existe a > 0 tal que ¥® é ilimitado.

Uma vez que 1* é convexo e ilimitado, contém, pelo menos, uma semi-recta

{sv:s5>0}
para algum v € ¥ C R™, v # 0, e isto significa que

'l,b,,,() (5) < a, Vs > 0.

!Note-se que se a < 0, entado

P*={£e€R™: () <a<0} =0,

uma vez que, por hipétese, 1) > 0 (e § é um conjunto convexo).
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De facto, temos
{sv:5>0} Cy®={{eR": () <a}
entao

Y(sv) =y (sv+0) = 0(s) <a, Vs>0.

Note-se que sendo ¢ uma fungdo convexa, temos, para quaisquer sy, Sz = 0e Xe|0,1],

Yuo(Asr 4+ (L= A)s2) = ¥ ((As1+ (1= A)s2)v) < Mp(s1v) + (1 - A) ¥ (s2v) =
= )\’(/},,’0 (81) + (1 - /\) wu,O (32)

e portanto ¥, 0 é convexa.

A funcdo h(s) = sv (por ser lipschitziana) é absolutamente continua em qualquer intervalo
[0, 8] C R; em particular é continua nesse intervalo, pelo que o conjunto h ([0, 3]) é um subconjunto
compacto de R™. Por outro lado, como ¥ : R™ — R é uma funciio convexa, pela proposicio 2.16.24
é lipschitziana em h ([0, 8]) . Daqui resulta, pela proposi¢io 2.14.5, que Y (h(s)) =¥ (sv) =, 0(s)
é absolutamente continua em [0, 8], e entdo, pela proposicao 2.14.6, para cada 7 > 0, é

Yoo (1) =Yoo ©) = [ o ()do
Por outro lado, por hipétese, temos
Yoo (T) =¥ ()20 e 0 (0) =y @0)=¢(0)=0

entao

/ W0 (0)do >0
0
donde existe so € D (¥,,0) N[0, ) tal que

1/’L,0 (30) > 0.

Uma vez que 1 é estritamente convexa no infinito, podemos concluir que existe s1 > o, tal que
¥l 0(51) > ¥, 0 (s0) > 0, isto & existe 51 € D (Yu,0) , tal que

Y0(s1) >0

e portanto, pela convexidade de 9,0,

1/)1,,0 ((1 — /\) s + )\S) S (1 - /\) 1/1,,,0 (81) + )\’(,[),,‘0 (8) =4
& Puo(s1i+A(s—351)) <o (51) + A0 (s) — Y0 (s1)) &

b X (W (on A (s = 51)) = Y (1) < Y0 (8) = Y (51).
Para s # s;, temos

(s — 51) puo (1t )\)\(?s_—sig SLACHP: Y0 (s) — Pu0(s1)

e fazendo A — 0, obtemos,
(s = s1) ¥, 0(51) S ¥u0(8) —Pu0 (s1)

donde
Y0 (8) > Yo (s1) + (s —s1) Y0 (s1), Vs 20

Isto implica que
lim ,0(s) =40

s§—~+00

(pois 0 (s1) + (5 — s1) ¥}, (s51) — +0o quando s — +00) o que contradiz o facto de se ter
Yo < a, Vs 2> 0.
Concluimos entdo que, para qualquer a > 0, o conjunto ¥* é limitado e portanto

¥ (€) — +oo quando |£] — oo. (4.4)
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De facto, fixemos a > 0 qualquer. Se ¢ é tal que ¥ () < a, entdo £ € Y*. Mas, ® é um conjunto
limitado, isto é, 3k > 0 tal que |¢| < k. Temos entédo

Va>03k>0VE (Y(€)<a = [ <k)

isto é,
Va>03k>0VE (¢ >k = ¢ (&) >a)

e portanto vale (4.4).
Uma vez que ¢ verifica (4.4), existem duas constantes positivas p e § tais que

¥(n) > 6§ sempre que |n| = p.
Se |£| > 6, definam-se

)\i% e =\

Por convexidade de 1 e recordando que ¢ (0) = 0, obtemos

1 P (n) )
> 2 = St > - .
ORSVIORE SIS
Com efeito, sendo 1 uma funcio convexa, temos

Y (A& + (1= A1) &) < My (&) + (1 — M) v (€2)

quaisquer que sejam &;,§2 € R™ e A; € [0,1]. Em particular, esta desigualdade é vélida para & =&,
&2 =0e A = X 2. Assim,

YA =Y (A +(1-2)0) < M (€) + (1 - 1) (0)
donde, atendendo a que ¥ (0) = 0,

YO <M () & v(E) > %wu&)-
Mas, n =X el =& & %:lf;l.Logo

Y (n)

1
Y (£) > V(X)) = > €]

e como || = |X¢] = }T%d = |p| = p, pois p é um mimero positivo, tem-se ¥ (n) > 6, donde resulta
que

6
1/’(5)2;|§|~

Assim, tomando C = %, o lema est4 provado.

4.2.3 A familia &£

No que segue, a convexificacio e o gradiente da funcéo v (t,€) sao entendidos com respeito a ¢&.
Seja I =1[0,T].

Definicao 4.2.7 Notamos por £ a familia de todas as fungoes ¥ : I x R™ — R limitadas inferior-
mente, tais que ¥ (-,€) € uma fungdo lipschitziana para cada € € R™ fizado, 1 (t,-) é uma funcdo
semicontinua inferiormente para cada t € I fixado, e

plim sup sup {¢™" (£,§) — (p, &) : p € O™ (t,€)} = —o0. (4.5)
—+00 ¢er
€I>R
2Note-se que, como
p

p>0, p<ff, e A=k—|,
tem-se

0<A<l.
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A seguinte proposicdo dé-nos uma caracterizagao da familia £.

Proposigdo 4.2.8 A condicdo (4.5) na definicdo 4.2.7 é equivalente a
lim [ (£7,€7) = (VY™ (87, €7), €7)] = —o0 (4.6)
para qualquer sucessdo de pontos (t",£") C IxR™ tal que ™ € D (¥**(t",),Vn e N, e (|€"]) — oco.

Demonstragao
Seja (t™,£™) uma sucessdo em I x R™ tal que £ € D (p** (t7, ) e (|€™]) — oo
Seja (R,) uma sucessao de numeros reais tal que lim R, = +o0.

n-—o0

Comecemos por mostrar que a condicéo (4.5) implica (4.6).
Por (4.5), temos

lim sup sup{¥* (", &) — (@™ &) p" € 0P (t™,€")} = —o0.
R, —+00 ngjg
|€™|> R

Para cada t € I fixado, a funcéo ¥** (¢,-) : R™ — R é uma fungao convexa. Logo, pela proposigao
2.16.24, é lipschitziana numa vizinhanga de cada ponto £ de R™. Isto significa (proposigéo 2.21.10)
que o gradiente generalizado de ¥™ (t,-) coincide, em qualquer ponto ¢ de R™ com o subgradiente
de ¢** (t,-) no sentido da anilise convexa. Assim, para cada n € N, temos

ag’lj)** (tn’gn) — {pﬂ, € Rm : ,l/}** (tﬂ,,’,’n) Z w** (tn’gn) + <pn’nn _ £n> , Vnn e Rm} .

Por hipétese, £ € D (y** (t*,-)), Vn € N. Entao, pela proposicao 2.20.19
ey (t",€") = {Vy=* (t",€")}, YnEN,
Logo, para cadan € N,
p" =V (t7,€")
e, consequentemente,

sup (™ (£7,€") — (p", €™) < p" € Beyp™™ (¢7,€7)} = ¥ (¢7,€7) — (Vo™ (t",€"), ¢ .

Resulta entao que

lim sup {¥* (" €") — (VY™ (t",€"), €M)} = —oo.
R, —+0o0 tnel
|€™|>Rn

Mas, para cada n € N,

P () — (VY™ (t7,67),€7) < sup [** (t7,€") = (Vo™ (¢™,€™) €M), V" e L.
|€ >R,

Logo
Tim [ (£%,€7) = (V™ (¢7,€7) 7)) = —oo

o que prova o pretendido.
Mostremos agora que (4.6) implica (4.5).
Denotemos por x (R) o argumento do limite em (4.5), isto é,

x (R) = sup sup {** (t,€) — (p, &) : p € OcY™ (£,€)}
|€|>R

e fixemos n € N qualquer.
Por definigdo de supremo, existe (t*,£"%,p") € I x R™ X R™, com p" € Jep** (t",€™), tal que

X (Rp) <™ (t7,67) = (™ €") + 1. (4.7)

Sendo ** (¢, -) localmente lipschitziana em R™, temos, por definigio,

e (¢1,6%) = co {im V™ (17,67) : (€1) — €7, & €D (1",), e V™ (€7 comverge}.



4.2 DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES 69
Pelo teorema de Carathéodory, o invélucro convexo de um conjunto A ¢ R™, pode escrever-se
da seguinte forma

m+1
coA=CzE€R™:x=> XNzj, A= (A1, Am1) € Brmyr, 25 € A, Vi =1, m+1
j=1

onde E,,; denota o simplexo
- m+1

Emp1 = A= dms1) €R™ 4 20,V =1,.,m+1, Y N =1
J=1

Logo, pondo
A= {}_{I& V™ (7, &) - (67) = €7, €2 € D (™ (£, 1)), e (Vo™ (t",€1)) converge}
temos

+1 N
pteR™: p"* = E;nzl ATp, At = ( Ul ...,)\;_l_l) € Bty

O™ (", ") =co A =
p;EAVieJ={1,.,m+1}
e portanto dizer que p™ € Jg9** (t", £") significa dizer que existem m + 1 sucessdes ( ;11) tais que

Ji

&) — &, LEeED@W™ ("), Vjed, VieN
=00

m+1
ph =) Ao}

Jj=1

onde
P} :il—iglo VY (t,€5), ViEJ
Ora, para cada j € J podemos encontrar k;; € N tal que
P>k = |- <1

Seja

k1 =max kj;.
1=5er
Analogamente, podemos encontrar k;3 € N tal que

. L2 n 1
12> kjz = |V1/’ (t".€5) —p7] < len + 1

Seja
ko =max kjg.
2 = Inax Kj2

Entdo, sendo k = max { k1, k2},

P>k = €8 <1 A VY™ (17, 85) - pP| < Vi€ J.

1
€7+ 17

Assim, podemos afirmar que~existem Py € AC coA =0y (t",&") e £ € D (t",-)), com
€7 — € < 1, Vj € J eexiste A" = (A7, ..., A% 1) € Ernyq tais que

m+1

Pt = Moy
i=1

*% (11 gn n 1 :
'V’l/) (t ’gj)—pj <W, ViedJ

Daqui resulta que
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|7
€™ +1
De facto, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e atendendo a que |Vy** (", £7) — p}| < ]?,ﬁﬁ, Vi€
J, temos

(V™ (7, 67) = p5, &7) < <1, Vjel (4.8)

(w27 6) =7 )] < [V (¢.67) — #7167 <5
e como lfy —{”I <1,
6 =& — €+ €| <& - €| + 1€ <1+ 1€

donde resulta o pretendido.
Devido a convexidade da fungdo ¥** (t,-), temos

85,#)** (tn,én) — {pn e Rm . ¢** (tn,nn) Z 1/)** (tn,gn) + <pn,nn _— En) , v,r]n G Rm} i
Logo, como p} € d¢™* (trEr) el €R™, €
(1 €F) > 0 (0, €7) + (B ] — €Y & BT (€M) = (0,6) < — (7.6 - €7)

e portanto,

(87, ") — P (£, €67) < (97,67 &), Vied (4.9)
De (4.8) e (4.9), obtemos
P (£, €7 — (P, €7) <P (£, 6F) — (V9 (17,€7),65) + 1 (4.10)

De facto, por (4.9),
P (€N — T (1, 6]) S (0], 60 - ) @
& P, — Pt (17, €7) < (P €7 — (P E) &
Aad "/)** n,gn <p_7)§n> <1/j** (tn E]) <p.771’§?>
Por outro lado, por (4.8},
(V™ (£,60) — P €| <1 & [(Vo™ (£.67),67) = (o &Nl < L.
Assim,
(Vg (6,60),€0) — (&) <1 & = (p1.€7) <1— (Vo™ (17.€7) &)
donde
¢** tn n <pJ 7£n> 11)** (tnvé.;l) - <p;l)£‘;l> <
< P (€)= (VO (£, 6) ) + 1
Multiplicando (4.10) por A} obtemos
X2 (g (7, €7) = (P, €7)) < XF (07 (17.85) = (V™ (7,6),.6) +1)

e entdo, somando sobre j, resulta que

m+1 m+1
Z ()\1]1 (w** (tn’gn) _ <P?,§n>)) S ()\;1 (1/)** (tn,fy) _ <vw** (tn,f‘;l) ’£;1> + 1)) )
3=1 =1
Mas,
m+1 m+1 m+1
Z ()\;1 (’l/)** (tn’gn) _ <p31,£n>)) — Z ()\n,l/)** tn,gn Z An <p_7 ’§n>

=1 Jj=1

i

m+1 m+1
w** (tn7§n) _ <Z np] 7§n z A;1>

j=1 j=1
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m+1 \n _ m+lyn n _
com AT =1e 2 =1 Ajp} =p™, donde,

m+1
()\;1 (,d)** (tn,fn) _ <p;z’€n>)) — w** (tn,é-n) . <pn,§n>
i=1
e
m+1
1/)** (tnv En) - (pna §n> = ()‘;l ("/}** (tn)én) - <p_;l’ €n>)) <
j=1
i
< 2 G G) — (Ve (. 6) ) + 1) =

=1
7-:7-+1 m+1

= 2 (G @ () — (Vo (. 6).6)) + DA <

1 1

.
Il
.
1l

m+41

< max {y™ (£7,67) — (Vo™ (¢%,67), 60} D AP+ 1=
i=1
= L (47 (.67) — (V97 (,6]) &)}
Assim, temos
d)** (tn,é-n) _ (pn7£n> S Mn
onde

= e (07 () - (V9 (,8).67))

Uma vez que, por hipotese, (|€"|) — oo, temos, para cada j € J, (|&}|) — oo e entdo (4.6)
implica que
lim (1/)** (t",f;) — <V1[)** (t",&;) ,E?)) =—-o00, VjEJ

n—oo

Daqui resulta que

i =t (1 e 07 (0,9) - (9 (2.67),9)) ) =

1+ (—00) = —o0.

Por (4.7), tem-se
X (}?fn) S 1/)** (tnvgn) - (pna £n> +1

Como
(", €7) — (P, €7 <
vem
X (Rn) <™ (",€") — (p", €M) +1 <™ + 1.
Assim,

lim x (R,) <lim (™ + 1) = 1+ lim 4" = —co.

Finalmente, temos que x é uma fungio nio-crescente.
De facto, sejam R, Ry € R tais que R; < Ry. Por definicio de supremo,

sup sup {t™* (t,£) — (p,&) : p € g™ (t,€)} >
(1> Ry

> sup sup {™* (t,€) — (p,€) : p € Bep™ (£,€)}
[€]> Ry

isto &, x (R1) > x (Ra).
Portanto, verifica-se (4.5). B
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4.2.4 Relagao entre G e £
Lema 4.2.9 Sey € £, entdo ¢ (t,-) € G, Vt € I.

Demonstragao

Se 9 € £ entéo, por definicdo de &, temos que ¥ (t,-) € uma fungdo semicontinua inferiormente
para qualquer ¢ € I fixado. Por outro lado, temos também que 1) é limitada inferiormente e, portanto,
o mesmo acontece com ¥** (t,-) . Daqui resulta que ¥** (¢, )#—oc. Falta entdo mostrar que, para
cada t € I fixado, a fungdo bipolar de ¥ (¢,-), que serd notada por ¢, é estritamente convexa no
infinito.

Fixemos t € I qualquer.

Uma vez que 9 € £, pela proposicéo 4.2.8, a fungao ¢ : R™ — R verifica a condigdo

lim [‘P (én) - <v‘p (ﬁn) 7511)] : -0

n-—00

para qualquer sucessio (£,) de pontos de diferenciabilidade de ¢ tal que (|£,|) — oo. Entao, pela
proposicéo 3.3.7, ¢ é um elemento da familia F (defini¢do 3.3.5) e, consequentemente, pelo lema
3.3.8, o conjunto

H= {p eR™:sup [(p,§) —p(§)] < +00}
¢erR™

é um subconjunto aberto de R™. Logo, dom ¢™* = int (dom ¢*) e portanto, pelas proposicdes 2.21.4
e 2.20.4, podemos concluir que 9¢* (p) ou é um conjunto limitado, se p € dom ¢*, ou um conjunto
vazio, se p ¢ dom ¢*. Assim, atendendo A observagdo 4.2.3, o lema estd provado. |

4.2.5 Continuidade

Teorema 4.2.10 Seja I =[0,T) CR e seja h: I xR™ — R uma fungdo lipschitziana com respeito
& primeira varidvel e continua em relagdo @ sequnda. Fizemos zo € R™ qualquer. Entdo, para cada
e >0, existe § = § (¢, x0) > 0 tal que

|z —zo| <6 = |h(t,z) — h(t,z0)| <6,
qualquer que seja ot em I.

Demonstragao
Suponhamos, com vista a um absurdo, que existiam ¢ > 0 e sucessdes (zx) C R™ e (tx) C I tais
que

1
|zp — zo| < A e |h(tk,1‘k) — h(tk,zo)l > E.
Sendo I um conjunto compacto, qualquer sucesséo de pontos de pontos em I contém uma sub-

sucessdo convergente para um elemento de I. Assim, passando se necessdrio a uma subsucessao,
podemos afirmar que existe t € I tal que

lim & =t.
k—oo k

Além disso, dado que, para cada k € N, |z — 29| < %, temos, evidentemente,

lim z = z9.
k—oo

Uma vez que h é lipschitziana em relagio & primeira varidvel, existe M > 0 tal que, para qualquer
keN
|h(tk,$k) - h(t,.’l:k)| < Mltk — tl e Ih(tk,xo) — h(t,.’L‘o)| < Mltk - tl .

Por outro lado, h é continua em relagdo & segunda varidvel. Entao, para cada t € I fixado, temos
klim h(t,zx) = h(t, o) o que implica
—00

lim [h(t,x) — h(t,z0)| = O.
k—o0
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Assim, podemos escrever

e < kgn;olh(tk,xk)—h(tk,xo)IZ
= kILII;o lh (tk, 2k) — h(t,zk) + h (¢, xx) — B (t,20) + h (¢, 20) — h (tg, z0)| <
< Jim (|h (e, 2k) = b (¢ 2i)| + R (8 2k) = h(t,0)| + R (£, 20) — h (t, z0)]) <
< [Jim (@M Jte —t] + |k (8, 22) — h (8, 20)]) =

0

o que contradiz a hipStese de se ter € > 0. ll

Coroldrio 4.2.11 Seja I =[0,T] CR e seja h: I x R™ — R uma fun¢do lipschitziana com respeito
a primeira varidvel e continua em relagdo & segunda. Entdo h é continua em I x R™.

Demonstracao
Fixemos (tg, zo) € I x R™ qualquer.
Queremos mostrar que, para cada e > 0 existe § = 6 (¢, o, 7o) > 0 tal que

[t —to]+ |z —z0| <6 = |h(t,z) — h(ty,z0)| <e.

Fixemos entdo £ > 0 qualquer.
Pelo teorema 4.2.10 existe §p > O tal que

|z — 2] < 0 = |h(t,z)—h (¢ z0)| < ‘;‘
para qualquer ¢ € I. Em particular, temos
|z — o] < 8o = |h(to, z) — h (to, zo)| < g

Por outro lado, uma vez que h é lipschitziana em relacdo & primeira varidvel, existe M > 0 tal
que

'h(t,.’l‘) - h(to,w)[ < Mlt— to', Yz € R™.
Entéo, se [t —to| < 557 e |z — x| < 8o temos
|h(t,z) — h(to,z0)] = |h(t,x) — h(to,z) + h(to,z) — h(to,z0)| <
< |h(t,a:) — h(to,IL‘)I -+ |h(t0,l‘) - h(to,.’l)o)[ <
< Mt —tol + |h(to, ) — h(to, z0)| <

3 €
MW+§—E

A

0 que mostra o pretendido. Il

Lema 4.2.12 Seja ¢ : I x R™ x R™ — R uma fun¢do semicontinua inferiormente, lipschitziana
com respeito a primeira varidvel. Suponhamos que ¢ (t,x,.) é conveza para cadat € I e para cada
z € R™. Suponhamos ainda que existem trés constantes C;, i = 0,1,2, Cy > 0, tais que

o] < Colp (t,z,8)| + Ci || + Co (4.11)

para qualquer (¢,2,€) € I x R™ x R™ e para qualquer v € Oy (t,z,£) , onde 8, denota o gradiente
generalizado de ¢ com respeito a t.

Seja u € WhH (I,R™) e suponhamos que a fungdo t — @ (t,u(t),u () pertence a L' (I,R).
Entao eriste kg € L' (I,R) tal que

o (s2,u(2) 0" () — ¢ (s1,u(t) 0/ (£))] < ko (t) [s2 — 51

para quaisquer t, sy, sy € I.
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Demonstragao
Fixemos t1,t2 € I e z,£ € R™ quaisquer.
Consideremos a fungéo definida por

g(S) = I‘P(tl +Sd,$,€) _‘P(t1>xa€)|7 s € [O’ 1]

onde
d=1ty —t;.

Por (4.11), para cada s € [0,1], vale
g (s) < |d| 185 (t1 + sd, z,€)| < d] (Cog (s) + Colp (t1, 7, Q)| + Cu |2 + C2) -
De facto,
(a) por hipétese, a fungdo t — ¢ (¢, z, ¢), t € I, é lipschitziana com respeito & primeira varidvel;
(b) . [t1 + s1d — (t1 + 52d)| = |d (51 — s2)| = |d| [s1 — 52| < |d] |s1 — 52

donde, a funcio s+ t; + sd é lipschitziana (basta tomar para constante deLipschitz k = |d|),
. a fungdo x — |z| é lipschitziana (basta tomar para constante de Lipschitz k = 1).
Assim, pela proposi¢o 2.14.4, as duas funges anteriores sao absolutamente continuas.
Por (a) e (b) e atendendo & proposi¢ao 2.14.5, temos, sucessivamente,
s — @ (t; + sd, z,€) absolutamente continua
s p(ty + sd, z,8) — ¢ (t1,z,£) absolutamente continua
s — | (t1 4 sd, z,£) — ¢ (t1,2,£)| absolutamente continua.
Ent&o, pela proposigdo 2.14.6, g’ existe quase sempre em [0,1] e consequentemente, para quase
todo s € [0,1],
g (s) = |d’ (t1 + sd, z,€)| = |d] |’ (t1 + sd, z,£)|

onde ¢’ denota a derivada de ¢ em ordem a ¢ (note-se que ¢ existe quase sempre porque, por
hipétese, ¢ é lipschitziana com respeito & primeira varidvel (proposi¢ao 2.21.1)).

Atendendo a que, qualquer que seja o conjunto A C R™, temos, por definicdio, |A| =sup{|a|: a € A},
resulta que

¢’ (t1 + sd, ,€)| < sup{|v] : v € Byp (t1 + 5,7, €)} = |Oup (t1 + 5, 7, §),
e assim,
g (s) = ld| ¢’ (tr + sd,z,€)| < |d]|0ep (t1 + sd, z,€)| -

Por outro lado, para quase todo s € [0,1], temos t1 +sd € int (I) e entdo, pela proposicao 2.21.3,
para um tal s, o conjunto dyp (t1 + sd, z,€) é néo-vazio e compacto. Daqui resulta que a aplicagao
continua dy¢p (t; + sd,z,&) 3 v — |v] atinge o seu valor méximo em Oy (t1 + sd, z,€) , isto é, tem-se

sup{|v] : v € By (t1 + sd, z,€)} = max {|v] : v € Opp (t1 + sd,z, &)} .
Assim, existe v/ € ;¢ (t; + sd, z,£) tal que [v'| = |0sp (t1 + sd, x,£)| e entdo, por (4.11), temos

g (s) < |d||8sp (t1 + sd,z,8)| = |d| [v] <
< |d| (Co lg (t1 + sd,z, &)} + C1 x| + C2) =
|d| (Co lp (t1 + 5d, 7,€) — @ (t1,7,6) + ¢ (t1,2,6)| + C1 |z + C2) <
|d| (Co | (t1 + sd,2,8) — ¢ (t1,2,8)| + Colp (t1,2,€)| + C1 || + C2) =
|d] (Cog () + Co e (t1,z,8)| + C1 |z| + C2)

IA

como pretendido.
Sendo g absolutamente continua, pela proposi¢éo 2.14.6, para qualquer s € [0,1], tem-se

g(s)—g(O)z/Osg’(t)dt.

Mas,
g (s) < |d| (Cog (s) + Cole (t1,2,6)| + C1 x| + Co)

9(0) = l‘P(tl +Od,$,€) - ‘P(tl,x,gﬂ =0.
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Logo,
9(5)~9(0) = 9(5) =l (ts +d2.6) ~ 9 (1,20 = [ o (i <
< [ 1d1(Cug ) + ol (12,01 + Cu el + Coy e =
= /Os!dl (Colep (t1,z,€)] + C1 |z +02)dt+/0s |d] Cog (t) dt <
< /01 | (Co | (t1,,€)| + Ct || +Cz)dt+/0s |d| Cog (t) dt =
= |d| (Colw (t1,2,8)| + C1 |z| + C2) +/Os |d| Cog (t) dt
isto é,
9(5) < ld) Gl (t,2,8)| + Ca fa| + Ca) + [ 1d|Cog (1) .
Assim, aplicando a desigualdade de Gronwall 3 com

a(s)=a=|d/(Colp(t1,z,8)|+Cilz| +C2) e k(s)=k=|d|Co

obtemos
g(s) = |90(t1 +Sd,:l,‘,f) - SD(tl,-'L',{)l S
< 1d|(Colip (b1, 2, )| + Cr fo| + Cp) + eJo 141602 —
= |d| (Colp (t1,2,8)| + C1 |z| + Cp) + &%l =
= |t — t] e5Colt2—t1] (Cole (t1,z,6)] + Ci|z| + C2) <
< |tz — 1] €T (Col (t1,7,8)| + C1 |z| + C2), Vs € [0,1]
e portanto,

I(P(tl +d,.’17,§) _<p(tlaz,§)| :g(l) S
< |t2 — t1| ecoT (C() |<p(t1,:c,§)| + Cy |.’E| + Cg) . (412)

|(P(t27x75) - ‘p(t17m7€)|

Fazendo, em (4.12), ¢; =t e ty = 31, obtemos

e (51,2, €) — @ (t,2,)| < |s1 = t|e™T (Cole (t,2,€)| + C1 |z] + Ca).

Logo
lo(s1,2,6) = lp(s1,2,8) —p(t,z,&) + ¢t 2,8)] <
< lp(s1,7,8) =@z, )] +le(tz,8)| <
< fs1 =t €T (Cole (8,2, 8)| + Cr 2] + C2) + | (¢, 2,6)] <
< e (tz, )| + Te®T (Colp (t,2,8)| + Ci |z] + C2)
donde
|<P (S],x,f)l S |QD(t,Il',§)] + Tech (CO l‘P(t;$,§)| + Cl I.T| + 02) . (413)

3(Desigualdade de Gronwall) Sejam I = [a,b], a(-) e ¢ (-) funcées continuas, e k (-) uma fungdo integravel nio
negativa, todas definidas em /. Suponhamos que ¢ satisfaz a inequagdo

@ (t) Sa(t)+/

Entao, para todo o t € I, temos a desigualdade

t
k(s)p(s)ds, Vtel.

t t
o(t) < a(t)+/ k() e (s)eds K% g5,

Em particular, se & (t) = a constante, entdao

1
e (t) < aedu KOO oy o p
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Fazendo agora, em (4.12), t; = s1 e t3 = s3, obtemos

o (52,2,€) — @ (s1,2,8)| < |s2 — 51/ €T (Co o (s1,%,8)| + C1 || + Ca) .
Assim, por (4.13), resulta

lo (52, 2,€) — @ (51,2,8)] < |s2 — 51]€9°T (Co | (51,7,8)| + C1 |z| + C2) <

cur [ Co (lw(t,z,ﬁ)l+TeC°T(Co|<P(t,x,§)l+C1Iw|+Cz))+> -

= |32 — Sll [
+C |z| + Cq

c lp (t,2,8)| + TeTCo o (¢, 7,8)| + C1Te%T |z| + N
0
= |82 — 81 eCoT +Te T, =

+C1 |.’L‘| + Cy

= |sg — 51| T

Colp (t,2,€)| (1 + CoTe®®T) + CoTe“TCy |z|+ |
+CoTeCTCy + Ci |z| + Co

= |sg — 51| €T

Colp (t,2,86)| (1 + CoTeCT) + Cy |a| (1 + CoTe?T) + |
+C; (1 + CoTe™T)

| | Coe®T (14 TCoe%T) | (t,x,6)| + Cre®T (1 + TCoe®T) |z| + )
= |82 — 81

+CzeC°T (1 + TCoec”T)
isto €,
|(p(32,$,£) - 90(317-’1:75)[ _<_ |82 - Sll (CO lﬂa (t7x7£)l -+ Cl |:L'| + C2>

onde _
C; = C;e®T (1+TCoe®T), i=0,1,2.

Finalmente, por hipétese, as fungbes t +— u(t) e t — ¢ (t,u(t, v’ (t))) pertencem a L' (I,R).
Logo, também a funcao

ko (t) = Colp (t,u (), v ()] + C1 lu ()] + Co

pertence a L! (I,R), o que completa a demonstracéo. ll

4.3 Existéncia de solucao

4.3.1 Hipébteses basicas

A existéncia de solugio para o problema variacional convexo nao-coercivo
min {F (u): u € Wb (I,R™),u(0) = a,u(T) = b}, (Pr)
onde
T
F)= [ 16 (6) +o(tu®)d
0
serd estabelecida, considerando as seguintes hip6teses bdsicas nas funcoes
fiIXR™" > Reg:IxR™ =R

(HO) fc&e f(t,-)éuma fungio convexa para todo ¢t € I 4.

4[sto é, f é limitada inferiormente, f (-, €) é uma fungdo lipschitziana para cada £ € R™ fixado, f (¢, ) é uma fungao
semicontinua inferiormente para cada t € I fixado, e

lim sup sup {f(t, & —(p,t):pe 85f(t,€)} = —oo.

R—+400 e
1§1>R
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(H1) Existem duas constantes A e B, com B > 0, tais que

(H2) A fungéo g é lipschitziana com respeito & primeira varidvel e continua com respeito & segunda;
além disso, existem duas constantes «, 3, com 0 < 8 < %, tals que

gt,z) > —a—Blz|, V(t,z) e I x R™.

(H3) Existem trés constantes C;, i = 0,1,2, com Cp > 0, tais que a condicdo (4.11) é verificada
com

p(t,x,&) =g(t,z)+ f(t,8).

Note-se que a hipétese (HO) implica que a funcdo f é lipschitziana com respeito & primeira
varidvel e continua com respeito & segunda. Por (H2), o mesmo acontece com a funcéo g. Entao,
pelo corolario 4.2.11, estas fungdes sao continuas em I x R™. Assim, atendendo a que a composta de
uma funcéo continua com uma fungdo mensurdvel é uma funcéo mensurdvel, para qualquer fungao
u € Wh(I,R™), as fungdes t — f (t,u’(t)) e t — g(¢t,u(t)) sBo mensurdveis pelo que o funcional
F (-) estd bem definido.

Note-se ainda que se f € £ ndo depende de t entdo a condi¢do (H1) é sempre verificada.

De facto, suponhamos que f (¢,£) = f (€).
Como f € &, é limitada inferiormente. Ent8o existe uma constante K tal que f

€) > -K, VeeR™

Por outro lado, pelo lema 4.2.9, a funcéo £ — f (§) pertence & familia G. Entéo o mesmo acontece
com a fungdo 1 : R™ — R definida por

Y(E)=f(E)+ K

Se f(0) = —K, temos 1 > 0 e ¢ (0) = 0, pelo que aplicando o lema 4.2.6 a 1, podemos concluir
que existem constantes positivas C e p tais que

v 2Cll & f()=2-K+C,

para qualquer £ € R™ tal que |¢| > p.
Suponhamos agora que f (0) # —K. Seja ¢ : R™ — R a funcio definida por

0 ,se&=0

p(€) = _
f (&) + K , caso contrario.

Entdo ¢** € G, p** > 0 e ¢** (0) = ¢ (0) = 0, pelo que aplicando o lema 4.2.6 a v, podemos
concluir que existem constantes positivas C e p tais que

FEO+TE=0)z¢™ () 2Cl

qualquer que seja o £ € R™ tal que £} > p.
Assim, em qualquer dos casos, podemos sempre encontrar constantes A e B, com B > 0, tais
que

f&)z-A+ Bl

para todo o £ € R™,



78 CAPiTULO 4 O PROBLEMA NAO-AUTONOMO CONVEXO NAO-COERCIVO

4.3.2 Existéncia de um arco admissivel 7 € W' (I, R™) tal que F (7)) € R
Proposicao 4.3.1 Suponhamos que as funcgoes f e g satisfazem as hipdteses (H0), (H1) e (H2).
Entao a fungdo lipschitziana @ : I — R™ definida por

b—a
u(t) = t
u(t) =a+t—r

é admissivel para o problema Pg e, além disso, F (@) € finito.

Demonstragao

Sendo 7 uma funcéo lipschitziana, é absolutamente continua e, evidentemente satisfaz as condigoes
de fronteira T (0) = a,7 (T) = b.

Vejamos que F (T) € R.

Por (H1) e (H2), existem constantes A, B, «, B tais que, para qualquer ¢ € I,

FOTO) +00,30) 2 ~A+BF Q) -a-pROI=-4+B|" 22| -a-slo+t2t| >
> —A+Bw—a—ﬂ(|a|+lb—;ﬂT)=
= -+ o gt io-a).
Entao
_ T — _ T |b— al
F@ = [ rev@roeuolas [ |-as sl o gt o]
— (cA—a—Bla)T+(B-TB)|b—ad|. (4.14)

Por outro lado, dado @ € W1 (I,R™), atendendo & proposi¢do 2.12.17 temos
[ (&) < [Tl peerrmy € [T ] < |poo(rmmy

quase sempre em I, isto é, para quase todo t € I,

() € B (0, [@lpmrzm)) © [T (O] € B (0] s )

o que implica, dado que f e g sdo fungdes continuas, que, para quase todo o ¢ € I, existem constantes

M, e M, tais que
|f T M) <My e |gtu(t)| < M.

Assim, podemos escrever
T T
F(m) = / (6T () + 9 (ET@)] dt < /0 F T (@) + g6 a@)]dt <
T
< /0 1 (4 ()] + lg (4T (@) dt < T (My + M) (4.15)

De (4.14) e (4.15) resulta entao
(~A—a—Bla))T+(B-TH)|b~a| < F @ <T (M + M)

o que mostra que F(z) ¢ R. W

4.3.3 Existéncia de solugao para os problemas aproximantes.
A funcgao valor Vj.

Seja # uma qualquer fungdo de Nagumo 5. Vamos mostrar que, para cada ! suficientemente
grande, existe uma solugao para o problema

min { F (v) : u € ACy (I,R™) ,u (0) = a,u(T) = b}, (Ps (1)

5Diremos que uma, fungio ¢ € C! ([0, +00),R) é uma fungdo de Nagumo se é convexa, semicontinua inferior-
mente, crescente e satisfaz
. é(r
lim ( ) = +o0

r—4o00 T
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onde AC} (I, R™) denota a classe de todas as fungdes u € W (I,R™) tais que Ag (u) <[, com

T
Ao (u) = /0 6 (' (1)) .

Teorema 4.3.2 Suponhamos que f e g satisfazem as hipdteses (H0), (H1) e (H2). Entéo, para
cada | suficientemente grande, o problema Py (I} admite uma solugdo u;.

Demonstragao
Pela proposicao 4.3.1, existe uma fungdo @ € Wh> (I, R™) verificando as condigdes de fronteira
%(0) = a,u(T) = b e tal que F (T) é finito. Digamos que

F@ =M.

Dado que 6 é crescente e [@' (t)| < [@'| oo ( gm) quase sempre em I, temos

T T
Ao (T =/ 6 (@ (¢) dtg/ O ([T cory gy ) @t =TO [T | oo gom
)= Dt s [0 (limirmm) (1 i) )

pelo que, para cada [ suficientemente grande, vale

T
Ag(ﬁ):/o 6 (@ ()]) dt < 1.

Fixemos ! com esta propriedade.
A desigualdade anterior implica que T é um arco admissivel para o problema Py (I) . Ento, para
mostrar a existéncia de u;, basta considerar o conjunto de nivel

I'(@) = {ue€ AC; (I,R™) : u(0) =a,u(T) =b,F (u) < F (T)}

0 qual é nao-vazio.

Vamos ver que I' (%) é um subconjunto de W''! (I, R™) fracamente sequencialmente relativamente
compacto, isto é, que qualquer sucessdo em I' (Z) contém uma subsucessio fracamente convergente
em Wbt (I,R™).

Seja (ur) uma qualquer sucesséo em I (%), isto é, uma sucessdo em W' (I, R™) verificando

T
Ao (ug) = /0 6 (1T, (1)) dt < ! (4.16)
we (0) = a, wy(T)=b (4.17)

para qualquer k em N.
De (4.16) resulta que a sucessao (u},) é equiabsolutamente integravel (proposico 4.4.7).
Por outro lado, dadas as condigdes em 6, existe N > 0 tal que 6 (£) > £ sempre que £ > N.
Fixemos k € N.
Seja E* o subconjunto de [0, T} onde |u}, (¢)| > N e seja E = [0,T] \E*. Temos

T
sy = [ @lde= [ i @de+ [ o ol <
T
< /‘H(Iuk(t)|)dt+/Eth§/0 6(|uk(t)[)dt+/Eth

pelo que
Iu;c|L1(1,]Rm) <I+TN (4.18)

o que significa, dado que k é qualquer, que a sucessdo(u} ) é limitada em L! (I,R™).

Podemos entdo afirmar, pelo teorema de Dunford-Pettis (proposi¢do 4.4.6), que existem uma
subsucessao de (u}), ainda notada por (u}), e uma funcdo v € L! (I,R™) tais que (u},) — v, isto é,
temos

( /OTu;(t)so(t)dt) . /OTvu)so(t)dt, Vip € L (LR™); (819)

k—o0
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T T
(/0 uy, (t)dt) kij v (t)dt : (4.20)

A sucessdo (uy) é equicontinua. De facto, sendo (u},) equiabsolutamente integrivel, dado € > 0

existe § = § (¢) > 0 tal que
[ <e
E

para cada k em N e qualquer que seja o subconjunto mensurdvel E de [0,T] com m (E) < §. Entéo

se [t —t'| < 6, temos
tll
/ uy, (s)ds
t/

em particular,

<

g, (8) — g ()]

uk(0)+/0 u;c(s)ds—‘uk(O)—/0 uy, (s) ds

t,,
/ |uy (s)lds < e
t’

IA

para cada k € N.
Além disso, (u) é equilimitada. Com efeito, atendendo a (4.17) e (4.18), temos, para cada k € N
e para cada t € [0,T],

I

t t T
fuk ()] uk<0>+/0 l (s) ds sra|+/0 IuL(s)ldsSIaH/o iy (5)] ds =

= la| + |wkl i rgmy < lal +1+TN. (4.21)

Assim, pelo teorema de Ascoli-Arzeld (proposicio 4.4.2) existe uma subsucessdo de (ux), que
notaremos ainda por (uy), uniformente convergente em [0, T] para uma fun¢do continua u, isto &,
temos

(sup Jug () — u(t)|) - 0 (4.22)
tel k—oo
e, consequentemente, temos também a convergéncia pontual

(uk (2)) 2 u(t), vtel. (4.23)

Ora, a convergéncia

(ug) — u  uniformente em J
(ut) —v (fracamente) em L* (I,R™)

implica que u € Wb (I, Rm) u' = v quase sempre em I e (uy) — u (fracamente) em Wh! (I,R™).
De facto, atendendo a (4.17) e a que, para cada k, u é absolutamente continua, temos

¢ t
ug () = ug (0)+/ u;(s)ds=a+/ uj (s)ds, VkeN.
0 0

Daqui resulta, atendendo a (4.20) e (4.23), que

t t t
uw(t) =lim ug (t) =lim {a+ [ uj(s)ds) =a+ lim u(s)ds=a+ [ v(s)ds
k=00 k 0 k—oo Jg 0

—00

o que significa que u é absolutamente continua e v’ (t) = v (t) para quase todo t € I.
Note-se que a convergéncia uniforme de (u;) para u implica ainda que

u(0)=a, u(T)=0

(basta atender a (4.17) e a que se tem (4.23)).
Falta entdo ver que (ux) — u em Wh1 (I,R™), isto é, que

B (S5 e w(t) t) = fo t)dt, Yo € L™ (I,R™),
(fo uy () ¢ ) — fo t)dt, Yo e L*(I,R™).
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Como temos (4.19) e v’ (t) = v (¢) para quase todo t € I, vale (ii).
Por outro lado, pela desigualdade de Holder {proposi¢ao 2.12.18) e por (4.22), podemos escrever

o
IA

T T
/ (e () — w () o (1) dt| < / e (8) = (8) @ ()] dt < Jae =l 1 g oy
1] 0

<p|Loo(1,Rvn) =

T T
= Tz, [ 1) w01 < gy [ s s ()~ u(B]dt =
0 0 tef0,T)

T Il 08 e (®) = (0] dé = 0, quando k= oo

o que significa que também vale (i).

Ficou asim provado que se (u;) C T (%) entdo existe uma funcio v € Wb (I,R™) tal que,
passando se necessério a uma subsucessdo, (ux) — u em WH! (I,R™). Além disso, tem-se u (0) = a
eu(T)=b.

Vejamos agora que o funcional F é semicontinuo inferiormente na topologia fraca de W! (I, R™),
isto é, tem-se

F (u) Slikm inf F (ug)

sempre que (ux) — u em WH1(I,R™).
Pela proposicao 2.17.7, basta mostrar que os funcionais H : Wb (I,R™) — [—o0,+00] e G :
WL (I,R™) — [—00, +00| definidos por

T T
H(u):/o Ftu () dt e G(u)=/0 (t,u(t)) dt

sdo semicontinuos inferiormente na topologia fraca de Wl (I, R™).
Consideremos o funcional H : L! (I,R™) — [—c0, +00] definido por

T
H (u) =/0 f(t,u(t)dt.

Seja (ux) C L' (I,R™) uma sucessdo fortemente convergente para v € L' (I, R™).

Pela proposicdo 2.12.26 existe uma subsucessdo de (ux), que notaremos ainda por (ux), tal que
(ug (1)) U (t) quase sempre em 1.

Sendo f uma funcéio continua em I x R™, temos que, para qualquer funcio v € L! (I,R™), a
fungéo t — f (t,v (t}) é mensurdvel em I.

Por outro lado, por (H1), existem constantes A e B, com B > 0, tais que

ft,6)+A—-B|E >0, V(& eI xR™

Entao

(f Cruk () + A= Blug ()])

é uma sucessdo de fun¢des mensurdveis ndo-negativas.
Ora, uma vez que f pertence & familia £, a fungdo f (¢,) é semicontinua inferiormente para cada
t € I fixado. Entdo temos

fFu(@) < likminf f(t,ur (t)) quase sempre em [

e portanto
F(tu(®) + A= Blu(®)] < lminf f (b (8) + A~ Blu(®) =
= liminf f (¢,ux (¢))+ liminf A — B liminf |uy ()] <
k—o00 k—oo k—oo
< likminf (f (tyur (t)) + A— Blug (2)])

para quase todo t € 1.
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Daqui resulta, pelo lema de Fatou (proposigdo 2.9.15), que

T T
/0 ftu(t))dt+ AT — Blulpy g gmy = /0 (ftu(t) + A= Blu(®))dt <

IA

T
/0 liminf (f (t,ue (t)) + A — Blux () de <

IN

tmint [ (f (e (6) + A - Blue () de =

Il

T
lil:ninf (/ f(t,ux (t) dt + AT — B |uk|ps s gy dt)
— 00 0 ’
e atendendo a que (uy) converge fortemente para u em L! (I, R™), temos
T T
0 [ O = u@llde < [ e () - u@)lde =0, quando k- oo
0 0

o que significa que (]ukl Li( ”Rm)) o (|ul Li( I,R,,.)> , e portanto podemos escrever

IA

T T
/ £ (6, u () dt+ AT = Blul g puy < liminf / £ (tuk (8)) dt -+ AT — Blulyu gy
0 —o Jo

H(u) < likminfﬁ(uk)

o que mostra que o funcional H é semicontinuo inferiormente na topologia forte de L (I,R™).
A aplicacio D : Wb (I,R™) — L! (I,R™) definida por

D(u)=u
é continua, por ser uma fungdo linear limitada.

De facto, se u e v sao dois elementos arbitrdrios de Wbl (I,R™) entdo, para qualquer funcdo

Y e CL(I,R™),

T T
Jge Ll (I,R™) tal que /0 u(t)d)’(t)dt:—/o g®)¢(t)dt, g=u =D (u)

T T
I he L (I,R™) tal que / v(t)w’(t)dt:—/ h(t)y(t)dt, h=1v" =D (v).
0 0
Por outro lado,
T T -
S € L' (I, R™) tal que / (w4 ) (1) (¢) dt = —/ m @)y () dt, m=(u+v) =Du+v)
0 0 .

€ como

T ‘ T T
/0(u+v)(t)¢(t)dt=/0 u(t)w(t)dt—i—/o v ()Y (¢)dt =

T T T
- —(/ s v+ [ h<t>w(t>dt>=—/ g+ h) (8) (1) dt
0 0 0

temos
Du+v)=m=g+h=D(u)+D(v).
Analogamente se mostra que, para qualquer escalar X, é

D (Au) = AD (u)

0 que prova que D é linear.
Para ver que D é limitada basta atender a que

|D (u)|L'(1,1R'") = |uI|L‘(I,R"") < lu/lL‘(I,IR'”) + |u|L'(I,1R"") = |u|W‘~1(1,R"“) :
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Sendo H semicontinuo inferiormente, pela proposicdo 2.17.5 o conjunto
{ve " (ILR™):H@ <A} =H ' ([~o0,A)
é fechado para cada A € R. Entdo o conjunto
D7 (A ([=00,M)) = (H o D) ([=00, N]) = {uw € W (1,R™) : H (D (u)) < A}

por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por uma fungdo continua, é fechado. Isto significa
que H = H o D é semicontinuo inferiormente na topologia forte de W11 (I, R™).
Por outro lado, dado que, para cada ¢ € I fixado, f(¢,-) é uma funcéo convexa, temos

T
HOu+(1—\)v) =/ F@E M () + (1 =N (8)de <
° T T
< /\/ f(t,u’(t))dt+(1——)\)/ £t () dt = AH (w) + (1 — \) H (v)
0 0

para cada X € [0,1] e Vu,v € W (I,R™), pelo que H é uma funco convexa.

O espago Wb'1 (I,R™), é localmente convexo. Assim, pela proposi¢dao 2.17.8, podemos afirmar
que H é semicontinuo inferiormente na topologia fraca de Wb! (I, R™).

Mostremos agora que o funcional G é semicontinuo inferiormente na topologia fraca de W1 (I, R™).

Seja (ux) uma sucessdo fracamente convergente para v em W! (I,R™).

Pela proposicao 2.13.12, existe uma subsucesséo de (ui) , ainda notada por (ux), tal que (ux) — u
em L!'(I,R™) e pela proposigao 2.12.26, existe uma subsucessao de (ui), ainda notada por (ug),
tal que (uk (t)) — ©(t) quase sempre em 1.

Dadas as hipSteses de regularidade em g, podemos afirmar que a fungéo t — g (¢,v (t)) é men-
surdvel em I, qualquer que seja a funcdo v € L' (I,R™). Entao, como por (H2), existem duas
constantes «, 8, com 0 < 8 < %, tais que

g(t,z) > —a—LQlz|, Y(t,z)elxR™

temos que a sucessao

(9 Cruk () +a+Blux ()

¢ uma sucessio de fungdes mensurdveis ndo-negativas. Além disso, para cada t € I, g(¢,-) é semi-
continua inferiormente. Entao

g9(t,u(t)) + o+ Blu@)

IN

liminf g (¢, uy, (t)) +a + Blu(t)] <
liminf (g (t, uk (¢)) + o + B ux ()])

IN

quase sempre em [0, 7], e entdo, pelo lema de Fatou (proposi¢do 2.9.15), temos

T T
/0 g(t,u(t))dt+ Ta+ Blu|p 1 gm =/0 (9 (t,u(®) + o+ Blu(t))dt <

IA

T
/0 liminf (g (t,uk (t)) + a + 8 |uk (2)]) dt <

k—o0

IA

T
likn_xigf/o (g (& up (8)) + @ + Blux (8)]) dt =

T
= liminf (/ g(t,ug (t))dt+Ta+ﬂ|uk|L.(IY]R,,,,))
0

k—o0

donde resulta, uma vez que (u) converge fortemente para u em L! (I,R™),

T T
/ g(t,u(t))dt+ Ta+ Blul, g gm) <liminf g(tuk (t)) dt + T+ Blufp g
0 ’ k—oo Jg ’
e portanto
G (u) <liminf G (u)
k—o0

o que prova que o funcional G é semicontinuo inferiormente na topologia fraca de Wb:! (I, R™).
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Mostramos entdo que F' é semicontinuo inferiormente na topologia fraca de Wbl (I,R™).

Vamos ver que F' é limitado inferiormente em I' (%) .

Seja u um qualquer elemento de I (7).

Atendendo a que as igualdades (4.18) e (4.21) sdo vélidas para qualquer fungio em I' (%), podemos
escrever

T T
;u|L1(,,R,,L)=A |u(t)|dt§/0 (la| + 1+ TN)dt = T (la] + [ + TN)

|y rmmy S+ TN.
Seja ¢ : I x R™ x R™ — R a funcdo definida por
p(t,z,8) = f(t,&) +g(t ).
Por (H1) existem duas constantes A e B, com B > 0, tais que
f(t,8=-A+BI¢, V(¢ el xR
e, por (H2), existem duas constantes «, 3, com 0 < 8 < —?:, tais que
g(t,z)=—a-LFlz|, Y(t,z)elxR™

Entao temos
p(t,z,6)>-A+Bl¢|—a-lz|, V(t,z,6) €l xR™ xR™

e assim,
T T
F@0=“A¢ﬁm@%¢@DﬂZA (~A+ BR (8)] — a— Blu(®)) dt =

T(-A-a)+B l“/[u([,mm) -B |U|Ll(1,1km) >T(~-A-a)-p IuIL'(I,IR'“) 2
> T(-A-a)—-B({+TN)eR.

I

Finalmente, seja (ux) C ' (%) uma qualquer sucessdo minimizante para F'(-), isto é, tal que

klirr()lo F(ug)=mf{F(u):uel (@},

e seja
i=inf{F(u):uel(@}.

Entio temos
i < F(@) =M < 4oo0.

Por outro lado, temos também
1> —00

pois F' é limitado inferiormente no conjunto I' (@).

Como I'(Z) é sequencialmente relativamente fracamente compacto, existe uma funcdo u; €
WbLl(I,R™), tal que (ux) — w; em Wh1 (I, R™). Além disso, sabemos que u; satisfaz as condigdes
de fronteira:

w(0)=a, w(T)=".

Por outro lado r
Mow) = [ O(ui e <1
0

De facto, atendendo as condiges em 6, podemos seguir um raciocinio analogo ao usado para mostrar
que o funcional H é semicontinuo inferiormente, para provar que Ag (-} é semicontinuo inferiormente
na topologia fraca de Wb (I, R™), pelo que

Ag (u <hm1nf/ 8(| Ndt <L

Assim, u; é um arco admissivel para o problema Py (l) e, atendendo a que F é semicontinuo
inferiormente na topologia fraca de W1 (I, R™), podemos escrever

—00 <1< F(w) <liminf F (ug) = lim F (ug) =1 < +oo,
k—o0 k—o00
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donde se conclui que
F (ul) =1
o que significa que wu; € solugdo para o problema Py (). l

Seja
Vo (1) = min {F (u) : w € ACj (I,R™),u(0) = a,u(T) = b}.

Entao, sob as hipdteses do teorema 4.3.2, temos a seguinte

Proposigao 4.3.3 (a) Para cada | suficientemente grande Vp (1) € finito.
(b) Sempre que Vp (1) € finito, o minimo definido por Vg (1) é atingido.
(c) A fungdo Vg () € semicontinua inferiormente.

Demonstragao
A alinea (a) resulta do teorema 4.3.2. A alinea (b) é evidente. Vamos entdo mostrar que, se
(I) C R é uma sucessdo convergente para [ entdo

Ve (1) <liminf Vo ().
k—oo
Se existe k tal que, para k > k, se tem Vp (I) = +oo nada h4 a provar. Suponhamos entdo que,
para qualquer k bastante grande, Vp (Ix) é finito (e vamos pensar em (l;) como sendo a sucessao

cujos termos verificam esta condi¢ao). Neste caso, por (b), qualquer que seja o k € N, o problema
Py (1) admite uma solugao ug. Entéo temos

up € ACY (I,R™), up(0)=a, ue(T)=b, VkeN

F(ug) = Vo (le) -
Por outro lado, a sucessdo (I) é limitada por ser convergente. Assim, existe N > 0 tal que
|| < N, VkeN.
Daqui resulta que

T
hotuw) = [ o ar <t <N

e entdo podemos mostrar, usando o mesmo argumento que no teorema 4.3.2, que a sucessio (ug)
admite uma subsucessdo fracamente convergente para uma fungdo u € Wb! (I,R™) e que, além
disso, u satisfaz as condi¢oes de fronteira

u(0)=aqa, u(T) =0

Por outro lado, Ag (+) é um funcional semicont{nuo inferiormente na topologia fraca de W11 (I,R™).
Portanto, temos
Ag (u) <liminf Ag (ux) <liminf |, =1
k—o0 k—o0
pelo que u é um arco admissivel para o problema Py (1) .
Finalmente, wma vez que também o funcional F'(-) é semicontinuo inferiormente na topologia

fraca de Wb (I,R™), temos

Vo () < F(u) Slikminf F (ug) =likminf Vo (Ik)

o que mostra o pretendido. #l

Proposicao 4.3.4 Se £ é um subgradiente prozimal de Vo em | entdo £ < 0.
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Demonstragao

Comecemos por notar que se l; < [y entao AC(Z,l C AC},’, pelo que Vg (11) > Vi (I2) (o que significa
que Vp é nio-crescente).

Suponhamos que £ é um subgradiente proximal de Vp em {. Entéo, por defini¢do de subgradiente
proximal, existem o > 0 e € > 0 tais que, para cada y € B, (l), temos

Vo(y) = Ve () +oly -1 2€(y—1).
Além disso, como |y — | <e & €2 >|y—1 |, podemos escrever
Voy) Ve () +oe® 2€(y—1).

Se y = I, a desigualdade anterior ¢ trivialmente verificada qualquer que seja o ¢.

Suponhamos entdo, sem perda de generalidade, que y > { (para o caso de y < [ o raciocinio é
andlogo).

Como Vj é nao-crescente, temos Vp (y) < Vy (I) . Assim, na desigualdade anterior, é

Vo(y)-Va(l) <0, 0e? >0, y—1>0

donde, fazendo € — 0, concluimos que terd que ser £ < 0.l

Definicao 4.3.5 Diremos que a fungdo Vp (-) € definitivamente constante se existe lo tal que Vp ()=
Vo (lo) sempre que | > lo.

Teorema 4.3.6 Se Vy (+) € definitivamente constante entdo existe uma solugdo para o problema
min {F (u) : u € ACp (I,R™),u (0) = a,u(T) = b}, (Pg)
onde ACy (I,R™) denota a classe de todas as fungoes u € WULL(I,R™) tais que Ag (u) < 4o0.

Demonstragao

Suponhamos que Vp (-} é definitivamente constante.

Como, pelo teorema 4.3.2, para ! suficientemente grande Vp () é finito, podemos afirmar que
existe lp > 0 tal que Vp (lp) é finito e Vp (1) = Vo (lo) para cada ! > lo.

Seja u;, uma solugdo do problema Py (lp) (a qual existe pela proposicéo 4.3.3). Evidentemente
uy, é admissivel para Py. Vamos mostrar que u;, € uma solugao de Fy.

Suponhamos que ndo. Entéo existe uma fungdou € W-! (I, R™) verificando Ag (u) < 400, u(0) =
a, uw(T) =0, tal que

F(u) < F(ulu)s.

Seja I > 0 tal que
Ag (u) <1

(este  existe pois Ag (u) < 4+00). Entéo temos
Vo (1) < F(u) < F(w,) = Vs (bo)

o que contradiz a hipétese de Vj (-) ser definitivamente constante. l

4.3.4 O resultado principal

Estamos agora em condigdes de mostrar a existéncia de solugdo para o problema variacional

convexo.
min {F (u): u € Wh (I, R™),u (0) = a,u(T) = b}, (Pr)

onde T
F)= [ 1fn @) +otu@a
0
Como j4 referimos, vamos admitir as seguintes hipéteses béasicas na funcao integranda:

(HO) f €& e f(t,-) é uma funcdo convexa para cada t € I.

6Note-se que a fungao T(t) = a + t-b—%g é também um arco admissivel para o problema Py e, além disso, F (%) é
finito.



4.3 EXISTENCIA DE SOLUCAO 87

(H1) Existem duas constantes A e B, com B > 0, tais que

(H2) A funcdo g é lipschitziana com respeito a primeira varidvel e continua com respeito a segunda,;
além disso, existem duas constantes o, 3, com 0 < 8 < %, tais que

g(t,z) > —a—fBlz|, V(t,z) € I xR™.

(H3) Existem trés constantes C;, 1 = 0,1,2, com Cy > 0, tais que a condi¢io (4.11) é verificada
com

ptz,8)=g(tz)+ f1E).

Teorema 4.3.7 Sejam f e g duas fungdes satisfazendo as hipdteses (H0), (H1), (H2) e (H3). Entdo
existe uma solugdo U para o problema Pg. Além disso, U pertence a W1°° (I,R™) e satisfaz, para
quase todo t € I,

FEA @) - @), (1) +9(tu(t) =c +/0 v(r)dr (424)

onde ¢ € uma constante e (v (t),p(t)) € (Bcf (£, U (t)) + Oeg (t,u (t)),0e f (t,4' (t))) para quase todo
tel.

Demonstragao

A demonstragio divide-se em duas partes:

- mostramos que Vy é definitivamente constante (donde o problema Py admite uma solugio ug);
num passo intermédio, mostramos que uy € W1 (I, R™) e satisfaz (4.24);

-mostramos que uy € solucao de Pp.

Provemos que Vj (-) é definitivamente constante.

Atendendo & proposi¢ao 4.4.20, basta mostrar que, para ! suficientemente grande, sempre que £
é um subgradiente proximal de Vy em [, temos £ = 0.

Suponhamos, com vista a uma contradi¢do, que Vp ndo é definitivamente constante. Entao
atendendo a que Vp é semicontinua inferiormente, pelas proposicoes 4.4.18 e 4.3.4, e pelo teorema
4.3.2, podemos encontrar uma sucessao (Ix) C R, com (lg) — +00, tal que, para cada k € N, Vp (Ik)
é finito, Vy admite um subgradiente proximal & em I e § = —r com r > 0.

Seja uj uma solugdo de Py (1) (a qual existe porque Vj (Ig) é finito). Vamos mostrar que

Ap (uk) =1, VkeN,

Fixemos k € N qualquer.
Sendo uy, solucdo do problema Py (Ii), temos

Fup) =Vo(lk) e Ag(ur) <l
Suponhamos que Ag (ux) < lx. Entéo, para qualquer [ verificando
Ag (uk) <l< lk

(note-se que a desigualdade Ag (ux) < ! implica que uy é um arco admissivel para Py (l)), obtemos,
por definicdo de Vy e uma vez que Vp é nao-crescente,

Vo (1) < Fuk) = Vo (le) < Vo (1).

Resulta entao que

Vo (I) = Vo (L), VI€E (Ao (ux), ]

o que significa que Vp é constante no intervalo (Ag (uk) , lk].
Dado que —r é um subgradiente proximal de Vy em I, temos para algum o > 0 e para qualquer
yr nalguma bola de [, digamos que yx € B, (),

Vo (ys) — Va (le) + o |y — bel* > =7 (v — Ii) -
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Em particular, se yx € (0 (uk), ] N Be, (Ik),

(kai Z Tk (yk - lk) .

Se yr = li, a desigualdade anterior é trivialmente verificada qualquer que seja 1. Se yr # I,
fazendo € — 0, obtemos r = 0, o que contraria a hipdtese de se ter r; > 0.

Concluimos entdo que Ag (ux) = li.

Ora, se Ag (ux) = lg, Yk € N, entdo temos

Jim || oo (1R = 00- (4.25)
— 00
De facto, como, para quase todo t € I,
[uie] poo(r,mm) 2 lui (B)]
e 0 é, por definicdo, uma funcao crescente, temos
6 (|u§c|Lw(,,Rm)) > 0 (Juy (t)|), quase sempre em [

donde

T T
N LT F— T=/ O (|l o0rr mem dtZ/ 8 (lu). ()] dt = Ag (ur) =l
(eklzocrmom) T = |0 (blimany) 6> [0 (i ) (us)

e portanto
Ik
o (IUHL«»(LW)) =t
Daqui resulta que

Ik
’ oo " >0—1 r—
[uklL (ILR™) = (T)

logo
l
: ' . -1 k\ _
kll»n;o Iuleoo(],Rm) Zk:l—l—bnolo 8 (T) = +o00.
Vamos ver que (u}) é limitada em L' (I,R™).

Consideremos a fungao
T(t) =a+&t
com b
.b—a
£=.

Evidentemente, T verifica as condigdes de fronteira @ (0) = a, T(T') = b e, além disso,

T T
Ao(@) = | 6@ @®))dt= | 6(¢])dt=0(¢)T < +oo
0 0

pelo que 7 é admissivel para Pp.
Sendo klim I = 400, podemos encontrar [ tal que 8 (|{|)T < lx. Para um tal I, temos
—00
Ag (T) < lg, o que significa que T é também admissivel para Fy (lx) , e uma vez que uy é solucio de
Py (Iy), temos
F () > F(ug).

Por outro lado, j& vimos (proposigio 4.3.1) que F (7)) < +o0.
Por (H1) e (H2), temos

T T
F (uk) =/0 [f(t,uk(t))+9(t,wc(t))]dtZ/o (—A+ Blug (B)] —a—Bluk (t)]) dt =

[l

T T
(—A—W)T'*'B/O |k (t)|dt—l3/0 lug (2)| dt = (A = @) T + B luil 1 g gy = B lukl i (g gy -

Como, para qualquer ¢ € I, vale

T t
hmwmw=ﬂhmmazAwumwaww—w
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obtemos r -
T|u;CILL(I,R,,,,) :/0 |u;c|L1(I’R,,L) dt Z/O luk (t) — aldt

e uma vez que § > 0,

T T
—BT |ui] i (1 gy < —5/0 luk (¢) —aldt < -8 (|a|T‘|'/0 fu (t)]dt) = —Blal T—Bukl i1 rm) -

Assim
—Bluklpirgmy = Blal T — BT [ug| (g gom)
e portanto
(-A-a)T+B Iu;c|Ll(I,]R"") -8 Iuk|Ll(1,1Rm) 2
> (—A - )T + Blugp (rrmy T8 la| T — T Iu;clLl(I,R"") =
= A+(B-8)T Iu;cILl(I,lR'")
onde

A=(-A—a+pla)T.
Concluimos entdo que

+00 > F (@) > F (u) > A+ (B — BT) |ujlLi (1 zm) - (4.26)

Por (H2), 0 < 8 < £, logo 0 < B— T < B, e portanto B — 8T > 0. Entéo

- 3 F@) —A
A + (B — IB)Tlu;clLl(I,]R’") S F(u) (=4 lu;clLl(I,R'”) S (B__IB)—J_-,
e como F (%) € R, (u},) é limitada em L' (I,R™).
Mostremos agora que existe uma constante My > 0 tal que
|uk|L°°(1,]R"") S Ml, Vk & N. (4.27)

De facto, se existisse t; € I tal que imsup |uk (tx)| = +00, entao
k—o0

Y,

iy 178
limsup/ |uy, (t)| dt > lim sup / uy, (t) dt’ =limsup |u (tx) — uk (0)| =
0 k—o0 0 k—o0

k—o00

T
lim sup / I, ()] dt
1]

k—o0

= limsup |ug (tk) — a| = +o0
k—oo

o que é absurdo porque (u}) é limitada em L! (I,R™).
O facto de (ug) ser limitada em L°° (I,R™) e a continuidade de g garantem que existe wuma

constante My tal que
g (¢, uk (t))| < M2 (4.28)

para quase todo ¢ € I e para cada k € N.
De facto, por (4.27) e pela proposigdo 2.12.17, temos

|Uk (t)| S |uk:|Loo(I,]Rm) S Ml

para quase todo t € [ e para qualquer k € N, o que significa que, para cada k € N, vale

U (t) S BM| (0)

quase sempre.

Ora, o conjunto g (I , B, (O)) é compacto, por ser a imagem por uma aplicacio continua de um

conjunto compacto. Em particular, é limitado. Isto justifica a existéncia de uma constante M, tal
que se verifica (4.28).
Fixemos agora k € N.
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Como £ = —r é um subgradiente proximal de Vy em [, por defini¢do, existem o > Qe g > 0
tais que, para qualquer yi € B, (Ik),

Vo (ye) — Vo (k) + ok [yk — bl > =7k (e — li) -

Atendendo a que uj, é uma solugao para o problema Py (Ii), temos F (ug) = Vg (Ix) . Além disso,
vimos que Ag (ug) = lg. Entdo, substituindo, na desigualdade anterior, Vp (Ix) por F (ug) e I por
Ag (uy) , obtemos

Va (yk) — F (uk) + 0% lye — Ao (wi)|® > —ri (g — Ao ()

para qualquer yix € Be, (Ag (uk)) .
Seja u um arco admissivel para o problema P, tal que Ag (u) € B, (Ag (ux)) . Entdo, substituindo
Yk por Ag (u), obtemos

Vo (Ao (u)) — F (uk) + ok |Ag (w) — Mg (uk)|* > 1k (Ao (u) — Ag (w)) &
& F(ue) +reho (ur) < Vi (Ao (u) + rede (w) + ok |Ag (w) — Ag (ui)|
e atendendo a que Vp (Ag (u)) < F (u) (porque u é admissivel para o problema Py (Ag (u))), temos
F (ug) + riho (ur) < F (u) + riho (u) + ok Ao (1) — Ag (we)* &
& F (uk) + riAg (uk) + 0k |Ag (UK) — Ay (uk)|2 <F (u) + riAp (u) + ok lAg (u) - Ag (uk)[2 .
Podemos assim afirmar que, para cada k € N, existe uma constante o}, tal que, se definirmos
G (u) = F (u) + rihg (u) + o) |Ag (u) = Ag (ug)|®

obtemos

G (uk) £ G(u)

para qualquer funcio u admissivel para o problema Py, tal que Ay (u) estd suficientemente préximo
de Ag (ux) .

Por outro lado, dadas as hipéteses bdsicas na funcio integranda, esta satisfaz as condigdes do
lema 4.2.12. Além disso, para cada k € N, a fungio t — ¢ (¢, uk (t) ,u), (t)) = f (t,u}, (£))+g (t, ux (t))
é integravel em I (porque F (ug) = Vo (Ix) € R). Entfio, podemos concluir existe ko € L' (I, R) tal
que, para quaisquer sp, s2,t € I,

|f (s1,uk (8)) + g (s1,uk (2)) — f (s2,uk (8) — g (s2,uk (¢))] < ko (2) [s1 — s2].

Assim, podemos aplicar o teorema 4.4.21 e obtemos que, para cada k € N, existe uma funcéo
integravel v (-) tal que,

vk (t) € B (t,uk (t) ,uy (t)), para quase todot € I.
Além disso, existem uma constante ¢, e uma fungao p satisfazendo
ok (t) € Bef (t,up (t)), quase sempre em |
tais que

@ (8 uk (t) , uk (8) = (wk (£), Pk (8)) + 8 (|ug, (B)]) — e e ()] 6" (e ()]) =
F (0 () = (wi (8), o (8)) + g (8w (8)) + 7 [0 (luy (B)]) — T ()16 (Juie (B)))] =

t
= ck+/ vi (s)ds
0

para quase todo o t € I. Logo, pondo

Ey (t,up (t) = f (& up () — (ui (8) ,Pe (8))

Eg (s) =6 (s) — st (s)

temos

¢
Ef (t,ul, () + g (t,uk (t) + riEg (Jug, (t)]) = cx + / v (8) ds, quase sempre em 1. (4.29)
0
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Por (H3), existem trés constantes C;, 1 =0,1,2, com Cp > 0, tais que
| < Cole(t z,6)|+ Cilzl + Co

para cada (t,z,£) € I x R™ x R™ e para cada v € dp (t,z,£) . Tem-se entdo, qualquer que seja 0
keN,

log, (8)] < Co|f (s,uk (8)) + g (s,uk (s))] + C1 |uk (s)] + C2, quase sempre em [

}/Otvk(s)ds

donde
t T

< [neldss [ s
4] 0

T
< /0 (ol (s, (5)) + 9 (5, ux ()] + Co [k ()] + Gl ds, Wt e L.

Ora, como

|f (s, ug, (5)) + g (5,uk (3))]

| (5,uk (5)) + 9 (s,uk (5)) + @ + Bluk (s)| — @ — Bluk (s)]| <
|f (5,0 (5)) + 9 (5, uk (5)) + @ + Bluk (s)]| + |af + B ux (s)]

A

temos

Co |f (s,uk () + g (5, uk ()] <
< Colf (s,ui (5)) + g (s,uk (5)) + o+ B lu ()] + Co | + Cof3 [u (s)|

Colf (s,uy (s)) + g (s,uk (5))] + C1 |uk (s)| + C2 <
< Colf (s,up (8)) + g (s,uk (5)) + a+ Blug (s)]| + Co o] + CoB luk (s)| + C1 luk (s)] + C2 =
= Cola+ Bluk ()] + f (5,5} () + g (5, uk ()| + Ci [ux ()] + Co

onde

Cr=CoB+Cy e Cy=Colal+Cs.

Assim, vale

/Ot vk (8) ds

para cada k € Ne paracadate .
Por (H1), f(t,€) > —A+ B|{|,V(t,€) € I x R™, com B > 0. Tem-se entao

ft,€>-A+BlE>-A

T ~ ~
< [ [Colo+ Bl (s)] + 7 (4 () + 9 o, (5)] + Ci b ()] + G s (430

donde

Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que f é ndo-negativa.
Além disso, por (H2), g (t,z) + a+ B|z| >0,V (¢,&) € I x R™.
Resulta entao que
ftug (8) + 9t ue (£) + o+ Bluk ()] 20 (4.31)

para cada k € N e para cada t € I. A
Por (4.26), (4.30) e (4.31), existem M3 > 0 e duas constantes C1, C> tais que

/Ot v, (8)ds

Com efeito, por (4.30) e (4.31), temos

/Otvk(s)ds

< CoF (ux) + Ci [uklpr(y gy + Co < Ms, V€T (4.32)

T o~ o~
< / [Colec+ Blux (5)] + 1 (s, () + 9 (5, ux ()] + Ci [un (5)] + Co| ds =
0

=/ [Co(a+ﬁlwc(8)l+f(s,u§c(8))+g(s,uk(8)))+51Iuk(8)|+5'2]d8=

0

= (Con+ )T+ (o8 +G) | sl ds + o / 1P o () 4 0 )] s =
(

Coa + 5’2) T+ (Coﬂ + 5’1) luk| L1 (g jemy + CoF (ux)
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pelo que existem duas constantes
6'1 iCo,B-}-él e 52 iCoa+é2

tais que

< GoF (uk) + 6'1 [ulel(I,Rm) + 62, VkeN, Viel

‘/Otvk(s)ds

Como existe My > 0 tal que |up|peo(s gy < M1, Vk € N, temos

|Uk (t)l < Iulew(I,Rm) < M1

para quase todo o t € I e para cada k € N. Logo

T T
|uk|L‘(1,lR'”) = /0 |uk (t)l dt < /0 |ukILoo(I,]Rvu) dt = MiT, Vke N

isto é, a sucessdo (uy) é limitada em L (I,R™).
Por outro lado, por (4.26), temos F (u) < F (%) < +oco0. Assim,

/Ot v (8)ds

o que significa que existe uma constante M3z > 0 tal que

/Ot v (s)ds

Por (4.29), (4.28) e (4.32), obtemos

< CoF (@) + CiMT+Cy, VEEN, Vtel

< CoF @)+ CiM T +Cy < M3, VkeN, Vtel.

Ey (1 (t)) + 7Bo (fuf B)]) = ok + / r)dr — g (tuk (1) <

/ r)dr

- [ telt gt un®) < Mo, pi(t) €3S (1,1 (1)) e }

IA

Ccr + +|g(t uk(t))|<ck+M2+M3

para cada k em N e qualquer que seja o

tel = t
By (8,4} (1) + (t i (8)) + 7o ([ ()]) = o + [ v (s) ds

(note-se que m (I \j) =0).
Vamos ver que nao é possivel existir uma subsucessdo de (cx) tal que klirgo Cl = —00.
12e facto, se existisse uma tal sucessao, que notaremos ainda por (cg), teriamos, para qualquer t
em I,
Jim [y (1, (6)) + o (Iuf ()] < Jim (ck + My + M) = =0,

isto é,

Jim (£ (2, uk (1)) = (pe (8) i (8)) + 7 (8 (Jui (B)]) — i (16" (Jutk ($)))] = —oo. (4.33)
Ora, como por hipétese f € &, e f(¢,-) é uma funcdo convexa para cada t € I, temos, por
defini¢ao da familia £, que f verifica

lim sup sup{f(t,§) —(p,§) :p € 0:f (1, 8)} = —

R— 400
|E|>R

Isto implica que
lim sup sup {f (¢, Ck) — (P, Ck) : Pk € O f (¢, Ck)} = —o0

k—+oo¢ecr

sempre que (|(x|) — oo.
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Reciprocamente, se

 m sup sup {f (t,Cx) — Pk, Ck) s Pk € O f (t,Ck)} = —00
—+ooterl

entdo (|(k|) — oo.
De facto, suponhamos que existe K > 0 tal que

ICk| < K, VkEN.
Vimos que a funcdo f é uma fungdo continua em [0, T] x R™. Entéo existe K; > 0 tal que

Fixemos ¢ € [0,T].
Como f (t,-) é convexa, pela proposicao 2.16.25, f (¢, -) é lipschitziana, com constante de Lipschitz

%L, em By (0), e entdo, pela proposicio 2.21.3, para cada £ € Bk (0),

2

K
lpl < 5 VP € Bef (1,6).

Como ¢ é qualquer, podemos afirmar que, qualquer que seja o par (¢,£) € [0,T] x Bk (0),

2K
lpl < =5, P € Oef (4,6).

As funcoes

(t’£7p) = f(t7£)

(t.&p) — (p,€)
sdo continuas. Entao também é continua a fungao
(t,&p) > W(t,&p) = f(tE) — (¢

Assim,
w ([o, T) x B (0) x Bas, (0)) CR

¢ um conjunto compacto; em particular é limitado, isto é, existe K3 > 0 tal que
£ (6,6) ~ (.6 < K2, V(8,6,p) € [0,T] x B (0) x B, (0).
Portanto

|f (t»Ck) - <pk7<k>l S K27 vVt € [07T] s Vk € N7 Vpk € aff (tack) .

Daqui resulta que

Stlg sup{f (t,Ck) — (Pr,Ck) : Pk € Ocf (t,Ck)} > —Ka, VEEN

e portanto nao pode ser

kligl sup sup { f (¢, ¢e) — (Pk, Ck) : P € Ocf (t,(k)} = —o0.
—_ Ootej

Assim, para cada t € I fixado, temos que
i [f (8,4 (1)) = (e (8) k()] <

< lim sup sup (£ (¢, uj (2)) — (q& (1), ui (£)) < ar () € O f (8w ()] = —o0
tel

implica (|u}, (t)]) — oo.
Por outro lado, atendendo & proposigdo 4.4.9 e seguindo um raciocinio andlogo ao anterior,
podemos mostrar que, para cada t € I fixado,

(i [0 (Juk (B)]) — [k (O] 6" (| ()])]) — —oo implica (Juj (¢)]) — oo
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Assim, (4.33) implica que klim lu}, (t)] = oo, qualquer que seja o ¢t € I e entéo, pelo lema de
—00

Fatou,

T T
+oo = [ iminf o (0]t = | tmint fuf () <pmint [ o 9] de = mind bl 10

o que contradiz a limitacdo de (|u}|) em L* (I,R™).
Concluimos entdo que existe c* tal que

¢, > ¢* paracada k € N. (4.34)

De (4.29) resulta que, para cada t € I,

By (44 0) + B (e (0) = ek — 0 e 0) + [ v (r)ar
e entdo, por (4.28), (4.32) e (4.34)
Ef (t,uf (t)) + B (Juf (8)]) > ¢ — My — M3, Vtel. (4.35)
Suponhamos agora que, para cada k € N, existe tx € I tal que

lim sup |[€x| = oo

k—o00

onde
&k = up (k) -

Note-se que se i > 0 entdo a fungio
IxR™ 3 (t,€) = h(t,€) = ub (€))

é convexa em relacéo a segunda varidvel.
De facto, para cada t € I fixado, e para quaisquer {1, & € R™, temos, qualquer queseja( < A <1,

h(t, X1+ (1= A)€2) = pf (A6 + (1 = M) &)
e como [A&; + (1= A) &2 < Aléy|+ (1 —A) ||, 1 > 0, 6 é crescente e convexa,

pO (1ML + (1 =N &) < pb M+ Q=N le]) < Aub (1)) + (1= A) pd (&) =
= M (t,&)+ (1 - A (&)

Pelas condicdes em @, a funcdo h é limitada inferiormente, é lipschitziana com respeito & primeira
varidvel e semicontinua inferiormente com respeito & segunda.

Além disso, se n(£) = |£| entdo Vn(§) = é-[ e portanto, d% (Lo (J€)) = 18 (&) éT’ pelo que
Oeh (t,€) = 0 (u8) (I€1) = {ue’ (1€h I_ET} . Assim, pela proposicao 4.4.9, podemos escrever, para cada
te fﬁxado,
sup {h (t,€) — (p,€) : p € Ogh (t,€)} = sup {ub (|£]) — (p,€) : p € 8¢ (u0) (IED)} =
sup {8 (€) ~ (€)= 8" (61 5} = w0 1D = (0”06 57.€) =

14
u0 (1€1) — w6’ ([€]) (—§|—|£—> = [0 (1€]) — 6" ([&]) [€]] = —oo quando ([¢]) — oo

Daqui resulta que

lim sup sup{h(t,€) = (p,€) : p € Oeh (¢,£)} = —oo
|Et|€>IR

pelo que podemos concluir que h € £.

Dado que, paracadat € I, f (¢, -) e h(t,-) sdo fungdes convexas, o mesmo acontece com a fungio
(f+h)(t,-). Além disso, como f € £ e h € £, a fungdo f + h é limitada inferiormente, lipschitziana,
com respeito a t e semicontinua inferiormente com respeito a £.
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Por outro lado, pela proposi¢ao 2.21.10, se p € J¢ (f + h) (t,£) entdo p € Ot f (t,€) + 0:h (t,€),

isto é, existem p; € O¢ (t,£) e pa € Och(t,€) = O¢ (u0) (|€]) = {,u@’(]{]) é-[} tais que p = p; + pao.
Assim, temos

lim sup sup{f(t,&) +h(t, &) — & :p€ e (f+h)(E)} <

T 4eT
|éI>R

< Glim sup sup{f(t,6) +h(8,€) — (1 +p2,€) 1 p1 € 0f (,€),p2 € Fh(t, )} <
tel
l€1>R

< Jlim_sup sup{f(t,6) = (p1,€): p1 € O f (1.6} +
tel
l€&I>R

+ lim sup sup{h(¢,€) = (p2,€) : p2 € Och (1, £)}

— 100

tel
[€1>R

= —00

0 que mostra que f + h € £ e, além disso

Rlim sup sup {f (t,€) — (p,€) + 1[0 (I€]) — [¢] 0" (1D} : p € B f (8,€)} = —o0.

tel
[€1>R

Isto implica que

Jim sup sup {f (¢, ¢) = (pe> Gi) + 1 [0 (IGk 1) = 16l 6" (ICkD)) : i € B f (8,Gk)} = —00 (4.36)
tel

sempre que (|¢x|) — oo quando k& — oo.

Portanto, uma vez que limsup |u}, ()| =limsup |£x| = 0o e pi (tx) € O f (¢, uy, () = O¢ f (,8k)

k—o0 —00

por (4.36) temos
liminf (E} (¢, wi (t)) + reBo (jui (tx)])] = liminf [Ey (tk, &) + riEo (I6x])] =
= liminf (f (tx, &) = (P (t6)  €k) + 12.(8 (1€1) — 1€x1 0" (1€61))] <

< liminfsup [f (£, &) — (Pr (t) , k) + 1 (8 (1€k]) = 161 6" (1€&1))] <
terl

< liminfsup sup { f (£, &) = {gk, &) + 1 (9 (1€l) = 166l 6" (16x1)) = ar € O f (8,6k)} =
tel

= —00

o que contradiz (4.35).
Concluimos entdo que existe uma constante N > 0 tal que

Wil poo(ry = inf {c: |uy (£)] < c q.5. em I} = inf {c: luj (t)] < ¢ q.s. em T} <N

para cada k € N, o que significa que (Ju}|) é limitada em L*° (I,R™), o que contradiz (4.25).

Consequentemente, podemos afirmar que para cada k£ € N, 7, = 0, donde Vp é definitivamente
constante e portanto, pelo teorema 4.3.6, para qualquer k suficientemente grande, u; € W1 (I, R™)
é uma, solucido do problema Py. Além disso, dado que, para cada k € N, r, = 0, por (4.29) temos
que uy, satisfaz (4.24).

Seja U = ux, € WbH° (I, R™), para algum k suficientemente grande, uma solugdo de Py.

Vamos mostrar que % é solu¢io do problema Pg.

A demonstragao anterior foi elaborada considerando uma funcéo de Nagumo 6 fixada. Seja agora
1 uma qualquer outra fun¢do de Nagumo.

Afirmamos que u é solu¢do do problema

min {F (u) : w € W' (I,R™), Ay (u) < +00,u(0) = a,u(T) = b} (Py)

onde

T
Ay (w) = /0 (' (2)]) dt.
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Com efeito, seja y € W (I, R™) uma solugao de Py, (a sua existéncia ¢ garantida pela demon-
stracdo anterior, substituindo § por ).

Temos que y é admissivel para Py.

De facto, dado que y € Wh> (I,R™), é

lv' (t)] < Iy’le(,,R".) , quase sempre em I,
e como & ¢ crescente, podemos escrever
6(ly' @)) <@ (lyl|Loo(1,R1u)) , quase sempre em [I.

Assim, se y nao fosse admissivel para P, isto é, se Ag (y) = +00, teriamos

T T
— — / < ! — !
+oo=Ra ()= [ O N2t < [0 (Wlimrmm) dt =0 (Wlimirn) T

o que é absurdo.
Analogamente se mostra que u € admissivel para o problema Py.
Portanto, temos

F(y) < F(a) < F(y)
porque y é admissivel para Py porque u é admissivel para Py
e u é solugdo de Fy e y é solugdo de Py

donde F (y) = F (u), o que prova a afirmagao.

Seja agora v um qualquer arco admissivel para o problema Pg. Entdo, como u’ € L' (I,R™),
é absolutamente integravel e entdo, pela proposi¢ao 4.4.7, existe uma fungdo de Nagumo 9 tal que
u € AC,. Consequentemente, u é admissivel para P,,. Mas entao, uma vez que u é solucao de Py,

temos
F(u) < F(u)

donde % é solugio de Pg. l

4.4 Anexos
4.4.1 Critério de compacidade fraca em L' (I,R™)

Recordemos que um subconjunto U de um espaco topolégico diz-se sequencialmente relativamente
compacto quando qualquer sucessio com termos em U possui uma subsucessdo convergente (cujo
limite ndo pertence necessariamente a U).

O primeiro teorema de compacidade que aprendemos deve-se a Heine e a Borel: um subconjunto
de R™ é sequencialmente relativamente compacto se e s6 se é limitado. Existem resultados andlogos
em espacos de funcgoes. Comegamos por enunciar um dos mais importantes: o teorema de Ascoli-
Arzela.

Definicdo 4.4.1 Uma sucessdo (uy), de fungées definidas num intervalo de nimeros reais [a,b]
com valores em R™, diz-se equilimitada se eziste N > 0 tal que [ug (t)] < N, Vt € [a,b], Vke N.

A sucessao (uy) diz-se equicontinua sempre que dado € > 0 existe § = § (¢) > 0 tal que, quais-
quer que sejam t',t" € |a,b] verificando [t' —t”| < & e para cada k € N, se tenha |ui (') — ur ()] <
€.

Proposigao 4.4.2 (Teorema de Ascoli-Arzela) Seja (ur) uma sucessdo de fungoes definidas
num intervalo de niimeros reais [a, b] com valores em R™, equilimitada e equicontinua. Entdo existem
uma subsucessdo (uy,) de (uy) e uma fungdo continua u tais que (ui,) — u uniformente em [a,b)
quando s — 00.

Demonstragao
Ver [29], teorema IV.6.7.

O teorema seguinte (teorema de Dunford-Pettis) diz respeito a conjuntos de funcées integriveis
em [a,b]. Antes de o enunciar vamos recordar algumas definicoes.
Seja I = [a,b].
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Definicao 4.4.3 Um conjunto ¢ C L'(I,R™) diz-se fortemente (fracamente) sequencial-
mente relativamente compacto se qualquer sucessGo com termos em ¢ contém uma subsucessao
fortemente (fracamente) converegente em L* (I,R™) . Se o limite forte (fraco) de uma tal (sub)sucessdo
pertence a U dizemos que U € fortemente (fracamente) sequencialmente compacto.

Definigao 4.4.4 Dizemos que uma familia ¢ de fungées f € L' (I,R™) é equiabsolutamente
integrdvel se, dado € > 0 existe § = §(e) > 0 tal que [ |f (t)|dt < ¢, para qualquer fungdo f € ¢
e qualquer que seja o subconjunto mensurdvel E de I com m (E) < 6.

Observagao 4.4.5 Note-se que qualquer fungio f € L' (I,R™) é absolutamente integrdvel, isto €,
dado € > 0 existe § = 6 (f,€) > 0 tal que [ |f (t)|dt < ¢, qualquer que seja o subconjunto mensurdvel
E de I comm(E) < 6.

Proposigio 4.4.6 (Teorema de Dunford-Pettis) Seja ¢ um subconjunto de L' (I, R™). Entdo
p € sequencialmente relativamente compacto se e s6 se

(i) » € limitado, isto €, sup |f|p.;rm) < +00, €
fee
(ii) ¢ € equiabsolutamente integrdvel.

Demonstragao
Ver [29], coroldrio IV.8.11.

Proposigao 4.4.7 Seja ¢ um subconjunto de L' (I,R™). Entio ¢ € equiabsolutamente integrdvel
se e sO se existem uma constante M e uma fungdo © : [0,4+00) — R (que podemos supor conveza,

semicontinua inferiormente e crescente) verificando c lim Qég = 400, tais que
— 400

/IG(If(t)I)dtS M

para qualquer fungdo f € .
Demonstragao

Ver (8], teorema 2.12.

4.4.2 Fungoes de Nagumo

Teorema 4.4.8 Seja f : R™ — [0,4+00] uma fungdo convera semicontinua inferiormente e seja
w € int (domf), w # 0. Seja ainda § : R — R uma fungao tal que

0(2)) < f(2), VzeR™

Entdo, para cada € € (0, |w]) e para cada p € Of (w) tem-se

s Bl ()
(o) — £ () > ()

w| —€ wl -

Demonstragao
Suponhamos que w € int (domf), w # 0.
Uma vez que, por hipétese, f é convexa, pela proposicao 2.20.10 podemos afirmar que

Of W)={peR™: f(2) > f(w)+(p,z—w),Vz2€e R"} # 0.
Seja entao p € df (w) qualquer. Temos
F() > fw)+(pz—w), VzER™ (437)

Fixemos ¢ € (0, |w|) qualquer. Entdo, pela desigualdade (4.37), é

f(l%‘") > f(w)+<p,%|—w,> :f(w)+<p,w(!%|—1)> =

= [ )+ (pw) (ﬁ - 1) — @)+ () T~ () =
]

_ e (Mf(w + - <p,w>)

lw| \ € €
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donde
Br(z) 2 00 -Lpw+ Erew «
o (=) 1@z pu-r0-Lew+Hre o
o Hr(2) 10z po - - e -rw) o
o Hr(2) -1z @u-ren (1-1). (4.38)

Como 0 < € < |w|, temos 1 — J—‘;il < 0 e portanto, dividindo ambos os membros da desigualdade
(4.38) por 1 — 1 obtemos

e !

(o) — () 2 1—;15 ('—:—lf (ﬁ) - f(w)) S (g 1(2)- f(w)) _
LB ()

e—lwl” \lwl

donde

(p,w) — f (W) > ———f (W) — f (2) Jwl

T wl—e
pelo que, atendendo a que TJ]E'—_E > 0 e a que, por hipétese f (w) > 6 (|w|), podemos concluir que

(ul) _ (e ol
(p) — (@) > (%)

T Wl -e w| — €

como pretendiamos. Il
Proposicao 4.4.9 Seja § uma fungdo de Nagumo. Entdo,

Iiﬂr_l [6(r) =68 (r)r] = —o0.
Demonstragao
Aplicando o teorema 4.4.8 a 6, para cada r € int ((0,+00)) = (0,+00) e para cada € € (0,|r|) =
(0,7), obtemos

o) -0y < oo () - Sl -

[rf—¢e \Ir| Ir| —e

r er €
- r—59(7)—r—69(r):
T e 6(r)
_r—eg(s)_l—f T

e como, lim o) — +00, tem-se
r—4oo T

lim < —0(e) - M) — hm (o) - tim =20

r—-400 rodoo T — € rotoo 1—-£ 7

f(e)—e lim 6(r) =-

r——400 T

pelo que

lim [f(r)—6'(r)r]=—co. W

r—+400

4.4.3 Subgradientes proximais

Seja C um subconjunto fechado e ndo-vazio de R™ e seja  um ponto de R™. Definimos a distancia
d(z,C) ,de z a C, pondo
do(z) =inf {lz —(|: ¢ € C}.
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Proposicao 4.4.10 Seja C um subconjunto fechado e ndo-vazio de R™ e seja x um ponto de R™
nao pertencente a C. Entdo, eriste pelo menos um ponto ¢ em C que é o mais prdzimo, em C, de
x, isto €, tal que

dc(.r):ll'—cl,

ou, o que € 0 mesmo, tal que
lz—d|>|z—¢], V¥ eC.

Demonstragao
Como o infimo de um conjunto de niimeros reais é o limite de uma sucessdo de elementos desse
conjunto, temos

dc (x) :nlingo |z — cpl

onde (c¢,) é uma sucesséo conveniente de pontos de C.
Da desigualdade

lenl < |z = cnl + ||
resulta que a sucessao (c,) é limitada, pois é limitada a sucessdo (|z — cnl|), por ser convergente, e

|z| é um ndmero real fixado. Assim, passando se necessirio a uma subsucessdo, podemos afirmar
que existe ¢ € C tal que

(cn) — ¢ quando n — oo

e como C é fechado, ¢ € C. Além disso,

de (2) = Jim |z — ca| = |z —

pelo que o torema estd provado. l

Assim, se ¢ é o ponto mais préximo em C de z, a bola aberta de raio |z — ¢| e centro em x nao
contém pontos de C e ¢ pertence & sua fronteira.
Note-se que

lz—d|>lz—c & (W —c<=|d—c (4.39)

N =

onde w =1z —c.

A condic¢do (4.39) estd relacionada com o conceito de hiperplano suporte. Com efeito, se o
membro direito fosse substituido por 0, entdo (4.39) significaria que para qualquer ponto ¢’ em C,
o vector ¢’ — ¢ faria um angulo de amplitude, ou mais, com o vector w, isto é, que o hiperplano
com direcgio normal w e passando por ¢ suportaria o conjunto C (todos os pontos de C' estariam de
um dos lados do hiperplano). A presenca do termo quadritico modifica esta situacdo. Nem todos
os pontos ¢’ de C estdo necessariamente de um dos lados do hiperplano, mas é isso que acontece
quando ¢’ se aproxima de c: o hiperplano suporte é substituido por uma ”hiperparabola” suporte.

Definicao 4.4.11 O vector w diz-se perpendicular ao conjunto C no ponto c.

Definicao 4.4.12 Um vector normal prozimal a C em ¢ € um qualquer miltiplo nao-negativo de
um vector perpendicular a C em c.

Equivalentemente, atendendo a (4.39), temos que

Proposi¢io 4.4.13 O vector £ é um vector normal proximal a C no ponto ¢ se e s6 se, para
algum escalar positivo o, tivermos

(¢,d — <) Salc’—c|2, vd e C.

Notamos por Il¢ (¢) o conjunto dos vectores normais proximais ao conjunto C' no ponto c.
Nem todo o ponto ¢ na fronteira de C admite um vector normal proximal nao trivial, isto é, nao
nulo). Isto é o que acontece, por exemplo, com o conjunto, em R?,

Cz{(w,y)eRQ:y+|m|ZO}
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e o ponto ¢ = (0,0).

No entanto, temos a seguinte

Proposicao 4.4.14 Qualquer ponto ¢ na fronteira de C' estd arbitrariamente prézimo de um ponto
¢ que admite um vector prozimal normal (nédo trivial).

Demonstragao
Basta considerar um ponto r ¢ C suficientemente préximo de c e tomar para ¢ o ponto mais
préximo em C de de z. M

Definigdo 4.4.15 Seja f : R™ — (—o00,+00] uma fungdo semicontinua inferiormente. Um vector
£ € R™ diz-se um subgradiente proximal de f em z € domf se existem a >0 e 6 > 0 tais que

fW)-f@+aly—a’2({Ey-2), Yyez+6B:(0).
Notamos por 9" f (x) o conjunto de todos os subgradientes proximais de f em z.

Proposicao 4.4.16 O vector £ é um subgradiente prozimal da funcdo f em T se e s6 se

(€,-1) € epig (z, f (x)) .

Demonstracao
Ver [33], proposigéo 4A.3.

Proposicao 4.4.17 Seja f : R™ — (—o00,+00] uma fungdo semicontinua inferiormente. Se f €
diferencidvel @ Gateauz em x entdo 0™ f () C {Vf(z)}.

Demonstracao
Ver [33], coroldrio 4A.5.

Proposicao 4.4.18 Seja f : R™ — (—o00,+00] uma fungdo semicontinua inferiormente. Entdo o
conjunto {x € R™ : 0" f (z) # B} é um subconjunto denso de domf.

Demonstragao
Ver [33], proposigao 3C.6.

Proposicgdo 4.4.19 Seja U um subconjunto aberto de R™, sejam f,g : U — (—o00,400] fungées
semicontinuas inferiormente finitas em z* € U, e seja { € 0" (f + g) (z*) . Entdo, para cada € > 0,
eristem y* e 2* em z* + eB (0) tais que

fy") € f(z") +eB1(0)

9(z") € g(z¥) +¢B1(0)

Ce€f(y")+0"g(2") +eB1(0).

Demonstragao
Ver (18], proposi¢do 1.4.

Teorema 4.4.20 Seja U um subconjunto aberto de R™ e seja f : U — (—00,+00] uma fungdo
semicontinua inferiormente. Suponhamos que, sempre que £ é um subgradiente proximal de f em
z €U, temos £ =0. Entao f € localmente constante em U. '
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Demonstragao

Seja zg um ponto de U onde f é finita (nada hd a provar se um tal ponto néo existe).
Seja e > 0 tal que zp + By (0) C U e tal que f é limitada inferiormente em g + B (0) .
Seja z um qualquer outro ponto da bola aberta de raio € e centro xg.

Vamos comegar por mostrar que

f(z) = £ (20) .
Com vista a um absurdo, vamos supor que
f(z) < f(zo).
Podemos encontrar uma fungéo g : 2o + B (0) — R tal que
(a) g é continuamente diferencidvel em zg + ¢B; (0),
(b) g admite um tnico ponto de minimo global em zg,
(c) ¢’ anula-se apenas em zo,
(d) g(w) — +oo e |¢’ (w)| = +0o0 quando w se aproxima da fronteira da bola zq 4 eB; (0),
(e) g(z) —g(zo) < f (o) — f(2).

Ora, dado que f é, por hipGtese, semicontinua inferiormente e g, em particular, é continua, temos
que a fungéo f + g é semicontinua inferiormente. Assim, o conjunto

F={ze€xo+eB1(0): (f+9)(z) < f(zo)+ g(x0)} Czo+eB1(0)
é um subconjunto fechado e limitado (logo compacto) de R™. Portanto, existe
z€l Czog+eB;(0)
tal que z é um ponto de minimo global para f + g em o + ¢Bj (0), isto é
(F+9 W)z f(z)+9(2), Yyezo+eBi(0).

Daqui resulta que £ = 0 é um subgradiente proximal de f + g em z. De facto, para cada o >0 e
para cada y € xg + By (0), temos

F+9 @) -+ @) +oly—2120=0,y-2).

Pela proposicao 4.4.19, dado € > 0, podemos encontrar pontos u e v em z + £B; (0) tais que
¢=0¢ (E+8) +<B1(0)

onde € é um subgradiente proximal de f em u e £ é um subgradiente proximal de g em v. Entao,
para cada ¢ € N, existem pontos u; e v; tais que

- = 1
& +& <3

1 1
lus— 2zl < =, Jts—2z| << e
1 1

onde Ei é um subgradiente proximal de f em u; e ZZ é um subgradiente proximal de g em v;.
Por hipétese, temos

£, =0, VieN.

L0g07 de Zi + ?i

1
< 5 resulta que

&

Por outro lado, sendo g continuamente diferencidvel, é

<1,, Vi € N.
1

Z =g (v;), VieN.

Entao

= 1
g’ (vi)l = |&] < > vie N
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e isto significa que
(¢' (v;)) = 0, quando i — oo.

De |v; — 2| < 1, Vi € N, resulta que
(vi) — 2, quando i — oo.
Entdo, uma vez que g € continua, temos

0=lim g (v) =g (2),

700

portanto
9'(2)=0

e entdo, pela hipdtese (c) em g,
zZ = Xg.

Concluimos entao que

(f +9)(2) 2 (f+9) (2) = (f + 9) (20)

donde
f(z)+g(x) > f(x0) + g (x0)

o que contraria a hip6tese (e) em g.

Para mostrar que, se f é finita em z, ndo pode ser f (x) > f(2o), podemos seguir o raciocinio
anterior, supondo que era verdade que f(z) > f(zo) e considerando a funcdo f + g onde g :
xo + £B1 (0) — R verificando

(a’) § é continuamente diferencidvel em zo + B (0),
(b’) g admite um tnico ponto de méximo global em =,

(c’) ¢ anula-se apenas em o,

(d’) §(w) = —o0 e |§’ (w)| = +oo quando w se aproxima da fronteira da bola zo + eB; (0),
(e) §(z0) —g(x) > f(z) = f(20)-

Resulta entdo que f tem um valor constante fo em todos os pontos da bola zo + eBj; (0) nos
quais f é finita.

Para completar a demonstrago, falta mostrar que f é finita em todos os pontos da bola zy +
£B,(0).

Suponhamos que néo, isto é, suponhamos que existe um ponto z em o + § By (0) tal que f (z) =
+00.
Seja § >0, 6 < £. O ponto (z, fo — 8) € R™ x R nao pertence ao epigréfico de f, o qual é fechado
dado que f é semicontinua inferiormente (e nio-vazio). Pela proposi¢do 4.4.10, existe pelo menos
um ponto (w,r) € epi f que estd o mais préximo possivel de (z, fo — ), isto é, tal que

I(zafO - 6) - (w,r)l < I(zny - 6) - ((E,y)'
para qualquer (z,y) € epi f, em particular, dado que (xzo, fo) € epi f, temos

lz—w| < [(z—w,fo—6—7)=|(2 fo—6) — (w,7)] <|(2, fo— 8) = (o, fo)| =
= |(z — zo, fo — 6 — fo)| = |(z =m0, —6)| < lz—x0|+6<§+§ :%
e portanto

€ €
lw—z0| = |lw—2+2—x0| < |w—2|+|z—m0| < 3t <e

o que significa que w € zg + By (0).

Como (w,) € epi f, temos que f é finita em w e entdo f (w) = fo. Segue daqui quer = f (w) = fo.

Mostrdmos entdo que o ponto (w, f (w)) = (w, fo) é o ponto do conjunto epi f mais proximo do
ponto (2, fo — 6) . Em termos geométricos, isto significa que (z —w, —6) = § (252, —1) é um vector
proximal normal ao conjunto epi f no ponto (w, f (w)), o que é equivalente a afirmar (proposicéo
4.4.16) que o vector ndo-nulo £3* é um subgradiente proximal de f em w, o que contradiz a hip6tese
de se ter £ = 0 sempre que £ é um subgradiente proximal de f nalgum ponto. Ml
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4.4.4 Um resultado em optimizacao nao-suave

Consideremos o seguinte problema
T
minimizar A (u) = / Lt,u(t), o (t)dt (M)
0

onde u € WL (0,T],R™), (u(0),u(T)) € C, u(t) € Qparacadat € [0,T] e v (t) € K para quase

todo ¢ € [0,T)], sendo © um subconjunto fechado de R™, C um subconjunto fechado de R™ x R™ e

K um cone em R™ (isto é, tk € K para cada k € K e para qualquer ¢t > 0) convexo fechado.
Suponhamos que pelo menos um dos seguintes conjuntos é compacto:

{z € R™: para algum y € R™, (z,y) € C}
{y € R™: para algum z € R™, (z,y) € C}

e que existe pelo menos uma funcao lipschitziana 7 para a qual A (%) é finito.

Suponhamos ainda que a funcio integranda L (t, z,v) é semicontinua inferiormente em (z,v) e
que, para cada (¢, z) € [0,T] xQ, a fungdo v — L (¢, z, v) é convexa e tem como dominio um conjunto
aberto convexo nao-vazio.

Além disso, exigimos que a funcdo L (-,z,v) seja lipschitziana para qualquer (z,v), mais pre-
cisamente, quaisquer que sejam z € Q e v € domL (¢,z,-) fixados, existem § > 0 e uma fungao
ko € L ([0,T),R) tais que

|L (51,z,v) — L (s2,,v)| < ko (t)|s1 — 82|, Vsi1,82 € Bs(t)

para quase todo o t € [0, 7] .
Seja z um arco satisfazendo as restri¢des do problema (M):

(2(0),2(T)) € C, z(t)e QVte€[0,T], 2'(t) € K quase sempre em [0,7T];
seja € uma funcao de Nagumo e seja
f () = A(u) + 789 (u) + 0 Ao (u) = Ao (2)]°
onde r e o sdo constantes positivas, e Ag (u)} = fOT 6 (Ju’ (¢)]) dt, uma funcéo definida em
ACo = {u e WH([0,T],R™) : Ag (u) < +o0} .
Entao temos o seguinte

Teorema 4.4.21 Suponhamos que, qualquer que seja o arco u admissivel para (M), sempre que
Ag (u) estd suficientemente prézimo de Ag(2), temos f (u) > f(z). Entdo erxiste uma fungédo in-
tegrdvel ¢ () tal que

C(t) € 8 L(t,2(t),2 (t)), quase sempre em [0,T)

e, para alguma constante c,

L(t,z(t),2' (1)) — (' (1), p (1)) + rO (|2' (1)) — |2’ (£)] €' (| (t)l)=0+/0 ((r)dr g¢s. em [0,T]

onde p(t) € 0,L (¢, 2(t),2 (t)) para quase todo t € [0,T].

Demonstragao
Ver [16], teorema 5.



Capitulo 5

O problema nao-autéonomo
nao-convexo € nNnao-coercivo

5.1 Introdugao

Seja £ a classe de todas as funcdes 1 : I x R™ — R limitadas inferiormente, tais que ¢ (-,{) é uma
funcéo lipschitziana para qualquer £ € R™ fixado, ¥ (¢, -) é uma funcdo semicontinua inferiormente
para cada t € I fixado e

lim [ (£7,67) = (V9™ (£7,€7) ,€7)] = —o0,

para qualquer sucessdo (t") C [0,T] e para qualquer escolha de pontos {™ de diferenciabilidade de
P** (t7,-) tais que (|€"|) — oo, e consideremos o problema néo-auténomo

T
min {/0 [f (6, v () +g(tu@®))dt:ue WH([0,T),R™),u(0) =a,u(T) = b} . (5.1)

Neste capitulo vamos mostrar que se f € £ e existem duas constantes A e B, com B > 0, tais
que f(t,&) > —A+ Bl£|, para cada (t,£§) € I x R™ e se g é uma funcéo lipschitziana com respeito
A primeira varidvel e concava relativamente  segunda satisfazendo g (t,z) > —a — §|z|, para cada
(t,z) € I x R™, onde « e B sdo, constantes adequadas, com 0 < § < %, entdo, admitindo que a
funcdo integranda é lipschitziana com respeito a t, o problema (5.1) admite solucdo e, além disso,
tal solucdo é uma funcéo lipschitziana.

Os principais resultados envolvidos na demonstracdo sdo um resultado relativo ao fecho do
invélucro convexo do epigrafico de fungdes cuja bipolar é estritamente convexa no infinito, o qual
permitird para fazer a ligacio entre o caso convexo e o caso ndo-convexo, no sentido em que é sua
consequéncia a representacio de Carathéodory para a bipolar de uma funcéo ~ : R™ — R semi-
continua inferiormente, tal que h**%£—o00 e h** é estritamente convexa no infinito, um resultado de
existéncia de uma seleccao integravel da multifungéo [0,7] 2 ¢ — —9, (—g (t,%(t))), e o teorema de
Liapunov, sobre a imagem de medidas vectoriais ndo-atémicas, apresentado em [14] (§16).

A demonstracio consiste, basicamente em, usando o resultado de existéncia provado no capitulo
anterior, mostrar que o problema relaxado

T
min {/0 [F (t, 2 (t) + g (t,u (b)) dt : w € WHL([0,T),R™),u(0) = a,u(T) = b}

admite uma solucdo lipschitziana % e construir, apartir de %, uma fungio que serd solugado do
problema (5.1). Esta solugéo sera lipschitziana devido ao facto de © também o ser.

5.2 Resultados preliminares

5.2.1 Caracterizagao da bipolar de uma fungao f € G

Recordemos que uma fung¢éo f : R™ — R pertence a familia G se f é semicontinua inferiormente,
f**#£—00 e f** é estritamente convexa no infinito.

104
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Vamos comegar por mostrar que o involucro convexo do epigréafico de qualquer elemento de G
é um subconjunto fechado de R™xR. A demonstragao baseia-se no facto de que, se f € G entao,
qualquer que seja o hiperplano suporte r de f**, a funcio f** — r pertence a G.

Teorema 5.2.1 Para qualquer fungdo f € G, o conjunto coepi f € fechado.

Demonstragao

Fixemos (£, a) € 8 (coepi f), onde 05 denota a fronteira do conjunto S.

Pelo teorema. 5.4.12, existe um hiperplano suporte H de coepi f em (£, a) . Entéo, pela proposigao
5.4.2, existe uma funcdo afim

r(n)=(cm+d

tal que
H={nrm)}={(zy) eR™ xR:((z,9),(-c,1)) = d}

e, além disso, temos
((z,9),(-¢c,1)) 2 d, V(z,y) € coepi f.

Note-se que entdo também tem que ser
((z,9),(=¢,1)) > d, V(z,y) €Toepi f. (5.2)
Consideremos a funcgao definida por

em=fn+&-rn+f.

Entao
e =+l -r(n+8).
De facto
" (p) = Sup {{p,n) — w(n)}=nsup {pn)—f+E+r(n+&)}=
= nsg;gh{@, m=fm+&+({en+& +dh =
:,,i‘g?.,,{( m—fn+&)+ (e, +{cé +d} =
:,,SE‘;SL“”*C’")_"(”H) (¢,€) +d} =
= s {(p+en+6) = (e - f+e)+ (g +d) =

= sup {p+en+& —fn+é)—(p,&) +d}=f"(p+c)—(p,&) +d

©™*(n) = sup {(n,p) —¢"(p)} =sup {(n,p) — f(p+c)+(£,p)—d} =
peER™ peER™

= sup {(n+&p)—f"(p+c)—d}=
pER™

sup {(n+&p+c)—+&c)—f"(p+c)—d} =
pER™

,,SG‘]}E.’., {n+é&p+o—f"+c)—((n+&c)+d)} =

= f"m+&-r(n+§).

Pelas proposigoes 2.18.7 e 2.19.9, temos que

I

epi f** =Coepi f.
Entao, por (5.2), qualquer ponto (z,y) € ept f** satisfaz
{(z,9), (¢, 1)) 2d & y>(z,0)+d.
Assim, paraz =n+fey= f*(n+¢), tem-se

T+ 2 Mt +d=rn+)
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pelo que f** (n+&) —r(n+ &) > 0, o que significa que
‘P** > 0
(e portanto @**#—00).

Por outro lado, como H é um hiperplano suporte de coepi f em (£,a), temos 7 (§) = a. Além
disso, por definicio de f**, temos, necessariamente f** (£) = a. Assim,

e (0) =€) -7 (8 =

Para cada v € R™, v # 0, para cada 77 € R™ e para cada s € D ( > £+n) temos

||

(su+n>=f**' (sv+n+8&—r(sv+n+8) =

= ( Soe) (5) = ((c sv+n+§) +d) =

(@) (s)

= (fooee) (S)——d-(S(c,V)+(c,n+§)+d)=
= (fmee) () = (o).

Fixemos v € R™, com v # 0, e 7 € R™ quaisquer. Entdo, como f** é estritamente convexa

no infinito (porque f € G), temos que, para qualquer so € D( o +n) = D (g}%,) existe s; €
D( V€+n> D(cpl,,,) com s1 > Sp, tal que

() (51) > (Bnse) (s0) & (Foee) (s1) = {ew) > (£4e) (s0) =
& (fonee) (51) = (o) > (£hre) (s0) =
& (eim) (51) > (£3) (s0)
o que mostra que (¢**)** = @** é estritamente convexa no infinto.

.

Finalmente, pela proposicio 2.19.8, temos que ¢** é semicontinua inferiormente.
Mostramos entdo que **, satisfaz as condigdes do lema 4.2.6, pelo que podemos afirmar que

existem duas constantes positivas C' e p tais que

(e,v) &
c, v

(

) &

©** (1) > Clnl, qualquer que seja o n € R™ tal que |n| > p. (5.3)

Note-se que (£,a) € coepi f se e s6 se (0,0) € coepip. Além disso,(§,a) € 9 (coept f) se e sé se
(0,0) € 8(coepi ).

Assim, para mostrar o teorema basta provar que (0,0) € coepi .

Seja(£¥,a*) uma qualquer sucessdo com termos em coepi¢. Pelo teorema de Carathéodory
(proposicao 2.15.8), qualquer ponto do conjunto coepiy C R™t! é combinagao convexa de, no
méximo, m + 2 pontos do conjunto epi p, isto é:

m+42
coepio =4 3 X (,a5) : A = (A1, Amy2) € Emya, (§5,05) €epipVi=1,.,m+2,  (5.4)
j=1

onde E,, 2 denota o simplexo

m+2
Btz =42 =1 Amg2) ER™2: Y " 0 = 1,0, 20,V =1,...,m + 2
i=1
Entao, para cada k € N, existem um sistema de escalares \* = (/\ s AE 12) € Epnta, € pontos

(¢F,ak) eepip={(¢,0) e R* xR:a > p(§)}, tais que
m+2 m+2 m+2 m+2

=D A (EFa) =D (Mg Mag) = ZAks,,ZA . (5.5)
j=1 j=1

1Recorde-se para toda a fungio convexa 9 : R™ — R, a fungio ¥, ¢ é dada por ¥, ¢ (s) = ¥ (sv+§); D (1/;,45)
denota o conjunto dos pontos de diferenciabilidade de v, ¢.
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Por defini¢do de epi ¢, tem-se, para cada k € N e para cada j € {1,...,m + 2},

aj > ()

e entdo
m+2 m+2
a* =" Mak > Z X (¢5). (5.6)
j=1

Ora, atendendo a (5.6) e a que ¢ > ¢**, podemos escrever

m+2

¢ 2 Sk ).
Jj=1

Por outro lado, temos ¢** > 0, e /\f >0,Vi=1,...m+2, Vk € N, pelo que

af > Xsp™ (&F), Vi=1,..,m+2, VkeN. (5.7)

Seja J C {1,...,m + 2} o conjunto
J={je{l,..m+2}: (|¢f]), ¢ilimitada
e seja
T={1,...m+2}\J

Assim, para cada j € J, a sucessdo de nimeros reais (|£ ﬂ)k ¢é limitada, pelo que passando se

necessario a subsucessoes, podemos admitir que existem Ej, jE€ Jel= (Xl, ...,X,,H.z) € E,, 2 tais
que, quando k — oo,

(&), — oo parajeJ (5.8)
(€),—¢& parajeJ (5.9)
(A =X (5.10)

De facto, se j € J entdo (|¢F]), ¢ ilimitada. Como |£¥| > 0, Vj, tem-se que a sucessdo (|¢F|), néo
é majorada. Isto significa que +o00 é ponto de acumulagao do conjunto dos seus termos e, portanto,
um sublimite em [—o0, +00]. Assim, temos (5.8).

Por outro lado, se j € J entdo (|¢§]), ¢ limitada em R. Consequentemente, ¢ limitada em
R™, a sucessio (£F), . Podemos entdo afirmar que, para cada j € J, a sucessdo (£F) , Possui uma

subsucessio, também notada por (ff) convergente. Logo, para cada j € I, existe ZJ. € R™ tal que
(ff)k - Zj, pelo que vale (5.9).

Finalmente, como para cada k € N, A* = (AF, .., Ak ) € Eppg, tem-se

k!

m+2
k : k
M0, Vi=1,.,m+2 e Y M=1 vkeN

=1

Entdo 0 < )\k <1, VkeN, Vj=1,..,m+ 2. Isto significa que, para cada j =1,...,m+ 2, a
sucessdo (X¥), é limitada. Logo, existem 0 < X; <1 e uma subsucessio de (AF) . » ainda notada por
(/\f)k , tais que, quando k& — oo,

(A5, — X, Vi=1,...,m+2 (5.11)

e portanto (A*), = (AF,.., Ak ) = (A1, ..., Xm+2) = X, quando k — co.
Resta provar que Z"+2 A =1
Dado que, para cada j € J, temos klin;o 'fﬂ = 0o, podemos afirmar que, para k suficientemente
grande,
€k > p, Vi€

e entdo, por (5.3), temos
o () 2 Clet], e
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onde C' é uma constante positiva. Daqui resulta, por (5.7), que
a* 2 X5 (&) 2 CX I, vie .

Logo
0<CAf ek <ok, Vied

donde, atendendo a que, por hipétese, klim a* =0, se conclui que
—00
. k|eck| 1 kek| _ .
Jim A [¢7] = lim [Aj67] =0, VieJ (5.12)
o que implica que

lim )\ =0, VjeJ,

k—o0

uma vez que, para qualquer j em J, temos khm |§;°| =00
—O0

Assim,
m+2 m+2 m+2
: — k k k : EY _ g k
Jim 52X =t | 3 -3 | =i 3% - 3 (Jm o) =jim 30
i€l jeJ ieJ 3=1
Mas como, para cada k € N fixado, Zm+2 )\k = 1,resulta
m+2
Z )\f = (1) -1 quando k — co.
j=1

jed i€l jeJ
e
m+2 m+2
N k) _ : k kY _ —
x=> (klln;oxj> —-Z_(klggo/\ ) Z(kh‘{.lo’\a) =1+0=1
j=1 j=1 jeT JjeJ
0 que mostra que, de facto,
m+2

> x=1
Jj=1
Note-se que (5.12) implica ainda que
Jim (X7¢) =0, VjeJ. (5.13)
Por outro lado, por (5.9) e (5.10), resulta que
Jim (6737) = &%, Vi€ (5.14)

Assim, por (5.5), (5.13) e (5.14), e recordando que, por hipdtese, klim £k =0, podemos escrever
—_ 00

m+2
e : kykY _ 15 kyk _ 13 kyk kxk | 13 k kyk
SIET = X (m ) =tim S =im | 36— e | =tim | €~ ey
i€ jeJ jed j=1 jed jed

= 0.
Além disso, atendendo a (5.13),
SEN =3 (i ehat) =0 65.15)
Jj€j Jj€j
Uma vez que ©** > 0 e p** < ¢, temos que 0 < p** < ¢, o que significa que ¢ é uma fun¢éo

nao-negativa. Assim,
0<) Xw ()
ied
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Por outro lado, ¢ é uma func¢o semicontinua inferiormente, porque f é semicontinua inferior-
mente (por pertencer a G) e r é continua (por ser uma fungéo linear definida em R™, um espaco
de dimensao finita). Entdo, como §; = lim .f’»“ Vied,\; >20Vjie{l,..m+2}, X :klim )\f

— 00

vie{l,..,m+2}, Z]EJ e (&) < Zm+2 Moo (eh) <aF,e klim af =0, temos

0< Y Tp @) = Y limint Mo () <liminf Y- Mo (6) Shiminfa* =0 (516)
J€d ieT jeT
Note-se que se Xj = () para qualquer j € J, entdo terfamos

m+2

Z)\ —ZA +) % —0+Z(hm /\’“)-—0+0 0

JjeJ JjedJ

o que significa que, nesse caso, A\; = 0 para qualquer j € {1,...,m + 2} e entdo (/\k) — 0, Vj=
1,..,m+2, donde \¥ =0,Vk e N, Vj € {1,..,m + 2}, oqueeabsurdoporquez +2/\k—1 Vk €

N. Conclulmos entdo que existe pelo menos um indice j € J tal que /\ > 0. Ass1m podemos
supor, sem perda de generalidade, que )\ >0, Vj € J e entdo (5.16) 1mphca que, para cada j € J,

¢ (€;) =0, pelo que
(Ej,()) cepip, Vj€J.

Por (5.4) qualquer ponto (£,a) € epi ¢ tem a forma
m+2
({?a) = Z A_7 (gjvaj)
j=1

onde A = ()\1, Ams2) € Emyz e (§5,a5) €epip, Vi=1,..,m+2.
Ora, A = ()\1,... Am+i2) € Emya e (£;,0) €epip, Vi€ J
Além disso, por (5.15),

Z_/_\-j (zj,O) = <ZZ]X170> = (070)
Jj€J jeJ

pelo que podemos supor que (Ej,o) € epiw, Vi€ {l,...,m+ 2} e afirmar que o ponto

m+2 m+2

SN EH0) = | SSNE0| = [ SNE0) + {3 XE;0] =00
i=1 j=1

JGJ =t

~=

pertence a coepi o, 0 que prova que este conjunto é fechado. W

Corolario 5.2.2 Se f € G entdo, qualquer que seja o £ € R™,

m+1 m+1
FrEO=minq Y NF(&) Y X&G =6A= (O, M) € B
J=i =i
onde
m+1
Emi1={ A= dng1) ER™ Y "X =1,0, 20,V =1,...,m+1
ij=1
Demonstragao

Pelas proposigoes 2.18.7 e 2.19.9, tem-se
epi f** =<coepi f
e, pelo teorema 5.2.1 o conjunto coepi f é fechado. Entao temos

ept f** =coepi f =coepi f =coepi f.
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Em particular, para qualquer £ € R™,

(&, " (£)) € coepi f.

Ve > 0) (6) f** (6) - 6) ¢ co epi f (517)
O valor f** (£€) é o infimo dos valores u tais que (£, i) € coepi f. Ora, se (£, i) € coepi f entéo

m+2 m+2 m+2

G =) NEha) = D X&) A
Jj=1 Jj=1 j=1

com (¢j,a;) € epi f Vj € {1,..,m+2}, isto é com f(§) < a; Vj € {l,..,m+2} el =
(A1, s Mma2) € Epyo. Assim, podemos escrever

m+2 m+2
FEE =mind SN f (&) a= Y XE A= (A, Ama2) € Em+2} . (5.18)
i=1 j=1

Em particular, podemos encontrar A= (Xl, ...,Xm+2) € Epqize Zl, e bm 42 tais que

m+2 m+2

€)=Y Nif (€) com &= N (5.19)
j=1 j=1

Se na equacio (5.19) todos os A; sio ndo-nulos e o conjunto {(¢;, f (§,)),i=1,...,m+2} C
R™+! ¢ independente, isto é se os m + 1 vectores (€, f (€;)) — (§;, F (€;)), 5 =2,...,m+2sdo
linearmente independentes, entdo (¢, f** (£)) é um ponto interior do simplexo de dimensdo m + 2
gerado pelos (Zj, f (EJ)) , 1 <7< m+2, o que contradiz (5.17).

Podemos assim concluir que (¢, f** (£)) é combinagio convexa de, no maximo, m + 1 pontos do
conjunto coepi f pelo que, tomando em (5.18), A € E,,, 41, obtemos o pretendido:

m+1 m+1 m+1
FRE=mind S AF(E): Y NEG=6320,) N=1,. 0
j=1 j=1 j=1

Recordemos que uma fungao f : I x R™ — R diz-se um integrando normal se, para quase
todo t € I, f(t,-) é semicontinua inferiormente, e existe uma funcéo boreliana f : I x R™ — R tal

que f(t, ) = f(¢t,-), para quase todo t € I.

Corolério 5.2.3 Seja f : I xR™ — R um integrando normal. Suponhamos que f (t,-) € G, qualquer
que seja o t em I. Entdo, para qualquer fungdo mensurdvel p: I = [0,T] — R™, existem uma fungdo
mensurdvel A : [0,T] — Epy1 e m+ 1 fungbes mensurdveis q; : [0, T] — R™, tais que

m-+1

S A g (t) =p(t)
7=1

m+1

SN ) Fltg ()= (Lp (),

=1

para quase todo t € [0,T).

Demonstracgao

Seja f : I xR™ — R um integrando normal. Pela proposigéo 5.4.18, f** é também um integrando
normal. Assim, por defini¢io de integrando normal, modificando estas fungdes num conjunto de
medida nula N C [0, 7], podemos admitir que f e f** sdo fungdes borelianas em [0, T] x R™.

Sejap: I = [0,7] — R™ uma funcdo mensurdvel. Pela proposicio 2.8.20 existe uma fungdo
boreliana p : I = [0,7] — R™ tal que p = P quase sempre em [0,T]. Assim, podemos também
admitir que p é uma fungéo boreliana em [0,T].
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Consideremos o conjunto

m+1 m+1

C =1 (t,7€) €[0,T) X Emy1 x R™)™ 3" Nig; =p(t), D Nf(t,6)=F"(tp(t)
j=1 i=1

Vamos mostrar que C' é um subconjunto boreliano de [0, ] X Em41 x (R™)™+.

A aplicagao
m+1

(taAl) ~"’/\m+17€1a "'a€m+1) = Z )‘.761
j=1

é continua por ser a composi¢io das fungdes continuas

m+1

Ay ooy Ay €1, o Emp1) = g
2

(t) Alv seey A‘)'71.4'-17617 ---7€m+1) — (>‘1a crey )‘m+1’€17 ---;£m+1) .

Entao, pela proposi¢do 2.8.14, é uma funcéo boreliana.
Por outro lado, também é boreliana a funcao

(ta )‘1) ) /\m+1’£1» -~,£m+l) i p(t)

por ser a composi¢io das funcoes continuas

t—p(t)

(t3 A1) "'7Am+17§17 ---7€m+1) —t.

Assim, pela proposicao 2.8.6, o conjunto

m+1

A={(t08): Ng=p()
Jj=1

é um boreliano.
Fixemos j € {1,...,m+ 1}.
A funcao
(t, AL ooy A1, €15 ooy Emgr) = (5, €5)

é uma funcdo boreliana por ser a composicio da fungdo boreliana f e a funcgo continua
(ta )‘13 veey A7‘I’l.+la glv seey £m+1) g (t7 g]) .

Por outro lado, também é boreliana a fungao

(A, o Ama1, €1, oy Eman) P Ay

por ser uma funcao continua.
Entao, pela proposicdo 2.8.12, é boreliana a funcao

m+1

(ty A11 cevy ATrl-{-la&h ”'7£7H+1) = z )\Jf (t’gl) .
Jj=1
Seja h : [0,T] — R a fungéo definida por

h(t) = (t,p(t))-

Pela proposicdo 5.4.16, h é mensurdvel. Assim, ela é, a menos de um conjunto de medida nula, uma
funcdo boreliana em [0, 7.
Seja g : [0,T) X Epyy x (R™)™! — R a fungio dada por

g(t7A17 -'-7)\m+1,£1, -~->§m+l) = t
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A funcdo g é uma funcdo boreliana, por ser continua.

Assim, pela proposi¢ao 2.8.5, se U é um qualquer boreliano de R, o conjunto A~! (U) é um
boreliano e o mesmo acontece com o conjunto g~* (h=! (U)) = (ho g)”' (U) . Daqui resulta, ainda
pela proposicdo 2.8.5, que a fungfo hog: Fpp1 X (]R'")"H'1 — R,

(t) )‘17 cey )‘m+17'£17 "'75171-6-1) = f** (t7p(t))

¢ uma fun¢do boreliana.
Pela proposic¢do 2.8.6 podemos entdo afirmar que o conjunto

m+1
B=S(t,08): > NF(t&) = f*(p(1)

Jj=1

é um boreliano e consequentemente o conjunto

m+1 m+1
C = {(t,NE) €[0,T] X Empr x ®R™M™: 3" Nigg=p(t), D Nf(&) = (tp®) =
Jj=1 Jj=1

= ANB

¢ um boreliano.
Mostremos agora que para quase todo ¢t € [0,7], o conjunto

Ct = {()"E) : (t7’\7£) € C}

é um subconjunto fechado de Ep,4q x (R™)™+! 2,

Fixemos t € [0, T tal que a funcdo f (t,-) é semicontinua inferiormente.
Para cada j € {1,...,m+ 1}, a funcdo

Emi1 x R™™ 5 (), 6) - £(2,4)

é semicontinua inferiormente, por ser a composicao da funcio semicontinua inferiormente f (¢,-) e a
funcdo continua

(Aly ey )"m+1;§1, ~--,£m+1) = é]

Por outro lado, qualquer que seja o j = 1,...,m + 1, também é semicontinua inferiormente a
funcédo

A1y oo Amg 1, €15 - &ma1) — A (4 €5)

por ser o produto de uma fungao continua por uma fun¢do semicontinua inferiormente.
Daqui resulta que a funcao

m+1

()‘17 "'a)‘M+17§17 ~~-7€m+1) = Z A].f (taEJ)

=1

é semicontinua inferiormente, por ser a soma de fun¢des semicontinuas inferiormente.
Seja (X*,£%) C C; tal que (AF,¢F) = (X&) € Emy1 X (R™)™*! | Entao, por definicdo de C;,
—_ 00

para cada k € N, temos

m+1
DM =p(t) (5.20)
i=1
e
m+1
D NF(LE) =1 (). (5.21)

Como a plicagdo
m+1

NE = DN
j=1

2Note-se que, para cada t € [0, T] fixado, o coroldrio 5.2.2 garante que C; é ndo-vazio.
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é continua, obtemos
m+1 m+1

. k . s 7
Jim Z N = Z As€;
Jj=1 7=1
e entdo, por (5.20), temos
m—+1
> NE =p(t). (5.22)
j=1

Por outro lado, vimos que aplicagao

m+1

A& = D Nf(1,€)
Jj=1

¢é semicontinua inferiormente. Logo

m+1

m+1
lim inf Zl NF(t.€F) > Zlijf (t.Z))
= i=

e portanto, por (5.21),

m+1
) = D N (6E). (5.23)
j=1
Mas, pelo coroldrio 5.2.2, é
m+1 m+1
(it p @) =mind Y Nf (&) D A& =p (), A € Emn
i=1 =1
Entao, por definicdo de minimo e por (5.22), obtemos
7n+1_ _
Frep®) <Y NFE). (5.24)
j=1
De (5.23) e (5.24) resulta entdo que
7n+1_ _
@)=Y N (6E) (5.25)
=1

Atendendo a (5.22) e (5.25) podemos concluir que (X, Z) € Ct, 0 que mostra que este conjunto é
fechado.

Podemos admitir que C é um subconjunto boreliano de um conjunto compacto (dada a
existéncia de um homeomorfismo de R™ no interior da bola unitdria de R™, By (0) = {z € R™ : |z| < 1} :
pensamos na imagem C de C por um homeomorfismo H de [0,T] X Epy1 X (R™Y™ ! em [0,T] x
Em+1 % By (0)™ C [0,T) X Eppy1 x By (0)™F" 3; este tiltimo conjunto é compacto, por ser o produto
cartesiano dos conjuntos compactos [0,T], Eny1 4 e By 0)™h.

Assim, pela proposicdo 5.4.19, existe uma aplicacdo mensurdvel u : [0,T] — E,41 x (R™
tal que u (t) € C; para quase todo o t € [0,7] (a funcdo u é obtida da seguinte forma: pensamos em
C e obtemos uma funciio @ : [0,T] — E41 X B; (0)'”+1 tal que 7 (t) € C; quase sempre; depois
pensamos num homeomorfismo G de, por exemplo, E, 1 X B (O)m+1 em FEpy1 X (IR"")"H'1 5.
obtemos u pondo u (t) = G (T (t))).

Isto significa que, para quase todo t € [0,T], existem A = A(t) € By e g =q(t) € (Rm)™H
tais que

)m+1

Gu®)=EA0),q1) = & @), A1 (), @1 (B) s gy (B) € C,

3Por exemplo, H (¢, A1, ..., Am+1,81, -, &my1) = (t, ALy ooy A1, ﬁ_ﬁ'ﬁ, ceny l—fﬁii—ll) .
40 simplexo Emy1 é compacto, por ser fechado (proposi¢do 2.15.12) e limitado (por se ter, para todo A =
(A1 Amg1) € Emg1, 0< X <L, Vi =1,...,m+1).

5P0r exemplo, G(/\l, ...,/\m+1,21, ...,$m+1) =G ()\1, -~,>\m+11 2__I|JI‘H, veny fﬁ)
e
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isto é, tais que

m+1 m+1
Z A (t)g; (t) =p(t) e Z Ai (8) f(tg; (8) = £ (6,p (1)

pelo que o corolério est4 provado. ll

5.2.2 Lipschitz-continuidade, com respeito a t, da bipolar de uma funcao
feé&
Vamos mostrar que se f € £ e, para cada R > 0 existe uma constante L tal que
|f(t,€) — f(s,€)| < L|t—s|, Vt,sel, V&€ Br(0)
entdo a funcao f** é lipschitziana com respeito a ¢.
Lema 5.2.4 Seja v € £ e seja, para cada (t,p) € I x R™, W (t,p) o conjunto definido por
W (t,p) = {{€R™:pedeyp™ (t,6)}.

Entdo, para cada v > 0 eriste R > 0 tal que, qualquer que seja o (t,p) € I x R™, a condigdo
W (t,p) N B, (0) # O implica W (t,p) C Br(0).

Bew™* (7€)
/N

Witp™

Demonstragao
Suponhamos, com vista a uma contradicdo, que existem sucessoes

(tk,px) € I x R™, (m) C B, (0)

(€e) CR™, com (|&|) — o0
tais que, para cada k € N,
Pk € 0cp™ (tk, k) € Pr € O™ (tk k) - (5.26)
De (5.26) resulta que, para cada k € N,

Y (ks i) — (Pry M) = ™ (s, €k) — (Pry Ek) - (5.27)

De facto, pela proposigao 2.20.6, temos

*

Pe € Ogtp™ (tk,me) & ™ (tk, M) + (™) (px) = (Pk, k)
Pe € Oep™ (b, &k) © U™ (te, &) + (™) (pk) = (Pk, &k)



5.2 RESULTADOS PRELIMINARES 115

donde ¥** (tk, k) — ¥** (tk, k) = (Pr, Mk) — (Pk, k) € portanto temos (5.27).
Suponhamos que existe uma subsucessao de (¥** (tk,Mk) — (Pk, Mk)) , ainda notada por

(** (te, M) — (Pr,Mk)) , tal que
Jim (7" (B, me) — (Pk, k) = —00.

Entdo, uma vez que ¥ € £, isto implicaria que klim |7k] = oco. Portanto, como (n) é limitada
— 00

(porque (1) C B, (0)), concluimos que existe uma constante C' tal que

™" (te, k) — (Pk, k) 2 C, VEEN.

Daqui resulta que
C < Y™ (tk, &) — (P, &), VEEN. (5.28)

Por outro lado, temos

P (b, &) — (P, k) Sstlelg) {** (t,&k) — (qr, k) = g € O™ (¢, &)}

entdo, como (|€x]) — oo,
Jm [ (b, €k) — (P, k)] < lim sup {0 (t,€k) — (gk, &) = ar € Oe¥™ (8, &)} = —o0
—00 —00¢e

o que estd em contradigdo com (5.28). H

Observacao 5.2.5
Fixemos £ € R™.
Sejam t € I, A= (A1, ..., Am+1) € Emy1 e & € R™, j =1,...,m + 1, satisfazendo

m+1 m+1

=D Nf6E), D N&G=¢E
=i =i

Fixemos j € {1,..m+1}.
Pela proposigéo 2.20.10, existe p; € 0 f** (¢,£;) pelo que

§ € W(t,ps).
Daqui resulta que W (¢, p;) N §|5j| # { e entdo, pelo lema 5.2.4, existe R; tal que W (t,p;) C _B-R;,--
Seja
R=max{R;:j€{l,..m+1}}.
Entao temos _
W (t,p;) C Br, Vi€ {l,..m+1}

pelo que _
& € Br, Vje{l,.m+1}.

Lema 5.2.6 Seja f : I x R™ — R um elemento da familia £. Suponhamos que, para cada R > 0
eziste uma constante L > 0 tal que se

'f(tvg) - f(S,é)l < th_8|7 Vt,sel, V¢ EB-R(O)
entdo a fungdo f** (-,&) € lipschitziana, qualquer que seja £ € R™.

Demonstragao

Se f € £ entdo, pelo lema 4.2.9, para cada t € I, f(t,-) € G e entdo, pelo coroldrio 5.2.2, para
cada t € I, temos

m+1 m+1

e =mind SONFE) Y NG =EA= (Mo Ama1) € Bt §, VEER™  (5.29)

i=i
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onde E,,;; denota o simplexo

m+2
Eny = {/\ = ()\1, ...,)\m+1) € R™+! . Z A=1LX20Vi=1,.,m+ 1} .

Jj=1

Fixemos ¢ € R™.
Sejam t e s pontos quaisquer de I. Entdo, por (5.29), existem sistemas de escalares A =

(A, A1), 0= (15 ooy Bmet1) € By, e pontos §;,m; € R™, j =1,...,m + 1, tais que
m+1 m+1
(€)= Z S (4,6), (s Z 15 f (s,m;) (5.30)
e
m+1 m+1

=Y N&= ) um.
=t j=

Além disso, ainda por (5.29), temos

m+1 m+1
O <> wif ) e 7 (s,8) < Z Nif (5,65 (5.31)
Jj=i ]

De (5.30) e (5.31) resulta que

m+1 m+1 m+1

P8 - TS Y Ml (56 - YN (E) = Y N [f(08) - (&) (532

Pela observagio 5.2.5, podemos concluir que existe R > 0 tal que ; € Bpr, qualquer que seja
j€{1,..,m+ 1}, entdo, por hipétese, existe uma constante L > 0, tal que

1f(t,&)— F(s,&) < Llt—s|, Vie{l,..,m+1}.

Assim, atendendo a (5.32) e a que Y77 m+1); = 1, podemos escrever

m+1
Fr(s,6) = (1,6 < Z A (LIt —s) =Lt —s]. (5.33)
Da mesma forma obtemos
m+1 m+1 m+1
8 — 7 (s,6) Z pi f (t,m;) Z psf (s,mi) = Z wi [f (¢,m5) — f (s,m5)] <
m+1 ]_Z ~
< > NElE-s)=Ljt—s. (5.34)

De (5.33) e (5.34) concluimos entdo que, qualquer que seja o £ € R™ fixado, temos
If** (t,&) - f** (37£)| S L‘t_ S| ) Vt,s € 17

pelo que o lema estd provado. Bl

5.2.3 Semicontinuidade inferior

Teorema 5.2.7 Seja h: [0,T] X R™ — R uma fungdo lipschitziana com respeito & primeira varidvel
e semicontinua inferiormente em relagao a segunda. Fizemos xg € R™ qualquer. Entdo, para cada
€ >0, existe § = 6 (e, zq) > 0 tal que

|z — x| < 6= h(t,x) > h(t xo) —¢,

qualquer que seja ot em [0,7].
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Demonstragao
Suponhamos, com vista a um absurdo, que existiam ¢ > 0 e sucessoes (zx) C R™ e (tx) C I tais

que
1
|l’k — $0| < % e h(tk,l‘o) - h(tk,.’L‘k) > €.
Sendo [0, T'] um conjunto compacto, qualquer sucesséo de pontos de pontos em I contém uma sub-

sucessdo convergente para um elemento de [0, 7] . Assim, passando se necessério a uma subsucessao,
podemos afirmar que existe ¢t € (0,7 tal que

lim ¢t =t¢. (5.35)

k—oo
Além disso, dado que, para cada k € N, |z — zo| < %, temos, evidentemente,

klim Ty = Tp. (5.36)

Uma vez que h é lipschitziana em relagdo & primeira varidvel, existe M > 0 tal que, para cada

keN
Ih (b, @) — B (t,2%)] < M|t —t| e |h(tk,zo) — h(t,z0)] < M |tk —t].

Assim, podemos escrever

h(tk,.’L‘(]) - h(tk,xk) =

(h (tk, o) = h (t,20)) + h(t,z0) — h (¢, zk) + (A (¢, k) — h (b, 71)) <
lh(tkaxo) - h(t71"0)| + h(t,.’l,‘o) - h(tvxK) + Ih(taxk) —h (tk"rk)i <
2M |tk - t| + h(t,xo) — h(t,.’L‘k)

£

IA

<
<

donde se conclui que
h(t,zi) — h(t,zo) —2M |ty — t| < —e. (5.37)

Por outro lado, h é semicontinua inferiormente em relacdo & segunda varidvel. Entdo, como
lim xx = xg, temos
k—o00
h(t,z) <liminf A (¢, x) .
k— o0

Daqui resulta, atendendo a (5.35) e a (5.37), que
0=h(t,xo) — h(t,zo) — 2M |t —t| Slikminf [h(t,zk) —h(t,xo) — 2M |tp —t]] < —¢

o que contradiz a hipétese de se ter £ > 0. l

Coroléario 5.2.8 Seja h : [0, T} xR™ — R uma fungao lipschitziana com respeito a primeira varidvel
e semicontinua inferiormente em rela¢do & sequnda varidvel. Entdo h € semicontinua inferiormente

em [0,T] x R™.

Demonstragao
Fixemos (tg,zp) € I x R™ qualquer. Vamos mostrar que h é semicontinua inferiormente em

(to, o) -
Pela proposicio 2.17.4, basta mostrar que, para cada ¢ > 0 existe § = 6 (¢, 9, z9) > 0 tal que
|t —to| + |z — xo| < 8 = h(t,x) > h(to,zo) —&.

Fixemos entdo € > 0 qualquer.
Pelo teorema 5.2.7 existe 6y > 0 tal que

[z — 20l < 80 = h(t,2) > h(t,50) — 5

para cada t € [0,7]. Em particular, temos
|z — xo| < 6o = h(to,z) > h(tg, zg) — %

isto é

N ™

lz — xo| < 8o = h(to, z0) — h(to,z) <
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Por outro lado, uma vez que A é lipschitziana em relagio & primeira varidvel, existe M > 0 tal
que
h(t,x) —h(to,z)| < M|t —to], Vz e R™.

Entao, se |t — to| < 557 € |z — zo| < o, temos

h(tg, zo) — hit,z) = h(to,z0) — h(to, x) + h(tg,z) —h(t,z) <
h(to,.’rg) - h(t,z) + |h(t0,.’L‘) - h(to,mo)] <
h(to,xo)—h(t,z‘)'FMlt—tol <

e £
< §+Mm—5

Donde
h(t,z) > h{to,xz0) — €

0 que mostra o pretendido. B

5.2.4 Existéncia de uma selecgao integravel do subdiferencial de uma
funcao convexa

Lema 5.2.9 Seja f: [0,T] x R™ — R satisfazendo
(a) 1 (t,2) <klal +b() (k>0,b() € L1 (0,T],R);
(b) tw f(t,z) é mensurdvel para cada x;

(¢) = f(t,x) é convexa para quase todo t.
Suponhamos ainda que

(d) eziste uma fungdo v € L? ([0,T],R™) tal que fOT f v (t) > —o0.
Entio, para qualquer fungdo continua z : [0,T) — R™, a multifuncdo
t— 0:f (¢,z(t))
admite uma selecgdo 6 (-) € L' ([0,T],R™).

Demonstragao

Comecemos por mostrar que a multifunco t — 9, f (t, z (t)) é mensuravel.
Fixemos t € [0,7] tal que a fungdo z — f (t,) é convexa.

Fixemos A > 0. Entdo, por (a),

f(t,z) <kAP+b(t), Vz € AB (5.38)

onde B=B;(0)={zeR™: |z| <1}.
Seja x € R™ qualquer e seja p > 1. Entdoy = pr € R™ e, se A = % < 1, o conjunto

V={veR":v=(1-Az'+ Xy, 2’ € AB}=x+(1-))AB

é uma vizinhanca de z = Ay de raio (1 — A} A.
Qualquer que seja o v € V temos, pela convexidade da fung¢éo f (2,-) e por (5.38),

flto) =0 -N2" +dy) <1 =X @)+ (L) < (1= X) (KA +b(8))+Af (t,y) (5.39)
pelo que f (¢,-) é limitada superiormente em z + (1 — A\) AB.

Se z é um qualquer ponto de V, entdo existe um outro ponto 2’ € V' tal que

1 /
x=§(z+z) (5.40)

e portanto

flem) = f(tgeeg7) < 3F e +5/02)

donde
2f (t,x) < f(t,2)+ f (2, 2) (5.41)
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f2)>2f@z)— f(t,2)=2f(t,z) — (1 — X) (kAP +b(t)) — Af (t,y) (5.42)
o que mostra que f (t,-) é limitada inferiormente em = + (1 — A) AB.
Se z = 0 temos, por (5.39), (5.42) e dado que f (¢,0) < b(t),
f(t,v) < (@ =A) (kAP +b(t)) + Af (£,0) < (1= X) (KAP +b(t)) + Ab(t) = (1 = X\) kAP + b(2)
e

Ft,v) > 2F(t,0) = (1 X) (kAP +b(£)) — Af (£,0) > 2f (£,0) — (1 — A) kAP — (1 — A) b(t) — Ab(t) =
= 2f(t,0) — (1 — A) kAP — b(t)

para qualquer v € (1 — M) AB.
Fazendo A — 0 obtemos

f(t,z) < kAP +b(2) (5.43)

F(t,2) > 2f (£,0) — kAP — b(t) (5.44)

para cada z € AB.

Seja v : [0,T] — R™ um elemento de L? ([0,T],R™) tal que fOT F{t,v(t))dt > —o0 (0 qual existe
por hipétese).

Por (5.41) e por (a) temos

2f (t,v (t)) < f(2,0) + f (t,2v (1)) < £ (£,0) + k2 [v (£)|” + b (2)
pelo que
F(£,0) 225 (t,v(t) — k2% [ (B)° — b(t)

e, uma vez que f (£,0) < b(t), resulta que
2f (t,v(8)) — k2P [ (B)” — b(2) < £ (£,0) < ()

donde podemos afirmar que a fungdo t — f (¢,0) é integravel.
Seja M : [0,T] — R a fungio integravel definida por

M (t) = max {|k (28)" + b(t)], |2 (£,0) — k (2A)" - b(2)]} .
Entdo, por (5.43) e (5.44), temos
|f (t,2)| < M (t) em 2AB.

Pela proposicéo 2.16.25 resulta entdo que a funcio = — f (t, ) é lipschitziana em AB, onde B
denota a bola unitdria fechada de R™, com constante de Lipschitz %M (t) e, pela proposi¢do 2.21.3,
o conjunto 8, f (t, z) é nio-vazio; além disso, para cada q € 9, f (t,z), tem-se

2
< — .
ol < M)

Agora, como

|02 f (¢, )| = sup{lq| : g € &= f (¢, 2)}
podemos afirmar que

2
021 (8,2)] < <M (2

para quase todo t € [0,7] e para qualquer = € AB.

Pelo teorema de Scorza-Dragoni (proposigio 2.8.22), para cada 6 > 0 existe um conjunto fechado
Es C [0,T] tal que m ([0, T} \E;s) < § e a restricdo de f a Es x AB é continua. Sendo E5; C [0,7]
fechado, é compacto. Entdo, pelo teorema de Lusin (proposicao 2.8.21), para cada 1 > 0 existe um
conjunto compacto E, C E;s tal que m (Es\E,) < 7 e a restricdo de b a E,, é continua. Portanto,
fixado € > 0 podemos encontrar um conjunto fechado E. C [0,T] tal que m([0,T]\E;) < e e a
restricdo de f a E. x AB é continua, assim como a restricio de b a E,.

Vamos provar que a multifuncéo
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¢ semicontinua superiormente em E. x AB.
Sabemos que as funcoes

t lk(2AP +b(t)| e t—|2f(t,0) — k(2A)° —b(t)|
atingem o seu médximo em FE. e, portanto, existe C' > 0 tal que
|6=1 (t,2)| < C
para qualquer t € E, e para qualquer z € AB; isto significa que a multifuncéo
(t,z) — 0o f (t, )

com dominio fechado E. x AB toma valores num subconjunto compacto de R™.

Por outro lado, pela proposigio 2.21.3, para cada (t,z) € E. x AB, o conjunto 0. f (¢,z) é ndo-
vazio, convexo e compacto; em particular, é fechado. Entao, pela proposi¢iao 2.22.9, basta mostrar
que o seu grafico é fechado.

Seja (tn,zn) uma sucessdo em E, X AB com (tn,zn) — (t,z) (note-se que (t,z) € E. X AB,
dado que este conjunto é fechado) e seja (v,,) uma sucessdo convergente para v € R™ tal que, para
cadan €N, v, € 8, f (tn, ZTn) . Queremos mostrar que v € 9, f (¢,z).

Dado que

O f (tmmn) = {q €ER™: f(tn,y) > f(tmxn) + (q’y - xn) , Vy € Rm}

temos, em particular,
ftn,y) 2 f(tn,2n) + (Un,y — x0), Yy €R™

e, pela continuidade de f em E. x AB,

lim f(tn,y) > lIm (f (tn,2n) + (Un,y — za)), Vy €eR™

00

f (nan;o t”,y) > f ( lim tn, lim xn) + <n11330 on, lim. (y——wn)>, Yy € R™

1— 00

fty) 2 ftz)+{v,y—z), VyeR™

0 que mostra que v € 9, f (t, ).

Seja agora x (-) uma fun¢do continua definida em [0,T] com valores em R™ e seja A tal que
|z (t)] < A, Vt € I. Entdo, a multifuncio t — 0, f (t,z (t)) é semicontinua superiormente em E..

De facto, fixemos t € E. qualquer e p > 0. Se A é tal que |z (t)] < A, Vt € I entdo (¢,z(t)) €
E. x AB e portanto, dado que a multifungio (¢,) — 8, f (t,z) é semicontinua superiormente em
E. x AB,36 =6((t,z(t)),n) =6 (t, u) tal que

d((t,.’l) (t)) ’ (t0733 (tO))) <6= azf(tOwT (tO)) CcB (aa:f(t’x (t)) 7“) .

Se a aplicacdo t — z (t) é continua, também é continua a aplicagdo ¢t — (t,z (t)) e assim, para
este §, podemos encontrar 77 = 7 (¢,6) = 1 (¢, p) tal que

d(t,to) <n=d((t,z(t)),(to,z(t0))) <6

o que prova o pretendido.
Pelo teorema de Lusin para multifungées (proposi¢io 2.22.19) podemos finalmente afirmar, como
pretendiamos, que a multifungéo t — 8, f (¢, z (t)) é mensurdvel em [0, T).

Pelo teorema de Kuratowski-Ryll Nardeski (proposi¢ao 2.22.18), existe entdo uma selec¢do men-
surdvel § (t) da multifuncdo 0, f (¢, z (t)) . Assim, temos
6() <sup{lg|:qe€duf(t,z(t)} =01 (t,z(t)) < M)

e, uma vez que a fungéo t — M (t) é integravel, § (-) € L' ([0,T],R™). B
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5.3 Existéncia de solugao

5.3.1 Hipéteses basicas

A existéncia de solugdo para o problema variacional ndo-convexo e ndo-coercivo
min {A (u) : u € WP (I,R™),u(0) = a,u (T) = b} (M)
onde r
A= [ e @) +otua
ser4 estabelecida, considerando as seguintes hipéteses basicas nas fungdes
f:IXxR™>Reg:IxR"” >R,
onde I =[0,T] :
(H*0) fe&s.
(H1) Existem duas constantes A e B, com B > 0, tais que

f(t,&)>—-A+ B, V(&) eI xR™

(H*2) A fungéo g é lipschitziana com respeito & primeira varidvel e continua com respeito & segunda;
além disso, existem duas constantes ¢, 3, com 0 < 3 < -f,';, tais que

gt,z) > —a—Plz|, V(t,z) eI xR™.

(H*3) Existem trés constantes C;, ¢ = 0,1,2, com Cp > 0, tais que a condigdo (4.11) é verificada
com
p(t,z,&) =gt z)+ (5.

(H4) Para cada R > 0 existe uma constante L tal que

|f(t,€)_f(‘9;£)l SLIt—Slv VtaSer V§€§R(0)

Note-se que a hipétese (H*0) implica que a fungdo f é lipschitziana com respeito 4 primeira
varidvel e semicontinua inferiormente com respeito & segunda. Entao, pelo coroldrio 5.2.8, f :
I x R™ — R é semicontinua inferiormente.

Por outro lado, a hip6tese (H*2) implica que a fungéo g é lipschitziana com respeito & primeira
varidvel e continua com respeito a segunda. Entdo, pelo coroldrio 4.2.11, a funcao g : I x R™ — R
é continua, em particular, é semicontinua inferiormente.

Daqui concluimos que a fungéo h: I x R™ x R™ — R,

h(t,z,8) = f(t,€) +9(t )

é semicontinua inferiormente, donde, pela proposi¢ao 5.4.17, é um integrando normal.
Logo, pela proposicio 5.4.16, qualquer que seja u € W1 (I,R™), a fungdo

0,75t f(t,u (t) + g u(t)

é mensurdvel, pelo que o funcional A (-) estd bem definido.

6Isto é, f é limitada inferiormente, f (-, £) é uma fungio lipschitziana para cada £ € R™ fixado, f (¢,-) é uma fungao
semicontinua inferiormente para cada t € I fixado, e

lim sup sup {f“ (t,8) — (p, &) p €O (t,f)} = —oo.

R—+oo e
|§I>R
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5.3.2 Existéncia de um arco admissivel 7 € W1 (I, R™) tal que A (7) € R

Proposigao 5.3.1 Suponhamos que as fungdes f e g satisfazem as hipdteses (H*0), (H1) e (H*2).
Entdo a fungdo lipschitziana @ : I — R™ definida por

b—a
u(t) = t
u(t) =a+t—p

é admissivel para o problema M e, além disso, A (@) € finito.

Demonstragao

Evidentemente, a funcgio 7% satisfaz as condigdes de fronteira T (0) = a, T(T) = b.
Vejamos que A (z) € R.

Por (H1) e (H*2), existem constantes A, B, o, 8 tais que, qualquer que sejao t € I,

FET @) +9tTE) > —A+B|ﬂ’(t)r—a—ma(t)|=—A+B"’;“ - a+tb_Ta|Z
> —a+ 8L —amp o+ 2T
= —A+B|bT a —a—0B(a|+]b—al).
Entao
T T
F(a) = /0 [f(t,‘ﬂ’(t))+g(tﬂ(t))]dt2/0 [ a8 o ga 1 b ap| at =
= (-A—a-Bla))T+(B-TPB)[b—al. (5.45)

Por outro lado, uma vez que por (H*0), f € &, temos que, para cada { € R™ fixado, a funcéo
t — f (¢, &) é lipschitziana. Em particular é continua.
Daqui resulta que o conjunto f (I , ”‘T“) C R é compacto, e portanto existe uma constante My > 0

o

Dado que g é continua, também € continua a fungao

<M, Vtel

t»—»g(t,a+tb_Ta> =g(h(?),

onde h(t) = (t,a + tb‘T"), por ser a composta de duas aplicagbes continuas. Entdo o conjunto
(I a+ It=2 ) é um subconjunto compacto de R, e portanto, existe uma constante My > 0 tal que

b
' (t a+t—f—->}<M2, vt e l.

Assim, podemos escrever
T T
A () 2/0 [f @7 (1) +g(tm ())]dt‘</0 |f (.7 (1)) +9(t,7(t))] dt <

/OT|f(t,ﬂ’(t))|+|g(t,ﬂ(t))|dt=/0T f(t,”‘%) +‘g (t a+th>ldt<
< T(M; + M) (5.46)

IN

De (5.45) e (5.46) resulta entdo
(—A—a—Bla)T+(B—-TH)|b—a| <A@ < T (M; + M)

o que mostra que A(z) € R. A
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5.3.3 O resultado principal

Teorema 5.3.2 Sejam f e g fungdes satisfazendo as hipdteses bdsicas (H*0), (H1), (H*2), (H*3)
e (H4), e suponhamos que, para cada t € I = [0,T| fizado, ¢(t, ) é uma fungdo concava. Entdo o
problema M admite uma solugdo u € WH (I,R™).

Demonstracao
(a) Comegamos por mostrar a existéncia de solugéo para o problema relaxado

T
min {/O (£ (£, (£) + g (t,u(t))dt:uw e WH(I,R™),u(0) = a,u(T) = b} : (MR)

Por (H*0), f € £. Entéo, por definicdo de &£, f é limitada inferiormente, o que implica que
I xR™ — R também o é.
Por outro lado, ainda por defini¢do de £, temos que f satisfaz a condigao

lim sup sup {f™* (£,£) = (p,€) : p € O f™ (t,€)} = —o0

R—+o00 te
IEI>R

Ora, como (f**)** = f**, a funcdo f** também satisfaz esta condicéo.

Pela observagao 2.19.8, para cada t € I fixado, f** (¢, ) é uma funcdo convexa e semicontinua
inferiormente.

Por (H*0) e (H4), e atendendo ao lema 5.2.6, para cada £ € R™ fixado, f** (-,£) é uma fungao
lipschitziana.

Assim, podemos concluir que f** satisfaz a hipdtese (HO) do teorema 4.3.7. As outras hipéteses
deste teorema sdo também, evidentemente, satisfeitas, pelo que podemos afirmar que o problema
(M R) admite uma solugio u € Wh (I, R™).

A funcdo f é semicontinua inferiormente. Entdo, pela proposi¢do 5.4.17, f é um integrando
normal. Além disso, pelo lema 4.2.9, f(t,-} € G, Vt € I. Entéo, pelo corolario 5.2.3, existem fungoes
mensurdveis p; : [0,7] — [0,1] e v; : [0,T] = R™, i =1,2,...,m + 1, tais que Z:’H{Ipz( ty=1e

m+1 m+1
' (t) = Z pi)vi(t), FET ) =) pi(t)f(tvi(t). (5.47)
i=1

(b) Vamos mostrar a integrabilidade de uma fung¢io que serd usada mais tarde.

Dado que a fungdo f é um integrando normal e, para cada i = 1,....m + 1, v;(-), é uma
funcao mensurdvel, pela proposi¢éo 5.4.16, cada uma das fungbes t — f (t,v; (t)), i=1,...m+1¢
mensurdvel em I = [0,T].

Aplicando repetidamente o teorema de Lusin, podemos construir uma sucesséo (K. j)j de subcon-
juntos de I compactos e disjuntos tal que a restricao de cada uma das aplicagoes t — f (t,v; (t)), ¢ =

1,..,m+1, a cada K; é continua e
I'=NuU(UR,K;)
onde N é um conjunto de medida nula.
Seja
Sk = Uj<iKj.
Pelo teorema, 5.4.26, para cada j € N, existe uma partigdo mensurdvel (E;)l ,i=1,...,m+1,de
K; com a seguinte propriedade:

m+1 m+1
/ S pi(8) £ (6 () dt = / S xp: () £ (£, vs () (5.48)
i =1 K;j =1

Queremos mostrar que a aplicacdo

m+1
tv—»Z(ZXEL(t v; ( )

pertence a L' (I, R™).
Por (H1), existem constantes A, B, com B > (), tais que

fvi(t)>~-A+ Bl ()], Vtel (5.49)
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e, portanto
fltvi(t))+ A2 Blui ()| 20, Vi€l
) >0

Isto implica, atendendo a que XE; (t , Vt € I, que a sucessao de fungOes ndo-negativas

m+1
_y (sz ) (F (o () + >)

i<k
é nao-decrescente. De facto, se [ < k, resulta que

m+1 m+1
Z(ZXE (f (t, v () ><Z<Z><E (f(tv,(t))—i—A)):sk(t),VteI.

<l \i=1 i<k

definidas em I por

Além disso, tem-se
m+1 m+1
/ 50 (8)dt = / Z(Zw ) (F (8, (1) +A>dt Z/ (met (f (& >)+A))
0 i<k i<k

Set ¢ K, para cada j < k, entdo t ndo pertence a nenhum dos Ez (porque K; = Uz"i"l'lEJ‘)
entdo, nesse caso, temos x E (t) =0, pelo que -

m+1 m+1
>/ (sz e (f(tvz(t)+A>dt >/ (sz e (f(tvz(t))+A)>dt

i<k i<k

ml m41
= Z/K (Z Xg: (8) f (80i (1) + .ZXE? (t)A) dt =
” | m_+1 —7n+1
—_—Z/ (ZXE ) f(t,v (t)) +AZXE )dt
<k v

i=1

Qualquer que seja t € Kj, t pertence a um e apenas um dos El (porque K; = Um'HE’

;';“E]’ (), portanto, nesse caso, 3.1} XE: (t) = 1. Assim, temos

m+1

m+1 m+1
Z/ <ZXE f (v (t)) +AZXE,(t>dt Z/ <ZXE () f (t,vi ))+A>dt:
i<k’ Ei \i=1 i=1 i<k
m+1
(/ > X () f v,(t))dt+/ Adt)
i<k

I1,—-

e entdo, atendendo a (5.48),

m+1 1
([, Emorcemas | a0) - 2] Enorira | m)-

Ki i=1 Kj =1

m+1
:Z/K,<Zpl(t v @)+ )dt

Mas como S/t p, (2) 7 (¢, v; (£)) = £** (t, @ (t)), daqui resulta que

m+1

() £ (i ( (F (T () + A) dt =
S (Srosenmaja- 5 )
- / (F* (@ () + A) dt

i<k K

e como Sy = U<k Kj,

/ U@ e = [ (77T 0)+ A=

T
- /0 xsu (&) (7 (6,7 (1)) + A) dt <

T
< /0 (F™ (&, (1) + A) dt.
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Assim, para cada k € N,

T T
05/) sk(t)dtg/o (£ ¢,7 (¢)) + A)dt < +o0

pelo que s (-) € L' (I,R), Vk € N.
Por outro lado, temos

/OTS,c (t)dt

e fOT (f** (¢, 4’ (t)) + A) dt é uma constante real.
Entdo, como (sx) é uma sucessdo nao-decrescente, pelo teorema da convergéncia mondétona
(proposicio 2.9.13) existe uma funcdo s (-) € L! (I, R) tal que (sg) — s em L' (I,R), isto &,

T
5/ (™ (T (8) + A)dt, VEeN
0

T
(/ |sm (t) — s(t)|dt) — 0, quando k — co.
0

Mas entao, como

/OTsk(t)dt—/OTs(t)dt
(/OTsk(t)dt—/oTs(t)dt

T T
lim sk (t)dt = / s(t)dt.
0
Além disso, ainda pelo teorema da convergéncia monétona, (sx (t)) — s(¢) quase sempre em [
quando k& — oo. Entdo podemos escrever

T T
0< :/O (6 (8) — 5 (£)) dt 5/0 I (£) — s (8)] dt

também

) — 0, quando k — oo

e isto significa que

k—o0 0

T T T
lim s () dt = / s(t)dt = / lim s (t)dt.
0 0 o k—oo

k— o0

Assim, temos

T oo [m+l T ‘ T
/0 ; (; xe: (&) (f (¢, (t))+A)> dt = /0 lim sy ()t = Jim [ s, (1) dt <

0

< lim ) (£, o )+ A)dt

k—o00 0

T
_ A (F* (6, () + A) dt < +oo. (5.50)

De (5.49) resulta ainda que, qualquer que seja ot € I,
xe: (8) £ (8,0 (8)) = xgs (6) (A + Bl () &
& xg (Ol (0] < Xz (O 60 (0) + 4).
Por outro lado, tem-se
oo fm+l oo fm+1
Z (Z XE: (t) v; (t)) = Z <Z XE: (t) |vs (t)]) quase sempre em 1.
7=1 \i=1 F=1 \i=1

De facto, dado que I = N U (U;’°=1K j) , onde N é um conjunto de medida nula, e os conjuntos
K sao disjuntos, tem-se que quase todo t € I pertence a um e um sé K; e como, para cada j fixado,
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EiNEf=0,parai#k,i,k=1,..,m+ 1, um tal t pertence a um e apenas um dos conjuntos E:.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que era t € E}. Entdo

o] m+1
Z(ZXE () Uz@)

m+1 m+1

ZXEl () vi () + Z Xp; (£) vi (¢

m+1

ZXEI (t) v; ()

= [xm; @00 () + x5z (v )+ o+ Xgrs O o1 (B)] = \xE,l OF (t)] = or (1)

oo /m+1 m+1 m+1 m+1
z(zm 0 1o ) ) S ke OO+ 3 x O @1+ = 5 x @1 01 =
j=1 =1

= xp! (&) [or ()] + xg2 () |v2 (t)l +o X () lvm+1 @) = xg: (@) o1 ()] = lv1 )]

pelo que |22, (S xgs (1) (1)) = 52 (S xs (91 (1))

Assim, temos

fe%e] m+1 m+1
Z (Z XE1 vz (t ) ( XE‘ (t I’Uz (t)l>
1= 7=1 =1
o] m+1 1
< Z(Z =X () £ (6, (1) + A) =

m+1
(E xgi (8) f (80 (8) + ) , quase sempre em |

I
Ms

Il
o~
AM8

donde, por (5.50),

T| o (m+l 1 T o© [m+1
/0 Z(ZxEl(tvz(t)dtS—B-/o Z(ZXE, (ftv,,(t))+A))dt<+oo.

Jj=1 =1

Podemos entdo afirmar que a aplicacao

oo n+1
-5 (zm (0w ) )

1=1

pertence a L! (I,R™).
(c) Seja
0%g (t,x) = =0 (—g(t,z))
e consideremos a multifuncao
t— 0%g(t,u(t)).

A funcio (t,z) — —g(t,z) satisfaz as condigdes (a), (b) e (c) (com p = 1) do lema 5.2.9.
Além disso pela proposicio 5.3.1, existe uma funcio @ € WL (I,R™) tal que fOTg (t,w(t))dt +
fo t,7 (t)) dt é um niimero real, pelo que também fo g(t,T(t))dt € R, e isto significa que a
condlgao (d) do referido lema também é satisfeita. Assim, podemos afirmar que existe uma seleccdo
integrdvel 6 (-) de 0%g (t,u(t)).

Seja B : [0,T] — R™ a fungao definida por

t)%—/oté(s)ds

Tal como em (b), aplicando repetidamente o teorema de Lusin, podemos construir uma sucessao
(K j)j de subconjuntos de I compactos e disjuntos tal que a restri¢io de cada uma das aplicacées

te (f (v (8),vi (8), (ui (), B(T) — B(t))),
i=1,..,m+1 acada K; é continua e

I=NU(UR,K;)
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onde N é um conjunto de medida nula.
Pelo teorema 5.4.26, dadas m + 1 fun(;f)es peso p; : K; — [0,1],¢ = 1,...,m + 1, existe uma
partigdo mensuravel de K, (E’) i=1,...,m+1, tal que

K; i

isto é
m+1 m+1

Z/ X () fi () dt = Z/ pi(t) £ (8)d

onde f; (t) = (f} (t),... f*(t)),t € Kj,i=1,..,n+1, sdo fungdes dadas cujas componentes sio
integraveis em Kj.
Entédo, para cada j, existe uma particdo mensuravel (E;)z ,i=1,..,m+1, tal que

m+1

z/ xis (8) (F (6,0 (1)) vi (8), (v (8), B(T) — B (1)) dit =

m+1

Z/ pi (8) (f (&, v (8) 0i (8), (vs (8), B (T) - B(1))) dt

isto é,
m+1 m+1 m+1
(Z/ xes (8) £ (£, (1) dtz/ X (t) t)dtZ/ xe: (8) (v: (6) , B(T) - B(t»dt)
=1
m+1 m+1 m+1
(Z pz f(t v (t dt Z/ Piv; (t dt Z/ pz 'Uz (t ( )_B(t» dt)
pelo que
m+1 m+1
Z/ Xpi (8)vi (t)dt = Z/ pi () v; (t) d (5.51)
m+1 m+1
Z/ xe: (8) £ (6,v:(8)) dt = Z/ ps (8) F (8,0 (1)) dt (5.52)
m41 m+1
Z/ xgi (8) (vi (t), B(T) — B(t))dt = Z/ pi (t) (v (t), B(T) — B(t)) dt (5.53)
=1 =1

(d) Vamos mostrar que a fungéo u : I — R™ definida por

0o m+1
v () = (Z xe; (©)v: () )
)

.
||

u(0) =

2
Chs

é uma solucio do problema (M).

Comegamos por notar que quase todo o ¢t em [0, T pertence a exactamente um dos EJ’ pelo que,
para quase todo o t, v’ (t) é igual a um dos v; (¢} . Além disso, pela mesma razio,

(e n+1 [ere] n+1
i 1) = (z(sz )) z(sz tm»).

Em (b) provdmos que u’ € L' (I, R™), e portanto, u estd em Wh! (I, R™).
De facto, temos que

u(t) =u(0)+/0 u' (s)ds
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e entao

dt <

T T t
Mogae = [ @ld= [ u©+ [ (s

/OTlu(O)|dt+/T /Otu'(s)ds
T|u(0|+/ (/ Ju' (s |ds)dt<
T |u (0) |+/ (/ [u (s [ds) dt =

T}u(0)] + /0 o g3 1 ey =
Tlu(O)| + T pi(g gy =

T (Iu (0)] + [/l gm) ) < +00

IA

dt <

AN

IA

pelo que u € L (I,R™) e, consequentemente, u € Wbl (I,R™).
Além disso, por (5.51) e atendendo a que 374! p; (t) v; (£) =@ (t), temos

T T o0 n+1
uw(T) = u(0)+/0 u’(t)dtzﬂ(O)—}—/o Z(ZXE, (t)vi(t)> dt =
n+1 - o0 nt+l
+Z/ (ZXE ) vz(t> 17(0)+Z/K_ (Zm(t)vi(t)>dt=

T
7(0) +Z/ T(Odt =0+ [ T)d=70)+T(T)-70) =

= @(T)

Ainda em (b), vimos que, sempre que {5.52) se verifica, temos

T o0 n+1
0 < Z (ZXE ) (f ¢, v (t>>+A>> dt =
oo n+1 o0 n+1
= (Z ZXE () F (¢ vi( ) Z(ZXE(t>>
o0 n+1
= (Z ZXE (@) f (v >
< f** (¢, W (t)) + A)dt < +oo

0

pelo que

[ n+1
og/ Z(ZXE OFi tvz(t)dt</ FE (8,3 (t) dt < +oo

o que mostra que f (¢, u’ (t)) = > 72, (ijll XE: ) f(t,v (t))) é integrdvel e

T T
/ Flu () dt < / £ (T (1)) dt (5.54)
0 0

sempre que a igualdade (5.52) é verdadeira.
A funcdo 6(-) é uma selecgio (integrdvel) da multifuncio 0%g (t,%(t)) = —0. (—g(t, U (t))).
Entao, qualquer que seja o t € [0,7], tem-se

6(t) € —0: (=g (t,u(t)))
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onde
O (—g(t,u(t) ={peR": —g(t,y) 2 —g(t,u(®) + (py —u(t)), Vy eR"}.
Mas, se
6(t) € —0; (—g(t,u(t))),vt € [0, T,
entao

—6(t) € 0 (—g(t,u(t))), vt € [0,T],

e assim, temos

9(ty) <gtu(®)+(6(t),y—u() (5.55)

para cada t em [0, 7] e para cada y em R"; em particular,
g(t,u(t) <g(t,u)+(6(),ut)—u)
pelo que
T T T
[ oeuwyas [ aeoyas [ 6o un-awe (5.56)
0 0 0
Vamos mostrar que

/ 60 ) — T (1) dt = 0. (5.57)
0]

Denotemos por z; a [-ésima componente de um vector z € R™.
Atendendo & defini¢do de B (-), temos sucessivamente:

[ 60.u0-awa- /251 ) (u (1) — 0 (1)) dt = Z/ 61 (0) (o (1) — 0 (1)
[ a0 ([0 oo w500

5 (t (/0 () () — T (5)) ds)dt

o[ wo - [ wie-a <s))ds) @t =

/OTéz( (/)Twl()—u,()) )dt—/ (/ (uf () — i (s ds> )z
T (/ b (@ dt)ds—/ o) - o) ([ &(t)dt)ds):

(ug (s) = w (s)) B (T) ds —/0 (ug (s) — @ (5)) B (s) dS) =

[
NER

T

N
I
-

il
M:
°\q

)

I
M
S~
>
9’
—

-
=

T

S~

I
-

S~
5

I
NE

I
NIE
Y

N
s
—

T
1(s) = () (Bi(T) — B (s)) ds = /0 (' (s) = U (s), B(T) — B(s)) ds

I

I
o\
)ﬂ
&

Como v’ (t) = 3 72, (Z;ljll Xg: () vs (t )) e @ (t) = S pi (t) v (t), por (5.53) temos

T o0 n+1 n+1
<6<t),u<t)—a<t)>dt=/0 <Z(2><E ) sz Jui (8), T)—B(t>>dt=

Jj=1 =1

S

00 oo n+1 n+1
= Z/K <Z (ZXE (t)vz (t)> Zpi (t)vi (t)yB(T)—B(t)>dt::
j=1 i =1 =1 =1
sl n+1 n+1
B ;1/K <;XE (®)vi( sz vi (t), B )—B(t)>dt=
oo n+1l
= ;/K <i=1( XE: (t)vi(t)‘Pi(t)Uz‘(t)) ,B(T)—B(t)>dt=
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n+1
:Z/< (t) - Pz(t))vi(t),B(T)—B(t)>dt=

~pi(®) {0 (6), B(T) = B(®)) ) dt =

1
[ANgER
\
M

n+1

] n+1
Z(/K Zw(t) (v; (t), B(T) - B(t)) dt-/ > pi(#) (v (t), B(T) - B(t»dt):o_

i i=1 J =1

De (5.56) e (5.57) resulta entdo que

T . T
/ o(tu(t)dt < / o(t,(t)) dt
0 0

pelo que, atendendo a (5.54),

T T T T
/Og(t,u(t))dt+/0 f(t,u(t))dtﬁ[) g(t,u(t))dt+/0 £ (T (1)) dt. (5.58)

Mas, vimos que % é solu¢do do problema (MR). Entfo, atendendo a (5.58), as definiges de
infimo e a que f** < f, podemos escrever

T T
/ g(t,a(t))dt+/ T () dt =
0 0
T T
= inf{/ !J(t,v(t))dt+/ (6,0 (¢) dt:v e WHH(IL,R™),v(0) = a,v (T) =b} <
0 0

IN

T T
inf{/ g(t,v(t))dt+/ f(t,v’(t))dt:veWl'l(I,lRm),v(O)za,v(T):b}5
0 0

IN

T T
/g(t,U(t))dt+/ ft,u (t)dt <
0

0

T T
/ o (. () dt + / £ (6,7 (8) dt
1] 0

pelo que todas as desigualdades anteriores sdo de facto igualdades, e portanto u é uma solugao do
problema (M).
Finalmente, % € W1 (I,R™) também u € Wb (I,R™). l

Note-se que se, para quase todo o t € [0,T], a funcdo g (¢, ) é estritamente concava, entdo a
desigualdade (5.55) é estrita.
De facto, suponhamos que,

g, @+ (1 -Ny) > gtz)+(1-Ng(ty), Yo,y e R™, A€ [0,1] (5.59)

IA

9(ty) =g@tu®) +{6(t),y—u(), vyeR™ (5.60)

Suponhamos ainda que y # % (t) .
Entdo, de (5.60) resulta

Ag(t,m) = Ag (t,u(t)) + (6 (), A(z —u(?)))

(I-Ngty)=1-Ngtu®)+(6@), Q- -u®),
donde
Ag(tz) +(1-N)g(ty) =g@u(t)+(5(t), A+ (1-A)y—u()).
Mas, por (5.59) e (5.60), temos também
Aglt,z)+ (1=A)g@y) <gtrz+(1-Ny) =gt u®)+{6F),z+(1-Ny—u(t))

pelo que
Ag () +(1=N)gty) <gt,u(t)+(6(t),z+(1—-A)y—u(?))
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o que € absurdo.
Se, sempre que y # U (t), a desigualdade (5.55) é estrita, o mesmo acontece com a desigualdade
(5.58) e entdo temos

T T T T
/Og(t,u(t)>dt+/0 f(t,u(t)>dt</0 g(t,u(t))dt+/0 FO (4T () dt =
T T
= inf{/ g(t,v(t))dt+/ f(t,'u'(t))dt:veWl’l(I,Rm),v(O)=a,v(T)=b},
0 0

isto é, o valor do funcional em u é estritamente inferior ao seu infimo, o que é absurdo. Assim,
concluimos que se, para quase todo o ¢t € [0,7T], g (¢,-) é estritamente concava, entdo u = u (u (t) =
% (t) quase sempre em [0, T]), o que significa que, neste caso, qualquer solucéo do problema relaxado
(MR) é também solugdo do problema original (M).

5.4 Anexos

5.4.1 Hiperplanos suporte de subconjuntos de R"

Definigao 5.4.1 Um subconjunto M de R™ diz-se um conjunto afim se, quaisquer que sejam
z,y € M e A€R, setem
(1-XNz+Aye M.

Proposigao 5.4.2 O grdfico de uma transformacgdo afim T : R™ — R™ (isto €, uma fungdo da
forma Tz = Az + a, onde A é uma transformagdo linear e a € R™), é um subconjunto afim de

R™+t™ . Reciprocamente, qualquer conjunto afim néo-trivial é o grdfico de uma transformagdo afim.

Demonstragao
Ver [43], pginas 8 e 9.

Teorema 5.4.3 Os subespagos de R™ sdo os subconjuntos afins de R™ que contém a origem.

Demonstragao
Ver [43], teorema 1.1.

Definigao 5.4.4 Um conjunto afim M C R™ diz-se paralelo a um conjunto afim L C R™ se
M = L+ a, para algum a € R™.

Teorema 5.4.5 Cada conjunto afim M C R™ € paralelo a um tnico subespaco de R™.

Demonstragao
Ver [43|, teorema 1.2.

Definicao 5.4.6 A dimensdo de um conjunto afim ndo-vazio €, por definicdo, a dimensdo do sub-
espago que lhe € paralelo. '

Definicao 5.4.7 Os conjuntos afins de dimensdo 0,1 e 2 dizem-se, respectivamente, pontos, rectas
e planos.
Um subconjunto afim de R™ com dimensdo n — 1 diz-se um hiperplano.
Teorema 5.4.8 Dados B € R ebe R", b#0, o conjunto
H={zeR": (z,b) = B}

é um hiperplano em R™. Além disso, qualquer hiperplano em R™ pode ser representado desta forma.

Demonstragao
Ver [43], teorema 1.3.

Definicao 5.4.9 No teorema anterior, o vector b diz-se normal ao hiperplano H.
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Definigdo 5.4.10 Dados 3 € R e b€ R™, b # 0, 0s conjuntos
{zeR*: (&,b) < B}, {oeR": (z,b) > B}
dizem-se semi-espacos fechados e os conjuntos
{x eR": (z,b) < B}, {z €R™: (z,b) >3}

dizem-se semi-espacos abertos. Ora, estes semi-espacos dependem apenas do hiperplano H =
{z € R™: {z,b) = B}, por isso se dizem os semi-espacos associados a H.

Definigao 5.4.11 Seja C um subconjunto convezro de R™. Um semi-espaco suporte de C é um
semi-espago fechado que contém C' e cuja fronteira contém um ponto de C.

Um hiperplano suporte H de C é um hiperplano que é a fronteira de um semi-espago suporte
de C.

A

Teorema 5.4.12 Seja C C R™ um conjunto convezo e seja D um subconjunto convero e ndo-vazio
de C (por exemplo um conjunto com apenas um elemento). Entdo para que exista um hiperplano
suporte de C contendo D € necessdrio e suficiente que D NintC = ().

Demonstragao
Ver [43], teorema 11.6.

Observacgio 5.4.13 Note-se que se existe um tal hiperplano suporte H, entido H separa (no sentido
lato) D de C no sentido em que D estd contido num dos semi-espagos fechados associados, a H, e
C estd contido no outro.

Observagao 5.4.14 Se no teorema anterior o conjunto D ¢é constituido apenas por um ponto, di-
gamos que D = {a}, e existe um hiperplano suporte H de C contendo D entdo dizemos que H é
um hiperplano suporte de C' em a.

5.4.2 Integrandos normais

Definicao 5.4.15 Sejam Q um subconjunto aberto de R™ e B um subconjunto de RP. Uma aplicagdo
f de Q x B em [—o0,+00] diz-se um integrando normal se

(i) para quase todo t € 2, f (t,-) é semicontinua inferiormente em B;

(ii) existe uma funcdo boreliana f:QxB— [—o0, +00] tal que f(t, ) = f(t,-), para quase todo
teq.

Proposicao 5.4.16 Sejam Q um subconjunto aberto de R™, B um subconjunto de RP, f : Q1 x
B — [~00, +00] um integrando normal e u uma aplicagdo mensurdvel de @ em B. Entdo a funcdo
t f(t,u(t)) é mensurdvel em Q.

Demonnstragao
Ver (30}, pagina 232.

Proposicao 5.4.17 Seja B um subconjunto boreliano de RP e seja f : 2 x B — [—o00,+00]. A
fungdo f é um integrando normal se e s6 se, para cada conjunto compacto K C Q e para cada € > 0,
existe um congunto compacto K. C K, com m (K\K.) < ¢, tal que a restricdo de f a K. x B €é uma
fungdo semicontinua inferiormente.

Demonstragao
Ver {30], teorema 1.1 (Capitulo VIII).



5.4 ANEXOS 133

Proposigao 5.4.18 Se f é um integrando normal em € x RP entdo f** é também um integrando
normal em §1 x R?.

Demonstracao
Ver [30], proposigéo 1.3 (Capitulo VIII).

Proposicao 5.4.19 Se B é um subconjunto compacto de RP e C é um subconjunto boreliano de

Q x B cujas secgoes
Ci; ={a€B: (ta)€ B}

sdo conjuntos fechados e ndo-vazios para quase todo o t, entdo existe uma aplicagdo mensurdvel
7 : Q) — B tal que, para quase todo o t,
z(t) € Ct.

(Dizemos que T € uma seleccdo mensurdvel de C.)

Demonstragao
Ver [30], corolério 1.1 (Capitulo VIII).

5.4.3 Teorema de Liapunov

Definigao 5.4.20 Seja K um qualquer subconjunto convero compacto de um espago vectorial X.
Um ponto T € K diz-se um ponto extremo de K sempre que possui a seguinte propriedade: se
ezistem pontos de K, 1 e T2, e 0 < a < 1 tais que T = azx1 + (1 — a) x2 entdo x1 = 2 (e, portanto,
T = 1, = x3). Notamos por extrK o conjunto dos pontos extremos de K.

Teorema 5.4.21 (Teorema de Krein-Milman) Qualquer subconjunto ndao-vazio convezo e com-
pacto de um espago vectorial topoldgico localmente convero possui pontos extremos e, além disso,

K =coextrK.”

Demonstragao
Ver [29], teorema 4 (Capitulo V).

No que segue, A denota um subconjunto mensurdvel de R? com medida de Lebesgue positiva
finita.

Teorema 5.4.22 Seja f uma fungdo definida em A, com valores em R™, e cujas componentes,
f1, ..., fn, sdo fungées Lebesque integrdveis em A. Seja w uma fungdo real, também definida em A,
verificando 0 < w (t) < 1. Entdo eziste um subconjunto mensurdvel E de A (dependendo apenas de

w), tal que
/f(t)w(t)dt:/f(t)dt.
A E

Em particular, para cada o real com 0 < a < 1, eriste um subconjunto mensurdvel E = E (a) tal
que

a/f(t)dt= F (@) dt.
A E(e)

Demonstragao
Fixemos uma funcao real w satisfazendo as condigdes do teorema.
Seja X o subconjunto de L (A) constituido por todas as fungdes p : A — R verificando

0<p(t) <1,Vte A

Sabemos que, qualquer que seja a funcio p € X, a fungdo fp é integravel em A. Entao a expressao

Tp=/Af(t)p(t)dt

define uma aplicacao T : X — R™.
Se

a=Tw

entao T~ 'a é um subconjunto ndo-vazio de X.
Vamos mostrar que T~1a é um conjunto convexo.
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Sejam p1, po € T~ la quaisquer. Temos

ﬂn=Af@muwa=a,Tm=[gﬂwﬂww=

0<p () <1, 0<pp(t) <1, Vte A
Seja 0 < a < 1 qualquer. Entao

0<ap(t)<ael<(1-a)p(t)<(1-a), Vt€A
pelo que a fungdo p: A — R definida por
p(t) =ap1 () + (1 —a)p2(t)

verifica
0<pt)<a+t(l-a)=1, Vtc A

e além disso, temos p € L (A) . Isto significa que p é um elemento de X. Por outro lado,
/ f@)p(t)d
-/f@mmm+u—)mm>
o[ 1On@d+-a) [ O nOd=

=ast(l—a)a=a

i

donde p € T~1a, o que mostra que T~ la é convexo.
Mostremos agora que

T 'a= {peL‘”(A):ng(t) <1, Vte A, /Af(t)p(t)dtza}

é sequencialmente compacto na topologia fraca® de L™ (4).
Seja (pr,) uma qualquer sucessdo de elementos de T~'a. Entéo

0<p(t) <1, Vte A, VkeN

pelo que
k| Loo 4y = inf {c: lok (8)] € c quase sempre em A} <1, Vke N

e como L!(A) é um espaco de Banach separdvel (proposigoes 2.12.14 e 2.12.16) pela proposicdo
2.11.9 existem p € L (A) e uma subsucesséo de (pi), ainda notada por (py), tais que

(pr) = p em L™ (4).
Necessariamente tem-se 0 < p(t) < 1, Vt € A. .
De facto, pelo teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (proposigio 2.10.19), o conjunto Bre(a4) =
{u € L (A): |u] <1} é compacto na topologia fraca* de L (A). Daqui resulta que
|olpoe(ay <1
e como |p (t)] < |pl e (4) quase sempre em A, temos

lo (t)] < 1 quase sempre em A.

Vejamos que teremos que ter 0 < p(¢) < 1 para quase todo o t em A.

Suponhamos que néo. Entdo existe um conjunto mensurdvel £ C A, com m (E) > 0, tal que
-1<p(t)<0emE.

Ora, dizer que (pi) — p em L™ (A) significa dizer que

( / Pk (t)h(t)dt) - / p(t)h(t)dt, Yhe L (A). (5.61)
A A
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Em particular, temos

( [ o rxe ) dt) = [pOxs O

onde xg (-) : A — R denota a fungdo caracteristica do conjunto E :

] 1, seteFE
xe (t) =
0, sete€ A\E.

(Lo@a)= [ o

Dado que 0 < pi (t) < 1 para cada t em A e para cada k em N, temos também

Assim,

0<pe(t)<1, Vt€E, VKEN

pelo que
0< / ok (t) dt < m(E)
E
e portanto
0< / p(t)dt <m(E). (5.62)
E

Mas se —1 < p(t) < 0 em E, temos
—m(E) < / p(t)dt <0
E
o que contradiz 5.62.

Existe entdao um conjunto N C A, de medida nula, tal que 0 < p(t) < 1 em A\N. Modificando
pem N (pondo, por exemplo p(t) = 0 para t € N), podemos afirmar que

0<p(t) <lem A.

Por outro lado, dado que (px) C T a, temos

/f(t)pk(t)dtza, Vk €N
A

([rom@a)-a

Por outro lado, de (5.61) resulta que

( 100 <t)dt> = [ 1@t e

/Af(t)p(t)dt=a

0 que mostra que p € T~ 'a e portanto este conjunto é um subconjunto fracamente* sequencialmente
compacto de By (4.

pelo que

Entéo temos

Pela proposigao 2.11.8, a bola B4y é metrizével para a topologia o (L*° (4) , L' (A)) . Entéo,
pela proposicao 2.3.10, é fracamente* compacto.

Concluimos entdo que T~ !a é um subconjunto convexo compacto de um espago vectorial
topoldgico localmente convexo. Daqui resulta, pelo teorema de Krein-Milman (proposi¢io 5.4.21),
que T~ 'a admite pelo menos um ponto extremo § : A — R. Em particular § € T~ !a, pelo que
satisfaz

0<O(t)<1,Vtede /f(t)@(t)dt:a.
A

Mostremos que 8 assume os valores 0 e 1 quase sempre em A.
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Suponhamos que néo. Pelo teorema de Lusin, podemos encontrar um subconjunto compacto F
de A, com medida positiva, tal que a restricio de § a E é continua. Por outro lado, dado que a
imagem de um compacto por uma fungéo continua é um compacto, temos que 6 (E) é, em particular,
limitado. Assim, podemos afirmar que existe um nimero real 0 < ¢ < 1 tal que

e<O(t)<l—-¢, VEEE.
Sejam FE) e E, dois quaisquer subconjuntos de E, com medida positiva, verificando
EiNEy=0e EyUEy,=E.

Suponhamos que n = 1 e consideremos as fungbes caracteristicas x1, x2 : A — R dos conjuntos
E, e E5 definidas, respectivamente, por:

1, set € F4
x1(t) = .
0, caso contrario
e
1, set € Ey
x2 (t) =

0, caso contrario.

Podemos encontrar niimeros « e 8, ndo ambos simultaneamente nulos, com |a| < ¢ e |3] < € tais

que, se tomarmos
h(t) = ahy (t) + Bhg (t) , Vte A

temos

/f(t)h(t)dtza/ f@dt+8 ] f(t)dt=0
E E, E,

pelo que, dado que x; =0 em A\Ej, j = 1,2 (e portanto, h(t) = 0 em A\E),
/ £ () dt :/ f(t)h(t)dt+/ F@O) Rt dt =0,
A A\E E
Assim,
/Af(t) 0(8)  h(t)) dt = /Af(t)e(t)dt:t/Af(t)h(t)dt - /Af(t)e(t)dt —a

Set € E; entdo h(t) = o e como |a] < g, resulta que |h ()] < € em E;. Analogamente, se t € Ey
entdo h(t) = § com |B| < ¢, pelo que |k (t)| < € em E,. Podemos entdo dizer que |h(t)] < eem E e
como € < §(t) <£1~—¢ em F resulta que

€— () £h(t)<e+(1—¢)

<
<O +£h(t)<1 VteE.

Por outro lado, em A\E temos h(t) =0e 0 < (t) < 1. Assim, podemos afirmar que
0<OE)+£h(t)<1 Vte A

Entédo 8+ h e  — h sdo elementos de T~'a e como 4 é o ponto médio do segmento cujos extremos
s80 6 + h e § — h, concluimos que § néo é um ponto extremo de T 'a, o que é absurdo.

Portanto, podemos dizer que & apenas toma os valores 0 e 1, quase sempre em A.

Seja F' o subconjunto de A onde 8 toma o valor 1. Entdo, como a = Tw = fA f () w(t)dt, temos

/Af(t)f)(t)dt-:/Ff(t)dt=/Af(t)w(t)dt,

0 que mostra o teorema no caso de n = 1.
Seja agora n > 1 e suponhamos que a afirmacio do teorema é verdadeira para n — 1. Entéo
podemos dizer que existem conjuntos mensurdveis Fy C E; e Fy C E, tais que

fiwdt=2[ fiydt e / fiwydi=2 [ fitydt, vi=1,.,n-1.
E, E, F,

Fy
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Sejam hy, hy : A — R as funcdes definidas por

1 sete R
hi(t) =4 ~1 set € E;\Fy

0 caso contrario

1 seteFy
ha(t) =4 —1 sete€ Ex\Fo
0 caso contrario.

Entao temos

fi(t) k1 () dt = fi (t) ha (t) dt +/ i@ (t)dt= [ fi(t)dt— / fi(t)dt =
E, P E\Fy

F E\F, |

A fi(t)dt — o fi(t)dt—f—/F1 f,-(t)dt=2/F] f,-(t)dt—/EI fi(@®)dt =

o fi®)dt—2[ fi)dt=0, Vi=1,..,n—1 (5.63)
F| Fl

Analogamente concluimos que
fi@ha(t)dt =0, Vi=1,..,n—1. (5.64)
E,

Por outro lado, como E1 N E; =0 e h; (t) =0 em A\Ej, j = 1,2, temos

O dt=0e [ fi@)ha(t)dt=0, ¥i=1,.,n—1. (5.65)
E, E,

Podemos encontrar niimeros a e 3, nio ambos simultaneamente nulos, com |a| < € e |3 < ¢ tais

que, se tomarmos
h(t) = ahy (t) + Bha (t), YVt € A

temos, por (5.63), (5.64) e (5.65),

t/n@maﬂt=/fﬂﬂ@m@ﬂﬁ@@»ﬁzq/nUMMOd+@/h@Mﬂﬂﬁ=
FE E E FE

=af fm@dta | fo () hi(t)dt+ /E fa@®ha@)dt+B8 [ fo(t)ha(t)dt

E; E,

=0

e como h; (t) =0 em A\E;, j = 1,2, temos h(t) =0 em A\E, pelo que

/nmhwﬁ= nmhwﬁ+/nwhmm=u (5.66)
A E

A\E

Por outro lado, também
/ fi@®h(@)dt=0, Vi=1,..,n~-1 (5.67)
E

De facto, dado que, por (5.63), fEl fi (t)hy (t)dt =0, Vi=1,...,n—1, e, por defini¢do, hy (t) =0
em F,, temos

fi®Vhydt=a | fit)hi(t)dt+B | fi(t)h2(t)dt =0, Vi=1,..,n—1
E, E, E;

e como, por (5.64), sz fi () ha (t)dt =0, Vi=1,..,n—1, e, por definicdo, h; (t) = 0 em Es, temos

i h@®)dt=a fi(t)hl(t)dt+ﬂ/ fi@ ha(t)dt=0Vi=1,..,n~1
E, E, E,
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donde
/fi(t)h(t)dtz fi @) h(t)dt + fi®h)dt=0Vi=1,...,n~1.
E E, E,

Temos entdo, por (5.67) e uma vez que h(t) =0 em A\E,
/ﬁ@h@ﬁ:/ ﬁ@hmﬁ+/ﬂ@hmﬁ=0W=Lwn—L (5.68)
A A\E E
De (5.66) e (5.68) concluimos entdo que

Afmwmiﬂmﬁ=Aj@HMﬁiAf@Mﬂﬁ=Af®N0d

e, uma vez que § € T~ 1aq,
Af@w@immazw

Além disso,
0<(@+h)(t) <1 Vte A

Com efeito, se t € F; entdo h(t) = a paratem Fy e h(t) = —«a para t em E;\Fi, com |a] <e,
pelo que |h(t)] < € em E;. Analogamente se conclui que |k (t)] < ¢ em E;. Daqui resulta que
—e<h(t)<eem Fecomoe<0(t)<1-—¢em E, temos

€— YEA(R)<e+(1-¢)

< 6t

< O@F)+h(t)<1, VteE.

Por outro lado, em A\E é h(t) =0e 0 < 6(t) < 1. Assim, podemos afirmar que
0<6(t)Lh(t)<1, Vte A

Entéo 8+ h e 8 — h sdo elementos de T 'a e como 6 é o ponto médio do segmento cujos extremos
840 § + h e 6 — h, concluimos que § nido é um ponto extremo de T 'a, o que é absurdo.

Logo, podemos dizer que 8 apenas toma os valores 0 e 1, quase sempre em A.

Seja F o subconjunto de A onde 6 toma o valor 1. Entdo, como a = Tw = fA f(t)w(t)dt, temos

Jrwsa=[ joa= [ rouweod
0 que mostra o teorema. I

Teorema 5.4.23 Sejam f = (f1, ..., fn) uma fungdo definida em A cujas componentes sdo funcdes
reais Lebesque integrdveis em A, E e F' dois subconjuntos fizados de A e 0 < a < 1. Entao existe
um subconjunto mensurdvel C = C (o) de EU F tal que

/C(a) f(t)dt =.(1 ——a)/Ef(t)dt—f-a/Ff(t)dt.
Demonstragao

Consideremos os conjuntos disjuntos E\F e F\E. Pelo teorema 5.4.22 existe um conjunto men-
suravel

C'=C"(a) C E\F
tal que
/ f)dt=a f@)dt
C'(a) E\F
e existe um subconjunto mensurdvel
C"=C"(a)C F\E

tal que
/ f{t)dt=a f(t)dt.
C"(a) F\E
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Entao, para
C(a) = (E\F\C'(a))UC" (a)U(ENF)

temos

wicr E\Ff(t)dt—/C/(a)f(t)dt+/cu(a)f(t)dt+/EﬂFf(t)dt:

= f(t)dt—-a/E\Ff(t)dt+a/F\Ef(t)dt+/Empf(t)dt=

E\F

_ (1—a)/E\Ff(t)dt+a/F\Ef(t)dt+a/Ean(t)dt+(1—a)/Ean(t)dtz

=(1-a) (/ f(t)dt+/ f(t)dt) +a< Ft)dt+ f(t)dt) =
E\F ENF F\E ENF
= (l—a)/Ef(t)dt+a/Ff(t)dt.I

Teorema 5.4.24 Seja f = (f1, ..., fn) uma fungdo definida em A cujas componentes sao fungoes
reais Lebesgue integrdveis em A. Entdo

u(E)=/Ef(t)dt

descreve um subconjunto convezo H de R™ quando E percorre todos os subconjuntos mensurdveis de

A.

Demonstragao
Sejam p e psg dois elementos arbitrarios de H, 0 <a <1, e

B=(1-0a)p+aps.

Entao existem dois subconjuntos mensurdveis de A, F; e E3, tais que

p1 = p(Er) = i f(t)dt

e
po=p(Ex) = [ f(t)dt.
E,
Pelo teorema 5.4.23, existe um subconjunto mensuravel
C(OZ)CE1UE2CA
tal que

pC@)= [ fWd=0-a [ fOd+a] fEOd=0-0)m+om=T

@ Er E,

o que mostra que i € H e portanto H é convexo.

Teorema 5.4.25 Sejam f = (f1,..., fu) € 9= (g1, ..., 9n) duas funcoes definidas em A com valores
em R™, cujas componentes sdo funcdes Lebesgue integrdveis em A. Para cada subconjunto mensurdvel
E de A, seja F = A\FE e seja hg : A — R™ a fungdo definida por

hE(t):{f(t), sete E
gt), seteF.

FEntao

w)= [ hs@ar= [ r@as [oa

descreve um subcongunto convero H de R™ quando E percorre todos os subconjuntos mensurdvetis de

A.
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Demonstracao
Temos

u(B) /AhE(t)dt=/Ef(t)dt+/Fg(t)dt=/Ef(t)—g(t)dt+/Eg(t)dt+/Fg(t)dt=

/}gf(t)—g(t)dt+Ag(t)dt-

Il

Pelo teorema 5.4.24, [, f (t) — g(t)dt descreve um subconjunto convexo H' de R™ quando E
percorre todos os subconjuntos mensuraveis de A. Assim, o conjunto H é uma translacio de H’' em
R™ (associada ao vector [, g (t)dt), pelo que (proposi¢io 2.15.3) é um conjunto convexo. ll

Sejam fI = (fl(j), vy ,(3')) y J = 1,..,h, h fun¢des definidas em A com valores em R", cujas
componentes sdo fungdes reais Lebesgue integrdveis em A.

Consideremos ainda uma decomposi¢do arbitrdria de A constituida por h conjuntos Ej, ..., Ep, :
E,NE,=Qparau,v=1,..,hcomu#veUl_E, = A

Entao

p=p(Er, B = fO@®)dt+..+ [ sF®(t)dt
E] Eh,

descreve um conjunto H de R™ quando Ej, ..., E, percorre todas as possiveis decomposicdes de A
em subconjuntos mensuraveis E; de A, j =1,..., h.

Analogamente, consideremos h fungdes peso mensurdveis arbitrarias p; : A —» R: 0 < p; (t) <1,
ji=1,...,he Z;‘:lpj (t) = 1, para quase todo o t € A.

Entao

V:V(pl,---,Ph):/Apl (t) f (t)dt+...+/Aph (&) F® () dt

descreve um conjunto K de R™ quando py,...,pp percorre todos os possiveis sistemas de funcdes
mensuréveis p; : A — R verificando 0 <p; (¢) <1,j=1,..,he Z;'l=1 p; (t) = 1, para quase todo o
te A

Teorema 5.4.26 Os subconjuntos H e¢ K de R™ sdo convezos e compactos. Além disso tem-se
H=K.

Demonstragao

(a) H é convexo.

Se h =1, H é convexo pelo teorema 5.4.24.

Se h = 2, H é convexo pelo teorema 5.4.25.

Suponhamos entéo que h > 2.

Sejam 1 e pg2 elementos arbitrdrios de H. Queremos mostrar que

(l—a),u.l +au € H
qualquer que seja o € [0,1].

Se p1, po € H entdo, por definicdo de H, existem decomposicdes E1, ..., Ey e Fy, ..., Fy de A tais
que

E1 Eh.

,u(Fl,...,Fh):/F f<1)(t)dt+...+/ £ (1) dt

Fy,

H2

com E,NE, =0, F,NF, =0 parau,v=1,...,.hcomu#v,e U'_|E, = A Ul_ | F, = A.
Consideremos a decomposigdo de A em h? conjuntos disjuntos

Ajx=E;NF,, jk=1,..h

Seja « € [0,1]. Aplicando o teorema 5.4.25 a cada conjunto Ajk, § # k, e as duas funcoes
vectoriais f(9) e f(*¥) obtemos que a imagem da aplicagio

(BB [ 50w [ 9 @a

ik
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onde B; o B Tk é uma decomposi¢ao mensuravel de Ajx, é um subconjunto convexo H' de R™.
Por definicdo de conjunto convexo, qualquer combinagdo convexa de dois elementos arbitrdrios
de H’ é ainda um elemento de H’'. Entéo, atendendo a que

/ f9 (t)dt € B
Ajx
(basta por B}, = Aji e B}, =0) e a que
f®) (t)dt € H'
Aji

(basta por By, =0 e B\, = Ajk), podemos afirmar que existe uma decomposigao de Aji em partes
mensuréveis A "1» Ay, verificando A%, N A7, =0, A} U AT} = Ajp tal que

O () dt +/ & @)ydt =0 - a)/ 9 () dt + a/ F®) (t)dt, sempre que j # k.
A;.’k Ajx

Al Aji

Definamos agora
Gj = Aj5 U (Ui AGie) U (Ve Af), 5= 1,0h

(note-se que G; = UrAjik).
Entdo os h conjuntos mensurdveis G; formam uma decomposicao de A.
Com efeito, sempre que i # j, 4,7 =1,...,h, temos A;x N Ajx =%, Vk=1,...,h, entdo

GiNG;j = (UgdAi) N (U Aji) =0

e, por outro lado,

A= Uj,kAjk = (UkAik) U (UkAjk) =G;U Gj.

Temos
Hop= £9 (t)dt = / £9) (¢ dt =
JZ G; © 2]: Asi0(Uiws AL, )U(Uis A7) ®

_ Z( £9 (1) dt+/ F0) (t)dt+/ ) (t)dt> _

J Aji kst A’, K Ugsj A;’,‘:
= / FO @) dt + Z/ FO () dt + Z 9 () =

AII
k#] k;é]

= Z/ 9 @) dt+Z/ 9 () dt + 9 ()

; A;,'j ik AI"I«: A//

J 75 J

k#3j k;é]

- © 0 (¢) d ) _
) NREICERS Sl REICERY I (t)dt)
kit
= . @D d 1— @) (1) 4 O ras) —
Z/Af v t+§<( a)/Aﬂf ® t+a/ﬂ:f (1 t)
ki

= / fOMdt+(1-a) / F9) (¢ dt+aZ/A F9 (t)dt =
i1 Aji 7 A
lc;é] k#3
= [(1-a) +a]2/ f9 @) dt+ (1 —a) Z/ 9 @) dt+a2/ fO @) =
k;e] k#a

= ({1- W) (t) d (#) ) G)
(1-c) XJ:/Af (t) H%/A,kf t)dt [+ zj:/A,i,-f (t)dt+§/AMfJ )
7 Rt



142CAP{TULO 5 O PROBLEMA NAO-AUTONOMO NAO-CONVEXO E NAO-COERCIVO

Mas,
1= @) (1) d (4) =
(1-e) Z/f ® t+Z/Af (t)ds
k#j
4 () ) —
(1 a)jZ /Aj,-f (t)dt+;/Ajkf (t)dt
k#j
— (l1-a @) () d ) =
) AL t+/¢f OF:
:(y_®§:/ ) ﬂ”@ﬁ#:(L—@}j/‘ﬂﬂ@ﬁﬁ
i A.'ijUk;céj ik i JEi
dado que

Ajj Uk;ij Aji = Aj; U (Ukgs (Ej N FL)) = Ay U ((Ukgs Ef) N (U Fr)) =
= (E; N Fj) U(E; NUkg;Fi) = (E; U Ej) N (Ej UUkz; Fie) N (Fj U Ej) N (Fj U Uty Fy) =
= E;n A= Ej,

Analogamente se mostra que

(4) () _ )
Z/Af (t)d”%;[mf” (® “’JZ/E,_f’ (t)dt
k#j

Assim,
H>p=(1-0)pu +opp

pelo que H é convexo.

(b) K é convexo.
De facto, se v; e v, sao dois elementos quaisquer de K|, entdo, por definigdo de K, existem funcdes
mensuraveis p;,q; : A — R verificando 0 < p; (¢t) <1,0< ¢; (¢!) <1,j=1,...,he Z?:lpj (t) =1,

Z?zl g; (t) = 1, para quase todo o t € A, tais que

0= v = [ 2O/ Ode et [0 1P O
V@Wﬂszmanwmﬁ+m+A%mﬂwmm

V2

Fixemos o € [0,1]. '
Seja h: A — R a fungio definida por

hi (t) = ((1 — &) p; + ag;) (t).
Dado que 0 < p; (t) <1e0<g;(t) <1 quase sempre em A, tem-se
0<(1-a)p;t) <(1-a) e 0<ag;(t) <a, quasesempre em A

pelo que
0<(1-a)p;(t)+ag;(t) <(l1—a)+a=1, para quase todo ¢t € A.

Por outro lado, como Y7 =1Pi(t)=1e Z?zl g; (t) = 1 quase sempre em A, resulta que
D_hs () =3 (1= a)p; (t) + ag; (t) = (1-0) ij OFad gl =0-ata=
J J

para quase todo t € A
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Assim,
h
v=(1-a)u+avm :Z/A((l — a)p; () +ag; (1)) 9 (1) dt € K

e K é convexo.

(¢) K é compacto.

Sendo K um subconjunto de R™, para mostrar que K é compacto basta mostrar que é limitado
e fechado.

Comecemos por mostrar que é limitado.

Seja v um qualquer elemento de K. Entao, }l)or defini¢do de K, existem h fungbes mensurdveis
pj:A—R,com0<p;(¢)<1,j=1,. ,he) _ p;(t)=1quase sempre em A, tais que

v = Z/ (t) £9 (¢) dt.

Entao

v = Z / ,,J ()79 ()| < Z / lps () £ ()] at

e uma vez que, para cada j = 1,...,h, fU) € L' (A) e p; € L™ (A), pela desigualdade de Holder
(proposicdo 2.12.18), tem-se

h h
v| < Z/A [ps () £ (t)] dt <> (|p1'|L°°(A) }f(j)'Ll(A)>
i=1 7=l

e como |p;|; . = inf {c: |p; (t)] < c quase sempre em A} < 1, resulta que

b3 (oo [£9],,) = 32177,
i=1 i=1

o que mostra que K é limitado.

Provemos agora que K é fechado em R™.

Sabemos que um subconjunto S de um espaco normado E é fechado se e s6 se qualquer sucessao
convergente contida em S tem o seu limite em S. Seja entdo (v) uma sucessdo qualquer de elementos
de K com (vx) — v € R™ quando k& — +o00. Digamos que

h
= k D (t)dt, ke N
" ;/Ap](t)f (t)dt, ke

onde, para cada k € N e para cada j = 1,...,h,p§:A—»RveriﬁcaOSpJ (t) <1, eZ 1Pk, (1) =1
quase sempre em A.

Queremos mostrar que v € K.

Pelo teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (proposicdo 2.10.19), a bola unitéria fechada de
L>(A), B Le(4), é compacta para a topologia fraca* o (L°° (A), L} (A)) Isto significa que qualquer
sucessdo (zn) C _ELN( 4) contém uma subsucessio, ainda notada por (z,), tal que

(:En) e ELoo(A).

Assim, como <1, tem-se que (p¥) C B (a) e logo, para cada j € {1,..., h}, existem

125 oo )
uma funcdo mensurdvel p; : A — R verificando —1 < p; (t) < 1, para quase todo t € A, e uma

subsucesso de (p}) ainda notada por (p%), tais que

(p5) = pi

em L™ (A).
Vejamos que teremos que ter 0 < p; (¢t) < 1 para quase todo o t em A.
Suponhamos que nao.
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Entao existe um conjunto mensurdvel E = E (p;) C A com m (E) > 0 tal que —1 < p; (t) <0
em E.
Como (p¥) = p; em L (A), temos

( /Apf ®)g(t) dt) - /A pig(t)dt, Vge L' (A). (5.69)

Em particular, temos

( /A P4 (t) x& (t)dt) R /A p; (8) x5 (8) dt

onde xg (-) : A — R denota a fungdo caracteristica do conjunto E.

Assim,
(/Epf (t) dt) —'/Epj (t) dt.

Dado que 0 < p% (t) <1, para cada k em N, temos

og/p;?(t)dtgm(E)
E

e portanto
0< / p; (t)dt <m(E). (5.70)
E
Mas se —1 < p(t) < 0 em E, temos
-m(E) < / p(t)dt <0
E
o que contradiz 5.70.
Existe entdo, para cada j = 1,...,h, um conjunto N = N (p;) C A, de medida nula, tal que

0 <p;(t) <1em A\N.
De (5.69) resulta ainda que, para cada j € {1,..,h},

(/A (p;c ) —p;(t) g dt) —0, Vge L' (A). (5.71)

Em particular, temos (5.71) para h(t) = 1, Vt € A. Entéo

(/A (px; () — p; (1)) dt) =0, Vie{l,.,h}
e portanto
h

h
(;/A(pkj () — p; (t))dt) -0 o (/A (px, (t) — p; (t))dt) -0 &

J

o ([ (Emo-gr)) oo ([ (o) o) -

Mas [, (1 — Z;’zl Dj (t)) dt ndo depende de k, entdo, como a medida de A é positiva, terd que ser

1

j=1

h h
/ (1 - ij (t)> dt=0 & 1- Epj (t) =0, quase sempre em A.
A =

donde
h

ij {(t) =1, quase sempre em A.
=1

Por outro lado, dado que, para cada natural k, f) € L} (A) temos também

(/Apk_, (t) fO (t)dt> —>/Apj (t) £9 (8)dt, Vj e {1,...,h}
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pelo que

h ' h )

S [ oo, @50 @) =3 [ 5059 0)a

=174 j=174

e, pela unicidadade do limite,

v=¥ /A p; () f9 (2) db.

Jj=1
Assim, v € K e portanto K é fechado.

(d)HcCK
Com efeito, se p € H entao, por definigdo de H,

M=Z/E.f""(t)dt

para subconjuntos convenientes E; de A com E;NE; =0, j,s=1,...,h, j #s5e U;E; = A
Definam-se as funcdes p; (t), t € A, pondo, para cada j =1,..., h,

1, seteE;

pi(t) =
0, set¢ Ej.
Entéo 0 < p; (t) < 1, para cada t € A e, uma vez que qualquer ¢t € A pertence a um e a um s6
Ej;, 3-;p;i (t) = 1. Isto significa que p = (p1,---,pr) é um sistema de pesos para o conjunto K e,
portanto, tem-se

p=> f(j)(t)dtzz(/Elpj(t)f(f)(t)dt+...+/

’ > I E;
= () @) - (4 £
Zj: /uE P (077 (8) dt XJ: /A pi (1) fY(t)dte K

o que prova o pretendido.

(e) extrK C H

Dado que K é um conjunto convexo compacto e ndo-vazio e R™ é um espaco vectorial topoldgico
localmente convexo, pelo teorema de Krein-Milman (proposi¢do 5.4.21) o conjunto dos pontos ex-
tremos de K, extrK, é ndo-vazio.

Seja entao

p; () 9 ¢) dt) -

h .
V=1 (1, pn) = Z/Apj ) F9 (t) dt

um qualquer ponto extremo de K. Queremos provar que v € H, isto é, existem h subconjuntos
mensurdveis de A, E;, j=1,..,h,com E;NE; =0, j,s =1,...,h, j # s e U; E; = A tais que

V:Z/E‘f(j) () dt.

Mostremos que as fungdes p; tomam os valores 0 e 1 quase sempre em A.
Suponhamos que néo.
Entio existem um indice ¢, um ndimero 0 < £ < 1 e um subconjunto mensuravel £ de A com
m (E) > 0 tais que
e<pi(t)<1—¢ em E".

Mas entdo terd que existir um outro indice § com uma propriedade andloga em algum subconjunto
de E e para algum outro 0 < ¢ < 1, pois caso contrério nao se teria y_. p; (t) = 1.

Suponhamos, sem perda de generalidade que i = 1 e j = 2. Podemos afirmar que existem um
nimero 0 < € < 1 e um subconjunto mensuravel E de A com m (E) > 0 tais que

0<e<pm(t), po(t) <1—e< emE.

Isto resulta do teorema de Lusin (ver demonstragao do teorema 5.4.22).
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Sejam q = (g1,...,qn) e 7 = (r1,...,74) , duas funcdes definidas em A com valores em R™ verifi-
cando
q, =T; = Pq, 1= 1,...,h

em A\E e
Q1=p1—¢€ q=p2te, n=prt+eE ro=p2—¢ g=r;=p; i=3,..,h

em F.

Entao +

a*r =p em A
2
e
0<g¢ <1, 0<r; <1, Y gj=1, Y ry=1
J J
pelo que
Vlzu(ql,...,qh):Z/qj ) F9 () dt e l/g:l/('rl,...,rh)=Z/A'rj () £9) () dt

i /A 7

sao elementos de K e

N
i

2 IS > / (%ﬁ) () £9) (8)dt =

% ;/Aq]‘ ®) f9 @) dt+2j:/Arj &) f9 (t)de | = 2 ;rw

o que é absurdo dado que, por hipétese, v é um ponto extremo de K.

O facto de as fungdes p; tomarem os valores 0 e 1 quase sempre em A, significa que em cada
subconjunto de A cujo complementar tem medida nula, apenas uma delas pode tomar o valor 1.
Assim, suponhamos, sem perda de generalidade, que é p; (t) = 1 em E; C A com m(A\E;) = 0.
Entdo p; (t) =0, j = 2,...,h em Ey. Sejam Ey = A\E; e E; = () para j = 3,..., h. Entéo tem-se
E;NE,=0,4,s=1,..,h j#s,U;E;=Ae

v o= l/(pl,...,ph):/pl (t) fO (t)dt+...+/ph(t)f(h) (t)dt =
A A
= [ n@fI O / P (t) F® (t) dt =
EUA\E, E|UA\E,

= W W

_/&Pl(t)f (t)dt-i_/A\Elpl(t)fl(t)dt‘*'-"'i'/El
W (1)

/El 1f (t)dt+/A p1(t) f (t)dt+m+/

\E1 EI

OFPOdt+ [ (0P 0d =

A\E,

0f™ (t)dt + / pr (t) £ (¢) dt

A\E,

e como o integral de uma fungdo integrdvel num conjunto de medida nula é zero tem-se, finalmente

_ [ _ [ s ) _
v /Elf () dt /Elf (t)dt+...+/Ehf (6)dt € H

f)H=K
Por (a) H é convexo, entdo
H=coH
e por (d), H C K, portanto
coH CcoK.
Por (b), K é convexo entédo
coK =K

e como, por (c), K é compacto, pelo teorema de Krein-Milman,

K =coertrK.



5.4 ANEXOS

Por (e) extrK C H, pelo que se tem, finalmente,
coertrK C coH.

Assim
H=coH CcoK =K =coextrK CcoH

pelo que as inclusoes nas relagoes anteriores sdo de facto igualdades, e portanto tem-se:

H=K

o que conclui a demonstragio do teorema. Hl
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