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Resumo

Resumo da Tese de Doutoramento submetida por Paulino Lima Fortes & Universidade
de Evora e intitulada “Caminhos para uma Fundamentacdo da Geometria Nio-
Arquimediana”

Nesta tese s@io revistas bases histéricas da geometria nio-arquimediana (GNA), em
particular, as de Hilbert e Veronese.

E sugerida uma defini¢io de Geometria néo-standard (GNS), e séo construfdos e es-
tudados modelos gerais Hilbert-veronesianos e birkhoffianos de geometria nio-standard
néo-arquimediana (GNSA).

Sao apresentadas e sugeridas realizagdes analiticas e sintéticas dos modelos, bem como
exemplos elementares da sua aplicagdo na resolugio de alguns problemas standard.
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Abstract

Abstract of the Ph.D. Thesis submitted by Paulino Lima Fortes to the University of
FEvora and entitled “Caminhos para uma Fundamentagao da Geometria Nao-
Arquimediana (Paths to a Foundation of Non Archimedean Geometry)”

In this thesis, historical bases of Non Archimedean Geometry (NAG) are revised, with
special emphasis to those from Hilbert and Veronese.

A definition of Non Standard Geometry (NSG) is suggested and general Hilbert -
Veronesian (H-V) and Birkhoffian models of Non Standard non Archimedean Geometry
(NSAG) are builted and studied.

Analytic and synthetic realizations of the models are presented or suggested and stud-
ied.

Some elementary applications to solve standard problems and situations are worked
out.
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[...] il est arrivé dans la haute Géométrie une chose bizarre, la certitude a nui & ld clarté.
On tient toujours le fil du calcul, guide infaillible, il n’importe ow l'on arrive, il y falloit
arriver, quelgues ténebres qu’on y trouve. De plus, la gloire a toujours été attachée aux
grandes recherches, aux solutions des Problemes difficiles, & non 4 ’éclaircissement des
idées.

Je cru que cet éclaircissement, négligé par les habiles Géometres, pourroit étre utile &
la Géométrie; on n’en marchera pas plus sirement, mais on verra plus clair autour de soi,
avec le fil qu’on avoit dans des Labyrinthes sombres, on aura un flambeau, dont la lueur
ne sauroit élre si petite, qu’elle ne soit toujours de quelque usage, & méme si cette petite
lueur que je présente n’est pas fausse, rien n'empechera qu’on ne 'augmente beoucoup.

Fontenelle, 1727.

La raison se révolte des contre conceptions comme celle ci. Ca, parce que, pour une
question d’ habitude trés ancienne, elle cherche une image visuelle. Mais on doit se dégager
de ce préjugé, si on veut atteindre la clairté, et ca c’est ici plus nécessaire que dans le cas
de la géométrie non-euclidienne.

Poincaré, 1901.
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Parte I

Introducao






CAPITULO 1

Introducao

1.1 Enquadramento do estudo

1.1.1 O problema

A quest@o da fundamentagio matematicamente rigorosa do uso dos infinitos actuais na
andlise sé recentemente foi resolvida com a introdugdo da Anélise ndo-standard (ANS)
por Abraham Robinson em 1960 [62]. A abordagem axiomética, cuja possibilidade foi
sugerida pela préprio Robinson [63] e realizada por Keisler e outros, tornou a ANS bas-
tante popular!, sendo a versio mais usada a de Edward Nelson (1977) [57], que consiste
numa extensdo da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel?. No entanto o uso dos in-
finitos actuais na matemaética foi pratica bastante corrente antes do século XIX, até ao
seu quase completo apagamento com a criagdo do chamado método € — 6, por Cauchy,
Bolzano e Weirstrass. Este método, baniu da matemaética o uso de niimeros infinitamente
pequenos e infinitamente grandes actuais que, como se disse, ndo se fundamentava numa
teoria matemaética sélida: estava eivado de inconsisténcias conducentes a paradoxos in-
ultrapassdveis com o estddio de desenvolvimento da l6gica e da teoria dos conjuntos de
entao.

A consumagao da retirada dos infinitos numéricos actuais veio a acontecer com a fix-
acao do conceito de mimero por Cantor, Dedekind, Peano e posteriormente, Zermelo,
que o reduziram ao de conjunto, na sua recém criada teoria de conjuntos. Nesses novos
nimeros ndo estavam os infinitamente pequenos actuais (ip) nem os infinitamente grandes
actuais (ig) de Arquimedes, Galileu, Leibniz, Euler, Fontenelle, du Bois-Raymond, Stolz,
Veronese, Bettazzi, e tantos outros. Obras como os Fundamentos da Geometria (Grundla-
gen der Geometrie) de Hilbert celebraram e consagraram tal conceito de nimero Cantor-
dedekindiano, e obras como os Fondamenti di Geometria de Veronese, fundadas sobre os
“antigos” mimeros “infinitos”, foram relegadas ao (quase) esquecimento.

Poucos foram os que ousaram, na fase subsequente, isto €, nos principios do séc XX,

' Nomeadamente pela escola de Strasbourg, fundada por Georges Reeb, e a sua ramifica¢éo de Oran,

na Argélia.

? Algumas outras propostas de axiomaticas alternativas:

- K. Cuda, A nonstandard set Theory, Comm. Math. Univ. Carolinae, 17 (1976), 647 - 663;

— K. Hrbacek, Azxiomatic foundations for Nonstandard Analysis, Fund. Math., 98 (1978), 1- 19;

- Kawai, Nonstandard Analysis by axiomatic method, Southeast Asian Conference on logic, North-
Holland (1983), pp. 55-76;

- D. Ballard, Foudational aspects of “non” standard mathematics, AMS, 1994.
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2 Introdugdo

fazer estudos que inclufssem os infinitos numeéricos actuais. Hans Hahn foi uma das ex-
cepgdes, publicando em 1907 um artigo, seminal de todos os pontos de vista, com o titulo
“Sistemas nao-arquimedianos de Grandezas” [41) onde langa as bases para o estudo de
corpos nio-arquimedianos, e onde aparecem os infinitamente grandes e infinitamente pe-
guenos actuais.

A questdo dos ips e dos igs nos conjuntos numéricos, transporta-se de forma natural
para os espagos geométricos, pois, como se sabe desde Descartes, ¢ importante (para
a geometria analftica) o estabelecimento do isomorfismo entre a recta e um conjunto
numérico (no sentido cantoriano ou outro). Assim pode-se dizer que o desenvolvimento
das geometrias que incluem grandezas ips e igs, ficou bloqueado, mais uma vez3.

O aparecimento da ANS veio revelar, na anélise, para além de novos horizontes de
ensino e aplicacdes, um mundo absolutamente novo, tao presente nos objectos fundamen-
tais, como desconhecido. Serd que existirdo igualmente novos horizontes e novos mundos
a explorar no domfnio da geometria? Um dos problemas a resolver neste projecto serd
lancar as bases para uma resposta a esta questéo.

Com o desenvolvimento da légica e da teoria dos modelos (numa das versdes da ANS)
pode-se aspirar a, tal como na andlise, aplicar essas novas ferramentas na exploragio da
geometria.

Por outro lado, h4 que recuperar antigas obras dedicadas ao assunto da geometria
néo-arquimediana, das quais se destacam duas: uma, a mais conhecida (sobretudo na
sua parte de geometria elementar), os Grundlagen de Hilbert; outra, assaz desconhecida,
embora bastante vasta, profunda e pioneira: os Fondamenti de Veronese. Portanto, outro
problema a resolver é o de encontrar em Hilbert e Veronese, pistas para a fundamentagao -
acima referida.

1.1.2 Objectivos da tese

Esta tese pretende ser um primeiro trabalho para a fundamentacdo da GNS, na tradigéo
cldssical. Por isso ndo faz parte dos seus objectivos fazer a abordagem de consequén-
cias profundas dos resultados (o que se pretende fazer mais tarde, na continuidade da
investigagéo).

Elegeu-se como objectivos fundamentais:

— Proceder a uma revisdo histérica dos fundamentos da GNA;

— Propé6r uma defini¢do de GNS;

— Propér uma fundamentagdo para a geometria nio-arquimediana, com o recurso a
moderna linguagem da Anélise ndo-standard,;

— Apresentar modelos elementares de geometria ndo-standard néo-arquimediana, com-
pativeis com a introdugdo dessa matéria nas disciplinas de geometria elementar;

— Mostrar que, com a abordagem da GNS, pode-se resolver problemas de geome-
tria, de uma forma compativel com os nfveis mais elementares de intuicdo geométrica, e
recuperando métodos histéricos — como a exaustdo, por exemplo.

— Construir um guia de referéncia rapida para os que quiserem iniciar-se nestas
matérias, porém sem a pretensio de substituir as fontes.

30 primeiro bloqueio terd acontecido com a retirada dos angulos de contingéncia para fora do convivio
da geometria, com os Elementos de Euclides (ver capitulo 2, seccdo 77).

iExcluem-se as tentativas recentes de fundamentacio de “andlise suave” na geometria diferencial sin-
tética, a qual tem por base, néo a teoria dos conjuntos, mas sim a teoria das categorias (topoi}.
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1.1.3 Meétodos gerais

Dado o cardcter de trabatho inicial, e de fundamentos, pareceu conveniente a adopgéo
da seguinte metodologia: recorrer-se 4 fundamentagio histérica com bastante frequén-
cia, em virtude da colocagao geral, para a resolugdo dos problemas propostos; recorrer 4
interpretacio de conceitos geométricos na teoria interna de conjuntos.

1.2 As propostas

Como resultados da investigacio, tém-se as seguintes propostas

— Uma anilise das GNA'’s de Hilbert e Veronese, através das obras referidas;

— Uma axiomética geral para modelos Hilbert-veronesianos de GNSA e interpretacoes
analfticas e sintéticas do modelo;

— Uma axiomitica para modelos métricos de GNSA, a Birkhoff;

— Exemplos de modelos dessas axiomadticas;

— Resolugéio de alguns problemas elementares nos novos modelos.

1.3 Esquema da tese

Esta dissertacdo estd dividida em cinco partes. A primeira parte (Parte I) é a introdugcéo,
com a colocagio e perspectivag¢do do problema (Capftulo 1). Na segunda parte (Parte II),
faz-se uma digresséo pela histéria do conceito de GNA, com dois objectivos, a saber: i)
proceder a uma fundamentagéo histérica da GNA; ii) clarificar as pistas que conduzem aos
modelos exibidos e propostos (Capitulo 2); introdugéo a geometria ndo-arquimediana de
Hilbert (Capitulo 3); uma introdugéo & geometria ndo-arquimediana de Veronese (Capitulo
4).

Na terceira parte (Parte III) faz-se uma introdugio & andlise ndo-standard com os
seguintes objectivos: i) fixar o quadro onde viverao os modelos de GNS a serem apresen-
tados, a saber, a teoria ZFNC de conjuntos (IST); ii) fixar a linguagem e as notagdes; iii)
estabelecer os mecanismos a serem usados na GNS; iv) servir de referéncia para um par-
alelismo entre métodos de ANS e métodos de GNS (Capitulo 5); também apresentam-se
definigbes tentativas de GNS (Capitulo 6), bem como exemplos ilustrativos.

Na quarta parte (Parte IV), inicia-se com um capitulo de revisao da classificacdo
das geometrias segundo Hilbert, numa abordagem adequada ao tratamento dos capitulos
seguintes (Capitulo 7). E proposto um modelo sintético baseado nos axiomas de Hilbert e
Veronese (Capitulo 8), bem como uma sua realizagio analftica e aplicaces do modelo na
resolucdo de alguns problemas standard elementares (Capitulo 9). No capitulo seguinte
(Capitulo 10), sdo propostos modelos sintéticos, com aplicacdes; no seguinte, é proposto
um modelo métrico baseado nos axiomas de Birkhoff (Capitulo 11), bem como algumas
realizagOes.

A quinta parte (Parte V) é dedicada a uma reviséo critica do estudo, acompanhada
de uma perspectivacéo de continuidade do projecto de investigagdo (Capitulo 12).
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CAPITULO 2

Breve incursao histérica no
conceito de geometria
nao-arquimediana

2.1 Introdugao

Os matemaéticos dos finais do século XIX e inicio do século XX foram impelidos a lidar
com o problema da geometria ndo-arquimediana, quer em termos de contributos directos,
com produtos de investigacdo, quer através da participagdo em discussdes. Dessa época
frutifera que, no que diz respeito & geometria, é apenas comparada a das geometrias nio-
euclidianas, que a antecedeu algumas décadas, resultou, em particular, a moderna teoria
dos corpos ordenados e a anélise ndo-arquimediana [10], mas também bases fundamentais
para o desenvolvimento da andlise com infinitesimais (ou anslise ndo-standard, como viria
a ser conhecida mais tarde), como forma de legitimar o uso dos nimeros infinitos actuais,
grandes e pequenos, na anilise, muito em voga nos séculos XVII e XVIII (Leibniz, Euler).

A discussdo desenvolveu-se em torno de dois eixos: Veronese, com os seus Fondamenti
di geometria [72] e artigos anteriores e posteriores, e Hilbert com os seus Grunlagen der
Geometrie [49]. Veronese terd sido o primeiro em data a relangar o debate ao propor uma
fundamentagio sintética para a geometria onde deliberadamente se nega a necessidade
do axioma de Arquimedes; Hilbert, por for¢a de uma investigagéo logico-geométrica que
o leva a eliminar axiomas de um conjunto de axiomas por ele préprio propostos para
fundamentar a geometria sintética, para testar a independéncia dos mesmos do resto do
grupo ou conjunto.

O debate comegou com Fontenelle, du Bois-Reymond, Hermann Helmholtz, Otto Stolz.
Muitos foram os intervenientes. Pode-se citar os casos de Bettazzi, Levi-Civita, Holder,
Schoenflies, Hahn, no eixo Veronese, e Poincaré, Peano, Cantor, Bernays, Schoenflies,
Killing, Klein, no eixo Hilbert.

Nesta parte pretende-se fazer uma digresséo pelos argumentos de alguns intervenientes
e pelas suas contribuigdes (capitulo I), dando obviamente principal destaque a David
Hilbert e Giuseppe Veronese (capitulos II e III, respectivamente).

Como ponto de partida histérico, relembram-se os polémicos angulos corniformes da
geometria cldssica, banidos por Euclides da sua sistematizagéo da geometria, por a dlgebra
daqueles nao obedecer ao famoso axioma de Eudéxio-Arquimedes.
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8 Breve incurséo histérica no conceito de geometria ndo-arquimediana

2.2 Angulos de contingéncia

Os antigos ja se tinham cruzado com grandezas geométricas ndo-arquimedianas: os chama-
dos angulos corniformes (pelos gregos) ou de contingéncia (por J. Nemorarius [25]). Trata-
se de angulos entre uma curva e a sua tangente num ponto, ou entre duas curvas. Nos
seus Elementos, livro III, proposi¢io XVI, Euclides mostra que o dngulo formado por uma
circunferéncia e a sua tangente é menor que todo o dngulo de lados rectilineos, o que se
pode generalizar a uma c6nica qualquer. Essa demonstragdo, a saber, de que o angulo
rectilfneo e o de contingéncia niio sio comensuréveis foi, como no caso da diagonal dum
quadrado em relagdo ao seu lado, motivo de grande pénico entre os matemdticos, que
prolongou-se durante séculos.

Com efeito, a avaliacio da ordem de grandeza do angulo de contingéncia levantou
muita controvérsia. Por um lado havia uns, como Peletier (século XVII), que diziam que
se tratava duma grandeza nula (quantitas non est [25)), e por outro lado havia aqueles,
como Clévio (mesmo século), para quem um tal 4ngulo devia ser considerado néo nulo,
porém infinitamente pequeno em relagdo aos angulos de lados rectilineos — sujeito no
entanto s operagdes usuais de adi¢do e multiplicagéo.

Assim, a questdo dos Angulos de contingéncia preocupou os melhores mateméticos da
época, ao longo dos séculos XVI, XVII, e XVIII, tendo havido matemaéticos como Viéte,
Galileu e Wallis que tomaram o partido de Peletier, e outros como Hobbes, Leibniz e
Newton que adoptaram o ponto de vista de Clévio.

Uma generalizacio desse tipo de angulos, os chamados dngulos lunares, foi introduzido
por Klein [50] com vista a demonstrar a independéncia do axioma de Eudéxio-Arquimedes
na geometria euclidiana de Hilbert.

Um &ngulo lunar obtem-se do seguinte modo: trace-se com origem num ponto O um
arco de circunferéncia I', de amplitude inferior a 180°. No semiplano onde existe o arco,
delimitado pela recta OP, trace-se uma semirecta OP que ndo intersecta I'. A figura
obtida & um angulo lunar (figuras abaixo).

A B

Um éangulo lunar cujo lado rectilineo é tangente ao lado curvilineo (figura B), diz-se
angulo lunar de lado tangente.

Dados dois 4ngulos lunares de lado rectilineo comum O_p, o menor é aquele que na
vizinhanca de O tiver pontos mais préximos de oP (figura abaixo).




2.3 Ressurgimento das ideias

Dados dois &ngulos lunares de lados tangentes, o maior & aquele cujo lado curvilineo
tiver menor curvatura.

Todo o angulo lunar o é decomponivel num angulo de lados rectilineos € num &ngulo
de lado tangente o,

a=a+a0.

Na figura abaixo, o® = ZPOQ :

Um 4ngulo « de lado tangente, decompde-se em a = 0 + a°.

Algebra dos angulos lunares. Sejam dois 4ngulos lunares o = a + a® B=b+p"
de lado tangente comum OP, situados do mesmo lado de OP. Define-se a soma de o com
[ do seguinte modo:

a+B=a+b+(a+p)°

onde (a+3)° & angulo de lado tangente de mesma natureza que « e 3, e cujo lado curvilineo
tem curvatura igual 4 soma das curvaturas dos lados curvilineos de a e (.

O conjunto A dos angulos lunares fica assim munido duma estrutura de grupo orde-
nado. De facto (A4, +) é um grupo ordenado, cujo elemento neutro & o angulo de lado
tangente de lado curvilineo com curvatura igual a zero (isto &, o lado curvilfneo coincide
com o rectilineo). Ademais, como faz notar Klein, (op. cit.) qualquer angulo lunar de
lado tangente é inferior a qualquer angulo de lados rectilineos. Assim, um tal 4ngulo lunar
¢ um infinitamente pequeno em relagao aos angulos rectilineos. Ora, os angulos lunares
de lado tangente estdo ordenados pela curvatura do lado curvo. Fica assim estabelecida
uma hierarquia (ordem) dentro de uma classe de infinitamente pequenos — s3o absolu-
tamente distinguiveis, explicitdveis uns em relagio aos outros. Essa classe constitui um
grupo ordenado arquimediano, assim como o conjunto dos 4ngulos de lado rectilineo. Em
suma, (.4, +) é um grupo ordenado nio-arquimediano, pois sendo n € N, arbitrario, e os
angulos lunares com vy =0++% e 8 = t + 6°, ¢ > 0, qualquer, tem-se: ny < 6.

2.3 Ressurgimento das ideias

De acordo com o que se disse acima a propo¢sito dos desenvolvimentos da geometria no
século XIX, nos finais dos anos 1860 havia na Europa uma grande agitacio!, com o ressurg-
imento da geometria ndo euclidiana, com Riemann {|, Klein [|, Beltrami [], Poincaré, ||, por
um lado, e com a continuagéo do programa de rigorizagio da anilise, iniciado com Bolzano
[7] e Weirstrass [], continuado entéo por Dedekind e Cantor, por outro. Essa agitagio

! Ver, por exemplo, Veronese, Fondamenti ou Estudo Histérico e Critico dos Fundamentos da Geometria
(EHCFG)[785).
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ters sem divida levado a um interesse pelos sistemas ordenados nao-arquimedianos de
grandezas.

A geometria ndo euclidiana constitufa o primeiro exemplo de uma geometria fundada
sobre a chamada geometria absoluta e um postulado que implica a nega¢éo de um dos
axiomas de Euclides, o j4 celebremente suspeito postulado das paralelas. E também o
inicio do préprio desenvolvimento da teoria das axiométicas (teoria dos modelos), com
um salto qualitativo no sentido da rigorizagdo (através da légica) da prépria axiomética:
ao exibirem modelos que verificam todos os axiomas de Euclides, exceptuando-se o das
paralelas, Beltrami e Klein estabeleceram, por um lado a ndo contradi¢io relativa dos
axiomas e, por outro lado, a independéncia desse axioma, método que veio a tornar-se
corrente para situagoOes similares.

Por outro lado, as primeiras construgbes dos nimeros reais, em bases puramente
algébrico-analiticas (Dedekind e outros), permitiram compreender a questdo da con-
tinuidade, e pos a nu vérios conceitos relacionados?. O primeiro e mais importante aspecto
foi ter-se mostrado que o principio de continuidade de Dedekind, originalmente de inspi-
ragio geométrica mas aplicado ao conjunto dos nimeros reais [16], podia ser usado como
um axioma de continuidade da recta (Hilbert). O programa de reformulaco dos axiomas
da geometria, tendo em conta a sua natureza e a sua precedéncia numa lista (Pasch, Stolz,
Veronese), permitiu analisar melhor as questdes de independéncia relativa. A mais alta
expressdo de todo esse programa, de cariz puramente légico, é sem diivida os Grundlagen
de Hilbert, aparecido em 1899.

No meio de toda essa emulagdo parece natural que, depois do postulado das paralelas
de Euclides, as atencdes se focassem no postulado de Arquimedes, o qual, embora néo
tendo sido claramente explicitado por Euclides, foi largamente por ele usado, nomeada-
mente na sua proposi¢io I do livro V [42]. Os primeiros matemaéticos a estudar claramente
essa, questdo foram Veronese (1882) e Otto Stolz, que apresentou os resultados, em 1883,
(ambos altamente influenciados pelos trabalhos de Cantor e Dedekind) nos quais estes
tltimos propdem axiomas de continuidade (embora nunca visando explicitamente o caso
ndo-arquimediano). Stolz mostra que o axioma de Arquimedes ndo é uma consequéncia
da nocdo de sistema ordenado de grandezas, visto que consegue exibir sistemas ordena-
dos de grandezas ndo-arquimedianos — o préprio célculo de du Bois-Reymond [1870-71]
publicado alguns anos antes, fornecia um exemplo (tdo bem como os &ngulos cuniformes
da antiguidade cldssica). De facto, no seu livro Allgemeine Functiontheorie, distingue as
grandezas «lineares» de grandezas «néo lineares», atribuindo as primeiras a propriedade
de verificacdo do axioma de Arquimedes. Porém, é dificil dizer se du Bois-Reymond
de facto atribuiu as ordens de grandeza uma grande importincia, uma vez que, o seu
“;dealista” nao define grandezas ip, embora apresente algumas das propriedades dessas
grandezas .

Em 1885, Stolz publica os seus Vorlesungen uber Allgemeine Aritmetik, apresentando
de novo o seu modelo ndo-arquimediano, um sistema ordenado de fun¢Ges, comparéveis
através dos respectivos limites no infinito. Nesse livro caracteriza um sistema de grandezas,
da seguinte maneira:

Gi) duas grandezas podem ser iguais ou desiguais e, neste caso, uma € maior que a
outra;

Gii) as grandezas sdo adiciondveis, como os nimeros naturais, em particular, a soma

?Ver Apéndice D.
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de duas grandezas dum sistema é ainda uma grandeza do sistema;

Giii) A < B sse existe no sistema uma grandeza X tal que A+ X = B;

Giv) entre duas grandezas desiguais, existe ainda sempre uma grandeza do sistema, e
existe, ao lado de toda a grandeza do sistema uma grandeza menor que €ela, mas nio hé
uma grandeza mfnima.

Trata-se da caracterizacdo dos racionais positivos, ordenados naturalmente, e alge-
brizados pela adigéo.

Para mostrar qual o papel do principio de continuidade de Dedekind em tais sistemas,
Stolz desenvolve a seguinte argumentagio também usada por Veronese: seja (P, P;) uma
parti¢do do sistema, e A um elemento de P;, B um elemento de P; (A < B). Tem-se os
seguintes casos possiveis:

i) P; tem um ultimo elemento e P> tem um primeiro elemento;

ii) P; tem um ultimo elemento e P, néo tem um primeiro elemento;

iii) P, nao tem um ultimo elemento e P» tem um primeiro elemento;

iv) Pi ndo tem um iltimo elemento e P, nido tem um primeiro elemento;

O caso i) é exclufdo pela propriedade Giv) dos sistemas de Stolz. No caso iv), (4, B)
é denominado por Stolz, de uma lacuna. Define entdo sistema continuo como um sistema
sem lacunas, e demonstra a seguinte propriedade importante:

Proposigao 2.1 (Stolz) Um sistema continuo (no sentido de Dedekind) é arquimediano.

Isto é, um sistema no qual, todo o conjunto nao vazio limitado superiormente possui
supremo (axioma de Dedekind), satisfaz o axioma de Arquimedes.

Num sistema com lacunas, Stolz considera dois casos: as lacunas de primeira espécie,
€ 0s cortes, nos casos em que, respectivamente, se tem:

Li) existe uma grandeza D tal que B > A + D, qualquer que seja A de P, e B de P,
Lii) para toda a grandeza D, existe A de P, e Bde P, talque B~ A<D
E finalmente prova que:

Proposicao 2.2 (Stolz) Um sistema pode ser completado através de cortes se e s6 se for
arquimediano.

A recfproca é verdadeira, isto é:

Proposicao 2.3 (Veronese) Se um sistema for arquimediano, entdo pode ser comple-
tado através de cortes.

Stolz atribui este resultado a Veronese.

2.4 Dois posicionamentos: Poincaré e Schoénflies

Apresentam-se a seguir dois importantes posicionamentos sobre a geometria ndo-arquimediana,
por parte de dois intervenientes no debate mencionando. Esses pontos de vista fornecem
uma antevisao das ideias criticas da GNA em Hilbert e Veronese, respectivamente.
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2.4.1 O ponto de vista de H. Poincaré

As ideias iniciais de Poincaré sobre a geometria nio-arquimediana s&o apresentadas no
seguimento da sua leitura dos Grundlagen de Hilbert, a quem atribui a originalidade da
concepgio. Essa atribuicdo ¢ injusta visto que Veronese j& houvera publicado (1891) os
seus Fondamenti, depois de vérios anos de divulgagdo de ideias sobre a geometria néo-
arquimediana {75].

A geometria nio-arquimediana é, para Poincaré, essencialmente analitica: trata-se de
um sistema ndo-arquimediano de coordenadas, digamos de dimensdo 3, que serve para
referenciar figuras geométricas num espago mais complexo que o euclidiano. Assim o
corpo de base duma geometria nao-arquimediana é um corpo néo-arquimediano.

A construgao dum corpo nao-arquimediano

Para construir um corpo ndo-arquimediano Poincaré indica, em primeiro lugar, que
é preciso criar um conjunto A de nimeros néo-arquimedianos devidamente ordenado e
algebrizado com operagdes de + e x (compatfveis com a ordem — corpo ordenado), o que
propoe seja feito em 3 passos:

1° As regras aritméticas para a adigdo e a multiplicagdo (as leis comutativa, associativa,
distributiva, etc..) aplicam-se sem qualquer alteracao.

2° As regras para o estabelecimento e a transformagéo de desigualdades também sao
mantidas (principios l6gicos de equivaléncia de equagdes).

3° O axioma de Arquimedes nao é aplicdvel.

O objectivo da criagdo de um tal corpo A é o de transferir a sua estrutura para a recta
geométrica através de um isomorfismo de ordem conveniente.

Consegue-se um tal corpo A generalizando o corpo {0 de Hilbert?, procedendo da
seguinte forma: A é o conjunto das séries formais

Apt™ + Ayt™ L+ Apt™ 2 4

ondemeZe A; €R.

Sejam em A definidas as operagdes + e X como as operagdes ordindrias de adigao
e multiplicagio para as séries formais. Fica A um corpo, para o qual se deve definir a
seguinte ordem: atribuindo a cada série S € A o sinal de Ag e pondo S; > S quando
S1— 82> 0.

Esta ordem é compativel com a estrutura de corpo de A mas o axioma de Arquimedes ja
néo é aplicével. Basta ver que se se considerar dois elementos, 1 e t, o primeiro adicionado
a si préprio tantas vezes quanto se quiser mantém-se sempre inferior ao segundo. Tem-se
sempre t > n, qualquer que seja o mimero natural n, visto que a diferenga t — n serd
sempre positiva pois o coeficiente do primeiro termo t, que, por defini¢do, lhe d4 o sinal,
mantém-se sempre igual a 1.

E evidente que R C A. Os novos ntimeros S estdo intercalados, nas séries de mimeros
ordinarios, de tal forma que se pode ter, por exemplo, uma infinidade de novos nimeros
menores que um nimero ordindrio e maior que todos os nimeros ordinérios menores que
o coeficiente A.

O espago nao-arquimediano

Com estas premissas, constréi-se um espago a trés dimensoes no qual as coordenadas
dos pontos sdo medidas, ndo pelos mimeros ordinarios mas por mimeros de um corpo nao-
arquimediano, enquanto que as equagdes usuais das rectas e do plano sio mantidas, assim

$Ver capitulo 3.
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como as expressoes analfticas para angulos e comprimentos. E claro que neste espaco todos
os axiomas da geometria absoluta permanecem verdadeiros, mas ndo o de Arquimedes.

Em toda a recta, pontos novos estariam intercalados entre os pontos ordinsrios. Se,
por exemplo, rg é uma recta ordindria, e r1 a correspondente recta nio-arquimediana; se
P é um ponto ordindrio qualquer de rp, e se este ponto divide r¢ em duas semirectas s e
s’ (P ndo pertencente a s nem a s'); entdo havers em r; uma infinidade de pontos novos
quer entre P e s, quer entre P e §'. Existird ainda em r; uma infinidade dos novos pontos
que estardo a direita de qualquer ponto ordindrio de rg.

Resumindo, o espaco ordindrio R3 é apenas uma parte deste espaco ndo-arquimediano.

Geometria nao-arquimediana e intuigao

Poincaré é um dos matemdticos que com melhor clareza expos as ideias associadas a
intuitividade (ou ndo intuitividade) das geometrias ndo-arquimedianas:

A primeira vista, a mente revolta-se contra concepgdes como esta (geome-
tria ndo-arquimediana). Isso porque, por uma questdo de habito antigo, estd a
procura de uma imagem visual. Ela deve libertar-se desse preconceito se quiser
atingir a compreensdo, e isso é muito mais necessdrio aqui do que no caso da
geometria nao-euclidiana.

Para Poincaré a concepc¢ao nao-arquimediana do espago é conceptualmente mais exi-
gente (no sentido da profundidade da ruptura que se deve fazer com hébitos antigos de
intuigdo espacial) do que a concepgio nao-euclidiana. Acrescenta:

Podemos observar, de passagem, que a geometria ndo-euclidiana respeita,
por assim dizer, a nossa concep¢io qualitativa do conttnuo geométrico, embora
subvertendo as nossas ideias sobre a medicdo deste continuo. A geometria
ndo-arquimediana destrdi este conceito através da dissecagdo do continuo, pela
introdugdo de novos elementos.

Exfmio defensor da intuitividade do espago como motor da geometria®, Poincaré acha
estranho que Hilbert — a quem, como se disse, atribui inicialmente a paternidade da
geometria ndo-arquimediana — n&o exprima nos seus Grundlagen o que significa, para

a intuitividade do espago, a concep¢do ndo-arquimediana. Escreve, quase em forma de
lamento:

O Professor Hilbert tem apenas um objectivo em vista: construir um sistema
de elementos capaz de comportar certas relagdes ldgicas; e para ele é suﬁczente
mostrar que estas relagées ndo envolvem nenhuma auto-contradicio.b

4P & um ponto novo.

"N&o no sentido estdtico de intuitividade ingénua, mas no sentido dinimico do desenvolvimento da
capacidade da mente humana para compreender e ter insights sobre novas formas e relacoes, e fazer delas
um patriménio cultural sempre crescente, sobre a qual se assentam novas intuigdes.

“Essa diferenca de pontos de vista — logico-formalista de Hilbert e platonista intuitivo de Poincaré —
agudiza-se com o tempo, 0 que nao impede que estes dois monstros sagrados da geometria prossigam, cada
um na sua senda, dando valiosos contributos no lancamento das bases da geometria moderna.
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2.4.2 O ponto de vista de A. Schoénflies

Arthur Schéenflies, que muito participou nas discussdes sobre a geometria ndo-arquimediana,
inicia os seus contributos em artigos onde ele revé os fundamentos algébricos e geométricos
da GNA de Stolz e de Veronese sobre a matéria. Vejamos as suas posiges, expressas no
artigo [67]:

Numeros transfinitos de Veronese

Seja 7 um numero positivo tal que, qualquer que seja n € N, se tem nn < 1. O mimero
n é um infinitamente pequeno (ip). O conjunto V; dos mimeros da forma a + bn com
a, b nmimeros para os quais o postulado de Arquimedes néo ¢ verificado, ¢ um conjunto de
ntimeros transfinitos’ de Veronese, do tipo mais simples:

Vi={z:z=a+bn}

De uma maneira mais geral os mimeros de Veronese constituem um conjunto de
ndmeros transfinitos formados com recurso a um numero finito de unidades transfinitas,
infinitamente grandes (ig) e infinitamente pequenas (ip), como por exemplo o conjunto
seguinte

Vo={z:2=Anw™+ Am_1w™  + . +aw+ Ag + a1+ ... + ann"}

onde m,n € N e onde as unidades w (ig) e 7 (ip) sdo nimeros transfinitos tais que para
todo o mimero n finito se tenha

A

w” > m.u"“'1

A A-1
no<nn” -,

qualquer que seja A € N.

O postulado de continuidade de G. Veronese

O postulado de continuidade surge com a seguinte forma:

«— Se um intervalo (segmento) X X' de um conjunto S, cujas extremidades variam,
sempre em direcgdes opostas, se tornar indefinidamente pequenod, existe sempre em X X'
um elemento Y de S, diferente de X e de X'.» (FG, p. 612, principio IV).

Schoenflies nota que para que a continuidade assista a um conjunto de mimeros trans-
finitos que seja formado com recurso a um nimero finito de unidades infinitamente grandes
ou infinitamente pequenas, em particular, para os sistemas como os conjuntos V) e V2
acima, a aplicacdo do postulado de Veronese impde que o conjunto dos nimeros a, deve
ser continuo no sentido de R. Dedekind, podendo cada um dos coeficientes a; bem como
cada um dos coeficientes A; ser escolhido arbitrariamente entre os nimeros para os quais
seja verificado o postulado de Arquimedes, podendo inclusivamente tomar apenas um
nimero finito de valores. Em particular, para o conjunto V; de nimeros da forma a + bn

70 termo “transfinito” é aqui utilizado em sentido diverso daquele que geralmente se lhe atribui, e que
estd associado aos transfinitos cantorianos.

8Para Veronese, as expressbes “indefinidamente pequeno” (idp) e “infinitamente pequeno” (ip) tém
significados diferentes, na medida em que, como convenciona [72], a primera expressdo refere-se um pro-
cesso potencialmente infinito (que aplicado a este caso particular resultaria num segmento potencialmente
infinitésimo); a segunda expressio refere-se a um objecto infinitamente pequeno actual.
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a condicdo a impor é que b pertenca a um conjunto contfnuo no sentido dos cortes de
Dedekind, podendo os niimeros a provir de um conjunto qualquer.

Os ntimeros transfinitos mais simples que correspondem ao conceito de contfnuo de G.
Veronese sdo formados recorrendo a um nimero infinito de unidades transfinitas; duma
maneira mais precisa, sdo da forma

Apw™ + App_1w™ 1+ taw+ Ag+an + ... +ann™ + ...

e contém um numero finito? de poténcias de w, mas uma infinidade de poténcias de 7.
Schoenflies nota que a restricio ao mimero de poténcias de w, (nimero que deve ser finito)
é esséncial para a manutencdo das regras de célculo, como pretende Veronese.

Corpo dos nimeros de Veronese.

Seja V = {z: 2 = Apw™ + Ap—1w™ 1 + .. + aw + Ao + a1 + ... + an™ + ..}
verificando as condices de continuidade acima. V é um conjunto de mimeros transfinitos
de Veronese.

Para que V seja munido da estrutura de corpo, Schoenflies, em primeiro lugar, define
as operacdes + e X em V considerando as operagdes + e x usualmente definidas para
séries inteiras formais. Depois nota que é preciso impor certas condiges aos coeficientes
A; e a;, em particular as de pertencerem a um corpo numérico (Q, por exemplo). Se se
impuser a condi¢do de os coeficientes A; e a; pertencerem a um corpo contfnuo (como R,
por exemplo) obtém-se nimeros mais gerais que os elementos de V.1

Sobre a geometria projectiva ndo-arquimediana.

Nos seus Fondamenti, Veronese tem como um dos objectivos principais a construcéo
sintética da geometria projectiva ndo-arquimediana (outro serd a geometria multidimen-
sional ndo-arquimediana). Mas, segundo Schoenflies, no cumprimento desse programa
Veronese falha de novo num aspecto essencial: a continuidade (no sentido de Dedekind).

Schoenflies nota que o conjunto dos mimeros de Veronese pode servir de base para a
geometria projectiva, desde que ndo se saia do domfnio das relagdes geométricas lineares
visto que todas as operagdes racionais aplicam-se aos nimeros de G. Veronese:

Mas quando se sai do dominio dos ndmeros racionais, os mimeros de
G. Veronese ndo sdo suficientes, apesar das suas propriedades de continuidade,
na representacdo dos pontos, e isso até mesmo se se toma como coeficientes
A; e a; que figuram nas expressdes dos nimeros de Veronese, todo os nimeros
ordindrios {arquimedianos) posstveis.

A causa profunda desta anomalia é que, na continuidade de G. Veronese,
ao contrério da de R. Dedekind, aparecem lacunas as quais ndo corresponde
nenhuma quantidade numérica do sistema continuo. A continuidade de G.

Veronese é, deste ponto de vista, num certo sentido, mais restrita que a de

Dedekind.

“Esta restricdo aqui é essencial. G. Veronese, nos seus Fondamenti, dera um exemplo no qual figuravam
nimeros com uma infinidade de poténcias de w. As regras habituais do cédlculo néo sdo mais aplicdveis a
tais nimeros; &, no fundo, a objeccio de A. Schoénflies (Atti Accad. Lincei Rendic. Mat.(5) 6 II(1897)
pag. 362) a introducgdo destes nimeros.

G. Veronese e Tulio Levi-Civita (Atti Accad. Lincei Rendic. Mat.(5). 7 I1(1898) pag. 79, 91, 113)
observaram que a concepcio geral dos niimeros transfinitos de G. Veronese opdem-se 4 introdugao desses
nimeros, que usou inadvertidamente num exemplo; a objecgdo de A. Schoenflies deixou entédo de ter razio
de existéncia.

"Ver corpos de Laugwitz, por exemplo [69].
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E Schéenflies cita como exemplo, o caso da determinagdo dos pontos duplos de duas
pontuais projectivas situadas sobre a mesma recta. Tal determinacdo pode, em certos
casos, ser iluséria por ndio existirem tais pontos (coincidiriam com lacunas). O mesmo
problema pode-se colocar na determinagéo dos pontos de interseccio duma cénica com
uma recta, ou em problemas gerais de intersecgdo. A resolugdo do problema deve passar
pela introducio de novas unidades de modo a tornar possfvel a resolucdo dos diversos
problemas da geometria projectiva.

Schoenflies propde que para tal se tome como novas unidades poténcias fracciondrias
de w e de 7 nas quais os expoentes verificam certas condigdes e formando com estas novas
unidades e as poténcias inteiras positivas de w e 7 mimeros mais gerais que os de G.
Veronesell.

2.5 Noticias sobre alguns desenvolvimentos

2.5.1 Sistemas ordenados nao-arquimedianos de Hans Hahn

Confessadamente influenciado por Veronese, Hans Hahn procurou tirar consequéncias al-
gébricas da estrutura geométrica da recta (forma fundamental) de Veronese e com isso
lancou as bases para uma teoria geral dos corpos ordenados.

Ter4 sido o primeiro a classificar os conjuntos ordenados de arquimedianos e nao-
arquimedianos através de um grupo (o grupo de Hahn), lancando as bases para a teoria
dos corpo valuados.!?

As ideias de Hahn foram publicadas no artigo seminal “Sobre sistemas ndo-arquimedianos
de grandezas (Uber die Nichtarchimedishen Grossensysteme, Sitzungsberichte der Mathematisch-
naturwissenschaftlichen Klasse der wissenschaften, Wien, Abteilung 2a, 116, 601-655)” [41]

Conjunto nao-arquimediano de grandezas

Para Hahn, um conjunto nio-arquimediano de grandezas, G é um grupo comutativo
totalmente ordenado, em que a ordem é compativel com a adigdo. Num tal sistema de
grandezas, estas podem ser colocadas em classes de equivaléncia totalmente ordenadas tais
que para cada classe o axioma de Arquimedes seja valido. O tipo de ordem do conjunto de
classes de equivaléncia é chamado por Hahn o tipo de classe do sistema néo-arquimediano
original. O conjunto de classes tem um tipo de ordem (cantoriano ), e é esse o tipo de
classe do sistema ndo-arquimediano.

Proposigao 2.4 (Hahn 1907): existem sistemas ndo-arquimedianos de qualquer tipo de
classe arbitrariamente fizado.

Exemplo 2.1 os nimeros complezos (séries formais) com n unidades bdsicas e total-
mente ordenados, sdo eremplos de sistemas ndo-arquimedianos de tipo de classe finito
(ver adiante, exemplo 2.2).

Proposicio 2.5 (Bettazzi 1890): qualquer sistema néio-arquimediano de quantidades, de
tipo de classe finito, pode ser representado aritmeticamente através de nimeros complezos
com n unidades.

‘1Cf. A. Schoenflies, Jaharesb. deutsch. Mat.-Ver, Erganzungsband 2 (1908), p. 63.
12Ver anexo II a esta tese, “Introdugdo a estruturas Dedekind-veronesianas do continuo”.
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Assumindo o principio da boa ordenagcéo, isto é, qualquer conjunto de grandezas pode
ser bem ordenado, Hanh demonstra os seguintes resultados:

Proposicao 2.6 (Hahn 1907) Qualquer sistema ndo-arquimediano de quantidades pode
ser representado por ndmeros complezos cujas unidades formam um conjunto totalmente
ordenado, em geral infinito, em que o tipo de ordem do sistema de unidades é igual ao
tipo de classe do sistema ndo-arquimediano.

Exemplo 2.2 Um sistema arquimediano é um tipo especial de sistema ndo-arquimediano,
de tipo de classe igual a 1. Os nimeros complezos (ordindrios, elementos de C) sdo um
sistema ndo-arquimediano de tipo classe igual a 2, se se puser a+ bi > a’ + Vi quando
a>d,ea+bi >a+biquando b > V. Todo o imagindrio puro é “menor” que um
nimero complero ndo imagindrio puro.

Teorema 2.1 (Hahn 1907) As grandezas de um sistema néo-arquimediano arbitrdrio de
grandezas (isto é, um grupo totalmente ordenado, abeliano) podem ser expressas como
nimeros complexos cujas unidades formam um conjunto ordenado T', e cujo tipo de ordem
é o tipo de classe do sisterna ndo-arquimediano.

Em cada um desses nimeros complexos, as unidades com coeficientes néo nulos for-
mam em I’ um conjunto bem-ordenado. Hahn obtém a adigiio somando os coeficientes de
unidades iguais. A ordem é obtida estabelecendo que entre dois destes niimeros complexos,
o maior é aquele no qual a primeira unidade que nio tem coeficientes iguais em ambos os
nimeros complexos, tem o coeficiente maior (isto &, a ordem lexicogréfica).

Uma parte importante da construgdo de Hahn é aquela em que a cada elemento de G
¢é associado uma soma, obtida do seguinte modo:

(1) considerar um conjunto de unidades ey, que formam um conjunto I, do mesmo
tipo de ordem que G e que sdo ordenados por “nivel”;

(2) considerar qualquer conjunto infinito dos e, com esta ordem, e associando um real
mimero a cada eg;

(3) escrever o resultado como uma soma

Ao €y + ... T Qo €a, -

Contudo, cada uma dessas somas pode ser vista como uma soma infinita que contém
como parcelas as outras “unidades”, com coeficiente zero, ordenadas segundo o nivel.

A questao da completude

No processo acima descrito para associar sfmbolos a um sistema nao-arquimediano G,
pode acontecer que faltem elementos de G para alguma escolha de nimeros reais numa
soma. Nesse caso o sistema diz-se incompleto. Quando existe sempre um elemento de G
qualquer que seja a tal “soma”, o sistema é completo.!3

Pode-se escolher os sistemas arquimedianos de Hahn dos grupos totalmente ordenados,
impondo que sejam os sistemas com classe tipo 1. Entdo, diz ele, pode-se escolher fora
deste, os sistemas arquimedianos completos, impondo o axioma da completude de Hilbert,
aplicada ao seu sistema de grandezas, que enuncia na forma seguinte: “ndo serd posstvel,
Juntando novas quantidades as quantidades do nosso sistema, obter um sistema totalmente

“Hahn prova que esta defini¢iio é independente da escolha da boa ordem das “unidades”.
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ordenado mais simples, no qual as seis condicées relativas & adi¢io continuem posstveis'4,

sem que disso resultem novas classes de quantidades”. O que se exige é que nenhuma
extensdo de um sistema arquimediano possa ser feita preservando os axiomas de grupo
ordenado.

Para os sistemas nio-arquimedianos completos, diz Hahn, apenas é necessério requerer
que o sistema tenha um tipo de classe diferente de 1, e requerer a mesma condigdo de
completude.

Teorema 2.2 (Hahn 1907) Um sistema arquimediano completo ndo difere de modo essen-
cial do sistema de numeros reais.

O corpo nao-arquimediano de grandezas de Hahn

Hahn mostra que a multiplicagio e a divisdo podem ser introduzidas como se segue:
suponha-se que se tem um grupo totalmente ordenado G, e um conjunto I' totalmente
ordenado de elementos bdsicos para elementos de G. Suponha-se ainda, que ndo apenas
G mas também T' & um grupo ordenado, ie. que ha uma adigdo em G compativel com a
sua ordem. Como anteriormente I' ¢ G devem ser do mesmo tipo de ordem. Dados os
elementos aq, €q, € Ga€q, de G, tem-se, para o produto ‘

Gy €ay * Qagas = Qa; Gaz€ay+tag-

Sabe-se que eq,+a, € I, visto que I' € um grupo.

Hahn prova ainda que quando o; e o variam independentemente num conjunto bem
ordenado, o conjunto de todos 0s eq, +qa, resultantes é um conjunto bem-ordenado, e além
disso que todo o a; + ag pode ser obtido como uma soma de elementos de I' apenas de
um numero finito de maneiras.

Sejam A = 3 @azea; © B = ) bayea, dois elementos de G. Para determinar o
coeficiente de um e, arbitrario de G no produto AB de A e B, expressa-se o COmMo uma
soma dos dois elementos de I" de todas as maneiras possiveis. O nimero de maneiras serd
finito, como atrds se disse e assim tem-se

a = a(11) + Q21) = - = O(1p) + X(2n)-

O coeficiente de e, em AB é
aa(u)ba(zl) + ...+ aa(ln)ba(h).

Hahn mostra que para todo o par de elementos g e g3 de G , g; diferente do zero de
G, existe um elemento g, de G (quociente de g3 por g1) tal que g1g2 = g3 , onde g192
sao determinados pela multiplicagdo definida acima. Fica assim demonstrado que G, com
sua a adigdo e subtraccdo definidas acima é um corpo ordenado (com compatibilidade de
multiplicacio e ordem) quando a multiplicagdo e a divisdo sdo definidas como acima.

Finalmente, Hahn toma a identidade aditiva ey de T" e identifica o sistema de nimero
reais com os elementos aeg onde a é real. Entdo todo o mimero positivo do seu sistema
nao-arquimediano, cuja classe é mais alta que e,, & mais alto que todo na muiltiplo de a, e
pode ser denominado infinitamente grande actual, em relagdo a todo o nimero das classes
inferiores. Semelhantemente, todo multiplo por n de um nimero cuja classe & mais baixa
que e, € infinitamente pequeno actual, em relagdo aos nimeros das classes superiores.

Hy4lidas.
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2.5.2 Hensel, Kurshack e Tate: geometria nio-arquimediana dos mimeros

Nesta seccio pretende-se clarificar a intuigdo geométrica que est4 presente nas geometrias
nio-arquimedianas dos nimeros p-adicos!®, que constituem exemplos da vasta classe de
geometrias nao-arquimedianas.

Geometria dos mimeros p-ddicos

Os miimeros p-4dicos foram criados em 1905 por K. Hensel (1861-1941), e constituem uma
das mais notédveis extensdes do conceito de nimero. Os corpos Q, de mimeros p-ddicos
sdo extensdes ndo-arquimedianas do conjunto Q, ao contririo do conjunto R que constitui
uma extensdo arquimediana de R.

Assim como a anslise matemética é fundada no conjunto R, existe uma anélise (néo-
arquimediana) fundada nos corpos Q. Por outro lado, assim como as geometrias cldssicas
completas sdo fundadas no isomorfismo entre a recta e o Conjunto R, existern geometrias
ndo-arquimedianas e incompletas no sentido de Dedekind, baseadas nos corpos Qp.

Ao criar a teoria dos nimeros p-4dicos, Hensel veio a permitir uma transferéncia para
a aritmética das grandes ideias da anélise, e em particular dos desenvolvimentos em série,
num quadro que n#o é o das fungdes a uma varidvel real ou complexa, mas o dos “espagos
analfticos rfgidos”, como J. Tate baptizou em 1961 o referido quadro. Tate é considerado
o pai da moderna teoria ndo-arquimediana das fungoes, depois de ter sistematizado a érea,
na senda de J.Kurschak (1913), A.Ostrowski (1918), R.Strassmann e W. Schobe (1930) e
M.Krasner, nos anos 1940.[10]

Disténcias p-ddicas Seja p um mimero primo. Qualquer inteiro m néo nulo pode
escrever-se

m = p*m
em que m' é um inteiro nio divisivel por p, e & é um inteiro > 0.

Defini¢ao 2.1 Diz-se que o nimero o é a valuagdo p-ddica de m e escreve-se vp(m).
Tem-se portanto

vp(m) =0 se p ndo divide m.

Proposigao 2.7 (i) vp(—m) = vp(m)
(it) vp(mn) = vp(m) + vp(n).

Proposigao 2.8 (desigualdade ultramétrica) vp(m + n) > min(vp(m), vp(n)) se m +n
# 0, sendo vp(m) < vp(n).

1" Uma geometria ndo-arquimediana ndo comutativa de mimeros tem sido proposta por Paulo Almeida
[Série de conferéncias proferidas no Departamento de Matemética da Universidade de Evora, 2003], onde
desenvolve uma geometria dos idelos e adelos.
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Dem. Para o provar, escrevamos m = p®m/, n = pPn/, em que p nfio divide nem m/
nem n'; suponha-se por exemplo a > 3; entdo

m+n = pPE*Pm +n).

Como pode acontecer que p divida p®*#m’ + n’ quando o = 3, pode-se dizer apenas
que vp(m+n) > f; todavia, se a > 3, tem-se a igualdade vy(m +n) = min(vy(m), vp(n))-
[ |

Defina-se agora, para qualquer inteiro m, o valor absoluto p-ddico, |m|p:

Definigao 2.2 para m = 0, pée-se |O[IJ = (; se ndo, toma-se
m|, = p~*rt™
Da definicdo 2.1, mais a proposigao 2.7, deduz-se entdo para m # 0, n # 0,

Proposicdo 2.9 (i) |m|, =1 se m # 0 e p ndo dividir m;
(i) |-ml, = |ml, ;
(i) fmnf,, = |m|, - n], -

Nota 2.1 As relagdes (i) e (iii) desta proposicio, sdo ainda verdadeiras se m = 0 ou -

n =0.

Finalmente,

Proposigao 2.10 para todos os inteiros m, n, tem-se
Im + n|, < max(|m|,, nl,) < |ml, + Inl,.

Dem. Evidente por defini¢do, se m = 0 ou n = 0 ou m + n = 0 ou como consequéncia
imediata de (18).1
Pode-se finalmente definir sobre o conjunto Z dos inteiros uma disténcia

Definicao 2.3

d(m,n) = [m —nly;

A verificacdo dos axiomas das distancias resulta imediatamente das defini¢des e das
relacGes (i) e (ii) da proposigao 2.9; d(m, n) € a disténcia p-ddica de m a n.

Esta distancia tem propriedades muito diferentes da distancia habitual |m — n| e que
podem parecer estranhas; se um inteiro a # 0 néo for divisivel por p, tem-se {a"lp =1
para qualquer n > 0; pelo contrédrio Ip"]p = p" tende para 0 quando n tende para 4-00.
Isso mostra também que para dois nimeros primos diferentes p, g as distancias dj, e dg ndo
sdo equivalentes.
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Arvores p-ddicas Em virtude da propriedade ultramétrica dos mimeros p-ddicos, uma
geometria que tenha por base um corpo de mimeros p-ddicos é muito diferente da geometria
real, seja ela euclidiana ou néo euclidiana.

Exemplo 2.3 Dado um tridngulo num espago p-ddico, nenhum dos seus lados pode ser
maior que os outros dois, donde resulta que todos os tridngulos sdo isdsceles. Também,
cada um dos pontos de um circulo estd equidistante da circunferéncia do bordo.

Exemplo 2.4 Num espago vectorial normado p-ddico, dadas trés bolas que infinitamente
prézimas, erxiste sempre um plano que (num sentido bem preciso) separa uma das bolas
das outras duas.

Estes exemplos mostram que a geometria usual ndo ajuda a intuir os espagos p-ddicos.
Uma maneira visual simples de representar os p-ddicos, é através de drvores. Considere-se,
por exemplo, p = 2. Qualquer inteiro natural tem uma representacio escrita na base 2, e
identifica-se portanto com um ramo de uma arvore diddica (figura abaixo):

Esta figura deve ler-se do modo seguinte: qualquer inteiro n compreendido entre 0 e
7 escreve-se de uma udnica maneira n = ag + 2a; + 4a2 com ag,a; e a2 pertencendo ao
conjunto com dois elementos {0,1}. Para associar a um mimero inteiro n um ramo da
arvore, comega-se esse ramo a esquerda se ag = 0, & direita se gy = 1, e continua-se do
mesmo modo & esquerda ou & direita segundo o valor de a; e assim de sucessivamente.
Cada inteiro natural é assim identificado a um ramo da 4rvore.

Para representar a ultramétrica p-ddica (2-4dica, neste caso) entre dois ramos A, B
desta arvore, basta ver em que nifvel estes se separam. Os dois ramos estdo por defini¢do
tanto mais afastados um do outro quanto mais préximo da raiz da drvore estd o ponto em
que se separam. Verifica-se facilmente que dois ramos estdo tanto mais préximos quanto
a diferenca entre os inteiros correspondentes for divisivel por uma maior poténcia de 2. E
evidente que se os ramos A e C coincidem até ao nivel k, e os ramos B e C coincidem até
ao nfvel |, entdo os ramos A e B coincidem pelo menos até ao nivel p, em que p é o mais
pequeno dos nimeros & e .

Apesar da geometria p-ddica envolver uma intui¢do diferente da usual para o espacgo
fisico, por exemplo, hoje é aceite que tais espagos podem ter um papel importante nas
escalas de espago e de tempo extremamente pequenas consideradas pela fisica das particu-
las.
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Desde Hensel, que se sabe utilizar ideias de andlise e de geometria nas investigagoes
aritméticas. Um dos principais resultados foi obtido por Ostrowski, que mostrou que, a
tinica maneira de completar o corpo Q dos racionais é construir a recta real R (correspon-
dente ao valor absoluto ||, ou os corpos Q,, com os valores absolutos ||, . Algumas
das aplicacdes fundamentais dos nimeros p-adicos derivam deste resultado: por exemplo,
uma forma quadratica de coeficientes racionais representa 0 em Q (isto é, anula-se para
determinados racionais que ndo sdo todo nulos) se e apenas se ela representa 0 em R e
em todos os corpos Qp. Pode deduzir-se daqui que, se o miimero de varidveis que figuram
numa forma quadratica com coeficientes racionais é pelo menos igual a cinco, esta forma
representa 0 em Q a partir do momento em que representa 0 em R. Um coroldrio deste
dltimo resultado é o teorema de Lagrange, que afirma que qualquer inteiro positivo é a
soma de quatro quadrados.

2.5.3 Ideia da GNA nao-comutativa de Alain Connes
Introdugao

A ideia de base da geometria analftica é, desde Descartes, reduzir o estudo de espagos
geométricos ao estudo das édlgebras de polinémios, ou mais geralmente, das 4lgebras de
funcdes reais ou complexas. Como uma grandeza fisica, fungio do estado de um sistema,
corresponde a um operador, torna-se natural quantificar a geometria, isto &, introduzir
nocdes quinticas na geometria, substituindo o corpo de base pela élgebra dos operadores
sobre um espago de Hilbert.

Esta intuicio surgiu em primeiro lugar a Alain Connes e nos ultimos vinte anos tem-se -
assistido a um interesse crescente em relacio & geometria ndo-comutativa (ou quéntica),
quer na matemdtica, quer na fisica. Na abordagem fundacional de Connes, funcional
analitica, as estruturas ndo comutativas suaves aparecem nos duais das algebras-+ nao-
comutativasi®. Com efeito sdo bem conhecidas as dualidades

espagos «—— &lgebras comutativas

espagos produto «— dlgebras ndo comutativas

A geometria ndo-comutativa é baseada na nogéo de triplo espectral (real) (A, H, D),
onde A é uma slgebra-* nio comutativa, H é um espago de Hilbert no qual a 4lgebra A

1$Recorde-se que uma slgebra A (complexa) é um espaco vectorial sobre C, munido de um produto
: A > A;(a,b) > a-b=ab

distributivo em relagdo & adicéo.
O produto - nio &, em geral, comutativo.
Uma algebra unitédria possui um elemento I tal que al = Ia, Ya € A.
Uma algebra-* é uma slgebra munida duma aplica¢do antilinear de involugao:

*x: A— A

tal que:

o™ = a;(ab)* =b"a’;(ca+ Bb)* =aa* + Bb*

para a,b € A, a, 3 € C, (a barra representa a conjugacio).
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é realizada como uma dlgebra de operadores limitados, e D é um operador em H, com
as propriedades convenientes, e que contém a informagdo considerada geométrica. Estd
provado que a toda a variedade riemanniana M fechada de dimensdo n, estd associado
um triplo espectral canénico, com A = C®M, a slgebra das fungGes complexas suaves
em M; H = L?(M, S), o espago de Hilbert das secgdes de quadrado integrével do fibrado
spinorial irreductivel sobre M; e D o operador de Dirac associado a conexéo de Levi-Civita
da métrica.

O interesse desta referéncia & geometria de A. Connes, é o facto de esta ser nao-
arquimediana, no sentido que abaixo se vai precisar.

Infinitamente pequenos

No seu livro de resultados “Non comutative Geometry” [14], Connes mostra uma das
mais relevantes consequéncias da quantificagdo geométrica é o facto de a sua geometria
ndo comutativa ser ndo-arquimediana, isto &, admitir elementos infinitamente pequenos
actuais, que sao os operadores compactos.

Com efeito, seja K(H) a dlgebra dos operadores compactos no espaco de Hilbert H.
Um operador no espago de Hilbert H é dito de ordem finita se o complemento ortogonal
do seu espago nulo é de dimensao finita. Basicamente, um tal operador ¢ uma matriz de
dimensao finita, mesmo se H tiver dimensao infinita. Um operador T em H é compacto se
puder ser aproximado em norma, por operadores de ordem finita, ou o que é equivalente,
qualquer que seja € > 0, existe um sub-espago de dimensdo finita E de H tal que

1Tl <e.

Neste sentido, os operadores compactos sdo infinitamente pequenos. A ordem de
grandeza do operador compacto ip, T € K(H) é dada pelo comportamento da sucessdo
{1,(T)} para n suficientemente grande, de acordo com a

Definigao 2.4 Para todo o a € RY, os ip de ordem « sdo todos os operadores T € K(H)
tais que, para n suficientemente grande,

Ha(T) = O(n™).
A defini¢do é equivalente & seguinte condigao
3C <00 : pp(T) < Cn™*,Vn > 1,

que evidencia o cardcter ndo-arquimediano da geometria ndo comutativa de Connes.
Tal como Leibniz, Connes usa os seus infinitesimais para derivar e integrar, o que lhe
permite fazer geometria de variedades, dum ponto de vista absolutamente novo.
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CAPITULO 3

A geometria nao-arquimediana de
Hilbert

3.1 Introducgao

Aproveitando a grande emulagio em redor do tema da GNA do seu tempo, Hilbert desen-
volveu uma parte significativa dos seus Grundlagen, expressamente sem recurso ao axioma
de Arquimedes. O programa era simples: mostrar a possibilidade légica de uma tal ge-
ometria e levar tdo longe quanto possfvel as consequéncias dessa possibilidade. Para tal
mostrou que boa parte dos temas e resultados cldssicos sdo independentes do axioma de
Arquimedes. :

Contudo, Hilbert acabou por abrir novos universos, criando sistemas algébricos nao-
arquimedianos préprios, bem como geometrias ndo-arquimedianas especiais (nio pas-
calianas, nfo arguesianas,...). Neste capitulo pretende-se fazer uma visita aos seus re-
sultados publicados nos Grundlagen, incluindo os apéndices, acrescentados nas sucessivas
edigGes.

Como ponto de partida para o estudo das questoes relacionadas com a geometria néo-
arquimediana de Hilbert, coloca-se em dois temas bésicos: as questdes de continuidade
e completude geométrica, por um lado, e as questdes de consisténcia das geometrias e
independéncia dos grupos de axiomas, por outro. Vai-se tratar dessas questdes nesta
introdugio.

3.1.1 O continuo hilbertiano: axiomas de Arquimedes e de Dedekind-
Hilbert

O continuo surge na geometria de Hilbert sob a forma de dois postulados que constituem
o grupo V, denominados, axiomas de completude (ou de continuidade), a saber:

V1. (Azioma da medida ou azioma de Arquimedes). Se AB e CD sdo dois segmentos
quaisquer, entdo hé na recta 4B um nidmero finito de pontos A1, As, ..., A, tais que os
segmentos AAy, Ay Ay, ..., An_1 Ay séo congruentes com o segmento CD e B estd entre
AeA,.

V2. (Azioma da completude linear). Os pontos de uma recta a constituem um sistema,
com as suas relagdes de ordem e congruéncia, que jd ndo pode ser ampliado, se se quer
manter as relagdes entre os elementos originais, bem como as propriedades fundamentais
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de ordem linear e congruéncia que resultam dos axiomas I-IlIl e V1.

Teém-se relagdes entre os dois axiomas:

i} O axioma da completude néo é uma consequéncia do de Arquimedes, como se pode
ver em modelos apresentados por Hilbert;

ii) A manutengio de todos os axiomas I-III e teoremas correspondentes, mas néo o
axioma de Arquimedes, impossibilita a introdugdo de um axioma de completude, sob
pena de contradiggol].

Os dois axiomas de completude podem ser substituidos pelo axioma de completude de
Dedekind-Hilbert, em presenca dos restantes axiomas, como se faz usualmente nas versoes
modernas da axiomadtica de Hilbert:

Axioma da completude de Dedekind-Hilbert Supondo que wma recta r é a uniao
de dois conjuntos ndo vazios , r = X1 UXs de tal modo que nenhum ponto de X estd entre
dois pontos de Lo e vice versa, entdo existe um dnico ponto O € r tal que, para quaisquer
pontos P, Py der, O estd entre P, e Py sse O # P, , O # Py e um dos pontos P, Py
estd em X, sse o outro estd em Xg;

O axioma de Arquimedes, mais os restantes axiomas, nio garantem a existéncia de
pontos aderentes, portanto, de processos de limite. Mas o axioma de Dedekind-Hilbert
mais os restantes, que j4 garante a completude da recta, (& semelhanca da completude &
Dedekind do conjunto dos nimeros reais) implica o axioma de Arquimedes.

A completude de um espago geométrico geral (de qualquer nimero de dimensdes), é es-
tabelecida por Hilbert no seu teorema geral da completude, que abaixo se enuncia. Porém,
como nota o préprio Hilbert, o seu colaborador, P. Bernays, demonstrou a suficiencia da
completude linear para todos os casos.

Teorema 3.1 (geral da completude) Os elementos da geometria (isto é, os pontos,
rectas e planos) constituem um sistema gue jd ndo pode ser ampliado por meio de pontos,
rectas e planos, se se qguer manter os axiomas de incidéncia e de ordem, o primeiro arioma
de congruéncia e o arioma de Arquimedes ; eles constituem pois um sistema que jd ndo
pode ser assim ampliado se se quer manter todos os axiomas.

Este teorema é demonstrado recorrendo de forma essencial ao axioma da completude
V2 e ao axioma de incidéncia I7:

17. Se dois planos a, B tém um ponto comum A, entio tém pelo menos, mais um
outro ponto comum.

Este axioma limita a dimensao do espaco a 3.

Em relagiio papel do axioma I7 na completude, Hilbert diz:

«— Na verdade pode-se mostrar que a um sistema de elementos que verifique os az-
iomas I-V, podem juntar-se sempre, pontos, rectas e planos, de tal modo que para o sistema
resultante desta composicdo sejam vdlidos os mesmos aziomas com excepgdo do azioma I
7; isto é, um teorema da completude, no qual o azioma I 7, ou um axioma equivalente néo
estivesse contido, envolveria uma contradi¢Go.»

Portanto, para a demonstragio da completude geral (do espago) é necessdrio o axioma
de Arquimedes, como se referiu acima, e o axioma da dimensdo I7. A completude, a
Dedekind, global (no sentido geral do teorema) em dimenséo superior é por isso impossfvel.
Hilbert acaba por sentenciar que a completude & Dedekind ndo assiste & 4°dimensdo.
Uma geometria quadridimensional é néo-cldssica por incompleta no sentido de Dedekind-
Hilbert. Ver-se-a mais adiante que Veronese tinha a intuigdo desse facto.
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3.1.2 Consisténcia e independéncia dos modelos hilbertianos

Para provar que os axiomas dos cinco grupos nio estao em contradigéo entre si, Hilbert con-
struiu um modelo simples para esses axiomas recorrendo ao método da geometria analftica
e assumindo a consisténcia da teoria dos niimeros reais, anteriormente bem fundamentada
por Cantor (através do recurso a um axioma de completude topolégica, que se socorre das
sucessoes de Cauchy, [ver apéndice IV,[49]]) e Dedekind (com os seus célebres cortes).!

Para tal considerou o sistema algébrico?  de todos os mimeros algébricos que resultam
de, partindo do mimero 1, efectuar um nimero finito de vezes as quatro operagbes de
adigao, subtracgao, multiplicagio, divisao e a operagdo |\/1 + wil com w um nimero obtido
por meio das cinco operagées.

Substituindo nos axiomas:

i) “ponto de Q" por “(z,y) € N2”;

ii) “recta de §2” pelo “ratio ou propor¢éo (u : v : w) de trés nimeros u, v, w de Q" (u,v
nio simultaneamente nulos);

ili) “incidéncia do ponto (z,y) na recta (u : v : w)” pela “existéncia da igualdade
uz+vy+w=0

Os niimeros do domifnio €2 sdo todos reais pelo que  é um conjunto ordenado arqui-
mediano. Sendo assim Hilbert estabeleceu a seguinte relagio de ordem linear entre os
novos pontos e rectas: sendo (z1,y1), (z2,¥2), (3,¥3), ... pontos quaisquer de uma recta
T, pOe-se

(z1,91) < (%2,72) < (3,93),...

sex; <2 <x3,... 00 Y1 <Y2 <Ys3,...

Para a relagdo de ordem no plano, como exige o axioma II4, procedeu da seguinte
forma: dada a recta (u : v : w), ela divide o plano em duas regiGes, uma dos pontos (z,y)
para os quais uz + vy + w < 0 e outra dos pontos (z,y) para os quais uz + vy +w > 0.

!(i) Como seria natural, recorreu & insuspeita aritmética cuja consisténcia seria “naturalmente” mais
ficil de demonstrar. Acalentaria esse sonho até ao fim da sua vida profissional, altura em que Godel
demonstrou que a consisténcia da aritmética é indemonstrgvel: Hilbert faleceu em 1942 e os teoremas de
incompletude de Gddel foram publicados em 1931.

Hilbert viria a ser criticado pelos seus contemporaneos pelo facto de se ter socorrido de um modelo
analitico e ndo de um sintético para demonstrar tal independéncia. O préprio Klein deu-se a esse exercicio
tendo elaborado o modelo dos 4ngulos lunares (ver Capitulo 2). Mas do ponto de vista puramente l6gico
¢é absolutamente irrelevante a utilizacdo de um modelo algébrico, geométrico, ou de “mesas, cadeiras e
canecas de cerveja”.

Do ponto de vista da maximalidade, Hilbert foi criticado por Poincaré pelo facto de o seu modelo nao
representar todo o espago mas apenas as partes que podem ser construidas com régua e compasso. Por
outro lado, fol mais tarde demonstrado que é possivel usar um sub-modelo do modelo de Hilbert para o
efeito em questdo (possivelmente as partes do espaco constructiveis apenas com uma régua graduada).

(ii) Por outro lado, recorde-se as nocoes de consisténcia e de independéncia de uma teoria: seja T uma
teoria numa certa linguagem L e seja ¢ uma sentenca de £. Entéo se existir uma dedugdo em T que leva
a concuir ¢, escreve-se T'F . T é inconsistente se existir em T uma sentenga. ¢ tal que T F (@ A —¢p). No
caso contrdrio diz-se que T & consistente. Prova-se em I6gica que se T for uma teoria compativel (isto &,
se tiver, pelo menos, um modelo ou realizagéo que satisfaga os seus axiomas), entdo T ¢ consistente.

Uma sentenca. ¢ é relativamente consistente com T se T + ¢ for consistente ou se T for inconsistente, e
¢ € independente de T se T'¥ ¢ e T ¥ —p, pelo que, no caso em que T é consistente, ¢ é independente de
T se e s6 se p e —p forem relativamente consistentes com T.

*Na verdade, um corpo.
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Para os axiomas de congruéncia (deslocamento de segmentos e angulos) ¢ suficiente
aplicar as transformagdes conhecidas da geometria analitica:
i) Translagio de um ponto (z,y) para um ponto (z',y’)

=z+a
Yy =y+b

aplicavel na deslocagdo de segmentos e dngulos;
ii) Simetria (em relagdo & recta y = 0)

{ =z
Y =-y

iii) Rotagéo de centro no ponto O = (0,0) e angulo ZCOE (onde E = (1,0)e C' = (a,b)
) de um ponto qualquer (z,y), resulta no ponto (z', y') dado pelo sistema de equagdes

! a _ b
SRR = Y
yl — b x4+ a y

va5+p ;a!+§

que sdo elementos de § visto que va? + b2 = by/ i,}lﬁ =by/1+ (%)2 €.

Assim tornou-se evidente que o modelo

(©* = {(z, )}, {(u:v: w)}, <a,=q),

onde =q representa as trés ultimas transformacdes acima descritas, (z,y) representa os -
pontos do plano 92, (u : v : w) representa as rectas do plano 02, verifica todos os axiomas

de incidéncia, ordem, congruéncia e o de Arquimedes. O axioma da completude néao é

satisfeito, pois Q ndo é um corpo completo no sentido de Dedekind. No entanto, como é

conhecido desde os primérdios deste método, qualquer contradigdo nas consequéncias dos

axiomas lineares e planos I-IV, V1 tém de forgosamente ser reconhectfvel na aritmética do

sistema algébrico ordenado Q. Isto é: se a aritmética de Q2 for ndo contraditéria, entao a

geometria do modelo (2% = {(z,y)}, {(u : v : w)}, <a,=q), assim como qualquer outra

fundada nos axiomas I-IV, V1 é igualmente contraditéria.

E claro que se for 2 = R entéo a geometria 0)? & a geometria cartesiana plana ordindria,
pois o axioma da completude é também satisfeito, como Hilbert faz questéo de demonstrar
por redugéio ao absurdo: o seu argumento comega por recordar os seguintes resultados
demonstraveis na geometria da congruéncia:

— Todo o segmento AB & divisfvel num nimero n € N, de partes congruentes:

V'EEQ,VneN,%A_BeQ

— Se um segmento AB é menor do que um segmento AC, entdo também a n-ésima
parte de AB é menor do que a n-ésima parte de AC"
-— - AB AC
VneNAB < AC = — < —
n n
Supde em seguida, com vista a uma contradi¢do, que existe uma recta g na qual,
contrariamente ao axioma de completude, se possam juntar novos pontos aos da geometria
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inicial sem que, sobre g fique perturbada a validade dos axiomas I 1-2, II, III, V 1. Seja
P um desses pontos novos. Ora P divide g em duas semirectas, cada uma, das quais, pelo
axioma de Arquimedes, contém também pontos que existiam antes da ampliacdo (pontos
velhos). Assim P parte os pontos velhos de g em duas semirectas. Com g representada na
forma paramétrica

{ z=mt+n
y=pt+gq

onde o parametro ¢t € R entdo, a particio gerada por P, fornece um corte de Dedekind
dos valores de ¢. Para um tal corte, tem-se: ou a primeira classe determinada por ele tem
um tltimo elemento, ou a segunda classe tem um primeiro elemento. Seja A o ponto de g,
correspondente ao primeiro elemento da segunda classe. Entre A e P ndo estd, portanto,
nenhum ponto velho.

Por outro lado, h4 um ponto velho B tal que P estd entre A e B. Pelo axioma de
Arquimedes, h4 ainda um ndmero finito n de pontos diferentes P, Cy, Cs, ..., C;, D tais que
os n segmentos AP, PCy, C1Cs, ...,C;D sio congruentes entre si e tais que B estd entre
A e D. Divide-se entdo o segmento AB em n partes congruentes. Todos os pontos de
divisdo s@o pontos velhos; seja W aquele, entre esses, que estd mais préximo de A. Pelas
propriedades da ordem linear e da congruéncia assumidas, tem-se que o segmento AW &
menor do que AP, porque AB ¢é menor do que AD. O ponto velho W est4 portanto entre
A e P. A hip6tese de que se pode juntar a g um ponto P, sem perturbar a validade dos
axiomas lineares, conduziu por consequéncia a uma contradigao.

Conclui-se entao que a geometria analitica cartesiana cumpre todos os axiomas lineares
e planos de I a V, o que se pode generalizar sem dificuldade para a geometria do espago.
Como a aritmética do corpo dos mimeros reais em que ela se baseia é supostamente néo
contraditéria, entdo, como qualquer outro modelo dos axiomas I-V, a geometria cartesiana
é ndo contraditoéria.

Finalmente Hilbert observa que, embora existindo um ndmero infinito de geometrias
que satisfazem aos axiomas I-IV, V1, apenas uma delas, a geometria cartesiana, é completa
no sentido de Dedekind, isto ¢, que satisfaz o axioma V2 de completude.?

Depois de mostrar a consisténcia dos seus axiomas, Hilbert enceta a tarefa de demon-
strar a independéncia mitua de cada grupo de axiomas. A independéncia dos grupos I, I,
ITI e IV é estabelecida de forma rdpida e elementar. Porém, tudo muda nos Grundlagen a
partir do momento em que Hilbert mostra a independéncia dos axiomas de continuidade,
V1 , ou axioma de Arquimedes, e V2 ou axioma da completude. A partir daf toda a
geometria dos Grundlagen é nio-arquimediana?

%Na realidade o processo de Hilbert ¢ generalizdvel. Um modelo dos axiomas I-IV e V; é obtido no
corpo numerdvel Ry de todos os niimeros algébricos reais, em vez dos nimeros reais. Entdo Ro pode ser
restringido ainda mais ao seu subcorpo Py da seguinte forma:

Seja F um corpo qualquer. Uma extensio de F da forma F(y/1 -+ %) com X € F é dita uma extensdo
pitagérica de F, e F é dito um corpo pitagdrico se toda a extensdo pitagérica de F coincide com F (por
exemplo Rg e R sdo pitagdéricos).

E fécil ver que I-IV sio satisfeitos na “geometria analitica” sobre qualquer corpo pitagérico. Por outro
lado, pode-se construir um corpo pitagérico minimal contendo um corpo dado (o fecho pitagérico do referido
corpo) da mesma maneira que se constréi o fecho algébrico de um corpo qualquer.

O corpo Pj é definido como sendo o fecho pitagérico de Q.

1Desenvolvendo aquilo que Poincaré designou de “parte néo elementar” dos Grundlagen.
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O que se propde para a sec¢ao seguinte é um “passeio” pela construgdo dessa geometria
nao-arquimediana (GNA), bem como por outras que surgem através da negacio de axiomas
ou de grupos de axiomas, seguindo a par e passo a emergéncia do pensamento hilbertiano,
ao longo da sua obra fundacional, os Grundlagen.

3.2 Geometria nao-arquimediana de Hilbert

3.2.1 Introducao

Para a investigacio das relagdes geométricas na GNA, Hilbert introduziu, o por ele de-
nominado, cdlculo de segmentos, isto é, um sistema numérico nfo-arquimediano, que se
considera como um sistema complexo especial®. Define as nocdes de segmento e de razio
de segmentos, assim como a adi¢do e a multiplicagdo dos segmentos. Em particular, intro-
duz um sistema numérico arguesiano, ou seja um sistema numeérico nado-arquimediano, no
qual a multiplicagio de segmentos ndo é comutativa. Através desses sistemas numéricos
constréi na GNA a teoria da semelhanca das figuras, a teoria das dreas, e as outras teorias
cléssicas.

Por outro lado, sabe-se, desde Euclides, que a teoria das dreas dos poligonos, que con-
stitui a base da teoria elementar da medida das 4dreas das figuras no plano arquimediano,
baseia-se na noc¢io de equicomplementabilidade, que na GNA, é mais geral, em relacdo a
noc¢io de equidecomponibilidade (equivaléncia por decomposi¢do em pares de tridngulos
congruentes — ver defini¢oes 3.7 e 3.8).

Nos pardgrafos seguintes vai-se dar uma vista de olhos pelas propostas de Hilbert nesse
ambito.

3.2.2 Um modelo analitico de GNA de Hilbert

Hilbert chama ao axioma de Arquimedes, V1 , azioma de continuidade porque, segundo
ele, “torna possivel a introducio do conceito de continuidade na geometria” b

Para provar a independéncia do referido axioma, Hilbert parte do corpo de nimeros al-
gébricos § definido no mimero 3.1.27, com vista a construir um novo corpo néo-arquimediano.
A seguir toma o corpo Q(t) das fungbes algébricas numa varidvel ¢ sobre o corpo (2
(polinémios em t), e novamente com as cinco operagdes indicadas no mimero 3.1.2 (onde
w é agora qualquer funcio gerada pelas cinco operagdes). 2(t) é o corpo ordenado procu-
rado, uma vez nele definido uma ordem total da seguinte maneira: para duas funcdes a e
b,a > bou a < b, conforme for a fungéo de t, ¢ = a — b sempre positiva ou sempre negativa
para t suficientemente grande. Como para qualquer n racional positivo, a fungdon —1t &

5Um sistema de “nimeros complexos” é aquilo que na linguagem moderna se chama uma digebre real,
e um “nimero complexo”, uma série formal.

SObviamente Hilbert se refere & continuidade & Dedekind, que assiste ao conjunto dos numeros reais
que, intencionalmente, quer transferir para as rectas da sua geometria. Ora, como ja era conhecido no seu
tempo, o axioma de Arquimedes ndo é uma consequéncia dos axiomas dos restantes grupos da geometria
euclidiana. Portanto, Hilbert admite a continuidade & Dedekind (que implica o axioma de Arquimedes)
como uma propriedade intrinseca da sua geometria.

TEmbora nessa altura j4 tivesse conhecimento da obra de Veronese (a que se refere numa nota de
rodapé) Hilbert prefere néo recorrer ao modelo de Veronese para demonstrar a independéncia do axioma
de Arquimedes. Para tal teria que previamente verificar se a Geometria ndo arquimediana de Veronese
verifica os axiomas I-IV.
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sempre negativa para t suficientemente grande, logo n < t para todo o n, o que demonstra
que o axioma de Arquimedes ndo é vilido em (t), enquanto que todos os outros grupos
de axiomas (incidéncia, ordem e congruéncia) sio satisfeitos. Assim acaba a demonstragéo
da independéncia do axioma de Arquimedes dos restantes axiomas®, a0 mesmo tempo que
obtém uma geometria «ndo-arguimedianax», na qual sfo verificados todos os axiomas, com
excepcdo do axioma de continuidade, como mostram as propriedades dos nimeros §(t)
acima discutidas, e que pode ser representado assim:

((Q(t))s = {(17, Y, Z)}, {(u viw 7‘)}, <Q(t), En(t))

Hilbert também estudou (ou sugeriu o estudo de) o efeito do axioma de Arquimedes
no caricter ndo-euclidiano das geometrias. Atente-se a um excerto dos seus Grundlagen
sobre esta matéria:

« Também sdo de fundamental importancia as geometrias ndo-arquimedianas e
ao mesmo tempo nao-euclidianas e, em particular, é do mais alto interesse o
papel que o azioma de Arquimedes desempenha na demonstragdo dos teoremas
de Legendre. A pesquisa que, sob o meu estimulo, M. Dehn® empreendeu acerca
deste assunto, conduziu a um completo esclarecimento da questdo. As pesquisas
de M. Dehn alicercam-se nos aziomas I-IIl. S6 no final do trabalho de Dehn
— e para que a geometria de Riemann (eliptica) também ficasse inclutda no
dominio de investigagio — é que os aziomas II de ordem foram encarados
duma maneira mais geral do que no presente livro, a saber :

Quatro pontos A, B, C, D duma recta repartem-se sempre em dois pares A, C
e B, D tais que A, C e B, D sdo “separados” e reciprocamente. Cinco pontos
sobre uma recta podem sempre designar-se por A, B,C, D, E de tal modo que
o par A,C é separado por B,D e por B,E e que o par A, D é separado por
B,FE e por C,E, etc.

Com base nestes aziomas I-III, portanto, sem utilizar a continuidade, M. Dehn
demonstra em seguida, uma versdo mais larga do segundo teorema de Legendre,

teorema 89 [49]:

Se nalgum tridngulo a soma dos dngulos é respectivamente maior, igual ou
menor do que dois rectos, entdo ela é assim também em cada tridngulo.

No trabalho citado também se demonstra o seguinte complemento ao primeiro
teorema de Legendre, teorema 35 [49]:

Da hipétese de infinitas paralelas a wma recta que passem por um ponto, nio
resulta, se se exclue o azioma de Arquimedes, que a soma dos dngulos no trian-
gulo seja menor do que dois rectos. Mais: hd por um lado, uma geometria (a
geometria ndo-legendriana) na qual por um ponto se podem conduzir infinitas
paralelas a uma recta e em que, contudo, sdo vdlidos os teoremas da geometria

8Seguindo a nota anterior, pode-se dizer que independéncia de V; é mostrada pela geometria Ro ou
pela geometria Po.

A independéncia de V1 decorre da existéncia de corpos pitagéricos ndo arquimedianos: o fecho pitagérico
de qualquer corpo néo arquimediano (por exemplo, o corpo das fungdes racionais a uma varidvel, sobre Q,
com uma valuagdo ndo arquimediana).

?«Os “Teoremas de Legendre” sobre a soma dos angulos no trisngulo Math. Ann., Bd. 53, 1900.»
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de Riemann (eliptica); e hd, por outro lado, uma geometria (a geometria semi-
euclideana) na qual hd infinitas paralelas a uma recta passando por um ponto
e em que, apesar disso, sdo vdlidos os teoremas da geometria euclideana.

Da hipétese de que nio hd paralelas resulta sempre que a soma dos dngulos no
tridngulo é maior do que dois rectos.

Noto finalmente que, quando se introduz o arioma de Arquimedes, o arioma
das paralelas pode ser substitutdo pela condicio de que a soma dos dngulos no
tridngulo deva ser igual a dois rectos.»

Nas secgdes seguintes vai-se ver como Hilbert desenvolve t6picos cldssicos fundamentais
da geometria, sem recurso ao Axioma de Arquimedes, obtendo resultados a todos os titulos
surpreendentes, como por exemplo o seguinte:

Proposigao 3.1 Na geometria nio-arquimediana existem tridngulos que, respectivamente,

tém iguais medidas de altura e base, sdo equicomplementdveis, mas nao sio equidecomponiveis.l

3.2.3 Cdlculo nao-arquimediano das proporgoes
Introducio: uma teoria nio-arquimediana de segmentos proporcionais

O seu objectivo é o de fundamentar a teoria das proporgdes de Euclides, apenas com
os axiomas I-IV. Antes de iniciar a investigacio nessa matéria, Hilbert deixa claro (§13,
Grundlagen'®) o conceito de nimero que vai utilizar, acabando por apresentar uma (a
primeira) axiomética para corpos ordenados, isto &, isomorfos ao corpo ordenado dos
nimeros reais. O que tem em vista é a construgdo de um corpo ordenado de segmentos,
isomorfo aos sistemas numéricos construidos por Cantor e Dedekind.

O papel fundamental do teorema de Pascal nessa construgéo é o de permitir a demon-
stragdo das propriedades da multiplicacdo de segmentos e criar o referido corpo, sem
recorrer ao axioma de Arquimedes!!. Com esse corpo de segmentos Hilbert encontra-
se armado para recriar a teoria euclidiana das proporgdes!?, sem recurso ao axioma de
Arquimedes, o que constitui uma inovacéo.

O teorema fundamental da teoria das proporgdes é o teorema dito de Thales, com o

enunciado seguinte:

Proposigao 3.2 (teorema de Thales) se duas rectas paralelas cortam, nos lados de um
angulo, os segmentos a,b,a’, b, a propor¢io a: b= a' : b é satisfeita. Reciprocamente, se
quatro segmentos a,b,a’, b satisfazem a propor¢do a:b= a' 1V e sdo referentes aos lados
de um angulo, as rectas que ligam as extremidades de a e de b as de a' e b’ sdo paralelas.

A demonstracio deste teorema, dada por Euclides, baseia-se na procura de uma parte
aliquota de segmentos com o mesmo suporte; no caso dos segmentos incomensurdveis
tal demonstracio exige o recurso a um axioma de continuidade & Dedekind, portanto de
alguma forma ao axioma de Arquimedes [|. O recurso ao teorema de Pascal vai mostrar
que o teorema de Thales é independente do axioma de Arquimedes.

10Todas as referéncias aos Grundlagen reportam-se is edigdes portuguesas, [46], [49].

1 Hjlbert consegue assim esse desiderato, de forma simples, muito loge do método muito complexo usado
por Veronese.

120y melhor, “teoria dos segmentos proporcionais”, segundo Paul Rossier [47].
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O teorema de Pascal

O teorema de Pascal & um teorema da geometria projectivald e ¢ uma proposigio sobre
14,

um hexdgono inscrito numa cénica*:
Teorema 3.2 (Pascal, geral) Dado um hexdgono [ABCDEF], inscrito numa cdénica,
cada um dos trés pares de rectas gue contém os trés pares de lados opostos, intersectam-se
em pontos, P, }, R, que estdo situados sobre uma mesma recta, r:

Obs: nada obriga a que o hexdgono seja regular, ou mesmo convexo. O teorema
continua véilido mesmo no caso de a cénica se encontrar degenerada em duas rectas. O
caso a que Hilbert recorre é aquele em que a recta que contém os pontos de intersecgdo é
uma recta no infinito, isto é, em que os lados opostos do hexdgono sdo paralelos. Nesse
caso o teorema de Pascal pode ser enunciado como se segue:

C B A

¥Dual do teorema de Brianchon: dado um hexédgono circunscrito numa cénica as rectas que unem
vértices opostos(diagonais) intersectam-se num tnico ponto.

ME jneressante notar que Veronese, também trabalhou com o hexagrama “mistico” antes de entrar pelos
caminhos ndo-arquimedianos. Hilbert recorre ao teorema de Pascal — um teorema sobre o hexagrama —
exactamente para se livrar do axioma de Arquimedes.
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Teorema 3.3 (Pascal, restrito) Sejam A, B, C, A’, B', C' dois ternos de pontos re-
spectivamente sobre cada uma de duas rectas que se intersectam num ponto distinto de
qualquer daqueles pontos; se CF’ é paralelo a BC' e CA' paralelo a AC’, entdo é também
BA’ paralelo a AB'.

Esta forma do teorema de Pascal era j4 conhecida de Papo, pelo que na maior parte
da literatura aparece associado a esse nome. Assim, doravante adoptar-se-a, para este
resultado, a designacdo de “teorema de Papo-Pascal”.

Para fundamentar a sua teoria das proporgGes Hilbert recorre unicamente ao caso
especial do teorema de Papo-Pascal em que os pontos A, B, C estdo no mesmo raio a
partir de O e em que se tem

0OC =0A" & OA=0C

Il

Cslculo nao-arquimediano de segmentos com recurso ao teorema de Papo-
Pascal

O teorema de Papo-Pascal permite-lhe introduzir na geometria um sistema algébrico or-
denado de segmentos no qual sdo vilidas todas as regras de cdlculo para os nimeros reais.

Adaptando a linguagem geométrica & numérica, através da substitui¢do do simbolo
“="_ de congruéncia, pelo sfmbolo “=", usado no sistema dos nimeros reais, introduz a:

Definicdo 3.1 (Soma de segmentos, ordem) Se trés pontos A, B, C' estio sobre uma
recta e B estd entre A e C entdo representa-se por ¢ = AC a soma dos dois segmentos
a=AB e b= BC e pée-se:

c=a+b
Os segmentos a e b dizem-se menores que c, simbolicamente
a<e b<e
e ¢ diz-se maior do que a e b, simbolicamente

c>a, ¢c>b

Proposicio 3.3 (Propriedades da soma de segmentos) para a adigio de segmentos
definida acima sdo vdlidas as leis associativa

a+(b+c)=(a+b)+c,
e comutativa
at+b=>b+a.

Define, como classicamente, o produto dum segmento a por um segmento b, através
da seguinte construgéo:
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Definigdo 3.2 (produto de segmentos) escolhe-se em primeiro lugar um segmento qual-
quer, fizo de uma vez por todas, designado por 1 . Desloca-se para um dos lados dum dngulo
recto e a partir do vértice O, o segmento 1 e também a partir de O, o segmento b; em
sequida desloca—se para o outro lado o segmento a. Unindo as extremidades dos segmentos
1 e a por uma recta e conduzindo uma paralela a essa recta pela extremidade do segmento,
esta determinard um segmento ¢ no outro lado do éngulo. c é o produto do segmento a
pelo segmento b e é designado por

Nas proposi¢des seguintes, Hilbert demonstra propriedades da multiplicacdo de seg-
mentos acima definida:

Proposicdo 3.4 Na multiplicacdo de segmentos definida em 3.2 é vdlida a lei comutativa

ab = ba.

Na demonstra¢io, importante para se compreender o papel do teorema de Papo-Pascal
nesta teoria, Hilbert diz: «Para este fim construamos primeiramente, da maneira acima
indicada, o segmento ab. Além disso, desloquemos o segmento a para o primeiro lado do
dngulo recto e o segmento b para outro lado; unamos a extremidade do segmento 1 com
a extremidade do segmento b, que estd no outro lado, por meio duma recta, e tracemos
uma paralela a esta recta pela extremidade de a que estd no primeiro lado: esta paralela
determina o segmento ba sobre o outro lado — e, de facto, este segmento ba coincide, como
mostra a figura, com o segmento ab anteriormente construido, em vista do paralelismo
das linha auziliares a tracejado, paralelismo que é consequéncia do teorema de Pascal.
Também, reciprocamente, da lei comutativa no nosso cédlculo de segmentos, resulta, como
imediatamente se verd, que, o que foi chamado o caso especial do teorema de Pascal,
é sequramente vdlido para as figuras onde as semirectas OA ¢ OA formam um dngulo
recto».

Proposicao 3.5 Na multiplicagio de segmentos definida em 3.2 sdo vdlidas as leis asso-
ciativa e distributiva

a(bc) = (ab)c.
alb+c) = ab+ac

Um breve exame das figuras abaixo (extrafdas dos Grundlagen), basta para se certificar
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da veracidade desta proposicio:

AR,
AR
3 .ﬁ"\':‘x‘- AN A

0 b

1

Definicao 3.3 (quociente de segmentos) Se b e ¢ sdo segmentos quaisquer, entdo hd
sempre um segmento a, tal que ¢ = ab; este segmento a representa-se por § e chama-se
gquociente de ¢ por b.

Isto acaba a construcdo hilbertiana de um sistema algébrico ordenado de segmentos
isomorfo ao sistema dos nimeros reais.

Teoria nao-arquimediana das proporgoes

No sistema algébrico ordenado de segmentos que acabou de construir, Hilbert fundamentou
a teoria de Euclides das proporgdes, sem o recurso ao axioma de Arquimedes do seguinte
modo:
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Definicao 3.4 (proporgao) Se a,b,a',t/ sdo quaisquer quatro segmentos, a proporgéo:
a:b=a :¥V
é equivalente & igualdade de segmentos
ab' = ba.

Definicdo 3.5 (semelhanga de tridngulos) Dois tridngulos dizem-se semelhantes quando
0s seus dngulos se podem fazer corresponder de tal modo que, dngulos correspondentes se-
jam congruentes.

Teorema 3.4 Se a,b e a’,b’ sdo lados correspondentes em dois tridngulos semelhantes,
entdo tem-se a proporcao

a:b=d:¥.

Corolério 3.1 (Teorema fundamental da teoria das proporgoes (Tales)) Se duas
paralelas intersectam os lados dum dngulo qualquer nos segmentos a,b,d’, ¥, respectiva-
mente, entdo é vdilida a proporgdo

a:b=ad:V.

Reciprocamente, se quatro segmentos a,b, o', b’ verificam esta proporgdo, e a,a’ e b,V sdo
dois a dois deslocados para cada um dos lados dum dngulo qualquer, entdo as rectas que
unem os pontos extremidades de a,b e o', V', respectivamente, sio paralelas entre si.

3.2.4 O modelo geral de geometria analitica nado-arquimediana de Hilbert

Ao sistema de segmentos considerado, Hilbert associa um sistema de segmentos orientados,
do seguinte modo: escolhe na recta ordenada um sentido positivo e um sentido negativo;
ao segmento AB associa um segmento a, quando B ficar no sentido positivo a partir de
A, e no caso contrério associa AB a —a; um ponto qualquer ¢ designado o segmento 0.
O segmento a diz-se positivo quando for maior do que 0, a > 0; o segmento —a diz-se
negativo quando menor do que 0, —a < 0.

Obtém uma extensdo do cédlculo de segmentos onde sdo vélidas todas as regras de
cslculo para os nimeros reais. Em particular, tem-se

Proposicdo 3.6 i)al=1—-a=a e a.0=0.a=0.

i1) Se ab = 0, entdo é, oua =0, oub=0.

1) Se a > b e ¢ > 0, entdo resulta sempre ac > be .

w) Além disso, se Ay, Ay, A3, ..., Ap_i, Ay s@o n pontos numa recta, entdo a soma dos
segmentos A1Ag, AgAs, ..., Ap_14n, AnA; éigual a 0.

Com o objectivo de representar analiticamente uma recta num plano cartesiano, con-
stréi um sistema de eixos ortogonais, num plano «, com duas rectas perpendiculares entre
si passando por O. Cada ponto do plano « é univocamente determinado pelas suas coor-
denadas z,y que podem ser segmentos positivos, negativos ou 0.
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Seja | uma qualquer recta do plano «, passando por O e por um ponto C com as
coordenadas a, b e sejam z,y as coordenadas dum ponto qualquer P de l. Entdo encontra-
se facilmente, a partir do teorema 3.1, como equacdo da recta [,

a:b=x:y,
ou
bxr —ay=0.

Se I, for uma paralela a | que intersecta no eixo dos X o segmento c, entdo obtem-se
a equacdo da recta I, substituindo o segmento z pelo segmento x — ¢ na equagdo da recta
I; a equagdo desejada é portanto

bx —ay — bc = 0.

A partir destas consideragdes conclui-se, independentemente do axioma de Arquimedes,
que

Proposicao 3.7 Toda a recta num plano, representa-se por uma equagdo linear nas co-
ordenadas z,y, e reciprocamente, que toda a equagdo linear representa uma recta, sendo
o0s coeficientes segmentos considerados na geometria em questdo.

Para obter a geometria analftica euclidiana usual, é porém necessério introduzir o
axioma de Arquimedes. Nesse caso, pode-se fazer corresponder aos pontos duma recta
qualquer no espago, niimeros reais, da seguinte maneira, indicada por Hilbert:

[...] escolhe-se sobre a recta dois pontos quaisquer a que se faz corresponder os mimeros
0 e 1, definindo assim um segmento unitdrio; depois dividindo ao meio o segmento 01 e

designando o ponto médio correspondente por %, em sequida o ponto médio do segmento

O% por % etc. ; depois de ter usado n vezes este processo, chega-se a um ponto a que
corresponde o nimero 2% Desloquemos, agora, o segmento 02%, partindo do ponto O,
quer para o lado do ponto 1 quer para o outro lado, por exemplo, m vezes, e demos aos
pontos que se obtém os valores numéricos §x e ,— g respectivamente. »

A partir do axioma de Arquimedes pode-se facilmente concluir (com base nesta corre-

spondéncia) que

Proposicio 3.8 A qualquer ponto da recta se pode fazer corresponder um nimero real,
duma maneira univoca, e de tal modo que esta correspondéncia tem a seguinte propriedade:
se A, B,C sdo trés pontos quaisquer da recta e o, 3,7, 0s correspondentes nuimeros reais
e se B estd entre A e C, entdo estes nimeros satisfazem ou & desigualdade o < B < v ou
aa>fF>n.

A recfproca desta proposigo, isto &, se a todo o nimero real também corresponde um
ponto da geometria, ndo & verdadeira, pois depende de ser ou néo vilido o axioma de
completude V2, na geometria em questao.

Pelo contrério,

Proposicao 3.9 Se numa geometria s6 se supde a validade do arioma de Arquimedes,
entio é sempre possivel ampliar o sistema de pontos, rectas e planos por meio de elementos
«irracionais», de modo que para cada recta da geometria resultante, a cada sistema de trés
nimeros reais sotisfazendo & equacdo dessa recta corresponda, sem exrcepgdo, um ponto.
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Isto &, trata-se duma geometria incompleta, no sentido de Dedekind. Uma geometria
que verifique o axioma de completude de Dedekind & isomorfa & geometria cartesiana real:

Proposigao 3.10 A geometria analitica cartesiana usual é tnica, a menos de isomor-
fismo.

3.2.5 Aplicacdo: teoria nidc-arquimediana das dreas planas

Ap6s a introdugio de uma teoria ndo-arquimediana de segmentos proporcionais, fundada
nos axiomas I 1-3 e II-IV, Hilbert propde um estudo das sreas planas, fundado nos mesmos
axiomas. A teoria proposta é também “uma das mais notdveis aplicagdes do teorema de
Papo-Pascal na geometria elementar” [49].

Equidecomponibilidade e equicomplementabilidade

Sao fundamentais as definigdes seguintes:

Definicio 3.6 (decomposigao de um poligono) Unindo dois pontos dum poligono sim-
ples, P, por uma poligonal qualquer que ezista toda no interior do poligono e néo contenha
nenhum ponto duplo, obtém-se dois novos poligonos simples Py e Py cujos pontos interi-
ores estdo todos no interior de P; diz-se que P estd decomposto em P, e P, ou Py e P
compoem P.

Definigao 3.7 (equidecomponibilidade) Dois poligonos simples dizem-se equidecom-
pontveis, quando se podem decompor num nidmero finito de tridngulos congruentes entre
st, dois a dois.

Definicao 3.8 (equicomplementabilidade) Dois poligonos simples P e () dizem-se
equicomplementdveis quando se puder juntar-lhes um nimero finito de poligonos equide-
componiveis dois a dois P',Q'; P",Q"; ..., P", Q" de modo que os dois poligonos P+ P’ +
Pla  +P"eQ+Q +Q"+..+ Q" desse modo compostos, sejam equidecompontveis
entre si.

Destas definigdes resulta imediatamente:

Proposicao 3.11 Por composi¢io de poligonos equidecomponitveis resultam ainda poli-
gonos equidecomponiveis, e quando de poligonos equidecomponiveis se retiram poligonos
equidecompontveis entdo os poligonos restantes sao equicomplementduveis.

Além disso, tem-se:

Proposigao 3.12 Se dois poligonos Pi, e Py sdo equidecompontveis com um terceiro poli-
gono P entdo Py, e Py sdo equidecomponiveis entre si.

Proposigao 3.13 Se dois poligonos sdo equicomplementdveis com um terceiro, entdo sao
equicomplementdvets entre si.

Isto &, as relagdes de equidecomponibilidade e de equicomplementabilidade sdo relacdes
de equivaléncia.

Definindo de maneira usual, as nogdes de rectangulo, base e altura dum paralelogramo,
base e altura dum tridngulo, tem-se:
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Proposicao 3.14 Dois paralelogramos com a mesma base e a mesma altura sGo equicom-
plementdveis.

Além disso, é valida a conhecida proposi¢ao:

Proposigao 3.15 Todo o tridngulo AABC é sempre equidecomponivel com um paralelo-
gramo com o mesma base e metade da altura.

A B

Teorema 3.5 (fundamental da teoria das dreas planas, =) Dois tridngulos com a
mesma base e com mesma altura sdo equicomplementdveis.

Dem. resulta imediatamente dos teoremas 3.14 e 3.15, e com a intervengao do teorema

312,
Como & sabido desde Euclides, mostra-se facilmente, que

Proposicao 3.16 Dois paralelogramos e, portanto, (pelas proprosicbes anteriores) tam-
bém dois tridngulos, com as mesmas bases e mesmas alturas sdo sempre equidecomponiveis.

A demonstracao é feita em Euclides. Note-se porém que a demonstragdo nio é possivel
sem a utilizacdo do azioma de Arquimedes. Na verdade, tem lugar a seguinte

Proposigao 3.17 Em todo o modelo de geometria ndo-arquimediana, existem tridngulos
possuindo a mesma base e a mesma altura que ( pelo teorema 3.5, sGo equicomplementdveis
e que) ndo sGo equidecomponiveis.

Veja-se a demonstracao de Hilbert:

«De facto desloquem-se, numa geometria ndo-arquimediana, para uma semirecta dois
segmentos AB = e ¢ AD = a, para os quais ndo haja nenhum nimero inteiro n que
satisfaca & relagdo:

ne > a.

Das extremidades do segmento AD levantem-se as perpendiculares AC e DC7 de com-
primento e. Os tridngulos NABC e AABC' sdo, pelo teorema 3.5, equidecomponiveis
por ampliacdo. Do teorema 23 [{9]'° resulta que a soma de dois lados dum tridngulo é
maior do que o terceiro lado, entendendo-se a soma de dois lados no sentido do cdlculo de
segmentos introduzido no capitulo terceiro.

15«Em todo o tridngulo, ao maior lado estd oposto o maior dngulo”.
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Portanto é BC < e+ e = 2e. Além disso pode demonstrar-se a seguinte proposicdo
sem usar a continuidade:

— Um segmento que fique completamente no interior dum tridngulo é menor do que
o maior dos seus lados.

Por consequéncia, cada segmento que esteja no interior do tridngulo AABC é menor
do que 2e.

Suponhamos agora que seja dada uma decomposicdo dos tridngulos AABC e AABC'
num nimero finito de partes, por ezemplo cada um em k tridngulos, congruentes entre
st dois a dois. Cada lado dum tridngulo parcial utilizado na decomposicdo do tridngulo
AABC estd ou no tridngulo AABC ou sobre um dos seus lados, isto é, é menor do que
2e. O pertmetro de cada tridngulo parcial é portanto menor do que 6e; a soma de todos
estes perfmetros é portanto menor do que 6ke. As decomposicées dos tridngulos AABC
o AABC' devem dar o mesmo perimetro soma, e, por isso, a soma dos perémetros dos
tridngulos parciais utilizados na decomposicdo do tridngulo AABC' deve ser menor do
que 6ke. Porém, nesta soma estd com certeza, completamente compreendido o lado AC,
isto é, deve ser AC' < 6ke e daqui e pelo teorema 23 [Grundlagen] tem-se: a < 6ke.
Isto contradiz a nossa hipdtese relativa aos segmentos e e a. A hipdtese da possibilidade
duma decomposicdo dos tridngulos parciais congruentes entre si conduziu-nos, portanto a
um contradigdo.»

Os teoremas sobre a equicomplementabilidade da geometria elementar séo corolérios
dos resultados acima.

Exemplo 3.1 Tem-se, em particular, o teorema de Pitdgoras:

//

//

Proposicao 3.18 Para um dado tridngulo (e portanto também para todo o poligono sim-
ples) pode-se sempre construir um tridngulo rectdngulo que possui um cateto unidade e que
é equicomplementdvel com o tridngulo (com o poligono).

Teorema 3.6 (fundamental da teoria das dreas planas, <) Se dois tridngulos equicom-
plementdveis tem bases iguais, entio tém também alturas iguais.

Este teorema fundamental, encontra-se no primeiro livro de Euclides como o 39.°teorema;
entretanto, para a sua demonstragao, Euclides faz apelo ao postulado geral sobre grandezas:

“Q0 todo é maior do que uma sua parte”

um método que implica a introdugdo dum novo axioma geométrico sobre equicomple-
mentabilidade.
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Ora, sem um tal novo axioma, Hilbert consegue estabelecer o teorema 3.6 e por con-
sequéncia a teoria das dreas planas, seguindo o mesmo caminho, isto &, unicamente com
o auxilio dos axiomas do plano e sem utilizagio do axioma de Arquimedes. Para analisar
isto, temos necessidade da nogio de medida de 4rea.

Para continuar a teoria, necessério se tornou, definir, nesse quadro, uma nocao de 4rea
de um tridngulo.

Definicao hilbertiana de area

Definicao 3.9 (orientagdo) Numa geometria plana uma recta AB divide os pontos que
ndo estio sobre ela em dois conjuntos de pontos: um destes conjuntos é desgnado por
“ direita da semirecta AB” que parte de A ou do «segmento orientado AB» e o “4
esquerda da semirecta BA” que parte de B, ou do «segmento orientado BA», o outro
dominio o & esquerda da semirecta AB e a direita da semirecta BA. Relativamente a dois
segmentos orientados AB e AO, o mesmo dominio estdrd situado “a direita”, quando
B e C estiverem na mesma semirecta que parte de A (e reciprocamente). Se para uma
semirecta g, partindo dum ponto O, foi jé definido o dominio a direita, o uma semirecta h
partindo de O percorre este dominio, entio diz-se que o doménio relativo a h que contém
g, é a esquerda de h.

Reconhece-se que deste modo, partindo de uma determinada semirecta AB, ficam
univocamente determinados os lados direito e esquerdo em relagdo a toda a semirecta, ou
a todo o segmento, isto &, fica determinada uma orientagao.

Definigao 3.10 (orientagdo de um triangulo) Os pontos do interior dum tridngulo
AABC estio, ou a esquerda dos lados AB, BC, CA ou & esquerda de BA,CB,AC. No
primeiro caso diz-se: ABC (respectivamente BCA, CAB) é o sentido positivo e CBA
(respectivamente BAC, ACB) o sentido negativo do tridngulo; no dltimo caso diz-se:
CBA é o sentido positivo e ABC o sentido negativo do tridngulo.

Quando num triangulo AABC de lados a, b, ¢ se constroem as duas alturas h, = AD
, hy = BE, resulta da semelhanca dos tridngulos ABCE e AACD e pelo teorema 3.4, a
propor¢ao:

a:hy=>:hg,
isto é:
ahg, = bhy;
por consequéncia,

Proposigio 3.19 Em todo o tridngulo, o produto duma base pela altura correspondente
¢ independente do lado escolhido como base no tridngulo.

A metade do produto da base pela altura dum tridngulo AABC é portanto, um seg-
mento a caracteristico do tridngulo AABC. A este segmento caracteristico dd-se um
nome, conforme a defini¢do seguinte:
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Definicdo 3.11 (drea de um tridngulo) Seja, no tridngulo AABC, o sentido ABC o
positivo. O segmento positivo (+a) chama-se medida de drea do tridngulo AABC per-
corrido no sentido positivo e é designada por [ABC]; o segmento negativo (—a) chama-se
a medida de drea do tridngulo NABC percorrido no sentido negativo e é designada por

(CBA].
Tem-se entdo o teorema muito simples:

Proposicao 3.20 Se um ponto O estd no exterior dum tridngulo AABC, entio tém-se
para a medida de drea do tridngulo a relagdo

[ABC) = [0AB] + [0BC] + [OCA].

Teorema 3.7 Se um tridngulo AABC é decomposto, de qualquer maneira, num nidmero
finito de tridngulos Ay, entdo a medida da drea do tridngulo AABC, percorrido no sentido
positivo, é igual @ soma das medidas das dreas de todos os tridngulos Ay, percorridos no
sentido positivo.

Proposicao 8.21 A medida de drea [P] dum poligono simples é independente do modo de
decomposigio em tridngulos e por consequéncia é determinada unfvocamente pelo poligono.

Tem-se entao a

Definigdo 3.12 A medida de drea [P] dum poligono simples, percorrido no sentido posi-
tivo, é a soma das medidas das dreas de todos os tridngulos percorridos no sentido positivo,
que se obtém por uma determinada decomposicao do poligono.

Desta definigdo obtém-se, recorrendo ao teorema 3.7, a proposicao:
Proposicao 3.22 Poligonos equidecomponiveis tém a mesma medida de drea.

Deve-se sempre entender por medida de drea a que se refere ao sentido positivo de
percurso.

Proposicao 3.23 Poligonos equicomplementdveis tém a mesma medida de drea.

Com efeito, se P e @ sdo poligonos equicomplement4veis, entdo, por defini¢do, devem
existir poligonos equidecomponiveis dois a dois P/, Q’;...; P”,@", tais que, juntando por
um lado P, P/, ..., P num poligono P + P’ + ... + P” e por outro lado @, @/, ..., @” num
poligono @ + Q' + ... + Q”, estes dois tltimos sfo equidecomponiveis. Das igualdades:

[P+P +..+P' = Q+Q +...+Q"]
P] = (@]
(Pl = (@]
conclui-se facilmente :
(Pl =1{Q]
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Desta proposicio deduz-se imediatamente a demonstracio do teorema fundamental do
cdlculo das dreas planas (<=). Com efeito, designando as bases iguais dos dois tridngu-
los por g, as alturas correspondentes por h e A/, respectivamente, conclui-se da suposta
equicomplementabilidade dos dois tridngulos, que devem ter a mesma medida de 4rea, isto
&, que

1
2

1

I h= !
2gh@ K,

gh=
que é a tese do teorema 3.6.
Tem-se também a

Proposicao 3.24 Poligonos com a mesma medida de drea sdo equicomplementdveis.
Resulta entdo das duas vltimas proposigoes o

Teorema 3.8 Dois poligonos equicomplementdveis tém sempre a mesma medida de drea
e dois poligonos com a mesma medida de drea sGo sempre equicomplementdveis.

Exemplo 3.2 Em particular, em dois rectdngulos equidecomponitveis por ampliacdo e com
um mesmo lado, os outros lados sdo também iguais.

Também tem-se o teorema:

Teorema 3.9 Se se decompde um rectdngulo, por meio de rectas, em vdrios tridngulos e .
tirarmos um sé que seja destes tridngulos, entdo ndo se pode, com os restantes tridngulos,
preencher o rectdngulo.

3.2.6 Niimeros arguesianos. Geometria nao-arquimediana nao-pascaliana.
Nimeros arguesianos

Com vista a demonstrar o significado do teorema de Desargues no contexto da sua con-
strugio axiomatica, Hilbert introduz um célculo de segmentos, sem recorrer aos axiomas
de congruéncia e baseando-se nesse teorema. Parte de uma geometria plana na qual sdo
vélidos os axiomas I1-3, II, IV¥* (§24, Grundlagen), isto é, todo os axiomas lineares e
planos com excepgio dos axiomas de congruéncia e continuidade, e introduz nesta geome-
tria, independentemente dos aziomas de congruéncia e de continuidade, um novo célculo
de segmentos, da seguinte maneira:

Toma-se no plano duas rectas fixas que se intersectam num ponto O, calcula-se, com
os segmentos cujos pontos origem sejam O e cujas extremidades estejam sobre uma destas
duas rectas fixas. Considera-se o ponto O como o segmento 0, ficando OO = 0 ou 0 = OO.

Sejam E e E’ pontos determinados sobre as rectas fixas que se intersectam em O; entdo
chama-se aos dois segmentos OF e OF' segmentos unitdrios:

OE=0F =1vV1=0E =0OF'

—
A recta EE' chama-se a recta-unidade. Além disso, se A e A’ forem pontos, respecti-
vamente sobre as rectas OF e OF' ,ese AA" || EF', entdo dize-se que os segmentos OA e
OA' sdo iguais.
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ﬁra se definir a soma dos segmentos a = OA e b= OB, que estio sobre OE , constroi-
se AA, paralela 4 recta unidade EE’ e conduz-se depois, por A’, uma paralela a OE e por
B uma paralela a OE. Essas duas paralelas intersectam-se num ponto A”. Finalmente
((:gr_l_guza-se por A” uma paralela a rect_allmd_zic_li Eﬁ; esta encontra as rectas fixas ‘O_E_e_
OE' nos pontos O e C’; entdao a ¢ = OC = OC’ chama-se a soma do segmento a = OA
com o segmento b= OB.

A seguir Hilbert mostra que nessa dlgebra de segmentos sdo vilidas todas as pro-
priedades dum corpo ordenado, excepto a propriedade comutativa da multiplicacdo e os
teoremas de continuidade. A este sistema de nimeros ele chama sistema de numeros
arguesianos.

Num sistema D de niimeros arguesianos, Hilbert constroi uma geometria do espaco,
na qual sdo vélidos todos os axiomas I, Il e o

Axioma 3.1 IV* (Azioma das paralelas na forma mais forte) Seja a uma recta e A um
ponto fora de a: entdo hd no plano determinado por a e A uma e uma 36 recta que passa
por A e ndo corta a.

Para tal, considera cada elemento do conjunto {(z,y, z) : z,y, 2 € D} como um ponto, e
as listas (u: v : w : r) € D*, no qual os trés primeiros mimeros nao sio iguais a 0, como um
plano, com a condigdo de que os sistemas (u:v:w:r)e (au:av:aw:ar),(0#a € D)
representem o mesmo plano. A equagdo

ur+vy+wz+r=20

exprime que o ponto (z,y, z) estd no plano (u:v: w: 7). A recta é definida através da
intersecc@o de dois planos (u' : v/ : w' : 7') e (u” : v" : w” : r"), onde ndo existe a # 0, tal
que:

au=u, a=v, aw=u.
Tem-se que
(r,y,2) € [(W:v:w ), 0" w":7")] &
& (z,y,2) e v v )N " " ).

Por construgéio de D, é evidente que sdo validos todos os axiomas I e IV*. Para que
os axiomas, de ordem, sejam também satisfeitos Hilbert define a seguinte ordem:

Definigao 3.13 Sejam (1,31, 21), (x2,y2, 22), (x3,Y3,23) trés pontos quaisquer duma

recta [(u : o' : w1 7)), (W : v w” i r”)]. Entdo o ponto (r3,Yy2,22) estd entre os

outros dois, quando pelo menos uma das seis sequintes duplas desigualdades é verificada:

(1) r < x9<T3 IT1>IT2>I3

(2) 1 < Yv2<ys Y1>Y2> Y3

(3) 21 < 2z9< 23, 21 >29> 23
Das equagoes:

Writ+vyi+wzi+r = 0
wri+v"yi+w i+ = 0 (1=1,2,3)
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deriva-se, por multiplicagdo a esquerda por nimeros apropriados de D, diferentes de 0, e
depois por adigho das igualdades correspondentes, um sistema de igualdades da forma

(4) u"zi+V"yi+w"zi+7" =0 (:1=1,2,3)

Aqui o coeficiente v’ ndo &, com certeza, 0, visto que, de contrério, ter-se-ia a igualdade
dos trés nimeros x1,zg,z3 . No caso em que «” = Q, entdo tem-se

h=Yy2=193
Mas se é v # 0, entdo conclui-se a partir de

1S TS T3,

as outras duplas desigualdades
"z S u"zy S u"x3,
e por consequéncia, em vista de (4)
vlllyl + TI” § ,Ullly2 + 7'”, § 'U,”y3 + 7'”,

donde

U4 n mn
vy Svya S v ys,

e como v" # 0, tem-se
NSy SYs;

devendo em cada uma destas duplas desigualdades ser valido sempre ou o sinal superior
ou o sinal inferior.

Das consideragoes desenvolvidas pode-se reconhecer que, nesta geometria, se tém os
axiomas II1-3.

Para mostrar que nesta geometria também é vilido o axioma II4, do plano, Hilbert
considera um plano (u : v : w : ) e nele uma recta [(u : 7,: w:r), (W : v W 7))
Convenciona que todos os pontos (z, y, z) existentes no plano (u : v : w : r), para os quais
a expressio u'z + v'y + wz + r, se torna menor ou maior que 0, devem estar situados,
respectivamente, dum ou de outro lado daquela recta; esta convengao é claramente uma
bijeccao.

Assim os axiomas I, II, IV* sdo todos validos na geometria do espago que provém, do
modo acima descrito, do sistema de ndimeros de Desargues, D .

Visto que, o teorema de Desargues é uma consequéncia dos axiomas I1-8, II, IV*,
reconhece-se que:

Teorema 3.10 A partir dum sistema de nmimeros arguesianos, D, pode-se construir uma
geometria plana na qual os nidmeros do sistema D constituem os elementos dum cdlculo
de segmentos, introduzido como acima, e no qual 0s axiomas I1-3, II, IV* sdo verificados;
numa tal geometria plana é entdo sempre vdlido também o teorema de Desargues.

Este teorema é reciproco do seguinte resultado:
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Teorema 3.11 Numa geometria plana na qual, além dos aziomas I1-3, II, IV*, seja
vdlido também o teorema de Desargues, pode-se introduzir um célculo arguesiano de seg-
mentos; os elementos deste cdlculo de segmentos constituem entéo, depois da defini¢io de
ordem, um sistema de nimeros de arguesianos.

Considere-se agora o conjunto dos segmentos como um sistema algébrico ordenado e
construa-se a partir deles , de acordo com o acima exposto, uma geometria do espago na
qual sejam vélidos todos os axiomas I, I, IV*. Tem-se o

Teorema 3.12 Se numa geometria plana sio verificados os axiomas I1-3, II, IV¥*, en-
tdo a validade do teorema de Desargues é condicdo necessdria e suficiente para que esta
geometria plana se possa considerar como uma parte duma geometria do espago, na qual
sejam verificados todos os axiomas LILIV*,

Assim o teorema do Desargues para a geometria plana caracteriza-se como o resultado
da eliminagdo dos axiomas do espaco.

Destes resultados pode-se reconhecer que

— Toda geometria do espago, na qual sdo verificados os axiomas I, I, IV*, pode-se
sempre considerar como uma parte duma «geometria a um mimero qualquer de dimen-
soes»;

Tém-se os seguintes resultados essénciais:

Teorema 3.13 Num sistema de nidmeros arquimediano, a lei comutativa da multiplicacdo
é uma consequéncia necessdria das restantes leis de cdlculo.

Teorema 3.14 Num sistema de numeros néio-arquimediano, a lei comutativa da multi-
plicacdo ndo é uma consequéncia necessdria das restantes leis de cdlculo.

Dem. Sejam t um parametro e T uma expressio qualquer, com um niimero finito de
termos, da forma

T = rot” + 1t 4 gt 0+ 4 pgg(48) 4

onde 7o(# 0),7r1,72,... designam nimeros racionais quaisquer e m um nuimero inteiro
racional qualquer. Acrescente-se ao conjunto destas expressoes o nimero (. Duas ex-
pressdes da forma T dir-se-ao iguais, se todos os numeros n, rg, 71,2, ... S0 nelas respec-
tivamente iguais. Além disso, sejam s um outro parametro e S uma expressdo qualquer,
com um nimero finito ou infinito de termos, da forma

S = Ty + sy 4 (M2, 4

onde Ty(# 0), T1, T, ... designam expressdes quaisquer da forma T', e m é ainda um ndmero
inteiro, racional qualquer.

O conjunto de todas as expressbes da forma S, acrescentado também com o mimero 0, é
um corpo ordenado Q(s, t), onde se convencionam as seguintes regras de célculo: primeira-
mente calcule-se com os préprios parametros s e t segundo as regras de corpo comutativo,
exceptuando-se a propriedade comutativa da multiplica¢do, que deve ser substituida pela
seguinte férmula:

(1) ts=2st.



48 A geometria ndo-arquimediana de Hilbert

Sejam agora S, §” duas expressdes quaisquer da forma S:
S = T+ 48" Ty + ...,
" m! m’ m
S = 8 TO + 8 Tl + s T2 +,

entdo pode-se evidentemente, por adigio termo a termo, formar uma nova expresséo S’+5"
que é ainda da forma §; esta expressdo S’ + S” é a soma dos mimeros representados por
Se§”.

Pela multiplicacdo formal, usual, termo a termo, das duas, expressoes, chega-se a
expressao

" (AL ) PR 1" ’ o
§'S" = s™Tps™ Ty + (s™ Tps™ 1Ty + 8™ HITs™ Ty) +

[ a—_ ” ’ A " ' PR )
+(s™ Tys™ 2Ty + s™H1T(s™ T + 5™ H2Tys™ Ty) + ...

2

Usando a férmula (1) vé-se que esta expresséo é da forma S, que serd designada
por produto do mimero S’ pelo nimero S”. Com esta forma de calcular reconhece-se
imediatamente a validade das regras de célculo num corpo comutativo. Para este fim,
tomern-se

S =s"Ty+s™T) +s™ Ty +...,

ree e it 1 e 1
S"=sm""Ty +s™ T, +s™ Ty +..,
como expressoes dadas da forma S, e suponha-se que o primeiro coeficiente o de Tp é
diferente de 0. Comparando agora as mesmas poténcias de s nos dois membros duma
equagao:
1 i
(2) 'S =9

encontra-se primeiro um ndimero inteiro m”, como expoente, e em seguida por ordem,
expressoes

1 1 "
Ty, T, 13, -

tais que a expressao

/i

§" = ST T T
satisfaz, usando a férmula (1), & equagdo (2). Analogamente quanto a uma equagéo
SI/SII — SIIII

concluindo a demonstragéo.

Finalmente, para encontrar uma ordenagdo dos mimeros do sistema (s, t), Hilbert
estabelece as seguintes convengdes: um ndmero do sistema diz-so < ou > 0, se na expressao
S, que ele representa, o primeiro coeficiente rg, de Ty &€ < ou > 0.

Sejam dados dois nimeros quaisquer a e b do sistema algébrico ordenado (s, t). Entéo
diz-se que a < b, a > b quando for, respectivamente, a—b < 0 ou > 0. Vé-se imediatamente
que, com estas convengdes, também sdo validas as regras de compatibilidade com a ordem
num corpo ordenado, isto &, que (s, t) é um corpo de nmimeros de Arguesianos.

A lei comutativa da multiplicaco ndo & verificada, no corpo ordenado (s, t), como
mostra a equacio (1), e assim se reconhece completamente a validade do teorema 3.13. E
claro que o axioma de Arquimedes nio & valido para este sistema de numeros (s, t).
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Geometria nao-pascaliana

Se numa geometria do espago sio verificados todos os axiomas I, II, IV*, entdo tem-se
também o teorema de Desargues e, por consequéncia, & possivel e para cada par de rectas
concorrentes, a introdugdo nesta geometria dum célculo de segmentos para o qual séo
validas as leis de corpo ordenado.

Suponha-se agora nessa geometria, o axioma de Arquimedes, e por consequéncia, tam-
bém a lei comutativa da multiplicacio. Vé-se imediatamente que, a lei comutativa da
multiplica¢io ndo significa outra coisa sendo o teorema de Pascal para os dois eixos. As-
sim fica provado que o teorema de Pascal ndo é demonstravel com excluséo dos axiomas
de congruéncia e recorrendo ao axioma de Arquimedes.

Para demonstrar que o teorema de Pascal néo é demonstravel com exclusao dos axiomas
de congruéncia e do axioma de Arquimedes, consider-se o corpo de nimeros arguesiano
Q(s,t) , apresentado, e construa-se com o seu auxilio, e da maneira acima descrita, uma
geometria do espaco na qual seriam vilidos todos os axiomas I, II, IV* . Apesar disso, ndo
é valido nesta geometria, o teorema de Pascal, visto que a lei comutativa da multiplicacio
nao subsiste no sistema de nimeros arguesiano €(s,t) . A geometria «ndo-pascaliana»,
assim construida é, de acordo com o acima referido, necessariamente ac mesmo tempo
também uma geometria «ndo-arquimediana».

3.2.7 Conclusoes

Como principais resultados deste capitulo, pode-se afirmar que a realizagdo do modelo
numérico dos grupos de axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia e paralelismo demon-
stra a independéncia dos axiomas de continuidade, como também a prépria nido con-
tradigdo da geometria nao-arquimediana. Por outro lado, revela o papel dos axiomas de
continuidade na construgdo da geometria euclidiana, sobre a base dos axiomas de Hilbert.
Em particular, sem os axiomas de continuidade é impossfvel demonstrar a equivaléncia do
axioma euclidiano do paralelismo com a proposi¢do de que a soma dos dngulos internos
de qualquer tridngulo é igual a dois rectos.

Por outro lado, evidenciaram-se resultados surpreendentes. Por exemplo, na GNA
existem triangulos AABC e AA'B'C’ que, respectivamente, tém iguais medidas de altura
e base, sdo equicomplementdveis, mas ndo equidecomponiveis. Tem-se que na GNA os
poligonos equicomplementéveis tém igual medida de drea, e dois poligonos com igual drea
sdo sempre equicomplementdveis. Para os triangulos rectingulos na GNA tem lugar o
teorema de Pit4goras, que é um resultado sobre equidecomponibilidade.

Através do célculo de segmentos num espago ndo-arquimediano pode-se introduzir um
sistema de coordenadas afins (ou projectivas). Por exemplo no plano escolhem-se duas
rectas, isto &, os eixos de coordenadas, que passam por um ponto fixado, e em cada uma
delas se marcam segmentos unitdrios. Neste sistema de coordenadas afins a equagédo da
recta é linear, ou seja, tem a forma ax + by + ¢ = 0, onde z e y s8o numeros (segmentos)
que determinam as coordenadas dos pontos na recta, a, b, € ¢ niimeros (segmentos) fixados.
Além disso, a multiplicagdo dos segmentos dados por segmentos z e y é sempre possivel
a esquerda e, regra geral, a equacdo za + yb + ¢ = 0 neste sistema de coordenadas nao
representa uma recta.

O sistema de proposicoes geométricas que compdem a GNA pode ser realizado no
modelo de um conjunto finito de objectos principais: “ponto”, “recta”, etc., ndo sendo
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necessariamente verdade que em cada recta existe um nimero infinito de pontos. A con-
strugdo dos modelos numéricos conduz na GNA aos espagos transfinitos de Hilbert (ndo-
arquimedianos).

A realizagio numérica da GNA, na qual a lei comutativa da multiplicagdo ndo é
necesséria, também desempenha um papel significativo na construgio da chamada ge-
ometria nio-pascaliana (GNP).



CAPITULO 4

A geometria nao-arquimediana de
Veronese

4.1 Introducao

Veronese foi o primeiro geémetra a construir geometrias (sintética e analftica), com a nao
assumpgao expressa do axioma de Arquimedes. Para esse estudo, a sua obra de referéncia
s@o os Fondamenti, uma obra de dificil leitura e anélise. Nesta introdugao pretende-se, com
vista a facilitar o acompanhamento da andlise mais pormenorizada que se faz nas secgdes
seguintes, situar as ideias de Veronese em duas sub-secgdes: uma com uma tentativa de
dissecacio do pensamento do autor em relacdo ao continuo!; outra com um resumo das
principais ideias contidas na parte introdutéria dos Fondamenti, onde Veronese constréi a
estrutura que estd na base da sua dlgebra e da sua geometria: a forma fundamental.

4.1.1 O continuo intuitivo de Veronese

Para se compreender o ponto de partida da concepgao veronesiana da geometria, bem como
o método que utilizou, vale a pena rever os conceitos de continuo empirico® e de contfnuo
matemdtico, assim como a passagem do primeiro ao segundo. Nos seus FG (Prefscio),
bem como noutros textos®, Veronese torna claras as suas concepgdes:

«0 que é o continuo? Esta é uma palavra cujo sentido compreendemos mesmo sem
nenhuma definicdo matemdtica, visto que intutmos o continuo na sua forma mais simples
como a caracteristica comum a muitas coisas concretas, como, por exemplo, para dar
alguns dos mais simples, o tempo e o lugar ocupado na vizinhanca externa do objecto

'Ver Apéndice, D para mais desenvolvimentos.
?Que Veronese chama de continuo intuitivo.
3Ver Apéndice D, ou EHCFG, anexo a esta tese, por exemplo.
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esbogcado aqui (figura abaizo),
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ou pela linha de uma caneta, se desprezarmos as suas propriedades fisicas e a sua es-
pessura (no sentido empftrico? ). Observando as caractertsticas particulares deste continuo
intuitivo, devemos aprozimarmo-nos de uma defini¢do abstracta do continuo na qual, a
sua intuicdo, ou a representacdo percepcionada, ndo entra como parte necessdria, de tal
modo que, Teciprocamente, esta defini¢do possa servir abstractamente, com completo rigor
l6gico, para a deducio de outras propriedades deste continuo intuitivo. Veremos mais adi-
ante que esta definicdo abstracta pode ser dada matematicamente. Por outro lado, se a
defini¢io do continuo ndo for meramente nominal’® e quisermos que ela, em vez de cor-
responder a (definicdo) intuitiva, advenha de investigacdes sobre a (definigdo) intuitiva,
mesmo se, mais tarde, a definicdo abstracta, conformamente aos principios matematica-
mente posstveis, contenha o seu continuo como caso particular.

O objecto da figura a), diz-se rectilineo. Examinando portanto o continuo (figura, a)),
vemos que pode ser considerado como composto de uma sucessdo de partes consecutivas
idénticas, a, b, c, etc. dispostas da esquerda para a direita, e isto é vdlido entre certos
limites do campo de observagdo. As partes sdo separadas por cruzes assinaladas sobre
o préprio objecto, e sdo também continuas. Por outro lado, percorrendo com os olhos,
da esquerda para a direita, observamos que as partes a, b, c, d, assim como (as partes)
ab, be, cd, etc.; abe, bed, etc. elc., sio idénticas da esquerda para a direita, e que estas
particularidades tém também lugar da direita para a esquerda.

Se entre duas partes consecutivas a e b da sucessdo abcd etc., ndo eziste nenhuma
parte, enquanto que, por exemplo, entre as partes a e c existe a parte b; e se se ignora
a parte b, o objecto rectilineo deiza de ser continuo. A observagdo garante que o que
vale para as partes a e b vale igualmente para duas partes consecutivas quaisquer, ou por
outras palavras, ndo existe outro todo com as mesmas propriedades do objecto rectilineo,
que separam duas partes consecutivas do referido objecto, ou melhor, do lugar por ele
ocupado (secgdo 23 e definicdo II, 25).

Vemos também que tanto experimentalmente (isto é, com uma sequéncia natural lim-
itada de decomposigées), como abstractamente, (isto ¢, de acordo com qualquer hipdtese
ou operag¢do matematicamente possivel que nao contradizem os resultados da experiéncia)
chegar a uma parte que ndo é mais decomponivel em partes (— parte indivistvel), sendo
o0 continuo composto destas partes indivistveis (como um instante estd para o tempo).

E a propria experiéncia que nos faz olhar para o indivisivel de tal modo que ndo pode-
mos obté-lo experimentalmente, pois mostra-nos que uma parte considerada indivisivel em

4Ver observacio empirica n°. 1, parte [, [FG].
5Isto &, formal.
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relagcio a uma observagdo ndo é indivistvel em relagio a outras observagées executadas com
instrumentos mais exactos ou sob outras condi¢ées. Se assumirmos que eriste uma parte
indivistvel, vemos que podemos ainda experimentalmente considera-la indeterminada, e
por isso menor que qualquer parte dada do objecto rectilineo.

A hipotese de que o ponto ndo é parte do continuo linear (e também que o proprio
ndo tem partes’ ) significa que todos os pontos que podemos imaginar nele, por mais que
possam ser, nao constituem o continuo quando séo juntados, e escolhendo uma parte
(XX') tdo pequena quanto quisermos do objecto (fio) (para o tempo, um instante), por
mais indeterminada, o que é o mesmo que dizer sem X nem X' fizados nas nossas mentes,
a intuicdo diz-nos que esta parte é sempre contfnua.

Ademais, entre dois pontos X e X' indeterminados em posicdo mas ndo coincidentes
(definigdo V,8), existe sempre wma parte conténua. E porque o continuo é determinado
matematicamente pelos seus pontos, temos de assumir que entre dois pontos quaisquer,
também indeterminados, por mais prozimos que estejam, existe sempre, pelo menos outro
ponto distinto dos pontos extremos (definicdo V, 8). Somos igualmente conduzidos a esta
hipétese pela observagio de que um dado ponto X no objecto rectiltneo, pode-se imaginar
uma parte (AB) do dltimo que contém X tal que A e B se aprorimem cada vez mais
de X sem contudo coincidir com X, e por isso podemos imaginar uma parte com pontos
extremos indeterminados, tdo pequenos que nds queiramos que contenham outro ponto X'
para além dos pontos extremos.

Finalmente, recebemos a impressdo de que no objecto rectilineo (figura acima), em
torno de um dos seus pontos B hd duas partes BA e BC tal que, considerando o primeiro
de B para A e o segundo de B para C, sdo idénticos, e que a parte (AB) atravessada de
B para A é idéntica ¢ mesma parte atravessada de A para B (Defini¢io I1I1.9).

Podem todas estas caracteristicas do objecto rectilineo ser estabelecidas abstractamente
sem recurso & intuicdo? Ou ndo serdo algumas destas caracteristicas consequéncias necessdrias
de outras, ainda que sejam dbvias?

Estas sdo as questées ds quais temos que responder nesta introdugdo, e veremos que
as caracteristicas indicadas acima séo mais do que suficientes».

4.1.2 Sumula dos conceitos basicos

A abordagem de Veronese consta de trés etapas: na primeira, constréi um corpo de seg-
mentos e o correspondente corpo numeérico. Essa construcdo é puramente sintética, por
razoes por ele justificados [FG, Introdugdo; EHCFG, parte 1], e visa a elaboragdo de um
sistema ordenado linear, ao mesmo tempo geométrico e numérico: em suma, trata-se de
uma régua (nio-arquimediana — o conjunto II). Faz essa construgio na Introdugdo dos
FG; a segunda etapa consiste em estabelecer alguns axiomas geométricos que permitam
configurar a recta, transferir para essa recta a estrutura da forma fundamental, através

% «Entéo nio precisamos de estabelecer no desenvolvimento teérico da geometria que o ponto por si ndo
tem partes. Por “por si” ndo queremos significar que uma tal coisa é independente de nés, mas que tal
coisa estd na nossa representacdo mental.»

"Notag#io veronesiana para segmento de recta.
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de um isomorfismo®, antecedendo a abordagem birkhoffiana (métrica, [ver capftulo 11])
dos fundamentos da geometria; a terceira etapa consiste na exploragio de geometrias
construidas através do método da segunda etapa.

Nesta simula vai-se apresentar uma antevisdo, sobretudo, da parte da construgéo
e caracterizagio da forma fundamental. S&o os conceitos dessa parte, os considerados
basilares’.

O ente geométrico basico para Veronese é aquilo a que chama forma. Uma forma
linear, ou de dimenséo um, pode ser encarada como um grupo infinito, munido da ordem
total e sua inversa, ditas sentidos da formal!?. Um sentido é determinado pela escolha de
dois elementos da forma.

Numa forma identificam-se partes, que sio todas as sequéncias de elementos consec-
utivos, em relacdo a ordem total. Por exemplo, se ..., 4,B,C,... séo elementos de uma
forma, entdo as partes sio, para além de ..., 4, B,C, ..., AB,BC,CD, etc, ABC, BCD,
etc. As partes que consistem em mais do que um elemento séo denominadas segmentos.
Os elementos A e B que limitam um segmento (isto &, séo primeiro ou Wltimo elemento)
sao chamados extremidades do segmento.

Um segmento AB é um indivistvel ou continuo, se entre A e B néo houver nenhum
elemento de AB. Dois segmentos sio consecutivos num dado sentido se a segunda extrem-
idade do primeiro segmento é a primeira extremidade do segundo, no sentido dado.!

Uma forma linear é fechada se, quando se aplica a sua lei de construgdo, a partir de
um elemento A da forma, se encontrar o elemento A de novo, depois de se ter obtido todos
os outros elementos da forma. Uma forma linear fechada pode ser considerada como um
segmento cujos extremos coincidem com um elemento da forma. Uma foma linear é aberta’
se e s6 se tem um primeiro elemento, e é ilimitada (: infinita)'? se e s6 se ndo tem primeiro
ou ultimo elemento.

Uma forma linear aberta é simples se nenhum dos seus elementos for repetido. Uma
forma linear fechada ¢ simples se, comegando num elemento qualquer, nenhum elemento
é repetido até que todos os elementos tenham sido construidos.

Uma forma aberta é ilimitada. Uma forma aberta simples é decomposta por um
qualquer dos seus elementos em duas partes ilimitadas, que néo tém mais nenhum elemento
comum, podendo-se considerar que uma delas tem uma das direcgdes possiveis e a outra
tem a direcgao oposta.

Uma forma linear fechada pode ser considerada como um sistema linear ilimitado,
iniciado por qualquer um dos seus elementos, considerando as repetigoes dos mesmos
como sendo novos elementos.

A nocéo de homogeneidade é a principal caracterfstica de simetria das formas e um dos
principais pontos de discérdia entre Veronese e Cantor. Uma forma linear & homogénea
num dado sentido se, para qualquer elemento A da forma, existem dois segmentos no
mesmo sentido, um dos quais tem A como primeiro extremo e o outro tem A como o

$Postula que existe uma forma fundamental que serve para determinar todas as outras (formas), Hip.
IX.

9Uma andlise mais pormenorizada, mais completa, e numa terminologia mais préxima da veronesiana,
é feita no Anexo IIL

1047 ideia de “forma” é a de grupo ordenado nédo-arquimediano de segmentos.

' Estas duas definicdes sdo iguais as aparecidas em Aristételes. Ver Apéndice D.

2Esta terminologia faz lembrar o “ilimitado” da ANS, isto &, refere-se a um conjunto com um mimero
infinito de elementos. Vai-se manter a terminologia veronesiana.
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segundo extremo.

Segue-se que quando uma forma homogénea é aberta, — ou fechada mas considerada
como aberta 13—, & limitada (finita) em ambos os sentidos.

Por argumentos de indivisibilidade e homogeneidade, Veronese mostra que, se existem
segmentos indivisiveis, sdo iguais.

Uma forma homogénea numa direcgio, também o é na direc¢do oposta.

Outro conceito de simetria é introduzido a partir da definigéo seguinte: se numa forma
linear homogenea, a forma linear obtida, considerando todos os elementos a partir de um
elemento qualquer A, é idéntica (isto é, a mesma, a menos da posigdo, ou seja, congru-
ente'4) ao sistema obtido partindo do mesmo elemento A, mas seguindo no sentido oposto,
o sistema é dito idéntico na posi¢do das suas partes.!’

Esta simetria permite movimentos lineares sem deformacéo ou isometrias: qualquer
parte de uma forma linear, “idéntica na posi¢do das suas partes”, “pode mover-se ou
atravessar essa forma e manter-se identico a si prépria ou invariante”.\6

Como axioma de existéncia, Veronese assume que existe uma forma linear, idéntica
na posicao das suas partes, que serve para determinar'? todas as outras formas lineares
(secgdo T1, hip6teses I e II), chamada de forma fundamental ou bdsica. Todas as formas
fundamentais ou bésicas sdo supostas idénticas.

As operagfes de adi¢do e de subtracgio de dois segmentos é introduzida na forma
fundamental e a partir daf o produto de um ndmero racional por um segmento: dado
um segmento AB da forma fundamental, e se se construir, a comecar por um elemento
qualquer, n segmentos consecutivos iguais (congruentes) a AB, o segmento resultante é
um maltiplo de AB, e AB é um submuailtiplo ou factor do segmento resultante, nAB. Isto
leva as fraccdes de segmentos denotadas pelas expressdes da forma (m/n)AB, onde AB &
um segmento orientado de A para B.

Uma nogao veronesiana fundamental é a de escala. Uma escala obtém-se comecando
num elemento qualquer da forma bésica e considerando uma sucessdo natural de segmentos
consecutivos todos iguais a um segmento dado AB, chamado unidade da escala. Diz-se
que as extremidades de cada um dos segmentos numa escala dividem elementos da escala.

Associado ao de escala, estd o conceito de campo ou regido de uma escala’®. O campo
de uma escala & um segmento ilimitado da forma fundamental que consiste em todos os
segmentos consecutivos, na direc¢do da escala (nfo necessariamente na escala).

A maneira de associar nimeros & forma fundamental é atribuindo aos elementos de
divisdo de uma escala essa forma, nimeros naturais, excepto o zero que é associado ao
primeiro elemento. Quando um segmento tem uma n-ésima parte, associa-se o nimero
racional m/n ao m-ésimo muiltiplo dessa parte, a comegar no primeiro extremo do primeiro
segmento, e continuando da mesma forma através dos outros segmentos, com n/n = 1,
(n+1)/n, (n+2)/n, etc.

!3Quando, embora a forma seja fechada, fechada, consideram-se as repeticées de elementos, num dos
sentidos, ou em ambos, como sendo novos elementos. Neste caso a forma aberta resultante ndo é simples.

" Ver a definicio de “identidade” em Veronese, mais adiante.

¥Isto &, dada uma parte da forma, existe na mesma, um mimero infinito de outras partes, congruentes
com ela — ver mais adiante.

1%Esta nocdo (a par da sua definicéio por dois dos seus elementos) ajuda a intuir a “rectilinearidade” da
forma, que porém pode ter curvatura constante, como se verd mais adiante.

'"No sentido de conter a estrutura geométrica minima: as outras resultam de translacdes desta.

¥ QOu classe arquimediana, nocéo descoberta independentemente por Veronese e Betazzi (ver adiante).
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A forma fundamental serve de referencial unidimensional. Assim, todos os segmentos
e escalas sdo considerados sobre ela.

Veronese considera vérios resultados que relacionam escalas, ainda no ambito das es-
calas arquimedianas:

— Se, numa forma fundamental, com uma escala de unidade AB, um segmento CD
é igual a um segmento AE, cujos extremos sdo dois elementos da regido da escala, e
AB < CD", entéo existe um mimero natural n tal que nAB < CD < (n+ 1)4B.

— Se duas escalas tém unidades AB e A’B’ e A/B’ < AB (isto é, existe um segmento
BC' tal que A’B’ + B'C' = E), e existe um nuimero natural n tal que nA’B’ > AB,
os campos das duas escalas sao iguais em relagdo as sequéncias de segmentos das duas
escalas. Como coroldrio, tem-se que as regides de duas escalas sio iguais se a unidade de
uma é miltiplo da unidade da outra.

Mas pode acontecer?’ que o campo de uma escala cuja unidade é igual a um segmento
‘AD dado, e o campo de outra escala, com unidade A’B’, e nio existe nenhum mimero
natural n tal que nAD > A’B’ se AD < A'B ou nA’'B < AD se AD > A’B. Nesse
caso o campo da escala de AD e o campo da escala de A’B n#o séo iguais. E o caso
nio-arquimediano. Tem-se os seguintes resultados:

— Se A e B sao dois elementos no campo de uma escala de uma forma fundamental,
entdo o campo da escala que comega em A, no sentido de A para B, é congruente (igual
em relacdo & sequéncia de segmentos consecutivos) com o campo da escala, da parte da
escala que comeca em B.

— No campo da escala de unidade AB, seja BX um segmento que comeca em B. Pelo

resultado precedente, tem-se AB + BX & congruente com BX. Nesse caso diz-se que AB .

é negligencidvel em relagio a BX.

Como corolédrio tem-se que todo o segmento limitado do campo de uma escala é neg-
ligencidvel em relagdo ao segmento restante do campo, que comega no fim do segmento
limitado. ‘

O passo seguinte na construgao veronesiana é postular que, numa dada direcgido da
forma fundamental, existe pelo menos um elemento da forma, que estd fora da regido de
qualquer escala sobre ela, cuja unidade é um segmento limitado (secgéo 82, hipé6tese III).

Portanto, se na forma fundamental se escolher como unidade um segmento AB, e se
considerar a sua escala, (que consiste nos miiltiplos do segmento unidade por mimeros
naturais), existe sempre outro elemento da forma fundamental que néo é nenhum desses
multiplos®!.

Supondo um conjunto ordenado N, tal que, partindo de qualquer um dos seus elemen-
tos, ¢ ilimitado da primeira espécie (isto é, N equivalente a N), que é dado por segmentos
consecutivos iguais, na ordem do grupo (isto é, é gerado por multiplos de um segmento de
N, escolhido como unidade, e considerando o campo assim obtido), entdo pode-se consid-
erar a estrutura N como um elemento, e tomar outro elemento N’, idéntico a N (isto &, o
mesmo, excepto a posi¢do), mas que estd fora de N, e que ndo tem nenhuma forma fun-
damental comum com N. Além disso, pode-se considerar as formas N e N’ como estando
na ordem NN’. Entdo NN’ & uma sequéncia finita consistindo de duas subsequéncias N
e N’, na qual cada elemento de N precede todo o elemento de N'.

"No sentido de AB ser congruente com uma parte prépria de CD.

20 que néo é contraditério em relacdo as anteriores hipéteses.

2 Evidentemente Veronese pretende que o segmento determinado pelo elemento inicial de qualquer um
escala e o novo elemento fora da escala tenha o mesmo sentido que a escala.
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Pode-se construir uma sequéncia finita de trés cépias de N, nomeadamente N, N, N”,
de tal forma que NN’ seja congruente com N’'N”| e assim sucessivamente. Considerando
um segmento limitado AA’ com A em N e A’ em N, entdo existe um e um s6 elemento
A" de N” tal que o segmento limitado A’A” corresponde (& congruente) a AA’. Diz-se
entdo que a forma fundamental se estende para além do campo de qualquer escala sobre
ela.

Quando se comega com uma escala e se toma um elemento fora dela, nota-se esse
elemento por co em combinacgio com alguma letra do alfabeto (as usuais para representar
pontos).

Verifica-se que um segmento (limitado) que tem uma extremidade no campo de uma
escala e a outra extremidade fora desse campo, é maior que qualquer segmento definido
por dois elementos da escala.

Estes resultados levam ao seguinte teorema (secgéo 82, c):

— Todo o segmento que gera o campo de uma escala é menor que todo o segmento
com o mesmo sentido que a escala, e que tem uma extremidade na regido de uma escala,
e a outra fora da regido dessa escala.

Veronese diz (secgdo 82, def II):

— Com vista a distinguir os segmentos limitados por extremos que geram o campo de
uma escala com uma unidade arbitraria AA;, dos que nio geram a escala, e sdo maiores
que aqueles, (isto €, maiores que os segmentos da escala), chama-se finitos aos primeiros
e infinitamente grandes actuais ou infinitamente grandes em relagio & unidade da es-
cala dada, aos segundos. Porém, se o segundo é menor que o primeiro, diz-se que ele
¢ infinitamente pequeno actual ou infinitamente pequeno em relagdo & unidade dada.??
Por exemplo, a unidade AA; ou um segmento limitado arbitrario de uma dada escala &
infinitamente pequeno em relagio a um infinitamente segmento grande AA.

Naturalmente Veronese espera que as operagdes usuais e as relagdes de ordem sejam
vélidas para os segmentos generalizados. Por exemplo, um segmento é ou finito ou infini-
tamente pequeno ou infinitamente grande em relagéo a outro segmento, e a adi¢do de dois
segmentos que partilham apenas uma extremidade, que so finitos (ip, ¢g) em relagdo a
outro segmento resulta num segmento que é ainda da mesma natureza. O campo de uma
escala é ig em relacdo a qualquer segmento nele contido, e segue-se da hipétese III que o
campo estd num segmento limitado que é ig em relagdo a qualquer segmento do campo
da escala, mas que nfio & igual 4 prépria regifo.?s

Na hipétese IV sobre as formas fundamentais, Veronese estabelece que: se se inicia
com segmento unitario arbitrario A4, e se escolhe um elemento arbitrario B(®) tal que o
segmento AB(%) seja ig em relacio a AA;, entdo existe um elemento X em AB(*) tal que
AX e XB(®) sio igs em relagio a AAL, e existe um elemento A(>) tal que o segmento
AX, para qualquer X em tais condigdes, ¢ finito em relagio a AA(),

Este axioma leva a definigdo de ordens de infinitamente grande (secgdo 86, def II):

— Se se iniciar com um segmento unitédrio :4712 e se tomar qualquer ponto A(®)
nas condicdes da hipotese IV, diz-se que o segmento AA() é um segmento infinitamente
grande de primeira ordem em relacio a AA;. Se se aplicar a Hip. IV ao segmento AA(),
e obter um segmento infinitamente grande de primeira ordem em relacio a AA(®), esse

22K absolutamente notério o cardcter de relatividade dos adjectivos finito, infinitamente grande e infini-
tamente pequeno, que é uma das principais chaves para a compreensdo de Veronese.
* Regras de Leibniz.
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segmento é infinitamente grande de segunda ordem em relacio a AA;. E assim indutiva-
mente, encontram-se segmentos infinitamente grandes da n-ésima ordem em relaciio ao
segmento unitdrio AA;.

E claro que se um segmento é ig de ordem n em relagio a outro segmento, este & ip de
ordem n em relacao ao primeiro.

Segmentos finitos em relacdo um ao outro sao ditos segmentos da mesma espécie.
Segmentos 7p da mesma ordem em relacdo a um segmento dado, sdo da mesma espécie, e
similarmente para os segmentos ips.

Veronese introduz a notagio para nimeros que correspondem as segundas extremi-
dades dos segmentos que s&o ig em relagdo 4 unidade, como se segue: para os nimeros
correspondentes a segunda extremidade de um segmento ig de primeira ordem em re-
lagdo & unidade AA7, comeca-se com co; como origem (correspondendo ao elemento Alo)
acima, e escrevendo ocoj + n ou co; — n para os niimeros correspondentes as extremidades
de segmentos obtidos juntando a unidade AA! n vezes numa direc¢do ou noutra. Para
além disso, constréi-se uma escala com a unidade AAS® tomando multiplos desta unidade
por niimeros naturais n, e pode-se juntar miltiplos de AA; a estes em todos os sentidos.
Neste caso, diz-se que a unidade maior contém a unidade menor co; vezes.

Quando se itera este processo, obtém-se para um sistema ou forma de sequnda ordem
em relacdo a AA; (portanto, de primeira ordem em relagio a AA, nimeros da forma
oog +n (ou ~n), onde agora n é o nimero de vezes que se junta a unidade Z_X‘l’?) E assim
indutivamente, para um sistema de ordem m em relacio a AA;.

Veronese distingue muito bem os seus nimeros infinitos dos transfinitos de Cantor,
mostrando, alids, maior consciéncia dessas diferengas do que o préprio Cantor (secgdo 90):

— A diferenca entre 0s nossos nmiimeros infinitamente grandes e os w de Cantor, é que
néo reconhecemos um primeiro nidmero infinitamente grande...?* enquanto que para os
nimeros infinitamente grandes de Cantor, w é o primeiro no sentido absoluto. Portanto:
isto significa que dado um dos nossos nimeros infinitamente grandes, por exemplo 00y,
entdo existem niumeros 001 — n diferentes de co1 que estd entre os mimeros finitos e 00y.

Para dar uma ideia da profusdo vertiginosa de escalas que tem em mente, Veronese
enuncia a sua hipStese V, “sobre a construgio de segmentos infinitamente grandes da
forma fundamental”

— Todo o segmento infinitamente grande, que néo de ordem finita, é obtido aplicando
o princfpio da hip6tese IV, um nimero infinitamente grande de vezes, o nimero tendo j4
sido dado ou produzido pelos novos segmentos construidos dessa forma.

Esta hip6tese acaba esta sintese. Para uma visita mais exaustiva, ver o Anexo III

4.2 O problema e as hipé6teses do continuo

Veronese faz depender a continuidade de um segmento X X/, da garantia de existéncia
de um elemento no seu interior, isto é, da existéncia de um elemento fora do campo de
variabilidade de X e de X’2%, quando esses dois elementos se aproximam um do outro,
indefinidamente. Comeca por colocar o problema na observagao I, 96:

24Na teoria dos ordinais de Cantor, w & o primeiro ordinal infinito.

*5Repare-se que, na auséncia do axioma de Arquimedes, se X e X' ndo devem afastar-se indefinidamente
um do outro (s6 o podem fazer dentro do seu respectivo campo arquimediano de variagio), também néao
devem aproximar-se indefinidamente, até a “colagem”, pois nesse caso o segmento XX’ resultaria num
ponto (sem partes, absolutamente indivisivel).
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«— Haviamos suposto [acima] que o segmento finito varidvel XX' tinha um
elemento A fora do campo de variabilidade dos elementos X e X'. Mas, se
com uma lei dada, se tem um segmento, cujos extremos sdo varidveis em sen-
tidos opostos e que se torna idp, dos principios precedentes, ndo resulta que
existe um dos seus elementos fora do campo de variabilidade dos seus extremos,
porque a hipétese oposta nio conduz a qualquer contradicdo em relacdo a esses
principios, excepto se se sabe de antemdo que tal elemento existe».?

A seguir, na mesma observagio, demonstra a seguinte

Proposicao 4.1 Se se considerar em torno de cada elemento, um campo infinitésimo, de
modo que os elementos desse campo satisfacam & definigdo de sistema homogéneo, serd
entdo satisfeita a hipétese IV dos segmentos finitos em relagdo aos segmentos infinitésimos.

E continua:

«— Embora todo o elemento seja limite de um ou mais segmentos varidveis®’
X X', ndo se pode dizer que, inversamente, um segmento varidvel XX que
se torna idp e cujos extremos sdo elementos do conjunto, contenha outros
elementos fora do campo de variabilidade dos seus extremos e que, portanto,
tenha um elemento limite®®; como também ndo estd excluida a hipdtese de
existir sempre um tal elemento®®.»

O préprio Veronese reconhece que este problema é o cerne da questdo da continuidade
da sua forma fundamental e, de novo, recorre ao continuo intuitivo para o solucionar:

«—Recorrendo ao continuo intuitivo determinado pelos pontos do objecto rec-
tilineo somos conduzidos a admitir que, em todos os casos, o segmento varidvel
XX’ contém elementos fora do campo de variabilidade entre X e X'.»

Portanto estabelece a

Hip. VI (hipé6tese de continuidade relativa) Todo o segmento que, tendo os ex-
tremos sempre varidveis em sentidos opostos, se torna indefinidamente pequeno, contém
um elemento fora do campo de variabilidade dos extremos referidos.

4.2.1 Consequéncias da hip6tese de continuidade relativa

Esta hip6tese permite a Veronese definir sistema contéinuo e sistema discreto em relagao
a uma dada unidade:

Definicdo 4.1 (sistema homogéneo continuo, sistema homogeneo discreto) Um sistema
homogéneo no qual a hipétese VI tem lugar, diz-se um sistema homogéneo continuo relativo
ou em relagido a uma unidade dada. Um sistema homogéneo no qual a hipétese VI ndo
tem lugar, diz-se um sistema homogéneo discreto em relagdo & unidade dada.

*0sto &, pode existir uma lacuna entre dois estados de aproximagio de X e X'.

*"Esta observacao crucial, carece de demonstracdo, pois é exactamente este o problema que Veronese
quer resolver.

**0 elemento limite est4 fora do campo de variabilidade.

2 A existir sempre o espaco é completo no sentido de Cauchy, Cantor e Veronese.
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A hipétese VI garante a existéncia e unicidade do limite de uma sucessio X, decrescente
e limitada, sobre a forma fundamental, numa unidade pré-fixada:

Teorema 4.1 (96,a) (existéncia) Em todo o segmento que se torna indefinidamente pe-
gqueno em relacdo a uma dada unidade, com extremos varidveis em sentidos opostos, existe
pelo menos um campo infinitésimo de elementos fora do campo de variabilidade dos ex-
tremos do segmento varidvel;

Dem.(Veronese) Com efeito, se A é o elemento dado pela hipétese IV, assim como
existe sempre um campo infinitésimo em relagdo a unidade dada (def. II, 94), também
existe um idéntico em torno de todo o elemento do sistema (def. 1,68), e por isso, também
em torno de A. Nenhum elemento deste campo pode pertencer ao campo de variabilidae
dos extremos do segmento sempre varidvel, pois no caso contrdrio, existiriam estados
infinitamente pequenos do segmento, contra a hipé6tese (def. 1,95) .1

Teorema 4.2 (96,4) (unicidade) Todo o segmento que se torna indefinidamente pequeno
em relacdo a uma dada unidade, com extremos varidveis em sentidos opostos, tem por
limite um unico elemento do sistema, e em sentido absoluto um campo infinitésimo.

Dem. Seja XX’ o segmento varidvel, e Y e Y’ dois dos seus elementos, mas nio contidos
no campo de variabilidade dos elementos X e X’. O segmento YY' deve ser infinitamente
pequeno, se Y e Y’ sdo diferentes (def. II, 82, e def. II, III, 57), visto que, de contrario,
na sua variagao, XX permaneceria sempre maior que um segmento finito YY7, contra a
hipétese.ll

Teorema 4.3 (96,b’) Dado wm segmento varidvel AX crescente, e um segmento varidvel
AX' decrescente, no sentido oposto, e se XX se torna idp em relagio & unidade®®, existe
um tnico Y tal que AY é segmento limite dos dois segmentos varidveis. Se AX for
estritamente crescente e AX' estritamente decrescente, AY nio é estado de uma das
varidveis (e portanto) X X' ndo converge.

O teorema seguinte refere 4 majoragdo das unidades:

Teorema 4.4 (96,c) O sistema homogéneo continuo em relagdo a uma unidade de me-
dida, é-0 em relagdo a qualquer unidade infinita, mas pode nio sé-lo em relagdo a uma
unidade infinitésima.

Dem. Com efeito, nesse caso, todos os segmentos finitos sfo iguais em relacdo a unidade
infinita,, porque nulos (teorema g,85) e todo o campo finito reduz-se assim a um so elemento
em relacdo 4 unidade infinita; embora o sistema pudesse ser discreto, em relagdo a uma
unidade infinitamente pequena em torno de um seu elemento dado qualquer, do campo
finito.N

Tém-se também os teoremas seguintes:

30Veronese fala da unidade, como se houvesse uma unidade padrio estandardizada (como na fisica),
ou abstracta, como na matematica usual. A verdade é que ele, para concretizar e tornar menos pedante
o discurso, tem de admitir sempre que o geémetra tem uma unidade de partida, que poderd cambiar
no decorrer da geometria. Uma geometria ndo-arquimediana veronesiana é uma geometria de unidades
varidveis e incomensuraveis.
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Teorema 4.5 (97,a) Os estados sucessivos de uma varidvel estritamente crescente ou
decrescente e ilimitada de 1®espécie a partir de um deles, podem-se indicar com nimeros
da sucessio (I).

Dem. Com efeito, entre dois estados consecutivos dados AX, AX’ de um segmento
varidvel, basta considerar aqueles pelos quais AX’ (se AX > AX'), ou entdo X X' (se
AX' >AX) seja finito, porque se fosse ip, poder-se-ia desprez4-lo em relagdo aos segmentos
finitos; por outro lado, ndo pode ser infinito (teorema h,85) Portanto se a varidvel é
estritamente crescente ou decrescente, em relagio i unidade de medida XX, no primeiro
caso (X’X no segundo) & sempre finito, quando se trata de dois estados diferentes. Mas os
estados dos esegmentos varidveis constituem uma sucessdo ilimitada de primeira espécie,
que corresponde univocamente e na mesma ordem que a sucesséo (I); portanto os estados
da varidvel podem ser indicados com mimero da sucessio (I), isto é

AX:, AXs, ... AXm, ...

B

Vé-se que a hip6tese de continuidade relativa permite estabelecer uma bijeccio entre
um segmento (aberto) graduado e o conjunto I. A mesma hipétese permite demonstrar
o0s seguintes teoremas, sobre intervalos na recta:

Teorema 4.6 (97,b) Dada uma varidvel finita estritamente crescente AX (crescente)
e a varidvel finita decrescente (estritamente decrescente) AX' no mesmo sentido tal que
AX (AX') seja sempre menor (maior) de todo o estado de AX'(AX), e todo o segmento
AY menor (maior) de AX'(AX) pertence & primeira (sequnda) varidvel, o segmento X X'
torna-se tdp em relagdo & unidade dada.

Teorema 4.7 (97,c) O segmento XnXpn4r compreendido entre dois estados sucessivos
m,AX,H.T da varidvel finita, se for estritamente crescente, ou Xp rXpn se for estrita-
mente decrescente, e se tiver como limite o segmento AB, torna-se idp quando m cresce
indefinidamente e fazendo r constante, (n,r € I).

Teorema 4.8 (97,d) Para um segmento finito AX,, varidvel estritamente crescente (ou
decrescente) hd sempre, em relagio & unidade de medida, um e apenas um segmento limite
maior (ou menor) que todos os estados da varidvel.

Faz a seguinte observacao:

«— Obs. Assim como supomos que as sucessdes correspondentes & varidvel
sejam limitadas naturais, ou ilimitadas de primeira espécie, assim pode haver
num dado sentido um sé elemento ou segmento limite. No caso de sucessoes
que tém outros limites, o limite referido no teorema 4.8 é aquele ordinariamente
chamado sequndo Weirstrass limite superior ou limite inferior.»

Teorema 4.9 (97,d’) Duas sucesses de segmentos estritamente crescentes ou decres-
centes, respectivamente iguais, determinam segmentos iguais em relagdo & unidade dada.
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Teorema 4.10 (97,d”) Duas sucessées AX e AX' uma crescente e outra decrescente,
tém um segmento limite comum, se AX' é sempre maior que AX, e todo o segmento AC),
maior que um estado de AX, é menor que um estado de AX' é um estado de AX ou de

AX'.

Teorema 4.11 Um elemento A chama-se elemento limite em relagéo a uma unidade
de uma sucessio de elementos Xi,Xs,...,Xpn... ordenada num dado sentido da forma
fundamental; ou quando é o primeiro ou dltimo elemento da sucessdo; ou também quando
a sucessdo é tal que um segmento ANM finito tdo pequeno quanto se queira, no sentido
oposto dela, existe um elemento da sucessdo dada.

Teorema 4.12 (98,a) Se AB é o segmento limite de um segmento AXy, o elemento B é
elemento limite da sucessdo dada dos elementos X,,.

Teorema 4.13 (98,b) Um conjunto com um mimero infinito (co) de elementos distintos
(X), compreendidos num segmento dado AB, tem sempre, pelo menos, um elemento limite
em relagdo & unidade de medida.

Teorema 4.14 (98,b’) Uma sucessdo de elementos (X,) sobre a forma fundamental, tal
que o segmento XpXnir, cOm 0 aumentar de n, se torna idp, tem um sé elemento limite

em relacdo @ unidade de medida.

O problema da decomposi¢do de um segmento finito em partes é tratado no §8. Tem-se:

Teorema 4.15 (99,a) O segmento X1 X| ou X{, X1, dado por dois segmentos 7171,717{
torna-se indefinidamente pequeno se o segmento dado pelas extremidades dos miiltiplos de
AXi e m, seqgundo o mesmo nidmero n torna-se também indefinidamente pequeno. E
tnversamente.

Teorema 4.16 (99,b) Todo o segmento pode ser dividido, de uma sé maneira, num
ndmero finito n qualquer de partes consecutivas iguais, do mesmo sentido, em relagdo

a unidade de medida.

Coroldrio 4.1 Se a forma fundamental é fechada, entio pode ser dividida em n partes
1guais.

Coroldrio 4.2 Dado um segmento AB finito, existe sempre um segmento %E
Teorema 4.17 (99,c) A hipotese VI é independente das hipdteses precedentes.
Teorema 4.18 (99,d) Se AA’ é a n-ésima parte, e AA" an'-ésima parte, de um segmento
qualquer AB (0’ > n), AA" é menor que AA', e se n aumenta indefinidamente, entdo

AA! torna-se idp.

Corol4rio 4.3 Se se divide um segmento AB, qualquer em n partes iguais (n > 1), e este
de novo em n partes iguais, e assim por diante, as partes tornam-se idp.
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Algebra dos segmentos

Teorema 4.19 (99,e) Se se adiciona um segmento BC a um segmento AB, a partir de
B, do mesmo sentido, ou de sentido oposto em relogio & unidade de medida, tem-se o
mesmo resultado, somando ao segmento BC, a partir de C, o segmento idéntico a AB, e
do mesmo sentido que AB. O resultado é independente do elemento do qual se comega a
aplicar a operagio, isto é, AB + BC = AC, BC + AB = AC.

Coroldrio 4.4 Dado um segmento AB hd sempre um segmento AC tal que
mAC < AB < (m+1)AC,
sendo m um nimero dado.

Teorema 4.20 (99,f) O segmento, miltiplo segundo um nimero m, da n-ésima parte de
AC, de um segmento AB, é submiiltiplo, sequndo o nimero n, de um segmento miiltiplo
de AB, segundo o nimero m.

Teorema 4.21 (99,g) Um segmento qualquer finito AB & igual, em relagdo a unidade de
medida, ao préprio segmento BA, percorrido no sentido oposto.

Teorema 4.22 (99,h) Dividindo um segmento AB num nimero n de partes iguais e as
partes resultantes em n partes iguais e assim sucessivamente, obtém-se um conjunto de
elementos do segmento dado, compreendido entre os extremos, cujos outros elementos sio
elementos limitados do conjunto dado em relagdo & unidade de medida.

Coroldrio 4.5 As partes AX de um segmento AB, considerado como unidade, cujos el-
emento X, sejam elementos da diviséo sucessiva de AB pela metade, podem ser represen-
tados pelo simbolo

[0 51 a9 Ap =

— 4+ —= 4.+ —)AB,

sttt
onde ay, g, ..., a, 840 iguais a 0 ou 1, mas ndo todos nulos. Nos outros casos podem ser
representados pelo simbolo

.01 a3 279 —_
hm(—§—+§+...+§;+...) B

com limn = oo.

Coroldrio 4.6 No caso em que n ndo tem, no stmbolo dado um ltimo valor, e se a
operagdo se considera como efectuada, pode-se representar as partes do segmento AB com
o stmbolo

a | o2 -5

.
(7+52'+...+-27n+...) B

comn=12 ..,m,..(n=00).
Definigdo 4.2 (I1,99)(segmento racional, irracional) Se (% + 5% + ... + 52 + ...)JAB
determina um segmento AX, sendo X um elemento obtido com a divisdo sucessiva em n

partes tquais do segmento AB, o simbolo ( F+F++FE+ ...)AB diz-se racional, no
caso contrdrio diz-se irracional.
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Para demonstrar a pertinéncia da sua hipé6tese VII, Veronese observa que:

« Considerando agora de novo toda a forma fundamental, e o segmento AB
que serviu para a construgio da primeira escala, temos as seguintes hipdteses:

19AB ¢ indivistvel
2AB é soma de um mimero finito de segmentos indivistveis;

2AB é divistvel num niimero qualgquer finito n de partes finitas entre si, caso
em que, pela defl68 e pela hipVI, AB é continuo relativo;

4%existe um campo infinitésimo em relagcdo ao segmento primitivo dado AB,
por exemplo de ordem n (obs. III, 91 e defVI86). Em tal caso todo o segmento
infinitésimo de primeira ordem em relagio a AB teria um ltimo campo in-
finitésimo de ordem n—1. E pode dar-se ainda neste caso que no ultimo campo
infinitésimo de ordem 1 em relagdo a AB nele exista um 4ltimo segmento in-
divistvel que ndo contenha outros elementos (def.V,62). Em tal caso a forma
fundamental ndo poderia ser continua neste campo (hip. VI).

5%pode dar-se ainda o caso em que o segmento AB néo contenha um dltimo
campo infinitesimo de modo que a série das ordens dos campos unfinitesi-
mos seja limitada, mas ultrapasse um nimero infinito determinado. Assim
sucederia se as ordens dos campos infinitesimos fossem dados pelos niimeros
1,2,3,...n... da sucessio (I).

Em todo o caso os segmentos dados da forma fundamental ndo tém a mesma
propriedade em relagdo & sua composigdo em campos infinitesimos e portanto,
para a prépria uniformidade, a este respeito, dos segmentos dados estabelece-
mos a sequinte:»

Hip VII. O segmento AB que serviu para construir a primeira escala, contém in-
finitésimos da mesma ordem das de qualquer outro segmento limitado da forma funda-
mental maior que AB.

Depois de provar a independéncia desta hipétese das precedentes, Veronese apresenta
uma série de resultados de caracterizacio da forma fundamental e das suas partes, bem
como da 4lgebra de segmentos associada:

Teorema 4.23 (100,b) Todo o segmento limitado da forma fundamental satisfaz a hip
VIL

Observacdo. Da hipétese VII resulta que ndo ha um iltimo segmento dado AB
indivisivel, isto &€ um segmento AB menor que qualquer segmento dado.

Teorema 4.24 (100,c) A diferenca entre dois segmentos AB, CD finitos absolutos, néio
idénticos, é um segmento finito absoluto.

Definigao 4.3 (100,I) Nao hd um infinitésimo em relagdo & unidade absoluta no sentido
até aqui usado dessa palavra, caso contrdrio, existiria wm dltimo infinitésimo, contra a
hipdtese VII. Mas para uniformidade de linguagem pode-se dizer que existe um infinitésimo
absoluto cujos extremos devem ser considerados como um sé elemento, em sentido abso-
luto, com base nos principios jé admitidos, isto é, o infinitésimo absoluto é nulo em relagdo
& unidade absoluta, ou seja em relagdo a todo o segmento AB, tomado como unidade de
medida.
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Teorema 4.25 (100,d) Dois esgmentos que diferem de um segmento infinitésimo absoluto
sdo iguats, em sentido absoluto.

Teorema 4.26 (100,e) Todo o segmento AB da forma fundamental, orientado de A para
B, pode-se decompor num niumero infinito n determinado por segmentos consecutivos in-
finitésimos, sucessivamente de ordem n,n+1,...,.

Teorema 4.27 (100,f) Em todo o segmento AB hd sempre um segmento cujo mailtiplo
segundo o nimero dado ) é menor que AB e um cujo muiltiplo sequndo o mesmo maltiplo
é maior que AB.

Elementos de topologia do segmento absoluto

O axioma de continuidade absoluta, é introduzido num contexto de segmentos que variam
em relagdo A escala absoluta. Neste pardgrafo vém-se os resultados de Veronese a respeito
de segmentos considerados nessa escala.

Definicao 4.4 (100,1I) Um segmento AX finito absoluto que se torna menor que todo
o segmento absoluto dado, diz-se que se torna idp absoluto ou que tende a tornar-se ip
absoluto, ou ainda, que tem por limite um ip absoluto, e escreve-se

limAX =ip abs
abs

Definigdo 4.5 (100,III) Um segmento finito absoluto AX tal que X se aprozime id em
sentido absoluto de um outro elemento B diz-se que tem por limite o segmento AB, e
escreve-se

limAX = AB
abs

Definicio 4.6 (100,1V) (VariGvel absoluta estritamente crescente, decrescente) Por var-
idvel absoluta estritamente crescente ou estritamente decrescente entende-se um segmento
varidvel estritamente crescente ou estritamente decrescente tal que as diferencas entre dois
estados quaisquer de um estado qualquer dado da varidvel ndo permanecam sempre finitos
entre si, ou ndo sejam sempre infinitas ou infinitesimos entre si de uma ordem que nGo
supere um ndmero dado de (I1).

Teorema 4.28 (100,g) Se um segmento absoluto AX com o extremo X wvaridvel torna-se
menor que todo o segmento finito absoluto dado entdo tem por limite o zero absoluto, isto
é:

limAX =0

abs

Teorema 4.29 (100,h) Um segmento AX pode tornar-se indefinidamente pequeno em
sentido absoluto, num e no outro sentido.

Teorema 4.30 (100,1) Se os elementos X e X' se aprozimam indefinidamente em sentido
absoluto e em sentidos opostos de um dado elemento A, XX' torna-se indefinidamente
pequeno absoluto.
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Teorema 4.31 (100,l) Um segmento que se torna indefinidamente pequeno em sentido
absoluto com os extremos varidveis em sentidos opostos e contém um elemento fora do
campo de variagio dos seus extremos tem por limite um sé elemento.

Teorema 4.32 (100,m) Se X se aprozima indefinidamente de um elemento X' em sentido
absoluto, e este se aprorima no mesmo sentido de um elemento A, X se aprorima em
sentido absoluto de A.

Teorema 4.33 (100,n) Se X e X' se aprozimam indefinidamente, em sentido absoluto,
e no mesmo sentido, de um elemento A, XX' ou X X', torna-se indefinidamente pequeno
em sentido absoluto.

A preparacio da introdugdo da hipétese de continuidade absoluta ¢ feita na seguinte
observagéo:

« A hipétese VI diz que se XX se torna indefinidamente pequeno em relagdo a
todo o segmento dado AB tomado como unidade, quando X e X' se aprozimam
em sentidos opostos, o segmento X X' contém sempre pelo menos um elemento
Y diferente de X e de X'. Mas pela hipdtese VII contém sempre infinitési-
mos em relagio a AB. Quando, ao contrdrio, XX’ se torna indefinidamente
pequeno em sentido absoluto se torna menor que todo o segmento infinitésimo
dado, e portanto os dois casos sdo distintos, e apenas da hipétese VI como se
verd em sequida, ndo deriva que, no segundo caso, XX contenha um elemento
fora do campo de variacdo dos extremos. Por isso, e também pela uniformi-
dade que em sentido restrito intuimos entre as partes indefinidamente pequeno
do objecto rectilineo estabelecemos a seguinte:»

Hip. VIII (da continuidade absoluta) Todo o segmento X X'com os extremos
varidveis em sentidos opostos que se torne idp em sentido absoluto, contém um elemento
fora do campo de variagio dos seus elementos.

4.2.2 Consequéncias da hip6tese da continuidade absoluta

Teorema 4.34 (101,a) Néo pode ezistir mais do que um elemento do segmento X X' que
goza da propriedade da hipétese VIIIL.

Dada a varidvel AX, estritamente crescente, e a varidvel AX', estritamente decrescente,
e orientada no mesmo sentido, se X X' se torna idp em sentido absoluto h4 um sé elemento
Y tal que AY ¢ limite dos dois segmentos varidveis, e ndo é um estado das duas varidveis.

Definigao 4.7 (Sistema continuo em sentido absoluto) Um sistema que satisfaz a hipdtese
VIII, é dito contfnuo absoluto, enquanto que os outros serdo chamados discretos absolutos.

Teorema 4.35 (101,b) Um sistema homogeneo continuo em sentido absoluto é continuo
relativamente atodo o segmento dado como unidade de medida, ou, por outras palavras: se

é satisfeita a hipdtese VIII fica também satisfeita a hip. VI em relagdo a qualguer unidade.

Veronese complementa este teorema com a observagao seguinte:
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«Entre dois estados consecutivos de um segmento varidvel AX e AX' basta
considerar aqueles pelos quais os extremos X e X' sdo distintos, pois que de
contrdrio X e X' coincidem em sentido absoluto. Os estados sucessivos por-
tanto da varidvel em sentido absoluto estritamente crescente ou estritamente
decrescente podem ser indicdos com nidmeros cada vez maiores da sucessGo
(II).»%

A seguir exibem-se alguns resultados de caracterizacao da continuidade absoluta.

Teorema 4.36 (102,a) Se AB é um segmento limite de um segmento varidvel AXn tem-
se:

limAXn=A4AB
com limnp = Q.

Teorema 4.37 (102,b) Dada a varidvel estritamente crescente (crescente) AX e a var-
idvel decrescente (estritamente decrescente) AX' em sentido absoluto, e todo o segmento
AY representando o menor (maior) dos estados de AX [AX'], pertence & varidvel AX
[AX"], 0 segmento XX' torna-se idp em sentido absoluto.

Teorema 4.38 (102,c) O segmento X, Xy, compreendido entre dois estados sucessivos
de AX;, e AX,y, da varidvel se for estritamente crescente, ou X;1,X; se é estritamente
decrescente, e se AB é o seu segmento limite, com o crescer indefinidamente de 1) torna-se
menor que todo o segmento dado.

Teorema 4.39 (102,d) Um segmento AX,, varidvel estritamente crescente (ou decres-
cente) em sentido absoluto tem sempre um e um sé segmento limite maior (ou menor) que
todo o estado da varidvel.

Coroldrio 4.7 Se duas sucessdes estritamente crescentes ou decrescentes em sentido ab-
soluto de segmentos respectivamente iguais determinam dois segmentos AB e A'B’, estes
segmentos s@o iguais em sentido absoluto.

Definigao 4.8 Um elemento A diz-se um elemento limite absoluto de uma sucessdo de
elementos X1Xq..X;... = (Xy), ordenado seqgundo um sentido da forma fundamental,
quando em todo o segmento AB tdo pequeno quanto se queira dado, existe um elemento
da sucessdo.

Teorema 4.40 (102,e) Se AB ¢ um segmento limite absoluto de um segmento varidvel
AX,, o elemento B é o elemento limite absoluto da série dada pelos elementos Xy,

31 Esta observacdo mostra bem a distin¢io de papéis entre o axioma de continuidade absoluta e o axioma
de continuidade relativa, dentro da preocupagéo geral de assegurar uma continuidade local, relativamente
a uma escala, e uma continuidade global, relativamente a qualquer escala. De facto a continuidade relativa
permite estabelecer essa propriedade em relagdo a uma métrica dada — e essa é uma grande inovagéo,
a continuidade absoluta, tem um papel compardvel ao axioma de Dedekind, portanto dentro da tradigéo
das escalas absolutas. O primeiro axioma aparece como imperativo da complexidade da coexisténcia de
diversas escalas e ordens (constituindo a origem histérica da continuidade em sistemas ordenados muito
complexos}, o segundo aparece para estabelecer a normalidade, no quadro habitual, em que se considera
apenas uma unidade absoluta e uma ordem total.
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4.3 Introducgao & GNA de Veronese

A geometria de Veronese é baseada no isomorfismo entre uma recta geométrica e o conjunto
numérico IL

Antes de se proceder a uma breve digressdo pelas ideias bdsicas da geometria nao-
arquimediana de Veronese, vai-se apresentar a lista completa dos seus axiomas, com vista
a fornecer uma antevisdo das bases fundacionais dessa geometria, mas também para que
as referéncias sejam facilitadas®?.

A lista dos axiomas

Veronese distingue entre azriomas, hipdteses, e axiomas prdticos. Os primeiros séo
proposicoes sugeridas directamente pela experiéncia; os segundos nédo sfo sugeridos pela
experiéncia mas sdo proposigdes que, néo estando em contradi¢do com os axiomas, ajudam
a edificar a teoria; os terceiros sdo meros guias para aplicagdes praticas, sugeridos por estas
e visando as mesmas.

Tem-se entao:

Axioma I (V-1): [p. 210] Existem pontos distintos — Todos os pontos s&o idénticos.

Axioma II a)(V-2a))[p. 214] Existe um sistema de pontos a uma dimensdo idéntico
na posicio das suas partes, determinado por dois dos seus pontos distintos e continuo.

Axioma II b)(V-2b) [p. 216] Existem pontos fora da recta. Todos os pontos que
nfo pertencem a recta determinam com todo o ponto da recta uma outra recta.

Axioma III (V-3)[p. 221] Se duas rectas quaisquer tém um ponto comum A, e um
segmento AB duma delas, existe um segmento idéntico A, B’ da outra.

Axioma IV (V-4) [p. 223] Se um lado de um tridngulo qualquer torna-se indefinida-
mente pequeno, a diferenca entre os outros dois torna-se indefinidamente pequena.

Axioma V(V-5) [p. 240} Se em dois pares de raios quaisquer AB, AC; A'B', A'C’, se
escolher dois pares de pontos B e C, B’ e (' tais que

AB=A'B'; AC=AT,

e o segmento BC seja idéntico a B'CY, os dois pares das rectas sdo idénticas.

Hipéteses e axiomas préticos

Hipétese I (V-H1) [p. 244]. A recta é um sistema de pontos a uma dimensdo
idéntica na posicio das suas partes, continuo absoluto e determinado por dois dos seus
pontos distintos.

Hipétese II (V-H2) [p. 245). Duas rectas coincidem em sentido absoluto se tém
em comum o campo relativo a uma unidade qualquer, a partir de qualquer ponto tomado
como origem.

Hipétese IIT (V-H3) [p. 248]. No campo finito absoluto 4 volta de um ponto § séo
validos os axiomas II b), IIL, IV e V.

Hipétese IV (V-H4) [p. 251]. Duas rectas distintas quaisquer num campo finito &
volta (na vizinhanga) de um ponto S, e passantes por S, sdo distintas, ainda que em todo
o campo infinito ou infinitésimo em relagio a unidade desses campos, e inversamente.

Hipétese V (V-H5) [p. 262]. Uma recta é uma linha fechada.

Axioma pratico I (V-P1) [p. 262]. No campo das nossas observagbes actuais é
verificada com grande aproximagdo a propriedade de que por um ponto se pode conduzir
uma. e apenas uma paralela a uma recta dada. (Axioma hiperbdlico de paralelismo).

32 . . . ~
32No Apéndice B encontra-se uma lista alternativa, onde se tenta a separacio, o reagrupamento e uma
ordenacio dos axiomas de Veronese, na esteira da tradicao hilbertiana.
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Hipétese VI (V-H6) [p. 266]. Sobre uma recta existem c6pias de pontos que néo a
determinam.

Axioma pritico *II (V-P2*) [p. 279] Um corpo pode mover-se sem deformagéo
(existéncia de movimentos rigidos, ou isometrias).

Axioma prético II( V-P2) [p. 279] Os pontos de uma figura qualquer podem mover-
se livremente e independentemente uns dos outros, descrevendo cada um deles uma linha
intuitiva, de modo que as posigdes dos pontos da figura correspondem unfvocamente e na
mesma ordem as posigoes sucessivas, mas néo excluindo que muitos pontos possam ocupar
o mesmo lugar numa posigao sucessiva.

Hipétese VII (V-H7) [p. 361] A figura rectilinea determinada por duas rectas
quaisquer passantes por um ponto .S, em todo o campo finito na vizinhanga de S, permanece
a mesma, relativamente 4 unidade desse campo, mesmo quando se consideram os pontos
nos campos no infinito ou nos campos infinitésimos na vizinhanca do referido ponto S,
sobre as duas rectas.

Axioma pratico ITII(V-P3) [p. 454] O espago intuitivo & uma figura a trés dimensdes
em relacdo aos seus pontos.

4.3.1 Elementos

O ponto

A geometria de Veronese comega na primeira parte de FG, livro I. A introducdo é feita
no §1 com os seguintes titulos: Ponto — azioma I — figura (geométrica) — espago geral
— Geometria. Sistema de pontos a uma dimensdo.

A epistemologia de referéncia é lan¢ada no n°l1, naquilo que Veronese chama “obser-
vagdes empiricas”, que, como explica em nota de rodapé, servem para estabelecer os
axiomas, mas nio sdo tidas em conta no enunciado das propriedades e nas demonstracoes
geométricas, nas quais apenas se recorre a resultados que, independentemente dessas con-
sideragdes empiricas, sdo estabelecidas nos axiomas [72].

Nessas consideragdes o autor considera que

— Existe um espaco intuitivo ou ambiente externo [ao geémetra] que é onde se encon-
tram os objectos que, sido apreendidos através dos sentidos;

— Os objectos ocupam um lugar [locus] ou posto no espago intuitivo;

— No entanto, o lugar ocupado por um corpo, é independente desse corpo (ontologi-
camente anterior e posterior ao mesmo);

— O lugar n#o ocupado por um corpo, ou se deste se faz abstracgao, é vazio — o que
ndo implica a existéncia efectiva de um lugar vazio;

— O vazio (ou lugar vazio) néo é nulo®s;

— O vazio & imével;

— Objecto de estudo da geometria, & fornecido efectivamente no espago intuitivo, por
exemplo, como extremidade de um fio: resulta da abstracgdo das suas qualidades fisicas,
e é 0 que separa duas partes consecutivas.

Tem-se entdo a

Definigao 4.9 (ponto) O elemento fundamental que compde as formas chama-se ponto.

33Nao se percebe em que sentido.
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Ou ainda: ponto é o objecto que compde todos os outros objectos ou as suas represen-
tagOes.

Como observa, a intuicdo do ponto leva a qué todos os pontos sejam idénticos, 0 que
porém é fixado em axioma:

AXIOMA 1. Existem pontos distintos [ndo coincidentes]. Todos os pontos sdo idén-
ticos.

Definigao 4.10 (figura geométrica) Toda a forma [geométrica] cujo elemento fundamen-
tal é o ponto chama-se figura ou ente geométrico.

Uma figura ¢, portanto, um conjunto, no sentido veronesiano, de pontos, no sentido
veronesiano, e aplica-se-lhes as operagdes definidas para conjuntos: reunido, intersecgéo,
etc...

Uma definicio importante para a compreensdo do pensamento veronesiano®* & o de
espago geral:

Definigdo 4.11 O espaco geral é um sistema [ou conjunto] de pontos tal, que dada ou
construida nele uma figura, existe sempre um ponto [do espago geral] fora da mesma3d.
Em cosequéncia trata-se, por defini¢do, de um espago infinito, quanto ao mimero de
elementos®®, e repete-se o tipo de racioctnio, cldssico em Veronese, que estd presente na
defini¢io de forma fundamental. No entanto esta defini¢do contém um axioma implicito:

«— Eriste um espago tal que, existe sempre, pelo menos um ponto fora de
qualquer figura, dada ou construida nesse espago».

Este axioma é correspondente & hipétese VIII sobre a forma fundamental. De facto,
o espago geral parece ser uma espécie de forma fundamental, multidimensional.
Neste ponto Veronese introduz a sua defini¢do de geometria

Definicao 4.12 A geometria é a ciéncia do espaco geral.

A operacionaliza¢do da definigdo é feita na observacio seguinte:

— O objectivo da geometria é a construgio de figuras concretas no campo da nossa
observagio externa.’”

Esta sentenca justifica a firmagio de Veronese de que a geometria é “a mais ezacta
das ciéncias experimentais”. Com efeito, Veronese acaba de apontar para a geometria um
objectivo completamente fora do quadro do idealismo platénico — que constitui um meio
e ndo um fim: a actuacdo no meio que envolve o homem.

Definigdo 4.13 (figura a uma dimensdo)Uma figura a uma dimensdo é um sistema de
elementos a uma dimensio®® cujos elementos sio pontos.

#Embora o proprio diga que se pode fazer toda a sua geometria sem essa nogéo [72].

35E inesgotével através de meios humanos, fisicos ou mentais.

350 que nfio implica a existéncia de qualquer escala.

37E absolutamente contréria & tradicio euclidiana a consideragdo de dois campos geométricos: um campo
abstracto e um campo da observacio externa, isto &, fisico. Porém, nio se trata de uma colocacéo inédita,
podendo ser identificada em Arquimedes, Galileu, Helmholtz, entre outros.

38 Um sistema a uma dimensdo € um conjunto totalmente ordenado, embora Veronese néo tenha dado
explicitamente essa defini¢do, como se viu em 4.5.
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A unificacio das abordagens cldssicas da geometria, estdtica e dinamica, é feita do
seguinte modo: os elementos de um sistema a uma dimensao podem ser consideradas como
posigdes diversas de um s6 elemento do sistema®®, donde se pode dizer, sem introduzir
novos princfpios, que os pontos de um sistema a uma dimensdo, sdo posigdes diversas de
um ponto que se move sobre o sistema. Pela mesma razdo , se se considerar os pontos
consecutivos A, A1, A2, ..., do sistema, pode-se dizer que os segmentos AAT , ATA2 , --. 880
posi¢des diferentes de um mesmo segmento que se move (ou se escorre) sobre o sistema,
sem que disso derive a identidade desses segmentos e a continuidade do referido sistema,
e sem que esta expressdo dependa do movimento real dos corpos.

Observe-se que com estas consideragdes, Veronese define a translagdo de um segmento
que, 2o longo da mesma, pode mudar de comprimento (casos de néo homogeneidade) e,
por ndo ser for¢osamente uma operagéo contfnua, é quantificada, isto é, pode-se fazer aos
saltos.

Aplicando o conceito de movimento, Veronese define um sistema linear fechado (no
qual um elemento em movimento num determinado sentido volta ao ponto de partida) e
sistema linear aberto (no qual um elemento em movimento num determinado sentido nio
volta ao ponto de partida).

A recta

A recta deve ser a concretizagio (isto é, uma realizacdo “material”’) da forma funda-
mental, é introduzida através da fixagdo do

AXIOMA II a) Eziste um sistema de pontos a uma dimensdo idéntico na posi¢io
das suas partes, determinado por dois dos seus pontos distintos, e continuo.

Definigdo 4.14 O sistema a que se refere o azioma acima, chama-se linha recta ou
40
recta.

Observe-se que o axioma Ila é um axioma de metrizagio, tal como o axioma A4 de
Birkhoff [capitulo 11] pois através dele se postula a existéncia de uma recta com a mesma
estrutura que a forma fundamental. Estabelece portanto um isomorfismo entre a forma
fundamental (o conjunto II) e a recta geométrica.

Uma observagio importante é a seguinte: este axioma fixa a existéncia de uma recta
determinada por dois quisquer dos seus pontos (distintos), tal como em Hilbert, isto &,
existe, pelo menos, uma recta hilbertiana. N&o estd em contradigdo com a hipétese VI
(mais adiante), que é também um resultado de existéncia (existem pares de pontos que
nao definem uma recta ndo hilbertiana), pois em Veronese existem dois tipos de rectas.

Outras propriedades sdo consequéncias do axioma acima:

AXIOMA II b) Existem pontos fora da recta. Todo o ponto que néo pertence & recta
determina com todo o ponto desta uma outra recta.

Obs: se o ponto estd “alinhado”com a recta, determina uma nova recta, com duas
sub-rectas alinhadas, e assim sucessivamente para cada ponto considerado fora das novas
retas; se o ponto nio estiver “alinhado” com a recta, entdo definem um plano.

% Translagdes dum elemento.

# Observe-se que a recta de Veronese ¢ constituida por pontos, tal como a de Euclides ou a de Hilbert.
O que é diferente entre elas é a estrutura, que no caso de Veronese, comporta a existéncia de segmentos
infinitesimais actuais, gragas ao isomorfismo entre ela e o conjunto dos nimeros Il. O facto de Veronese
dizer que o ponto é apenas uma marca na recta , e ndo seu elemento, nio é contraditério com a definicado
de recta acima apresentada, se se considerar que a afirmacio de Veronese implica (como & intuitivamente
verdade) que num segmento hd um nimero potencialmente infinito (¢dg) de pontos, e consequentemente
de segmentos ip delimitados por eles.
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4.3.2 Alguns resultados

Teorema 4.41 Se dois pontos nio determinam uma recte, toda a recta que contem um
contém também o outro [estdo infinitamente prézimos].

Coroldrio 4.8 Se 3 pontos ndo estdo numa dada recta determinam dois a dois 3 rectas.

Coroldrio 4.9 Os pontos que com um ponto dado néo determinam uma dada recta ndo
o determinam entre si.

Teorema 4.42 Se um ponto de uma recta ndo determina com outro ponto da mesma,
essa recta, entdo todo o ponto da recta tem essa propriedade, e a partir de um ponto,
num e noutro sentido, existem infinitos segmentos iguais consecutivos cujos extremos ndo
determinam a recta.ll

Teorema 4.43 Um segmento AB pertence a uma e uma sd recta.
Teorema 4.44 Todo o ponto estd situado em muitas rectas distintas.
Teorema 4.45 O conjunto das rectas passantes por um ponto, determinam o espaco geral.

Congruéncia de segmentos
A iniciacio & relagdo de congruéncia é feita no §3.

Definicao 4.15 Comprimento de um segmento AB, é 0 segmento AB considerado como .
substitutvel por um segmento idéntico, em toda unido com outros segmentos.

E oportuno observar que a falta de clareza ¢ evidente nesta defini¢do, central nesta
seccdo. Com efeito, comprimento dum segmento AB é considerado um estado do segmento
AB: é quando ele é considerado substitufvel por um idéntico nas unides, isto é por outro
segmento com as mesmas propriedades, excepto a posigio. Acaba-se por chegar & conclusao
de que o comprimento de um segmento é uma propriedade comum aos segmentos com todas
as propriedades comuns, excepto a posi¢ao. E legitimo questionar se a outras propriedades,
como a de terem ou nio a mesma recta suporte, foi considerada. De facto, ou nao é
considerada e estamos face a um erro de definicio, ou é considerada como estando inclufda
na diferenca de posigdo, e esta diferenca passa a incluir mais do que uma propriedade,
(possivelmente um conjunto infinito delas) e esta-se face a uma estratégia pouco clara.
Todavia pode-se encarar esta defini¢io como indicando que o comprimento do segmento
AB é o representante canénico de uma classe de equivaléncia de segmentos equivalentes
(isto &, iguais, excepto na posicio)

Definicdo 4.16 O comprimento de AB é a disténcia dos extremos A, B do segmento
AB.

O exemplo apresentado ¢ algo confuso:

Exemplo 4.1 Dados dois segmentos AB = A'B’, A1B;, = A} Bj situados ou ndo na
mesma recta, em geral a copia AB, A1B; pode nio ser idéntica & copia AR, A , By,
mas considerando apenas o comprimento dos segmentos tem-se que as duas cdpzas de
comprimentos sio iguais.



4.8 Introducio & GNA de Veronese 73

A ideia de congruéncia de segmentos é ontologicamente anterior & de comprimento, pois
vem da identidade. O problema aqui é ndo haver nenhum critério nem axioma geométrico
que permita decidir duma identidade. Veronese deixa a cada um a capacidade de comparar
e decidir se todas as propriedades dos objectos em comparacdo sdo ou ndo as mesmas
(axioma implicito AIO-I, AIO-II, ver anexo III).

Teorema 4.46 Se os comprimentos de dois segmentos sobre a mesma recta sdo iguais,
os dois segmentos sdo iguais®!.

Trata-se de um teorema métrico. A abordagem veronesiana da congruéncia é métrica.

Definicao 4.17 Segmento de dois pontos sobre uma recta aberta é o segmento que os dois
pontos determinam sobre a recta. Segmento de dois pontos A, B sobre wma recta fechada
é o menor dos dois segmentos AB e BA do mesmo sentido determinado pela sequéncia
A,B sobre a recta.

A primeira parte da defini¢iio é desnecesséria, a segunda est4 errada pois dois pontos
A, B sobre uma recta fechada nio determinam na mesma um sentido.

Definicao 4.18 A recta tem dois sentidos. A recta percorrida num determinado sentido
é chamada de raio, e portanto tem dois raios, cujos pontos coincidem. Os raios de uma
recta dizem-se opostos

Definicao 4.19 Dois raios coincidem quando pertencem & mesma recta e tém o mesmo
sentido.

Nota 4.1 ¢) Um raio ndo é uma semirecta, mas uma recta orientada,

ii) E interessante a introdugdo deste elemento ma geometria. Mas impée-se uma
questdo: quando é que dois raios sobre uma mesma recta e com o mesmo sentido sdo
diferentes? Na defini¢do de raio hdé um elemento cinemdtico — percorrer — que é logo
substituido por um estdtico: um raio é constituido por pontos.

4.3.3 Congruéncia de figuras

Para garantir a congruéncia de todas as rectas e comegar a explorar a congruéncia de fig-
uras no plano, Veronese inicia o § 4. O principal instrumento do parigrafo, e fundamental
no resto do texto é o

Axioma III — Se duas rectas quaisquer tém um ponto comum A, o segmento A5
duma delas ¢é idéntico congruente a um segmento AB’ da outra.

Este axioma é muito importante pois permite a realizagao de transformagoes geométri-
cas no plano, ao determinar a existéncia de translagtes ndo deslizantes, isto é, aplicacoes
duma recta noutra.

Como resultado imediato, tem-se o

Teorema 4.47 Todas as rectas sdo idénticas.

‘TEm que sentido? Se os comprimentos sio iguais, 0s segmentos tém todas as propriedades comuns,
excepto a posicio, sendo portanto equivalentes. Segmentos equivalentes, sdo congruentes, em linguagem
moderna.
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Definigdo 4.20 (figura rectilinea) Uma figura rectiltnea de um sistema ou de muitos sis-
temas distintos de pontos, entenderemos a individualidade dos segmentos que tém por
extremo os pontos dados, e os segmentos determinados pelos pontos dos segmentos ante-
riores e assim por diante.

Uma figura rectilinea de um conjunto de pontos ¢ o seu envolvente convexo. Tem
portanto as seguintes propriedades:

— E um conjunto convexo;

— E conexo.

Trata-se de um poligono convexo ou simplexo.

Segue-se uma. defini¢do importante

Definico 4.21 (tridngulo) A figura rectilinea determinada por 8 pontos A, B,C, néo
colineares chama-se tridngulo, de vértices A, B,C e lados AB,AC e BC.

Antes de continuar a teoria dos tridngulos (congruéncia, semelhangas, ...) Veronese
demora-se um pouco para fazer a transferéncia da topologia da forma fundamental para
a recta. Inicia esse assunto no §5. Tem-se:

Definigdo 4.22 (vizinhanga) Por vizinhanga de um ponto dado A entende-se o conjunto
determinado por todos os segmentos rectilineos que emanam de A, iquais*? a um segmento
qualquer dado €, tdo pequeno quanto se queira. A distdncia 2¢ chama-se amplitude da

vizinhanca de A.

Nota 4.2 A nocio de vizinhanga estd aqui definida num sentido absoluto, independente
de unidades. Com efeito, € é um segmento de comprimento indefinidamente pequeno, e
ndo ip, relativo a uma certa unidade.

Definigio 4.23 (ponto limite) Um ponto L diz-se ponto limite de um conjunto de pontos
(X) ou de uma sucessio de pontos (Xy,) quando, em toda a vizinhanga de L, de amplitude
arbitrariamente pequena, existe um ponto de (X) ou (Xn). No caso da sucessdo diz-se
também que um ponto da sucessio se aprorima indefinidamente do ponto L.

Trata-se da definicdo cldssica de ponto limite ou de acumulacéo.

Teorema 4.48 Num conjunto qualquer (X) que tem ponto limite L, existe uma sucessdo
(X,) de pontos que tem por limite L.

Definicao 4.24 A expressio: um tridngulo varidvel ou com lados varidveis equivale &
sequinte: uma sucessio de tridngulos AABC, AA'B'CY, ...

Esta defini¢io coloca o problema da variabilidade dos lados de um tridngulo. O axioma
seguinte «domestica» esse problema:

Axioma IV. Se um lado de um tridngulo qualquer se torna indefinidamente pequeno,
a diferenca dos outros lados se torna também indefinidamente pequena.

O §6, intitulado “conjuntos de pontos que, dois a dois, podem ndo determinar uma
recta dada” reveste-se de grande interesse, pelas diferengas que introduz em relagdo a
geometria de Hilbert:

B3
42Congruentes.
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Teorema 4.49 Se dado um conjunto (A) de pontos da recta tal que:

1°escolhido um segmento qualquer cujos extremos sejam pontos do conjunto, os ez-
tremos dos segmentos consecutivos, iguais ao dado, num dado sentido, a partir de qualquer
ponto do conjunto tomado como origem, pertencem ao referido conjunto;

2°um ponto A de (A) nio tenha um primeiro ponto consecutivo do conjunto no sentido
dado; em todo o segmento de recta, tio pequeno quanto se queira da, existe sempre um
ponto do conjunto.

Coroldrio 4.10 Todo o ponto da recta, que ndo é ponto de (A), é ponto limite do conjunto
(4).

Teorema 4.50 Todo o conjunto (X) de pontos que, dois a dois, ndo determinam a recta,
contém os seus eventuais pontos limite.

Teorema 4.51 Os pontos de um segmento AB que com um dos seus extremos, por ex-
emplo A, ndo determinam uma dada recta, nGo podem ser em niumero infinito.

Teorema 4.52 a) Os segmentos consecutivos de uma sucessdo de pontos, que com um
ponto dado determinam uma dada recta, sdo iguais entre si, em qualquer recta que con-
tenha a sucessdo dada;

b) Os segmentos determinados por dois pontos quaisquer da sucessio, em duas rectas
passantes por eles, sdo iguais.

Teorema 4.53 a) Dois conjuntos de pontos, cada um dos quais ndo determina uma recta,
estio situados numa sé recta (determinam uma recta);

b) Os segmentos gue tém por extremo, duas copias de pontos consecutivos, que néo
determinam uma recta, sao iguais.

Esta ideia de existirem pontos distintos de uma recta, mas que néo a determinam &
pura e simplesmente nova. S&o pontos infinitamente préximos. Evidentemente, nao se
encontra em Hilbert.*3

Continuando no mesmo registo, Veronese passa para o §7.

Definicdo 4.25 Um segmento rectilineo AB diz-se limite de uma sucessdo de segmentos
rectilineos dados XY, se os pontos A e B sao pontos limite dos pontos X eY, supondo
que 08 pontos A e B determinam a recta.

4.3.4 Geometria nao-arquimediana de Hilbert versus geometria nao-
arquimediana de Veronese

A primeira comparagio entre as geometrias de Hilbert e Veronese foi feita por Bidoni na
sua tese de doutoramento, e dizia respeito, sobretudo, em relagdo a diferenca de métodos
adoptados pelos dois geémetras: Hilbert, com uma preocupagio formal e minimalista,
Veronese com uma preocupagio intuicionista e maximalista.

Muitas séo, com efeito, as diferengas. Contudo vai-se propor uma breve anélise duma
diferenca esséncial entre a Geometria de Hilbert e a de Veronese, que advém do conceito
de escala

13Ela nem ¢ consequéncia nem contradiz os axiomas de incidéncia de Hilbert. Com efeito, quando se est4
apenas nas geometrias de Incidéncia, ordem e congruéncia de Hilbert, j4 se viu que o axioma de Arquimedes
é independente. Na auséncia desse axioma, existem elementos ips. Logo, a existéncia de segmentos ips
(que ndo determinam a recta em que se encontram) ¢ independente dos axiomas I, II e III de Hilbert.
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Rectas com estruturas diferentes

Um dos axiomas propostos por Veronese (hipétese VI) é o seguinte:

«— Existem (pares de) pontos que ndo definem uma recta.»

Este axioma estd em aparente contradi¢gdo com os axiomas de incidéncia de Hilbert, em
particular, com o axioma I1 (dois pontos quaisquer definem uma recta hilbertiana). Com
efeito, em Hilbert, o caracteriza a recta é apenas a sua “linearidade” ou “direcgdo”. Mas em
Veronese, para além da “direcgdo” existe outra propriedade fundamental da recta: a sua
estrutura?®. Essa estrutura é imposta pelas diversas escalas (nao-arquimedianas) possfveis,
enquanto que em Hilbert s6 existe uma escala (arquimediana), pelo que é desnecessério
falar em escalas — donde resulta que nfo h4 diferenca de “estrutura” (ver o capitulo 10
e o Apéndice C).

Vadrios tipos de rectas

Assim, em Veronese hi vérios tipos de rectas: as rectas a uma s6 escala (arquimediana)
determinadas por dois quaisquer dos seus pontos, iguais as rectas de Hilbert (existe pelo
menos uma), e as rectas a vdrias escalas (ndo-arquimedianas) que consistem em rectas
constituidas por rectas a um nimero qualquer de escalas, nas quais existem pares de
pontos que ndo a determinam. Assim, pode-se considerar que em Veronese hd rectas de
tipo I, as que possuem apenas uma escala arquimediana; as rectas de tipo II, constituidas
por rectas de tipo I “alinhadas”, separadas por “buracos” de tipo I, as rectas de tipo III,
constituidas por rectas de tipo II, “alinhadas”, separadas por “buracos” de tipo II, enfim,
em geral, rectas de tipo n constitudas por rectas de tipo n — 1, alinhadas, separadas por -
“buracos” de tipo n — 1 (ver o capitulo 10 e o Apéndice C).

As rectas hilbertianas sdo apenas um tipo de rectas veronesianas, as de tipo I, e
constituem partes localizadas de uma recta de Veronese.

Pontos que nao “definem” uma recta

Seja r uma recta de Veronese do tipo II. Sejam dados dois pontos P,Q distintos, per-
tencentes & mesma recta s, de tipo I contida em r. E evidente que P e Q definem a
“direc¢do” de r, mas ndo a sua “estrutura”. O segmento PQ nso inclui todos os tipos
de segmentos de (o que seria uma forma de caracterizar a estrutura de r). Seja agora
R um ponto de r situado numa “sub-recta” t de r, componente de r, disjunta de s. O
segmento PR js possui uma estrutura que permite adivinhar, por simetria, a estrutura
de r: inclui sub-segmentos com um “buraco” (como os “buracos” de r) e sub-segmentos
sem “buracos” (como os subsegmentos arquimedianos de ). Pode-se dizer que o segmento
PR caracteriza r por dar, ndo apenas a sua direc¢do, mas também a sua estrutura®®, ao
contrario de PQ.

Daf a necessidade de Veronese em postular a existéncia, numa recta, de pontos que
néo a definem, no sentido em que o segmento que une esses dois pontos néo espelha, como
a direcgdo, a estrutura da rectall.

“4Em Hilbert as rectas sio absolutamente homogéneas. Em Veronese, h4 que considerar a “distribuiggo”
dos pontos na recta, ou mais precisamente, a distribuicdo dos sub-conjuntos “densos” de pontos.

45 A recta r pode ser reconstruida por “translagio” do segmento PR, pelo que este pode ser considerado
um segmento “quociente”.

16para, Hilbert, a “direcgdo” & a wnica caracteristica da recta.



4.8 Introducdo & GNA de Veronese 77

Pode-se dizer que: dada uma recta de tipo n, e dois pontos Ae B der, A e B definem
r, se r puder ser construido a partir duma tranlagdo do segmento AB — isto &, se AB
contém toda a estrutura local de r.

Uma conciliagao imediata entre os dois pontos de vista

Sabe-se, portanto, que a estrutura (micro)local de qualquer recta de Veronese, é uma
recta de Hilbert, isto é, a apenas uma escala, portanto, arquimediana. Assim, uma adap-
tacdo adequada dos axiomas de Hilbert, com vista & sua “localizacdo” resultaria numa
axiomética que descreve as rectas de Veronese.

E claro que os axiomas da geometria absoluta de Hilbert, néo incluindo o axioma de
Arquimedes, possuem intrinsecamente o germe das rectas de Veronese. A conciliagdo de
que aqui se fala, & apenas em termos de linguagem e de métodos (ver Apeéndice C).

O axioma I3, linearizacao e dimensao

H4 um grande paralelismo entre o conceito de “fora” em Veronese [hipGtese V2b: existe
pelo menos um ponto fora da escala gerada por uma unidade qualquer] e o mesmo conceito
em Hilbert, por exemplo, no axioma I3 (para se ficar no caso mais simples). Com efeito, o
axioma I3 diz que existem trés pontos ndo na mesma recta, isto ¢, dada uma recta existe
sempre um ponto fora dela. Ora mesmo quando se consideram os modelos de I1, 12, 13,
nada garante que o ponto P considerado fora da recta r, ndo seja “colinear” com r. E
evidente a intengao de Hilbert: o ponto P definird com r um “plano”, isto &, haverd um
aumento de dimenséo, aliada a perda (assumida) de linearidade. Ora, sejam P um ponto
fora de r (que existe, por I3), A, B dois pontos distintos de r. Por I1, P define com A
uma recta s € com B uma recta t. A relagio de ¢ com r e s depende do seguinte facto
crucial: P é ou nao é colinear com A e B. A defini¢do usal de colinearidade, em Hilbert &
a seguinte:

— Trés pontos sdo colineares se pertencerem & mesma recta.

Mas recta é um conceito primitivo, que exactamente se pretende caracterizar com 0s
axiomas I1-13.

Para a demonstracio de que r, s e t sdo diferentes entre si, é crucial a consideragao
de que P ndo é colinear com A e B, isto é, P nio est4 na mesma recta. O conceito de
colinearidade e o de recta sio equivalentes, em Hilbert.

Para Veronese, tudo se passa de forma diferente: a colinearidade?’ ¢ um conceito
primitivo*®, diferente do de recta, uma vez que o primeiro é absoluto, e o segundo é
relativo: as rectas ndo sao todas localmente isomorfas entre si, o que leva & sua classificagao,
e consequente relativa¢io. Assim, pontos colineares podem ou néo estar na mesma recta,
isto &, em rectas do mesmo tipo. Assim, para o caso acima, haveria que se distinguir dois
sub-casos: P nao colinear com A e B, e nesse caso tudo tudo se passa 4 moda hilbertiana;
P é colinear com A e B, e nesse caso P pertence a uma recta com A e B, mas de tipo
diferente (superior) ao tipo da recta definida apenas por A e B.

No meio desta discuss@o, o conceito “usual” de dimensio é afectado, pois a recta
definida por A, P (segundo sub-caso) ndo tem dimens@io “usual” diferente da da recta

17Ordem total absoluta, suporte de qualquer forma linear.
*Ver a Anexo III.
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definida por 4, B. Em AP existem segmentos comensurdveis entre si e segmentos in-
comensurédveis entre si. Porém, por se tratar duma recta, geralmente se lhe atribui a
dimensao usual de um. Mas comparando a recta AP com um plano euclidiano usual (o
definido por A,Be P ¢ 4B (primeiro sub-caso), as semelhancas sio mais que muitas:
sdo ambos gerados por uma recta (usual) e um ponto fora dela; tém ambas duas classes
de subconjuntos, umas comensuréveis entre si (os segmentos entre si, as dreas entre si) e
outras incomensursveis entre si; possuem ambas duas classes arquimedianas. Parece que
tém a mesma estrutura (isomorfos), sendo um linear e outro ndo. Assim sendo, porque
n#o assumir o isomorfismo (de ordem), e consequentemente, que uma recta de Veronese
pode ter um aspecto “plano” e um “plano” pode ter um aspecto linear?4?

Assim, um conceito de dimenséo possivel seria o de nimero de classes arquimedianas,
retirando desse conceito qualquer intuitividade espacial®.

OBS: para mais precisoes sobre este assunto, ver Apéndice C.

4.4 Conclusoes

A abordagem dos fundamentos da geometria por Veronese, assenta nos seguintes princt-
pios:

— A geometria é uma ciéncia experimental, mas exacta: como tal deve procurar
nio fugir da intuitividade empirica, mas essa intuitividade ndo deve estar reflectida nos
axiomas. Estes devem reger-se pelos principios logicos de consisténcia e independéncia, e
todos as hipéteses nio contraditérias com os axiomas e independentes deles, podem ser
adicionados, com vista ao desenvolvimento da prépria geometria; ‘

— As hipé6teses da dimens3o trés, de Arquimedes e de que a recta é aberta, nio séo
necessdrias aos fundamentos da geometria, mas apenas contingentes.

Como método para a Geometria, Veronese assume a via (sintética) métrica, mas para a
construgao do seu corpo numérico (II) escolhe a via sintética pura, na esteira de Eudéxio
e Euclides, porém abandonando explicitamente o axioma de Arquimedes. Com efeito,
Veronese sabe que, desde Descartes, é importante poder-se atribuir, numa geometria, a
cada ponto, uma lista de nimeros, ditas as suas coordenadas. Embora defenda a via
sintética para a construgdo dos fundamentos, visa — tal como Hilbert veio a fazer mais
tarde — um isomorfismo entre um corpo numérico e uma recta, que venha mais tarde a
possibilitar o desenvolvimento da geometria analftica. Essa abordagem, que é, mais tarde,
explicitada por G. D. Birkhoff, foi a escolhida por Veronese, apenas com uma dificuldade
acrescida: a de nfo haver um corpo numérico nio-arquimediano satisfatériamente constru-
ido, tal como o corpo (arquimediano) dos mimeros reais, no tempo de Birkhoff. Assim, boa
parte da investigagdo de Veronese, assim como cerca de um tergo dos FG séo dedicados a
construgio (sintética) dos seus corpos numérico e de segmentos nao-arquimedianos.

Tendo o corpo de referéncia, Veronese inicia a sua geometria por axiomas de existéncia
de pontos e rectas, mas imediatamente impde um axioma de metrizagao, para a transfer-
éncia da estrutura do seu corpo numérico para a recta.

O resto da sua geometria que, por falta de tempo, nao foi analisado, desenvolve-se com

4 Tydo isso, é claro, longe da atitude logicista que consiste em considerar que pontos rectas e planos
podem ser “mesas cadeiras ou canecas de cerveja”. Trata-se duma discussio absolutamente dentro da
intuicio geométrica empirica (ver capitulo 10).

%0 que é indiscutivelmente benéfico para a geometria.
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as preocupagdes acima referidas: espago n-dimensional, tendo-se atardado na dimensao 4,
como que & procura de uma intuicdo grafica (que se pode dizer, muito bem conseguida),
projectividade e nao-euclidianismo.

Pode-se dizer que Hilbert e Veronese fizeram muitas jornadas juntas, mas nos pon-
tos de separacdo, Veronese tem ambicdes profundamente diversas das de Hilbert: este &
“logicista” e minimalista, aquele é “intuicionista” e maximalista.
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CAPITULO 5

Métodos da andlise nao-standard

5.1 Introdugao

Neste capftulo recordam-se alguns resultados e métodos bésicos da ANS. Na primeira
seccio faz-se uma digressio por uma das muitas formas existentes de andlise com ordens
de grandezal. Na secciio seguinte introduz-se a ANS nelsoniana, que ser4 a ferramenta para
a proposta de fundamentacio da GNS a ser apresentada na parte IV desta dissertagéo.

5.2 Andlise com ordens de grandeza

As relacdes de conhecimento e de accio do homem sobre a natureza sio balizadas por
aquilo que se chama a “escala humana”. Ora, a nogéo de escala é suscitada pela operagao
de medicdo e a necessiria adop¢io de uma unidade. Trata-se sem divida de um dos
assunto bastante complexo.

A assumpcio, quase generalizada na matemética, do axioma de Arquimedes, indica o
facto de, na maior parte das vezes, se optar por uma sé ordem de grandeza. No entanto,
a voz gritante das aplicacdes (fisica, ciéncias da natureza, etc.) que reclamam constan-
temente mais do que uma oredem de grandeza, permitiu que a questdo das escalas com
diversas grandezas, ou ordens de grandeza, estivesse sempre na ordem do dia, e se tenha
desabrochado sob a forma das modernas teorias de ordens de grandezas.

Nesta secgio vai-se rever alguns resultados de uma anélise com ordens de grandeza,
num conjunto que inclui o dos mimeros reais. Também se verdo algumas aplicagoes.

5.2.1 Ordens de grandeza no conjunto dos mimeros reais

A definicio de ordens de grandeza no conjunto dos naturais faz-se de forma relativamente
simples: sejam nimeros naturais standard? os nimeros naturais intuitivos; os outros serio
numeros naturais nio-standard. Qualquer natural menor que algum natural “standard” é
também “standard” e do mesmo modo gqualguer natural maior que algum natural “ndo-
standard” também é “ndo-standard”. Os naturais ndo-standard sdo chamados infinita-
mente grandes, ou ilimitados, por serem maiores que qualquer natural standard.

!Trata-se de uma forma utilizada pela escola de Reeb, muito divulgada por Francine e Marc Diener
(23], Imme van den Berg [70] e outros.

20 termo standard, cujo sentido vai-se tornar preciso mais adiante, pode-se entender como vulgar, naive,
explicito, etc.

83
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Tém-se assim as seguintes ordens de grandeza:

— Niimeros naturais infinitamente grandes, ou nao-standard;
— Niimeros naturais ndo infinitamente grandes, ou standard.
Para os nuimeros reais, a situagao é mais complexa:

Definigdo 5.1 (mimero infinitamente grande ou ilimitado) Um nimero real p € in-
finitamente grande (ig) ou ilimitado, se seu valor absoluto |u| é maior que qualquer natural
standard, n, isto é,

p éig < || >n,Vn € N,n standard
Exemplo 5.1 Um nimero natural nio-standard p é um nimero real ilimitado;
Exemplo 5.2 p +-:1§ , é um nimero real ilimitado néo natural, se p é real ilimitado.

No conjunto dos mimeros reais hd nimeros “ndo-standard”, para além dos nimeros
naturais ndo-standard. Entre eles estdo os infinitamente pequenos ndo nulos, que sio
definidos a seguir.

Definigao 5.2 (niimero infinitamente pequeno) Um nimero real ¢ é infinitamente
pequeno (ip), se o seu valor absoluto |e| é menor que %, qualquer que seja n, natural
standard,

1
€ éip &gl < -T;,Vn € N, n standard

Exemplo 5.3 0 éip. E o dnico ip standard.

Exemplo 5.4 Sendo p ilimitado, € = % ¢ ip.

Enuncie-se agora um princfpio importante para o cslculo com ordens de grandeza:

Axioma 5.1 (Princtpio de Carnot) Dois nimeros standard, cuja diferenca é ip, sdo
iguais.

Este princfpio permite, durante a computagdo de uma quantidade standard, como um
integral ou um limite, por exemplo, fazer estimativas, a menos de uma quantidade ip,
e desprezar o nimero ip correspondente, no término da computagiio, tal como faziam
Leibniz, Euler, Lagrange, e tantos outros.

Definigdo 5.3 (nimero limitado) Um numero real x € dito limitado (Im) se ndo for
ig.

Exemplo 5.5 Todo o nimero natural standard é limitado.

Defini¢io 5.4 (nimero aprecidvel) Um mimero real z é dito aprecidvel (ap) se ndo
for nem ig nem ip.

Definicdo 5.5 (mimero real nao-standard) Um nimero real ndo nulo é nio-standard
se a sua definicdo envolve igs ou ips, de forma essencial.
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Exemplo 5.6 Se u é um natural ndo-standard, os nimeros 1/p e 2p sdo néo aprecidveis
por serem respectivamente ip e ig. Por outro lado ( % + 5) é ap, mas ndo-standard.

Exemplo 5.7 No caso x = 0 x € + 1, com £ um ip ndo nulo, tem-se que = ¢é stndard

(x=1).

Definicao 5.6 (niimeros infinitamente préximos) Dois numeros reais x e y sio in-
finitamente prozimos (i-prézimos) e nota-se x ~ y, se a sua diferenga, T — y, € ip.

Nota 5.1 Nem todo nimero real limitado é standard: se € # 0 é ip e se y é standard,
entdo = := y + € é limitado mas ndo-standard (caso contrdrio a diferenca € = x — y seria
standard);

Nota 5.2 A nogdo de nimero ig é diferente da nogdo de conjunto infinito. Por exemplo,
um conjunto como {0,1,2, ...,w} é finito, mas o seu cardinal, w +1, é ig3.

Por outro lado, o cardinal de um conjunto infinito nio é por defini¢do (de cardinal)
um natural, mas é standard se o conjunto for standard?.

Proposigao 5.1 Todo o nimero real limitado x estd i-prézimo de um tnico mimero real
standard. Esse niimero real é chamado a sombra de x ou a parte standard de x é denotado
por °z .

Dem. R

Nota 5.3 A existéncia da parte standard de um ndmero real é devida ao facto de R ser
completo, no sentido de Dedekind.

Em R, pode-se falar no operador ° (operador parte standard), para o qual sdo vélidos
os resultados do préximo pardgrafo.

Operagoes com °

As regras seguintes indicam o comportamento do operador ° em relagdo 4s operacoes
elementares e 4 ordem em R. Tem-se a

Proposicao 5.2 Para z,y € R, tem-se
(i) °(z +y) ="z +°y
(i) °(zy) = °z%
“e 1 . 1
(1) °(3) = a5 com °x #0
(v) z <y=°2<%
(v)°z<®y=>z<y.

Com base nesta proposi¢io, sdo usuais as seguintes notagoes:

< yseouzr <youz=yistoése°z <%

~

~ Y se z ndo estd i-préximo de y

2 ysex<yex~y, istoése’r <.

#Conjunto finito com um numero infinitamente grande de elementos, tal como previsto por Veronese.
“Pode haver conjuntos infinitos standard (o que esta de acordo com a ideia de Veronese).
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5.2.2 Algebra das ordens de grandezas
As regras de Leibniz

As regras de cslculo com ordens de grandezas sio muito simples e foram estabelecidas, de
forma completa, por Leibniz. Constam das seguintes tabuadas para operagdes com ordens
de grandeza:

ip {ip ip | ip ip 2?12 1iplip
Im | Im Im{iplim Ilm 71?2 |lm|ip
ap {ap |Im|Ilm ap |ip|Ilm | ap ap ig] ? |ap|ip

ig |ig | ig [dg [ 7 |ig | 2] ? |iglig| 9 Jig|ig|ig|[?
+ |ip|lmlaplig| x |ip|im]ap|ig|T/—|ip|lm|ap]ig

A soma de dois ips é ip; o produto de um ép por qualquer mimero Im também é um
ip. Por outro lado, sem mais precisio sobre os seus valores, néo é possivel determinar a
ordem de grandeza da adigdo de um ép com um nimero ig.

O calculo assimptdético de Van den Berg

Muitas vezes ndo é necessirio procurar o valor exacto de uma grandeza numérica: basta
conhecer a sua ordem de grandeza. Esse ponto de vista foi adoptado por Imme van den
Berg e F. Koudjeti, que lhes motivou a introdugéo de uma nova simbologia.

As notagdes, &, £,@, e oo introduzidas por Imme van den Berg, sdo usadas como
notagio genérica para mimeros cujo valor preciso néo interessa conhecer, mas apenas sua
ordem de grandeza, respectivamente, para um ép, um !m, um ap positivo, e um nimero ig '
positivo®. Por essa razdo ocorréncias diferentes de um destes sfmbolos normalmente néo
representam mimeros iguais, mas mimeros com a mesma ordem de grandeza.

Tem-se a

Defini¢do 5.7 {r e R:z éip} =, {zreR:x éigl =o0,{r € R:z éap} =Qee
{zeR:zélm}=2£

A traducdo das regras de Leibniz é imediata:

o n|lo Z 21?210l w
L1 L| £ Lol £ £ 71?21 £
@|l@| £ £ Qlwlf|a @) col| ?21@]w
oo |looloojoolooloo]?]| 7 oo| 0 00 oo |ooloo} ?
tlolf£]l@lolx|olfl@]o|{l/ o] £]@]o

Proposicao 5.3 Seja B um conjunto (standard) limitado de mimeros reais da mesma
ordem de grandeza. Entdo sup B e inf B sdo também dessa mesma ordem de grandeza.

Dem. Basta ver que por defini¢io de sup B e inf B, existem elementos BT € B e
B~ € B tais que Bt ~supB e B~ ~ inf B.R

As regras de Leibniz mostram entdo que dois mimeros i-préximos quaisquer sdo da
mesma ordem de grandeza.

*Impondo a positividade de @ e co obtemos que @ +@ = @ e 00 + 00 = 00 enquanto que ap+ ap = Im
e ig +1ig =7
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Coroldrio 5.1 A totalidade dos nimeros reais duma mesma ordem de grandeza ndo pode
formar um conjunto standard.

Dem. A suposi¢iao de que se pode formar um conjunto ao qual se pudesse aplicar os
teoremas cldssicos conduziria a um absurdo. Assim, por exemplo, se os ip formassem um
conjunto standard, como esse conjunto seria limitado, ( por —1 e 1, por exemplo), o seu
limite superior ou supremo o > 0, existiria: como acaba-se de demonstrar, esse nimero
seria ip; mas ¢ + o seria entdo igualmente ip e 20 > 0 , 0 que contradiz a hip6tese de ser
o o supremo dos reais ip. B

Coroldrio 5.2 0, 00,@ , £ ndo sdo conjuntos standard.l
Em particular, tem-se a
Proposigao 5.4 —£ = £, é =Q,log@=Ff,exp£=Q, £+ L =L eBL=0.0

Definigao 5.8 (mesma ordem de grandeza) Dois nimeros reais ey sio da mesma
ordem de grandeza se

z=Qy
Assim a ordem de grandeza de um mimero real z é Qzx .

Proposicao 5.5 A relacio “ter a mesma ordem de grandeza”, notada por “ = @Q” é de
equivaléncia, e divide R nas seguintes classes:

i) classes dos ip, @= {r € R: z = Q@}

it) classe dos ap

iii) classe dos lm

iv) classe dos ig.B

Proposi¢ao 5.6 (factorizacdo das ordens de grandeza) Seja I um conjunto finito de
indices, (pi)ic; um conjunto de nimeros positivos ou nulos, e (3;)ic1 nidmeros reais com a
mesma ordem de grandeza, e do mesmo sinal se esta ordem de grandeza é ap ou ig. Entdo
existe um nudmero real B da mesma ordem de grandeza tal que

Zpiﬁi = 52171'

iel el

Dem. Faga-se \j := E{ﬁ > 0,Vj € I; tem-se

Z’\"—‘Z P _ 2 jer Pi —1
? YicrPi  DierPi

jeI jel

Ponha-se entéo 3 := Zje 182 que é da mesma ordem de grandeza que os (3; pois
estd compreendido entre o menor e o maior dos elementos de (8;)ic;. Tem-se entdo

BY mi = Q_BNQ_m) =Y BN m)=

icl el el el iel
P
= Zﬂji——. D pi=)_Bipj.
jel iel Pi 7 jel

Finalmente tem-se Zje 1Bipi =0 Zje 1 Pj, 0 que demonstra o resultado.ll
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Coroldrio 5.3 Seja I um conjunto finito de indices, e (pi)icr um conjunto de mimeros
positivos ou nulos. Tem lugar as quatro igualdades seguintes:

1 Y erPi@ =2 icrPi

2. YierPif = £ e ps

8. YierPi@=Q3 ;c;pi

4. Yierpioo = 003 i pil

Observe-se que quando situado & direita do simbolo de soma ) ., , o sfmbolo &, .
representa um ip, a priori diferente para cada fndice . O mesmo acontece para cada um
dos sfmbolos assimptéticos @, £, e oo.

5.2.3 Algumas aplicacoes
Ordens de grandeza em espagos normados

As nocoes de ordens de grandeza extendem-se de forma imediata aos vectores de um espago
vectorial normado:

Definigao 5.9 Um vector é dito ip se a sua norma for ip; define-se da mesma forma
vectores limitados, aprecidveis e igs.

Por aplicacdo da desigualdade triangular, a proposi¢éo 5.6 generaliza-se imediatamente
a0s ips e aos igs dos espagos normados.

Acontece que duas normas standard num espago normado standard sdo equivalentes
sse determinam as mesmas ordens de grandeza. Tem-se:

Proposicao 5.7 Para duas normas standard quaisquer |.||" e ||.{|"” sobre um mesmo espago
standard, sGo equivalentes as seguintes propriedades:

DI eflI" determinam os mesmos vectores: 1) ips; ) Im; i) ap; w) igs.

2) existem dois ndmeros reais M e m, M > m > 0, tais que para todo o v € E,

m|lvll" < ol < M|l

Lupas

No célculo com ordens de grandeza nio é preciso fixar uma unidade de grandeza para
se fixar uma escala de trabalho. Basta recorrer a nogio de lupa: a escolha de um ¢, ip,
permite introduzir uma adequada restrigdo do campo de investigagio e, depois de uma
amplico, uma capacidade de distingdo entre o aprecidvel, o ip e 0 ig. O estudo através da
lupa de objectos da matemética cldssica ajuda a compreender a natureza da informacéio
veiculada por quocientes, como a derivada ou o diferencial.

Tem-se a

Definicdo 5.10 (lupa) Num espago normado, seja €, ip # 0. Chama-se lupa de ampli-
acdo % centrada no ponto r1 & mudanca de varidvel X — z definida pela igualdade

r=u1x1+eX

definida para os X limitados.
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E muito interessante a observagao de conjuntos & lupa.

A seguir vai-se apresentar alguns exemplos cldssicos do exame & lupa de gréficos de
funcdes elementares, w = f(v) e u e U serdo entdo um produto e ter-se-a por isso u = (v, w)
e U = (V,W). As lupas serdio centradas num ponto u; = (v1, f(v1)) do gréfico. A imagem
do grafico de f através da lupa é o gréfico de uma fungdo W = F(V). Diz-se também que
F = Fuy, € é aimagem de f através desta lupa; ela é caracterizada pela relacio w = f(v)
sse W = F(V) , que d4 imediatamente

FW%:Fm@W%=aﬂm+d0—ﬂmﬂ

Nos exemplos seguintes serdao considerados apenas conjuntos V' limitados, e se limitard
apenas aos casos em que v =z € R ou v = (z,y) € R? e 0s w com valor real.

Exemplo 5.8 f(z) = z2; Suponha-se 1 limitado. Obtém-se
F(X)=201X +eX?~ 25:X

Para X limitado, a imagem através da lupa de f é uma fungdo F i-préxima da fungdo
linear X +» 22 X. Diz-se que f € C*(R,R).

Exemplo 5.9 g(x) = senz; Seja x1 € R arbitrdrio. Obtém-se
G(X) = %[sen(zl +eX) — sen{z1)] = %[EX(COS z1+W = aX

com cix = coszy; Iqualmente, para X limitado, G(X) é i-prézima duma fungdo linear.
h(z) = z2senl/z. Se x # 0 tem-se

2

1 1 2
HX)=-—= [senm - sen—] + 2z1Xsenx

1 1 zrisen !
€ 1 1+eX "
Se for x1 =~ 0 limitado, obtém-se H(X) = (2z1s1 — c1)X,
com 81 := senﬁ el-1,1}ecy:= cos;lT €[-1,1).

Se z1 = 0, para x limitado, tem-se

x? 1
H(X)=—= |sen——— — sen—| .
€ 1 +eX 1
Para explicitar o comportamento de H, convém distinguir os casos, conforme a ordem
de grandeza de 2% /e.
Se 22 /¢ forip (em particular se 1 = 0), como o seno € limitado, tem-se simplesmente
H =~ 0 (em particular H é diferncidvel em zero, de derivada nula).
Se 1%/ := w for ig tem-se @ = £ que é ip visto que T, = 0 ew éig, pelo que

—t——=—(1-2X01+90)

1 1 1 1(1 x
T +eX 1 1+%X_x1 w

)=i—§o+m

donde

sen——l— = sen <i — —)£(1 + V))) = sen-—l— - £(1 +0) (cos—l- + V)) )
T w T w )
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e finalmente
z3 1 1 2 X 1
HX) = 2 —_— —sen—| =22 — -
(%) € senxl +eX senml] £ w [COS z1 _Hb]
= X(a+0)~aX.

Aqui também H ¢ i-prézimo de uma fungdo linear; contudo esta fungdo linear, caracter-
izada pelo valor de ¢ := coszl, muda muito rapidamente quando se varia infinitamente

1
pouco o centro (z1, h(z)) da lupa.
Se 2 /e := a é aprecidvel, ponha-se S := senzl1 eC = cos;ll—, tem-se

H(X)=«a [S’ (cos% - 1) - Csen%]

sendo esta dltima expressio ndo linear. Com 1 fizo, a amplitude medida pora = E:i cresce
com o ampliacao -:— enquanto que a frequencia medida por % diminui, o que é de facto
natural. Como se viu no caso precedente, é o alargamento das oscilagdes mais importante
em relagio & ampliacio das amplitudes quando 5612- for finalmente ig.

Exemplo 5.10 i(z,y) = % 4 y%. Suponha-se (z1,y1) limitado. Tem-se naturalmente
I(X,Y) =22, X +ez1 X% + 3e12Y + 3em Y2 +€2Y3 ~ 221X + 3p1Y

Exemplo 5.11 j(z,y) = —mbeme. Se (z,y) # (0,0), € j(0,0) =0
x2+y?

Exemplo 5.12 Veja-se o caso em que (z1,y1) = (0,0). Encontra-se
XY v
VXI+Y?

isto 6 J = j. O Gréfico de j é invariante em relagéo a toda a lupa centrada na origem (a
fungdo é homogénea de grau 1 como as fungdes lineares). Por nio ser quase linear através
da lupa, esta funcdo ndo é diferencidvel em (0,0).

J(X,Y) =

5.3 Fundamentos da andlise nao-standard

5.3.1 Introdugdo: duas vias para a ANS — a construtiva e a axiomatica

Em 1960 Abraham Robinson [62] mostrou, que se podem construir extensbes proprias
*R de R que contém nimeros igs e ips. A teoria, inicialmente envolvendo ultrafiltros
livres e classes de equivaléncia de nimeros reais, desenvolvida por Robinson [62],(63], foi
mais tarde axiomatizada por E. Nelson [57] como uma extensdo da axiomética de Zermelo
Fraenkel (ZF), para a mais vulgar teoria dos conjuntos.

Nesta introdugéo nao se pretende fazer uma descrigéo exaustiva da teoria de Robinson,
mas apenas delinear as suas ideias principais com vista a relevar a intuitividade que estd
na sua origem, bem como a dos objectos em causa (nimeros, conjuntos, fungées,..., —
hiperreais) e os métodos usados na sua construgao.

Recorde-se portanto, de forma breve, a construgdo de Robinson via ultraprodutos:
tida como menos directa que a abordagem axiomética (que na realidade compactou em
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axiomas adicionais todas as propriedades novas essénciais da construcio de Robinson), leva
a um contacto mais intuitivo com as origens da nova estrutura. Com efeito, os nimeros
hiperreais (entre os quais os ips e os igs) sdo construfdos como classes de equivaléncia
de sucessdes de mimeros reais, de forma bastante semelhante 4 construcio de R a partir
do conjunto dos niimeros racionais, a partir das sucessdes de Cauchy. Na realidade, o
“cardcter ideal” ou “nao-standard” dos novos niimeros j4 estd presente em certos mimeros
reais.

Seja N o conjunto dos nimeros naturais. Um ultrafiltro livre & sobre N é definido da
seguinte maneira:

Definigao 5.11 U ¢é um conjunto nio vazio de subconjuntos de N(P(N) D U D @) tal que:
(1)0¢U
(2)AcUNBeU=ANBecl
(3) AcUANBeP(NAB>A=Bel
(4) B€ P(N)=ouB el ou{je€ N:js# B} €U mas ndo ambos os casos
(mazimalidade)
(5) B € P(N) e B finito= B ¢ U

O conjunto *R ¢é definido como o conjunto das classes de equivaléncia de todas as
sucessoes de mimeros reais modulo a seguinte relagio de equivaléncia:

a=be{j:aj=biteld

sendo a e b duas sucessdes {a;} e {b;}.

Similarmente, diz-se que uma relagéo estd estabelecida entre elementos de *R se for
verdadeira, termo a termo, para o conjunto de fndices que pertencem ao ultrafiltro. Por
exemplo,

a<be{j:a;<bileld

R & isomorfo a um subconjunto de *R, visto que se pode identificar qualquer nimero
real r € R com a classe de equivaléncia Cr(r,r,r,...). E o axioma da maximalidade (4)
que assegura que *R é um corpo ordenado. Em particular, gracas a esse axioma, uma
sucess@io que toma valores num conjunto finito de nimeros é equivalente a um desses
nimeros, dependendo do ultrafiltro /. Isso traz o problema dos divisores de zero: com
efeito, o facto de ser (0,1,0,1,0,...)-(1,0,1,0,1,...) = (0,0,0,0, ...) ndo implica que hajam
divisores nulos, visto que o axioma (4) assegura que uma das sucessdes é igual a zero e a
outra igual a um.

Torna-se evidente que *R contém novos elementos em relagdo a R quando se considera a
sucessdo {w; = j} = {1,2,3,...,m,...}. A classe de equivaléncia desta sucesséo, w, é maior
que qualquer mimero (classe) real. Com efeito, para qualquer r € R, {j : w; > r} € U,
para qualquer que seja 7 € R. E claro que o inverso de w é um infinitesimal.

Entao o conjunto dos nimeros hiperreais *R é totalmente ordenado e é um corpo nao-
arquimediano, do qual o conjunto R dos nimeros reais standard é um subcorpo. *R contém
elementos infinitos, isto é, nimeros A tais que Vn € N, |A| > n . Também contém nmimeros
infinitesimais, isto €, numeros ¢ tais que Vn # 0,n € N, || < % Um elemento finito C
é definido assim: 3n € N,|C| < n. Todos os nimeros hiperreais podem ser adicionados
e subtrafdos, multiplicados e divididos; subconjuntos como hiper-inteiros "N (do qual N,
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o conjunto dos hiperinteiros finitos *Noo € um subconjunto), hiperracionais *Q, nimeros
positivos e negativos, mimeros hiperinteiros pares e impares, etc..., podem ser definidos,
e de forma geral a maior parte dos métodos standard e definigdes podem ser aplicados
da mesma maneira como para o conjunto standard R. Mas os diferentes conjuntos e
propriedades sio classificados como sendo internos ou ezxternos.

Tal como na secgo anterior, um resultado importante é que todo o nimero finito a
pode ser separado de forma tnica, como a soma de um standard z € R e de um nimero
ip, € tal que a = z + &. Por outras palavras, o conjunto dos hiperreais finitos contém os
reais ordindrios mais um ntmero (a) infinitamente préximo & volta de um real standard
ordindrio z. O conjunto desses mimeros adicionais {a} é dito o halo ou a mdnada de z.
Mais geralmente, pode-se demostrar que qualquer ndmero hiperreal A pode ser decornposto
de uma forma tdnica como A =N 4z +¢,onde Ne*N,ze€RnN[0,1[ee ip.

Esta abordagem tem, em relagdio & abordagem axiomdtica, a vantagem de ajudar a
desenvolver a intui¢io dos nimeros hiperreais, como objectos constructiveis, pelo que
& conceptualmente mais vantajoso revé-la antes de partir para o “acto de f&”, que é a
axiomatizacio. A sua grande desvantagem é que, para essa revisao, € necessario proceder
4 demonstracio de um punhado de teoremas, o mais importante dos quais é o principio de
transferéncia, que requer um pesado aparato légico, através da semantica tarskiana para
as linguagens da primeira ordem.

Nesta tese optou-se por adoptar a linguagem duma teoria axiomética néo-standard
dos nimeros reais, por ser moderna, imediata, para além de dispensar o aparato l6gico
referido — o que parece mais adequado aos objectos geométricos. Essa teoria € o objecto
das préximas subsecgoes.

5.3.2 A teoria dos conjuntos internos (1.S.T)
O predicado “standard”

Considere-se o termo standard (st(-)) como primitivo. Nesta sec¢do apresentam-se 0s
axiomas que governam o uso desse predicado (na anélise e na geometria).

Proposicoes internas (standard ou nio) e proposigoes externas

A linguagem nao-standard adiciona & linguagem cldssica o predicado novo (ou externo),
st(). Este predicado permite definir muitos outros predicados, como ip, ig, lm, ap, sendo
todos predicados externos.

Definigdo 5.12 (condigao interna, externa) Uma condigio € interna se, para a sua
formulagio, néo se recorre, de maneira essencial, a nenhum predicado ndo-standard; no
caso contrario, é externa.

Exemplo 5.13 A condigio “para todos os numeros reais a > 0 e b > 0, existe algum
natural n tal que na > b” (azioma de Arquimedes) é uma condigdo interna, e a condicdo
“existem nudmeros reais a > 0 e b > 0 tal que para todos os naturais standard n, na < b”
é uma condi¢Go externa.

Proposigao 5.8 Uma condigdo interna é standard se todas suas constantes e todos seus
pardmetros sio standard. B
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Exemplo 5.14 Para ¢ > 0, ip, as condigdes P(z) = [jz] < % = 2% < 155), Q@) =[0 <
r<e=>0<z?<e?] eR(x)=[0<z<e= 2% éip| sao respectivamente standard,
interna mas ndo-standard, e erterna.

Nota 5.4 Observe-se que s6 condig¢des internas podem ser standard ou ndo. Uma condigdo
interna sem qualquer constante ou pardmetro é necessariamente standard.

Classes ou “conjuntos” externos

Dada uma condicdo P(z), na varidvel z (a tnica varidvel livre em P), e um conjunto C,
considere-se a classe de todos os objectos x de C que satisfazem a proposi¢éo P(x), isto &,

P={zxeC:P(x)}

O axioma de separagdo da teoria (usual) de conjuntos assegura a existéncia de P.
Todos os teoremas clssicos sdo aplicdveis.

No caso em que P(z) é uma proposi¢do externa, o axioma de separacdo, j& nao se
pode aplicar. Para se poder continuar a considerar a colec¢gio P C C de todo o z de C
que satisfaz P(z), tem-se que aceitar que alguns teoremas cldssicos j4 néo se apliquem a
P; neste caso, diz-se que uma tal coleccio & um conjunto externo; estritamente falando,
0s conjuntos externos nao sdo conjuntos.

Exemplo 5.15 O halo de O definido por:
hal(0) = {z e R: z éip}

é um conjunto externo. Com efeito, qualquer nimero real standard z > 0 é maior que
qualquer y € hal(0). E ainda: hal(0) ndo tem supremo (embora seja limitado). Com
efeito, seja s um tal supremo, e seja ¢ > 0 ip. Se s fosse ip seria s + € ip o que é
imposstvel porque s é o supremo de hal(0). Nem s pode ser aprecidvel porque s —e também
seria aprecidvel, o que significaria que s ndo era, a final de contas, o supremo.

Definicao 5.13 (conjunto externo) Chama-se conjunto externo a qualquer colec¢do do
tipo

P={zeC:P(x)}

onde C é um congunto interno e P wma proposi¢do externa, cujos elementos nao constituem
um conjunto.

Nota 5.5 Normalmente o cardcter estritamente externo de um conjunto pode ser mostrado
observando que, pelo menos, um resultado standard é falso para os elementos desse con-
Jjunto.

Exemplo 5.16 O halo de 0 ¢ externo porque o resultado standard segundo o qual qualquer
subconjunto ndo vazio e majorado de R tem supremo, ndo é verdadeiro em hal(0).

Exemplo 5.17 O facto de ser P uma proposi¢io externa ndo significa que P o seja
necessariamente, caso contrdrio o conjunto dos naturais ips (isto é, {0}) seria externo.
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Nota 5.6 Na pritica, mostra-se que uma classe U é um conjunto externo, mostrando
que é posstvel construir, a partir de U e usando operagdes internas (exceptuando-se o
complemento absoluto® ou a pré-imagem por uma funcdo), o halo de zero ou de algum
outro conjunto conhecido. Com efeito, qualgquer conjunto C que possibilita, por operagdes
cldssicas (internas), definir algum conjunto externo, tem de ser externo, caso contrério a
teoria dos conjuntos internos seria contraditoria.

Tém-se os seguintes exemplos paradigmaéticos:
Exemplo 5.18 O conjunto de nimeros reais infinitamente grandes hal(co), definido por
hal(co) ={ueR: p ig}

é externo porque, se fosse interno, hal(0) também seria, como hal(0) = {0} Uinv(hal(c0)),
com inv(pu) = 1/p.

Exemplo 5.19 A galdzia principal
G = {z € R : z limitado}

é externo visto que hal(co) = R — G, como também é o conjunto dos mimeros reais
aprecidveis

A={z € R: z aprecidvel}
visto que entdo G é a envolvente conveza de A.

Exemplo 5.20 O conjunto N de todos os naturais standard, e o conjunto R de todos os
nidmeros reais standard, sdo externos, porque G também é o envolvente convera de ambos.

De facto tém-se as seguintes unides disjuntas:

R = G U hal(oco)

G = hal(0) L A.

Abaixo seguem-se alguns exemplos de conjuntos externos muito iteis na andlise néo-
standard assimptética, e que sido definidos usando um € > 0, ip e sdo chamados a e—galdzia,
o e—halo, 0 e— microhalo, a e—microgalazia e a e—megagalazia respectivamente.

Exemplo 5.21 ¢ — gal(0) = {z € R: (z/e) limitado}
e — hal(0) = {z € R: (z/¢) ip}
e — microhal(0) = {z € R : < ™ para todo o n standard}
e — microgal(0) = {z € R : existe um r > 0 limitado tal que |x| < e‘i};
€ — megagal(0) = {z € R : eriste n limitado tal que |z| < 1/e™}.

Até a megagal, estéo todos contidos no halo de 0 e formam, nessa ordem, uma sucessiao
decrescente sob a incluséo.

f1sto &, relativamente ao universo.
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Nota 5.7 Como uma fungdo f : E — F, do ponto de vista da teria de conjuntos, ndo
é nada mais que o seu grifico G(f) C E x F, eristem fungdes internas, que sdo funcoes
cujo grdfico é um conjunto interno, e funcées externas, no caso contrdrio. Veja-se o

Exemplo 5.22 (fungdo caracteristica dos nimeros standard) A funcdo caracterts-
tica dos nimeros standard em R que é a funcdo x definida por x(z) =1 se e sé se st(z),
é externo.

A linguagem do predicado “standard”

Para se usar o predicado standard e todos seus derivados correctamente, precisa-se de
alguns axiomas que sdo adicionados aos habituais do ZFC, obtendo-se assim a teoria
nelsoniana ZFNC.

As regras para manipular o predicado “standard”, aparecem sob a forma de trés
axiomas-esquemas: transferéncia, idealizacéo e standartizagdo.

Na ANS sdo usuais as seguintes simplificacdes de notagdo, usadas para exprimir os
axiomas:

¥5tx, para significar [Vz(st(z) = ...)]

3%z, para significar [3z(st(z) A ...)]
Axioma 5.2 (Transferéncia) Para qualquer férmula standard P(z), tem-se
VzP(z) & V*zP(z)
Uma consequéncia imediata é a

Proposicdo 5.9 Se P(z) é uma proposicio standard, P(z) é verdadeira para todo o z,
se e s6 se P(z) é verdadeira para todo o = standard. M

Usando a negagéo Q(z) := —P(z) de P(z), é facil ver que uma versdo equivalente do
principio de transferéncia é

Proposigdo 5.10 Para qualquer férmula standard Q(z), eziste um = que satisfaz Q(z)
se e s6 se existe um x standard que satisfaz Q(x).B

O caso em que a propriedade Q(z) é satisfeita por um tnico z¢ € interessante pois
assegura que este g é necessariamente standard. Assim, qualquer objecto que pode ser
caracterizado de forma unica, é standard.

Exemplo 5.23 §, 0, 1, 2, 7, e, sin(.), log(.), ..., +,., <, ..., [0, R, C*[0,1],... séo stan-
dard.

Uma consequéncia importante do axioma de transferéncia é a

Proposigao 5.11 Toda a fun¢do standard tem valores standard em pontos standard.
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Dem. necessésriall
Outra consequéncia ttil é a seguinte:

Proposigio 5.12 Para n, E1, Es, ..., Ey, todos standard, o conjunto
E:=FE xEyx..xE,

é standard, e T = (z1, 23, ...,%n) € E € standard se e s6 se todas suas coordenadas Tp $G0
standard.R

Axioma 5.3 (Idealizacdo) Para qualgquer condigdo ou relagdo interna R(z, y), tem-se
VY, (Y finito= 32Vy €Y R(z,y))] <= [F2v*y R(z,y)]
Tém-se as consequéncias imediatas:
Proposigao 5.13 Eriste um conjunto finito que contém todos os objectos standard.
Dem. necessérialll
Coroldrio 5.4 Todos os conjuntos infinitos tém elementos nio-standard.B

Considere-se agora uma relagdo bindria (interna) zRy(< R(z,y)) que se pode ler “z
domina y”. Tem-se a

Definigao 5.14 (relagdo concorrente) R(z,y) € concorrente se para todo o conjunto

finito standard Y, existe um z tal que xRy, para qualquer elementoy € Y.

Exemplo 5.24 A relagio R(z,y) = (x € N)A (y € N) = (z > y) é concorrente em N.
Conduz & existéncia de naturais infinitamente grandes.

O axioma de idealizagdo assegura que,

Proposicdo 5.14 Para toda a relagdo interna concorrente R(z,y), eziste um a que dom-
ina todo o b standard, e reciprocamente.l

Vejam-se alguns exemplos de relagées internas concorrentes e as consequéncias das
idealizagOes correspondentes:

Exemplo 5.25 A relagio R(z,y) = (z € O) A (z # y) conduz ao facto de que qualquer
conjunto C ¢ standard e finito se e s6 se tem apenas elementos standard. Uma consequén-
cia é que qualquer natural limitado (isto é, menor que algum natural standard) é também
standard.

Exemplo 5.26 A relagio R(P,y) = (Pfinito) A (y € P) conduz & ezisténcia de um
conjunto finito que contém qualquer conjunto standard como elemento, um resultado que
jé se tinha mencionado.

Axioma 5.4 (Standartizacdo) Para qualquer férmula P(x), interna ou externa, tem-
se:

VoiC 3°Sp V¥iz[z € Sp > = € C A P(x)]
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Observe-se que

(i) o axioma de transferéncia sé pode ser aplicado a férmulas standard,

(ii) o axioma de idealizagdo s6 pode ser aplicado a férmulas internas,

mas que

(iii) o axioma de standartizagdo aplica-se a qualquer férmula, interna ou néo.

Seja P(z) uma proposigio; j4 se mostrou que, se P ndo é interna, o conjunto de todo o
r que satisfaz P(z), tem uma boa chance de ndo ser um conjunto da matemstica standard.
Seja Sp um conjunto standard tal que um objecto standard arbitrario z é elemento de Sp
sse é elemento de C e satisfaz P(z). O principio de standartizagdo assegura que

Proposicao 5.15 Para todo o conjunto standard C eziste um subconjunto standard Sp.M
E f4cil ver que, nesse caso
Proposicao 5.16 O conjunto Sp é unico.

Dem. Com efeito, o principio de transferéncia implica que qualquer conjunto standard
é caracterizado pelos seus elementos standard.l

Definigao 5.15 (standardizagao) Chama-se ao processo implicado nas proposicoes 5.16
e 5.15 a standardiza¢do do conjunto (interno ou externo) de todos os x em C tal que P(x),
e é denotado por

Sp:=5 {z € C: P(z)}.

E importante observar que

(i) se = é ndo-standard, é possivel que z pertenga a Sp e, nao obstante, que x nao
satisfaca P(z);

(ii) é possivel que = ndo pertenga a Sp e contudo verifique P(z).

Os exemplos seguintes s&o elucidativos:

Exemplo 5.27 Se P(z) é a proposi¢io 0 3 = 3 1 para qual Sp =|0, 1), qualquer ip € >0
ELE q

pertence a Sp embora P(e) seja falso, e qualquer ndmero 1+ €, com € > 0 ip ndo pertence

a Sp embora P(1 + ¢) seja verdadeira.

Proposicao 5.17 Em R, qualquer nimero limitado a estd infinitamente prézimo de al-
gum ndmero standard.

Dem. Tem-se que: através da standardizagio, pode-se considerar o (tinico) subconjunto
standard &4 de R, cujos elementos standard sdo exactamente os elementos z tais que x > a
(aqui P(z) = z > a). Como a é limitado, S; é nio vazio (existe um n standard n > |a|
por ser a por suposigio limitado); analogamente, S_ := R — S € néo vazio (tome-se —n).
Aplicando a transferéncia, com vista a considerar apenas os elementos standard de S; que
sdo os tnicos “bem conhecidos”, vé-se que (S—,S;) € um corte standard de R; este corte
caracteriza um nimero real b, standard, através de transferéncia. E entdo claro que que b
tem que estar i-préximo de a.l
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Sombras e nogoes S-topolégicas

Para todo o subconjunto standard, .A, de um espago topoldgico standard £, o fecho A de
A em £ & o tnico conjunto standard cujos elementos standard sdo exactamente todos os
zg € £ tais que o halo de zy intersecta .A. Para um .A geral, possivelmente externo, a
mesma defini¢do conduz a4 nogdo de sombra:

Definicdo 5.16 (sombra de um conjunto) A sombra de A, notada por °A, ¢ o tnico
conjunto standard cujos elementos standard sdo ezactamente aqueles cujo halo intersecta

A:
°A :=5 {zg € £ : hal(zo) N A # 0}

Exemplo 5.28 Sendo A standard, °A = A. Se A é interno, mostra-se que °A é fechado.
Mas isso ndo é necessariamente verdade para um conjunto externo.

Exemplo 5.29 Para qualquer € > 0, ip, a sombra do conjunto interno A={z:e<x <
1+¢} ¢é o intervalo fechado [0, 1]; mas a sombra do conjunto externo A= {z: 0 2z 1}
é o intervalo semi-aberto |0, 1].

Observe-se que a nogio de sombra de um subconjunto ¢ obtida estendendo a conjuntos,
outros que nao os standard, uma propriedade que corresponde ao fecho, no caso de um
conjunto standard: assim a sombra é também chamada o “S-fecho”.

Defini¢ao 5.17 (sombra interior) Seja A qualquer subconjunto de um espago topo-
logico standard €. A sombra interior de A, notada ‘A, é o tinico subconjunto standard de
£ cujos elementos standard sdo ezactamente aqueles cujo halo estd contido em A:

‘A= {zo € € : hal(zg) C A}

Se A é um conjunto standard, * A é o interior de A: por isso pode-se interpretar a som-
bra interior como uma nogéo de S-interior. Se A ¢ interno, *A é sempre um subconjunto
aberto de £.

Exemplo 5.30 A sombra interior do conjunto interno A = {z : e <z < 1+¢} €o
intervalo aberto |0, 1[; mas a sombra interior do conjunto externo A={r:03gzS1} é
o intervalo semi-aberto ]0,1].

Viu-se que para qualquer aplicagdo f : £ — F entre espagos métricos standard (E, dg)
e (F,dp), se f e zp € E sdo standard, f é continua em xg se e s6 se

z =~ xo = f(z) ~ f(o)
Tem-se a S-nogdo correspondente:

Definicao 5.18 (fungdo S-continua) Sejam E e F dois espagos métricos standard.
Uma fungdo (interna) f : E — F € dita S-continua em x¢ se e s6 se para todo o x

~ g, for f(z) = f(z0).
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Exemplo 5.31 Seja ¢ > 0 algum nimero ip. A fungdo real Arctan(z/e) é contfnua mas
ndo é S-continua em 0. A funcio eInt(z/e) (onde Int(y) é o maior natural menor que
y) é S-continua em qualquer ponto, mas é descontinua em qualquer ponto de €Z.

Pode-se mostrar que

Proposicao 5.18 f é S-contfnua em xqy se e sé se satisfaz a férmula habitual

Vz € D(f) (de(z,z0) < n = dr(f(z), f(z0)) <€)

com ¢ e 7 standard. B

Nota 5.8 A S-topologia “engrossa” tudo. Se ndo se olhar uma funcio S-conttnua f “de
muito de perto”, entio f parece ser continua. E por isso que a S-continuidade ds vezes é
chamada “continuidade para miopes” [23].

Definicao 5.19 (elemento préximo-standard) Para qualquer subconjunto X de um
espago métrico standard E, um ponto ¢ € E é dito prozimo-standard em X se existe um
ponto standard ¢ € X tal que z = xg.

A expressdo “r é préximo-standard”, significard “r & préximo-standard em X = E”.

H4 dois objectos matematicos usualmente considerados como a sombra de uma fungdo
f:

(i) A sombra do grafico G(f) de [ ; ,
(i) O tnico conjunto standard cujos elementos standard sdo (xg,°f(zo)) para todo o
zo standard tal que f(xg) é préximo-standard.

No caso (i), 0 exemplo da fungdo Arctan(z/c), vista na secgdo anterior, mostra que esta
sombra nem sempre é o grifico de uma fungio: na abscissa z = 0, a sombra considerada
contém todos os pontos com ordenada y € {—7/2, +7/2].

No caso (ii) o conjunto considerado é sempre o gréfico de alguma fungio standard, e
tem-se a

Definicao 5.20 (standardizagao de uma fungao) O conjunto referido em (ii) é chamado
a standardizacio de f e notado por Sf.

Exemplo 5.32 Para a funcio f(z) = Arctan(z/¢), Sf(z) = —m/2 parazx < 0, Sf(0) =0
e 5f(z) = /2 para z > 0.

S f pode ser muito irregular, como mostra o exemplo seguinte

Exemplo 5.33 Se f(z) = cos(wz) com w ig, entdo para alguma escolha de w, 5§ pode
ser ndo mensurdvel.

Nota 5.9 Ha situagées em que ambas as nogées coincidem. E o que acontece quando f é
S-continua em “pontos todos razodveis”. Corresponde ao caso em que a sombra do grdfico
de f é o grdfico de uma fungdo continua standard fo, chamada a sombra da fungédo f .

Abaixo exibem-se dois exemplos em que, o dominio da sombra é menor que o dominio
da funcdo (1%exemplo), e vice-versa (2°exemplo).
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Exemplo 5.34 f(z)=1/(z% +¢) (come >0 ip), no caso fo(z) = 1/z%.

Exemplo 5.35 f(x) = Arcsen((1 + €)z), que é definida em | — 7/2(1 + €), +7/2(1 +¢),
enquanto que a sua sombra fo(z) = Arcsen(z) é definida em | — 7/2, +7/2].

Para qualquer fungéo f note-se o seu domfnio por D(f), seu contradomfnio por D'(f),
e seu grafico por G(f). Sera sempre suposto que D(f) e D'(f) sio subespagos de espagos
métricos standard.

Com as novas nogdes pode-se considerar a nogio de uma fungo que é S-continua, nio
apenas num determinado ponto, mas em todo o seu domfnio.

Definicdo 5.21 (fungdo S-contfnua num espago métrico) Sejam E e F' espagos métri-
cos standard, e f uma fungdo interna, tal que D(f) C E e D'(f) C F. A fungdo [ é dita
S-conttnua em E x F se e s6 se é S - conttnua em cada ponto z € D(f) tal que (z, f(x))

é prézimo-standard em E X F.

Exemplo 5.36 A fungio Arctan(z/c), z € R, ndo é S-continua (em R), mas a fungdo
1/(z? +¢),z € R, é S-continua (em R).

Exemplo 5.37 A restricio de Arctan(z/e) a qualquer subconjunto de R que ndo contém
0 é S-continua em R\{0} x R.

Pode-se ver que se f é uma funcio standard, f é continua se e s6 se & S-contfnua em
D(f) x D/(f) -

Observe-se que nao seria razosvel esperar a S-continuidade de f em todos os pontos
de D(f). Nesse caso, a fun¢io f(z) = x% ndo seria S-continua.

A sombra em E x F, do gréfico da fungiio S-contfnua f, é o grafico de uma funcao
continua (standard) fo, chamado a sombra de f, e notado por °f. Mais exactamente,
tem-se o

Teorema 5.1 (da sombra contfnua) Sejam E e F' espagos métricos standard , e f ¢é
uma funcdo definida em D(f) C E e com valores em F. A fun¢do f é S-continua em
E x F se e s6 se existe uma fungio continua standard fo, com doménio D(fo) em E com
as duas propriedades seguintes:

(i) Para qualquer (z, f(x)) prézimo-standard em E x F, °x estd em D(f);

() Para qualquer zo standard, zo € D(fo) e qualquer x € D(f), se T ~ o entdo

f(z) = fo(zo).W

S-diferenciabilidade

Recorde-se que, para uma funcio f definida num subconjunto aberto D(f) de um espago
normado standard E e com valores num espaco normado standard F, se f é standard,
f & estritamente diferencidvel no ponto standard g se existe uma fungéo linear continua
standard L : E — F tal que para qualquer X € E limitado, qualquer ¢ # 0 ip, e qualquer
x =~ zo, (f(x +eX)— f(2))/e = L[X] tem lugar. Tem-se a S-propriedade correspondente.

Definicao 5.22 (fungdo S-diferencidvel num ponto) Sejam E e F dois espagos nor-
mados standard. Uma funcdo com dominio e contradominio em E e F' respectivamente
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¢ dita S-diferencidvel no ponto standard xo com diferencial L, se f é definida a qualquer
ponto x ~ x¢, se L : E — F é uma fungdo linear continua standard, e para todo o X
limitado, todo € # 0 ip, e todo o x =~ x9, tem-se

L(f(@+eX) - f(@) ~ LIX]

Definicao 5.23 (fungao S-diferencidvel) Seja f uma funcdo definida num subconjunto -
aberto standard D(f) de um espago normado standard E com valores num espago normado
standard F. A funcdo f é dita S-diferencidvel se for S-diferencidvel em todo o xo standard
do seu dominio para qual o seu valor f(zg) é prozimo-standard em F.

Tem-se o importante teorema que afirma que, de um modo anélogo para fungdes S-
contfnuas que sdo as que tém uma sombra continua, as fung¢oes de S-diferencidveis sdo as
que tém uma sombra de diferencigvel.

Teorema 5.2 (da sombra diferencidvel) Sejam E e F dois espagos normados stan-
dard, e seja f uma fungdo interna definida e S-diferencidvel num subconjunto aberto
standard D (f) C E, com valores em F. A sombra °f de f existe, e estd definida num
subconjunto aberto standard D (°f) e é C*. Além disso, para qualquer xo € D standard
(°f), o diferencial D (°f) (x0) é o S-diferencial de f no ponto zo.l

Principios de Permanéncia

Os princfpios de permanéncia sio resultados, especificos de conjuntos externos, de modo
a que estes se tornem mais manipuldveis.

Principio de Cauchy Muitas vezes é possfvel estender o alcance de uma propriedade,
simplesmente tirando proveito da diferenca interno versus externo, sem qualquer outro
argumento. Essa forma de raciocfnio é uma das técnicas particulares da anédlise néo-
standard, com a denominagéo de princépio de Cauchy.

Exemplo 5.38 Seja (an)n>0 uma sucessio standard de nimeros reais positivos, e seja
e > 0 um infinitesimal qualquer. Sendo n limitado, a sucessdo b, = a,c™ é decrescente
(desde bn[by_1 = (an/an—1)e = 0). O conjunto (interno) D de todos os indices a partir
dos quais a sucessdo (by)n>0 € decrescente e por isso contém o conjunto (externo) N
de todos os naturais standard. E claro que ndo pode ser D =N, porque D é interno (a
propriedade “ser decrescente até n “) e N é externo. Assim, existe um w ig tal que (ane™)
é decrescente para todo o n < w. E isto sem qualquer suposi¢io adicional sobre a sucessdo

(an).
Tem-se a

Proposicao 5.19 (Principio de Cauchy). Nenhum conjunto externo é interno.l




102 Métodos da andlise nao-standard

Principio de Fehrele Antes de chegar ao principio de Fehrele, é necessério recordar o

Lema 5.1 (Robinson). Se (Un)n>o é uma sucessio tal que U, =~ 0 para todo o n
standard, existe um N ig tal que U, = 0 para todo o n = N.U

Exemplo 5.39 Para mostrar que o limite uniforme f de uma sucessdo (fr)n>o de
fungbes continuas é também continuo, podere-se-ia querer proceder do sequinte modo:
primeiro assumir, através de transferéncia, que a sucessdo (fn)n>0, bem como o seu limite
f, séo standard. Mas, para mostrar que a fungio standard f é continua precisa-se ter
f(z) =~ f(y) a partir de x =y, recorrendo a algo como,

@) &9 fale) 2 fuly) ~ f(y). (*)

Infelizmente as quase-igualdades (da convergéncia uniforme) (i) e (iii), s6 tém lugar para
n ig, quando (ii), a priori, s6 é verdadeira para n standard (visto que o critério ndo-
standard para a continuidade s6 é verdadeira para fungbes standard). Assim, fazendo

= fn(z) — fa(y), pode-se escolher um n ig tal que a proposico (x) seja verdadeira, e
consequentemente, concluir o que se deseja. ~

Para o que se segue, sdo necessérias as nogdes de halo e galdzia.

Definicao 5.24 (prehalo) Seja H C E; H é um prehalo se existe uma famdlia interna
(Hp)ney, J standard, de subconjuntos (internos) de E tal que

H= ﬂHn.

st(n)

Definicio 5.25 (pregaldzia) Seja G C E; G é uma pregaldzia se eviste uma familia
interna (Gp)neJ, J standard, de subconjuntos (internos) de E tal que

G=JGn

st(n)
Exemplo 5.40 Um halo é um prehalo externo. Uma galdzia é uma pregaldzia externa.

Exemplo 5.41 hal(a), hal(co) sdo halos: tome-se J = N, Hy, := [a — La+ 11 para o
primeiro e H® =| — 0o, —n[U]n, +00[ para o segundo.

Exemplo 5.42 G, A sdo galdzias: tome-se J = N, GS = [-n,n] para o primeiro e
G2 =] —n,—L[U]L,n] para o segundo.

Proposigao 5.20 Seja F : E — R uma fungdo interna.

Se H = {xz: f(x) éip} é um conjunto externo, entdo é um halo.

Se G = {x : f(z) é limitado} é um conjunto externo, entio é uma galdzia.

Seja E um espaco métrico conezxo. Se f (resp. g) é continua ou S-continua, e toma
valores aprecidveis e ips (resp. igs) entio H (resp. G) é externo.

Proposicao 5.21 (principio de Fehrele). Um halo ndo é uma galdzia.
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Para o exemplo do lema de Robinson acima, G = G é uma galdxia, e H é a priori
apenas um pré-halo: u, poderia ser ip para todo o n, e nesse caso H = N claro que seria
um conjunto interno. Se H é interno, o lema de Robinson é uma consequéncia do princfpio
de Cauchy. Se H é um conjunto externo, o lema segue-se do princfpio de Fehrele.

E claro que o complemento de um halo em qualquer conjunto interno é uma galdxia
e reciprocamente; a intersec¢do ou a unido de um halo com um prehalo é um prehalo e a
intersecgdo ou a unido de uma galdxia com uma prégalaxia é uma prégalaxia.

Observe-se, porém, que existem conjuntos externos que ndo sio nem halos nem galdx-
ias, como {z € R: 0 Sz g 1}. Néo obstante, se (4, B) é um corte de R, isto &, R = 4
UB,A B#0, coma < b para todo o a € A e todo o b € B, entdo um dos dois é um
prehalo e o outro uma pregaldxia. Se o corte é interno, caracteriza um niimero real; se &
externo, caracteriza um “mimero” externo.

Dem. (do principio de Fehrele) Esta demonstragao consiste em estabelecer um principio
de separagcio, isto &, se G C H com G uma galdxia e H um halo, existe um conjunto interno
I tal que G C I C H. A conclusio segue-se entdo do principio de Cauchy.

Para qualquer conjunto E, seja E o subconjunto de todos os elementos standard de
E; para E standard, E é externo assim que E seja infinito. Sejam X e Y standard, e seja
(Ge)zex € (Hy)yecy duas familias internas tal que G = (J,¢ X Gee H= nyex H,. Seja R
o conjunto interno de todos os (z,y) € X xY tal que G, C Hy. A hipétese G C H implica
que X xY C R o que, por sua vez, implica que a relagio B(P,c) em P(X xY) x (X xY')
definida pela condigdo seguinte,

P é um produto cartesiano, P C R,ec€ P.

& concorrente. Do principio de idealizacso, existe p = X’ xY’ C R tal que X x¥Y C X'xY".
Basta entéo considerar I = |J,cx» Gz (ou I =),y Gy).Hl

O lema de Robinson também tem uma demonstragio directa elementar, considerando
apenas o conjunto interno I := {n € N : nu,, < 1}. Das regras de Leibniz, é f4cil de ver
que G C I ¢ H. Mas a relagdo nu, < 1 nada tem a ver com o problema considerado e
nu, < 1000 ou nu,, < 0.001 também serviriam.

5.4 Conclusoes

Neste capiftulo fez-se uma breve visita aos conceitos da “verdadeira anslise infinitesimal”,
utilizando linguagem e simbologia modernas. Por se tratar de um capftulo de revisio, ndo
se procedeu a qualquer aprofundamento.

Este capftulo serve de fundamento, quer em termos de conceitos, quer em termos de
linguagem e simbologia, para a fundagio da Geometria nio-standard que se tem em vista,
e que serd objecto dos préximos capftulos.
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CAPITULO 6

O conceito de geometria
nao-standard

6.1 Introducao

A geometria ndo standard! considerada nesta dissertacio, tem como objectivo aplicagio
dos novos desenvolvimentos na fundamentagio da anslise ndo-standard (Robinson e Nelson
— tltimas décadas do século XX) nos domfnios da geometriaZ.

Pode-se considerar que os fundamentos da GNS foram langados nos finais do século
XIX, com o desenvolvimento da geometria ndo-arquimediana, por Veronese, Hilbert, Poincaré,
e outros [ver Parte I}. Mas, como explica Franco de Oliveira [relatério de orientagio],

“0 desenvolvimento desta geometria ficou, em certo sentido, bloqueado, no mesmo
sentido em que ficou bloqueado o desenvolvimento da andlise ndo-arquimediana baseada
em corpos ndo-arguimedianos que estendem propriamente o corpo dos nimeros reais, por
dificuldades intrinsecas que sd vieram a ser ultrapassadas com a moderna andlise nao-
standard” .

O objectivo deste capitulo & o de definir tentativamente esta (nova) drea da geometria.

6.2 Definicoes tentativas

Néo é nova a constatagéo da dificuldade da construgdo de um enunciado que caracterize
univocamente o que foi, o que &, e o que sers a geometria. Por isso, seria vio tentar-se dar
aqui uma defini¢ao do que se pretende significar com a expressdo geometria ndo-standard,
por “oposi¢ao” & geometria standard.

Aqui pretende-se caracterizar modelos nio-standard de geometria, que serdo entao
denominados de geometrias nao-standard.

'O termo “Geometria ndo-standard” ainda néo existe na literatura especializada nem nas classificacdes
habituais (AMS) das ciéncias matematicas.

*Ver a secciio 12.1 do capitulo 12.

3Paulo Almeida, em textos (ainda ndo publicados) de apoio as conferéncias realizadas na Universidade
de Evora, sobre a Geometria nio Comutativa dos Nimeros, dé conta dessa dificuldade. Em consequéncia
adopta uma defini¢do dindmica, quer do ponto de vista temporal, quer do ponto de vista da constitui¢do
do grupo humano que pratica a geometria:

«— [...] em cada momento histérico a geometria tem sido um exercicio de pensamento sobre a concepgdo
particular de espago em vigor nesse momento histdrico;[...]».
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6.2.1 Modelos standard e modelos nao-standard de geometria

Definicao 6.1 (modelo standard de geometria (ZFC)) Coloqguemo-nos na linguagem
ZFC da teoria de conjuntos. Um modelo standard de geometria é um modelo de geometria
definido sem recurso a qualquer predicado externo a ZFC.

Isto &, dado um modelo de geometria, ele é standard (em ZFC) se todos os objectos e
todas as relagdes definidas pelo modelo séo formuldveis em ZFC, apenas.

Exemplo 6.1 A geometria euclidiana, tal como modelizada por Hilbert, é um modelo
standard de Geometria.

Definigdo 6.2 (modelo nio-standard de geometria) Um modelo ndo-standard de ge-
ometria é modelo obtido através de uma extensdo (conservativa) de um modelo standard
de geometria.

Um modelo de ndo-standard de geometria é dito uma geometria ndo-standard.

Conclui-se que um modelo nio standard de geometria é-0 sempre relativamente a um
modelo de ZFC.

A extensdo a que refere a definicio 6.2, pode ser feita através de um puro enriqueci-
mento da linguagem ZFC dos modelos standard, predicando certos elementos da geometria
como sendo “elementos nio-standard”, num sentido puramente abstracto — & semelhanga
do que fez Edward Nelson para a ANS.

Exemplo 6.2 Considere-se, na linguagem ZFC, o modelo euclidiano de geometria, tal
como formulado por Hilbert, tendo como suporte um espago (euclidiano) € . Por ZFC,

existem elementos fora de £. Considere-se entdo um modelo de geometria que para além
de incluir o espago euclidiano £, inclui também elementos ndo pertencentes a esse es-

pago, constituindo um conjunto €. Pelo axioma da completude de Hilbert (formulado em
ZFC), sdo necessdrios novos ariomas para caracterizar este novo modelo de geometria.

Considere-se o novo modelo de geometria, com base no conjunto € = EUE': esses novos
aziomas servirado para caracterizar os conjuntos de pontos que incluem pontos de E'.

Chame-se fora a esses pontos. O modelo com base em € é uma extensdo conservativa do

modelo inicial. Uma tal geometria é quadridimensional'. Se se postular, para os elementos
néo-standard de €, propriedades que, intuitivamente, correspondam ao chamado “tempo”,

€ ¢ equivalente ao espaco-tempo da fisica. Se se postular para esses mesmos elementos

néo-standard, propriedades que, intuitivamente, correspondam ao chamado “espago”, € é

equivalente as geometrias quadridimensionais, estudadas por Veronese [72], Maning [54],

Rossier [64] e outros. No primeiro caso os elementos néo-standard sio o “tempo” (e seus

derivados) e no segundo caso, os elementos da quarta dimensdo sdo o “espago” (e seus

derivados).

Exemplo 6.3 Uma geometria euclidiana, provida de objectos infinitamente pequenos ac-
tuais e objectos infinitamente grandes actuais (geometria euclidiana néo-arquimediana) é
um modelo de geometria ndo-standard, pois os seus objectos ndo podem todos ser carac-
terizados na linguagem ZFC. Neste caso a linguagem ZFNC permite a caracteriza¢do de
todos os objectos: os elementos ndo-standard sio os ips, igs e derivados. Trata-se de uma
geometria nio-standard ndo-arquimediana.

4Num sentido puramente numérico da palavra “dimens3o”.
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6.2.2 Exemplos de geometrias-nao standard

A seguir apresentam-se dois exemplos (equivalentes) de uma geometria ndo-standard: a
geometria quadridimensional espacial.

1. Geometria quadridimensional de pontos luminosos

Seja £ um espago euclidiano onde cada ponto é uma fonte luminosa (pontual), P.
Considere-se o predicado “fora”, a ser adicionado & linguagem da geometria euclidiana
que rege £, sujeito aos seguintes axiomas:

— Dado um espaco euclidiano n-dimensional, existem pontos que ndo pertence a esse
espago, ditos situados fora dele;®

— O conjunto dos pontos fora, esté sujeito aos aziomas da geometria euclidiana.

Tem lugar a seguinte definicio: Seja € o espago resultante da unido do espaco eu-
clidiano n-dimensional £, com os pontos fora de £. Os pontos de £ dizem-se do tipo I; os
pontos fora de £, dizem-se do tipo I1.5

Seja O um observador (receptor luminoso), fixo, situado num ponto fora do espago
euclidiano tridimensional £ (figura abaixo).

UerAY

Ora, o observador O s6 “v&” as fontes luminosas (pontos de tipo I) — néo “v&” os
raios de luz que néo lhe sdo dirigidos, que se vai supdr sdo rectas, constituidas por pontos
do tipo II, de acordo com a regra: os tipos de pontos ddo origem a tipos de rectas, planos,

espagos, etc. — tipo I e tipo II. Tém-se as seguintes caracteristicas do espago €:
i — Todo o ponto de tipo I incide com o (est4 ligado ao) observador O por uma recta
de tipo II;

ii — Toda a recta de tipo I incide com o (est4 ligada ao) observador por um feixe de
rectas de tipo II, constituindo um plano de tipo II

iii — Todo o plano de tipo I, que ndo passe pelo observador, incide com este, por um
espago de tipo II;

iv — Os planos e espagos de tipo II, que ligam o observador as figuras de tipo I, séo
feixes de rectas (de tipo I, obviamente);

5Conceito veronesiano de fora.
$Q0s tipos, I e II, sdo predicados derivados do predicado fora.



108 O conceito de geometria ndo-standard

Também sao evidentes os seguintes resultados:

— As figuras geométricas existentes em planos de tipo II, s6 sao “visfveis” ao obser-
vador quando sdo constituidas por figuras de tipo II, principais, isto €, que passam pelo
observador: rectas, planos e espagos. Neste caso, uma recta principal é vista, pelo obser-
vador, como um ponto do tipo I, um plano principal como uma recta de tipo I, um espago
principal, como um plano de tipo L

— Todas as outras figuras de tipo II sfo “invisiveis”. Por exemplo, na figura acima, a
recta s, o segmento BC e o tridngulo AABC néo sdo visiveis;

— Todas as figuras de tipo I sio visfveis, directamente ou pelas suas projecgoes. Por
exemplo, na figura acima, a recta r ¢ visfvel.

Esta geometria é espacial quadridimensional, e equivalente & geometria em dimensao
quatro, de Veronese [FG].

Verifica os resultados cldssicos:

— Dois planos de tipo II, principais, intersectam-se num ponto, de tipo I;

— Dois planos de tipo II, intersectam-se numa recta de tipo 1I, mas nem, esses planos,
nem a sua intersecgio, sdo visfveis — por isso, sdo muitas vezes considerados paralelos;

Considerem-se standard os pontos do tipo I, bem como as figuras de tipo I, e ndo-
standard os outros elementos e figuras. Trata-se de uma geometria néo-standard.

2. Geometria quadridimensional do biombo

Considere-se um biombo de duas abas (bi-biombo’, figuras abaixo), representando cada
aba o0 espaco R3, sendo uma aba a imagem da outra por uma rotagao espacial, de eixo na
charneira do biombo.

Assim, a unido de um ponto P com a sua imagem P’, é uma linha que néo estd em R3
(nem objecto, nem imagem): esté fora de R3 usual. Qualquer ponto do espago, entre as

" Chama-se um n-biombo a um biombo com n abas e (n — 1) charneiras (interseccdes das abas).
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abas do bi-biombo, bem como qualquer figura desse espago, nio pertence a R3: é o caso
do plano a e das rectas 7, s, t (sendo esta recta a intersecgdo de a com b) [figura acima).
Teém-se os seguintes resultados:
— A todo o par de pontos P, P’ de R3, corresponde uma recta u, que néo est4 em R3;
— A todo o par de rectas 75@, Y‘”—Q’ , corresponde um plano, que ndo estd em R3.
O conjunto, bi-biombo mais espaco intermédio, é equivalente ao espago R*, onde se
pode representar uma base (z,y, z, w):

/

1Y
z
¥
X
O w [ <

/\

Para a representacio do cubo em R%, tem-se

A R’

J

E

RBA

G S G

B
e
/ \
Tal como no exemplo anterior, esta geometria é também ndo-standard, por conter
elementos fora de um espago euclidiano.?

*Esta geometria pode ser construida experimentalmente numa oficina — foi a pensar nisso que ela foi



110 O conceito de geometria ndo-standard

Porém, intencionalmente, neste projecto de investigagao, restringiu-se se ao estudo das
geometrias ndo-standard ndo-arquimedianas (GNSA). Até porque, historicamente, tiveram
grande importéncia, como se viu na Parte I. As geometrias ndo-standard abstractas nao
sdo estudadas nesta dissertaciio — serdo objecto de estudos futuros (Ver capftulo 12, seccdo
??, Perspectivas e trabalho futuro).

6.2.3 Definicao cldssica de GNSNA (analitica)

Como se sabe desde Hilbert e como mais adiante rever-se-a (Parte IV), qualquer corpo de
segmentos é isomorfo a um corpo numérico. Assim uma geometria sintética & associada a
uma geometria analitica correspondente. Ora toda a geometria analftica é caracterizada
por admitir como modelo um corpo numérico, dito o corpo base da geometria. Assim,
tem-se a

Definicdo 6.3 (geometria nao-standard nao-arquimediana) Uma geometria ndo-standard
néo-arquimediana (GNSA) é uma geometria cujo corpo base é um corpo ndo-arquimediano.

Tal como na ANS, pode-se, na GNSA, utilizar os corpos fundados na ANS, bem como
as teorias fundadoras (em particular, IST), como bases da GNSA. Do mesmo modo como
os corpos fundados na ANS ajudaram no progresso da anélise, também vieram dar o
seu contributo ao progresso da geometria, através da fundamentacfo da geometria néo-
arquimediana,

i) provendo-a de bases rigorosas (modelos néo-standard);

ii) enquadrando-a devidamente numa teoria de conjuntos, a saber, a teoria IST (equiv-
alente a ZFNC);

e com isso ajudando-a na legitimagéo de certos métodos — como o da exaustao, por
exemplo — bem como na legitimagao de certas defini¢es e construgdes, reconhecidamente
mais intuitivas, logo mais acessfveis a mentes mais precoces (com as vantagens pedagégicas
advenientes). Certamente também ajudard na procura de novos desenvolvimentos da
geometria, tal como aconteceu na ANS.

A fundamentacio da GNSA pode ser feita de vdrias maneiras:

— 1 — Colocando-se no quadro da teoria ZFNC de conjuntos de Edward Nelson, e
interpretando os axiomas, de Hilbert, por exemplo, tal como sdo vulgarmente apresen-
tados, mas re-interpretando os axiomas de continuidade, no quadro da teoria IST. Tal
re-interpretagio introduz entes nao-standard.

— 2 — Colocando-se no quadro de Hilbert, substituir o axioma de continuidade de
Dedekind por axiomas de continuidade néo-arquimedianos (veronesianos, por exemplo).

— 3 — Do ponto de vista métrico, que também & desenvolvido neste texto (capftulo
11), aproveitam-se os axiomas de Birkhoff, e no teorema da colocagéo da régua, usando
réguas nio-standard, define-se, por exemplo, distancia infinitesimal.

Nos préximos capitulos vai-se recorrer a estas duas tltimas abordagens’.

concebida.
“Doravante GNS significard GNSA.
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6.2.4 Definicao kleiniana de GNSNA

A defini¢io do que é uma geometria elementar!® foi fixada por Felix Klein quando tinha
apenas vinte e trés anos de idade e conhecido pelo célebre programa de Erlangen. Desde
essa época se tem a seguinte

Defini¢do 6.4 (Geometria num conjunto abstracto) Uma geometria num espago E (con-
junto cujos elementos sio chamados pontos) munido de uma estrutura (dita geométrica),
é a acgdo dum grupo G (cujos elementos sGo chamados simetrias) sobre E.1

Trata-se agora de dar uma defini¢io de geometria nao-arquimediana, de acordo com a
defini¢do acima. Tem-se:

Definicao 6.5 (Geometria ndo-arquimediana) Seja E um conjunto qualquer de pontos e
G um grupo ndo-arquimediano que age sobre E. Ao par (E,G) chama-se uma geometria
ndo-arquimediana.

Exemplo 6.4 Considere-se a ac¢do do grupo euclidiano (isometrias) néo-arquimediano
E sobre o conjunto dos pontos do plano. € inclui translagdes e rotagdes associadas a
vectores, possivelmente ip, e dngulos, possivelmente ip, respectivamente. A drbita de um
ponto serd uma linha ndo-arquimediana. Esta geometria é euclidiana ndo-arquimediana.

Exemplo 6.5 Do mesmo modo, a rotagio de um ponto, associada a dngulos ip, produz
dngulos ip e circunferéncias ndo-arquimedianas: _

— Seja a €]0,2n] NR, (R é uma extensdo ndo-arquimediana de R), e P(zo,y0) um
ponto dum plano cartesiano usual. Entéo a drbita de P através da acgdo do grupo (ortog-
onal) das rotagdes, é

m={(5):[7]- [ e ][]}

YNo sentido de incluir, no méximo, superficies de curvatura constante.
''Recorde-se que dado um conjunto E e um grupo (G, -, €), uma accio de G sobre E a direita (resp. a
esquerda) é uma aplicagéo

p:GxE—-FE
(9z)—~g-z
(resp.
Yv:GxE—-FE
(g:x) —~z-g
tal que Vg,¢9' € G,Vx € E
9:(g x)=(9-9)=
e xr ==
(resp.

9:-(¢ z)=2(g-9)
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uma circunferéncia nio-arquimediana.

Exemplo 6.6 Uma simetria em relagdo a um eizo ou a um ponto, infinitamente prérimos
de um ponto dado, produzem wmagens infinitamente prézimas do ponto dado.

Nesta dissertacdo vai-se cingir a fundamentagdes dentro do quadro da definicéo clés-
sica (capftulo 7 e subsequentes). FundamentagGes baseadas na defini¢do kleiniana sdo
remetidas para estudos posteriores (ver capftulo 12).

6.3 Conclusoes

Fértil parece ser o campo das geometrias ndo-standard, quer do ponto de vista da sua
concepgio, quer do ponto de vista da sua tipificagdo, quer ainda do ponto de vista das
ferramentas standard e nio-standard & sua disposi¢io. Por isso essa materia serd alvo de
estudos futuros.

Este capftulo abordou uma das questdes fundamentais da tese: a definicdo de geometria
ndo-standard. Por outro lado também indica o sentido preciso das restri¢des do campo de
investigacdo da mesma, no ambito desta dissertacao.



Parte IV

Fundamentos da geometria e
modelos de geometria
nao-standard nao-arquimediana
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CAPITULO 7

Revisao do modelo fundacional de
Hilbert e da classificacao
hilbertiana de geometrias

7.1 Introducgao

A publicacio dos Grundlagen de Hilbert constituiu um marco histérico importante na
fundamentacio da geometria, bem como em toda a matemética. Dado o estilo, com-
pletude e alcance, essa obra imp6s uma linguagem e um método na geometria sintética,
que acabaram por se tornar cldssicos. Os outros ramos da matemdtica, tais como a ge-
ometria analitica e a andlise usam, por defeito, a linguagem dos Grundlagen. Essa obra
concebida sob a teoria dos conjuntos de Cantor, Dedekind e Peano, consagrou o método
axiomético (16gica e teoria de modelos), e a prépria geometria analftica — ramos essénciais
da matemdtica de hoje. Assim, a tradugdo para a linguagem e métodos hilbertianos, de
geometrias provenientes de outros autores, no s6 torna essas geometrias mais compreen-
sfveis a todas as pessoas de formagdo matemdtica contemporinea, como permite a estas o
recurso um um grande manancial de resultados ja estabelecidos, acumulado ao longo dos
cem anos dos Grundlagen.

Poucos conseguiram fugir ao estilo, linguagem e métodos, ilustrados pelos Grundlagen.
Por isso em muitos autores se encontram apenas algumas pequenas reformulagoes e adap-
tagOes, advenientes de razoes didécticas, de alguma (pouca) evolugido em simbologias, ou
pura e simplesmente de razoes contextuais. Nesta secgfo vai-se fixar a terminologia a ser
usada nas préximas seccoes. Também se recorda a classificagio das geometrias origindrias
de Hilbert ou baseadas nos seus axiomas.

7.2 Formulacao moderna dos axiomas de Hilbert

Os Grundlagen de Hilbert, tal como os Elementos de Euclides, tém também um cardcter
de sistematizacio. Com efeito, muitos dos axiomas apresentados na lista de Hilbert ja
haviam sido estabelecidos por Euclides, Pasch, Stolz, Helmholtz, e outros. Porém a sua
simplificacio, adaptacido & recém nascida teoria de conjuntos (Cantor, Dedekind, Peano)
e aos novos desenvolvimentos na teoria dos nimeros reais (Dedekind, Cantor,...), a sis-
tematizacao, a ordenacdo e o completamento com novos axiomas, sao mérito exclusivo de
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Hilbert.

Apresenta-se a seguir uma versao ligeiramente modernizada (em relagio aos Grundla-
gen) dos axiomas de Hilbert, baseada na teoria ZFC (Zermelo-Fraenkel mais Axioma de
Escolha) de conjuntos. O que se pretende nesta secgéio e nas préximas é a caracterizagio de
sub-modelos (restriges) e super-modelos (extensdes) do modelo de geometria absoluta de
Hilbert, a0 mesmo que se procede a interpretages desses modelos em planos cartesianos.

Trata-se de modelos néo-arquimedianos, logo nio contfnuos no sentido de Dedekind.

A continuidade em certos modelos ser4 introduzida através dos axiomas de Veronese.
A completude de Veronese é mais fraca que a de Dedekind, no sentido em que aquela inclui
esta, mas é absolutamente satisfatoria para a geometria, como observa o préprio Veronese.

As nogbes primitivas necessdrias ao modelo de Hilbert séo:

— Um conjunto, M, chamado plano;

— Uma classe R)s de subconjuntos de M, chamados rectas;

— Trés relagOes entre subconjuntos de M: Ejs, =y e cp, designadas respectivamente
por ordem, congruéncia e continuidade.

Os elementos de M sao chamados pontos, e como usualmente, sio notados por A4, B, C, ...

, possivelmente com indices. As expressdes “P estd4 em M”, “P incide em M”, “P é um
ponto de M”, séo equivalentes a P € M.

Os elementos de Rjs sdo notados por a,b,c,...., 1,5, t, ...., possivelmente com fndices.
As expressdes “P é ponto de 77, “P incide em r”, “r passa por P”, equivalem a P € r;
a expressdo “r corta s” equivale a r N's # (); a expressdo “r é paralela a s” equivale a
rNs=4{

A expressio A — B — C, que significa que B est4 entre A e C.

Os axiomas de Hilbert sio os seguintes’:

Grupo 1. Axiomas de incidéncia

I1. (extensdo) Em toda recta incidem pelo menos dois pontos;

I2. (determinagio) Dois pontos incidem numa e numa sé recta;

I3. (existéncia) Existem trés pontos ndo colineares;

A 1tnica recta que passa por A e B denota-se 4B.

Grupo II. Axiomas de ordem

II1. (simetria) Se A — B — C entdo A, B, C sio distintos, colineares, e tem-se também
C — B — A;

II2. (existéncia) Se A diferente de B ent#o existem C, D, FE em AB tais que A-C-B,
D—-A-BeA-B-E;

II3. (rectilinearidade) Se A, B, C sdo distintos e colineares entdo um e um s6 deles est4
entre os outros dois.

I14. (separagdo) Para qualquer recta r e pontos A, B, C néo em r:

a. Se A, B estdo do mesmo lado de r e A, C estdo do mesmo lado de r entdo B,C
estdo do mesmo lado de r

b. Se A, B estdo em lados opostos de r e B, C estdo em lados opostos de r entdo A, C
estdo do mesmo lado de 7.

Grupo III. Axiomas de congruéncia

IIT1. (movimento de segmentos) Dados os pontos A, B, A # B, e A’, para toda a
semirecta r emanando de A’ existe um nico ponto B’ pertencente a r tal que B’ diferente
de A’ e AB congruente A'B’;

! As defini¢des sio as usuais e podem ser encontradas, por exemplo em [40] e [31].

,P,Q.R, ...
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I112. (Equil_aléncii de _sggment_os) Todo o segmento é congruente consigo préprio. .
Além disso se AB=CD e AB = EF entio CD = EF;

II3. (Adigéo de segmentos) Se A— B —~ C, A -B -C' ,AB=4B ¢ BC = B'(C',
entdo AC = A'C";

II14. (Movimento de angulos) Dado um angulo ZBAC e uma semirecta A'B existe
uma tnica semirecta A’C' em um dado lado de A'B' tal que ZB'A'C' = /BAC;

III5. (Equivaléncia de angulos) Todo o angulo & congruente consigo préprio. Além
disso se ZA=/Be /A= /£C entdo /B = /C;

I116. (Critério LAL) Se dois lados de um triangulo e o angulo por eles formado, forem
congruentes a dois lados e ao angulo por eles formado de outro tridngulo respectivamente,
entdo os dois tridngulos sdo congruentes;

Grupo IV. Axiomas de continuidade (linear)

IVl — Amioma de Arquimedes: Se AB e CD sdo dois segmentos quaisquer, en-
tdo hé na recta AB um nimero finito de pontos Ay, Ag,...,An tais que os segmentos
AA;, A1As, ..., An_1A,. sdo congruentes com o segmento CD e B = A, ou B estd entre

AeA,.

IV2 — Azioma de Dedekind: Supondo que uma recta v é a unido de dois conjuntos
ndo vazios, v = X1 U Xy de tal modo que nenhum ponto de ¥, estd entre dois pontos de
Y2 e vice versa, entdo existe um dnico ponto O € r tal que, para quaisquer pontos Py, Py
de v, O estd entre P, e Py sse O # P, , O # Py e um dos pontos Py, Py estd em ¥, sse
o0 outro estd em Xo;

Grupo V. Axiomas de paralelismo
V1 — Azioma de Hilbert para a Geometria Euclidiana:
Para toda a recta v e todo o ponto P ndo pertencente a r existe quando muito uma
recta paralela a r passando por P.
ou
V’1 — Azioma da Geometria hiperbélica:
Para toda a recta r e todo o ponto P ndo pertencente a 7, existem, pelo menos, duas
paralelas a , passando por P.
O modelo bdsico ou fundamental de Hilbert é do tipo

M = (MvRM)EMaEM)v

onde M , o suporte da estrutura, é um conjunto de pontos constituindo um plano; Ry
é um conjunto de conjuntos de pontos de M, chamados rectas de modo que (M, Rps)
constitui um modelo dos axiomas de incidéncia (planares), isto €, os pontos e rectas de M
satisfazem a uma relacdo de incidéncia postulada nos axiomas I; — I3 de Hilbert; Fjs é
uma relagio de ordem em M de tal modo que os elementos de (M, Rps, Eps) cumprem os
axiomas II1 — I14; =s€é uma relagdo de congruéncia que satisfaz os axiomas III1 — III5.

*Recorde-se que o axioma de paralelismo da Geometria Eliptica (Para toda a recta r e todo o ponto P
ndo pertencente a T, nio existe qualquer paralela a l, passando por P) & incompativel com os restantes
axiomas.
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7.3 Classificagao hilbertiana de geometrias e alguns resul-
tados basicos de referéncia

A classificacdo hilbertiana ou cldssica das geometrias é a que foi standardizada pelos
Grundlagen, através do agrupamento dos axiomas. Essa classificagio inclui as geometrias
de incidéncia, ordem e congruéncia — euclidiana, ndo-arquimediana, nio-pascaliana, néo-
arguesiana.

7.3.1 Geometria da relacao de incidéncia

Axiomas da relagao de incidéncia e principais consequéncias

Neste parsgrafo recordam-se alguns resultados deduzidos dos axiomas de incidéncia,
com principal relevincia para os do plano (I1-I3).

Os axiomas do grupo I constituem os fundamentos da geometria da incidéncia.

Teorema 7.1 Duas rectas (distintas) tém quando muito um ponto comum.

Dem. Sejam dadas as rectas distintas r, s, e suponha-se, com vista a um absurdo, que
existem dois pontos distintos, A e B, comuns a7 e a s. A e B incidem em r, e também
incidem em s. Pela 2°parte de I2 ndo pode ser r # s, o que é absurdo. Portanto, 7 e s
ndo podem ter mais de um ponto comum.l

Coroldrio 7.1 Duas rectas (distintas) [contidas num mesmo plano], ndo paralelas tem
um unico ponto comum.

Dem. Se r # s e r ndo é paralela a s, entdo, por definicio de paralelismo de duas
rectas, 7 e s tém pelo menos um ponto comum, digamos A. Pelo Teorema 7.1, 7 € s ndo
tém mais nenhum ponto comum, logo A é o tnico ponto comum a 7 e s.l

Teorema 7.2 Para toda a recta r existe pelo menos um ponto A que ndo incide em 7.0
Teorema 7.3 Para todo o ponto A existe pelo menos uma recta r que néio passa por A.l

Teorema 7.4 Para todo o ponto A existem pelo menos duas rectas (distintas) que passam
por A.

Dem. Dado um ponto A, pelo axioma I3, existem pelo menos outros dois pontos,
digamos B e C, distintos entre si e distintos de A, tais que A, B, C ndo séo colineares.
Por I2, A e B determinam uma unica recta, digamos r; analogamente, A e C determinam
uma nica recta, digamos s. Ndo pode ser r = s, visto A, B, C néo serem colineares, logo
r#s,eoponto Aécomumaresll

Teorema 7.5 Em todo o plano existem pelo menos trés rectas (distintas) ndo concor-
rentes.

Dem. Sejam A, B, C trés pontos (distintos) ndo colineares, que existem por I3. Por
I2, cada par de pontos de entre A, B, C' determina uma recta, digamos r = AB , 8= ZC‘,
t= . Resta ver que r, s, sdo distintas duas a duas, e néo concorrentes. Tem-se r # s,
pois caso contrario A, B, C seriam colineares. Analogamente r #t e s # t. 7 e s tém
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um tinico ponto comum, que é A (Teorema 7.1); analogamente s e ¢ tém um nico ponto
comum, que é C; se as trés rectas concorressem num ponto, esse ponto teria de ser A=C,
contrariando a hipétese.l§

Considerem-se agora alguns teoremas em cuja demonstragio pode ocorrer um qualquer
dos axiomas da incidéncia I1-I6 (ndo necessariamente planares).

Teorema 7.6 Uma recta e um ponto que nio incide nela determinam um dnico plano.

Dem. Sejam dados uma recta r, e um ponto A ¢ r. Mostre-se, em primeiro lugar que
existe um plano a contendo r e passando por A. Por I1, em r incidem (pelo menos) dois
pontos distintos, digamos B e C, e, por I2, r = BC. Visto A ¢ r, os pontos A, B, C sao
distintos e nio colineares. Por I4 estes pontos determinam um tnico plano, digamos a.
Por I5, r C a, e é claro que A € a. Resta provar que « é o nico plano talquer Cae A
€ a. Pois se 3 € um plano tal que r C B e A € 83, entdo também B,C € . Visto A,B,C
epfeAB,Cea,porldéa=p0£08

Nota 7.1 O plano determinado por trés pontos distintos ndo colineares A, B,C designa-
se ABC. Pelo teorema 7.6, dada uma recta v e um ponto A ¢ r, faz sentido designar o
(tinico) plano contendo r e passando por A por Ar ou rA. :

7.3.2 Geometria ordenada

Axiomas da relagao de ordem e principais consequéncias

Na Geometria da Incidéncia ndo se pode falar em segmentos, dngulos, tridngulos, per-
pendicularidade, etc., pois estes conceitos envolvem nogoes primitivas como a de “entre”,
sobre a qual os axiomas de incidéncia nada referem.

Como se viu, Hilbert baseia os seus quatro axiomas da ordem (Grupo II) na nogdo
“situado entre”, ou apenas de “entre”.

Os axiomas II1-I14, cujas consequéncias sdo apresentadas abaixo, constituem, junta-
mente com os axiomas de incidéncia, os fundamentos da geometria ordenada.

Definigao 7.1 (segmento de recta) Um segmento de recta AB é o conjunto dos pontos
P tais que A — P — B, juntamente com os pontos extremos A e B.

Definigio 7.2 (semirecta) Semirecta AB = ABU{P: A— B ~ P}.

Nota 7.2 Repare-se que II2 assegura a existéncia pontos P tais que A — B — P, de modo
que AB C AB, pelo que as defini¢oes sdo boas.

Teorema 7.7 Para quaisquer pontos distintos A, B tem-se
(i) ABN BA — 4B
(ii) ABUBA = 4B.

Dem. (i) Tem-se sempre, em virtude das definigoes de segmento e de semirecta, AB C
ABe4dB C B_—A, logo AB C ABn B?i, de modo que s6 falta provar que ABNBA c 4B.
Tome-se ao arbitrio P € ABNBA. Se P = A ou P = B é imediato que P € AB; no outro
caso P # A e P # B; mas A, B, P sdo colineares (defini¢do de semirecta e II1) e distintos
uns dos outros, logo, por 113, tem-se A— P~ B ou A — B — P ou P — A — B; ndo pode
ser A — B — P, pois entéao viria P € ABeP ¢ ﬂ, por I13; pela mesma razdo ndo pode
ser P — A — B logo s6 pode ser A— P — B, e portanto P € AB.

(i) Imediata.B
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Nota 7.3 Note-se que II2 garante que toda a semirecta AB tem uma semirecta oposta,
digamos 716, para algum ponto C tal que C — A — B.

Definigao 7.3 (posigao relativa de pontos) Num dado plano contendo uma rectar e
dois pontos A, B ndo em r, diz-se que

(i) A e B estio do mesmo lado de r sse A= B ou AB intersectar;

(ii) A e B estiio em dados opostos de v sse A # B e AB intersectar.

Resulta desta definicio que dois pontos distintos ndo em r, ou estdo do mesmo lado,
ou em lados opostos de 7, pois que o segmento que os une ou nio intersecta ou intersecta
r, respectivamente.

Proposicio 7.1 “Estar estar do mesmo lado de r” é uma relacdo de equivaléncia.

Dem. Com efeito, um ponto ndo em r estd do mesmo lado de r que ele préprio
(reflexividade) , e que se A estd do mesmo lado que B entdo B estd do mesmo lado que
A (simetria); o axioma II4a diz que a relagdo “estar do mesmo lado de r”, definida nos
pontos de um plano que nao estao em r, é transitiva.ll

As classes de equivaléncia sfo os semiplanos limitados por r.

Tem-se a

Definicdo 7.4 (semiplano) Dado um plano o, e uma rectar nele contida, um semiplano
ar p limitado por r é um conjunto de pontos do plano costituido por todos os pontos que
estdo do mesmo lado de r que um ponto dado P de o, ndo em r.

Teorema 7.8 Uma recta limita ezactamente dois semiplanos sem pontos comuns.

Dem. Dada uma recta r, existe A # r ¢ O € r . Por II2 existe um ponto B tal que
B —0 - A. Por definicdo, A e B estdo em lados opostos de r, logo r limita pelo menos dois
semiplanos. Estes ndo podem ter nenhum ponto comum, pois caso contrario, por II4a, A
e B estariam do mesmo lado de r.

Para terminar tem-se que qualquer ponto P ¢ r est4 num daqueles semiplanos.

Assim &, trivialmente, se P = A ou P = B. Suponha-se pois que P # Ae P # B, e
que P nao est4 do mesmo lado que A; mostra-se que P estd do mesmo lado que B. Pois
por hipé6tese, P e A estdo de lados opostos de , mas A e B estdo de lados opostos de r,
por construgdo, logo, por II4b, P e B estdo do mesmo lado de 7.l

Teorema 7.9 Se A—B—-C eA—-C—-—DentioB—-C—-DeA—-B—-D.

Dem. Suponha-se que A— B—~C e A—C— D. Entéo A, B,C, D sdo distintos uns dos
outros e colineares, por II1 e I2.

Prove-se, em primeiro lugar, que B — C' — D. Para tal, considere-se a recta r = 4B e
um ponto P ¢ r. Arectat = PC intersecta r no ponto C, e como A — C — D por hipétese,
A e D estdo em lados opostos de ¢.

Por hipétese, também A — B —C, logo A e B estdo do mesmo lado de t (caso contrario,
AB intersectaria t, necessariamente no ponto C, logo viria A — C' — B, contrariando II3).

Entdo, por I14b, B e D estdo em lados opostos de t, logo BD corta t, necessariamente
no ponto C o que prova que B—C~D. Analogamente se prova que A—B—D, considerando
em vez de t a recta s = PB.H
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Coroldrio 7.2 (separacdo nas rectas) Se C — A — B entdo para todo o ponto P da recta
r=2§, PecAB ouPec AC.

Dem. Sejam dados os pontos A,B,C,P taisque C—A—- B, Per = AB. Prova-se
que se P ¢ AB entdo P € AC, o que prova o resultado. Tem-se que, por definigéo de AB
e por II3, se P ¢ AB s6 pode ser P — A — B. No caso P = C é imediato queP¢R.
No caso P # C, novamente por II3 temos em principio uma e uma sé das alternativas
C—-A-P,C—-P—-A P—C ~ 4; qualquer uma das duas ltimas implica P € A‘c‘, por
defini¢ao de E, logo o Coroldrio fica demonstrado se se provar que a primeira hipétese é
impossivel, por conduzir a um absurdo.

Suponha-se pois, com vista a um absurdo, que C'— A— P. Considerando os trés pontos
(distintos) P, C, B tem-se uma s6 das posigdes relativas seguintes, por I13

(i) P—C - B,ouseja B—C — P (II1)

(i)C—-P-B

(iii) C—B—-P,ouseja P~ B—-C

Visto ser C — A — B por hipé6tese, ou seja, B — A — C por II1, combinado com (i)
resulta que A — C — P, pelo teorema 7.9, o que contradiz II3, com a hipétese C — A — P.

(ii) com C — A — P d4 também A — P — B pelo teorema 7.9, contrariando a hipétese
P—A— B (de P ¢ AB), por II3. Finalmente, combinando (iii) com P — A — B ds,
igualmente pelo teorema 7.9, (A — B — (), contrariando C — A — B, por I13.

Em qualquer dos casos (i), (ii), (iii) que resultam de C — A — P, chega-se a um absurdo.
Logo, ndosetem C— A— P.l

Teorema 7.10 ( de Pasch) Dados 0 AABC e uma recta v que intersecta AB num ponto
entre A e B, entdo r também intersecta um dos outros lados. Se além disso C ¢ r entdo
r ndo intersecta ambos os outros lados do tridngulo.

Dem. Dados o0 AABC e uma recta r intersectando AB num ponto entre A e B, é
6bvio que se C € r entdo r intersecta ambos os lados AC e BC, precisamente no ponto C.

Mostra-se que, na hipétese C ¢ =, r intersecta um somente dos lados AC, BC.

Visto por hipétese A e B estarem em lados opostos de r e C ¢ r, podemos concluir
(por I14 e teorema 7.8) que

(i) C estd do mesmo lado de 7 que A, ou

(ii) C est4 do mesmo lado de r que B.

No primeiro caso C est4 do lado oposto de B, por II4b, logo r intersecta BC e néo
intersecta AC. No segundo caso, por argumento anslogo, r intersecta AC e nio intersecta

BC.Hm

Definigao 7.5 (posicdao de um ponto em relagdo a um angulo) Um ponto D diz-
se interior a um dngulo ZCAB sse D estd do mesmo lado de AC que B e do mesmo lado
de 4B que C. O interior do ZCAB ¢ o conjunto dos pontos interiores a ZCAB (e é pois,

a tntersec¢do de dois semiplanos).

Teorema 7.11 Dado um dngulo /CAB e um ponto D sobre a recta %, D estd no
interior de ZCAB sse B— D —~C .1

Nota 7.4 Note-se que D ¢é dado sobre a recta BC. Nio se deve assumir que todo o ponto
interior a um dngulo dado estd sobre um segmento com um extremo em cada um dos



122 Revisdo do modelo fundacional de Hilbert e da classifica¢do hilbertiana de geometrias

lados do dngulo. De facto, esta propriedade ndo se pode deduzir dos aziomas até agora
admitidos, sendo mesmo falsa em planos hiperbdlicos (modelos da geometria hiperbdlica).

Teorema 7.12 Se D é interior ao ZCAB entdo:
(a) Todo o ponto de AD excepto A é interior ao LCAB;
(b) nenhum ponto da semirecta oposta a AD e interior a0 ZCAB;
(c) se C — A — E entio B é interior a0 ZDAE R

Definicao 7.6 (ordem em semirectas) Dado um ZCAB e um ponto D, diz-se que AD
esta entre AC e AB sse D e interior a ZCAB. :

Nota 7.5 Note-se que, pelo teorema 7.12(a) esta definigio ndo depende do ponto D sobre
E, quer dizer, se E e qualquer ponto de AD distinto de A entdo AD est entre AC e
AB sse AE esta entre AC ¢ AB (e é claro que AD = A_E)

Teorema 7.13 (Teorema da Barra transverersal) Dado ZCAB, e um ponto D, se AD
estd entre AC e E, entdo AD intersecta BC.

Dem. Suponha-se AD entre AC e AB. Se AD ndo intersectasse BC, entdo B e C
estariam do mesmo lado de AD.

Seja E tal que C — A — E , de modo que, pelo teorema 7.12(c), B é interior a ZDAE.
Visto AD intersectar EC no ponto A, B e E estdo do mesmo lado de AD, logo, pelo axioma
de separacéo I14a, C e E estariam do mesmo lado de ‘AD, o que é absurdo. Portanto, C e
B estdo em lados opostos de AD, o que significa que AD corta BC , necessariamente (pelo -
teorema 7.12 (b)) num ponto de AD.H

Definigéo 7.7 (posicio de um ponto em relagio a um tridngulo) Dado um tridn-
gulo AABC e wm ponto D, diz-se que D é interior ao AABC sse D ¢ interior a cada um
dos dngulos do tridngulo; e diz-se que D e exterior ao AABC, sse D ndo € interior nem
estd sobre nenhum dos lados do AABC. O interior de um tridngulo é o conjunto dos seus
pontos interiores, e o exterior de um tridngulo é o conjunto dos seus pontos exteriores.

Teorema 7.14 (a) Se uma semirecta com origem num ponto exterior a um tridngulo
AABC intersecta o lado AB num ponto entre A e B, entdo também intersecta um dos
outros lados.

(b) Se uma semirecta tem origem num ponto interior a um tridngulo AABC, entdo
ela intersecta um dos lados e, se ndo passar por um vértice, intersecta um tinico lado.B

Teorema 7.15 Todo o modelo da geometria ordenada ¢ infinito.M

7.3.3 Geometria absoluta

Observacao notacional

Utiliza-se aqui a designaciio geometria absoluta, com um significado diferente do usual.
Muitos autores chamam geometria absoluta ou neutra aos modelos baseados nos grupos I,
I1, ITI e IV dos axiomas de Hilbert, justificando a sua opgao por cada uma das designagdes®.
Aqui néo se vai entrar nesse debate, havendo a preferéncia pela designacdo de geometria

3Ver Greenberg [40], por exemplo.
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absoluta aos modelos baseados apenas nos trés primeiros grupos de axiomas (excluindo os
axiomas de continuidade e de paralelas), reservando-se a designacao de geometria neutra
para os modelos dos quatro primeiros grupos — excluindo, portanto, apenas os axiomas
de paralelas.*

Axiomas da relagdo de congruéncia e suas principais consequéncias

A 1iltima nocao primitiva que falta considerar é a nogéo da relacdo de congruéncia sim-
bolizada por “ = ”. Trata-se de uma relagio incialmente definida apenas entre segmentos
e entre 4ngulos, mas que se estende para defini¢bes a outras figuras como tridngulos, por
exemplo. Considera-se aqui a congruéncia do ponto de vista intrinseco (sintético) isto &,
sem pressupdr um isomorfismo entre os mimeros reais e o conjunto dos segmentos ou dos
angulos.’

Definicdo 7.8 (tridngulos congruentes) Dois tridngulos AABC, ADEF dizem-se con-
gruentes e escreve-se AABC = ADEF, sse existir uma bijecgdo entre os vértices de um
e os vertices do outro de modo que lados correspondentes sejam congruentes e dngulos
correspondentes sejam congruentes.

Para facilitar a notagéo, vai-se supor, ao escrever AABC = ADEF, que, na bijecgao
referida, A corresponde a D, B a E, e C a F, o que se notard A «— D, B «— E,
C « F, de modo que AB = DE, Z A= /D, etc.

Teorema 7.16 (pons asinorum) Num AABC, se AB = AC entdo /B = /F.

Dem. (Papo, 300 D.C.) Considere-se a correspondéncia entre os vértices de AABC
e de AACB. E 6bvio que, nesta correspondéncia, dois lados de AABC e o &ngulo por
eles formado sdo congruentes com os lados correspondentes com o &ngulo por eles formado
respectivamente de AACB (usando III 5 e a hipétese). Por 1116, AABC = AACB, logo
4B = /C, por defini¢do de congruéncia de tridngulos.l

Teorema 7.17 (Subtracgio de segmentos) Se A—B—C ,D—E—F ,AB = DE e
AC = DF, entdo BC = EF.

Teorema 7.18 Se AC = DF, entdo para todo o ponto B entre A e C eziste um tnico
ponto E entre D e F tal que AB = DE .

Dem. Se AC = DF e um ponto B entre A e C, pelo axioma III1 existe E € DF' tal
que AB = DE . E est4 entre D e F: pois caso contrario, ter-se-ia E = F ou D~ F — E,
por definigao de DF. Se E = F viria AC = DE = DF = AB com B # C ambos em E‘,
contradizendo a unicidade no axioma III 1. E se fosse D — F — E, por III I existiria G
na semirecta oposta a CA tal que FE = CG. Pelo axioma de adigio de segmentos III 3
viria AG = DE. Logo existiriam B # G em AC tais que AG = DE = AB, contradizendo
novamente a unicidade no axioma III1. Portanto D — E — F.l

Pode-se agora definir uma “relagéo de ordem” entre segmentos do seguinte modo:

*Poder-se-ia adoptar a designagio de Geometria Surda. Porém a deselegincia, aliada & necessidade de
economia de termos, levam a opg¢éio tomada.
*O ponto de vista métrico é adoptado, mais adiante, no capitulo 10.
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Definigao 7.9 (c_o_rilparag_éo de segmentos) Dados dois segmentos AB, CD diz-se que
AB ¢ menor que CD (ou CD é maior que AB) , e escreve-se AB < CD (ou CD > AB)
sse existe E entre C e D tal que AB = CE.

Teorema 7.19 (ordenagio de segmentos) Para quaisquer segmentos AB, CD, EF,
(a) Tem-se uma e uma sé das relagdes

AB <CD,AB = CD, AB > CD (tricotomia).

(b) Se AB < CD ¢ CD = EF entio AB < EF.
(c) Se AB >CD e CD = EF entio AB > EF.
(d) Se AB < CD ¢ CD < EF entio AB < EF.

Nota 7.6 Note-se que, de (a) resulta imediatamente (em virtude da primeira parte de
II12) a irreflexividade: para qualquer segmento AB, AB ¢ AB (£ é a negagdo de <).

Teorema 7.20 (a) Angulos suplementares (adjacentes) de dngulos congruentes sdo con-
gruentes.

(b) Angulos verticalmente opostos sio congruentes entre si.

(c) Todo o éngulo congruente a um dngulo recto é recto.R

Teorema 7.21 Para toda a recta r e todo o ponto P existe uma recta s passando por P
e perpendicular a r.

Dem. 1°caso: (P ¢ r) Sejam A, B quaisquer dois pontos de r, distintos (axioma I1)

No lado oposto de P em relagdo a r existem R e AR tais que ZRAB = /PAB , pelo
axioma III 4.

Por III 1, existe P’ em AR tal que AP =7A4P. PP intersectar (pois P e P’ estdo em
lados opostos de r), digamos num ponto Q.

Se Q = A entdo ZRQB = LPQB , logo PP L r, por definicdo de perpendicularidade.

Se Q # A entdo tem-se, por III 6 (LAL) APAQ = AP'AQ logo ZPQA = ZP'QA
(angulos correspondentes), logo também PP Lr.

2°caso: P € r. Visto haver pontos ndo em r (axioma I3) por um qualquer deles pode-
se fazer passar uma perpendicular a r, pelo 1°caso j& demonstrado, obtendo-se assim um
angulo recto. Com vértice em P e um lado contido em 7 obtém-se um angulo congruente
aquele (axioma III4). Ora, o outro lado deste angulo estd contido numa recta s L 7
passando por P, em virtude do teorema 7.19(c) .l

Teorema 7.22 (Critério ALA) Se nos tridngulos AABC e ADEF se tem LA= /D e
£LC = LF ¢ AC = DF, entio AABC = ADEF.R

Teorema 7.23 (Reciproco do “pons asinorum”) Se no AABC se tem /B = £C, entao
AB = AC e AABC é isosceles.B

Teorema 7.24 (Adig¢io de angulos) Dados BG entre BA e 1_3_5, EH entre ED e EF )
/CBG = /FEH e Z/GBA = LHED, entio ZABC = ZDEF 1R



7.8 Classificacdo hilbertiana de geometrias e alguns resultados basicos de referéncia 125

Dem. Pelo Teorema da barra transversal, pode-se supor g_gntr_e_ Ae _C_ Pe_19_ Axioma
III 1 pode-se supér D, F, H escolhidos de tal modo que AB = ED,GB = EHe(CB = EF.
Entéo, pelo critério LAL (axioma III 6) tem-se

(1) AABG = ADEH

e
AGBC = AHEF
Por se tratar de angulos correspondentes em tridngulos congruentes, tem-se
£LDEH = LAGB
e

LFHE = LCGB

Alem disso, por posigéo de G, ZAGB & suplementar de ZCGB. Angulos suplementares
de angulos congruentes sdo congruentes, logo ZDHE é suplementar de ZFHE e, pela
parte de unicidade de I1I4 D, H e F sao colineares.

Visto por hipétese EH estar entre ED e W, pelo teorema 7.11, H estd entre D e
F. Entdo, por (1) e III 3 (Adigio de Segmentos), AC = DF, logo, pelo critério LAL,
AABC = ADEF, e portanto ZABC = /DEF (&ngulos correspondentes em tridngulos
congruentes).ll

Teorema 7.25 ( Subtracgéo de Angulos) Dados BG entre BA ¢ BC, EH entre ED e
EF, /CBG = /FEH e Z/ABC = /DEF, entéo ZGBA=/HED.R

Definigao 7.10 (comparagiio de angulos) Diz-se que ZABC é menor que /DEF,
escreve-se ‘

/ABC < /DEF (ou ZDEF > ZABC)
sse eziste EG entre ED e EF tal que ZABC = /GEF.

Teorema 7.26 (Ordenacdo de Angulos) (a) Para quaisquer dois dngulos £ P, /Q, verifica-
se uma e uma s6 das condigdes

LP</Q;/P=/Q;/Q < /P

(tricotomia)
(b) Se LP < £Q e LQ = ZR entdo LP < LR (compatibilidade)
(c) Se ZP > ZQ e LQ = LR entio LP > ZR (compatibilidade)
(d) Se LP < £Q e LQ < LR entdo LP < ZR (transitividade).l

Teorema 7.27 (Critério LLL) Dados AABC e¢ ADEF, se AB = DE, BC = EF e

AC = DF, entéo AABC = ADEF.R

i

Teorema 7.28 (4{°postulado de Fuclides) Todos os dngulos rectos sdo congruentes entre
8.
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Dem. 1. Hipétese : dados dois pares de angulos rectos, ZBAD = ZCAD, / FEH =
LGEH

2. Suponhamos, com vista a um absurdo que ZBAD nio é congruente ao ZFEH.

3. Pelo teorema 7.26 um destes dngulos é menor que o outro, digamos que é ZFEH <
ZBAD, de modo que existe AJentre AB e AD tal que /BAJ = ZFEH.

4. Pelo teorema 7.19(a) LCAJ = ZGEH.

5. Por 1, 4 e = ser uma equivaléncia, vem LCAJ = LFEH.

6. Visto /ZBAD = ZCAD por hip6tese e ZBAJ < £BAD por construgdo, € ZBAJ <
ZCAD pelo Teorema 31(b), logo existe AR entre AD e AC tal que, ZBAJ < LCAK.

7. Por outro lado, de 3 e 5, por = ser equivaléncia, vem ZBAJ = ZCAJ.

8. De 6 e 7 vem logo, ainda por = ser equivaléncia, ZCAJ = LCAK.

9. Ora, tem-se por construgio que ZCAK < ZCAD, logo por 8 e teorema 7.26( b)
ZCAJ < ZCAD. Mas simultaneamente ZCAJ > ZCAD, pelo teorema 7.12(c) (pois J é
interior a0 ZBAD, por construgio, logo D é interior ao ZC'AJ, isto &, AD est4 entre A
e E), o que contradiz a primeira parte do teorema 7.26.

10. O absurdo obtido em 9 resulta de se ter suposto que ZBAD néo & congruente a
/FEH. Portanto, estes dngulos sdo congruentes.ll

7.3.4 Conclusoes

Neste capftulo passou-se em revista a classificagio hilbertiana das geometrias elementares,
utilizando uma linguagem moderna — baseada em ZFC, tal como Greenberg [40], Franco
de Oliveira [31] e outros. Essa linguagem e as notagdes sdo fixadas para o resto da disser-
tagao.



CAPITULO 8

Modelo geral Hilbert-veronesiano
de geometria nao-standard
nao-arquimediana

8.1 Introdugao

No seu caminho para a fundagio da geometria, como se disse, quer Hilbert, quer Veronese,
incorporaram axiomas dos seus antecessores, a saber, Euclides, Pasch, Stolz, Helmoholtz,
e outros. Este facto & por si s6 indicador de uma equivaléncia possfvel entre os axiomas
basicos assumidos por um e por outro. Mas, nos seus Fondamenti, Veronese visa, desde
os primeiros axiomas (referentes & forma fundamental), “um sistema ndo-arquimediano
de grandezas (geométricas)”, o mais geral possivel, o que o afasta do caminho seguido,
mais tarde, por Hilbert. Veronese acaba por adoptar axiomas baseados em conceitos como
“;gualdade relativa” e “ordens de grandeza relativas”, que nada tém a ver com a tradi¢do
de entdo. Porém, no que concerne a geometria propriamente dita, se ele tivesse, tao
simplesmente, adoptado um conjunto de axiomas, formalmente do tipo hilbertiano, para
incidéncia, ordem e congruéncia, mais os axiomas veronesianos de continuidade, chegaria
4 mesma geometria que exibe nos seus Fondamenti, pelo menos na parte elementar da
mesmal.

Hilbert nio faz qualquer ruptura com os axiomas histéricos, e consegue com os axiomas
I, II e III uma base comum para a geometria comum (arquimediana) e para a geometria
nio-arquimediana. E essa base que se pretende aproveitar para a formulacio de um modelo
de geometria nio standard nao-arquimediana, continua & Veronese. Assim, neste capitulo
vai-se estabelecer o modelo de GNSA, baseado na geometria absoluta de Hilbert, acrescido
do axioma de continuidade de Veronese. Os axiomas de paralelismo serdo adoptados, mais
tarde, conforme as necessidades.

!Mas, como se viu, as preocupaces de Veronese ultrapassavam de longe a fundacdo da geometria
elementar (ver Anexo [I, EHCFG).
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8.2 Axiomas de continuidade

Os axiomas de continuidade sdo acrescentados aos modelos de geometria absoluta, para
garantir a continuidade das figuras, em particular, da recta?. Sdo axiomas independentes
dos da geometria absoluta®.

Vai-se comecar por recordar o axioma de continuidade de Cantor?, que é a matriz
conceptual da continuidade veronesiana.’

8.2.1 Axioma de continuidade de Cantor
Axioma 8.1 Se num segmento de recta OM duas sucessées de segmentos
ml,mz,m3, VAN OA’I, 0A'2, OAé,

tais que os segmentos da primeira sucessio crescem indefinidamente e que 0s segmentos
da sequnda sucessio decrescem indefinidamente, e isso de modo que 0s segmentos

A1A], Ay AL, A3AL, ..

decrescem constantemente, até se tornarem menores que um segmento arbitrdrio, pré fiz-
ado — por menor que seja, a partir de um fndice n (que depende naturalmente da escolha
desse segmento), entdo existe no segmento OM um ponto X tal que OX seja maior que
todos os segmentos da primeira sucessGo e menores que todos os segmentos da segunda
sucessao.

Note-se que, como tinha em mente a continuidade dedekindiana (isto &, arquimediana), .
Cantor acrescentou a este axioma, o da perfeicio’, que ndo & considerado por Veronese.

8.2.2 Axiomas de continuidade de Veronese

Proceda-se a uma nova visita s hipéteses ou axiomas de continuidade de Veronese, com
vista & sua formulagdo em ZFNC.

Nos primérdios da formulagéo dos seus axiomas de continuidade, Veronese comega por
demonstrar que o axioma de continuidade de Cantor é independente do axioma de Ar-
quimedes. Percebendo que era exactamente o que queria (para estabelecer o seu continuo
nio-arquimediano), aprofunda e generaliza as ideias de Cantor, formulando assim os seus
axiomas:

Axioma de continuidade absoluta A primeira condigéo de continuidade foi publicada
por Veronese em 1889 [], e mais tarde, nos FG, chamou-o de principio de continuidade
absoluta. Veronese formula o principio para um sistema de grandezas S com certas pro-
priedades (uma &lgebra de segmentos’ ), tendo em mente sistemas de segmentos néo ori-
entados de uma recta euclidiana, com certas propriedades, entre as quais as seguintes

*Ver Apéndice D, para uma breve noticia histérica.

3Veronese demonstrou a indepedéncia do axioma de Cantor [Apéndice D] e dos dele préprio [FG],
Hilbert mostrou a independéncia do de Arquimedes e do de Dedekind [Grundlagen).

*Hoje também conhecido como principic do encaixe.

50s axiomas de continuidade de Hilbert nio serdo questdo nesta seccio.

®Ver Apéndice D.

"Como se viu, no capitulo III, Hilbert mostrou, na esteira de Euclides, que um corpo de segmentos é
isomorfo a um corpo numérico. Na seccio 77 volta-se a esse isomorfismo.
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i) vVz,y € S — {0}, z+y > z,y (positividade estrita);
ii) § — {0} ndo tem nfimo (auséncia de um menor elemento positivo).
No caso de estruturas como S, a condigdo ii) é equivalente a assumir que sempre que

Ve,ye S(z<y=>3z€8S:2<2<y),

isto &, dados dois elementos de S, existe sempre um terceiro elemento de S que os interpola.

Veronese [(FG, pag. 608-610)] enuncia assim o princfpio:

— Se um segmento (intervalo) XX’ de S, cujas extremidades variam sempre em sen-
tidos opostos, se tornar indefinidamente pequeno, existe sempre em X X’ um elemento Y
de S, diferente de X e de X' [(1889, pag. 612, hip6tese IV))].

Se se simplesmente substituir as referéncias as varidveis X e X’ pelos conjuntos A e B
de valores que as varidveis assumem, entfo, na base das defini¢bes de Veronese, chega-se
a seguinte formulagio da condigdo popularizada por O. Holder (1901):

— Se A e B sdo conjuntos néo vazios de S, onde A ndo tem maior elemento e B nao
tem menor elemento, e todo o elemento de A precede todo o elemento de B, e se para
todo o elemento positivo ¢ de § existem elementos a de A e b de B para os quais b—a < c,
entdo existe um z em S que estd estritamente entre os elementos de A e os de B.

Além disso, como o elemento z é unico (1889, pag.612), a condi¢do pode também ser
enunciada na seguinte forma, que foi divulgada por Schoenflies (1906, psg. 26) , e que
mais claramente sublinha a sua relagido com a condi¢do de continuidade de Dedekind:

— Se o par (A, B) de subconjuntos de S é um corte de S, tal que para todo o elemento
positivo ¢ de S existem elementos a de A e b de B para os quais d(a,b) = |b—a| < c,
entdo ou A tem maior elemento ou B tem menor elemento, mas ndo se d4 ambos os casos.

Trata-se pois da condi¢do de Dedekind, mais a condicdo métrica

0<d(a,b)<ec, Vae AbeB,c>0.

E facil ver que em presenca do axioma de Arquimedes (e apenas nesse caso), a condi¢do
métrica de Veronese sobre os cortes é invariavelmente satisfeita, logo supérflua.

Assim, para Veronese, ao contrario de Dedekind, os sistemas continuos de grandezas
nao precisam ndo ter “buracos”, embora tenham de estar isentos dos “buracos” que sat-
isfazem a condicao métrica que é satisfeita no caso cldssico.

Além disso, Veronese mostrou que, se (A, B) é um corte num corpo nio-arquimediano
que satisfaz essa condigdo, entdo as diferengas entre os elementos de B e os de A tém de se
tornar arbitrdriamente pequenos em relagio a qualquer elemento positivo do corpo, pelo
que, como se viu no capitulo 4, um elemento positivo v & dito infinitamente pequeno em
relacdo a um elemento positivo u, se e s6 se nv < u para todos os inteiros positivos n.

Axioma de continuidade relativa A segunda condi¢ao de continuidade de Veronese,
que chama hipdtese de continuidade relativa, apareceu no contexto préprio de geometria
sintética dos FG (pdg.128). Para formular esse axioma, hé que, em primeiro lugar, recordar
o conceito de classe arquimediana: I' C § é uma classe arquimediana se, para todos os z,
y de I, z e y sdo finitos um em relagao ao outro, isto &, existem m,n € N tais que mz >y
eny > .

Formula assim o axioma:
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«— Todo o segmento X X' que tendo os extremos sempre varidveis em sentidos opostos
se torna indefinidamente pequeno, contém um elemento fora do campo de variabilidade
dos seus extremos®.»

Reformulando ligeiramente a linguagem, tem-se:

— Se A e B sio subconjuntos ndo vazios de uma classe arquimediana I' de S, onde
A nio tem maior elemento, B nio tem menor elemento, e todo o elemento de A precede
todo o elemento de B, e se para cada elemento c de I, existem elementos a de A e b de B
para os quais d(a,b) < ¢, entdo existe um z € § que estd estritamente entre os membros
de Aeosde B, (zeI' #7T).

Formulagdo da continuidade veronesiana na teoria IST Uma maneira de formular
os axiomas acima, na linguagem da teoria IST é a seguinte:

Axioma 8.2 (VC1) - Azxioma da continuidade absoluta — Para toda a recta r e
todo o segmento AB C r,|AB| > 0, ezistem X,Y €r tal quu A— X -Y — B.

Observe-se que este axioma implica que se |[AB| > 0, entdo existe um segmento XY
tal que |[XY| >0 (XY G AB).

Axioma 8.3 (VC2) - Azioma da continuidade relativa — Para toda o recta T e
todo o segmento AB C r, existem X,Y €r, com A— X —Y — B, tal que |XY| =ip.

8.3 Modelo geral H-V de GNSA

8.3.1 Apresentacao do modelo

Para a defini¢io do modelo da geometria de Hilbert, é mais do que suficiente a teoria dos
conjuntos, tal como axiomatizada por Zermelo e Fraenkel, ZFC. Porém, para o modelo que
se pretende, essa linguagem ¢é insuficiente. De facto, ndo é possivel formular os axiomas
de continuidade de Veronese (formulados como acima, por exemplo) na teoria ZFC. O
ingrediente que falta, o predicado standard — que permite a formalizagdo dos conceitos
de ip, ig e outros, encontra-se na extensdo ZFNC de ZFC.

Coloque-se entao na teoria ZFNC de conjuntos internos. O modelo geral da geometria
que se pretende, consiste na adopgao dos axiomas da Geometria Absoluta de Hilbert, I,
II, 111, considerando os mesmos conceitos primitivos e as mesmas defini¢bes, aos quais se
adiciona o termo primitivo “standard” e o axioma de continuidade de Veronese, na forma
acima assumida. Notando por HVi os axiomas do modelo H-V, tem-se a seguinte lista:

HV1e—1I1 HV6«II3 HV1l« IIl4
HV2 <12 HV7~II4 HV12 I1I5
HV3— I3 HV8«IIIl HVI13« III6
HV4— II1 HV9<III2 HV14-VC(C1
HV5 < [I12 HV10e— 1113 HV15 < VC2

¥Isto &, fora do campo das escalas de OX e OX'. Esta hip6tese quantifica o espago ao considerar que
a “variabilidade” de X e de X' acontece “aos saltos” nas respectivas escalas, fazendo entdo sentido, de
acordo com hipéteses anteriores, falar em campo de variabilidade e em elementos fora desses campos.
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O modelo tem entéo a seguinte forma:
M = (M, Ry, Epm, =u, cM),

onde M , é um conjunto de pontos constituindo um plano; Ry é um conjunto de conjuntos
de pontos de M, chamados rectas de modo que (M, Rps) constitui um modelo dos axiomas
de incidéncia (planares), isto &, os pontos e rectas de M satisfazem a uma relagéo de
incidéncia postulada nos axiomas HV; — HVj de Hilbert; Ejs é uma relagio “estar entre”
em M de tal modo que os elementos de (M, Ry, Ejr) cumprem os axiomas HV4 — HV7
de Hilbert; =376 uma relagio de congruéncia que satisfaz os axiomas HV8 — HV13; e cp
uma bijeccio entre cada recta de M e um conjunto transarquimediano de mimeros. Essa
bijecc@o s6 é possivel quando em M sio vilidos os axiomas HV14 e HV15.

Sers chamado de modelo Hilbert-veronesiano (H-V) de geometria nao-standard nao-
arquimediana.

8.3.2 Caracteristicas do modelo

Por construgdo, o modelo de geometria ndo-standard apresentado acima, possui uma in-
terpretacio em IST. Assim a consiténcia relativa do modelo depende da consisténcia de
IST.

A idependéncia dos axiomas de Hilbert foi demonstrada nos Grundlagen, como se ref-
ere no capitulo 3. A independéncia do axioma de continuidade de Veronese dos axiomas
de Hilbert foi demonstrada, em primeiro lugar por Veronese nos Fondamenti e, em se-
gundo lugar, por Hilbert na obra citada, com a construgdo de geometrias independentes
de qualquer axioma de continuidade.

Resta estudar a consisténcia do modelo. Para tal, e seguindo a via da demonstragéo da
consisténcia através da compatibilidade, as interpretagbes que se apresentam no préximo
capftulo, sdo bastantes.

8.3.3 Conclusoes

Este capftulo é central nesta parte da tese, pois estabelece o principal modelo visado, e
que é utilizado no resto do trabalho. Com ele consegue-se uma conciliagdo histérica entre
Hilbert e Veronese, e o estabelecimento da continuidade nfo-arquimediana na geometria,
em moldes hilbertianos, isto é, claro e moderno.
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CAPITULO 9

Uma interpretacao analitica do
modelo Hilbert-veronesiano de
geometria nao-standard
nao-arquimediana

9.1 Introdugao

Tal como Hilbert procedeu para demonstrar a consisténcia da sua geometria, recorrendo
a modelos analiticos, apresenta-se neste capitulo uma geometria analftica, que constitui
uma interpretagdo do modelo apresentado no capitulo anterior. O caminho seguido é o de
Hilbert, trilhado com o auxilio de linguagem e notacoes ligeiramente mais modernas, mais
adequadas aos propésitos em vista.

Para tal, inicia-se com uma secgfo (sec¢do 9.2) sobre as relagBes entre a geometria
absoluta, que vai ser a matriz do modelo pretendido, e a geometria analitica, revendo
a relacio entre essa geometria e a estrutura de corpo ordenado. A seguir (secgdo 9.3),
enriquece-se a geometria com transformagoes no plano, e a defini¢do da estrutura vectorial
do plano cartesiano (secgdo 9.4). A secgdo seguinte (secgdo 9.5), € onde se estuda esse
modelo como uma interpretacdo do modelo de Hilbert-Veronese, e na seccao 9.6 vém-se
algumas aplicagOes elementares.

9.2 Geometria absoluta: geometria dos corpos ordenados

Seguindo o caminho apontado por Hilbert (capitulo 3), nesta seccio vai-se partir de um
conjunto qualquer, munido da estrutura algébrica de corpo, e vai-se verificar que todos os
corpos sdo modelos da geometria de absoluta de Hilbert.

O sistema de axiomas de Hilbert para esta geometria é baseado em nog¢oes primitivas
de “ponto”, “recta”, “plano”, “entre” e congruéncia, apenas sujeitos aos axiomas de in-
cidéncia, ordem e congruéncia, como nos capitulos 3 e 7 se mostrou. O que aqui se vai
fazer é dar novas interpretagles a esses termos primitivos, e verificar que os axiomas so
verdadeiros nessas interpretacoes.
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9.2.1 A estrutura de corpo e a relacao de incidéncia

Recorde-se que um corpo é um conjunto K munido de duas operagdes internas, + e -, que
verificam os seguintes axiomas:

1) (K, +) € um grupo comutativo, isto &, para a, b, c € K, tem-se

() (a+b)+c=a+(b+c)

(iil) a+b=b+a

(iii) existe 0 € K tal que, Va € K,0+a=a+0=a

(iv)Vae K,3(-a) e K:a+(—a)=0

2) (K\{0},-) & um grupo comutativol, isto &,

(i)(a-b)-c=a-(b-c)

(ii)a-b=b-a

(iii) existe 1 € K talqueVa€ K,1-a=a-1=a

(iv)Vae K,3a '€ K:a-(a7!) =1

Tem-se entdo a

Definicdo 9.1 (plano cartesiano, ponto) Chama-se plano cartesiano sobre o corpo K,
7K, ao conjunto K? de pares de elementos de K, chamados pontos de k.

Definigdo 9.2 (recta) Uma recta r de mx é um subconjunto de mx definido por:
r={(z,y) € 7k : ax + by +c =0}
para a,b,c € K e a,b ndo simultaneamente nulos.

Exemplo 9.1 Seja K1 = ({0,1}, +,-) onde + e - sdo operagdes mddulo 2. w é um plano
com 4 pontos e 6 rectas:

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0

Definigao 9.3 (declive de uma recta) Dada a recta r definida pela equagdo ax +by +
c=0,b+#0, chama-se declive de v ao nimero K > m = —%.

Teorema 9.1 (Descartes) Sejam dados os pontos Py = (a1,b1),..., Pa = (@n,bs) no
plano cartesiano TR, incluindo os pontos (0,0) e (1,0). Entdo € possivel construir um ponto
Q = (o, B) com régua e compasso sse o € 3 podem ser obtidos a partir de ay, ..., an, by, ..., by
através das operagdes do corpo R, +,—, X, + e a solucdo de um nimero finito de equagées
lineares e quadréticas, envolvendo raizes quadradas de nimeros reais positivos.

! Jtiliza-se a linguagem anglo-saxénica, segundo a qual, ndo havendo mais explicita¢des, o termo “corpo”
significa “corpo comutativo”.
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Dem. in La Géométrie.l

Teorema 9.2 (Hilbert) Sendo K um corpo qualquer, o plano cartesiano my satisfaz os
aziomas de incidéncia de Hilbert, 11,12 e I3.

Dem. Para o caso de rectas verticais a demonstragio é imediata. Para o outro caso,
tem-se:

I1. Como as operagdes +, —, X e =+ sdo sempre possiveis em K, a equagio que define
a recta que passa por dois pontos Pj(aj, b1) e Pa(ag, b2),

y—b = (z —a1)

az —ay
é sempre possivel, e a sua solugéo € tinica.
I2. De facto, para o corpo minimal K; = {0, 1}, as seis rectas possfveis tém todas dois
pontos. Para K D Kj, hd, por maioria de razdo, mais pontos em cada recta.
I3. No corpo K7, as rectas definidas pelos pontos (0, 0), (0,1) e (1,0), ndo tém o mesmo
declive, logo, existem 3 pontos néo colineares.ll

Proposigao 9.1 (mudancga de coordenadas) Sejam dadas no plano cartesiano wx duas
rectasT = x' = ax+by+c es=y =dx+ey+ f, que se intersectam num ponto A. Entdo
é possivel fazer uma mudanca linear de varidveis

' =ar+by+c
Y =dztey+f

tal que 0s novos eizos coordenados s@o r e s, e 0s novos pontos unitdrios sdo os pontos
P, Q sobre eles, P,Q # A.

Dem. (Hilbert) Como a composi¢io de mudancas lineares de varidvel é ainda uma
mudanga, linear de varidveis, faga-se, em primeiro lugar uma mudancga da forma

¥=z-a
y=y—b
que deslocaré a origem (0,0) para o ponto A = (a,b). A seguir uma transformacio da
forma
{ ' =ax
y' =by

deslocard os pontos unitdrios para outros quaisquer nesses mesmos eixos. Entdo uma
mudanga da forma
r—
Tr=z—ay
r_
{ y=y

manterd o eixo zz’ invariante, mas substitui o eixo yy’ por outra recta que passa pela
origem. O eixo zz’ pode ser movido por meio de outra transformagéo semelhante, trocando
os papeis de z e y. Combinando todas estas hip6teses tem-se uma transformagio que muda
o0s eixos originais e os respectivos pontos unitdrios para outros eixos e outras unidades
desejados.l
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Definigdo 9.4 (paralelismo) Num plano mk duas rectasr e s dizem-se paralelas (r || )
ser=sou serNs=4.

Proposicao 9.2 No plano Tk existe uma configuracdo de quatro pontos A,B‘, C,D tais
que

E((ﬁﬁ, EH-B_ﬁ, AD“F@
se e s6 se K tem caracteristica 2.

Dem. Como todo o corpo de caracterfstica 2 inclui o subcorpo K3, a existéncia estd
provada.

Para a recfproca, suponha-se que num plano 7k existe uma configuragdo como a da
hipétese. Entéo faca-se uma mudanga de linear coordenadas tal que C passa a ser a nova
origem, e A e D os pontos unitérios. Entdo B sera o ponto (1, 1);% serdarectaz =y, €
AD a recta z +y = 1 nio tém nenhuma solu¢do comum. De facto, a resolugio dd 2z =1,
que tem solugdo para 2 # 0. portanto a configuragio existe quando e s6 quando 2 = 0,
isto é a caracteristica de K & 2.1°

Teorema 9.3 (Papo-Pascal) Seja K um corpo. No plano cartesiano T, sejam dadas
as rectas I, m e os pontos A,B,C €l e A, B, C' € m tais que AC' | A’C e BC" | B'C.
Entdo também AB’ || A'B.

Dem. (Para | ndo paralela a m) Suponha-se que /,m se intersectam num ponto O.
Escolham-se coordenadas tais que O é a origem, e A, B/ os pontos unitérios. Seja C o
ponto (0,a) e C’ o ponto (b,0). Entdo, escrevendo as equagdes das rectas envolvidas,
tem-se que B = (0, ab) e A’ = (ab,0). Como K é comutativo, ab = ba, e a recta BA’ tem
declive —1, pelo que é paralela a AB’.H

Nota 9.1 Na demonstragio recorreu-se, de forma esséncial, & comutatividade de K. O
teorema de Papo-Pascal s6 é vélido para corpos comutativos, como jd se tinha observado
no capitulo 3.

Teorema 9.4 (Desargues) Seja num plano cartesiano 7k os pontos A, B,C e A', B,C’
tais que AC | A’C’ e AB || A’B' entio BC || B'C'.

Dem. Vide Hilbert, Fundamentos da Geometria.ll

9.2.2 A estrutura de corpo ordenado e a relagao “situado entre”
Comece-se por recordar alguns resultados em relagdo a corpos ordenados:

Definigao 9.5 (corpo ordenado) Um corpo ordenado K é um par (K, P) onde K € um
corpo e ) # P C K, dito o subconjunto dos elementos positivos de K, tal que

(i) a,be P=a+babe P

(ii) Para todo a € K, tem-se uma e uma s6 das seguintes condigdes

aeP; a=0; —acP.

il ~ . ~ . . . qe 2

*Repare-se que a configuracio referida nio é “planar” no sentido euclidiano, o que é claramente denun-
ciado pela caracteristica de K. Corpos com caracterfstica ndo nula denunciam propriedades estranhas a
(& intuicao euclidiana) das geometrias correspondentes.
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Proposi¢ao 9.3 Seja (K, P) um corpo ordenado. Entdo:
(a)1 € P
(b) K tem caracteréstica nula
(c) O menor subcorpo de K que inclui 1 é isomorfo ao corpo dos nimeros racionais,
Q;
(d) Va € K\{0},a’€ P

Dem. (a) Por definicio de corpo, 1 # 0. Assim tem-se 1 € P ou —1 € P (axioma (i)
da definigio 9.5). Se 1 € P ndo hd nada a provar. Se —1 € P, entdo (-1)(-1)=1€ P
(ax. (2)), o que contradiz (i7). Portanto 1 € P.

(b) Como 1 € P, por (i) tem-se que s = Y -, i € P, qualquer que seja n € N. Logo
s # 0, pelo que K tem caracterfstica nula.

(c) A aplicagéo natural

N—-K;, n—s

é injectiva por (b), e é extensivel a uma aplicagdo injectiva Q — K, cuja imagem é: (1)
isomorfa a Q; e (2) o menor subcorpo de K que inclui 1.

(d) Se a # 0, entéo, ou a € P ou —a € P. Se a € P, entdio a® € P, por (i). Se —a € P,
entdo (—a)(—a) =a? € P B

Seja (K, P) um corpo ordenado, a,b € K. Define-se

a < bs&b—a€eP
< bsb—a€ePVa=b
a > bsa-be P

dondea>0& ac P.

Proposicao 9.4 Num corpo ordenado (K, P) a relagdo “ >” verifica as seguintes pro-
priedades:

(i) Se a > b, e c € K, entdo a+ ¢ > b+ ¢ (compatibilidade com a adigéo)

(it) Se a > b e b > c entdo a > ¢ (transitividade)

(i%i) Se a > b e ¢ > 0, entdo ac > bc (compatibilidade com a multiplicacdo)

(iv) Dados a,b € K, tem lugar uma e uma sé das sequintes condigdes:

a>b;, a=b a<bd

(tricotomia).B

Proposigao 9.5 (Hilbert) Se K é um corpo, e eriste uma relagéo de “situado entre”

no plano cartesiano g, que satisfaz os axiomas II1-II4 de Hilbert, entdo K é um corpo
ordendvel. Reciprocamente, se (K, P) é um corpo ordenado, pode-se estabelecer em g
uma relagdo de “situado entre” tal que sejam satisfeitos os axiomas I11-114 de Hilbert.

Dem. Suponha-se, em primeiro lugar que K é um corpo, e que existe uma relacao
“situado entre” no plano g que satisfaz os axiomas de Hilbert II1-II4. Defina-se o
conjunto P de K como o conjunto de todos os a € K\{0}, tais que o ponto (a,0) do
eixo rz’ estd no mesmo lado que 0 ou 1. Como a adigao no corpo corresponde a dispor
segmentos consecutivamente no eixo dos zz’, é claro que a,b€ P = a+ b€ P.
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Para a multiplicacio, dados a, b € P, ponha-se a no eixo zz', 1, b no eixo yy', e desenhe-
se a recta (0,1) a (a, O), e desenhe-se a recta paralela a esta e que passa por (0,b). Esta
intersectar4 o eixo zz’ no ponto (ab,0). Claramente, 1,a,b € P (consequéncia de II1-114),
pelo que P satisfaz a primeira defini¢io de um corpo ordenado. Por construgéo, K € a
unido disjunta de P LI {0} U —P & um corpo ordenado.

Reciprocamente, suponha-se que (K, P) é um corpo ordenado dado. Defina-se a relagao
“situado entre” para pontos duma recta, da seguinte maneira: sejam A = (a1,a2), B =
(b1,b2), C = (c1, c2) trés pontos distintos na recta y = ma + b. Diz-se que B estd entre A
e C, e nota-se (como anteriormente) A — B — C, se ou a; < by < ¢; ou a; > b1 > ¢y. Se
a recta for vertical, usam-se as segundas coordenadas, da mesma forma. Tem-se entao os
axiomas I11-11-4:

IT1. Consequéncia imediata da definigao;

I12. Deriva do facto correspondente, verdadeiro em todos os corpos ordenados, de que
dado b > d € K existem a,c,e € K tais que a < b < ¢ < d < e. Com efeito, pode-se
sempre tomar, por exemplo,a=b—-1,C = (B + D), e c = d + 1. Note-se que como K
tem caracterfstica nula, pela proposicdo 9.3, 7 € K.

[13. Deriva do facto de que num corpo ordenado K, se a,b,c sio trés elementos
distintos, entdo tem lugar uma e uma s6 das seguintes 6 = 3! condigdes :

b<c
c< b
a<c
c<a;
b < a;
a<b.

o o0 oo 8 8

ANNANNNA

I14. Suponha-se que é dado um tridngulo AABC e uma recta | que intersecta o lado
AB. Supondo que A,B,C ¢ [, tem-se que mostrar que [ também intersecta ou AC oun
BC, mas ndo ambos. Em primeiro lugar suponha-se que a recta [ & vertical, com equagéo,
digamos, z = d. Sejam a,b, c,as abcissas de A, B, C respectivamente. Por hip6tese, ou
a<d<boub<d> a. Porsimetria, assuma-se que a < d < b. Entdo é claro que
se ¢ < d, entdo [ cortars AC e ndo BC, como requerido. Se [ ndo é vertical, faz-se uma
mudanga de coordenadas tal que ! se torne vertical, o que nio afecta a relagao “situado
entre” , pelo que se encontra de novo no caso anterior.ll

9.2.3 Relacoes de congruéncia

A seguir vai-se definir a congruéncia para segmentos de recta e para angulos. Vai-se
assumir doravante que se estd num corpo (K, P) tal que se tem a relagio “estar entre”
definida como acima. Entao tem-se a

Definigdo 9.6 (segmento de recta) Dada uma recta r, um segmento de recta AB éo
conjunto de todos os pontos de r que estdo entre A e B, mais os pontos A e B, ditos
extremos de AB:

AB={A,B}U{X:A-X - B}
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Como nédo estd garantida a existéncia de rafzes quadradas, vai-se definir a nogdo de
distancia entre dois pontos, da seguinte maneira:

Definigao 9.7 (distancia entre dois pontos) Num plano 7wk, define-se a distdncia
entre A(ay,a2) e B(b1,b), como a fungio d que satisfaz & igualdade

d*(4, B) = (a1 — b1)? + (a2 — b2)?,
onde d2(7 ) =d(,-) x (-, )-
Pode-se entédo definir a nogdo de congruéncia:

Definigéo 9.8 (congruéncia de segmentos) Num plano mx dois segmentos AB e CD
sGo congruentes se

d*(A, B) = d*(C, D),
€ nesse caso escreve-se
AB=CD.
Com vista a defini¢do de congruéncia entre angulos, tem-se as seguintes definicoes:

Defini¢ao 9.9 (semirecta) Uma semirecta é um subconjunto de uma recta determinado
por um ponto A e todos os pontos de r que estdo de um dos lados de A. Nesse caso diz-se
que a semirecta tem origem em A, ou que emana de A.

Se B é um ponto duma semirecta que emana de A, nota-se essa semirecta, como
anteriormente, por “AB”.

Definicao 9.10 (angulo) Um dngulo geométrico é a unido de duas semirectas que em-
anam do mesmo ponto e ndo estdo ambas contidas na mesma recta.

Definigao 9.11 (interior de um angulo) O interior de um dngulo o de lados rr' e ss'
é o conjunto dos pontos do plano que estdo do mesmo lado (defini¢do?.3) de r que s’ e do
mesmo lado de s que r'.

Definicao 9.12 (4ngulos recto, agudo, obtuso) Diz-se que um dngulo é recto se os
declives das rectas a que pertencem os seus lados satisfazem

Um dngulo é agudo se estiver contido no interior de um dngulo recto.
Um dngulo diz-se obtuso se contiver um dngulo recto no seu interior.

Definigao 9.13 (tangente de um &ngulo) Seja o o dngulo formado pelas semirectas
r er’, que pertencem a rectas de declives m e m' respectivamente. Define-se tangente de
a como sendo

m—m'

ta =t+|—-
no 14+ mm'

i

onde se toma o sinal + se o é agudo e o sinal — se a é obtuso.
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Note-se que tan a s6 estd definida para o recto em K U {oo}.

Definicdo 9.14 (congruéncia de angulos) No plano cartesiano wx dois dngulos a e
3 sdo congruentes se

tan o = tan 3,

onde tana, tan 8 € K U {0}, e nota-se a = .

Definigdao 9.15 (corpo pitagérico) Um corpo K ¢é dito pitagdrico se Va € K, V1 + a2
€EK.

Definigdo 9.16 (plano pitagérico) Seja K um corpo pitagdrico. Entdo mx € dito um
plano cartesiano pitagdrico, ou simplesmente um plano pitagdrico.

Proposicao 9.6 Seja K um corpo ordenado, e Tk o plano cartesiano correspondente.
Entdo Tk satisfaz os aziomas IIIS-1115. Para além disso, III1 é vdlido se e somente se K
for um corpo pitagdrico.

Dem. A condicdo III2 é a transitividade da congruéncia de segmentos, o que decorre
imediatamente da definicio usando a funcfio d? definida acima. O axioma III3 é facil de
verificar. O axioma III4 é o axioma da transposi¢ao de dngulos. Suponha-se portanto que
é dado um angulo a e uma semirecta que emana de um ponto A, com declive m’ tal que

m —m

tana = * [——
1+ mm/

1

onde o sinal é afectado conforme for o agudo ou obtuso. Tem-se equagdes lineares em m’.
Tem-se

, mItana

" 1Fmtana’

Estas duas solugdes déo angulos em ambos os lados da recta dada que passa por A, de
modo a se poder construir o novo angulo ¢/ no lado desejado da recta.

I1I5 é a transitividade de congruéncia de angulos, que é imediata a partir da defini¢do
de congruéncia usando a fungéo tangente.

Considere-se agora o axioma III1 sobre o tragado de segmentos. Nao & verdadeiro num
corpo arbitrario — por exemplo, no corpo Q, ndo se pode tragar o segmento que une os
pontos (0,0) e (1,1) no eixo zz’, porque o seu comprimento & v2 ¢ Q. Sobre um corpo
qualquer K, a € K, considere-se o segmento definido por (0,0) e (a,1). Entdo existird um
segmento congruente com esse, sobre o eixo zz’ com origem em 0, se e s6 se existe b € K
tal que

d2((0, 0), (a, 1)) = d2((0, 0)7 (ba 0))a

isto &, 1 + a2 = b%. Portanto é preciso que b € K seja a raiz quadrada de 1+ a%. Ou, por
outras palavras, K deve ser pitagérico.
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Reciprocamente, seja K pitagérico, isto &, para todo ¢ € K, v1+ ¢ € K. Entdo para
quaisquer a,b € K, a # 0, tem-se

b 2
a? + b% = a? 1+<Z) .

Va2 + b =la|V1+c?

pertence a K. Daqui se conclui que para todo o par de pontos A(ay, ag), B(b1,b) € 7k, a
distancia entre A e B pertence a K, pelo que, nesse caso, se pode definir a fungéo distancia

d(A, B) = \/(al — b1)2 + (a2 — b2)2

Fazendo ¢ = % tem-se que

que é um elemento de K.

Seponha-se agora que é dada uma recta y = mz + b e um ponto A sobre ela. Suponha-
se que se quer tragar um segmento de comprimento d. Pode-se escrever A = (a, ma + b),
e procurar um ponto C = (¢, mc + b) na mesma recta tal que

d(A,C) =d,

isto é

V/(a—¢)2 + (ma+b— (mc + b))2

la —c|V14+m2 =

Como K é pitagérico, v1 + m? € K, pelo que a equagdo em c¢ é sempre possivel, tendo
duas solugdes, uma para cada direc¢io.ll

d&

9.2.4 Interseccgoes

Pretende-se a seguir estudar a a intersecgéo de rectas e circunferéncias no plano cartesiano.
Comege-se pelas seguintes definicoes:

Definigao 9.17 (corpo euclidiano) K é um corpo euclidiano se
Vac K,a>0=+acK.

Definigao 9.18 (plano euclidiano) Seja K um corpo euclidiano. Entdo g €é dito um
plano cartesiano euclidiano, ou simplesmente um plano euclidiano.

Proposicao 9.7 Seja g um plano cartesiano sobre um corpo ordenado K. Entdo as
seguintes condigdes sdo equivalentes:

(i) dadas duas circunferéncias C; e C2 em mg, se C1 tem um ponto no interior de Ca
e Cy tem um ponto no exterior de Cy, entdo Cy e Cy intersectam-se (em exactamente 2
pontos);

(i) dada uma circunferéncia C e uma rectar em wg, e r contém um ponto do interior
de C, entdo T intersecta C (em ezactamente 2 pontos).

(iii) K é um corpo euclidiano
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Dem. (i) = (ii). Seja f = 0 a equagdo de uma circunferéncia e g = 0 a equagdo de
uma recta. Entdo f 4+ g = 0 é outra circunferéncia, cujas intersec¢des com a primeira
circunferéncia sido as mesmas que as da primeira circunferéncia com a recta. Entéo (i) =
(id)

(1) = (4ii). Agora vai-se supor que se tem a propriedade de interseccdo de rectas
e circunferéncias e vai-se provar que K é Euclidiano. Com efeito, dado a € K, a > 0,
sejam os pontos O = (0,0), A = (a,0), e A’ = (a + 1,0). Seja I' a circunferéncia de
centro em ((a+1),0) e raio 1(a+1). Considere-se a recta vertical  que passa pelo ponto
A. Evidentemente A ests no interior da circunferéncia, portanto, pela propriedade de
intersecgdo de rectas e circunferéncias, arecta [ intersecta I' num ponto B. Resolvendo as
equagdes tem-se que B = (a,+/a), portanto \/a € K.

(ii1) = (i). Agora vai-se supor a existéncia de rafzes quadradas de elementos posi-
tivos de K e vai-se provar a propriedade de intersecgdo de circunferéncias. Se I',I" sio
circunferéncias de m, as suas equagdes podem-se escrever

@-af+@-b =
z-?+@y-d?® = &

onde (a,b) e (c,d) sdo os centros e r,s sdo os raios das circunferéncias dadas, e que
pertencem a K por se tratar de um corpo euclidiano. Como os coeficientes de z2 e y?
nas duas equacdes é 1, pode-se subtrair uma equagdo da outra para transforms-la numa
equacdo linear. Resolvendo esta equagdo simultaneamente com uma das quadréticas &
escolha, usando apenas rafzes quadradas, os pontos de intersec¢do tém coordenadas em
K, pelo que pertencem ao plano 7g. Falta apenas provar que, se I' e T satisfazem a
proposicio de intersecgio de circunferéncias, entdo as raizes quadradas de que se necessita
sdo raizes quadradas de elementos positivos de K, que existem por K ser euclidiano.l

Proposicio 9.8 (Hilbert) Seja Q o corpo de todos os mimeros reais que podem ser
expressos usando um numero finito de operacdes +,—, X, +, e ¢ — V1+ c2. Entio Q) ¢é
um corpo ordenado pitagdrico.

Dem. Sejam a,b € Q. Entdo a,b podem ser expressos através de uma cadeia finita de
numeros racionais e as operagdes acima indicadas. O mesmo se aplica a a+b, ab, a/b(b # 0).
Se ¢ € Q, c pode ser expresso pelas mesmas cadeias, e portanto 0 mesmo acontece com
VI + &, pelo que v1+ ¢ € Q. Portanto (2 é pitagérico, e é um corpo ordenado por ser
subcorpo de R: pode-se tomar como o conjunto P dos positivos de (), o conjunto dos
elementos de Q que sdo positivos enquanto elementos do corpo ordenado R.H

Definicao 9.19 (corpo de Hilbert) O corpo Q caracterizado na proposi¢io 9.8 chama-
se corpo de Hilbert.

O corpo 2 de Hilbert é o menor corpo que verifica os axiomas de incidéncia, ordem e
congruéncia de Hilbert e o plano 7g a menor geometria absoluta plana.

Definigdo 9.20 (plano hilbertiano) Sendo Q2 o corpo de Hilbert, mq € dito plano carte-
siano hilbertiano, ou simplesmente plano hilbertiano.

Proposicao 9.9 Seja K o conjunto de todos os nimeros obtidos a partir dos nimeros
racionais através de um numero finito de operagbes +,—, x, %, e para a > 0, a — \/a.
Entao K é um corpo ordenado euclidiano.
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Dem. Idéntica a de 9.8.0

9.3 Transformacgoes no plano cartesiano

Para completar a demonstracio de que todos os axiomas de Hilbert sfo vilidos num
plano cartesiano sobre um corpo ordenado, vai-se nesta sec¢io mostrar que o axioma III6
de Hilbert — o critério LAL — é também vélido em tais geometrias. Por postular a
existancia de movimentos sem deformagio (movimentos rigidos ou isometrias), o referido
axioma & necessirio para garantir a homogeneidade do plano cartesiano.

Definigao 9.21 (movimento rigido ou isometria) Sew é uma geometria que consiste
de nogdes primitivas de ponto, recta, entre e congruéncia de segmentos e de dngulos, que
podem satisfazer ou ndao todos os axiomas de Hilbert, um movimento rigido ou isometria
em 7 é uma aplicagdo ¢ : m — T tal que

(1) ¢ é uma aplicagdo bijectiva;

(2) ¢ transforma rectas em rectas;

(8) ¢ preserva a relagdo “entre” entre pontos da mesma recta;

(4) VA, B € m,AB = p(A)p(B);

(5)Via € 7, = p(a).

Isto &,  é preserva a estrutura determinada pelas nogdes primitivas (termos e relagoes)
em 7.
Em consequéncia imediata da defini¢io tem-se a

Proposigao 9.10 O conjunto dos movimentos rigidos de m é um grupo (para a operagdo
de composigdo), e é notado por Gr (ou apenas G).

Dem. Se A € w, por defini¢do, p(¥(A)) = p¥(A) € 7. A aplicagdo identidade ¢ é um
movimento rigido em 7. Todos os movimentos sdo inversiveis.ll

Para se garantir a existéncia de movimentos rigidos, para além da identidade, tem-se
o)

Axioma 9.1 (existéncia de movimentos rigidos (EMR)) (1) Quaisquer que sejam
os pontos A, A’ € m, eziste p € G tal que p(A) = A’

(2) Quaisquer que sejam O,A, A’ € w, A, A’ distintos de O, existe ¢ € G tal que
@(0) = O e ¢ transforma a semirecta OA na semirecta OA'.

(8) Para qualgquer recta [ € m, existe ¢ € G tal que (P) = P, VP € | e ¢ permuta os
lados de l.

Proposicao 9.11 Num plano que satisfaz os azriomas de incidéncia e ordem, e ainda
II12, III5 e as partes de existéncia de [1I1 e 1114, (emr) = 1116 (LAL).

Dem. Suponha-se verificado o axioma (emr) e vai-se provar (LAL) através do método
de Euclides. Suponha-se portanto que sao dados dois trisngulos, AABC e AA’B'C’, e que
AB=A'B',AC = A'C" e ZBAC = /B'A'C". Ent#o & preciso demonstrar que BC = B'C"
e que os angulos em B, C sdo congruentes com os angulos em B’,C’, respectivamente. Por
(EMR)(1), existe um mr,  tal que ¢(A) = A'. Seja B” = ¢(B). Entdo AB = A’'B, j4
que ¢ é um mr e AB = A’B’ por hipétese, portanto A’B’ = A'B" por III2.
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Por outro lado, por (EM R), existe um mr ¢ que deixa A’ invariante e tal que
WA B" = A'B.

Como A’B" = A’B’, e 1 preserva congruéncias, conclui-se da parte de unicidade de III1
que ¥(B") = B'. Seja C" = yp(C). Entdo considere-se a recta | = A’Bl, e as duas
semirectas A'C' e A'C". Se estio do mesmo lado de [, ndo hd nada a fazer; mas se estdo
em lados opostos, entdo por (EM R) (3) existe um movimento rfgido, & que deixa os pontos
de ! fixos e permuta os lados. Note-se com 6 € G a composi¢io ¥, ou com g9y se se
usar o. Entdo 0 tem as seguintes propriedades:

6(A)=A'; 6(B)=DB'; 6(C)=c"
estando C" no mesmo lado de A’B’ que C'. Como 6 é um movimento rigido
/BAC = /B'A'C".
Mas também, por hipétese ZBAC = £B'A'C’, portanto, por III5,
LB'AC' = /B'AC".

Ademais, C' e C" estdo no mesmo lado de A’B’. Portanto, pela unicidade em III4, conclui-

se que as semirectas A'C"” e A'C" sio iguais. Como por hipétese A’'C’ = AC,e AC' = A'CY,

como 8 é um movimento rigido, entdo, por II2 tem-se que A'C" = A’C™. Ademais C' e

C" estio no mesmo lado de A’. Portanto, pela unicidade em III1, conclui-se que C' = C".

Portanto §(B) = B’ e 6(C) = C'. Como 6 & um movimento rigido, BC = B'C' como se-
pretendia. Da mesma maneira, para os angulos, §(ZABC) = ZA'B'C’. Portanto, sendo ¢

um movimento rigido, conclui-se que

LABC = LA'B'C".
O mesmo método mostra que

LACB = LA'B'C,
0 que acaba a demonstracao.ll

Proposigao 9.12 Seja K um corpo pitagdrico, e seja T o plano cartesiano associado.
Entdo mx verifica (EMR).

Dem. Considere-se que 7x tem coordenadas (z,y). Véo-se considerar certas transfor-
magdes de 7k definidas por fungdes de z e y, e vai-se mostrar que se trata de movimentos
rigidos, e a seguir vai-se chegar a conclusdo de que existem em nimero suficiente para
provar (EMR). Em primeiro lugar, considere-se um ponto A = (a,b) e a translagio 7
dada por

’=z+a
Y =y+b

Claramente, T é uma aplicagio bijectiva, possuindo portanto aplicagéo inversa

{x-—x’—a
y=y —b
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Uma recta y = mz + k 6 transformada na equagao
Y —b=m(z' —a)+k.

Em particular, a sua imagem € uma recta, pelo que 7 transforma rectas em rectas. A
seguir, note-se que o declive da nova recta é o mesmo que o da velha, pelo que 7 preserva
angulos. E evidente que 7 conserva a relagio “estar entre”, porque esta relagio se reduz
a questdes de desigualdades no corpo K, o que néo se altera por adigdo de constantes.

Finalmente & necesssrio verificar que 7 preserva a fungéo d?. Mas isso & 6bvio, visto
que adiciona-se a mesma constante as coordenadas dos pontos A, B, pelo que no célculo
de d? obtém-se o mesmo valor. Portanto a aplicacio T é um movimento rigido. Dados dois
pontos B, C pode-se tomar a,b como a diferenca das suas coordenadas z e y, portanto
7(B) = C, e fica satisfeita a condi¢éo (1) de (EMR).

Para provar a condigio (2) de (EM R) véo-se considerar rotagdes. Uma rotagdo do
plano g é uma transformacao p definida pelo sistema

T’ =cx — sy
y' = sz +cy,

onde c¢,s € K e c¢? + 52 = 1. A transformacfo inversa é dada por

z=czt' + sy
y=—st' +cy.

Portanto, p & uma aplicagio bijectiva. Sendo linear, p transforma rectas em rectas, e um

breve cdlculo mostra que uma recta com declive m é transformada numa nova recta com
declive

; cm+s
c—sm’

m

Como as transformagées lineares preservam ou invertem desigualdades, p preserva a relagio
“situado entre”.

Mostra-se, a seguir que p preserva angulos. Dadas duas rectas de declives m; e mag,
sejam m) e mj os novos declives. Como a congruéncia de angulos é determinada pelas
suas tangentes, serd suficiente mostrar que

mp-my  mp—my
1+mimy 1+mymy

Finalmente , vai-se ver o que é que acontece com a fun¢io distancia. Sejam A e B dois
pontos. Entao, um calculo elementar mostra que

d(p(A), p(B)) = d(A, B).

Portanto p & um mr.

Pode-se agora verificar a condigdo (2) de (emr). Dados trés pontos O, A, A’, é preciso
mostrar que existe um mr que deixa O fixo e transforma a semirecta OA na semirecta OA'.
Usando uma translagio, pode-se converter ao caso O =origem. Sejam y = mz e ¢y = ma’
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as rectas que contém A e A’. Toda a rotagéo deixa O fixo, pelo que para transformar a
primeira recta na segunda, s6 se tem que encontrar c, s € K, com c? + 5% =1 tais que

,_cm+s

m =
c—8sm

de acordo com a férmula acima. Resolvendo em ordem a s tem-se

m —m

T Tt mm
Seja

m —m
1+ mm'’

Entdo pode-se resolver s = kc e s + ¢ = 1 para ¢ = :1:711?;, usando a propriedade

pitagérica de K. Portanto tem-se duas rotagdes que enviam a primeira recta na segunda,
diferindo p_glg rotacio ' = —z, ¥’ = —y. Uma destas rotagdes enviard a semirecta OA na
semirecta OA’' como se queria.

Para completar a demonstragio de (emr), falta verificar a condicéo (3), segundo a qual
para toda a recta [, existe um mr (dito reflexdo) que deixa ! fixo ponto por ponto, e que
troca os dois lados de I. Usando uma translagido de um ponto de [ & origem O, pode-se
assumir que O € . Seja A qualquer outro ponto de /, e seja p uma rotagio que envia o
eixo positivo na semi-rescta OA. Seja o a reflexiio no eixo zz’ definida por

{ =z
!
Yy =Y
Claramente trata-se de um mr que deixa o eixo zz’ invariante ponto por ponto e troca os
dois lados. Portanto ¢ = pap~! é a reflexdio procurada na recta /.l

e

Proposigao 9.13 Se K é um corpo pitagdrico qualquer, entdo o plano cartesiano g
sobre K é um plano de Hilbert que satisfaz o azioma das paralelas de Hilbert, V.

Dem. Na proposicdo 9.2 tinha-se verificado que os axiomas de incidéncia I1-I3, na 9.5
os axiomas de ordem IT1-II4 e na 9.6 os axiomas de congruéncia. Na proposicdo anterior,
provou-se que (EMR) é vélida em 7k, pelo que, ITI6 é também vélida. Para que o plano
seja euclideano, é necessério e suficiente que o corpo K seja euclidiano.ll

Pode-se agora demonstrar que num plano euclidiano existem movimentos rigidos “em
nimero suficiente” para garantir a congruéncia de segmentos e angulos através do método
euclidiano de sobreposigao.

Proposigdo 9.14 Num plano de Hilbert qualquer é vdlido o azioma (EMR).

Dem. Em primeiro lugar vai-se mostrar a existéncia de simetrias axiais (reflexdes), e
outros movimentos rigidos serdo feitos a partir destes.

Seja dada uma recta [. Vai-se construir um movimento rigido movimento rigido o,
chamado simetria de eixo { ou reflexdo em [, que deixa os pontos de [ invariantes e troca
os dois lados de I. Para qualquer ponto P € [, define-se o(P) = P, e para pontos A ¢ [,
traca-se a perpendicular AAg a [, e faz-se a sua extensdo até ao outro lado de /, tal que
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m = :40_14; . Entdo pde-se 6(A) = A’. Claramente 02 = id, pelo que o é uma aplicagéo
bijectiva.

Sejam A, B dois pontos quaisquer n&o em I. Vai-se agora mostrar que AB = A’B’, onde
A" =0(A) e B' = 0(B). Se A e B pertencem 4 mesma recta perpendicular a [, é imediato,
subtraindo os segmentos congruentes. Se A, B estdo em perpendiculares diferentes, sejam
Ay, By os pés dessas perpendiculares. Entao usando os 4ngulos rectos em Ay, pelo critério
LAL

AApABy = AAgA'By.
Portanto,
ZAByAg = LA ByAy.
Subtraindo a partir dos Angulos rectos em By, tem-se que
LAByB = ZA'ByB'.

Por outro lado, ABy = A’ By a partir dos primeiros tridngulos. Pode-se agora aplicar LAL
de novo para concluir que

AAB()B = AA’B()B,.
Em particular tem-se
AB=AH.

Suponha-se agora que A, B, C, sdo trés pontos nao colineares cujas imagens por ¢ sdo
respectivamente A’, B/, C'. Entao por LLL conclui-se que

AABC = AA'B'C/,
e, em particular,
LBAC = /B'A'C'.

Portanto o preserva angulos. Daqui se conclui facilmente que o preserva rectas e a relagéo
“estar entre” , pelo que de facto # é um movimento rigido.

Para verificar que (EM R) ¢ vélido, estabeleceu-se a propriedade (3) para a existéncia
de simetrias axiais. Sendo A, A’ dois pontos , seja ! a perpendicular da mediatriz do
segmento AA’. Entdo o, enviard A em A’. Portanto a condigo (1) de (EMR) é verificada.
Para a condigao (2), sejam O, A, A’ trés pontos. Seja ! a bissectriz do &ngulo ZAOA'. Entéo
a simetria o; enviara a semirecta OA na semirecta O—)A’ e deixard O invariante. Portanto
(EMR) é verificado, como se queria demonstrar.ll

Coroldrio 9.1 Em presen¢a de todos os axiomas dum plano hilbertiano, & excep¢do de

1116, o azioma III6 é equivalente a (EMR).

Dem. Basta combinar a proposi¢do anterior com a proposi¢ao 9.11.H
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9.4 Estrutura vectorial de 7

Vejamos-se agora algumas nogdes relacionadas com a estrutura de espago vectorial de mx.

Definigio 9.22 (produto por um escalar) Num plano cartesino m define-se o seguinte
produto entre A(ay,az) e um escalar A€ K :

AA = A\ = (Aay, Aag)

Proposicao 9.15 Seja i um plano, dotado das operagdes de adi¢do de pontos e multi-
plicagdo de um ponto por x € K. Entdo

(i) (mx,+) é um grupo abeliano

(it) T é um espago vectorial sobre K.l

Pode-se também definir em 7x um produto interno (canénico). Nesse caso tem-se

Definigdo 9.23 (produto interno canénico) Num plano cartesino Tk define-se o sequinte
produto entre A(ay,a2) e B(by,b2):

A - B = a1b; + agby
Proposicao 9.16 A1 B A-B=01

Defini¢ao 9.24 (produto externo) Num plano cartesino my define-se o sequinte pro--
duto entre A(ay,as) e B(b1,bs), chamado produto externo:

Ax B= albg - blag.
Tem demonstracio imediata a seguinte

Proposigao 9.17 O produto externo A x B é a drea orientada definida por A e B e
tem-se

i)Ax B=—-BxA

W) A-B=B-A

i) Ax A=0

w)A-(AxB)=0

v)A-(B+C)=A-B+A-C

vi) zA - yB = zy(A - B)

vit) A X yB = zy(A x B)

ondexr,yc K, e A,Beng.ll

9.5 Plano cartesiano hilbertiano nao-arquimediano

Nesta secgiio vai-se, em primeiro lugar, ver a relagdo entre a continuidade no corpo base
e a continuidade no plano da geometria. Em segundo lugar, vai-se, aplicando os axiomas
veronesianos de continuidade, desenvolver a geometria analftica num plano cartesiano
hilbertiano, como um modelo H-V de GNSA.
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9.5.1 Relagao entre a estrutura transarquimediana do corpo base e a da
geometria

Proposicao 9.18 Seja (K, P) um corpo ordenado. O plano cartesiano mg satisfaz o
azioma IV1 ou o azioma IV2 se e 56 se o corpo K satisfaz as propriedades correspondentes
para corpos, nomeadamente:

(A) (azioma de Arquimedes para corpos): Ya > 0,3n € N(n > a).

(D) (azioma de Dedekind para corpos): Suponha-se que K = SUT, e para todo oa € §
ebeT, se tem a < b. Entdo eziste um tunico ¢ € K tal que para todo o a € S e todo o
beT, setema<c<boua<c<hb :

Dem. Para IV1, pode-se escolher coordenadas tais que o primeiro segmento AB seja o
segmento unitdrio. Se C e D pertencentes a recta correspondem a elementos ¢ < d € K,
entdo n cépias de AB excederdo CD seesésen > d — c.

Para IV2, escolham-se coordenadas tal que a recta em questdo seja o eixo zz’, e
identifiquem-se os seus pontos com os elementos de K. Entdo as proposicoes sao as
mesmas.H

Proposicao 9.19 Seja K um corpo ordenado que satisfaz o azioma (A) de Arquimedes.
Entdo erxiste um isomorfismo de ordem entre K e um subcorpo de R. No caso em que,
para além disso, K satisfaz o axioma (D) de Dedekind, esse subcorpo é igual a R.

Dem. J4 se viu que K contém um subcorpo Ky isomorfo a Q. Isso fornece um tnico
isomorfismo

vo:Ko—QCR.

Vai-se extender ¢y a um isomorfismo de K em R. Seja o € K. Em virtude do axioma de
Arquimedes, existem em K inteiros maiores e menores que «. Portanto, seja ap o tnico
inteiro n tal que n < o < n+1. A seguir defina-se a3 € 1—10Z como o unico décimo de inteiro
tal que a; < o < a7 + 1—10. Similarmente, defina-se ag € I—(I)OZ tal que as < a < ag + %0.
Continuando o processo obtém-se a sequéncia

ap<ay<ap <.
de niimeros racionais com a propriedade
vneNa, <a<a,+10™"

No caso do corpo dos numeros reais R, estas convergem para um nidmero real, notado
(). Fica definida uma aplicagéo

p: K —-R
E facil de ver que
p(a+ B) = p(a) + ¢(B)
e que

p(aB) = p(a)p(B).
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Portanto ¢ é um isomorfismo de corpos, que é necessariamente um isomorfismo sobre a
sua imagem. Vé-se também que

a < = ¢(a) < e(B),

pelo que ¢ & um isomorfismo de ordem de K sobre ¢(K) C R.
Assim a condigdo (D) em K é equivalente & condi¢do (D) em ¢(K), j& que esses dois
corpos sdo ordenadamente isomorfos. Todo o nimero real r & caracterizado pelos conjuntos

Yi={acR:a<r}

So={aeR:a>r}

portanto, claramente (D) & verificado em p(K) se e s6 se p(K) =R.W

Deste resultado tem-se que todo o subcorpo K de R torna-se num corpo ordenado se
se tomar para P C K os elementos de R*3.

Doravante considerar-se-4 sempre a existéncia de um isomorfismo ¢ entre um corpo
ordenado K (arquimediano ou néo) e cada uma das rectas de 7.

A préxima, definigio introduz ordens de grandeza nos corpos néo-arquimedianos:

Definicéo 9.25 (elementos ip, ig, Im, ap) Seja K um corpo ordenado ndo-arquimediano.
Diz-se que um elemento a € K é

(i) Limitado (Im) se existe n € N tal que —n < a <mn;

(ii) Infinito (ig) se nio existe n € N tal que —n < a <mn;

(iii) Infinitésimo (ip) se para todo o n € N, —icac< L

(iv) Aprecidvel (ap)se ndo for ig nem ip.

9.5.2 Geometria nao-arquimediana

Sendo K um corpo nio-arquimediano, através do isomorfismo ¢ : K 2 _, 7k, as ordens de
grandeza de K sdo transferidas para mx. Assim para A{ay, a2) € Tk, a1 e a2 podem ter
quaisquer ordens de grandeza, o que se reflecte na estrutura métrica de 7. Tem-se a

Definicdo 9.26 (médulo de um ponto) Seja K = (K, P) um corpo ordenado ndo-
arquimediano e Tx o plano cartesiano correspondente. Chama-se mddulo ou norma de
A(ay, a2) € Tk ao nimero [A| € Ki = P U {0}, que verifica a condigdo

|A]? = d*(4,0) = d*((a1, a2), (0,0)),
isto é,

2 ¢
|A]® = af + a3

No que se segue vai-se continuar a utilizar a terminologia “ponto” em vez de “ponto-
vector” ou de “vector”

30 estudo de corpos ordenados arquimedianos é equivalente ao estudo de subcorpos de R.
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Definicao 9.27 (ordens de grandeza no plano cartesiano) Seja K um corpo nao-
arquimediano e Tg o plano cartesiano correspondente. Um ponto A € T diz-se

(i) ip se |A| éip

(i) ig se |A| éig

(iis) lm se |A| élm

(iv) ap se |A| é ap.

As propriedades reunidas na proposigao seguinte, sdo evidentes:

Proposigao 9.20 A(a;,a2) € g €é:
i) ip se a1, ag sdo ip;
it) ig se a1 =1igV ag =1ig
i) lm se a3, az ndo sio simultaneamente ip nem nenhum deles é ig.
iv) ap se a1, ag ndo sdo simultaneamente ip nem simultaneamente ig. Wl

Tem-se que

Proposigdo 9.21 A aplicagdo |-| : 1 — K em g goza das sequintes propriedades:
(i) |A| =0« A= (0,0)
(") |A - BI < ma’x{lAl ) |B|}1 VA,Berg.B

Isto é, |.| € uma ultramétrica em mg.

Nota 9.2 A condigio (i) implica a desigualdade triangular usual
|A - B| < |A| +|B|
o que significa que (i) é uma desigualdade mais forte. Na realidade tem-se
|A — B| < max{|A|,|B|} < |A| +|B|.

Proposi¢do 9.22 Para todo os elementos A, B € g com uma ultramétrica |-|, tem-se
(a) |-B| = |B]|
(b) |A+ B| < max{|{A],|B|},
(c) |A+ B| = max{|A|, |B|} se |A| # |B|

Dem. Por 9.21 (i7) tem-se |—B| < max{|O|,|B|}, portanto, |-B| < |B|. Do mesmo
modo tem-se |B| < |—B|. Portanto tem-se a). Por a) e |A — (—B)| < max{|4|,|-B|}
tem-se b). Para demonstrar c) pode-se supor |A| < |B|. Aplicando b) tem-se |B| <
max{|A + B|,|A|} < max{|B|,|A|}. Como, por hipétese, |A| < |B|, tem-se max{|B|, |A|} =
|B|. Portanto, |B| = max{|A + B|, |A|}. De |A| < |B| deduz-se |B| = |A + B, pelo que
se tem c).l

Por indugéo, a partir de c) tem-se a

Proposigao 9.23 (principio de dominéncia) Seja A, € 1k, v =1,...,n, tal que |A1] >
|Ay| para todo o v > 1. Entéo

n

>4

v=1

= |Ay]
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Como consequéncia imediata tem-se o

Corolério 9.2 Se 5»_; A, =0, A, € Tk, n > 2, entdo existem dois indices i e j, com
1 <i<j<n, tais que

A = 1451 = max {14}
n

Proposicao 9.24 Seja |-| uma ultramétrica em w(k p). Seja |-f m(k,p) — P U{0} uma
aplicagdo tal que

i)|0f'=0

i) |A| < |B| = |A <|Bl',V A,B e nk.

Entdo |-|" é uma ultramétrica.

Dem. Tem-se que provar que |A — B| < max{|A|',|B|'} para todo o A, B pertencentes
a mg. Se |A| < |B|, deduz-se de |A — B| < max{|A|,|B|} = |B| que |A — B < |B|' <
max{|A|',|B|'}. Se |B| < |A| procede-se exactamente da mesma maneira.ll

Considerando a estrutura de grupo abeliano de 7k, tém-se alguns resultados:

Definicdo 9.28 Para todo x € PU {0}, definem-se os sequintes subconjuntos de mg, por

7%(z) = {Xeng:|X| <z}
g () {X eng: | X| <z}

Proposigao 9.25 75%(z) e i (z) sdo subgrupos de mx.M

Note-se que 7% (z) C mx(z); portanto, para x € P, os grupos residuais T(z) =
75 (2)\7x(z), estdo bem definidos.
Recorde-se a

Definigao 9.29 (niicleo de ||) O conjunto definido por ker|-| := {X € 7k : |X| =0} é
chamado o nicleo de |-|.

E evidente a
Proposigao 9.26 ker || = Nycp ™% () = Negep Tx(z).0
Em particular tem-se

Coroldrio 9.3 ker || é um subgrupo de mx. B
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9.5.3 Topologia do plano cartesiano hilbertiano nao-arquimediano

Definigao 9.30 (plano cartesiano semi-normado, normado) Seja mx um plano nio-
arquimediano e |-| : 1 — PU{0} uma ultramétrica. O par (7k,|-|) é um plano cartesiano
semi-normado.

O par (7, |-|) é um plano cartesiano normado se for ker |-| = {0}.

Definigdo 9.31 (disténcia entre dois pontos) Seja mg um plano cartesiano semi-normado.
Define-se em g a disténcia

d(A,B):=|A-B|, ABEenk.

7wk fica munido duma topologia pseudométrica, e transforma-se num grupo topoldgico,
isto &, a operagdo (A, B) — A — B é contfnua no grupo.

Observe-se que, olhando para a estrutura topolégica de 7wk, o grupo mx admite uma
base de vizinhangas contavel em O = (0,0), que consiste em subgrupos de 7x. E sabido
que, reciprocamente, todo o grupo topolégico abeliano com um tal sistema fundamental
de vizinhangas em O possui uma ultramétrica que define a topologia.

Proposicao 9.27 A aplicagdo || : mg — P U {0} é continua.
Dem. Pretende-se demonstrar que
Al - |B|| < |A - B|,VA,B € k.

De facto tem-se |A| = |B|, quando |A — B} < max{]A|, |B|}. O subgrupo ker |-| & fechado
em i . B
Demonstra-se facilmente a seguinte

Proposigio 9.28 7 é um espaco de Hausdorff se e s6 se wg for wm grupo normado.l

A seguir indicam-se alguns resultados que ajudam a diferenciar as topologias ultra-
métricas em espagos cartesianos naoc-arquimedianos e as topologias familiares nos espagos
euclidianos arquimedianos.

Em virtude da desigualdade 9.21(4¢) da defini¢io de ultramétrica, resulta que a métrica
d & uma ultradisténcia, e satisfaz ao seguinte axioma adicional

d(A’ O) < max{d(A, B)1 d(Ba C)}aVA’ B, Ce TK-
Geometricamente este axioma tem o seguinte significado:

Proposigao 9.29 Em todo o tridngulo de mx, um dos lados é no mdzimo igual ao maior
dos outros dois, isto é, todos os tridngulos em Tg sdo i3dsceles.

Definicao 9.32 (¢— proximidade) Seja ¢ € P. Dois pontos A,B € wg dizem-se -
prozimos se d(A, B) < € e nota-se A ~¢ B.

E claro que
A~¢B& A-Bemnik(e).

A relagdo ~¢ é claramente uma relacdo de equivaléncia em mg.
Sejam, como usualmente,
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Definigdo 9.33 (bola de centro A e raior) BY(A,r) = {X € g :|{X — A| <r} é a bola
de centro em A € g e raio r € P, com a circunferencia fronteira;

B=(A,r):={X eng:|X — Al <t} é a bola de centro em A € mx e raioT € P, sem
a circunferencia fronteira.

Tem-se que B~(A,r) é exactamente a classe de equivaléncia de ~, que contém A,
donde resulta que

B=(A',r) =B (A,r),VA € B~(A,r)
Analogamente
B*(A',r)= B*(A,r),VA' € B*(A,r)
0 que mostra que
Proposicao 9.30 Todo o ponto de uma bola é centro dessa bola. B
Em particular, resulta que
Coroldrio 9.4 todas as bolas sdo abertas em 7y .0
Em consequéncia tem-se a seguinte propriedade:

Proposicao 9.31 Dadas duas bolas By, By C 7k, tem-se BN By = ou By C B, (B1N
B2) = By, isto é, em mk duas bolas ou sdo disjuntas ou estd uma contida na outra.

Dem. Com efeito, se A € B; N By, pode-se encarar A como um centro comum das
duas bolas. Entdo tem-se necessariamente uma contida na outra. Noutro caso tem-se
BinNnB; =01

Proposicio 9.32 Seja S(A,r) ;== {X € 7k : |X — A| =1} a esfera de centro em A € 7k
e raio v € P, que é fechada em Tk, por definicdo. Ser ¢ P, esta esfera é vazia. Tem-se
que

B~ (X,r) C S(A,r),VX € S(A,T).

Dem. Seja B € B~(z,r). Entdo |X — B| < |X — A| = r. Entéo a proposi¢éo ,9.22(c)
implica

|B— Al =|(B—X)+ (X - A)f =max{|B - X[, |X - A]} =,

isto é, Be S(A,r).
Em particular tem-se:

Coroldrio 9.5 Toda a esfera em g é aberta.ll
E como B—(A,r) = B*(A,r) — S(A,r) e como B*(A,r) é fechada, vé-se que

Corolério 9.6 Toda a bola em wi é fechada. M
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Nota 9.3 esta dltima afirmagdo também é consequéncia do facto de, num grupo topoldgico,
os subgrupos abertos serem também fechados.

Tem-se ainda a

Proposicao 9.33 Um plano cartesiano normado mx é totalmente desconezo (para a
topologia ultramétrica).

Dem. De facto para todo A € g a componente conexa T de {A} estd contida em
todo a vizinhanca aberta de {A}. Pelas observages anteriores, as bolas B™(A,r) séo tais
vizinhangas. Assim T = {A}.®

Definigao 9.34 (pontos infinitamente préximos) Seja K um corpo ndo-arquimediano
e Tx o plano cartesiano correspondente, A,B € T . A e B dizem-se infinitamente proz-
imos (e nota-se A ~ B) se

d(A, B) = ip.

Defini¢do 9.35 (segmento de recta) Dados dois pontos A,B € 7k, o segmento de
recta definido por eles ¢ AB = B — A.

Definigao 9.36 (comprimento de um segmento de recta) Dado um segmento de recta
AB o seu comprimento é |AB| = |B — A| = d(A, B).

Definicao 9.37 (segmento de recta ip, ap, ig e Im.) Um segmento de recta AB ¢é ip,
ap, ig ou lm se o seu comprimento for ip, ap, ig ou lm, respectivamente.

9.6 Novas nogoes
Definigao 9.38 (quase-paralelismo) Num plano ndo-arquimediano wx duas rectasr, s
com declives m e m' respectivamente, dizem-se quase-paralelas, se m =~ m/, e nesse caso
escreve-se

T |Is 8,

onde i = |m —m'| é um ip.

Nota 9.4 A notagdo ||; serd usada também para designar o quase-paralelismo, mesmo
quando ndo hd necessidade de se especificar o ip 1.

De notar que pode ser r N's # § (r }f s) e mesmo assim ser r |; s.
E evidente que o paralelismo é um caso particular de quase-paralelismo:

rlls=r|:s.
Também é evidente a

Proposicao 9.34 A relagdo r ||; s em g é de equivaléncia.
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Dem. Consequéncia imediata das propriedades de ~ .l
Abaixo introduzem-se nogoes realativas ao quase-paralelismo no plano:

Definicao 9.39 (vizinhanga tubular infinitesimal de uma recta) Dado um plano carte-

siano ndo-arquimediano Tk, e r € Tk, chama-se vizinhanga tubular infinitesimal de raio
€ der, ou e—tibulo de r, ao conjunto dos pontos X € mg tais que

d(X,r)<e
sendo € um ip de K. Nota-se r.
De forma idéntica se definem vizinhanga tubular de uma figura geométrica qualquer:

Definigdo 9.40 (vizinhanca tubular de uma figura) Dada um subconjunto F de k (figura),
chama-se vizinhanga tubular ou tibulo de F, de raio € (= ip), ao conjunto

Fo={Xenkg:d(X,F)<e}
Tém-se as seguintes proposi¢oes
Proposicdo 9.35 Sendo € um ip de K, tem-se

s€re=>s |

Dem. Evidente.ll

Proposigao 9.36 Se s || r entdo,
Vz € s,y €767 iy,

com €,6 ips.

Dem. Evidente.ll
Coroldrio 9.7 Se s || r entdo,

Vz € re,s (i z,

onde x é uma recta.l

Estes resultados motivam as seguintes defini¢des:

Definicdo 9.41 (tubulos quase-paralelos, paralelos) Se r ||; s entdo diz-se que ¢ |; ss,
g, 0 ips. Em particular, se r || s entdo diz-se que r, || ss.

Proposicao 9.37 Duas rectas sdo quase-paralelas se e s6 se pertencerem a tébulos quase-
paralelos (sentido lato).



9.6 Nowas nogées 157

Definigao 9.42 (recta quase paralela a um tibulo) Diz-se que r ||; s, se existe x € s¢ tal
quer || z (¢ umip de K, x uma recta de k).

Tem-se também a
Proposigio 9.38 Se AB, CD, sio ap, entio AB |; CD < (AB x CD) ~0.

Dem. Sejam A(ai,az2), B(by,b2), C(c1,c2) e D(dy,dp). Tem-se que AB |; CD &
=6z o, d2—c2 4 (b2 - a2)(d1 - Cl) - (dg - 62)(b1 - a1) ~0& AB x —C—’ﬁ ~ 0.1

=
1—a1 di—cy

Nota 9.5 Num plano hilbertiano ndo-arquimediano wg seja dada uma rectar, e K 3 €, ip.
i) por um ponto P exterior ar, tal que 0 < d(P,r) < €, passa uma dnica recta paralela
ar (isto é, localmente mx é euclidiano).
ii) por um ponto Q exterior a r, passa uma infinidade de rectas quase-paralelas (no
sentido estrito) a .

Definicao 9.43 (quase-colinearidade) Num plano ndo-arquimediano Tk trés pontos
A, B,C sdo quase colineares se

AB | BC.

Nota 9.6 Se s ||; ,sNr # B, existem pontos P,Q € s e R € r, tais que P, Q, R sdo
quase colineares. '

Tem-se a seguinte

Proposicao 9.39 Se |AB|, |BC| #ipeA,B,C € r., entio A, B, C sdo quase-colineares.
Dem. B

Definigao 9.44 (quase-perpendicularidade) Num plano ndo-arquimediano wyg duas

rectas T, s com declives m e m' respectivamente sio quase-perpendiculares se m ~ —#, e
nesse caso escreve-se

rl;s.
Para segmentos, e em termos de produto interno, tem-se:
Proposicao 9.40 AB 1, CD < AB-CD =~ 0.

Dem. Sejam A(ay, az), B(by, b2), C(c1,c2) e D(dy,dz). Tem-se AB L; CD & 1:21 =
—22 & (by - ag)(da — cz) + (d1 — 1) (by —a1) ~ 0 AB-CD ~ 0.0

Nota 9.7 Note-se que como AB x CD ndo é necessariamente ip quando d*(B,C) =ig e
d?(A, C) = ip, ndo se tem que A, B,C sdo colineares sse Apapc =~ 0.

Definicao 9.45 (tibulos perpendiculares) r. L ss < r L s.

Sao evidentes as seguintes proposigoes:
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Proposicao 9.41 Ser L s entdor 1; z,Vx € s5.1
Proposicao 9.42 zer.Ayess =z L; vyl
Proposigao 9.43 Se A, B, C sdo colineares, |AB| é ap e Aappc ~ 0, entdo
Aapac = AApPAB.
Dem. As duas dreas diferem duma drea ip.ll

Definigdao 9.46 (4ngulo ip) Num plano hilbertiano nio-arquimediano wg, um dngulo 8
diz-se ip se

[tan | = ip

Dada a definigio de tangente de um angulo (tana = + l"";m

), resulta que o angulo
4

1+mm’
0 entre duas rectas de declives m e m/, respectivamente, é ip se m’ ~ m.
E evidente a

Proposicao 9.44 Se a é um dngulo, r uma recta e a C 7, entdo a é ip.

Dem. Com efeito, os declive dos lados sao i-préximos.Hl
Tem-se facilmente os seguintes resultados cléssicos

Proposicao 9.45 Se 8 é ip, entdo
(i) sinf ~ 0
(i) cos @ ~ 1.
(ii1) |tan( + 0)| = ig

Dem. Com efeito, como 8 é ip, tan 8 é ip, e tem-se
(i) sinf@ = tanf cos @ = ipcosf = ip = sinf = 6.
(ii) cos@ = tanf/sinf = ip/ip~ 1

_ |sinm/2cos@Fcosw/2sinf
(lll) |tan(7r/2 * 0)| " |cosw /2 cosftsinm/25in0

~ -
~ lLip

= g, (r, s ndo verticais).l

Proposigao 9.46 Sejam r,s tais que v L; s. Entdo £(r,s) ~ %.

Dem. Seja m o declive de r e m’ o declive de s (s néo vertical). Por hip6tese tem-se
~ 1 -
m = —=. Seja o o angulo entre 7 € 5. Tem-se
m' —m

o~

=1g;

m - _L, !y g
tana = ( m)l=m.+w

p

1
1+ mm/ 1—=m
por outro lado tem-se

arctanig =a & a = -,

|3

onde ig > 0.0

*Note-se que tan o nio est4 definida para o recto. Mas no caso um dos lados de o ser vertical (declive=
oo ¢ K), pode-se ainda usar a férmula. Tem-se, por exemplo

co—m 1

l+moo m'

onde oo é o hal dos ¢g, na notagdo de Van den Berg,.
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Definicao 9.47 (4ngulos quase-congruentes) Um dngulo o definido pelas rectas r e
s, de declives m e n, respectivamente, é quase-congruente com um dngulo B definido pelas
rectas ' e s' de declives m' e n' respectivamente, e nesse caso nota-se

La= /B
se for
ma~m Anxn,
isto é, se o0s seus lados forem, respectivamente, quase paralelos.
Proposicdo 9.47 Lo LB & da= 4f.

Dem. Sejam m e n os declives dos lados de @ e m’ e n’ os declives dos lados de .
Como por hipétese m ~ m’ e n ~ n’ tem-se entdo que

¢ m—n tan 8 m' —n’
anx = ~ tan 0 = | ————
1-mn 1-min'|’
pelo que é Lo =~ 4f3.
. — I _m?
Reciprocamente se for Lo =~ £, tem-se tana = ‘112 —| ~ tan § = |{%—7=|, pelo que
_ r_ ot
| 22| - || ~ 0 pelo que

Definigao 9.48 (dngulo de dois tibulos) Define-se dngulo dos tibulos A_B)6 e we como
sendo (LABC)..

Teorema 9.5 LABC = /A'B'C' & LABC,LA'B'C’' C (LABC),, £ ip, isto é, dois
dngulos sao quase-congruentes sse um deles estd contido numa vizinhanga tubular infinites-
imal do outro.

Definicao 9.49 (segmentos quase-congruentes) Dois segmentos AB e CD sdo quase
congruentes, e nesse caso nota-se AB =~ CD, se

|AB| = |CD].
Proposigio 9.48 Se AB C (CD).
) AB=0D
i) AB | CD.W

Definigao 9.50 (tridngulos quase-congruentes) Dois tridngulos AABC e AA'B'C’
sdo quase congruentes se os lados correspondentes forem quase congruentes, isto é,

BAx=BA;, AC=AC'; CB=CPH
Proposicido 9.49 (critério LAL de quase-congruéncia) Se
AB=A'B’;, BC=B'C'; LABC~LA'B'C’

entdo AABC e AA'B'C' sio quase congruentes.
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Dem. .R
Proposigao 9.50 AABC C (AA'B'C"). = AABC 2 AA'B'C', ¢  ip
Veronese demonstra que
Proposicao 9.51 Num tridngulo AABC,
AB~0= AC~BC
Dem. Caso contrério a desigualdade ultra-métrica seria violada.ll

Proposigao 9.52 (critério AA ~ de quase-semelhanga) Dois tridngulos AABC e AA'B'C’
sdo quase-semelhantes se tiverem dois dngulos quase-congruentes.l

Proposicao 9.53 (Critério LLL ~ de quase-semelhanga) Dois tridngulos com lados cor-
respondentes quase-proporcionais, sio semelhantes.l

Proposigao 9.54 Num tridngulo AABC,
ABe@QABC e & = Aaapc ~ 0

Dem. Pelo teorema anterior fica AB = AC e a altura do tridngulo em relagio a AC
seria ip. Assim tem-se

Ap = lAzclip = ip.

|

Proposigao 9.55 Se A, B, C sao colineares e Aappc = 0 entdo
AapBc = AaPAB.

[ |

Defini¢ao 9.51 (segmento ip) Sejam A, B € wg, K néo-arquimediano, tais que d(A, B) =
ip. Nesse caso diz-se que AB ¢é um segmento ip.

De forma idéntica se definem segmentos ig, ap e Im.
E natural que se considere um segmento ip como um conjunto externo de pontos.

Defini¢do 9.52 (halo de um ponto) Dado um ponto P € Tk, define-se o halo de P
hal(P) = {X € ng : d(X, P) = ip}.

E evidente que o halo de um ponto P, num plano cartesiano nio-arquimediano ng, é
um disco de raio i¢p: é uma vizinhanga aberta (por 9.4) ip de P (e por 9.30) é também
vizinhanga de todos os pontos X tais que X € hal(P).

Para 4reas orientadas tem-se

Proposigao 9.56 |CD| ¢ ap entdo AB |; CD < Aaacp =~ AaBep-
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Dem.. R

Definigdo 9.53 (pontos standard e pontos ndo-standard) Seja K um corpo ndo-
arquimediano e Tg o plano cartesiano ndo-arquimediano correspondente. P(x,y) € Tk
é dito wm ponto standard se x e y sdGo numeros standard de K, e ndao-standard no caso
contrério.

Exemplo 9.2 Seja R o conjunto dos nidmeros reais standard e R D R uma extensdo de
R, com elementos ndo-standard. Entdo no plano cartesiano nao-arquimediano mw, 08
pontos standard séo os pontos P(x,y) com (z,y) € R2,

Exemplo 9.3 Na geometria cartesiana usual em R?, todos os pontos considerados sio
standard.

Proposicao 9.57 Seja P um ponto standard. Os pontos X tais que X € hal(P)\{P}
sdo pontos ndo-standard.

Dem. Supondo, sem perda de generalidade, que P = O = (0, 0), seria, para X(z,y) €
hal(P)\{P}, z ip ou y ip, logo, X seria ndo-standard.ll

Coroldrio 9.8 Um segmento ip tem um dnico ponto standard.W

Tem-se entdo que um segmento AB,ip é “isomorfo” ao halo de um ponto P € AB,
que é o tnico ponto standard de AB.

Definigao 9.54 Ao dunico ponto standard de um segmento ip AB chama-se sombra desse
segmento, e nota-se °AB.

Teorema 9.6 (discretizagio de um segmento) Seja AB um segmento ap. Pode-se

discretizar AB com uma particdo infinitesimal, P, = {Py = A, Py,...,P, = B}, com
Pi < -Pi+1; n 1’9

Dem. Com efeito, para todo o i se tem FP; ~ P;,;. Nesse caso nao existe nenhum
elemento standard entre P, e P;;,. Com efeito, se existisse um tal elemento, digamos R,
ter-se-ia °P; < P; < R < Fj41 < °P,41, 0 que é absurdo. B

Finalmente, tem-se o

Teorema 9.7 Esta geometria nao-arquimediana é modelo dos axiomas HVI-HV15.

Dem. Por construgdo, esta geometria verifica os axiomas de Hilbert, isto é, os ax-
iomas HV1-HV13. A verificagio dos axiomas de continuidade de Veronese, HV14 e HV15,
decorre da existéncia de infinitesimais, por auséncia do axioma de Arquimedes.ll

Tem-se entdo uma geometria analitica ndo-standard ndo-arquimediana, contfnua &
Veronese, portanto um modelo Hilbert-veronesiano de GNSA.
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9.7 Algumas aplicagdes elementares do modelo

9.7.1 Introducao: novas definicoes

Nesta secgéio vai-se considerar o modelo H-V, contfnuo a Veronese, isto é, verificando os
axiomas VC1 e ou VC2. Colocamo—nos portanto no plano cartesiano hilbertiano nao-
arquimediano wg. Tem-se:

Defini¢do 9.55 (linha poligonal, poligono) Uma sucessdo [P,] de pontos standard Py, P1, Py, ..., Pa
define uma linha poligonal PoPiUPPaU...U Py_1 Py. [Py diz-se um poligono, de n lados,
se

(i) Pn =P

(ii) i,j # 0,n = Pi # P;

Definigao 9.56 (curva) Uma curva é uma linha poligonal [Py] com n um mimero ig, (n €
o) podendo ser notada [Pig], caso necessdrio, onde ig designa um infinitamente grande
especifico.

Observe-se que, numa curva, por defini¢do, os pontos Py, Py, ... sdo standard e, para
cada escala fixada, ndo existe entre eles nenhum ponto standard (Teorema de discretizagdo
de um segmento (teorema 9.6)°).

Definigao 9.57 (vértices e lados duma curva) Aos pontos P; duma curva T = [Py
dio-se o nome de vértices de T', e aos segmentos (ip) P,P;+1 ddo-se os nomes de lados
da curva T'.

Defini¢ao 9.58 (curva de Jordan) Uma curva I’ = [Py] é dita de Jordan se
i) Bp=P,
i) i,j #0,n = P; # P; (condigéo de nio auto-interseccdo)’

Definigao 9.59 (circunferéncia) Uma circunferéncia é uma curva de Jordan C = [Py,
tal que

(i) Para todo o i, os segmentos P;P;y1 sdo congruentes entre si;

(i) O dngulo (ip) ZP;_1P;P;11 entre dois lados consecutivos é constante.

Esta definicio de circunferéncia, s6 legitima numa GNS, debela os problemas de con-
tinuidade advenientes da defini¢io cldssica de circunferéncia. E mais intuitiva, no sentido
em que se trata duma circunferéncia “tragada” com um compasso. Por outro lado a
transferéncia da continuidade & Veronese da recta para a circunferéncia é automética.

Definicao 9.60 (curvatura duma curva num ponto) Considere-se num plano nao-
arquimediano Tx uma curva T’ = [P,]. Chama-se curvatura de T’ num ponto Py € Fi_1F;
ao dngulo o que verifica

(i) a = 0 se P, ndo for um vértice de T' (isto é, se Py for nio-standard);

(ii) « = LP,P;P;;1 onde PR | P_1P. (4ngulo externo), se Py for um vértice (isto é,
se Py, for standard).

"0 axioma de continuidade de Veronese garante este mesmo resultado.
Isto &, uma curva de Jordan é um poligono com um nimero ig de lados.
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Nota 9.8 O dngulo a pode ser orientado positivamente ou negativamente, pelo que a
curvatura de uma curva num ponto pode ser positiva, nula ou negativa.

Nota 9.9 Observe-se que a curvatura duma curva “concentra-se” nos seus vértices ou
pontos standard.

Pela definigao de curvatura, a circunferéncia tem a mesma curvatura em todos os seus
pontos standard. Uma recta é também uma curva de curvatura constante e ip (podendo,
em particular ser zero — e esta particularidade é a vnica distingdo possivel entre recta e
circunferéncia, no plano).”

Nota 9.10 Repare-se que os dngulos entre lados consecutivos duma circunferéncia sao
todos ip, o que faria que, a uma escala fiza, ndo se conseguisse distinguir circunferéncias
através das suas curvaturas. Ora, uma boa aprorimacdo. & grandeza desses dngulos, séo
os dngulos de contingéncia correspondentes, que funcionam como wma lupa para ampliar
esses dngulos ip e tornar possivel a sua comparagido. Assim, dispde-se dum metio prético
para visualizar (“a vista desarmada”) a diferenca de curvatura entre duas circunferéncias
quaisquer, jd visto no capttulo 2 da primeira parte.

Definicao 9.61 (raio de curvatura) Chama-se raio de curvatura de uma curva num
ponto de curvatura nio nula, ao inverso da sua curvatura nesse ponto.

Note-se que numa curva nio recta, o conjunto dos pontos de curvatura nio nula é um
conjunto “magro”, por ser finito, embora ig.

Definigao 9.62 Para uma curva qualquer I, note-se KT ao conjunto dos pontos de I' com
curvatura ndo nula. Uma curva I' tem curvatura constante, se I' tem a mesma curvatura
em todos os pontos de KT'. Nesse caso existe um ponto C do plano (se o plano for
completo®) equidistante de todos os pontos de KT'. Diz-se que C é o centro de curvatura
deT e a disténcia |CP;| (P; € KT') o raio de curvatura de T.

Nota 9.11 Se uma curva tem curvatura ig num ponto, entdo, nesse ponto tem raio de
curvatura ip, e vice versa.

Exemplo 9.4 A recta tem raio de curvatura ig (ou 0o, no caso absoluto).

O conjunto dos centros de curvatura de uma curva I' definem uma curva IY chamada
evoluta de T.

A distingdo entre circunferéncias pela sua curvatura pode ser feita através da distingéo
das ordens de grandeza do angulo a (nota 9.10) ou equivalentemente pelas ordens de
grandeza (inversas) do seu raio de curvatura. Assim, numa geometria nao-arquimediana
a vérias classes arquimedianas, correspondentes a ips, €1, €2, €3, ... tém-se circunferéncias
com as correspondentes curvaturas’.

"No espaco & preciso introduzir a no¢io de torsio num ponto.

¥No sentido de Veronese.

"Pode-se dizer que ha uma quantificacdo na classe das circunferéncias, e que pela ordenacio de
€1,€2,€3, ..., circunferéncias de ordens de curvatura diferentes sdo “concéntricas”, no sentido da incluséo.
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Definicdo 9.63 (curvatura total) Dada uma curva I’ = [P,], designe-se por o; a cur-
vatura de T’ no ponto P; de KT'. Chama-se curvatura totel de I' ao nimero

n
Kp = Z Q5.
i=1

Definigdo 9.64 (recta tangente a uma circunferéncia) Dada uma circunferénciaT’ =
[Pn], uma recta v diz-se tangente a T' se:

i)rNT#0

ii) se P, € rNTA P, € Pi_1P\{P,_1}, entdo o dngulo entrer e P, F; é um ip menor
ou igual & curvatura de I’ em F;.

Da definicdo resulta que

i) a intersecgiio de uma circunferéncia com a sua tangente pode ser um ponto standard
ou um segmento ip (que contém um tnico ponto standard) — o que estd de acordo com
a intuigao;

ii) quando se fixa uma ordem de grandeza, a intersecgdo é sempre um segmento ip; de
contrério — caso arquimediano — considera-se que a intersec¢@o é um ponto. A localizagio
exacta do ponto de intersec¢iio é impossivel. Apenas se pode aproximé-la por um segmento
ip.

iii) estas observagdes se aplicam a tangéncia de duas circunferéncias.

9.7.2 Resolucdo nao-standard de problemas standard: algumas ilus-
tragoes elementares

Nesta seccdo vai-se fazer, para alguns problemas, aquilo que Eudéxio, Euclides e Ar-
quimedes fizeram, h4 mais de 2300 anos, isto é, vai-se aplicar um “método de exaustao”
— que pode ser visto como um método ndo-standard — para resolver problemas standard.

Perimetro duma circunferéncia

Pela proposicao 9.45 sabe-se que se § é um 4angulo ip, entdo sinf = 6. Ora, seja n um
nidmero natural ig. O perfmetro duma circunferéncia de raio r &

. 2m
Py = nrsin —.
n

2

Como <& = ip, tem-se

2 27nr

Py =~ nrsin— = = 2mr.
n

n

Area do circulo

Vai-se verificar que a 4rea do circulo de raio r é i-préximo de 7re.

A srea de um circulo standard C de centro O é i-préxima da drea do circulo nao-
standard ' = [P,], onde os P; est@o inscritos sobre a circunferéncia bordo do circulo
standard C.
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Considere-se entao os triangulos infinitesimais A; = AOP;_1 P;. A drea de C ¢ infini-
tamente préxima da drea de I' e para cada P; € I, C tem-se

Ac~Ar=)_ A,

onde A, nota “4rea de #”. A 4rea nio depende de O mas de OP; que é igual ao raio de
curvatura de I', que no entanto é constante para cada cfrculo. Ponha-se

OP;=r
257
Portanto, o angulo ZP;,_;OP; mede 2—:" (porque P; € C), e A, = —4-r, donde

2nr

AczApzz—'Z‘ nr = wr?

Area e volume duma esfera

Seja § uma esfera de raio r. Tem-se que, para n um nimero ig, o angulo 27 /n e o
comprimento 2r/n sao ip. O elemento de drea é
2 2r 27T 2r

rs8in —.— & —.—,

n n n
pelo que se tem

2mr 2r
Ag ~n? 22— 2 = 4qr2.
n n

Para o volume considera-se a esfera S prenchida por n? piramides de base igual a
elemento de drea e altura igual a r. Tem-se entao

1

onde V, significa “volume de *”. QOu entfo, recorrendo ao facto de se conhecer a irea,
tem-se que a esfera é prenchida por n, ig pirAmides cuja soma das dreas da base é igual &
superficie da esfera, tendo-se portanto:

14

1,4mr? 4 4
Vs—ng( ~ )r—gwr.

O teorema de Gauss-Bonnet nao-standard

Este teorema, tdo importante para a geometria como para a topologia, uma vez que rela-
ciona uma propriedade geométrica — a curvatura —, com uma propriedade topolégica
— a caracteristica de Euler-Poincaré tem, na geometria standard uma demonstrac¢ao bas-
tante trabalhosa (ver [Spivak|, por exemplo). Aqui vai-se dar uma demonstragéo simples
e intuitiva.

Gauss-Bonnet para poligonos

Vai-se considerar apenas o caso de poligonos simples, isto é, inscritos em curvas de
Jordan. No que se segue, um poligono de n-lados serd designado por um n-polfgono.

Serdo necessarios os seguintes resultados preliminares.
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Proposicao 9.58 (existéncia de diagonais interiores) Para todo o n > 3, um n-
poligono P tem pelo menos uma diagonal interior.

Dem. Existe pelo menos um angulo £LABC menor que 7. Com efeito, basta tomar
B como o “vértice mais a esquerda” do poligono. Se AC ests em P, entdo AC é uma
diagonal. Se AC nio estd em P, entdo existem vértices V4, ..., V,, em AABC. Note-se
por d(X,!) a distancia entre o ponto X e a recta l. Escolha-se V em {V},...,V,} tal que
d(V,AB) > d(Vx, AB), qualquer que seja k. Entdo BV ndo pode intersectar P, pelo que
BV é uma diagonal. il

Proposigao 9.59 (soma dos &ngulos externos) Supondo que a soma dos dngulos in-
ternos de um tridngulo é 7, a soma dos dngulos externos de wm n-poligono é 2.

Dem. Por indugio em n, tem-se: para n = 3 (caso do tridngulo), notem-se os angulos
por a, 3,~. Entéo

T—a = B+v
a+y
T—y = a+f.

3
I
=
Il

Portanto, a soma dos 4ngulos externos é o dobro da soma dos angulos internos, isto &, vale

27. Suponha-se entdo que a hip6tese é verdadeira para todo o poligono com no méximo k

lados. Considere-se entdo um poligono com k + 1 lados. Pela proposi¢io anterior, existe -
pelo menos uma diagonal AB. Entdo corte-se o polfgono ao longo de AB, resultando dois

poligonos com no méximo k lados. Existem dois angulos internos em A e dois em B.

Notem-se esses angulos por ay, ag, 31, §5 respectivamente, tais que o) e 3; estejam num

poligono e ay e (B, estejam no outro polfgono. Entdo a soma dos angulos externos do

poligono com k + 1 lados é

2r—(m—on)— (m—B4) + 27 — (7 — o) —
—(m = Ba) + (1 — (o1 + a2)) + (7 — (B + B2))

= 2.
[ ]

Proposi¢do 9.60 (soma dos angulos internos) A soma dos dngulos internos de um
n-poligono é (n — 2)w.

Dem. A soma de um angulo externo com o seu interno correspondente &€ 7. Como
existem n vértices, a soma de todos os 4ngulos internos e externos é nw. Portanto a soma
dos aAngulos internos é

nm — 27 = (n — 2)7.

|
Para o caso de polfgonos simples necessita-se da
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Definigao 9.65 (caracteristica de Euler) Seja P um poliedro n—dimensional. Chama-
se caracterdistica de Euler de P ao mimero

x(P)=V -A+F
onde F é o nimero de faces, V o nimero de vértices e A o nimero de arestas.

Teorema 9.8 (Gauss-Bonnet para poligonos) Se P ¢é um n-poligono, entdo a soma
dos dngulos externos (a curvatura total) de P é 2mx(P).

Dem. Por inducéo em k.l
Gauss-Bonnet para poliedros
Veja-se agora o mesmo teorema para poliedros. Tem-se

Defini¢ao 9.66 (défice angular) O défice angular a de um poliedro num vértice € igual
a 2m menos a soma dos dngulos dos lados que se intersectam nesse vértice.

Observe-se que o défice angular dum poliedro num vértice & uma espécie de curvatura
desse poliedro, no vértice em causa, que concentra toda a curvatura dos pontos nas faces
adjacentes.

Exemplo 9.5 Se um poliedro é plano (equivalente a um grafo planar) o défice angular
em todos os pontos é nulo.

Teorema 9.9 (do défice angular) A soma dos défices angulares de um poliedro fechado
é 2mx.

Dem. Vai-se igualar duas formas de somar os 4ngulos numa superficie poliedrica e
enumerar as faces i = 1, ..., F, e os vértices j = 1,..., V. Seja n; o niimero de lados da face
i. Seja a; o défice angular do vértice j. Entdo tem-se

F \4
Z(ni L Z(Zﬂ' - o)
i=1 Jj=1

F |4
2(2 —n)m+ Z27r =
i=1

J=1

i

]

1M

F
= 2F =) n+2rV,
i=1
O segundo termo do lado direito conta todos os lados em todas as faces, multiplicados
por m. Como toda a aresta do poliedro limita exactamente duas faces, esse termo apenas
conta duas vezes o nimero total de arestas A, vezes 7 :

v
Y aj=2rF - 2wA +2rV = 2nx.
=1
(]

1YRecorde-se que um poligono simples, é topologicamente equivalente a um disco, tendo portanto carac-
teristica 1. Um poligono com um ponto duplo é topologicamente a dois discos, tendo caracteristica dois,
etc. Assim um poligono com k pontos duplos tera caracteristica k. Tem-se entdao que se P & um n-poligono
com k pontos simples, entao a soma dos angulos externos de P é 2wk.
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Exemplo 9.6 Nos poligonos regulares tem-se x = 2. Por exemplo, para um tetraedro
reqular tem-se que cada vértice é o ponto de encontro de trés tridngulos equildteros. Entdo
em cada vértice o défice angular é a = 21 — 3(m/3) = 7. Entdo,

Za=4a=47r=27rx
Para poliedros com bordo, h& que considerar o défice angular nos vértices do bordo.

Definigio 9.67 (défice no bordo) Seja P um poliedro com bordo 8P, e A € OP. Chama-
se défice no bordo de A ao nimero B(A) = m — 7, onde v é a soma dos dngulos interiores
das faces que se intersectam em A.

Teorema 9.10 (Gauss-Bonnet para poliedros) A soma dos défices angulares dos vér-
tices do interior de um poliedro, mais a soma dos défices nos pontos do bordo, é igual a
2rx.

Dem. Enumerem-se as faces com i = 1, ..., F, os vértices interiores com j = 1,..., V;, 08
vértices do bordo com k = 1,..., V. Seja n; o mimero de lados da face i. Seja o o défice
angular do vértice interior j. Seja §; o défice no bordo do vértice k do bordo. Entao

F Vi \4
Z(n, -2 = Z(Qﬂ' - aj)+ Z(ﬂ' - B)
i=1 =1 k=1
V; Vi ]F Vi Vo
Zaj—i—Zﬁk = Z(Z—ni)ﬂ'+227r+27r
=1 k=1 i=1 =1 k=1
3 Vi+Vp

F
= 27rF—Zni7r—Z7r+ Z 2.
i=1 k=1 j=1

O segundo termo do lado direito é o mimero de lados em cada face, multiplicado por
7. Cada aresta limita duas faces, excepto as do bordo, que limitam apenas uma face. O
terceiro termo é o niimero de vértices do bordo, que é igual ao mimero de arestas do bordo.
Portanto, a soma do segundo com o terceiro termos é o dobro do nimero total de arestas
A, vezes T : '

Vint ‘/bd
Zaj —I—Zﬂk =2rF —2rA+ 27V = 27x.
j=1 k=1

Exemplo 9.7 Considere-se um tetraedro sem uma das faces. Obtém-se um “funil poliedrico”
com 4 vértices, e arestas e trés faces, pelo que se tem x = 1, isto €, trata-se de uma su-
perficie topologicamente equivalente a um disco ou cfrculo. Trés tridngulos equildteros se
intersectam no vértice do interior, pelo que o défice angular nesse vértice é

a=2r—3(r/3)=m.
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Em cada vértice do bordo intesectam-se dois tridngulos equildteros, pelo que se tem em
cada um desses vértices

f=7—2(r[3)=mn/3.
Entao
Y o+ B=m+3(r/3)=2r =2mx.
Gauss-Bonnet para superficies mergulhadas num espago nao-standard

Teorema 9.11 (Gauss-Bonnet) Seja M uma superficie orientdvel, OM o seu bordo, e
Xup @ caracteristica de Euler de M. Entdo

// KdA+f Kgds == 2X 5y,
M oM

onde dA € o elemento de drea de M, (isto é um pedagco de M com drea ip), ds o elemento
de arco de OM, (isto é, um pedago de 3M com drea ip), K a curvatura gaussiana de M
nos pontos do interior de M e kg a curvatura geodésica de OM.

Dem. Faga -se uma triangulacdo de M de modo que cada tridngulo tenha lados ip'!.
Resulta que a drea de cada um desses tridngulos é ip e vértices standard, e o bordo
est4 inscrito numa curva nio-standard. Entdo a superficie M é infinitamente préxima do
poliedro néo-standard P. Assim a curvatura de todo o ponto de M serd infinitamente
préxima do défice angular respectivo nesse ponto. Assim

Vi Ve
// KdA+f ngdszZaj—f—Zﬂk=27rF—27rE+27rV=27rXM.
M oM = =1

9.8 Conclusoes

Neste capftulo viu-se uma realizagdo analftica do modelo Hilbert-veronesiano. Tal modelo
permitiu a introdugio de novos conceitos. Também se viu algumas ilustragées de como esse
modelo pode ser aplicado na resolugdo de problemas cldssicos, o que indica que o mesmo
pode ter muitas vantagens pedagdégicas, pois pode-se introduzir conceitos interessantes
em classes pouco avangadas, conceitos esses que embora simples, requerem, no quadro
cldssico, aparatosos instrumentos, s6 construtiveis depois de muitas bases.

Outras vantagens haverd certamente, como a aproximagido da geometria as ciéncias

empfricas, podendo daf resultar grande simbiose!?.

"'E necessario demonstrar que essa triangulacdo existe sempre.
it . . . -~ .
"Hipétese cuja verificacdo extravasa o Ambito deste trabalho.
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CAPITULO 10

Modelos sintéticos
Hilbert-veronesianos de geometria
nao-standard nao-arquimediana

10.1 Introdugao

Qualquer geometria analitica sobre um corpo nao-arquimediano K é um modelo analitico
de geometria ndo-standard ndo-arquimediana. Assim, sdo exemplos de geometrias analiti-
cas ndo-standard ndo-arquimedianas, todas as geometrias baseadas nos corpos Q, de
mimeros p-adicos’, por exemplo.

Os exemplos que se vai apresentar neste capitulo tém duas caracteristicas:

i) Sdo sintéticos — nfo se se preocupa, a partida, com as caracterfsticas precisas do
seu corpo base;

ii) Sdo elementares — pretende-se apresentar a geometria nio-standard (bem como a
intui¢do geométrica que ela encerra) através de modelos muito simples, por forma a que
essa matéria possa ser incluida nos cursos de geometria elementar.

10.2 Modelo préatico de Veronese

10.2.1 Apresentagao do modelo

O modelo que a seguir se apresenta ¢ inspirado na “representagio duma parte do continuo
intuitivo” por Veronese [ver Apéndice A] e aparece também referido em F. Enriques [25]2.

Considere—se, num plano cartesiano g, (K eventualmente igual a R) duma geome-
tria absoluta, um feixe ordenado com um ndmero ilimitado de rectas paralelas, | =
{ylg,l1,0lp,11,1a,...} tal que a distancia de [; a l;+; é constante. Pode-se considerar
essas rectas ordenadas “em sentido vertical, de baixo para cima” a partir de uma recta
origem [y, a0 mesmo tempo que cada recta estd ordenada da forma usual, “na horizontal,
da esquerda para a direita”, a partir de um ponto origem O escolhido. Considere-se a seguir
o conjunto de todos os pontos dessas rectas como um sistema ordenado (S, <), de forma

'Essas geometrias foram estudadas por Hensel, Kurshack e Tate, e uma referéncia cldssica para essa
matéria ¢ o livro [10].

2 . . - . ,

“E possivelmente nalgum artigo de Veronese, que nio foi possivel consultar.

171
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que todo o ponto @, situado a direita de um ponto P, sobre a mesma recta, e quaisquer
o pontos R, S situados em rectas acima do suporte de um ponto A, sejam considerados
“maiores que A”. Por exemplo, na figura abaixo tem-se que P < Q;Q < B; S > T

Definamos-se em (S, <) um segmento AB da maneira usual:
AB={XeS:A-X-B}U{A,B}

onde A— X — B & A < X < B. Chamemos rectas de Tk aos sistemas do tipo (S, <), e
notemo-los por ry.

E f4cil ver que o sistema Vo = (7k,7n ) verifica todos os axiomas planares de incidén-
cia, I, ordem II e congruéncia III, de Hilbert. Com efeito dados dois pontos distintos, PQ
de Vs, existe uma e uma s6 recta de V, que passa por eles. Por outro lado, por construcio,
S tem um ndmero infinito de pontos, e dada uma recta r de Vs, existem pontos de Vy
ndo pertencentes a r, (0s que estéo entre as paralelas) pelo que sao verificados os axiomas
planares de incidéncia. Os axiomas de ordem sdo trivialmente verificados pois < é uma
ordem total. Os axiomas de congruéncia (de segmentos) também sdo verificados, uma vez
que, tal como se exige em Hilbert, a congruéncia de dois segmentos é compativel com uma
“translagdo” que leve um deles a sobrepor-se sobre o outro, “ponto por ponto”.

Ora, neste modelo, para além dos segmentos usuais da geometria euclidiana (os que
jazem sobre uma recta horizontal), existem segmentos estranhos, como por exemplo, o
segmento PR, na figura acima.

E claro que nesta geometria ¢ valido o axioma de continuidade de Cantor [Apéndice B],
mas néo é vélido o axioma de continuidade de Dedekind. Alids, como é evidente, também
nela ndo é valido o axioma de Arquimedes, pois, por maior que seja um miltiplo de PQ,
por exemplo, nunca excederd PR.

Trata-se pois de um modelo de geometria ndo-arquimediana, (logo, ndo-standard), néo
contfnua no sentido de Dedekind, porém contfnua no sentido veronesiano. Trata-se de um
modelo H-V que verifica os axiomas HV1-HV14.

10.2.2 Generalizagées do modelo

O modelo acima apresentado é facilmente generalizavel, ao espago ordindrio, £. Basta
considerar-se um feixe de planos 7k paralelos e em cada um desses planos um sistema !
de rectas paralelas, como no modelo V, acima. O sistema ordenado (£, <'), onde < é
uma extensdo de < através da inclusdo na ordem da hierarquia dos planos 7k, tem trés
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ordens de grandezas (figura abaixo):

Fixando-se uma unidade u, tem-se:

PQ = zu,ucK;
PR = mooy + yu,

onde co; é, na notacdo de Veronese, para a primeira ordem de infinito (capftulo 4)?

PS = 1001001 + 2U = NO0g + 2U;
PT = noog + kooy + wu

onde m,n,k,x,y, z € Z.

Este processo é rapidamente generalizdvel a um espago ambiente k-dimensional. A
distancia entre dois pontos P e ) desta geometria é um mimero d € ]II[(T de Veronese.
Associando a cada ponto a sua distancia a um ponto O chamado origem, cada ponto P do
novo plano é identificado com a sua coordenada z(P), que serd um nimero pertencente a
1.

Estes modelos, que serao designados por V,, sdo modelos H-V e verificam os axiomas
HV1-HV15%. Dé&o uma ideia pritica da construgdo vertiginosa de Veronese. Na secgio
seguinte vai-se estudar um modelo isomorfo ao modelo Vs, aparentemente mais intuitivo
€ mais pratico.

10.3 Modelo da recta sincopada

10.3.1 Apresentagao do modelo

Colocamo—nos de novo no modelo Vs, de Veronese. Pode-se dar outra configuragio visual
ao sistema, fazendo-se uma espécie de “linearizacdo” do feixe de rectas paralelas [;, 1 € Z,

*Pode-se adoptar a seguinte designacdo: os modelos que verificam HV1-HV14 sdo designados por H-V
absolutos; os que verificam HV1-HV15 sdo designados por H-V relatives ou completos.
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“varrendo” na sua totalidade o feixe de uma s6 vez!. Assim o segmento PR da figura
da seccéo 10.2.1 pode ser representado como tendo umas “reticéncias”, “(...Y", que serdo
chamadas de sincope ou lango infinito:

Uma recta, semirecta ou segmento de recta, que apresente (...)'s serd denominado de
sincopado®. Na figura acima, pode-se considerar que o segmento sincopado PQ pertence
A recta sincopada . Obtém-se a recta ! a partir do feixe /;, fazendo um “varrimento”
na ordem <. Assim as duas ordens, (acima-abaixo, direita-esquerda) convertem-se numa
tinica ordem, total. A sincope (...) ou lango infinito, de I, representa uma “colagem” de
duas rectas consecutivas (na ordem acima-abaixo), no infinito.®

A generalizagio V, do modelo V, , indicada na secgdo anterior, reflecte-se no modelo
de rectas sincopadas, da seguinte maneira: pode-se considerar rectas de rectas sincopadas
(aparecendo sfncopes de segunda, terceira, ...., n-ésima ordem, (... ... Yy (e e e )y ),
para espacos cartesianos ambiente de dimensdes 3,4, ...,n — 1..., respectivamente (figura
abaixo):

Rectas, semirectas, segmentos, com sincopes de, no maximo, ordem n, dizem-se rectas,
semirectas, segmentos, sincopados de ordem n, ou rectas n-sincopadas, respectivamente.
Para simplicidade da linguagem, nos casos em que néo se compromete a clareza, utilizam-
se as expressdes “recta sincopada” e “recta multi-sincopada” para significar uma recta
com n-sfncopes, n > 0; noutros casos, a expressdo “recta sincopada” designard uma recta
com uma sfncope. De igual modo se substituird a expressdo “l-sincope” por “sincope”.

10.3.2 Generalidades sobre o modelo

Introdugao

Para se fazer geometria com a recta sincopada, com algum interesse, vai-se adoptar os
axiomas de continuidade de Veronese. Assim, o modelo da recta sincopada, em que se

1Isto permite considerar, no plano, vdrios feixes, paralelos ou néo.

5Note-se que “sincope” &€ um termo nio definido. Trata-se, nesta geometria, de enriquecer a linguagem
(e as imagens) com um novo substantivo, correspondente ao predicado “sincopado”, e derivados.

5Observe-se que, no caso de ser K =R, portanto, um corpo arquimediano, as rectas sincopadas seréo,
D-continuas na vizinhanca linear de um ponto finito e ndo D-continuas globalmente, pois “os pontos de
colagem das rectas no infinito” sio estranhos ao alcance do axioma de Dedekind. Por outro lado, se se
considerar que esses “pontos” passam a estar incluidos na recta, esta passa a ser uma extensdo da recta
arquimediana, e conterd elementos estranhos a R.
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vai trabalhar, basea-se nos axiomas (convenientes) da geometria absoluta de Hilbert, mais
os axiomas de continuidade linear de Veronese. Trata-se pois pois dum modelo Hilbert-
veronesiano (H-V).

Para maior simplicidade, vai-se considerar rectas sincopadas de ordem um, num plano
ordindrio’. Na prética trata-se de considerar, num plano usual (no sentido cartesiano real,
por exemplo) rectas 1-sincopadas ilimitadas, que representam planos usuais de rectas nao
sincopadas, segundo a correspondéncia®:

recta sincopada

40 si das )
1140 simcopa (pontos linearmente ordenados)

feixe plano de rectas {
(pontos ndo linearmente ordenados)

Os elementos desta geometria sao:
— Os pontos usuais;

— Rectas sincopadas;

— Planos usuais;

— Planos cartesianos sincopados.

Ordens de grandeza na recta sincopada

Seja r uma recta multi-sincopada e A, B dois pontos de r, tais que o segmento AB ndo é
sincopado.

Em relagdo ao comprimento dos seus segmentos, uma recta sincopada possui vérias
ordens de grandeza: segmentos infinitamente pequenos, infinitamente grandes e limitados.
A questdo das ordens de grandeza é posterior a uma fixagdo de uma escala ou unidade.
Por exemplo, se se definir que um segmento unidade é um segmento nio sincopado, como
AB (figura acima), tem-se que qualquer segmento sincopado, digamos AC é infinitamente
grande em relacio a AB, e a ordem de grandeza desse infinitamente grande depende do
mimero de sincopes de AC, bem como da sua ordem. Reciprocamente, se se fixar como
unidade um segmento AD com um mimero finito fixo de sfncopes, digamos, k, qualquer
segmento ndo sincopado” é infinitamente pequeno (figura acima), de coeficiente k em

70 que ¢ equivalente a trabalhar com um modelo sincopado de ordem dois — existente portanto num
espaco tridimensional —, mas ndo permitindo a “compactificacdo” resultante da “colagem” no infinito das
rectas 1-sincopadas.

¥Observe-se que este método & na pratica uma reducio de dimensdo topolégica usual: cada recta 1-
sincopada é um plano usual. Aplicando o mesmo método, pode-se “projectar” num plano usual rectas
sincopadas de ordem dois, trés, n, correspondentes a espacos usuais de dimensio 3, 4 e n + 1, respectiva-
mente.

Quando se estudar bem as “leis” destas projecgdes, vai-se, sem diivida, compreender e intuir melhor os
espagos usuais n-dimensionais.

No quadro das rectas sincopadas, um segmento sincopado serd uma segmento com apenas uma sincope
(ver defini¢do mais adiante).
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relagio a AD. Por outro lado um segmento com uma 1-sincope, como AC, é finito em
relacdo a AD:

AD ~kAC, keN.

Neste ponto convém fazer as seguintes observagoes: é evidente que um segmento nao
sincopado pode ser dividido num mimero n tdo grande quanto se queira de sub-unidades.
No caso de esse nimero n ser infinito actual de ordem 1, AB teria uma sfncope (e n
sincopes para um infinito de ordem n). Este facto permitiria ter em presenga 3 (ou mais)
ordens de grandeza: AB finito, AC infinitamente grande em relagéo a AB e, digamos A0,
ip em relacdo a AB. Tal é a complexidade do quadro geométrico das rectas sincopadas.
A relagao arquimediana

Antes de dar continuidade ao estudo da estrutura geométrica da recta sincopada, vai-se
rever um conceito fundamental: o de relagdo arquimediana num grupo ordenado, intro-
duzido por Hahn.

Definigio 10.1 (relagdo arquimediana) Seja G um grupo ordenado. Em G pode-se esta-
belecer a relagdo arquimediana Arq do segquinte modo:

Va,b € G, Arq(a,b) ©In e N:na>b

Ora Arq é uma relagio de equivaléncia em G. Com efeito é evidentemente reflexiva, &
simetrica pois se existe n tal que na > b entdo qualquer que seja m € N tem-se mb > a,
pelo que

Arq(a,b) & Arq(b, a);
também é transitiva, pois se na > b e mb > ¢ tem-se que nma > c, isto &,
Arq(a,b) A Arq(b,c) = Arq(a,c)
Definicao 10.2 (grupo arquimediano) Um grupo ordenado G é arquimediano se
VYa,b e G, Arq(a,b)
ou, 0 que é 0 mesmo
Va,b€ G,3n € N:na >b (Azioma de Arquimedes).

Exemplo 10.1 E o caso dos conjuntos Q, R tal como usualmente algebrizados e ordena-
dos.

Definicao 10.3 (grupo transarquimediano) Um grupo ordenado G em que existem pares
de elementos que wverificam a relagdo arquimediana, diz-se transarquimediano ou nao-
arquimediano:

Jda,b € G: Arg(a,b)

Exemplo 10.2 E o caso de R da andlise ndo-standard, e de C com a ordem lezicogrdfica.
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E claro que todo o grupo arquimediano é transarquimediano.

Exemplo 10.3 Um exemplo cldssico é o sequinte: seja K = Q(z) o corpo dos quocientes
de polindmios com coeficiente racional. Q(z) pode ser ordenado da seguinte maneira:
sejam p(z) e q(z) elementos distintos de Q(x), escritos na forma irreductivel, isto é,
p(z) = f(z)/g(x), ndo tendo f e g factores comuns para além de constantes. Idem para
g(x). Neste caso eriste wm numero positivo xo tal que uma das seguintes afirmagdes é
verdadeira:

(i) Se z > zo, entdo p(x) > q(z);

(ii) Se > xg, entdo p(z) < q(x).

Se (i) for verdadeira, pée-se p >~ q, e se (ii) for verdadeira pée-se p < q. O corpo
(Q(z), <) ¢é nao-arquimediano.

Defini¢ao 10.4 (classes arquimedianas) Seja G um grupo ordenado. A relagio Arq divide
G em classes de equivaléncia, chamadas classes arquimedianas de G.10.

Definigao 10.5 ([Hahn] Tipo de classe de um grupo) Chama-se tipo de classe (arquime-
diano) de G ao tipo de ordem (cantoriano) de G/Arq.

Um grupo arquimediano é um grupo de tipo de classe 1.
Hahn demonstra também, recorrendo ao principio da boa ordem o

Teorema 10.1 (Hahn 1907) As grandezas de um sistema ndo-arquimediano arbitrério
de grandezas (isto é, um grupo totalmente ordenado, abeliano) podem ser expressas como
nimeros complezos'! cujas unidades formam um conjunto ordenado T, e cujo tipo de
ordem é o tipo de classe do sistema transarquimediano.ll

Exemplo 10.4 O conjunto dos nimeros complexos tem tipo de classe finito igual a 2. O
conjunto H dos quaternides de Hamilton também tem tipo de classe finito, igual a 4. O
“congunto” No de Conway tem tipo de classe infinito.

Proposicao 10.1 (Hahn) Existem sistemas ndo-arquimedianos de qualquer tipo de classe
arbitrariamente fizado.R

Proposicao 10.2 (Bettazzi 1890) Qualquer sistema ndo-arquimediano de grandezas, de
tipo de classe finito, pode ser representado aritmeticamente através de nimeros complezos
com n unidades*?.l

Definigao 10.6 (grupo anti-arquimediano) Um grupo ordenado G em que ndo hé nenhum
par que verifica a rela¢do arquimediana diz-se um grupo anti-arquimediano:

Va,b € G,-Arq(a,b)

({2
=

onde representa negagao.

Y0 conceito foi introduzido simultaneamente por Veronese e Bettazzi, mas a denominacio pertence a
Newman (1947), embora se possa, sem complexos, atribuir a mesma a Hans Hahn, 1907, que elaborou
toda a teoria a partir dos seus predecessores.

1 Séries formais.

20 termo “unidade” & usado no sentido de unidade de medida, nada tendo a ver com a nogéo de unidade
de uma estrutura algébrica. Por exemplo: em C a unidade real é 1 e a unidade imagindria ¢é . Porém as
unidades dos grupos (C, +) e (C,x) séo zero e um, respectivamente.
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Exemplo 10.5 Seja I o conjunto das unidades das classes arquimedianas de um grupo
ordenado transarquimediano G. Entdo T’ é um grupo ordenado (subgrupo de G, com a
ordem induzida) e constitui um exemplo de um grupo anti-arquimediano.

10.3.3 Estrutura geométrica da recta sincopada

Tome-se uma recta sincopada r, continua & Veronese, dotada de uma estrutura de grupo
ordenado pelos axiomas da geometria absoluta de Hilbert, e cujos elementos sio segmentos
definidos por pares de pontos. Marque-se uma origem O e um ponto A, sobre r. Tome-se
OA como unidade. Tem-se a

Definicio 10.7 (campo de um ponto) Todos os pontos P de r, para os quais OP per-
tence & mesma classe arquimediana que 62, constituem o campo arquimediano de O, (ou
simplesmente, campo de O) em relagdo a unidade OA. O campo de um ponto O em
relagdo a um segmento unidade XY, é notado Cxy(0). Quando a unidade é subentendi-
dade, nota-se apenas C(O).

Vejamos-se alguns resultados de Veronese sobre campos:

Teorema 10.2 (Veronese) Dadas dois campos de unidades AB e A'B' respectivamente
tais que

AB < AB (1)
nA’'B’ > AB (2)
e com n € N, os campos das duas escalas sdo iguais.ll

Observacéo: este teorema mostra que todos os segmentos da mesma classe arquimedi-
ana podem ser tomadas como unidade dessa classe, resultando sempre o mesmo campo.

Corolédrio 10.1 Dados dois campos com as unidades AB e A’B respectivamente, tal que
sejam satisfeitas as condicoes (1) e (2) do teorema anterior, e A = A’, entdo os dois
campos séo iguais. M

Coroldrio 10.2 Dados dois campos de um ponto O, se a unidade de um deles é miiltiplo
da unidade do outro ou se um contém um nimero m de submailtiplos do outro entdo esses
dois campos sdo iguais.ll

Definicdo 10.8 (campos de mesma espécie) Dados dois pontos P e @, com campos ger-
ados por unidades u e v, respectivamente, tal que u é maultiplo ou divisor de v, esses dois
campos dizem-se de mesma espécie.

Teorema 10.3 (Veronese) Dada uma escala de unidade AD sobre a recta v e uma outra
de unidade A'B de origem A’, se ndo eristir um ndmero n tal que

nAD < A'B se for AD < A'B
ou entdo
nZTB_<A_DseforE>A_'B_

o campo da escala de unidade AD néo é igual ao campo da escala de unidade A’B.R
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Teorema 10.4 (Veronese) Se o campo da escala de unidade A'B’ ¢ igual ao de AB, existe
sempre um nimero n tal que

(n - 1)AB’ < AB < nA'F se A'B' < AB.
|

Convém observar o seguinte: dada uma recta sincopada r, um ponto O sobre ela e
um segmento nio sincopado OB tomado como unidade, seja OA um segmento menor que
OB, mas tal que OA nio pertence ao campo de OB!®. Nesse caso tem-se forgosamente

que O4 é ip. Isto é,

Definicao 10.9 (campo ip e campo ig de um ponto) Numa recta sincopada r, de unidade
AB, dados o0s pontos O, X, tem-se:
i) r 3 X pertence ao campo ip de O se |OX| for ip. O campo ip de O nota-se Cip(0).
i) r 3 X pertence ao campo ig de O se |OX| for ig. O campo ig de O nota-se Cig(O).

Em virtude dos axiomas de continuidade HV14 e HV15, tem-se

Proposicao 10.3 Numa recta sincopada, para uma unidade escolhida, um ponto P tem
trés campos: um campo ip (halo de P), um campo arquimediano (galdzia principal de P)
e um campo ig (galézia de P).H

Ainda como consequéncias dos axiomas de continuidade tem-se

Proposicao 10.4 Eriste sempre, pelo menos, um ponto fora do campo arguimediano de
um ponto de r qualquer previamente fizado.l

Tém-se também as proposigoes
Proposigao 10.5 Todos os campos de todos os pontos sdo isomorfos, a menos das escalas.ll
Também, pela defini¢io de campo e pelos axiomas da geometria absoluta, tem-se

Proposicao 10.6 Dados dois pontos quaisquer de uma recta sincopada eles possuem cam-
pos de mesma espécie, disjuntos.ll

Assim uma recta sincopada pode ter os seguintes aspectos, passando do local ao global:

A B
—- :

A B, ,tx D

etc..., e nunca terd o aspecto “compacto”.

" Pois dada a auséncia do axioma de Arquimedes, ndo h4 submiiltiplos tio pequenos quanto se queira.
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Segmentos sincopados

Definigio 10.10 (segmento k-n-sincopado) Um segmento AB ¢ dito k — n-sincopado se
possuir k sincopes de ordem m.

Por uma questdo de “imagem visual”, num segmento AB vai-se chamar ilha de um
ponto P € AB a Cip(P) U C(P).

Um segmento AB, k — 1-sincopado, com um ponto P; identificado em cada uma das
k + 1 ilhas, Py= A, P1,...,Pe =B, & notado por uma lista ordenada

AB=(A= Py, P, ..., Px = B)

Seja AB um segmento com uma sfncope de ordem 1. E evidente que a sincope fica fora
do campo de A e fora do campo de B. Como esses campos sdo criados pelo mesmo segmento
unidade, sdo geometricamente “jsomorfos”. Assim, a sfncope (...) estd “equidistante” de
A e de B.

Partes standard e ndo standard de um segmento sincopado Nesta sub-seccao
vai-se introduzir o predicado standard nesta geometria, associando-o s sincopes “(...)".

Definigdo 10.11 (segmento stnadard) Numa recta sincopada, um segmento diz-se stan-
dard se ndo for sincopado.

Definicao 10.12 (partes standard e nio-standard de um segmento ) Seja AB um segmento
sincopado, em relagdo a umﬂm’dade wstandard” v = AC, A — C — B. Chama-se parte
standard de AB, notado st(AB) ao segmento

(C(A)NAB) U (C(B) NAB).
Chama-se de parte ndo-standard de AB ao segmento
nst(AB) = AB — st(AB).
Para um segmento CD = (Po, P1, .., P;) k — 1-sincopado, tem-se
nst(CD) = Ufzonst(_EEE)
Nota 10.1 E evidente que a sincope (...) de AB esté contida em nst(AB).

Definigao 10.13 (parte standard esquerdo e direito de um segmento) Seja AB um seg-
mento sincopado, em relacao a uma unidade “standard” v = AC,A—C—B. Ao segmento
C(A) NAB dd-se o nome de parte standard esquerdo de AB e escreve-se

st~(AB) = C(A)NAB.
Ao segmento C(B) AAB dé-se o nome de parte standard direito de AB e escreve-se

st'(AB) = C(B) N AB.
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Nota 10.2 E evidente que nenhuma parte (ponto ou segmento) de st*(AB) é comutdvel
com nenhuma parte de st~ (AB), isto é, ndo se pode passar (por translagdo, por exemplo)
uma parte dum segmento sincopado, da esquerda da stncope para a direita, e vice versa.

De forma idéntica se definem as partes standard e ndo-standard de uma recta 7,
duma semirecta AR , dum raio 7, ou de qualquer subconjunto da recta sincopada, fixada
uma unidade standard de comprimento.

Na comparacgido de dois segmentos sincopados, é natural que se tenha em conta as
partes st e nst de ambos.

Congruéncias de segmentos sincopados A ideia intuitiva que estd por de trés do
conceito de congruéncia é a de comprimento. Ora, em virtude de uma certa “elasticidade”
na representagdo dos segmentos sincopados, muita dessa intui¢ao vai perder-se, na extensao
do conceito.

Para a extensdo da relagdo de congruéncia aos segmentos sincopados, hd que considerar
vérios casos, que se ilustram na figura abaixo:

A B A B G H
- - F |
- — e — \ S
c D E F c D
1Y) y)) k)
A B
e s ————
I J

Intuitivamente, tem-se que:

Caso 1) AB = CD; Caso 2) AB n#o é congruente com CD; Caso 3) GH ndo é
congruente com CD; caso 4) TJ ndo é congruente com AB.

Duma maneira geral, para se analisar a congruéncia de dois segmentos sincopados,
tem-se de olhar para a sua “estrutura geométrica”, isto é, para os campos dos seus pontos,
ou seja, para as suas partes standard e nao-standard:

Definicdao 10.14 (congruéncia de segmentos sincopados) Os segmentos sincopados
AB e CD sdo congruentes sse cumpre as duas sequintes condiges:

i) AB = CD (no sentido hilbertiano)

ii) st(AB) = st(CD).

Nota 10.3 Esta definicdo é também vdlida para a classe dos segmentos k — n-sincopados,
k,n € Ny, com as devidas adaptacées.

Exemplo 10.6 Na figura acima, AB ndo é congruente com EF pois nédo sdo congruentes
no sentido hilbertiano, GH nédo é congruente com CD pois, embora sejam congruentes

1 Pode-se dizer que esses pares de segmentos “néo coincidem ponto por ponto”.
por p
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no sentido hilbertiano, GH tem parte ndo-standard vazia, enquanto que CD tem parte
ndo-standard ndo vazia (é sincopado); 1J ndo é congruente com AB pois, embora sejam
congruentes no sentido hilbertiano, tém partes standard diferentes'®.

Proposic¢ao 10.7 Nenhum segmento congruente com uma sua parte propria.

Dem. Caso contrario haveria contradi¢io com i) da defini¢do de congruéncia.ll

Divisdo de um segmento: escalas racionais Dado um segmento sincopado AB
pretende-se dividi-lo em n € N partes (iguais ou desiguais), colocando (ou identificando)
pontos C, D, ... entre A e B.

Suponha-se, em primeiro lugar que n = 2. Pode-se ter um e um s6 dos trés casos
seguintes:

(i) P € C(A)NAB;
() P € C(B)NAB;
(i) P ¢ C(A)nABAP¢C(B)NAB.

Nos casos (i) e (i) o segmento AB fica dividido em duas partes ndo congruentes,
herdando uma delas a sfncope; No caso (i4i) AB fica dividido em duas partes congruentes,
simétricas e ambas sincopadas. Como os campos (para uma unidade fixada) de quaisquer
pontos, sio isomorfos, o campo de C é isomorfo aos campos de A e de B, pelo que os
segmentos AC e CB sao sicopados e congruentes, mas nenhum deles congruente com AB.

O mesmo processo pode-se iterar n vezes, obtendo-se a divisao de AB em 2n partes
congruentes entre si, dois a dois.

Para a divisdo em n partes, nio necessariamente congruentes, mas todas sincopadas,
aplica-se o processo as vezes necessérias e nos locais pertinentes!Y

Sers, possivel dividir um segmento sincopado num nimero n qualquer de partes con-
gruentes entre si?

A resposta é negativa, para n finito!’

Introduz-se a seguir a nogao de poténcia dum segmento sincopado:

Definigdo 10.15 Um segmento k — n-sincopado, n € Ny, diz-se ter poténcia k.

Pode-se estabelecer no plano uma relagéo de equipoténcia entre segmentos, que serd
obviamente uma relagio de equivaléncia, representada pelo simbolo = . A equipoténcia
entre dois segmentos implica a existéncia das mesmas ordens de grandeza em ambas. A
reciproca porém é falsa.

1386 se poderiam igualar contradizendo a nota 10.2.

" UUma questido interessante é a seguinte: construir um algoritmo que coloque n novos pontos nos locais
mais adequados de modo que, quando n tende para o infinito, os segmentos sejam todos quase-congruentes,
isto &, torne a sua diferenga quase nula.

" A 1inica possibilidade de fazer isso consiste na aplicacio de um axioma de reducio tipo carnotiano,
que permita desprezar as diferencas infinitesimais entre as partes: todos os segmentos n-~sincopados sao
“congruentes” entre si. Naturalmente um tal enunciado traria desgostos, como por exemplo, um seg-
mento sincopado poder ser congruente com uma sua parte prépria, contradizendo os axiomas da geometria
absoluta. Contudo é algo que se pode fazer, recorrendo aos devidos ajustamentos.
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Todo o segmento sincopado é equipotente com um nimero n € N de suas partes
préprias:

Tem-se
AB=~AC; AC G AB.
E evidente que a poténcia dum segmento k — n-sincopado & menor ou igual & poténcia
de uma sua parte prépria.

Recta, raio e semirecta sincopados

A diferenca entre uma recta e um segmento é o facto de aquela néo ter extremos. O mesmo
acontece para as rectas sincopadas. Uma semirecta sincopada define-se de forma idéntica.
Uma recta néo sincopada é uma ilha.
Um raio sincopado é uma recta sincopada orientada.

Topologia da recta sincopada

O conceito de campo de um ponto P numa recta sincopada r define, como o de halo de
um ponto visto no capftulo 5, de forma natural, um conceito de proximidade. Assim

Defini¢ao 10.16 Numa recta sincopada, um ponto P é:
(i) Arq-prézimo de Q se P € C(Q);
(i1) ip-prozimo de Q se P € Cip(Q), isto é, P é i-prérimo de Q;
(iti) Q € infinitamente distante de P se Q ¢ (Cig(P) U C(Q)).

Nota 10.4 Intuitivamente P e Q) estao Arq-prézimos se, a partir de P se pode alcancgar
Q, com um numero finito de saltos compostos por miltiplos ou submiiltiplos do segmento
unitdrio. O sistema de todas as vizinhangas (ip, Arq e ig) dos pontos de r define uma
topologia (ultramétrica) T em r.

Definigao 10.17 Numa recta sincopada r, A, B € v dizem-se separados se A ¢ Cip(B).
E facil ver que

Teorema 10.5 Os pontos standard de uma recta sincopada sdo separados dois a dois.
Isto &,

Coroldrio 10.3 A recta sincopada é totalmente desconeza'® (do ponto de vista geométrico),
ou seja, é um conjunto separado para a topologia referida na nota 10.4.

" No sentido standard ou da continuidade & Dedekind, obviamente.
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Campos de segmentos

Seja AB um segmento unitario (sincopado ou ndo) duma recta sincopada r. Cada
ponto X € AB tem um campo ip, Cip(X), que pode estar ou néo incluido em AB. Tem-
se as defini¢Ges: ‘

Definigdo 10.18 Chama-se campo ip do segmento finito AB ao segmento
Cip(XB-) =ABU Cip(A) U Cip(B).

Definigdo 10.19 Dado um segmento de recta AB, numa recta sincopada 7, chama-se
campo de @ao segmento (AB, ¢ € N, e nota-se C(AB). Chama-se campo ig de AB ao
segmento EAB, £ ig, e nota-se Cijg(AB).

Definigdo 10.20 P € AB ¢ ponto interior de AB se Cip(P) C AB.
Definigdo 10.21 O interior de AB, int(AB) é o conjunto dos pontos interiores de AB.
Definigdo 10.22 Um segmento AB diz-se aberto se AB = int(AB), isto é

AB = UCip(Pk), P, e AB.
k

Definicao 10.23 Numa recta 7, AB ¢ fechado sse AB~ ¢é aberto.

Repare-se que a defini¢do de segmento fechado exige o mergulho do mesmo numa recta,
ao contréario da defini¢do de segmento aberto.
Meétricas na recta sincopada

No campo de um ponto pode-se recorrer as métricas habituais, incluindo a euclidiana, a
qual é baseada no conceito de congruéncia de segmentos, segundo Hilbert. A nivel global,
numa recta ou num plano sincopado é necessario definir uma métrica baseada no conceito
de congruéncia de segmentos sincopados:

Definigao 10.24 (Unidade sincopada) Seja v uma recta sincopada de unidade u. Uma
unidade sincopada AB é um segmento sincopado AB, isto é, tal que C(A)NC(B) = 0.

Nota 10.5 O termo unidade, sem mais qualificativos, serd utilizado em relagcdo & unidade
principal geradora da escala (ndo sincopada,).

Nota 10.6 Dada uma unidade u, hd infinitas maneiras escolher uma unidade sincopada
AB na escala gerada por u.

Definigdo 10.25 (distdncia na recta sincopada) Seja v uma recta sincopada de unidade
u e unidade sincopada v/, e P,Q € r. A distdncia de P a Q, é a fungdo

d(P, Q) = nu' + mu,

onde n é a poténcia de PQ e mu= PQ — nu'.
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Proposicao 10.8 Seja d a fungdo que associa a um par de pontos (P,Q) duma recta
sincopada v, um nimero ndo negativo, d(P, Q) tal que

i) d(P, Q) = distdncia euclidiana de P a Q, se Q € C(P);

i) d(P, Q) = poténcia do segmento PQ, se Q ¢ C(P).

Entio d(P, Q) é uma distdncia, ultramétrica em r.l

Observe-se que, como Cip(P) C C(P), pode ser Q@ € Cip(P) (munido de distancia
euclidiana) o que d4, nesse caso, d(P, Q) = ip = 0. Em particular, se Q = P, d(Q, P) = 0.
Por outro lado, se Q ¢ C(P) é claramente Q@ € Ciy(P), donde QP & nesse caso um
segmento sincopado.

Suponhamos agora que se tem @ € C(R), e R ¢ C(P). Tem-se que

d(P1 Q) = d(P’ R) + d(R, Q)

As medidas das distancias entre pontos ndo do mesmo campo e as de pontos do mesmo
campo sao feitas em unidades diferentes. Assim, por exemplo, na figura abaixo, designando
as unidades das primeiras distancias por e; = AB e a unidade sincopada por ez = AC,

tem-se: d(A, B) = ey; d(A,C) = eg;d(A, P) = e1 — 2e; d(A, Q) = e1 + 4eg; d(B,Q) =
deg e d(P, Q) = beg

E claro que a unidade e é ip em relagdo a e; pelo que, a escala finita (de unidade
sincopada), pode-se considerar

d(A, B) ~ d(A, P) = d(A,Q),
e tem-se
Vn € N,nex < e

Observe-se que o campo C(P) de um ponto P em relacio a uma dada unidade é
equivalente a uma “bola” de raio finito (nessa unidade) centrada em qualquer dos seus
pontos. Por outro lado, o campo ip, Cip(P), é equivalente a uma bola de raio ip, tendo
sentido a equivaléncia:

Cip(P) — hal(P)

Sao validas, para aqui, todas as consequéncias métricas, topolégicas e geométricas de
d ser uma ultramétrica, vistas no capitulo 9. Como exemplo, tem-se a

Definigdo 10.26 Chama-se comprimento de um segmento AB ao nimero d(A, B) e nota-
se, como no precedente, |AB|.

Se AB for ip, entdao d(A, B) ~ 0 e |AB| é quase nulo em relagio 4 unidade adoptada.
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Nota 10.7 Note-se que:

i) O comprimento de um segmento s6 é um nidmero real se AB ndo for sincopado.
Caso contrério serd um nimero “complexo” com unidades que representam grandezas de
mesma espécie, porém ndo comensurdveis.

it) Em qualquer caso o comprimento de um segmento é um nimero ndo negativo.

10.3.4 Geometria plana

A seguir, vai-se, dum ponto de vista puramente descritivo, explorar alguns aspectos da
geometria plana sincopada.

O plano sincopado

O plano sincopado é um plano surdo. A sua estrutura é inteiramente definida pelas

unidades de comprimento adoptadas.

Campos planos de um ponto

Seja dado, num plano sincopado 7, um segmento unitdrio u. Um ponto P € 7 tem trés
campos planos, a saber:

— Campo arquimediano, C™(P) = {X € n: X € C(P);

— Campo ip, CL(P) ={X € m: X € Cp(P)} = hal™(P)Y;

— Campo ig, CE(P) = {X € 7: X € Cyg(P)} = gal™(P)?.

Paralelismo e interseccoes

A questio do paralelismo coloca-se a dois niveis: o local e o global. Tém-se as definicoes
seguintes:

Definigdo 10.27 (paralelismo local) Num plano m, duas rectas sincopadas r,s € ™ sGo
paralelas, no campo de um ponto P € r, se

VA, B € C(P), A ¢ Cip(B),Ch(A) Ns=CL(B)Ns=0 (1)
ou
VA, B € C(P),A ¢ Cop(B),CL(A) Ns=CL(B)Ns#W.  (2)
Nesse caso nota-se

r||ps.

E claro que, no caso (2) estd incluida a coincidéncia de s com .

Coroldrio 10.4 r [|ps<sNC™(P)= 0.1

"Halo plano no plano .
2 Galaxia plana no plano 7.



10.8 Modelo da recta sincopada 187

Proposigao 10.9 E condigio necessdria e suficiente para que v, € m se intersectem no
campo C(P) de um ponto P der, que

JA, B € C(P), A ¢ Cip(B), Ch(A) Ns = B A CL(B) N's # .

Coroldrio 10.5 Ser e s sio concorrentes no campo de P € r, entio sNC™(P) # 0.1

As figuras abaixo ilustram as situagdes:

!’ ) ‘;_‘_,..-—'-"‘"'F’.«\ :‘ x
) L
u’ P N .a-'-"’: P ‘l ! PQ b
' t ' 'l' 4 ! PR S
e L D ey L
v [ [ ] 1 ]
¢ ) 4 ) ¢
N ¢ N ’ \ ¢
8 ~ 4 ] s
A - - ~ Y
.- .. - ~ ”
- Facmn
’
D 9 L)

Sempre colocando-se em P, tem-se que caso 1) ndo hé intersecgdo de r, no campo de
P, com s, pois nenhum ponto de s pertence ao campo de P, pelo que 7 ||p s . No caso 2},
apesar de C(P) N s # 0, ndo existe nenhum ponto @ € C(P) tal que C7,(Q) N s # @, pelo
que se tem em C(P),r ||p s. No caso 3) tem-se que, no campo de P, r e s sdo concorrentes.
S&o pertinentes as seguintes observagoes:

(i) No caso de paralelismo 2) todos os pontos de C(P) sdo centros da bola arquimediana
definida por P. O mesmo acontece com todos os pontos de s C(P). Assim, o significado
da posigao relativa das duas rectas s6 é intuitivamente relevante, a escala arquimediana
de P.

(ii) No caso 3), a incidéncia de s em C(P) é identificada por uma zona no interior
do campo arquimediano de P. Mas nao hd nenhum meio arquimediano de localizar com
exactiddo o ponto de interseccdo. Contudo esse ponto existe pelos axiomas da geometria
absoluta, conjugados com a axioma de continuidade de Veronese.

(iii) Pelos axiomas da Geometria absoluta, se duas rectas tiverem mais que um ponto
(standard) de intersecgdo entéo sao coincidentes.

Sejam r e s duas rectas intesectantes ndo coincidentes, isto €, com um unico ponto
comum. Localmente o ponto de intersec¢do P, define em r e em s, dois campos com um
dnico ponto comum, P.

A questdo da posigio relativa global de duas rectas sincopadas que tém, numa escala
fixada, um ponto comum, é equivalente ao problema das paralelas. Ora, a questdo das
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paralelas, no sentido global, toma a seguinte forma grafica:

se se aceitar o postulado euclidiano das paralelas segundo o qual, duas rectas r e s, perpen-
diculares a um segmento finito?! (Im) AB ndo encontram-se num ponto finito (formulagéo
de Playfair). Suponhamos que se encontram num ponto do infinito, digamos C. Se se
colocar em E, com EF um segmento Im, tem-se que AB & forcosamente ig%2, e r & glob-
almente concorrente com s. Colocando-se em B, com AB um ap, tem-se que EF & ip e
rles rilas

De facto, nesse caso, existem vérios infinitos e a figura abaixo traduz bem a situagao:

E evidente que:

i) por um ponto P exterior a uma recta sincopada r pode passar um nimero infinito
de rectas sincopadas paralelas a r, pelo que o plano sincopado é globalmente hiperbélico;

ii) sendo C e D pertencentes a um mesmo campo, as rectas r e u (figura acima) séo
ambas paralelas a s, quando se se coloca em B (ou em A), o mesmo acontecendo com
todas as rectas que passam por A e por pontos desse campo.?’

2! Pode-se dizer que, em relacdo a uma escala fixada, um segmento AB & finito se AB C C(P), com P
standard.

22 Assim como todas as grandezas fora do campo de EF.

Do ponto de vista intuitivo, duas rectas paralelas nunca se encontram. O sentido dessa intuitividade
é o arquimedianismo. Isto &, numa classe arquimediana, duas rectas paralelas nunca se encontram.
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Considerando agora o caso em que o segmento AB é sincopado, tem-se, para A, B, C
em campos distintos:

/"é"
" A

___ Colocando-se na escala de AB,?* tem-se um trisngulo AABC. Um paralelismo & escala
AB (7 |15 s) seria o caso da figura abaixo

onde n#o h4 paralelismo local (isto €, no campo do ponto A, por exemplo).
Resta analisar o caso seguinte caso:

Neste caso h4 paralelismo a escala de AB (que é um segmento ip em relagio a qualquer
unidade sincopada, BC, por exemplo), e quase-coincidéncia & escala de um segmento
sincopado qualquer.

2 . Y . .
*4A escala dum segmento n-sincopado P@ é uma escala com uma unidade n-sincopada. Todos os
segmentos k-sincopados gerados pela mesma unidade fundamental, sio da mesma escala.
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Tridngulos

Pode-se ter tridngulos com segmentos apenas a uma escala ou unidade, (caso 1)), ou a
vérias (duas) escalas (caso 2), como na figura abaixo:

D 9

A teoria Hilbertiana dos tridngulos aplica-se tal qual a estes tridngulos, quando se usam
as unidades seguintes: um segmento ndo sincopado (caso 1), ou um segmento sincopado

(caso 2).
Alguns tridngulos com particular interesse, sdo:

ARVANE
u/

Os triangulos 1 e 3 sdio impossiveis, por violarem a desigualdade ultramétrica. A escala
1-sincopada, o tridngulo 2 & isésceles. O triangulo da figura seguinte é quase-isGsceles:

Repare-se que os angulos da base do tridngulo quase-isésceles séo quase-congruentes
(a figura é enganadora)?’.

Angulos e segangulos

Quanto aos angulos, no caso global, hd a observar uma caracteristica interessante dos
mesmos, nesta geometria, que é o facto de, muitas vezes se comportarem como os angulos

25 Observe-se que a nocio de amplitude de um 4ngulo depende das escalas em uso.
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lunares de F. Klein (capitulo 2). Com efeito, considere-se a figura abaixo:

Considere-se o tridngulo quase is6sceles AACB, de base AB. Quando se se coloca em
A, ou em B, o quadrildtero JAEF B, que resulta da truncatura de AACB por W, tem
todas as caracteristicas de um triangulo, de “vértice” igual ao segmento ip, EF. Assim,
pode-se considerar nesta geometria, uma nova figura geométrica: um angulo cujo “vértice”
€ um segmento ip: '

LAEFB.

Chame-se segdngulo a uma tal figura geométrica, de lados AE e FB (E i—pré6ximo de F).
Diga-se também que ZACB é o dngulo base de ZAEFB e EF o vértice. .

Tal como os angulos lunares de F. Klein, um segingulo o tem duas partes: uma parte
que se vai denominar de parte linear, que é constituido pelo segmento ip (vértice), notada
o, e uma parte circular, igual ao angulo base, notada a®. Ponha-se

a=d +d,

onde “+” representa uma soma formal.
A comparacgio entre segangulos é feita com o auxilio da seguinte figura:

Hy~
,'/f,
] I/'ﬂ/#
F D/
=0 G| E T B

Tem-se:

— Como LACB < ZHCB, considera-se que ZAOB < ZHOB, onde [ representa um
segmento ip qualquer;

— Como FG < DE, considera-se que ZAFGB < /HDEB.

Isto é: dados a =l +a’ e B ="+ 3 temse a < 8« o® < 8% ou {no caso de ser
a=p%a <p.
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Tal como para os angulos lunares, a soma faz-se naturalmente

a = (@+a)+8=(8+p)=
= (@ +8%)+ (@@ +0).

E 6bvio que os segangulos do tipo a = 0 4 o/ sdo ip em relacio a todos os outros. O
par (S, +), onde S é o conjunto dos segingulos do tipo definido acima, e + é a operagao
definida acima, é um grupo ordenado ndo-arquimediano, de elemento neutro igual ao
segingulo Z0 = 0 + 0.

' Resta apenas referir que um segéngulo pode ser representado graficamente como nas
figuras abaixo, o que mostra a sua semelhang¢a com os &ngulos lunares

A
: 1 -- =— X
C D, - E
X H anh
B .
F

Circunferéncias

Fixe-se uma unidade AB. Uma circunferéncia C de raio k, ig admite como centro todos
os pontos do interior de C. Com efeito, qualquer que seja X € intC, tem-se

dX,P)=1ig=k

onde P eC.

Na figura acima estdo esquematizadas 4 circunferéncias (3 “lisas” e uma “sinusoidal”)
de centro em todos os pontos do campo plano de PQ. Cada ponto do campo de RS
pertence a pelo menos uma circunferéncia de centro no campo de PQ e raio igual ao
comprimento de um segmento.

Finalmente, tem-se o

Teorema 10.6 A geometria das rectas n-sincopadas é um modelo dos ariomas HVI-
HV1S5.
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Dem. A demonstracio da satisfacdo dos axiomas hilbertianos, HV1-HV13, decorre da
equivaléncia deste modelo ao V,, de Veronese, que os satisfazem. A satisfagdo do axioma
de continuidade absoluta de Veronese, HV14, decorre do facto de existirem infinitésimais;
a satisfacdo do axioma de continuidade relativa de Veronese, HV15, decorre do facto de
existirem vérias (infinitas) ordens de infinitésimais.ll

10.3.5 Aplicagdo: um exemplo da teoria nao-arquimediana das &areas
planas (Hilbert)

Revisdo de alguns conceitos

Definicao 10.28 (interior de um subconjunto do plano) Um ponto D estd no in-
terior de um subconjunto P de um plano 7 se existe um tridngulo AABC, inteiramente
contido em P, com D € AABC. O conjunto dos pontos interiores de P ¢é o interior de
P e nota-se int(P).

Tal como na topologia, definem-se exterior e fronteira de um subconjunto do plano.

Definicao 10.29 (subconjuntos do plano sem sobreposi¢ao) Dois subconjuntos P
e @ de um plano ™ sdo sem sobreposicdes se

int(P) N int(Q) = 0

Definigao 10.30 (figura) Uma figura geométrica ou simplesmente uma figura, é um sub-
conjunto do plano que pode ser expresso como uma unido finita de tridngulos sem so-
breposigdo.

Proposigao 10.10 i) A intersecgio finita de figuras é uma figura;
i) A unido finita figuras é uma figura;
iiz) O complemento duama figura noutra, mais a fronteira, é uma figura.

Dem. Indugdo.ll

Defini¢dao 10.31 (equidecomponibilidade) Duas figuras P, P’ sio equidecomponiveis
se for possivel expressd-las como unides de tridngulos sem sobreposicoes

P =|]|rn
i
P = |1

onde, para cada i, o tridngulo T; é congruente com o tridngulo T}.

Defini¢do 10.32 (figuras com igual conteiddo) Duas figuras P, P’ tém igual conteido
se existirem duas figuras Q, Q' tais que:

1) P e () sdo sem sobreposicies;

it) P' e Q' sdo sem sobreposigdes,

it) Q e Q' sdo equidecomponiveis;

i) PUQ e P'UQ' sao equidecomponiveis.
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Proposigao 10.11 Se P e @ sdo equidecomponiveis entio tém igual conteido.
Dem. Consequéncia imediata das defini¢ées.ll

Exemplo 10.7 Se P = P, U P, P, = P, num plano euclidiano, e P' um quadrado con-
struido sobre a diagonal de um dos quadrados de P ou P, entdo P e P’ sdo equidecom-
pondveis. Com efeito, se se cortar P e P' em quatro tridngulos congruentes entre si e com
0s quatro tridngulos definidos pelo corte do quadrado maior pelas suas diagonais.

1 " 2“

Exemplo 10.8 (Euclides) Num plano euclidiano, sejam JABCD e DOCDEF dois par-
alelogramos com a mesma base CD. Euclides demonstrou (Prop. 35, livro I) que JABCD
e (JCDEF tém o mesmo contetido. Com efeito seja P = OABCD e P’ = OCDEF. Faga-
se Q = Q' = ABGE. Entdo P+Q e P'+ Q' sao unides de tridngulos congruentes AACE
e ABDF, e os tridngulos ACDG e ACDG, que sdo congruentes:

A B E F
/d_’_'_,_,.,.-'-'-
G
.’Fﬂ-’-ﬂ-‘-ﬂ
C D

Exemplo 10.9 (Hilbert) Se duas figuras P e P' sdo equidecompontveis, entdo tém igual
contetddo, mas a reciproca ndo é necessariamente verdadeira. Por exemplo, considere-se o
plano cartesiano T sobre um corpo néo-arquimediano K. Seja t um elemento ig de K.
Considere-se o quadrado unitério JABCD e o paralelogramo de base CD e lado superior
RF, onde E = (t,1) e F = (t+1,1). De acordo com o exemplo 10.8, JABCD e OCDEF
tém igual contevido. Contudo, ndo sdo equidecomponitveis. Com efeito, os lados de qualquer
tridngulo contido no quadrado unitdrio tem comprimento igual ou inferior a V2. Qualquer
numero infinito desses lados, colocados topo a topo, seria ainda finito no corpo K. Mas
o lado CE do paralelogramo tem comprimento Vt*+1 > t, que é infinito. Portanto
nenhum nimero finito de tridngulos contidos em DABCD pode “encher” o paralelogramo
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OCDEF.

|

0
1 t t+

Exemplo 10.10 O ezemplo (10.9) pode ser considerado no quadro da geometria sinco-
pada. Ficaria assim:

A B E F
---..-'-"""’.-—""ﬂ-
..-'-"__',,..-F"‘
G/_..
c D

Nesta figura é evidente que o argumento de Euclides ndo é vdlido pois os tridngulos ACE
e BDF ndo sio congruentes, pois, por exemplo, BF ndo é congruente com AE.2

10.4 Conclusoes

No capitulo anterior apresentou-se um modelo analitico H-V que privilegiava os aspectos
micro da GNSA. Os modelos apresentados neste capitulo previlegiam os aspectos macro,
reduzindo 4 escala de uma folha de papel, rectas, segmentos de comprimento infinito,
circunferéncias de raio infinito, etc. Os resultados sdo fundamentalmente os mesmos,
nestes dois pontos de vista.

Finalmente, refira-se que o modelo da recta sincopada pode representar, com muita
fidelidade, algumas situagbes em biologia, por exemplo, em particular nas cadeias evoluti-
vas. Tome-se como exemplo a evolugdo do macaco (ponto M) ao Homem (ponto H). Um
segmento sincopado M H representaria essa cadeia de evolugiio, em que a sfncope repre-
senta o elo ausente, caracteristico das cadeias evolutivas. Com efeito, o descendente de
M é também M (estd ainda na classe arquimediana de M) e o antecedente de H é ainda
H. Passar da classe arquimediana de M para a classe de H, na mesma recta ordenada,
implica “um salto no vazio”, isto é, ultrapassar uma sfncope.?’

Continuando com as mesmas espécies, M e H, sabe-se que a distincia entre espécies
costuma-se definir como o nimero de geragdes a partir do mais recente antepassado comum.

0S50 apenas quase-congruentes.

*"Qu alternativamente, a consideracio de transformacdes infinitesimais: o descendente imediato do
macaco M ndo é apenas macaco ou nfo é tdo macaco, quanto o seu progenitor. A consideracdo de
modificagdes infinitesimais na cadeia evolutiva elimina a necessidade da ideia de “elo ausente”.
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Essa disténcia é ultramétrica, como a distancia definida na geometria das drvores, o que
explica, por exemplo, certas semelhancas (em patriménio genético, por exemplo) entre
entidades de espécies aparentemente muito diferentes. Assim, a geometria das 4rvores
(ndo vista nesta tese) é uma GNS.



CAPITULO 11

Um modelo métrico (birkhoffiano)
de geometria nao-standard
nao-arquimediana

11.1 Introdugao: os axiomas de Birkhoff

Sabe-se que G.D. Birkhoff [11] desenvolveu uma axiomética alternativa & de Hilbert para
a geometria euclidiana, designada por geometria métrica, fundada em dois pressupostos:

— A estruturacdo do conjunto dos niimeros reais R como corpo ordenado e completo?,
(R) +,40<, 01 l)a

— O enriquecimento dos modelos hilbertianos (M, Rps) de incidéncia com fungoes reais
especiais.

Com vista & elaboragio de um modelo ndo-standard da geometria métrica de Birkhoff,
vai-se rever os axiomas e alguns resultados dessa geometria, com vista a fixagdo do método
e das notacdes. Vai-se cingir aos axiomas I1-I3 (axiomas planares de incidéncia), que
passam a integrar o grupo de axiomas de Birkhoff para a geometria ndo-standard nao
arquimediana plana, que serdo representados por Ai’:

Al < 12
A2 « 11
A3 — I3

Os restantes axiomas sfo introduzidos a seguir:

A4. (Axioma da distancia, da régua, ou da medigéo linear) Para cada recta | de um
plano M existe, pelo menos uma bijecgdo f : 1 — R tal que para quaisquer pontos P, Q) de
l se tem

d(P,Q) =|PQ|=|fP - fQl,

'No sentido de Dedekind.

R . -~ . . . - .
“Vai-se recorrer a uma versdo ligeiramente modernizada dos axiomas de Birkhoff, presente em Franco

Oliveira ([32],[33]), P. Araijo ([71]), Millman/Parker([55]), e outros.
197
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onde d é uma funcdo distdncia definida por
d : M!-R
(P,Q) — d(PQ)=|PQ|.

Pode-se demonstrar, baseando-se no axioma A4, que d verifica as propriedades usuais
das funcdes distancia, a saber: '

D;— d(P,Q) >0, VP, Q € M (ndo negatividade)

D;— d(P,Q) = 0 & P = @ (anulamento)

D3 — d(P,Q) = d(Q, P) (simetria)

D4y —d(P,R) < d(P,Q) +d(Q,R) (de51gualdade triangular)

A5 (separagio no plano) Para toda a recta I, o conjunto de pontos de um plano M
que ndo pertencem a l, é a reunido de dois conjuntos convezos®, ndo vazios e disjuntos,
tais que, para quaisquer pontos P,Q ¢ I, P estd num deles e Q) estd no outro, se e s0 se
PQ corta .

A6 (Ax10ma do transferidor) Sejam A, B pontos distintos, H um semi-plano limitado
pela recta AB. Entdo para todo o a €0, 180[ existe uma unica semirecta AP, com P € 'H,
tal que m(£LPAB) = {PAB = a.

A7 Se D € int(£BAC), entdo m(£/BAC) = m(£{BAD)+m(£/DAC), onde int(LXY Z)
é o interior de LXY Z.

A8 Se ZABC e Z/ABD sio suplementares adjacentes (isto é, C—B—D e A ¢ BD),
entdo m(£ABC) + m(£LABD) = 180.

Nota 11.1 Os aziomas A6-A8 sio geralmente chamados aziomas da medigcdo angular.

A9 (Axioma da congruéncia de tridngulos critério LAL) Nos tridngulos A. ANABC e
ADEF, se a correspondéncia A « D,B « E,C « F for tal que AB = DE,ZA =

/D, AC = DF, entdo AABC = ADEF.
Encontra-se, portanto, perante modelos da forma

= (M, Ry, dyr, mum)

onde:

— dp é a funcdo distancia ou métrica definida acima;

— myy é a fungdo real de medi¢do angular definida acima.

Observe-se que na geometria métrica, a continuidade linear (e por extensio, a circu-
lar) é assegurada pela continuidade dedekindiana do conjunto R, via o isomorfismo f,
introduzido no axioma A4, ndo sendo portanto necessdrio postular nesse sentido.

11.2 Alguns resultados

Definigdo 11.1 (coordenada de um ponto) Para todo ponto P € 1, f(P) = fP (que
existe sempre gracas a A4) diz-se a coordenada de P em l.

Usualmente identifica-se um ponto com a sua coordenada fP.
Existem muitos sistemas de coordenadas para cada recta. De facto tem-se a

3Definicio geométrica: C é um conjunto convexo sse VA, B € C, ABccC.
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Proposicao 11.1 Seja f um sistema de coordenadas para uma recta l. Entdo:

i) A funcdo g : Il — S definida por g(P) = —f(P), para todo o P de l, é um sistema
de coordenadas de l;

i) Qualquer que seja o nimero c € S, a fungdo h: 1 — S definida por h(P) = f(P)+c
para todo o P del é um sistema de coordenadas de [.H

Teorema 11.1 (de colocacdo da régua) Para qualquer recta l e quisquer pontos distintos
A, B incidentes em | existe um e um s6 sistema de coordenadas para | tal que a coordenada
fA=0ea fB>0.

Dem. Seja f um sistema de coordenadas para [, que existe por A4. Ponha-se c = f(4),
e defina-se, para todo o P incidente em [, g(P) = f(P) — c. Pela proposi¢éo anterior, g é
um sistema de coordenadas para [. Se g(B) > 0 acaba-se a demonstragdo. Se g(B) < 0
considere-se o sistema de coordenadas (proposicdo 11.1) h definido por h(P) = —g(P). h
estd nas condigOes requeridas.ll

Definicdo 11.2 Dois segmentos AB, CD dizem-se congruentes, e escreve-se, como nos
capttulos anteriores, AB = CD, sse |AB| =|CD|.

Com base nesta definicio, podem-se demonstrar as propriedades da congruéncia de
segmentos, admitidas por Hilbert como axiomas.
As principais consequéncias do axioma de separagio (A5) sdo os seguintes resultados:

Teorema 11.2 (de Pasch) Qualquer recta que intersecte um tridngulo num ponto do
interior a um lado, intersecta, pelo menos, um dos outros lados.l

Teorema 11.3 (da barra transversal) Uma semirecta com origem no vértice de ZABC
passando por um ponto interior ao dngulo, corta o lado AC num ponto entre os extremos.ll

Teorema 11.4 Se uma recta tiver wm ponto no interior de um triéngulo, entdo ela corta
algum dos lados.B

Exemplo 11.1 Considere-se o sequinte modelo: My = (TR, Rry, drg), onde 7 € o plano
cartesiano real, Rey = {(z,y) ER2:y=c1Vy=c3, c1,c2 € R}, e dry € a distdncia
definida, para dois pontos P(x1,y1), Q(z2, y2) € TR, por

dre (P, Q) = lz1 — Zo|l =41 =y2 ,
(P, Q) { lz1] + |zo] + lyr — v2| < y1 # ¥2

isto é, a distdncia entre P e Q) é a euclidiana, se P e Q estiverem na mesma horizontal
Yy = y1 = Y2, € soma-se o comprimento do caminho de P a @, passando pelo eizo das
ordenadas, no caso de P e ) de ndo estarem na mesma horizontal. E claro que M,
verifica 0s ariomas A1 — A3. Também é imediato que M; verifica A4. Com efeito, sendo

l € Ry, a fungdo

f + [-R
(PaQ) = WR(P;Q)

1Isto &, as rectas do modelo sdo reunides de duas rectas euclidianas horizontais.
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onde dro (P, Q) é a métrica definida acima, é um sistema de coordenadas, para l. Tem-se
a tustragdo:

b5

sb--q4----4m

xF--10

N

Proposigao 11.2 O modelo My é hiperbdlico.

Dem. Com efeito, sendo R(z3,y3) € 7R, Y3 # ¥1,Ye, tem-se que existe um mimero
infinito de rectas que passam por R e sio paralelas a [ = . Séo as rectas do tipo

U'={(z,y) Emr:y#y1,92 VY = y3}.
[ |

Definicao 11.3 (4ngulos congruentes) Os dngulos ZABC' e ZDEF' sdo congruentes
se tiverem a mesma amplitude, isto é LABC = £DEF.

E evidente que um modelo desta geometria é o plano cartesiano real.

11.3 Reéguas e transferidores nao-standard

11.3.1 Modelo geral métrico nao-standard

O modelo métrico birkhoffiano de geometria nio-standard ndo-arquimediana, é fundado
Nnos pressupostos:

— A existéncia de um conjunto de mimeros R estruturado como corpo ordenado nao-
arquimediano, continuo no sentido de Veronese, (R, +,.,<,0,1);

— O enriquecimento dos modelos hilbertianos de incidéncia (M, Ra) com fungBes
especiais.

O modelo néio-standard vai-se basear em axiomas birkhoffianos, ligeiramente modifi-
cados, a serem designados por A’i. Tem-se

Al = A1
A'2 = A2
A'3 = A3

Para o axioma A’4, tem-se
A’4. (azioma da régua nio-standard ou da ultra-métrica) Para cada recta | de um
plano M, eziste, pelo menos, uma bijecgdo

p:l—- MR,
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tal que, para quaisquer pontos P,Q de l se tem:

onde d é uma funcdo ultra-distdncia ou ultra-métrica definida por

d : M2—-+m3'
(P,Q) — d(P,Q)=|PQ|

que verifica os aziomas Dy — D3 acima (secgdo 77 ), mais o seguinte arioma

D), d(P, R) < max{d(P,Q),d(Q, R)} (ultramétrica);

Os restantes axiomas sao iguais, a menos de consequentes adaptagdes (sobretudo nos
axiomas A6 e A7), como se ver4 na sub-sec¢éio seguinte:

A'5 «—— A5
A6 «—— A6
AT — AT
A'8 — AS8
A9 — A9

Os modelos métricos de geometria ndo-standard sdo da forma
M = (M, Ry, dpr, mu)-

onde m,s é uma funcio real de medigdo angular, isto &, m : M — R que obedece a uma
axiomética especifica, e dps € a fungdo ultradistancia definida acima.

Tal como no caso standard, na geometria métrica nao-standard, a continuidade linear (e
por extensao, a circular) é assegurada pela continuidade (ndo-arquimediana) do conjunto
R, via o isomorfismo ¢, ndo sendo portanto necessério postular nesse sentido. Neste caso
trata-se de continuidade nao-arquimediana.

11.3.2 Principais consequéncias de A'l a A'8

Definicio 11.4 (sistema de coordenadas nst) A funcdo ¢ do arioma A'4 chama-se
um sistema de coordenadas ndo standard (s.c. nst) para l.

Teorema 11.5 (colocagdo da régua nao-standard) Para qualquer rectal e quaisquer
pontos distintos A, B, del, existe um e um s6 s.c. nst ¢ tal que

pA=0ApB >0.

Dem. Idéntica & do teorema 11.1.10

Definigao 11.5 (segmentos quase-congruentes) Os segmentos AB e CD dizem-se
quase-congruentes, e escreve-se AB = CD, sse |AB| ~ |CD]|. W4 oy
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Os axiomas A’6 a A’8 sdo de medicdo angular ndo-standard. Antes da sua introdugao,
é preciso ver o conceito primitivo de medi¢do angular, a acrescentar aos anteriores (ponto,
recta e distancia):

Definicdo 11.6 (medigao angular) Sendo A o conjunto dos dngulos geométricos, uma
medigdo angular é uma fungdo

m : A—]0,180[Cc R
ZABC — m(LABC) = (LABC)’ = {ABC

onde R é um corpo ordenado ndo-arquimediano, continuo no sentido de Veronese.

A’6 (Axioma do transferidor nao-standard) Sejam A, B pontos distintos, H um semi-
plano limitado pela recta AB. Entdo para todo o a €]0,180[C fR, eriste uma tnica
semirecta ﬁ, com P € H, tal que m(£LPAB)= {PAB = o.

Nota 11.2 Por ser m € R, existem dngulos com medida angular infinitamente pequena.
Defini¢ao 11.7 (4ngulo ip) Um dngulo ZABC diz-se ip se {ABC =~ 0.

A’7 Se D € int(£BAC), entio m(£BAC) = m(£BAD)+m(£DAC), onde int(£LXY Z)
é o interior de /XY Z.

Nota 11.3 O azioma de Arquimedes ndo é verificado pois, se LZABC éip e ZDBC ndo
ip, ndo existe n € N tal que n(LABC) > £ZDBC.

Defini¢io 11.8 (4ngulos quase-congruentes) Os dngulos ZABC e LDEF dizem-se’
quase-congruentes, e nota-se ZABC = /DEF, se for {ABC ~ {DEF.

Teorema 11.6 (construgao de segmentos e de angulos) (a) Dados um segmento AB
e uma semirecta @, existe um tUnico ponto F € CD tal que AB = CE.

(b) Dados /BAC, uma semirecta DE e um semi-plano ‘H limitado por EE, eriste
wma tnica semirecta DF com F € H tal que ZFDE = /BAC.

(c) Dados os nidmeros z,a € R tais que > 0, 0 < o < 180, uma recta | =48 e um
semiplano 'H limitado por [, existe um unico ponto C € H tal que {BAC ~ a e |AC| ~ z.

Dem. (a) Seja f um s.c. para TD e fD > 0, de modo que CD = {X : fX >0}
(teorema 11.5). Tem-se entdo, para todo o ponto X € CD, |fC—fX|=fX|=fX =
|CX|. Pondo z = |AB|, como f é bijectiva, existe um tnico ponto E € CD tal que
fE =z =|CE|=|AB|, logo CE 2 AB.

(b) Pondo a = £LBAC, pelo axioma A’6, existe uma tnica semi-recta DF', com F € H,
tal que {FDE = «, donde ZFDE = /BAC.

(c) Corolério de (a) e (b).H

Definicio 11.9 (a4ngulo quase-recto) Um dngulo ZA é quase-recto se LA = 90.

Defini¢do 11.10 (4ngulos quase-perpendiculares) Duas rectasr e s dizem-se quase-
perpendiculares, e escreve-ser L; s, (como anteriormente) sse forem concorrentes e existir
um dngulo quase-recto contido em 7 U s.

Nota 11.4 A definicio pode ser formulada em termos de tubulos: v 1; s se para €, 6 ips,
rCre esC ss setemr: L ss.
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11.3.3 Exemplos de realizagoes do modelo
Exemplo 11.2 Considere-se o sequinte modelo: My = (TR, Rrg, drg), onde TR € 0 plano

cartesiano real, Ry, = {(z,y) € R?:y=cVy=cs c1,c2 € R}, edny éa ultra-disténcia
definida, para dois pontos P(x1,y1), Q(x2,y2) € TR, por

_ |1 — z2| & y1 =12
d"R(P’Q)—{ ig+ |z — x| Sy F y2

isto é, a distdncia entre P e QQ é a euclidiana, se P e () estiverem na mesma horizontal
Yy = y1 = Y2, € soma-se um infinitamente grande, fixo, no caso de ndo estarem na mesma
horizontal .

Evidentemente, M, verifica os axiomas A'l — A’3. Também é imediato que 9; veri-
fica A’4. Com efeito, sendo I € Ry, a fungio

p 1M
(P,Q) — drp(PQ)

onde dr, (P, Q) é a ultramétrica definida acima, é um sistema de coordenadas nao-standard,
para l. A figura abaixo ilustra este modelo:

F. 8
¥ P
T '
18 |
[ : Q
72 ! :
1 1 5
X Xy ’
que se pode interpretar assim:
A
n P
'
'R Q
¥2 ! ;
1 | -
xp X ’

onde o trago “gordo” representa um “segmento ¢g” de R para P, que adicionado ao
segmento de comprimento finito RQ) (a tracejado), resulta no segmento “misto” PQ.

»0 que é equivalente a considerar a disténcia conhecida
d(P,Q) = |z1 — 22| + |y1 ~ y2

(métrica da soma, do tazicab ou pombalina), considerando que, se P e Q ndo estdo na mesma horizontal,
ly1 — y2| = ig.
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Nota 11.5 Na figura acima P, Q, R sdo colineares.
Tem-se a seguinte

Proposicao 11.3 O modelo My €é hiperbolico.
Dem. Como na proposigao 11.2.1

Nota 11.6 (1) este modelo pode ser modificado de modo que as rectas verticais desem-
penhem o mesmo papel que as horizontais.
(2) Para rectas obliquas y = mz + b, basta definir a ultramétrica

d (PQ)= lfP—fQI<=P7Q€{y=mx+b}

faa ig+|fP—fQl <« Pe{y=mai+b},Q€{y=mzz+b} ’
onde f é um sistema de coordenadas para l = {(z,y) € Tr : y = mz + b}. Neste caso
considera-se que |by — ba| = 1g.

Proposicao 11.4 O modelo M ndo verifica o azioma AS5.

Dem. Com efeito, qualquer recta divide o plano em trés conjuntos convexos, nio em
dois.l

Exemplo 11.3 Trata-se de uma generalizacdo do modelo anterior. Seja n € N, fizo.
Considere-se o sequinte modelo: My = (TR, Rry, dry), onde TR é o plano cartesiano real,
Rry = {(z,y) €R? 1y =y Vy = y2}, € dny € a ultradistincia definida, para dots pontos
P(-'El,yl), Q(xZa y2) € R2) por
|z1 — 22| € y1 =12
PQ) = !
ONCTIES WAt i

isto é, a distncia entre P e Q é a euclidiana, se P e Q) estiverem na mesma horizontal,

e soma-se um infinitamente grande, (n + 1)ig, onde n é o mimero de rectas horizontais
entre a recta horizontal onde esté P, e a recta horizontal onde estd @, no caso de ndo

estarem na mesma horizontal.

E claro que também 9 verifica os axiomas A’l — A’3. Também ¢ imediato que My
verifica A’4. Com efeito, sendo [ € Ry, a fungdo

p : I-%R
(P,Q) — dnp(PQ)

onde dr (P, Q) ¢ a ultramétrica definida acima, & um sistema de coordenadas para [. A
figura abaixo ilustra este modelo:

o

N

....
[v) S
(X
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Nota 11.7 (1) Se n ndo for fizo, néo se garante que o modelo My cumpre o azioma
A’1. Com efeito, designe-se por l,(P,Q) a recta definida por P,Q, isto é, constante das
horizontais de P e @, mais n horizontais entre elas. Entio pode-se definir uma linha
Ix(P,Q), k # n, que passa pelos pontos P,Q, mas ¢ diferente de l,(P,Q). Em particular,
ndo pode ser n infinito.

(2) Aplica-se o mesmo da nota (2) anterior.

Exemplo 11.4 O plano cartesiano ndo-arquimediano é um modelo desta geometria.
Para concluir a descrigdo do modelo, tem-se o

Teorema 11.7 Seja R um conjunto de nimeros veronesianos (isto é, com ips de vdrias
ordens de grandeza), r uma recta munido de um s.c. f : r — M. Entdo a geometria
métrica resultante é wm modelo dos axiomas HVI-HV1S.

Dem. A verificacio dos axiomas hilbertianos HV1-HV13 decorre da construcdo do
modelo. A verificacdo dos axiomas veronesianos de continuidade HV14 e HV15, decorre
do sistema de coordenadas f adoptado.l

11.4 Novas nogoes

Tal como no capitulo 9, a linguagem é aqui enriquecida através de predicados nao-standard,
o que se obtém facilmente através do sistema de coordenadas ndo-standard ¢:

Definigdo 11.11 (pontos i-préximos) P,Q € M dizem-se i-prérimos se d(pP, Q) =
|PQ| = ip.

Definigao 11.12 (segmento ip) Dados P,Q € M, o segmento PQ diz-se ip se P e Q
830 1-préTImos.

Defini¢io 11.13 (segmento ig) Dados P,Q € M, o segmento PQ diz-se ig se |PQ| =
g.

Exemplo 11.5 No ezemplo 11.2, se P e Q estdo na mesma horizontal, o segmento PQ
tem como comprimento um numero real, ndo ig. No caso de ser P e () pertencentes a
horizontais diferentes, o segmento PQ) é ig.

11.5 Construgoes geométricas

(Ver alguns teoremas cldssicos de construgdes em Geometria métrica)

11.6 Conclusoes

O modelo birkhoffiano permite chegar aos mesmos resultados que o modelo analitico hilber-
tiano visto anteriormente, no capitulo 9. A introducgdo de um sistema de coordenadas
nao-standard permite de forma directa introduzir na recta uma estrutura nao-standard, e
aplicar os resultados pertinentes da ANS a GNSA.
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CAPITULO 12

Discussao e conclusoes

12.1 Revisao do estudo

Com esta dissertacio sdo lancadas algumas bases para a consideragdo de geometrias
com elementos nédo-standard, no sentido considerado no capftulo 6, e no sentido nao-
arquimediano.

Através de exemplos, mostrou-se que:

— Tais geometrias podem ser consideradas de um ponto de vista muito elementar,
com vantagens diddcticas e pedagégicas evidentes;

— Ajudam a resolver problemas geométricos convencionais através de métodos muito
elementares.

As interpretacdes de tais geometrias, prevalecentes neste trabalho, foram as geometrias
néao-arquimedianas.

No ambito da GNS desenvolvida nesta dissertagio, fez-se uma revisdo histérica, de
onde se aproveitaram, para a construgio de modelos e suas aplicagdes, os contributos de
Veronese, Hilbert e outros. Especial destaque vai para os angulos de contingéncia que, por
um lado, encerram todo o paradigma do assunto central da tese, e por outro lado apresen-
tam espantosa utilidade na intuicio da geometria ndo-arquimediana das curvas. Também
é de se referir a revisio da construcgio pela via sintética dos nimeros de Veronese, que rep-
resentam em muitos momentos da tese as grandezas numéricas em utiliza¢do, sobretudo
quando se recorre a ordens de grandeza relativas -— & o caso do capftulo 10.

Uma definicio de Geometria nio-standard impos-se, até como forma de objectivar
para melhor delimitar a drea de estudo. A néo existéncia de classificagio AMS para essa
matéria ¢ indicador da sua ndo autonomia em rela¢do & geometria, para se dizer o min-
imo. A definicio encontrada ¢ bastante vasta e acaba também por extravasar o espfrito
que presidiu 4 designagio de Anélise ndo standard: na GNS, tal como na ANS, sdo carac-
terizados entes ndo definidos nas geometrias construidas com recurso a linguagem ZFC da
teoria dos conjuntos. Mas na GNS essa caracterizagio pode-se traduzir na introdugao de
objectos geométricos novos, o que ndo acontece (porque nao necessirio) na andlise. Onde
h4 maior afinidade entre a GNS e a ANS é na GNSA. Assim, e porque era necessdrio
restringir a drea de investigagdo, dedicou-se a tese toda, a partir do capitulo 6 4 geometria
nio standard nao-arquimediana.

Sao aproveitadas as bases universais da fundamentagdo da geometria, legadas por
Hilbert (os trés primeiros grupos de axiomas — aquilo que nesta tese se designou por

209
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geometria absoluta) e os axiomas de continuidade de Veronese (compativeis com os referi-
dos axiomas de Hilbert) para a constru¢io de um modelo de geometria no-arquimediana
denominada Hilbert-veronesiana, que descreve geometrias que podem ser totalmente de-
sconexas do ponto de vista da continuidade dedekindiana, mas continuas no sentido verone-
siano.

S&o construidas trés realizagdes do modelo, a saber: uma analftica na mais estrita
tradicdo hilbertiana, uma sintética, inspirada num modelo de Veronese e um métrico,
resultante da adaptacdo dos axiomas de Birkhoff ao caso néo-arquimediano (réguas e
transferidores nao standard). O modelo analitico é aquele que serve para derivar as princi-
pais propriedades geométricas e topol6gicas do plano cartesiano ndo-arquimediano. Nesse
modelo sdo mais evidentes as propriedades & escala micro. O principal modelo sintético,
denominado, da recta sincopada, para além de confirmar as propriedades derivadas no
modelo analitico, evidencia, de forma intuitiva as propriedades & escala macro. Este
modelo pretende desenvolver a geometria nao standard sintética de forma tdo natural e
elementar quanto a geometria de Euclides ou a de Hilbert. Tenta-se isso através da intro-
duggo de um conceito de congruéncia compativel com a existéncia de vérias escalas, o que
intuitivamente nio é muito evidente. Embora nio se exiba mais do que um exemplo de
aplicacio imediata do modelo para a ilustragéo da resolugéo de um problema clissico, de
uma forma natural e imediata, acredita-se que o referido exemplo constitui um paradigma
das situacdes onde a aplicagdo do modelo é imediata, portanto, vantajosa.

No modelo birkhoffiano, confirmam-se de novo as propriedades vistas no modelo analitico,
e avancam-se alguns modelos simples, aparentemente suficientes para caracterizar a difer-
enca de oportunidades de aplicagdo em relacio ao modelo analitico.

Os exemplos de problemas resolvidos sdo escassos e elementares, mas tém um caracter
apenas indicador. Mais néo foi feito por falta de tempo.

Finalmente, refira-se que no seu livro, Lectures on the hyperreals ||, Goldblat faz uma
pequena lista das vantagens da ANS sobre a anélise cldssica. Esta dota a anilise de

1) Novas definicdes de conceitos familiares, frequentemente mais simples, e
mais intuitivamente naturais;

2) Novas demostragdes, mais admirdveis, frequentemente mais simples, de teo-
remas familiares;

3) Novas e admirdveis construgdes de objectos familiares;
4) Novos objectos com interesse matemdtico;

5) Novas propriedades e formas de racioctnio bastante poderosas;

Espera-se que a GNS venha a aportar & Geometria uma lista de vantagens maior ou
igual a esta.

12.2 Discussao e conclusoes

O trabalho desenvolvido nesta tese € muito incompleto. Por essa mesma razio manteve-
se um nivel (bastante) elementar nos resultados, ilustracdes e aplicagbes, remetendo-se
qualquer aprofundamento para estudos posteriores.

Apesar de todos os esforgos empreendidos, sente-se que a linguagem muitas vezes é
densa e nalguns casos algo confusa. Muito disso é devido & natureza da prépria matéria
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e A inexisténcia de trabalhos feitos com objectivos similares para servirem de termos de
referéncia. Outras razdes prender-se-d0 naturalmente com as limitagdes préprias do can-
didato.

A opcdo por vérias abordagens (a histérica, a analftica, a métrica, a sintética) é bas-
tante discutfvel na medida em que é a principal causa do alongamento do texto, por
um lado, e por outro, acredita-se que se os esforgos tivessem sido concentrados em ape-
nas uma ou duas abordagens, certamente se poderia ter ido mais longe na exploracao
de certas consequéncias. Essa opc¢io s6 ¢ justificada por este se tratar de um trabalho
de fundamentacdes, que pretende, tdo somente exibir alguns horizontes para trabalhos
futuros.

12.3 Perspectivas e trabalho futuro

No decorrer deste projecto de investigagio, muitos problemas se colocaram e muitas per-
spectivas se afiguraram, que o candidato explorard na sequéncia desta tese. Entre essas
questOes encontram-se as seguintes:

1. O acto intelectual bdsico que se encontra na fundagio do pensamento geométrico
parece ser o da associagdo abstracta entre dois objectos (acto que est4, de resto, associado
4 intuitividade bdsica do conceito de conjunto). Serd possfvel fundar a geometria em
axiomas que apenas regulam essa intuitividade bésica, isto é, que apenas regulam essa
associacdo abstracta?

2. A liberdade de criacdo e de interpretacdo artisticas é uma das qualidades iner-
entes & mente humana. Tratam-se de actividades altamente complexas. Pode-se fundar a
geometria, prevendo essa liberdade e essa complexidade?

3. E possivel fornecer a um computador um conjunto de axiomas de cardcter ge-
ométrico! e pedir-lhe que crie objectos obedecendo aos mesmos? Que relagdes geométricas
se pode esperar existir entre tais objectos?

4. A fisica necessita, mais que nunca, de geometrias (simples) que lhe permitam
interpretar as suas grandes questdes, entre as quais, a da grande unificagdo. Pode a
matemética construir tais geometrias? Uma interpretagdo geométrica simples da teoria
quéntica (a semelhanca do que jé existe para a teoria da relatividade geral) tem sido
reputada de necessdria’. Uma geometria para tal fim teria que ser necessariamente néo-
arquimediana.

5. Muitos mateméticos defenderam que o ponto néo faz parte do continuo (empfrico)
mas que é apenas uma estrutura auxiliar para poder utilizar esse cont{nuo na matemética.
E possivel definir o ponto como uma estrutura sobre o contfnuo, (como um corte, por
exemplo) em vez do contrario, as estruturas do continuo serem definidas através de pontos?

6. A definicdo kleiniana de geometria baseia-se no conceito de ac¢éo de um grupo (de
simetrias) num conjunto (de pontos). Uma tarefa a ser desenvolvida futuramente pelo
candidato é a elaboragio de um modelo de GNS baseada nessa defini¢ao.

7. Proceder a formalizag¢io das GNS, no seu sentido abstracto, serd uma das prioridades
futuras.

'Nalgum sentido matematico do termo “geométrico”.
2 . . ~ . . . . -~ . . ~
“Existem divulgacdes que indicam que estd em curso, uma interpretacio através da teoria da informagao

[Science & Vie].



212 Discussdo_e_conclusées

Para todas estas questdes o candidato iniciou o estudo, e nalguns casos, a construgdo de
modelos, cujo acabamento ficaram adiados por razées que se prendem com a necessidade
de dedicar a maior parte do tempo disponivel & elaboragio da presente tese.

8. A obra de Veronese é vasta e dificil de descodificar, em parte devido & complexi-
dade da matéria que trata, mas também por causa do estilo que adoptou. Na presente
investigacdo apenas se sondaram alguns aspectos, em particular, a construgao do corpo
numérico, e uma timida introducéo & geometria. E intencéo do candidato continuar a ex-
plorar os Fondamenti, aprofundando aspectos como a geometria projectiva e a geometria
n-dimensional sintética, entre tantos outros que interessaram o candidato, mas que néo
cabem numa designagio sintética.

9. Tulio Levi-Civita nasceu como geémetra sob as batutas de Ricci e Veronese. Cer-
tamente, na sua criagio fecunda da teoria das conexdes, teria tido influéncias da intuicao
do espago ndo-arquimediano, incluindo as de pontos standard e néo-standard. Uma das
tarefas a serem encetadas no futuro pelo candidato é a revisita da geometria diferencial
através de conceitos ndo standard.®

10. Por outro lado, seduzido pela “Geometria ndo-comutativa dos nimeros”*, o can-
didato tenciona desenvolver actividade investigativa nessa 4rea, com vista a procurar uma
compreensio unitéria das geometrias ndo-arquimedianas.

Blaise Pascal disse que “os nimeros imitam o espago que, no entanto, é duma natureza
tdo diversa”. Porém, é convicgio do candidato, depois da presente investigacdo & que “os
nimeros imitam o espago, por serem da mesma natureza”.

4

3No livro “Nonstandard Analysis in Practice” [23], Michel goze desenvolve uma aplicagio de conceitos
da ANS na geometria diferencial, dum ponto de vista absolutamente diverso do assumido pelo candidato
nesta dissertacao.

1Série de Conferéncias proferidas no Semindrio conjunto CIMA-DMAT da Universidade de Evora, pelo
Prof. Paulo Almeida, do Instituto Superior Técnico.



Apéndice A

Representacao geométrica de uma
parte do continuo absoluto
(Veronese).

Numa nota de rodapé (FG, pagina 166) Veronese levanta um pouco o véu sobre a intuicio
geométrica daquilo que ele chama “uma parte do conténuo absoluto”. Vejamos a sua
construcao:

«Consideremos em primeiro lugar o campo infinito de ordem 1 em relagcdo & unidade
fundamental e também as escalas, no sentido oposto, a partir da origem fundamental. Os
nimeros de (1) deizam-se reagrupar nas sucessoes

sO s®  gtm .
A todo o segmento da forma ZL AA; corresponde uma sucessdo -71;51, e portanto a todo
o segmento da forma

ool(% + % +..+ %:— +..)AA;
para limm = oo(a = 0,1,...,n — 1) corresponde uma sucessdo S1. Donde é claro que ndo
considerando os infinitésimos em relagdo a unidade fundamental, e considerando apenas
0s segmentos infinitos de ordem 1, pode-se fazer corresponder univocamente os segmentos
desta parte da forma fundamental aos pontos do plano (zy) euclidiano ordindrio fazendo
corresponder os valores de Y as escalas S, cujas origens sio respectivamente indicadas
por

001 ay a2 Qm
0, w0 0012001(7 + 2 + ...+ m +..2),

e as de « aos segmentos da mesma sucessio S a partir da sua origem. Para se poder usar
também os valores negativos é necessdrio considerar as escalas S1 que se tém por segmen-
tos negativos do continuo fundamental. Dois elementos indefinidamente prézimos neste
continuo estdo situados numa série S;. A dois tais elementos correspondem dois pontos
indefinidamente prézimos do plano, mas a propriedade inversa ndo se aplica, porque dois
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214 Representagio geométrica de uma parte do continuo absoluto (Veronese).

elementos correspondentes na forma fundamental pertencem a duas sucessoes prozimas:
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As paralelas ao eizo dos z, todas orientadas no mesmo sentido a partir da origem
fundamental representam as sucessdes S1, as quais tém a sua origem no seu ponto de
intersecgio com o eizo dos y. Se imaginarmos percorridas no mesmo sentido todas as
paralelas compreendidas na faiza plana limitada pelas paralelas conduzidas por 0 ou por oo
de 0 até ao ponto oo temos uma clara representagdo do campo finito e wnfinito de ordem 1,
imaginando porém que as paralelas assim como estar uma sobre a outra, e independentes
entre si, sejam uma depois da outra e determinadas uma pela outra; isto é, ndo tém o
mesmo ponto comum no infinito, e formam um todo incindivel. Se o segmento (0...001) €
imaginado depois condensado no segmento AB, tem-se um continuo cuja unidade (1...0)
primitiva é um infinitesimo actual. Da mesma forma podemos proceder para 0s campos
infinitos de ordem 2,3,..m, e tem-se:

— Naio considerando os infinitesimos em relagdo a uma unidade fundamental, todos 0s
segmentos dos campos finito e infinito de ordem m, podem ser representados univocamente,
na mesma ordem, num sistema de paralelas do espago euclidiano a m dimensdes.»



Apéndice B

Axiomas da geometria de Veronese

Axiomas de Veronese
(Agrupados por elemento geométrico)
Grupo 1
(axiomas do ponto)

1.1. Existem pelo menos dois pontos distintos (existéncia).
1.2. Todos os pontos sdo idénticos (identidade).

Grupo 11
(axiomas da recta)

II.1. Existe um sistema S de pontos a uma dimens&o idéntico na posicdo das suas
partes (existéncia).

I1.2. S é determinado por dois dos seus pontos (standard) distintos (determinacéo).

I1.3. S & V- continuo (continuidade).

I'.1. Uma recta é uma linha fechada (projectividade).

(Axiomas de medigao linear)

II”.1. A recta é um sistema de pontos a uma dimensdo idéntica na posi¢do das suas
partes, continuo absoluto e determinado por dois dos seus pontos distintos.

I1”.2. Duas rectas coincidem em sentido absoluto se tém em comum o campo relativo
a uma unidade qualquer a partir de qualquer ponto tomado como origem.

I1”.3. Sobre a recta existem pontos que nio a determinam (existéncia de pontos nao-

standard).

Grupo IIT
(axiomas do plano)

II1.1. Existem pontos fora da recta (existéncia).

II1.2. Todos os pontos que ndo pertencem a recta determinam com todo o ponto da
recta, uma outra recta (determinacao).

II1.3. Se duas rectas quaisquer tém um ponto comum A, pertencente a um segmento
AB duma delas, existe um segmento idéntico A’B’ da outra (isomorfismo entre rectas dum
plano).
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216 Aziomas da geometria de Veronese

II1.4. Se um lado de um tridngulo qualquer torna-se idp, a diferenga entre os outros
dois torna-se indefinidamente pequeno (ultramétrica).

II1.5. No campo das nossas observagdes actuais é verificada com grande aproximag&o
a propriedade que por um ponto dum plano se pode conduzir uma e apenas uma paralela
a uma recta dada nesse mesmo plano (axioma local das paralelas, axioma euclidiano das

paralelas).

Grupo IV
(axiomas do espago)
s —=
IV.1. Se em duas cépias de um raio qualquer xﬁ, ﬁ; A'B', A'C’, se escolher duas
cépias dos pontos B e C, B’ e C' tais que

AB=A'B";AC = A'C'

e o segmento BC seja idéntico a B'C', as duas c6pias das rectas sao idénticas.
IV.2. O espaco intuitivo é uma figura a trés dimensdes em relacdo aos seus pontos.
(Dimenséo local)

Grupo V
(Axiomas de medi¢do nao linear)

V.1. No campo finito absoluto na vizinhanca de um ponto S sdo vilidos os axiomas IT
b), III,IVe V.

V.2. Duas rectas distintas quaisquer num campo finito na vizinhanca de um ponto S
e passantes por S, sdo distintas ainda que em todo o campo infinito ou infinitésimo, em
relagcdo 4 unidade desses campos, e inversamente.

V.3. A figura rectilinea determinada por duas rectas quaisquer passantes por um ponto
S em todo o campo finito na vizinhanga de S permanece a mesma relativamente a unidade
desse campo mesmo quando se considera os pontos nos campos no infinito ou nos campos
infinitésimos na vizinhanca do referido ponto S sobre as duas rectas. (Invariablidade da
medida do 4ngulo no campo de um ponto)

Grupo VI
(Axiomas dos movimentos rigidos)

VI.1. Um corpo pode mover-se sem deformagéo. (Existéncia de movimentos rigidos
de pontos)

VI.2. Os pontos de uma figura qualquer podem mover-se livremente e independen-
temente uns dos outros descrevendo cada um deles uma linha intuitiva, de modo que as
posicoes dos pontos da figura correspondem unfvocamente e na mesma ordem as posi¢oes
sucessivas, mas nao excluindo que muitos pontos possam ocupar o mesmo lugar numa
posicgio sucessiva. (Existéncia de movimentos rigidos de figuras)



Apéndice C

Uma modificacao dos axiomas da
geometria absoluta de Hilbert

C.0.1 Introducao: motivacao.

Numa recta de Veronese hd, em geral, vdrias classes arquimedianas, existindo portanto
pares de pontos que, estando numa mesma classe (ndo a recta toda), s6 definem essa
classe!, e h4 pares de pontos, tomados em classes diferentes, que j4 podem definir uma
recta, cujas classes tém, no méximo, a mesma ordem de grandeza que a ordem das classes
dos pontos considerados.

Este pequeno problema técnico, que aparentemente provoca uma incompatibilidade da
recta de Veronese com a axiomética da geometria absoluta de Hilbert, que no texto da tese
foi resolvida considerando pontos standard e pontos nao-standard?, pode ser rapidamente
ultrapassada seguindo outra via, com uma ligeira adaptagdo dos axiomas da geometria
absoluta de Hilbert, como acima se referiu. Proceda-se portanto a essa adaptacao.

C.0.2 Localizagdo dos axiomas hilbertianos

Tome-se como conceitos primitivos (para a geometria plana) o de ponto, o de recta de tipo
I e o de direcgio.

Seja o 7 o plano3. Dois pontos A e B de 7 definem uma direcgéo, notada por (A, B).
Se (4, B) e (C, D) definem a mesma direcg8o, escreve-se

(4,B)=(C,D)

O predicado direcgio estd sujeito aos seguintes axiomas
D1 (A4, A)=(A4X)=(X,4)

D2 (AaB) = (B)C) = (AaB) = (Aic) A (B’C) = (A,C)
D3 (A,B)= (B,C)A(B,C)=(C,D)= (A,B)=(C,D)

'Na senda do j4 referido anteriormente (capitulo 4), a nogio de defini¢do de uma recta aqui utilizada
¢ mais rica que no quadro da geometria de Hilbert. Com efeito, no presente contexto, a definigdo, para
além de fixar a direccdo da recta (como no caso hilbertiano), fixa também a sua estrutura, entendendo esta
como a distribui¢do dos pontos sobre a mesma.

A axiomitica de Hilbert aplica-se apenas aos pontos standard.

‘Para a geometria espacial, plano serd um conceito primitivo.
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218 Uma modifica¢io dos axiomas da geometria absoluta de Hilbert

onde (P, Q) = (R, S) significa que a direc¢io (P, Q) é a mesma que a direcgdo (R, S).
O conjunto 72 é o conjunto das direcgdes de 7.
Tem-se por D1 que (4, B) = (B, A).
Proposigao C.1 A relagio “=" (definir a mesma direcgio) definida em w2
é uma relacdo de equivaléncia.

, COMo acima,

Dem. Para a reflexividade tem-se que (A, B) = (A, B) pois, por DI,
(A,B) = (A,B) & (A,B) = (B, A)
donde, aplicando D2 vem
(A,B) = (B,A) = (A,B) = (A, A)
que é verdade, por D1. A simetria é imediata pois, por D2
(A,B) = (B,C)=(B,C)=(A0)«
(B,C) = (C,A)=(B,C)=(B,A).
A traﬁsitividade é garantida por D3.l
Defini¢do C.1 (pontos colineares) Trés pontos A, B,C € m dizem-se colineares se
(A4,B) =(B,C).

Uma recta de tipo I & um conjunto de pontos, governado pela axiomatica abaixo?:

— Axiomética de Hilbert, modificada:

I’1. Em todo a recta de tipo I, incidem pelo menos dois pontos (distintos).

I’2. Dois pontos incidem numa e numa s6 recta de tipo L.

I’3. Existem trés pontos nio na mesma recta de tipo L.

Esta axiomatica (mais as restantes, de Hilbert) estabelece a recta de tipo I como uma
recta hilbertiana.

Por I1 e I2, uma recta de tipo I é caracterizada por dois quaisquer dos seus pontos.
Assim convencionata-se que a tinica recta de tipo I que passa pelos pontos A e B nota-se
AB*.

Defini¢do C.2 (rectas de tipo I colineares) Duas rectas de tipo I, AB* e CD* dizem-
se colineares se

(A,B) = (C,D).
Proposigio C.2 A relagio de colinearidade entre rectas de tipo I é de equivaléncia.
Dem. Consequéncia imediata da proposi¢do C.1H

Definigdo C.3 (recta de tipo II) Uma recta de tipo II é uma classe de equivaléncia de
rectas de tipo I, colineares.

1Naturalmente que se estd colocado numa linguagem ta teoria de conjuntos.
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C.0.3 O axioma I'’3: linearidade e dimensao

Sejam, agora, A, B dois pontos na mesma recta de tipo I, AB*, e seja C um ponto fora de
AB*, que existe, por I'3. Entao C pode ou ndo ser colinear com A e B, isto é, pode ser
(A,B) = (B,C) ou (A, B) # (B, C). No primeiro caso tem-se que AB* e BC* pertencem
4 mesma recta do tipo II; no segundo caso pertencem a rectas de tipo II diferentes.

Definigao C.4 Seja r uma recta de tipo II. Um subconjunto C der é de tipo 1, se existir
uma recta s, de tipo I, s C r, tal que C C s. No caso contrdrio, C diz-se de tipo II.

Um modelo desta geometria é dada no seguinte

Exemplo C.1 Sejam no plano cartesino real, duas rectas paralelas, v e s, ndo coinci-
dentes. T e s sdo rectas de tipo I e Us estd contida numa recta de tipo II. Se A,B €,
AB ¢é um segmento de tipo I. Se C pertence a s, AC ¢ um segmento de tipo II e AC ¢
uma semirecta de tipo II.

Proposicao C.3 Seja AB* uma recta de tipo I. Tem-se
VPQ* Cc AB*,X € AB* = X € PQ".

Dem. Se PQ* C AB*, entdo, por I'2 e I'l, PQ* = AB*. Se X est4 fora de PQ* entdo
X est4 fora de AB*, o que contradiz a hip6tese de ser X € AB*. W

Esta-se a ver, pela definigdo de recta de tipo II, que esta é uma recta no sentido
hilbertiano (euclidiano), apenas quando é constituida por rectas de tipo I coincidentes.
Nos outros casos a recta é-o no sentido veronesiano, e pode ser um feixe de rectas de tipo
I, por exemplo.

Assim, uma recta nao é obrigada a ser um conjunto com “configuragio linear” como a
recta euclidiana, com “dimensdo um”, mas pode ter outra qualquer configuracdo e outra
“dimensio euclidiana”. O que é importante na definigio de recta, e que a liberta de
qualquer confinamento arquimediano (dimensional euclidiano), é o seguinte:

— Uma recta é um conjunto de objectos totalmente ordenado. Essa ordem é, em geral,
nao-arquimediana, e a “dimensédo euclidiana” da recta é inferior ou igual ao seu nimero
de classes arquimedianas.

C.0.4 Conclusoes

Uma recta, no sentido acima definido (e que corresponde & recta de Veronese), em geral,
n#o verica I1 pois, dados dois dos seus pontos, estes definem a direcgio da recta, mas em
geral, ndo dao qualquer indicagdo sobre a estrutura arquimediana da mesma. Por exemplo,
dois pontos A e B da mesma classe arquimediana ndo definem uma recta de segunda
espécie, visto que o segmento AB* tem apenas uma dimensao euclidiana enquanto que a
recta considerada pode ter dimenséo euclidiana igual a dois.
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Apéndice D

Breve incursao historica no

conceito de continuo na geometria1

D.1 Introdugao

D.1.1 O continuo empirico e os continuos matemadticos
O continuo empirico

Veronese diz que ndo é preciso definir “continuo empirico”, pois “Esta é uma expressdo
cujo sentido compreendemos, mesmo sem nenhuma definicdo matemdtica, visto que tntui-
mos o continuo na sua forma mais simples como a caracteristica comum a muitas coisas
concretas, como, por exemplo, para dar alguns dos mais simples, o tempo e o lugar ocu-
pado na vizinhanca externa do objecto esbocado aqui, ou pela linha de uma caneta, se
desprezarmos as suas propriedades fisicas e a sua fineza.” [72].

Quais as caracteristicas do continuo empirico?

A resposta é também apresentada por Veronese [72], quando diz que a experiéncia
mostra-nos que dado um determinado processo experimental e um dado contfnuo empirico,
depois de um mimero finito suficiente de decomposigdes do contfnuo empirico através do
processo experimental, atinge-se uma parte desse continuo que ndo pode ser decomposta,
isto &, um continuo empirico contém indivisiveis.

Ora, pode-se, sem perder o cardcter empfrico ou sensitivo (ou ingénuo) do continuo,
identificar cada processo de decomposi¢io (fragmentagdo) com um processo de medigao.

Considere-se um continuo empirico C' que, através de um processo de medicdo P,
& decomposto em indivisiveis Cj, Cg,... . Chame-se observador a um conjunto finito de
processos de medicao. Tem-se entdo que:

— No continuo C, através de outro processo de medi¢do P, , pode-se transformar
os indivistveis C}, Cs,... anteriormente obtidos, em divisiveis, obtendo-se os indivisiveis
Ci1,C1a, ..., Cy1, Cos, .... Portanto, na matematizagio do contfnuo empirico, é conveniente
considerar que o continuo contém indivisfveis em sentido relativo, isto é, que
dependem do observador?.

'Texto da conferéncia homénima proferida pelo candidato no Semindrio do Centro de Estudos em
Histéria e Filosofia da Ciéncia da Universidade de Evora.

*Utilizaremos o termo “continuo”, sem mais especificacées, para designar o continuo matem4tico, no
sentido geral.
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O continuo matemadtico

No contexto que nos interessa, o objecto matemdtico € um conjunto, digamos C, e o
“observador” é um conjunto (O de estruturas mateméticas (topolégicas, geométricas, al-
gébricas...) em C. Usualmente diz-se que, num espago topolégico, um conjunto é contfnuo
se for compacto e conexo.

Quando é que um objecto geométrico é continuo?

A partida, tal como para as estruturas topolégicas, espera-se que a propriedade de
continuidade dependa da estrutura geométrica em questéo, isto é, do conjunto de axiomas
que definem a geometria em que se considera.

Na geometria é usual considerar-se que um continuo é uma recta provida duma estrutura
geométrica tal que se possa com ela fazer uma geometria analitica, onde haja um nimero
suficiente de transformacgdes geométricas que modelem o movimento.

A questao do esclarecimento do significado do continuo geométrico foi, em virtude do
papel preponderante desta ciéncia na matemdética, até ao infcio do século XX, o principal
motor do desenvolvimento da mesma, quer em termos de objectos, quer em termos de
estruturas.

A distincao entre o continuo empirico e o continuo matematico

Nem sempre foi clara a distin¢do entre o cont{nuo empirico e o contfnuo matematico.
Até porque, para muitos matemadticos, a geometria, cujo papel preponderante no seio da
matemética se acabou de referir, era entendida como uma ciéncia experimental®.

Um exemplo para ilustrar este ponto de vista, encontrado em Euclides (e exibido com
frequéncia, desde os seus contemporaneos, até aos nossos dias) é o seguinte problema:

— Dado um segmento de recta AB, construir wm tridngulo equildtero de lado AB.

A demonstracio da possibilidade dessa construgéo por Euclides é baseada nos seguintes
resultados [42]:

Definigoes:

— Uma circunferéncia é uma figura plana que contém uma linha® tal que todos os
segmentos de recta tragados dela para um ponto (C) no interior da figura sdo iguais
(congruentes).

— Esse ponto (C) chama-se centro.

Postulados:

— Pode-se construir uma circunferéncia de centro e raios dados;

- Pode-se conduzir uma recta de um ponto dado a outro.

A demonstragio consiste nos seguintes passos:

i- Com o compasso centrado em A e abertura |AB] , tracar uma circunferéncia, Cf;

ii- Centrando em B, abertura |BA| , tragar uma circunferéncia Co;

iii- Seja C um dos pontos de intersec¢ao de C com Co;

iv- Do ponto C, tracar o segmento CA4;

*Para Veronese, “a geometria ¢ a mais exacta das ciéncias experimentais” [72).

Poincaré, que em varios aspectos estd de acordo com Veronese, apresenta neste ponto uma posicao
radicalmente contrdria: “enganam-se aqueles que pensam que a geometria é uma ciéncia experimental”
[49].

!Definicio 2: linha é um comprimento sem largura.
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v- Do ponto C , tragar o segmento CB (ver figura abaixo).

C

Da anslise desta demonstracio, incompleta por ndo se poder garantir, com os pos-
tulados de Euclides, a existéncia do ponto C, deduz-se, por um lado, a interferéncia do
processo de construcio de circunferéncia na demonstragao (néo fundado, nos postulados) e,
por outro lado, nio menos importante, a necessidade duma defini¢do de circunferéncia ad-
equada ao processo de construgio empirica da mesma, isto é, um processo que matematize
o contfnuo empirico que consiste no tragado de uma circunferéncia com um compasso.

Repare-se na dificuldade que existe em definir uma circunferéncia tragada
por um compasso, no contexto da geometria de Euclides. A definicdo proposta
por Euclides ndo traduz a intuitividade da construcdo empfrica, pois a mesma carece de
uma relacio topolégica entre pontos da circunferéncia, presente na referida intuitividade
— independente de relagoes dos pontos da circunferéncia com pontos exteriores 4 mesma
(como o centro, por exemplo) .

Do mesmo modo a continuidade empirica de um segmento tracado com a
ajuda de uma régua, nao é transferivel para a geometria, através dos axiomas
de Euclides. Passar de um objecto com um niimero finito ou infinito de pontos, para um
conjunto continuo, envolve ainda muitas dificuldades.

Essas dificuldades sio historicamente resumidas em duas classes:

— O conceito de parte de um continuo empirico (que doravante vamos considerar
sempre linear);

— A escolha dos axiomas convenientes para se estabelecer o continuo, para
o conceito de parte fixado.

No cerne dessas dificuldades estd o conceito de ponto, a ser considerado.

O conceito de ponto

Sobre o conceito de ponto, Poincaré escreveu [Des fondements de Géométrie, 1898):

— Muitas pessoas, com efeito, consideram a nogio de ponto do espago como tdo imedi-
ata e tdo clara que toda a defini¢io se torna supérflua. Mas penso que concordardo comigo
que uma nogdo tdo subtil como a de ponto matemdtico, sem comprimento, largura nem
espessura, ndo é imediata e que necessita de ser explicada.

Ora, historicamente, o conceito de ponto aparece, na geometria empirica, como se
ver4 mais adiante, sempre relacionado com o de parte elementar de um continuo
empirico. Felix Klein [51] escreveu:

[ o . . . . . - ~ .
" A definicdo “intrinseca” de circunferéncia sé veio a aprecer com a clarificagdo do conceito de curvatura
por Gauss.
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— Um ponto é um corpo cuja subdivisGo ndo é compativel com os limites da observagao.

O conceito de parte porém é objecto de bastante controvérsia, como também se verd
mais abaixo, na breve digresséo histérica proposta.

Por outro lado, o conceito de continuo aparece sempre relacionado com o de parte,
e portanto também com o de ponto:

ponto

parte «———>continuo

Essa relacdo assume duas formas, consoante o processo considerado de obtencao
das partes de um continuo empirico, que pode ser de dois tipos:

— Corte;

— Jungao.

Convém salientar a assimetria entre esses dois processos, provocada sobretudo
pela natureza dos obstdculos epistemoldgicos que originam, respectivamente, os infini-
tamente pequenos e os infinitamente grandes, (supondo que se parte de um objecto
néo infinitamente pequeno, nem infinitamente grande).

A adopcio de uma natureza, potencial ou de uma natureza actual, para esses novos
seres, na transposi¢ao do contfnuo intuitivo para o contfnuo matemético foi, desde logo,
uma questdo de atitude aziomdtica, com reflexos evidentes nos contfnuos matemaéticos
derivados, logo, em toda a matemdtica.

Objectivos do texto’

O que se propde neste texto & uma breve digresséo pela discusséo histérica acima referida.
Trata-se da apresentagio de um conjunto (discreto) de pistas histéricas para uma
andlise da escalada de o continuo empirico ao continuo geométrico, guiada pe-
los conceitos de ponto, parte e os correspondentes axiomas de continuidade, como
proposta de quadro de anélise.

D.2 Aristételes (384 a.C.;322 a.C.): os primérdios

Aristoteles (384 a.C.;322 a.C.) [Physica] argumenta que o continuo intuitivo é “di-
visivel indefinidamente”, isto é, num nimero infinito potencial de vezes.

Vejamos algumas defini¢des prévias a essa argumentagio, fornecidas pelo préprio:

— O continuo é aquilo cujas extremidades estdo juntas;

— O contacto é entre aqueles cujas extremidades estdo juntas;

— O consecutivo sido aqueles entre os quais ndo existe nenhum intermediario do mesmo
género.

Apresenta, a seguir, a seguinte defini¢io de objecto continuo:

"Da conferéncia.
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— Aquilo que é feito de partes consecutivas, em contacto, e cujas extremi-
dades se confundem.?

Argumenta que o contfnuo intuitivo linear (a recta) nado pode ser constituido por
pontos.

Eis uma transcri¢do do argumento:

« Se a continuidade, o contacto, a consecutividade obedecem as defini¢des precedentes,
¢ imposstvel que um continuo seja formado por indivisfveis, por exemplo que uma linha
seja formada por pontos, se é verdade que a linha é um continuo e o ponto um indivisivel.
Com efeito, ndo se pode dizer que as extremidades dos pontos sdéo uma e uma 56, jG que
para o indivistvel nio eriste uma extremidade que seja distinta duma outra parte; nem
que as extremidades estdo juntas, pois ndo hdé nada numa coisa sem partes que seja uma
extremidade pois a extremidade é distinta daquilo de que é extremidade.

Por outro lado, seria necessdrio que os pontos de que seria feito o continuo, estarem ou
em continuidade, ou em contacto. Ora, ndo podem ser continuos, por aquilo que se acabou
de dizer, e quanto ao contacto, s6 pode ter lugar ou do todo ao todo, ou da parte & parte,
ou da parte ao todo; mas como o indivistvel ndo tem partes, tem que ser forcosamente do
todo ao todo; ora o contacto do todo ao todo ndo faz uma continuidade, porque o continuo
tem partes estranhas wma ds outras e se divide em partes que se distinguem dessa forma,
isto é que estdo separadas quanto ao lugar.

Nao hd também consecutividade entre um ponto e um ponto, um instante e um instante,
de modo a fazer o comprimento ou o tempo. Com efeito, sdo consecutivas as coisas entre
as quais ndo hd nenhum intermedidrio do mesmo género, enquanto que para o0s pontos, o
intermedidrio é sempre uma linha, para os instantes, um tempo. Ademais o continuo seria
divistvel em indivisiveis, se é verdade que que cada um dos dois se deve dividir naquilo de
que é composto. Mas nenhum continuo é divisfvel em coisas sem partes.

Por outro lado ndo é posstvel que entre os pontos e os instantes haja qualquer in-
termedidrio de género diferente; um tal intermedidrio com efeito seria evidentemente, se
existisse, ou um indivisivel ou divisivel e se for divistvel, seria ou em indivistveis ou em
partes sempre divistveis; ora isso é o continuo. Mas é claro que todo o continuo é divisivel
em partes que sao sempre divistveis, haveria contacto de indivistveis com divistveis; com
efeito nos continuos, se a extremidade é uma, hd também o contacto.»

Nesta argumentacdo pode-se observar, como alids é apandgio de Aristételes, a as-
sumpgao clara do axioma de Arquimedes (ver abaixo) o que leva a exclusdo de
infinitos actuais. Por outro lado esta argumentagio permite concluir que o continuo sé
pode ser constituido de partes contfnuas, tio pequenas quanto se quiser, mas nunca nulas.

D.3 Eudéxio (408 a.C.;355 a.C.) e Euclides (325 a.C., aprox.;265
a.C.): exaustao
A ideia de ponto em Euclides (325 a.C., aprox.;265 a.C.) é formulada de forma clara na

definicdo 1 dos Elementos:
— Ponto é aquilo [objecto] que ndo tem partes.

“Convém notar que a ideia fundamental de “parte” ndo é esclarecida, nem a de contacto, que sao
considerados termos primitivos, isto é nao carentes de definicio — obviamente por ainda se encontrar
numa fase bastante primitiva da matematizacdo do continuo, em que ndo se distingue bem o continuo
empirico do matematico.
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Mas ao analisar os Elementos pode-se constatar a falta de um enunciado positivo
sobre a existéncia, em certas condigdes, de pontos especificos da recta. Tal enunciado nem
sequer aparece aquando do estudo da incomensurabilidade de dois segmentos de recta,
no estudo das razdes e proporgdes(o que teria levado a uma antecipagdo da construgio
do conjunto dos niimeros reais). Esse facto leva a4 ndo validade muitas demonstragdes
que, como no exemplo acima, eram feitas através de construgdes geométricas, isto é, com
recurso & evidéncia gréfica. Sao exemplos de demonstragdes deficientes, para além da da
proposicdo I (acima), a proposigdo XXII (ambas sobre a intersecgdo de circunferéncias),
proposicdo XII, sobre a intersecgdo de uma circunferéncia e uma recta, que também se
encontra no livro III. A ndo garantia de existéncia de pontos de intersecgdo (excepto o
ponto cuja existéncia é afirmada no postulado V, onde se encontram as rectas que, com
uma mesma secante e do mesmo lado fazem angulos interiores cuja soma é inferior a
dois rectos(postulado das paralelas)), pde problemas graves de continuidade na geometria
de Euclides. O que lhe permite mergulhar na recta sem recurso ao infinito actual —
conformemente com as reflexoes de Aristoteles — é a sua proposi¢do I do livro X, (1,X),
que é uma consequéncia do axioma de Arquimedes, aplicado implicitamente por Eudéxio
(408 a.C.;355 a.C.) (ver Arquimedes, abaixo):

— Sendo propostas duas grandezas desiguais, se se tirar da maior uma parte maior
que a sua metade, e se se tirar da parte restante uma parte maior que a sua metade, e se
se fizer sempre a mesma coisa, restard uma certa grandeza que serd menor que a menor
das grandezas propostas.'®

Com efeito essa proposicdo permite obter uma grandeza menor que qualquer outra
dada. O método da exaustiao para o célculo de medidas (comprimentos, dreas e vol-
umes), que mais nio é que uma forma prética de “cortar” o contfnuo, basea-se nessa
proposic¢io. Esse método, tal como aplicado por Eudéxio e Euclides, consitia em argu-
mentos do tipo:

— Suponhamos que se quer comparar duas medidas m; e my, sendo uma delas a medida
exacta (obtida por métodos néo confessos, possivelmente com infinitesimos actuais) e outra
uma medida aproximada(ou mais precisamente um elemento de uma sucessdo de medidas
aproximadas). Se m; # mg entdo m; < mg ou my < m;. Seja m; < my; pode-se
neste caso formar a diferenca ma — m; e, de acordo com a proposic¢ao 1,X, construir uma
grandeza menor que mg — my, e chegar-se a uma contradi¢io. Seja agora mg < m;.
Pode-se do mesmo modo construir uma grandeza menor que m; — mg e chegar-se a uma
segunda contradicio. Fica portanto demonstrado, de forma matematicamente rigorosa
que mp = ma.

Na demonstracio da proposi¢do 1,X Euclides apenas segue a defini¢do de continuo na
argumentacio acima citada de Aristételes:

Demostragao:

Sejam AB e C duas grandezas desiguais das quais AB é a maior. Digo que se de AB
se subtrair uma grandeza maior que a sua metade, e que se da grandeza grandeza restante
se retirar uma grandeza maior que a sua metade, e se repetir esse processo continuamente,
restard uma grandeza menor que a grandeza C. Com efeito se C' for multiplicado por si
préprio um ndmero suficiente de vezes, serd maior que AB (cf. v. Def. 4). Seja DE
um miltiplo de C maior que AB. Divida-se DE nas partes DF, FG, GE, iguais a
C, e de AB subtraia-se BH maior que a sua metade, e de AH, subtraia-se HK maior

'""Dadas as medidasaeb< a, In € N: & <b.
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que a sua metade, e repita-se esse processo até que as divisdes de AB sejam iguais em
multitude(ndmero) as divisées de DE.

Sejam entdo, AK, KH, HB divisdes que sio iguais em multitude a DF, FG, GE.

Como DE ¢ maior que AB, e de DE foi subtraido EG menor que a sua metade, e
de AB, BH maior que a sua metade, portanto o resto GD é maior que o resto HA.

E como GD é maior que HA, e foi subtraido, de GD, a metade GF e de HA, HK
maior que a sua metade, portanto o resto DF é maior que o resto AK.

Mas DF ¢ igual a C. Portanto C é também maior que AK. Portanto AK é menor
que C.

Portanto ficou da grandeza AB a grandeza AK que é menor que a menor grandeza
comparada, nomeadamente C.

O axioma de Eudéxio-Arquimedes nio foi explicitado por Euclides, mas estd implicito
na sua quarta definicdo do livro V:

— Se dois segmentos sio dados, existe sempre um miltiplo do menor que ultrapassa o
maior.

Em suma, Euclides aplica o conceito aristoteliano do contfnuo, presente no mais tarde
chamado axioma de Arquimedes, para demonstrar uma proposi¢do que lhe permite fazer
a aproximacio a uma grandeza, com um erro tdo pequeno quanto se quiser.

Tal conceito de contfnuo ndo permite localizar um ponto P numa recta r, embora se
permita fornecer um segmento de r, “t40 pequeno quanto se quiser” que contenha P.

D.4 Arquimedes (287 a.C.;212 a.C.): exaustao e comple-
tude

O hoje chamado axioma de Arquimedes (287 a.C.;212 a.C.) foi, que se saiba, exibido
pela primeira vez, como axioma explicito numa lista, com a inten¢do de uma axiomética
fundadora da geometria, pelo préprio Arquimedes!?.

No primeiro dos vérios tratados, Arquimedes enuncia os seus cinco axiomas bésicos,
que conjugados com os axiomas e resultados dos Elementos de Euclides, sdo o fundamento
para a construcido de toda a sua geometria, de inspiragdo intuitiva. Sdo os seguintes:

Postulados de Arquimedes (Tratado da esfera e do cilindro [De la sphére et du cilindre,
Société d’editions les Belles Lettres, paris 1970])

«Adimito o que se segue:

1°de todas as linhas com a mesma ertremidade a mais curta é a recta;

Pquanto as outras linhas, elas sdo desiguais quando, situadas num plano e tendo as
mesmas extremidades, elas voltam uma e a outra a sua concavidade do mesmo lado e que
uma entre elas estd ou inteiramente compreendidas entre a outra e a recta que as mesmas
extremidades que ela ou entdo estd em parte compreendida, tendo as outras partes comuns
com a outra linha. A linha compreendida é a mais curta;

3da mesma maneira, de todas as superficies tendo as mesmas extremidades, se essas
extremidades sdo situadas sobre um plano, a menor é o plano,

4°quanto as outras superficies tendo as mesmas extremidades, se essas extremidades
estdo situadas num plano, duas entre elas sdo desiguais sempre que elas tenham as suas
concavidades do mesmo lado e que wma ou estd inteiramente compreendidas entre a outra

A denominacio provém de O. Stolz.
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e o plano com as mesmas extremidades ou entdo tem alguma parte comum com a outra.
A superficie compreendida é a menor;

5° Ademais, entre as linhas desiguais, as superficies desiguais, os corpos sélidos de-
siguais, o maior excede o menor de uma grandeza tal que, juntada a ela propria (um
nimero suficiente de vezes), ela excede toda a grandeza dada que tenham uma razio com
as grandezas comparadas entre elas.(ver Euclides livro V definigdo 4, para o conceito de
razdo)»

O famoso axioma de Arquimedes é o axioma 5.

Este axioma & claramente introduzido na senda de Arist6teles, contra o atomismo
de Demécrito, que se queria ver longe da matematica. Debela a existéncia explicita de
infinitamente pequenos actuais (4tomos).

Exaustido e completude.

O método de exaustéo foi aperfeicoado por Arquimedes que juntou & aproximagio por
defeito de Eudéxio e Euclides, a aproximagio por excesso.

Uma caracterizacdo sumdria da demonstragdo praticada por Arquimedes poderia ser
a seguinte: a base teérica & sustentada pela teoria das razbes e das proporcOes entre
grandezas geométricas (comprimentos, dreas e volumes), tal como exposta nos elementos
de Euclides. Essas grandezas formam um sistema ordenado e algebrizado S, depois de
providas de operagdes ordindrias de adi¢do e multiplicagdo compativeis com a ordem. Em
S tem-se:

— Se z € um m-miltiplo de y (z = my), y € uma m-parte de z.

— Duas grandezas (de mesma espécie) tém uma razdo se, ao serem multiplicadas, uma
pode exceder a outra (Elementos, def.4). _

Como é sempre possivel considerar a m-parte de uma grandeza [axioma de Arquimedes],
nio existe uma grandeza minima (menor que todas as outras). O sistema S contém pelo
menos uma grandeza e as iguais a ela (suas c6pias), e admite grandezas incomensuraveis.
A teoria das proporcdes pode determinar quando é que uma razio entre grandezas ¢ major
ou menor que outra (Elementos, V, defs. 5 e 7); no primeiro caso fala-se de proporgao: z
estd para y assim como z estd para w.

O 5°postulado & equivalente ao seguinte: se duas grandezas tém entre si uma razéo, de
acordo com a definigio euclidiana ( ELV, def 4), entio a sua diferenca também tem uma
razdo, e no mesmo sentido, com qualquer outra grandeza homogenea as dadas.

Pode-se entio formular uma condicéo de continuidade similar & divisibilidade sucessiva
de um conjunto, isto &, nos termos da proposi¢do 1,X dos Elementos:

— Por mais que se itere o processo de subtracgio de grandezas, a grandeza resultante
sempre terd uma razdo com a mais pequena das grandezas dadas.

Em suma, a axiomatizacio da teoria das proporgdes utilizada na matemadtica do século
III inclui a assumpgdo de que no sistema ordenado de segmentos S:

i) Ndo existe nenhuma grandeza méxima absoluta nem mfnima absoluta;

ii) A existéncia de m-partes e de um quarto termo proporcional;

iii) A condicio arquimediana de densidade e continuidade.

As formas de demonstracio originais de Arquimedes podem dividir-se em dois tipos
principais:

— compressao

— aproximagao;

13

'*Segundo Heath e Dijksterhuis.
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Pode-se esquematizar assim o procedimento de compressao:

— Seja X =Y a proposigio a demonstrar, onde X é a figura curvilfnea cuja grandeza
se quer conhecer, ¢ Y uma figura regular cuja grandeza é conhecida. Suponhamos que
X é maior que Y; entdo deve-se construir uma figura inscrita rectilinea regular Z maior
que Y'; mas ao estar inscrita, também serd de facto menor que Y'; assim pois, por redugao
ao absurdo, a proposigdo era falsa. Suponhamos que X é menor que Y; entdo deve-se
construir uma figura circunscrita rectilfnea regular W menor que Y'; mas ao estar inscrita,
W também serd de facto maior que Y'; assim pois, por redugio ao absurdo, a proposicao
era falsa. Logo, por tricotomia da ordem total do sistema, fica X =Y.

E altura de fazermos algumas observacdes em relacio ao método de exaustdo aplicado
por Eudéxio, Euclides e, de forma mais apurada, por Arquimedes:

— No método h4d: um processo de aproximagdo e uma passagem ao limite. O processo
de aproximacdo de uma grandeza L ¢é legitimado pelo axioma V, de Arquimedes. A
passagem ao limite (valor efectivo de L) é legitimada pela demonstragéo (por reducgéo ao
absurdo) de que a grandeza néo pode ter um valor superior nem inferior ao valor efectivo
de L.

Isso & suficiente para grantir uma continuidade do espaco? Evidentemente néo. Para

tal seria necessdrio poder-se sempre garantir, para todos os casos, a existéncia
de uma demonstragao de existéncia de limite.

Bastava portanto adicionar ao sistema de axiomas de Arquimedes, o seguinte axioma:
— Todos os processos de aproximagdo possuem um limite;
Isto é

— E sempre posstvel aplicar o método de ezaustdo.

D.5 G. Galilei (1564-1642): fisica

Galileu [}, fisico por exceléncia, conseguiu encontrar intuitividade em processos néo ar-
quimedianos, abrindo o caminho para a visio demdcrita dos sistemas de grandezas. Na
sua senda seguiram os italianos Torricelli e Cavalieri [Geometria dos indivisiveis), e o
inglés J. Walis [Arithmetica Infinitorum).

Eis um extracto do argumento:

— «quando o Sr. Simplicio me apresenta linhas de comprimento desigual, e me per-
gunta como é que os maiores ndo contém mais pontos que os menores, respondo-lhe que
ndo hd mais nem menos, nem o mesmo niumero, mas em todos um ndémero infinito.

[

Chego agora a uma outra consideragdo. Se se admite que a linha e todos os continuos
sao divistveis em partes sempre divisiveis, ndo vejo como evitar a conclusdo de que sdo
constituidos por uma infinidade de indivistveis: uma divisdo e uma subdivisdo susceptiveis
de se prossequir sem fim supéem, com efeito, que as partes séo em ndmero infinito, donde
se conclui imediatamente que elas nao tém grandeza, pois um nuimero infinito de partes
com uma grandeza dd uma grandeza infinita; assim o continuo parece-nos composto
por um nimero infinito de indivisiveis.»



. ~ . . . P . 15
230 Breve incursdo histérica no conceito de continuo na geometrial?

D.6 B. Pascal (1623-1662): suficiéncia do axioma de Ar-
quimedes

(1623 — 1662) « Do mesmo modo que por maior que seja um espago, pode-se conceber um
maior, e ainda um que lhe seja maior ainda; e assim ao infinito, sem jamais se chegar
a um que ndo possa ser aumentando? E ao contrdrio por menor que seja um espago,
pode-se considerar um menor, e sempre assim até ao infinito, sem nunca se chegar a um
indivistvel que ndo tenha nenhuma extensdo.

Enfim, se acham estranho que um pequeno espago tenha tantas partes que um grande,
que entendem também que elas sGo mais pequenas d medida, e que olham o firmamento
através de uma pequena lente, para se familiarizar com este conhecimento, vendo cada
parte do céu em cada parte da lente.

Mas se nio podem compreender que partes tdo pequenas, que elas nos sdo impercep-
tiveis, possam ser tdo divididas como o firmamento, ndo hé melhor remédio que os fazer
olhar com dculos que aumentam esta ponta delicada até & uma prodigiosa massa; donde
eles conceberio sem qualquer dificuldade, para o socorro de uma outra lente mais artis-
ticamente talhado, poder-se-ia aumentd-los até a igualar esse firmamento cuja extensdo
admiram;»

«Eu vos digo que, desde que entre o infinito numa questdo, por pouco que seja, ela
torna-se inexplicdvel, porque o esptrito se inquieta e se confunde»

[...] como um indivistvel multiplicado tantas vezes quanto se queira é tio longe de.
poder ultrapassar uma extensdo, que ndo pode jamais formar sendo um tnico sé e unico
indivisivel;

Um indivistvel é o que ndo tem quaisquer partes, uma extensdo é o que tem diversas
partes separadas.

Sobre estas definigées, digo que dois indivistveis unidos nao formam uma extensdo[axioma
de Arquimedes].

Porque, quando estdo unidos, eles se tocam cada wma numa parte; e assim as partes
por onde se tocam ndo estdo separadas, pois sendo eles nio se tocariam. Ora, pela sua
definicdo, eles ndo tém qualquer outra parte: entdo ndo tém partes separadas; portanto
néo tém uma extensdo, pela definicio de extensio que comporta a separagdo das partes.

[]

Mas se se quiser tomar nos numeros uma comparagdo que representa com justeza o
que nos consideremos na extensdo, é preciso que seja a razdo do zero com o0s numeros;
pois o zero ndo é do mesmo género que os nimeros, porque multiplicado por si préprio
néo os excede; de modo que é um verdadeiro indivisivel numérico, como o indivisivel é um
verdadeiro zero de extensdo. E encontra-se um parecido entre o repouso e 0 movimento,
e entre o instante e o tempo; porque todas as coisas sdo heterogéneas as suas grandezas,
porque sendo infinitamente multiplicados, elas ndo podem jamais fazer outra coisa sendo
indivistveis.... E entdo encontra-se uma correspondéncia perfeita entre estas coisas; porque
todas estas grandezas sdo divisiveis ao infinito, sem cair nos seus indivisiveis,
de sorte que elas tém todos o meio entre o infinito e o nada»

Resumindo: para Pascal o axioma de Arquimedes é suficiente para definir o continuo.
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D.7 G. Leibniz (1646-1716): ficcoes tteis

A concepcao leibniziana (1646 — 1716) do continuo pode ser afiliada na aristotélica. O seu
continuo é mais de inspiracio fisica sensitiva (o que corresponde ao contfnuo intuitivo de
Veronese) e tem as seguintes caracterfsticas [9]:

i) O continuo é dado por um todo: néo é composto de pontos.

ii) Os pontos e as partes s6 aparecem no contfnuo depois de os matemaéticos, no decurso
das suas elaboragoes, efecturem divisbes no continuo; num contfnuo a uma dimenséo, a
extremidade duma parte & um ponto.

iii) O contfnuo é divisfvel tantas vezes quanto se queira, mas nio & possfvel operar
todas as divisdes a0 mesmo tempo [isto é considerar um continuo como tendo actualmente
todas as suas divisdes possfveis — equivalente ao axioma de Arquimedes|. Portanto o
contfnuo ndo pode jamais ser decomposto em pontos.

iv) Se se dividir um contfnuo em duas partes(que por sua vez séo dois continuos), entéo
as duas partes terdo algo em comum, a saber, um novo contfnuo, ou no mfnimo um ponto.

v) As grandezas infinitamente pequenas sio imagindrias. N&o se pode encontrar no
contfnuo grandezas infinitamente pequenas nem as sinalizar, digamos, através duma con-
strucdo. Nao é possivel sinalizar dois pontos cujo intervalo é infinitamente pequeno.

vi) A igualdade é uma desigualdade infinitamente pequena, isto é:

X=X+¢ e=0

Um principio de fungdes continuas é assim enunciado por Leibniz:

— Se uma diferenga nos dados pode ser arbitrariamente reduzida, acontecerd o mesmo
para os dados que sdo dependentes dos primeiros.

Um outro principio de Leibniz ajuda a compreender o seu conceito de contfnuo,
supondo que existem objectos finit4rios e infinitarios:

— As regras do finito sdo vilidas no infinito e vice versa.

D.8 B. de Fontenelle (1657-1757): finitos indetermindveis

Fontenelle (1657-1757) fundamenta a sua Geometrie de l'infini [1727], ou o infinito na sua
geometria, num conceito que o préprio reconhece paradoxal: o finito indeterminével:

— «Car ce qu’il y a de bizarre, c’est qu’autant que ce principe est paradoze et sauvage,
autant il est fécond et général, et ie vous prie sur ce poit seulement de m’en croire ¢ ma
parole. ie trouve cela par tout, et sans l’avoir aucunement cherché, au contraire. i’auroi
volu de tout mon coeur m’en pouvoir passer, i’en connossois le peril. i’en trouve a chaque
moment dans le cours de l’ouvrage de nouvelles preuves par des analogies, par le Calcul,
par la liaison necessaire de ce principe avec toutes les verités connus qui peuvent y avoir
rapport»

Este finito indetermindvel é construido através da corrente de pensamento que sempre
existiu e que defende a existéncia de infinitos actuais, isto é, acabados num universo infinito
potencial(partes finitas de um infinito potencial.

A questdo do infinito potencial e do actual é em Fontenelle entendida da seguinte
maneira: o infinito potencial é absoluto, metafisico. Esse infinito nio tem de ser o
matemadtico. O matemdtico pode muito bem ser o actual. Vejamos as suas préprias
palavras:
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« Nous avons naturellement une certaine idée de l'Infini, comme d’une grandeur sans
bornes en tous les sens, qui comprend tout, hors laquelle il n’y a rien. On peut appeler
cet Infini Métaphysique: mais linfini Géométrique, c’est o dire, celui que la Géométrie
considere, & dont elle a besoin dans ses recherches, est fort différent, c’est seulement une
grandeur plus grande que toute grandeur fini, mais non pas plus grande que toute grandeur.
Il est visisble que cette définition permet qu’il y ait des infinis plus petits ou plus grans que
d’autres, & que celle de L’infini Métaphysique ne le permettroit pas. On n'est donc pas
en droit de tirer de UInfini Métaphysique des objections contre le Géométrique, qui n’est
comptable de ce qu’il renferme dans son idée, & nullement de ce qui n'appartient qu’d
lautre»

Observemos que tal como noutros autores, sobretudo em questdes de discussao metaffsica
do infinito, Fontenelle pressupde sempre uma métrica dada. Por isso ele ndo define o que
é finito.

(preciso por o conceito fonteneliano de contfnuo)

D.9 B. Bolzano (1781-1848) e A. Cauchy: o continuo arit-
mético

(1781—1848) [...] ¢ preciso reconhecer, com efeito, que dois instantes ou pontos [no dominio
da realidade senstvel], duas substdncias, sio separadas por uma infinidade de outras: mas
que contradicio daf se conclui? apenas a sequinte: nenhuma extensdo ndo pode ser engen-
drada por 2,3,4 ou wm nimero apenas finito de tais entidades. Estamos todos de acordo
com isso e mesmo com mais, a saber, que uma infinidade de pontos ndo é nunca sufuciente
para engendrar o continuo, mas que os pontos devem devem também estar bem arranja-
dos. Se tentarmos formar uma ideia clara daquilo que chamamos extensdo continua ou
continuo, somos forcados a declarar que um continuo estd presente se e somente se temos
um agregado de entidades simples (instantes, pontos, substdncias) arranjadas de forma
tal que cada membro individual do agregado tem pelo menos um vizinho do agregado para
cada disténcia tdo pequena quanto se quiser.|...]

Que mais podemos exigir?

Alguns responderio: “que cada ponto tenha wm vizinho em contacto imediato com
ele proprio”. Esta demanda é no entanto uma impossibilidade clara e encerra uma con-
tradicdo. Pois quando diremos que dois pontos se encontram? Pode ser quando o bordo
de um, digamos, o direito, coincide com o bordo do outro, digamos o esquerdo? Mas os
pontos sdo os constituintes simples do espago e portanto ndo tém bordo, nem lado direito
nem esquerdo? Ou um ponto tem uma parte comum com outro e entdo coincidem, ou é
algo diferente e os dois devem estar separados, deizando o lugar a um ponto intermedidrio
e portanto para uma infinidade de outros visto que o argumento pode ser aplicado de novo
ao primeirto ponto intermerdidrio.

[...] Para bem dizer, devia-se, por um lado certamente ensinar que uma eztensio ndo é
nunca produzida por wm conjunto finito de pontos, e é produzida por um conjunto infinito
se e somente se a condi¢do muitas vezes mencionada é satisfeita, a saber que cada ponto
num conjunto possua, para cada distdncia suficientemente pequena, um vizinho pertencente
também ao conjunto; e por outro lado, devia-se admitir que toda a sub-divisio de um
objecto espacial ndo o reduz nas suas componentes simples [axioma de Arquimedes]: em
caso algum para as subdivisées num numero finito e mesmo para todas as subdivisées em
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ndmero infinito, por exemplo a que consiste em bissecgdes sucessivas. Porém, é preciso de
novo insistirmos no facto que qualquer contfnuo pode ser em 1ltima andlise composto de
pontos e apenas de pontos.»

A necessidade da fundamentaciio da anslise!” num conjunto de mimeros reais rig-
orosamente construido, foi evidenciada como tal, pela primeira vez, por A. Cauchy no
seu Cours d’Analyse (1821) aonde aprofundou as teorias do desenvolvimento em série e
da convergéncia. Cauchy nédo terd contudo, para o espanto de muitos, desenvolvido uma
teoria dos niimeros reais.

O primeiro a reconhecer a necessidade de se questionar sobre a completude do conjunto
R e a propor resultados nessa matéria, foi B. Bolzano, contemporaneo de Cauchy {7)].

Por volta dos anos 1860, K. Weirstrass foi o primeiro a apresentar uma construgio dos
nimeros reais, na sequéncia da continuagio da obra de rigorizagio da andlise encetada por
Cauchy e Bolzano.

D.10 R. Dedekind (1831-1916): o ponto-corte

Vejamos no texto original de Dedekind a génese e o génio do seu conceito de continuo:

— « As consideragées que sdo o objecto deste curto ensaio datam de Outono de
1858. Eu me encontrava entdo, enquanto professor na Escola Politecnica Fededral de
Zurique, obrigado pela primeira vez de expor os elementos do cdlculo diferencial e senti
nessa ocasido, ainda mais vivamente que antes, o quanto a aritmética necessita de um
fundamento verdadeiramente cientifico. A propdsito do conceito de uma grandeza var-
idvel que tende para um valor limite fizo e particularmente para provar o teorema de que
toda a grandeza que cresce constantemente, mas ndo para lé de todo o limite, deve nec-
essariamente tender para um valor limite, procurava refigio nas evidéncias geométricas.
Mesmo ainda, admitir assim a tntuicido geométrica no primeiro ensino do cdlculo diferen-
cial parece-me, do ponto de vista diddctico, extraordindriamente til, indispensdvel mesmo,
se ndo se quer perder muito tempo. Mas ninguém ndo negard que esta forma de introduzir
o cdlculo diferencial, ndo pode de maneira nenhuma pretender ter um cardcter cienttfico.
O meu sentimento de insatisfacdo foi entdo tdo potente que tomei a firme decisdo de re-
flectir até encontrar wm fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso dos
principios da andlise infinitesimal»

«Se agora o quisermos, e € o que queremos, sequir aritmeticamente todos os fenomenos
da recta, os nidmeros racionais ndo sdo suficientes e torna-se entdo absolutamente indis-
pensdvel refinar de forma esséncial o instrumento @ construido pela criagio dos numeros
racionais, criando de novo nimeros tais que o dominio dos nimeros torna-se tdo completo,
ou diremos também tdo continuo como a recta.»

(]

«No pardgrafo precedente, chamamos a ateng¢do para o facto de que todo o ponto P
da recta opera uma divisdo desta em duas partes [o facto de nio considerar 3 implica que
o ponto nao corresponde a uma parte da recta- mas exactamente a duas, isto é, a um
corte] tais que uma porgdo estd a esquerda de todos os pontos da outra. Acho entio que a
esséncia da continuidade, na reciproca, isto é, no principio sequinte:

"Dita também, aritmetizacio da andlise
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— Se todos os pontos da recta forem repartidos em duas classes, tais que todos o0s
pontos da primeira classe esteja situada & esquerda de todo o ponto da segunda classe,
existe um e um sé ponto que opera esta particdo de todos os pontos em duas classes, este
corte da recta em duas porgées.

A suposigdo desta propriedade da recta ndo é outra coisa sendo um azioma através do
qual atribuimos & recta a sua continuidade, através da qual encontramos a continuidade na
recta. Se o espaco ao menos tem uma erxisténcia real, nao é necessdrio que seja continuo;
muitas das suas propriedades subsistiriam se fosse descontinuo. E se tivéssemos a certeza
de que o espago é continuo, nada nos impediria, se o desejdssemos, de encher os seus
buracos, em pensamento, e portanto de o tornar continuo; esse enchimento consistiria
numa criagio de novos pontos e isso seria feito segundo o principio acima.»

Podemos enunciar assim o axioma de continuidade de Dedekind:

— Se um segmento OM esté dividido em duas classes de pontos de tal sorte que se O
pertence & primeira classe e M & segunda, todo o ponto de OM pertence a uma das duas
classes, e que um ponto qualquer da primeira classe se encontra no interior do segmento
formado por O com cada um dos pontos da segunda classe, entio eriste um ponto X
tal que todos os pontos situados no interior do segmento (004 pertence & primeira classe
enquanto que todos os pontos situados no interior do segmento XM pertencem & sequnda
classe. Demonstra-se que existe um e um s6 ponto X com essa propriedade. Pode até
acontecer que X coincida com O ou com M.

D.11 K. Weirstrass (1815-1897): completude aritmética

Na sua introducéio & teoria das fungdes analfticas(1878), K. Weierstrass, publica o seu
principio de continuidade, que jd vinha professando nas suas aulas de andlise:

Postulado de continuidade de Weirstarss:

— Se um segmento OM contém uma sucessdo ilimitada [infinita/ de pontos sucessivos
A1, Ag, As, ... eziste um ponto limite B tal que, em toda a vizinhanga, por menor que seja,
se encontra pelo menos um ponto da sucessdo.

Convém observar que que quer o ponto O quer o ponto M s@o supostos ter abcissas
ndo infinitas, isto &, OM & um compacto.

Na verdade demonstra-se que

— os postulados de Weirstrass e de Dedekind sdo equivalentes.

D.12 G. Cantor (1845-1918): conjuntos perfeitos bem en-
cadeados

« O que sio e o que representam os nimeros? Os mimeros so livres criagoes do espirito
humano; [...] é apenas gragas ao procedimento légico da construcio da ciéncia dos nimeros
e deste modo pela aquisicdo do dominio do continuo dos nimeros que estamos & altura de
ezaminar as nossas nogées de espago e de tempo, metendo-os em relagio( correspondencia)
com o dominio dos niimeros criados pelo nosso espirito.»

«Nédo me resta sendo procurar, através de nogdes de nimeros reais, uma ideia pura-
mente aritmética, e tdo geral quanto possivel, dum continuo de pontos. Tomo necessaria-
mente por ponto de partida do espago aritmético plano a n dimensoes Gy, ie, o conjunto
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de todos os sistemas de valores (z1,%3,...,Zn), onde cada T pode ter independentemente
dos outros todos os valores numéricos reais de —oo a +00. A disténcia entre dois pontos
é definida pela expressdo

V(@ —21)2 + (2 — 22)2 + . + (2 — 2a)2.

Trata-se portanto de propor uma definicio precisa e tdo geral quanto posstvel daquilo
que entendemos por um subconjunto continuo P de Gy.

Demonstrei [12] que todos os espagco Gn, por maior que seja o seu nimero de dimen-
sées, n, tém a mesma poténcia entre eles e a sequir a mesma poténcia que o conlinuo
linear, e a mesma de todos os nimeros reais do intervalo (0,1). Daqui resulta que todos
0s sistemas infinitos de pontos P tém a poténcia da primeira classe de numeros (I) ou a
da segunda (II).

Para chegar agora & nogio geral de um conttnuo dado em Gy, utilizo a nogdo de
conjunto derivado P de um conjunto de pontos P dado, ela conduz & nogdo de um
derivado PO, onde v pode ser um nimero inteiro qualquer das classes de mimero (1),
(1), (Il); ete.

Se S estd em condicdes tais que o emprego do processo de derivagio ndo lhe altera em
nada, de sorte que

§=50
e consequentemente
S =8,

chamo a estes sistemas S, conjuntos perfeitos de pontos. Pode-se demonstrar para os
sistemas perfeitos o sequinte teorema: eles ndo tém nunca a poténcia de (I).

Os sistemas perfeitos de pontos S ndo sdo sempre aquilo que chamamos condensado
em todas as extensdes; é por isso que eles ndo prestam para o definigéo completa de um
continuo de pontos, no entanto somos obrigados a aceitar imediatamente que o continuo
tém de ser sempre um sistema perfeito.

Como exemplo de um sistema perfeito de pontos, que ndo é condensado em toda a
ertensdo de um intervalo, por menor que seja, indico o conjunto de todos os niumeros
reais contidos na férmula:

onde o0s coeficientes ¢ podem tomar a vontade os dois valores 0 e 2 e onde a série pode
ser composta de um nimero finito ou infinito de membros.

E portanto ainda preciso uma nogdo para juntar & que precede(conjuntos perfeitos)
para definir o continuo: é a no¢do de um sistema de pontos T bem encadeado.

Dizemos que T é wm sistema de pontos é bem encadeado, quando por dois pontos
quaisquer t e t' desse sistema, com uwm nimero dado € tdo pequeno guanto possivel, ex-
iste sempre wm niumero finito de pontos ty,te,..,t, de T, de modo que as distdncias
1, T1tg, ..., tot’ sejam todas menores que €.

Todos os continuos de pontos geométricos que conhecemos estao compreendidos, como
é facil de ver, sob essa nogdo de sistema perfeito bem encadeado de pontos; mas creio
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também reconhecer nestes dois atributos “perfeito” e “bem encadeado” as caracteristicas
necessdrias e suficientes dum continuo de pontos e consequentemente defino um con-
tfnuo de pontos G, como um sistema perfeitamente encadeado. Aqui “perfeito”
e “bem encadeado” ndo sio apenas palavras, mas atributos gerais do continuo, caracteri-
zados de uma forma abstracta, da forma mais precisa, pelas defini¢oes precedentes. »

Processo de construcio de subconjuntos contfnuos de R:

«O derivado de um sistema de pontos bem encadeado é sempre um continuo, quer o
sistema de pontos bem encadedo tenha a primeira quer tenha a sequnda poténcias.»

Em linguagem matemdtica moderna, num espago topolégico, um conjunto diz-se per-
feito se for fechado e néo tiver pontos isolados.

Uma versdo geométrica do postulado de continuidade de Cantor é a seguinte:

— Se num segmento de recta OM duas sucessdes de segmentos 0A;,04;3,04, ... por
um lado e _0—1471,57472,_0—14_’3, ... por outro lado, tais que os segmentos da primeira sucessao
crescem infinitamente e que os segmentos da segunda sucessdo decrescem indefinidamente,
e isso de modo que os segmentos A1A},AzA5 A3Aj, ... decrescem constantemente até se
tornarem menores que um segmento arbitrério pré fizado (por menor que seja), a partir
de um indice n (que depende naturalmente da escolha desse segmento), entdo existe no
segmento OM um ponto X tal que OX seja maior que todos 0s segmentos da primeira
sucessdo e menores que todos os segmentos da sequnda sucessao.

+
0

E o conhecido principio dos intervalos encaixados que, juntamente com o axioma de
Arquimedes, serve para definir o conjunto dos niimeros reais a partir dos racionais.

D.13 D. Hilbert (1862-1943): continuo dedekindiano

O contfnuo surge na geometria de Hilbert sob a forma de dois postulados que constituem
o grupo V, denominados, axiomas de completude:

V 1. (Azioma da medida ou azioma de Arquimedes). Se AB e CD sdo dois segmentos
quaisquer, entdo hd na recta AB um ndmero finito de pontos A1, Aq, ..., Ay tais que os
segmentos AA1, Ay Ag, ..., An—1 An. sdo congruentes com o segmento CD e B estd entre
AeA,.

V 2. (Azioma da completude linear). Os pontos de uma recta a constituem um sistema,
com as suas relagdes de ordem e congréncia, que jé mdo pode ser ampliado, se se quer
manter as relagées entre os elementos originais, bem como as propriedades fundamentais
de ordem linear e congruéncia que resultam dos aziomas I—IIl e V1.

As relagdes entre os dois axiomas sdo as seguintes

i) O axioma da completude néo é uma consequéncia do de Arquimedes, como Hilbert
demonstra com o seu modelo de geometria nao-arquimediana




D.14 G. Veronese (1854-1917): o continuo transarquimediano 287

if) A manutengdo de todos os axiomas I-III e teoremas correspondentes mas néo o
axioma de Arquimedes impossibilita a introdugio de um axioma de completude, sob pena
de contradigao. (isto é, qualquer axioma de completude para o sistema completo de axiomas
I, II e III de Hilbert, tem que forcosamente implicar o axioma de Arquimedes.

Os dois axiomas de completude podem ser substituidos pelo axioma de completude de
Dedekind, em presenca dos restantes axiomas.

Axioma da completude de Dedekind

Supondo que uma recta r é a unido de dois conjuntos ndo vazios, r = X1 U Xy de tal
modo que nenhum ponto de X1 estd entre dois pontos de Xp e vice versa, entdo existe um
dnico ponto O € r tal que, para quaisquer pontos Py, Py de r, O estd entre P, e P, sse
O # P, 0# Py e um dos pontos Py, Py estd em X sse o outro estd em ¥3;

O axioma de Arquimedes mais os restantes axiomas ndo garantem a existéncia de
pontos aderentes. Mas o axioma de Dedekind-Hilbert mais os restantes, que implicam o
axioma de Arquimedes, jd garante.

Antes de concluir esta secgio convém destacar que os axiomas de incidéncia, ordem e
congruéncia de Hilbert, para o plano sio os essenciais, conseguidos através duma sfntese
conciliadora dos principais contributos de Euclides, Pasch, Helmholtz, e o préprio Hilbert e
seus colaboradores, mais tantos outros. Tém um certo caracter de definitividade, sobretudo
pela sua adaptagio 4 geometria analftica. Por essa razdo, neste texto, sempre que se referir
a axiomas de incidéncia, ordem e congruéncia, sem mais especificagGes, estd-se a referir a
esses precisamente.

D.14 G. Veronese (1854-1917): o continuo transarquimedi—
ano

Uma questdo fundamental na fundacio da geometria é a possibilidade de se poder es-
tabelecer um isomorfismo entre um conjunto numérico e uma recta, para obviar a
construcdo de geometrias analiticas. Hilbert constréi todo o seu sistema com a intencéo
de que o isomorfismo entre uma recta r e o conjunto R seja verificado. E consegue isso
através dos seus axiomas I, II, III, mais o axioma de continuidade de Dedekind.

Mas o isomorfismo r «» R néo é o tnico possivel para o fim em vista. Antes de ver
uma alternativa, vejamos qual

D.14.1 O papel do axioma de Arquimedes

A importancia do axioma de Arquimedes num sistema ordenado S de segmentos resulta
dos factos seguintes:

i) pode-se concluir imediatamente a possibilidade de representar todo o
segmento de recta de S por um mimero real, seja racional, seja irracional.

Com efeito, dadas duas grandezas quaisquer que satisfazem o postulado de Arquimedes,
este permite determinar dois multiplos sucessivos da primeira destas duas grandezas, en-
quadrando a segunda, de modo que se pode estabelecer cdlculos com essa duas grandezas
e definir a razdo de duas delas em conformidade com a teoria das propor¢des de Euclides.
Se se tomar uma das duas grandezas consideradas como unidade de medida, esta razao é
um nimero, o nimero que mede a outra grandeza.
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ii) ndo existem em S segmentos infinitamente pequenos actuais em relagao
aos comprimentos que se podem considerar.

Mas o axioma de Arquimedes por si s6 & insuficiente para se poder concluir que,
reciprocamente, a todo o niimero irracional correspode um segmento medido
por esse niimero.

Referiu-se acima que se pode demonstrar o axioma de Arquimedes juntando aos ax-
iomas de incidéncia, ordem e congruéncia o axioma de Dedekind ou o de Weirstrass. Por
outro lado sabe-se que juntando o postulado de Cantor ao de Arquimedes, consegue-se
inverter a correspondéncia r — R. Em suma tem-se

— dados os postulados de congruéncia de segmentos, o postulado de con-
tinuidade de Dedekind (ou o de Weirstrass) é equivalente ao conjunto dos
postulados de continuidade de Cantor e Arquimedes.

D.14.2 Independéncia do axioma de Cantor do axioma de Arquimedes

G. Veronese [2], mostrou que & questdo de saber se o postulado de Arquimedes & tam-
bém uma consequéncia dos postulados de congruéncia de segmentos mais o postulado de
continuidade de Cantor, se deve responder negativamente, e portanto que o postulado
de continuidade de Cantor é compatfvel com a suposigdo de um segmento
infinitamente pequeno actual (em relagio a uma dada unidade).

Para tal construiu uma geometria da seguinte maneira:

Suponhamos, num mesmo plano (figura abaixo), um sistema lo, l1, Iz, ... de rectas hor-
izontais, em nimero ilimitado, a distancias iguais umas das outras, e consideremos o
conjunto de todos os pontos dessas rectas como um sistema de pontos ordenados de forma-
que todo o ponto @, situado & direita de P, sobre uma mesma recta horizontal, e que
cada ponto R ou S situado mais acima que A, sejam vistos como estando “a seguir a P,
ao contrario, P precede Q, R e S. Neste sistema de pontos que se pode supor ordenado
nos dois sentidos a partir de cada ponto P, a definigio de segmento é fixada( tanto a de
segmento finito PQ como a de segmento indefinido composto por uma semi-recta, ou a
de segmentos tai como PR e PS encavalitados sobre duas ou mais semi-rectas) e pode-se
assim falar de segmentos congruentes relativamente a uma translacdo qualquer do plano
que se sobrepde as rectas consideradas.

Nesta geometria sio realizados os postulados planos de incidéncia, ordem e congruéncia
de segmentos. Acontece 0 mesmo com o postulado de continuidade de Cantor (mas nio
para o postulado de continuidade de Weirstrass ou de Dedekind).

20 Atti accad. lincei Memorie mat. (4) 6,1890 p.603; FG,p.105.
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Ao contrério, o postulado de Arquimedes ndo é verificado no sistema considerado,
pois um muiiltiplo qualquer de um segmento (finito) PQ & sempre menor que o segmento
(infinito) PR, composto de duas semi-rectas.

Conclui-se que

— O postulado de Arquimedes é independente do postulado de continuidade
de Cantor.

D.14.3 Os postulados de continuidade de Veronese

A primeira condicdio de continuidade foi publicada por Veronese em 1889 {], e mais tarde,
nos FG chamou-o de principio de continuidade absoluta. Veronese formula o principio
para um sistema de grandezas S com certas propriedades, tendo em mente sistemas de
segmentos nio orientados de uma recta euclidiana, com certas propriedades, entre as quais
as seguintes

i)Vz,y € S — {0}, =z +y>z,y (positividade estrita )

ii) § — {0} ndo tem fnfimo (ausencia de um menor elemento positivo)

No caso de estruturas como S, a condicéo ii) é equivalente assumir que sempre que

Ve,ye S,z <y=>3Jz€S:x<z<y

Veronese [(pp. 608-610)] enuncia assim o princfpio:

— Se um intervalo (segmento) (X X’), cujas extremidades sempre variam em direccoes
opostas, se tornar indefinidamente pequeno??, existe sempre em (X X’) um elemento Y de
S, diferente de X e de X'.[(1889, p.612, principio IV)]

Se se simplesmente substituir as referencias as varidveis X e X’ pelas colecgdes A e B
de valores que as varigveis assumem, entio, na base das defini¢cdes de Veronese, chegamos a
seguinte formulacgio da condigdo que foi tornada popular por O. Holder (1901), pp. 10-11):

— Se A e B sio conjuntos nao vazios de S onde A ndo tem maior elemento ¢ B néo
tem menor elemento, e todo o elemento de A precede todo o elemento de B, e se para
todo o elemento positivo ¢ de S existem elementos a de A e b de B para os quais b—a < c,
entdo existe um z em S que est4 estritamente entre os elementos de A e os de B.

Além disso, como o elemento z & tinico(1889, p.612), a condicdo pode também ser
enunciada na seguinte forma, que foi tornada formulada por Schoenflies (1906, p. 26), e
que mais claramente sublinha a sua relagdo com a condigéo de continuidade de Dedekind:

— Se (A, B) é um corte de Dedekind de S tal que para todo o elemento positivo ¢
de S existem elementos a de A e b de B para os quais b — a < ¢, entdo ou A tem maior
elemento ou B tem menor elemento, mas ndo se dd ambos os casos.

Trata-se pois da condi¢ido de Dedekind mais a condi¢do métrica

0<d(ab)<c, acAbeB,ceSt

E f4cil de ver que em presenga do axioma de Arquimedes, e apenas nesse caso,
a condicdo métrica de Veronese sobre os cortes é invariavelmente satisfeita,
logo superflua.

*Para Veronese, as expressoes “indefinidamente pequeno” (idp) e “infinitamente pequeno” (ip) sio difer-
entes, na medida em que, como convenciona [72], a primera expressao refere-se um processo potencialmente
infinito(que aplicado a este caso particular resultaria num segmento potencialmente infinitesimo); a segunda
expresséo refere-se a um objecto infinitamente pequeno.
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Assim, para Veronese, ao contrério de Dedekind, os sistemas continuos de grandezas
néo precisam estar completamente isentos de “lacunas”, embora tenham de estar isentos
das “lacunas” que satisfazem a condi¢do métrica satisfeita no caso cldssico.

Além disso Veronese mostrou que, se (4, B) é um corte num corpo ndo arquimediano
que satisfaz essa condicio, entdo as diferengas entre os membros de B e os de A tém de se
tornar infinitamente pequenos em relagio a qualquer elemento positivo do corpo, donde,
um elemento positivo v é dito infinitesimo em relagdo a um elemento positivo u, se e s6
se nv < u para todos os inteiros positivos n.

Para chegar a sua formulagao, Schoenflies [23], examinou a diferenca entre o conceito
de continuidade de Dedekind e o de Veronese, da seguinte maneira:

Se o conjunto dos pontos de um segmento OM ¢ dividido em duas classes M’ e M"
conforme o postulado de Dedekind, podem-se apresentar quatro casos:

1°) M’ tem um dltimo ponto A’ e M” tem um primeiro ponto A” - neste caso diz-se
que h4d um salto no segmento;

2°) M’ tem um ultimo ponto A’, mas M” ndo tem primeiro ponto;

3°) M’ ndo tem tltimo ponto, mas M" tem primeiro ponto;

4°) M’ nio tem iltimo ponto nem M”" tem primeiro ponto - neste caso diz-se que hé
uma lacuna no segmento.

O conceito de continuidade de Dedekind exclui os saltos e as lacunas; o de
Veronese exclui os saltos, mas s6 exclui as lacunas em casos particulares.
No continuo de Veronese as lacunas aparecem por exemplo sempre quando os segmentos
A1 AT, Ag AL, A3 AL, ... de que se falou no enunciado do postulado de continuidade de Can-
tor, ndo se tornam menores que todos os segmentos do sistema considerado, o que é possivel .
(isto &, hé no sistema segmentos menores que o menor dos segmentos A; Al A Afy, A3 A5, ...,
manifestamente, ips actuais).

D.15 Conclusao
D.15.1 Resumo

A passagem do contfnuo empirico ao continuo matematico é apenas uma questao de atitude
axiomética, baseada, fundamentalmente, no conceito de ponto, que invariavelmente é
considerado como um “ente sem partes”, isto ¢, um indivisivel ou infinitamente
pequeno. Essa atitude axiomdtica tem em conta:

A. a natureza do ponto, que pode ser:

i) absolutamente indivisivel: ponto absoluto (infinitamente pequeno em relagdo
a todas as escalas de medida possiveis), o que implica o axioma de Arquimedes;

ii) relativamente indivisivel: ponto relativo (infinitamente pequeno em relagéo a
uma dada escala de medida), o que implica a negagéo do axioma de Arquimedes);

iii) indivisfvel, relativamente ou absolutamente, dependendo do contexto, isto &,
referindo-se a uma escala especffica (ou um conjunto finito delas), ou a todas as escalas
possiveis, 0 que nio implica o axioma de Arquimedes.

Convém observar que os pontos de i) ndo sdo objectos com qualquer paralelo
empirico. Sdo criagbes da mente humana, mercé de uma atitude axiomdtica de livre
pensamento, t{picamente matematica.

23 Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 15, 1906
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Estas concepcdes podem ser classificadas de: arquimediana, no caso i), anti-arquimediana,
no caso ii) e transarquimediana ou nao-arquimediana, no caso iii).

B. A relacao entre os pontos, que é estabelecida por axiomas compativeis com a
natureza do ponto adoptada.

A adopcio duma concepgao arquimediana de ponto implica imediatamente a adop¢ao
de um axioma de continuidade que implique o axioma de Arquimedes, por exemplo:

— Azioma de Weierstrass;

— Azioma de Dedekind.

A adopgio duma concepgao anti-arquimediana leva a atitudes tomisticas, como
por exemplo a de Galileu, Torriceli, Cavalieri, Wallis, etc, que conseguem, na prética,
produzir muitos resultados mateméticos, sobretudo relacionados com objectos empfricos,
sem preocupagdes com os fundamentos.

A adopgio duma concepgdo transarquimediana de ponto leva a axiomas de con-
tinuidade que ndo implicam nem excluem o axioma de Arquimedes:

— Auxioma de Cantor;

— Axioma de Veronese.

Para esta concepgo veronesiana o contfnuo é um conjunto de classes arquimedianas
sendo cada classe um ponto (que por sua vez contém pontos, a outras escalas), portanto
continuo, que obedece ao axioma de continuidade de Veronese. Este axioma é trans-
escalar, isto é, adapta-se as mudangas de escala. Se um conjunto é continuo para uma
unidade U, é contfnuo para todas as unidades da mesma classe Arquimediana que U.

O axioma de Dedekind é um caso particular do axioma de Veronese.

D.15.2 Discussao

Adopgio do axioma de continuidade de Dedekind na fundamentacdo da geometria, tal
como proposta por Hilbert, levou & criagdo dos espagos afins, tal como sdo correntemente
utilizados na geometria analftica, por exemplo. Esses espagos sdo completos no sentido
de Dedekind e por essa via tém a fineza da ordem arquimediana do conjunto dos niimeros
reais. O isomorfismo de ordem r « R transforma a recta geométrica num conjunto de
nimeros reais, com todas as vantagens que daf advém.

A adopcdo de um axioma de continuidade anti-arquimediano, nunca aconteceu (que
saibamos) depois de Dedekind. Uma geometria fundada num tal axioma seria equivalente
uma uma geometria empirica, com as dificuldades inerentes as dificuldades que empirica-
mente se encontram. Poderia ser assaz desenvolvida mas nunca conseguiria atingir um grau
de elaboragio matematicamente satisfatéria dado o seu cardcter exclusivamente finitario.
Porém seria uma geometria bastante tratdvel computacionalmente.

A atitude axiom4tica nio-arquimediana possui vérias virtudes, sendo a mais evidente
o facto de permitir uma co-existéncia das duas atitudes anteriores. Essa atitude, origindria
de Veronese, tem mais as seguintes virtudes:

— Ao permitir a existéncia de pontos absolutos, consegue incluir toda a geometria
afim, em particular a euclidiana (satisfazendo a face platénica que estd presente em quase
toda a matematica?®)

25 . ~ ” . . .
“?Os mundos platénicos sdo possiveis, logo devem ser previstos pela matemdtica — este é o ponto de
vista de muitos matemadticos, mas ndo de todos.
Al
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— Ao permitir a existéncia de pontos relativos, devolve & geometria a intuitividade
das ciéncias experimentais, tais como a Fisica, por exemplo, o que mostra todo o potencial
da geometria nao-arquimediana?.

Veronese concilia as duas geometrias chamando a primeira o espago geral, que € a
matriz de toda a geometria, e construindo nessa matriz todas as outras geometrias, em
particular a geometria nio-arquimediana. O contfnuo linear de Veronese & uma recta nao-
arquimediana, isomorfa a um conjuntos numérico nao-arquimediano, completo no sentido
de Veronese.

Pode-se entéo dizer que a geometria de Hilbert, por ser a mais fina, no sentido de
completa 4 Dedekind, é ao mesmo tempo a matriz de todas as geometrias e a descrigao
local de cada uma, por causa da homogeneidade do espago que implica. E portanto uma
geometria localizante. Por outro lado, dado ao cardcter do seu ponto, este nao passa
de um objecto l6gico, sem textura interna — o que o torna impréprio para modelar certos
objectos empfricos.

Outro aspecto das dificuldades de modelagéo inerentes ao caracter “vazio” do ponto de
Hilbert é o facto de este introduzir vérias singularidades nos modelos, o que leva a grandes
niveis de complexidades nos mesmos.

A geometria de Veronese, que inclui a de Hilbert, deve ser mais apropriada para descr-
ever fenémenos fisicos (sendo, por exemplo, o espago geométrico de Hilbert o espago das
interaccdes e 0s outros espacos, os de objectos, por exemplo). N&o teria as desvantagens
da geometria de Hilbert.

Para terminar, vejamos dois aspectos, propositamente exagerados, de comparagdo
das duas geometrias:

A. Na figura abaixo, supondo que um ponto é um “azulejo”,

CoL (A
DY

com uns “6culos de Hilbert”, o que nela se vé é equivalente a:

-

—

— néo se consegue ver a flor representada.

Com “6culos de Veronese” consegue-se ver a flor (embora a geometria néo pre-estabelega
— e se acreditarmos em Roger Penrose, nunca poderia tal acontecer?’,— que se trate de
uma flor).

26 ;
i Nesse quadro se compreende que Veronese defenda [75] que o ponto absoluto seja uma “marca” sobre
o continuo e ndo uma parte do continuo.
27 . “ . . .
?"The Emperor’'s New Mind, :« ndo é possivel criar um algoritmo que descreva todo o ponsamento
, p g q p
humano».
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B. Para Veronese, um objecto é contfnuo, quando a escala de medigdo nao é suficien-
temente resolutiva para detectar as “lacunas” (relativamente ao continuo de Dedekind):

S
)

Por fim, note-se que a geometria de Veronese possui vérias caracteristicas inerentes aos
espacos da Fisica: interpenetrabilidade, fractalidade e quantificagao.
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