FRANCISCO PAULO VILHENA ANTUNES BERNARDINO CARVALHO

QJ{SLO
s
\®)
g9
%

&
=
-)

2

¢

E\/OQ'

INFERENCIA PARA MODELOS COM COMMUTATIVE
ORTHOGONAL BLOCK STRUCTURE

Esta tese ndo inclui as criticas e sugestodes feitas pelo Juri

Orientador: Professora Auxiliar Maria Manuela Melo Oliveira
Universidade de Evora

Co-Orientador: Professor Catedratico Jodao Tiago Praga Nunes Mexia
Universidade Nova de Lisboa — Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

2009

170
171



INFERENCIA PARA MIODELOS cOM COMMUTATIVE
ORTHOGONAL BLOCK STRUCTURE

Orientador: Professora Auxiliar Maria Manuela Melo Oliveira
Universidade de Evora

Co-Orientador: Professor Catedratico Jodo Tiago Praga Nunes Mexia

Universidade Nova de Lisboa — Faculdade de Ciéncias e Tecnologia y /%0 J ?/e

Dissertacdo apresentada como requerimento parcial para a
obtengdo do grau de Doutor em Matemdtica, na especialidade
de Estatistica, na Universidade de Evora.

| U
:ﬁ S ,09

Y e -, o e o)




Erratum

Pagina linha onde se lé... deve ler-se...
Page line were you read... you should read...
7 5 Algebrsa Algebras
22 4 vetores vectores
49 6 considerad considerara,
49 12 - A AL W ;R PUPTRN b $9
50 15 M° ={M41,...,M,} N = M i oo s 5 Mogs Tk
k k
51 4 M = Zci,ij M; = ZCi—'m,ij
g=1 g=1
51 7 Yi = Z Ci)jO';z- N = Z Ci—m,jo'?
i=1 i=m+1
+
54 20 & = (c])* 72 o7 = (c;) 3(2)
. + = it
54 22 ¥(1) = (¢) A ¥ =cf (€1) 5@
57 6 (1) F(1)
- S; . Si
59 13 02 == 62="21
pi Pi
- S; ¥
59 17 52 = 2152 52 = %52
Pi Pi
74 16 sao independentes sao linearmente independentes
101 12/13 KQ,K36K5 KQ,K3€K5




Inferencia para Modelos com
Commutative Orthogonal Block Structure

Resumo

Os modelos com Orthogonal Block Structure (OBS) foram introduzidos por Nel-
der (1965a)[35], (1965b)[36]. Estes modelos desempenham um papel importante
no delineamento e andlise de experiéncias, ver por exemplo Calinski & Kageyama
(2000), (2003). Um modelo pertence a esta classe se tiver matriz de covariancia
V, dada pela combinagao linear de matrizes de projeccao ortogonal mutuamente
ortogonais conhecidas Pji,..., P,. O objectivo deste trabalho é o estudo da in-
feréncia para um caso particular importante dos modelos com OBS. Se a matriz
T de projeccao ortogonal sobre o espago varrido pelo vector médio comutar com
as Py,..., Py, o modelo terda Commutative Orthogonal Block Structure (COBS).
Para perceber a importancia destes modelos bastard pensar que, comutando T e V,
os estimadores de minimos quadrados dos respectivos vectores estimaveis sdo Best
Linear Unbiased Estimator, ver Zmyslony (1978). Apés apresentarmos resultados
preliminares que nos serdo uteis, estudaremos a teoria para os modelos com COBS,
particularizando em seguida para: modelos estritamente associados e modelos com
cross-nesting equilibrado. Para cada um destes casos particulares, apresentaremos

um exemplo de forma a demonstrar a utilizacio e aplicabilidade.



i



Inference for Models with
Commutative Orthogonal Block Structure

Abstract

Models with Orthogonal Block Structure (OBS) were introduced by Nelder
(1965a)[35], (1965b)[36]. This models play an important role in the design and
analysis of experiments, e. g. Califiski & Kageyama (2000), (2003). A model belngs
to this class if it has covariance matrix V', given by the linear combination of know
mutually orthogonal orthogonal projection matrices Py,..., P,. The objective of
this work is the study of inference for an important particular case of models with
OBS. If T, the matrix of orthogonal projection on the range space spanned by the
mean vector, commutes with Py,..., P, the model will have Commutative Ortho-
gonal Block Structures (COBS). To understand the importance of this models, we
just have to think that, commuting T" e V, the least square estimators of the esti-
mable vectors are Best Linear Unbiased Estimators, e. g. Zmyslony (1978). After
presenting preliminary results that will be useful to our work, we will study the the-
ory for models with COBS, in particular to: strictly associated models and models
with balanced cross-nesting. For each of this cases we will present an example to

show their use and applicability.
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Glossario

OBS Orthogonal Block Structure

COBS  Commutative Orthogonal Block Structure

SCOBS  Segregated Commutative Orthogonal Block Structure
SOAM  Segregated Orthogonal Associated Model

MPO matriz de projeccao ortogonal
AJC algebra de Jordan comutativa
¥4 algebra

bp(«7/)  base principal da algebra de Jordan comutativa
dim(«/) dimensao da algebra &

«a vector

A matriz A

R() espago-imagem

H soma directa ortogonal de sub-espacos

car(M) caracteristica da matriz M

M* matriz inversa de Moore-Penrose de M
det(M) determinante da matriz M

T relacao de equivaléncia

AT matriz transposta de A

(8 vector transposto de a
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matriz inversa de M

matriz identidade de ordem n

matriz nula com n linhas e m colunas
vector nulo com n linhas

estimador do vector 8

estimador de v

ortogonal

cardinal de .#

distribui¢do normal com vector médio p e matriz de variancia V'
distribuicdo x? com g; graus de liberdade
familia de matrizes diagonalizadas por P

dlgebra de Jordan comutativa gerada por .#
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos com estrutura ortogonal por blocos, Orthogonal Block Structure (OBS)
desempenham um papel importante no delineamento e analise de experiéncias, ver
por exemplo Calinski & Kageyama (2000) [2] e (2002) [3].

Nestes modelos a matriz de covariancia do vector y das observagoes pode ser

escrita como uma combinacao linear
w
j=1

de matrizes de projeccdo ortogonal, mutuamente ortogonais, conhecidas. A in-
feréncia realizada nestes modelos assenta nas projecgoes ortogonais de y sobre os
espagos imagem R(P;), j = 1,...,w, das matrizes de projeccao ortogonal P;,
7 =1,...,w. Estes espacos imagem serao os estratos.

Nesta dissertagao vamos estudar uma classe particular de modelos com OBS, os
modelos com COBS (Commutative Orthogonal Block Structure).

Sendo T a matriz de projecgao ortogonal sobre o espago €2 varrido pelo vector
médio p de y, um modelo com OBS tem COBS se a matriz T comuta com as
matrizes Pq, ..., P,. No estudo destes modelos utilizaremos as Algebras de Jordan
Comutativas (AJC), que desempenharao um papel central.

As AJC consideradas serao espacos lineares constituidos por matrizes simétricas

que comutam. Estes espagos contém os quadrados das respectivas matrizes. Estas
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estruturas foram introduzidas por Jordan et al (1934) [22] numa reestruturacéo da
teoria da Mecanica Quantica. Posteriormente estas algebras foram redescobertas
por Seely (1970a) [40], (1970b) [41], (1971a) [42], (1971b) [44] e (1979) [43], que
as utilizou no ambito da Inferéncia Estatistica Linear. Nesta construcao hé varios
outros trabalhos importantes, ver por exemplo Seely & Zyskind (1971) [44], Drygas
& Zmyslony (1992) [10], Vanleeuwen et al (1998)[47] e (1999)[46] e Fonseca et al
(2006) [15], (2007) [16], (2008) [17].

O presente trabalho encontra-se organizado em duas partes. Na primeira parte,
serao apresentados os resultados algébricos e estatisticos necessarios para o desen-
volvimento do trabalho, capitulos 2 e 3 e na segunda parte, a aplicagdo dos modelos

desenvolvidos a duas classes particulares de modelos, capitulos 4 e 5.

No segundo capitulo apresentamos alguns dos resultados de que nos serviremos
no decorrer deste trabalho. Estes resultados agrupam-se em duas areas: &algebras
de matrizes, com destaque para as AJC, e resultados sobre estatisticas e estimacao.
Nesta segunda &rea hé que salientar a inducao de medidas de probabilidade nos
espacos paramétricos. Como veremos, isso permitird a construcao de regides de
confianca para os parametros dos modelos. Os resultados sao bastante recentes,

veja-se Covas (2007) [7] e Fonseca (2007) [12].

A este capitulo preliminar segue-se o estudo dos Modelos Lineares Mistos, capitulo
3. Comecaremos por apresentar uma teoria geral destes modelos com especial in-

cidéncia para aqueles que tém COBS.

Na segunda parte segue-se o estudo de duas classes particulares de modelos,

modelos estritamente associados e modelos com cross-nesting.

No estudo destes modelos procuraremos obter Best Linear Unbiased Estimator
(BLUE) para vectores estimaveis utilizando, para isso, uma forma muito geral do

teorema de Gauss-Markov, ver Zmyslony (1978) [51].

Admitindo a normalidade das observagoes, obteremos ainda estatisticas suficien-

tes e completas. Estas estatisticas permitir-nos-ao:



e Obter Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator (UMVUE) para os

parametros relevantes do modelo;

e Induzir medidas de probabilidade nos espagos paramétricos. Conseguem-se
assim obter regioes de confianga e, por dualidade, testam-se hip6teses para os

parametros de interesse.

O estudo dos modelos estritamente associados considerados nesta dissertacao
complementa o tratamento dos factoriais de base prima, ver Jesus et al (2009) [20]
e dos modelos com cross-nesting equilibrado, ver Fonseca et al (2003) [14].

Para estas duas classes de modelos desenvolver-se-4 a sua estrutura algébrica e
calcular-se-a0 estimadores, regices de confianga e testes de hipéteses por dualidade.

Serao ainda apresentadas duas aplicagbes que demonstrarao a aplicabilidade e
vantagens dos modelos desenvolvidos, sec¢do 4.3.5 e seccao 5.3.

Finalmente, apresentam-se algumas consideragoes finais e um conjunto de linhas

de trabalho a desenvolver no futuro.
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Estruturas de Suporte






Capitulo 2

Resultados Preliminares

2.1 Resultados sobre Matrizes

2.1.1 Algebras de Jordan Comutativas

As Algebrsa de Jordan Comutativas (AJC) sa@o estruturas que foram introduzidas
por Jordan' et al (1934)[22] para obter uma nova formulacdo para a Mecanica
Quantica. Mais tarde, Seely (1970)[40], (1971) [42], e Seely & Zyskind (1971) [44],
redescobriram estas dlgebras aplicando-as para realizar inferéncia estatistica. Apesar
de se associar a Jordan a autoria destas estruturas, pensa-se que estas ja seriam
intuidas de Arquimedes? e, que Gauss® nos seus trabalhos no publicados, teria j&
uma teoria completa desenvolvida. Ver a este respeito, por exemplo, McCrimmon
(1978)[27].

A utilizagao destas estruturas levou, na inferéncia estatistica, a resultados impor-

!'Pascual Jordan (1902-1980). Matemético alemao com contributos significativos na mecanica
quantica e teoria de grupos quanticos. E muitas vezes confundido com Camille Jordan, matemaético
francés a que estd associado o Teorema da Curva de Jordan, e com o geodesista alemao Wilhelm

Jordan, a que estd associado o processo de eliminacio Gauss-Jordan.
2Arquimedes (c. 287 a.C.— ¢. 212 a.C.), matematico, fisico e inventor.
3Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Principe dos matemdticos, por muitos considerado o maior

génio da histéria da matemadtica. Matematico, astrénomo e fisico alemao.
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tantes, ver por exemplo VanLeeuwen (1998) [47], VanLeeuwen (1999) [46] e Fonseca
et al (2006) [15]. Seely (1970) [41] chamou a estas estruturas espagos quadraticos
comutativos uma vez que elas sao espagos lineares que contém o quadrado das suas
matrizes. No entanto, por uma questao de prioridade, vamos chamé-las de dlgebras
de Jordan. Aquelas dlgebras que iremos usar, serao comutativas, uma vez que as
suas matrizes comutam.

Vejamos agora alguns resultados sobre estas estruturas.

Definigio 2.1 (Algebras de Jordan Comutativas). Algebras de Jordan Comu-
tativas sdo espagos vectoriais constituidos por matrizes simétricas que comutam e

contém os quadrados das suas matrizes.

Lemma 2.1 (Base Principal). Toda a dlgebra de Jordan comutativa tem uma e
uma s6 base constituida por matrizes de projec¢do ortogonal mutuamente ortogonais:

a base principal.

Dada a 4lgebra de Jordan comutativa 47, a respectiva base principal serd repre-
sentada por bp(&), tendo-se @ = {Q,,...,Q,} = bp(&) com v = dim(&), ver
Seely (1971) [42].

Para além da base principal, é de particular interesse para o nosso estudo, as
consequéncias da sua existéncia. De uma forma resumida, podemos enunciar entao
algumas dessas consequéncias. Para uma analise mais completa, ver Fonseca et al

(2006) [15] e Jesus et al (2009)[20].

1. O produto de matrizes duma &lgebra de Jordan comutativa pertence a dlgebra

de Jordan comutativa.

2. Polinémios definidos em matrizes duma dlgebra de Jordan comutativa perten-

cem a algebra de Jordan comutativa.

3. Matrizes de projeccao ortogonal (MPO) pertencentes a uma élgebra de Jordan

comutativa sio somas de uma ou mais matrizes da base principal.
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v
. Dada a matriz M = chQj, seja € = {j : ¢; # 0}, tendo-se R(M) =

j=1

EB{w R(Q);), onde R(-) indica o espaco-imagem e B a soma directa ortogonal de
je%

sub-espacos, logo

car(M) = 3" g,

=4

com g; = car(Q;), 7 =1,...,v.

. Se uma MPO com caracteristica 1 pertence a uma 4lgebra de Jordan comu-

tativa &/, entdo também pertence & bp(&/). Esta observacdo aplica-se em
1 .

particular & matriz —Jsendo regulares as dlgebras de Jordan comutativas que
n

contém essa matriz, onde J = lnll .

. A unidade da algebra de Jordan comutativa & (elemento neutro) com base

principal bp(#) = {Q,,...,Q,} é dada por

U=)>) Q,
j=1

v
. Dada a matriz M = E a;jQ; € &/ e uma vez que as matrizes Q,, ..., Q, sio

j=1
idempotentes e mutuamente ortogonais, a matriz inversa de Moore-Penrose?

de M é da forma

Mt = Z afQ, €
j=1

com 0,_!_

S | + _ — S
; =a; sea;#0,eaj =0sea; =0paraj=1,...,0.

A inversa de Moore-Penrose de uma matriz M é a matriz, M, que observa

4Também designada por pseudo-inversa, sendo uma generalizacdo da inversa de uma matriz.

Deve o seu nome a Eliakim Hastings Moore (1862-1932) e Roger Penrose (1931~ ) que indepen-

dentemente a descreveram em 1920 e 1955 respectivamente. Moore colocou a questdo sobre a sua

existencia e Penrose que entdo é tnica. No entanto, o conceito de pseudo-inversa de operadores

integrais, tera sido introduzido por Erik Ivar Fredholm (1866-1927) em 1903.
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as seguintes condigoes

([ MM*M =M

M*MM*t*=M"

(MM*H)T = MM’

\ (MTM)T = M*M.

Prova-se que essa matriz existe sempre e que é tnica, ver por exemplo os

trabalhos de Pollock (1979) [37].

8. A algebra de Jordan comutativa & contém matrizes regulares se e s6 se con-

tiver a matriz I,,. Com efeito, se a matriz M € & for regular, ter-se-a

M= Mt ¢ o dado M regular,e I, = MM ™ € «.
9. A élgebra de Jordan comutativa &/ contém matrizes regulares se e so se,
I,=U

designado-se entdo & como completa. Se & nao for completa pode juntar-se
Q* = I, — U & bp(o) obtendo-se a base principal de uma nova dlgebra de

Jordan comutativa, a completada de <.

v
10. Se a matriz M = Zanj pertencer a &/, entdo ay,...,a, serao os valores
j=1
préprios de M com multiplicidades gy, .. ., g, tendo-se, caso & seja completa,

ver Malley (1994) [26],
v v
det (Z anj) = H a?j .
j=1 j=1
11. Dada uma matriz ortogonal P, a familia &7 (P) das matrizes diagonalizadas

por P é uma algebra de Jordan comutativa.

12. Intersectando-se algebras de Jordan comutativas, obtém-se algebras de Jordan

comutativas.
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13. Caso os vectores linha de uma matriz A; constituam uma base ortonormada

para o espago imagem de Qj, Jg=1,...,u, tem-se

Q,=AJA; j=1,...,u

I,=AA] j=1,...u
com g; =car(Q;), j=1,...,u

Defini¢ao 2.2. Uma matriz P = [ Al,... A! ] tais que I, = AjA] e
Q; = A]-TAJ-, com j = 1,...,u, € uma matriz associada ¢ AJC com base

principal constituida pelas matrizes {Q., ..., Q,}.

2.1.2 Algebras geradas

Seja M ={M,,...,M,} uma familia de matrizes simétricas n X n que comutam,
0 que equivale, a que as matrizes sejam diagonalizadas por uma matriz ortogonal
P tendo-se pois A4 C &/ (P), onde &7 (P) é a dlgebra de Jordan diagonalizadas por
P, ver Schott (1997) [39].

Existe pois, pelo menos uma &algebra de Jordan comutativa, que contém ..
Ora, intersectando-se algebras de Jordan comutativas que contenham .#, obtém-
se algebras de Jordan comutativas que contém .#. Existird pois uma &lgebra de
Jordan comutativa minima, a algebra de Jordan comutativa gerada por .#, que
contém ., e que representaremos por & (A ).

Os vectores linha ay,...,a, de P sdo vectores proprios das matrizes de ..

Pondo ;7o caso
T T :
aiMjaizaleal, ]=1,...,w

isto é, se a; e o estiverem associados a valores préprios idénticos para todas as
matrizes de .#, definimos uma relacdo de equivaléncia, 7, em {ay, ..., a,}. Podem

ser definidos dois tipos de classe de equivaléncia.
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Definicao 2.3. Uma classe de equivaléncia 7 é de primeiro tipo se houver pelo
menos uma matriz de M para a qual os vectores da classe tém valor préprio nao
nulo. Além das classes de primeiro tipo pode haver uma classe de segundo tipo
constituida pelos vectores linha de P que tém valores proprios nulos para todas as

matrizes de M .

O numero de classes de primeiro tipo é o indice préprio de .
Seja v o indice préprio de & e 6, ...,%6, os conjuntos de indices dos vectores

das vérias classes de primeiro tipo. Ponhamos
T .
Q]-:E o0, j=1,...,v,
i€%;
verificando-se facilmente que estas s@o matrizes de projeccao ortogonal mutuamente
ortogonais. Assim 2 = {Q,,...,Q,} serd a base principal de uma algebra de

Jordan comutativa que representamos por bp(&) ji que se trata da interseccao de

algebras de Jordan comutativas que contém 2. Por outro lado temos
v
Mi:Zbiija izl,...,w,
j=1

com b; ; o valor préprio de M; para os vectores préprios a; com ! € 65,5 =1,...,v,
i=1,...,w. Consideremos ainda que B = [b; j].

Estabelegamos agora o seguinte lema

Lemma 2.2. Se as matrizes de .# forem linearmente independentes, os vectores

linha de B serdo linearmente independentes.

Demonstracao. Se as matrizes de .# forem linearmente independentes, entao, se
w

c' M= Z ¢iM; = 0,4, implica ¢ = 0,,.
i=1

w v v w
Tem-se ¢' A = Zci (Z bm-Qj) = Z (Z bmc,) Qj e como as matrizes
i=1 j=1 j=1 \i=1

Q,,...,Q, sao mutuamente ortogonais, sendo pois linearmente independentes, tem-

sec' M = 0,4, se e s se B¢ =0,. Assim, se as matrizes de .# forem linearmente
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independentes, tem-se B' ¢ = 0, se, e s6 se, ¢ = 0,, 0 que equivale a que os vectores

linha de B sejam linearmente independentes. O
Tem-se agora o seguinte corolario:

Corolario 1. Para que as matrizes de M sejam linearmente independentes, o car-

dinal #(A) nao pode exceder o indice préprio de M .

Por outro lado vé-se que, dado # C &/ (2), se tem & (M) C &/ (2). Assim as
matrizes de bp (& (A )) pertencem a &7 (2) sendo portanto somas de uma ou mais
das matrizes de 2. Se uma das matrizes Q; da bp (& (A4 )) fosse a soma de duas
ou mais dessas matrizes, tendo-se

Q) = Zaja;-r—k Z aja;+'-~ ,
jeby JE€CH
os vectores préprios com indices em 6y U%;»U- - -, teriam vectores proprios idénticos
para todas as matrizes da .# o que é impossivel. Assim as matrizes da bp (& (A))

serao as matrizes de 2, o que permite estabelecer a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1. A dlgebra gerada pela familia # coincide com a dlgebra gerada

pela familia 2. Tem-se o (M) = o (2).

Sendo .# uma familia de matrizes simétricas que comutam, linearmente inde-
pendentes, podemos completd-la por forma a ter-se uma base .#° para & (.4,
dado que qualquer conjunto de elementos linearmente independentes num espaco

vectorial pode ser completada por forma a obter-se uma base. Ter-se-4 entao
v
[} (o] :
M? = E b; jQ; i=1,...,v,
j=1

com B° = [b{ ] uma matriz regular com sub-matriz superior B.

Estamos agora em condigoes de enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.2. .#° ¢é base de &/ (#°) se e sé se for constituida por matrizes

linearmente independentes e tiver cardinal igual ao indice préprio.
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Demonstragdo. Basta observar que a condigdo equivale a que a matriz B° seja re-
gular, o que faz com que .#° seja, atendendo ao Lemma 2.2, uma familia de matrizes

de &/ (.#°) linearmente independentes e em nimero igual a dim(« (#°)), pelo que
M° terd de ser base de o (A°).5 O

Caso ./, familia de matrizes simétricas que comutam, constitua uma base para
</ (M), diremos que é uma familia perfeita.

Consideremos agora o caso em que . é constituida por uma unica matriz, a
matriz M. Sendo a4,...,a, os valores préprios nao nulos de M e Q4,...,Q, as
matrizes de projecgao ortogonal sobre os correspondentes espagos préprios, ter-se-4

v

M = Eanj vendo-se ainda que £ = {Q,,...,Q,} é a base principal que se
j=1

obtém para o (A ).

Com efeito, se se tiver Q; = E ajajT, j=1,...,véfacil verificar que €3, ..., %,
le;
sao os conjuntos dos indices dos vectores préprios pertencentes as vdrias classes de

equivaléncia 7, de primeiro tipo.
A concluir intressa-nos considerar o caso em que .# = & U &5 com &) e s
algebras de Jordan comutativas completas com bases principais 2; e Zs.

Estabelecamos agora a seguinte proposicao:

Proposigao 2.3. Sendo 2, = {Ql,l""le,wl} =bp(A), |l = 1,2 com A e oy
completas, a bp (& () U b)), € constituida pelas matrizes ndo nulas da forma
Ql,j1Q2,j2} jl = 1a <., Wy, j2 = 17 -eey Wa.

Demonstragao. Comegemos por observar que as matrizes de & U &% comutam ge-

rando pois uma algebra de Jordan comutativa & (&4 U o) que contém 2, U D, e

que as matrizes nao nulas da forma @, ; @, ;, sao matrizes de projecgao ortogonal

A extensio desta equivaléncia a espacos vectoriais com dimensao infinita pode ser feita utili-
zando o lemma de Zorn, em honra do matematico alemao Max August Zorn (1906-1993), apesar
da sua primeira formulacdo se dever ao matemaético polaco Kazimierz Kuratowski (1896-1980).
Também pode ser consultado o axioma da Escolha e o Teorema de Zermelo (Ernest Zermelo

(1871-1953)).
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mutuamente ortogonais, constituindo a base principal duma AJC &/°, que estard
contida em todas as algebras de Jordan comutativas que contém 7 U %%. Basta-nos
pois mostrar que &/ U/ C &° para o que basta mostrar que 2, U2y C &°. Como

&) e 5 sao completas tem-se
w2
Q,; :ZQUQ%/ € A°, j=1,...,w,
=1

vindo Q, C «°. De igual forma se mostra que Q, C £°, o que completa a

demonstragao. O

2.1.3 Sub-familias

Seja .# uma base para &, sendo 2 a base principal de & ter-se-a, com w = dim(</)

Mi:ibi,ija z'=1,...,w,

j=1
sendo B = [b; ;] matriz regular w x w.

Dada uma sub-familia .#’ de .#, podemos dar as m matrizes de .#’ os m < w

primeiros indices de .#. Diremos que .#' é uma sub-familia segregada se se tiver

| Bu ©
By, Bjs
com By sub-matriz m x m. Assim, sendo 2’ = {Q,,...,Q,,} temos
M'= B,,Q’
e
M = BQ

bem como, dado as matrizes B;; e B serem regulares,

Q/ — Bl—&M/
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Q=B'M.

Enquanto 2 é a base principal da dlgebra &/ (#), 2’ seré a base principal da
algebra o (A").

Até agora temos considerado .# como base para /. Suponhamos agora que .#
nao é base para & = & (#), embora as matrizes de .4 continuem a ser linearmente
independentes®. Temos | = #(.#) < w, pelo que a matriz B serd do tipo | X w.
Suponhamos que as h < [ primeiras matrizes de .# constituem a sub-familia .#".
A situagdo de segregacao continua a conduzir a uma matriz de transicao de forma
triangular inferior, com M’ = B;1Q’ ¢ M = BQ e as matrizes B;; e B sao dos
tipos h x m e | x w. Podemos completar .#" para obter uma base .#° para &7 (2') e
em seguida completar a familia .# \ .4’ das ltimas [ — h matrizes de .#, de forma
a ter-se uma base para & (2 \ 2').

Interessa-nos também considerar um outro aspecto do completamento de familias,
a de familias de matrizes simétricas que comutam. Duas destas familias dizem-se
%-equivalentes, se geram a mesma AJC. As bases da AJC serao ¢-equivalentes.

Interessa-nos ainda considerar os pares (#', # ) de familias de matrizes simétricas
que comutam. Um par deste tipo de matrizes diz-se estruturado se .#' C 4 e
A (M) C A (M). Dois pares estruturados serdo ¥-equivalentes, se as AJC geradas
pelas familias e sub-familias forem idénticas. Sendo &' = & (MA') e o = A (M),
representaremos por U’ e U as respectivas matrizes unidade e por ¢’ e ¢ as carac-
teristicas das mesmas. Se ¢’ < ¢, U’ tera de ser soma de apenas parte das matrizes

da base principal de &, observando-se a segregacao. Assim, o par estruturado

1 0 0 1 00
5A titulo de exemplo, considerem-se as matrizes M; = | 0 1 0 |eM2= |0 0 0 [,
0 00 0 0 1

1 0 0
com vectores proprios 0|, 1 e 0
0

0 1
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(M', A) de familias de matrizes simétricas que comutam é segregado, se e s6 se

d <ec.

2.1.4 Produto de Kronecker

Neste trabalho iremos usar, para além do produto usual de matrizes, o produto
de Kronecker” , que representaremos por ®. Diversos sdo os trabalhos onde estd
desenvolvida esta operacdo, veja-se por exemplo Graham (1981) [19]. Apresentamos
de seguida alguns resultados do produto de Kronecker que serao necessérios para o
desenvolvimento do nosso trabalho.

Considere-se uma matriz A = [a; ;] do tipo r X s, define-se entdo

CLLlB e al,sB
A® B = :
a B -+ a,:B
Se os produtos A;Bj, com j = 1,2, estiverem definidos, poder-se-4 entao verificar

que

a1,1A2 T al,sA2 bl,le s bl,tB2
(A1 ® As) (B1 ® By) = : : : : =
ar,lAz tet ar,sA2 bs,1B2 ce bs,th

(Z al,jij) .. (Z al,jbj,t>
Jj=1 j=1

= : . : ® (A2B3) =
(E alrvj bj’1> - (Z a”r’jb]’t)
L \j=1 j=1 i

= (A1B,) ® (A2By;).

"Leopold Kronecker (1823-1891). Matemadtico alemao nascido em Liegnitz (Prussia, agora

Legnica - Pol6nia) tendo morrido em Berlin.
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Igualmente se verifica que
(A9 B)' =AT @ B'.

Vejamos ainda algumas outras propriedades que serao importantes no desenvol-

vimento do nosso trabalho.

. .. . T .
Considere-se a matriz identidade de ordem r, I, e J, = 1%1% | verifica-se que

Iu®IU=Iuv
1P ® 1Y = 1w
Ju®Jv:Juv

Interessa-nos também ver o que se passa com matrizes de projeccio ortogonal.
Uma matriz é MPO se e s6 se for simétrica e idempotente. Verifica-se facilmente
que o produto de Kronecker de matrizes ortogonais [simétricas, idempotentes] ori-
gina matrizes ortogonais [simétricas, idempotentes|, pelo que o produto de Kronecker
para matrizes de projecgao ortogonal é também uma matriz de projeccao ortogo-
nal. E ainda fécil de verificar que se Q,Q, = 05, xn, OU 622622T = Op,xn,y, s€ tem
(Q;®Qy) (QlT ® Q;) = Onynyxniny-

Sendo D(r'), a matriz diagonal, cujos elementos principais s&o as componentes
de 7!, ter-se-a

D(r")® D(s") = D(+' @ s").

Uma matriz ortogonal de ordem s é ortogonal estandardizada se os elementos
da sua primeira linha forem iguais a s7i. O produto de Kronecker de matrizes
ortogonais estandardizadas P, e P5, de ordens u e v, serd uma matriz ortogonal
estandardizada de ordem wuw.

Considere-se agora uma matriz simétrica M e o vector dos seus valores préprios
r(M). Se D(M) = D (r(M)), entdo, com P a matriz diagonalizadora ortogonal

de M, verifica-se que

M =P'D(M)P,
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e como tal, se Py e P, forem as matrizes diagonalizadoras ortogonais das matrizes

simétricas M| e My, entao

(P, ® Py)(M; @ My)(P,® Py)' =

= (P,® Py) [(P] D(M)P,) (P} D(M>)P,)] (P] & P])
[P,P]D(M,)P,P{] ® [P,P; D(M,)P,P]]

= D(M,)® D(M,).

Da expressao anterior demonstra-se que P; ® Py é diagonalizadora ortogonal de
M, ® M, e que
D(M;® M,) = D(M,)® D(M,).

Um outro resultado que se pode deduzir, relacionado com as caracteristicas de

matrizes, é

car(M ® My) = car(M)car(Ms),

com car(M) a caracteristica da matriz M. Essa caracteristica é igual ao nimero
dos seus valores préprios nao nulos.

Este resultado pode ainda estender-se a matrizes nao simétricas, ver por exemplo

Silvey (1975)[45]. Assim,
car(UUT) = car(U)

tendo-se
car(M; ® Ms) = car [(Ml ® M) (M, ® Mg)T]

= car [MlMlT ® MQMQT]
= car(M)car(M,).

2.1.5 Operacgoes Binarias

No que se segue, utilizaremos duas operacoes bindrias sobre as AJC.

Produto de Kronecker

Consideremos a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.4. Sendo {ijl, ey Qj,uj} MPO mutuamente ortogonais que cons-
tituem a base principal da AJC &, j = 1,2,

o ® oy = {ZZ“H (@, Qz,j)}’

i=1 j=1

serd uma AJC com base principal {Ql,i ® Qg’j}; i=1,...,u;j=1,...,us.

Demonstragao. E facil verificar que @ ® % é um espago vectorial que contém o
quadrado das suas matrizes as quais comutam, sendo portanto uma AJC. Verifica-
se ainda que {Ql,i ® Q2’j}, i=1,...,uy;J = 1,...,us, é um sistema de geradores
de & ® 5 constituido por MPO. Como estas MPO sao simétricas, idempotentes
e mutuamente ortogonais, sao linearmente independentes constituindo portanto a

base principal de & ® . O

Define-se assim uma primeira operagdo bindria entre AJCs. Prova-se que a
mesma ¢ associativa, ver Fonseca et al (2006) [15].

Suponhamos agora que
U

M=) b;0Q,; I=1...0; 1=1.2
j=1

ter-se-4 entao

Uy U2
M1,l®M2’h = bi,j(l)bh,k(2)Q1,' ®Q2,k 1= 1,...,’01;h: 1,...,1}2.
J

=1 k=1

Em particular se u; = ug e {M1,..., M,,} for uma base para &4, [ = 1,2 as

matrizes
B(l) = [bi;(1)],

sendo matrizes de transicdo, entdo estas bases sao regulares.

Verifica-se facilmente que

B = B(1)® B(2)
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também é regular, pelo que {M1; @ My}, i = 1,...,u1,h = 1,...,up também
serd base de & ® .
Admitamos agora que & é completa e regular sendo constituida por matrizes

n X ng, [ =1,2. Entao

1
{Ql,i ® _an} U {Im @ QQJ}
L)

comi=1,...,u; e j=2,...,us, serd uma familia de MPO mutuamente ortogonais
a qual serd a base principal duma AJC, ,52{1*,@/2 Define-se assim uma segunda
operacao bindria sobre AJC, que designaremos por Produto de Kronecker Restrito.

Também esta operacio é associativa, como veremos adiante.

Produto de Kronecker Restrito

Consideremos as AJC & e &5 com base principal 2; = {Qlj,j =1,. ..,wl} e
9y = {QQj,j = 1,...,w2} constituida por MPO n; x n;, ¢ = 1,2. O elemento
identidade de <7 é dado por

w;
j=1
Estamos em condig¢oes de enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.5. Dado k=1,...,ws — 1, a familia

2 ={Q1, ® Qup} U {U1 @ Qqp}
comh=1,...,w;, ¥ =1,....,k eh” = k+1,...,wy, entdo é uma familia de

matrizes ortogonais mutuamente ortogonais.

Demonstracdo. Uma vez que o produto de Kronecker de MPO é uma MPO, 2

serd uma familia de MPO. Para além disso, dadas duas matrizes distintas Q7; ®

Q3 e Q7 ® Q5, pertencentes a s, por forma a que Q7, # Q7 ou Q3 # Q;Qa

necessariamente

(Q5, ® Q5)) (Q3, ® Q5,) = (Q71,Q12) ® (Q5:Q5%) =0,

o que completa a demonstracao. Il
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A AJC com base principal 2 serd o Produto de Kronecker Restrito de <7 e <.
Representaremos esta AJC por & *k @l5. Quando k = 1, escreveremos & *,52{2

De referir que & *w2 Ay = ) R by,

Admitamos que os vetores linha de Ay, constitui uma base ortonormal do espaco

imagem de Q;,, h=1,...,w;, | =1,2. Se & e % forem completas, as matrizes

G=[a} .. 4], =12

l’LUl

serao matrizes ortogonais associadas a & e <.

Diremos que a matriz é sub-ortognal se for obtida a partir de uma matriz orto-
gonal a qual se retira parte das linhas. Por exemplo, se as matrizes Q= AJ-TAJ-,
J = 1,...,w, constituem a base principal de uma AJC nio completa, &, entdao
A = [ Al .o Al ]T € a sub-matriz ortogonal associada a &, i.e., A serd a

sub-matriz de uma matriz ortogonal associada a 7. Entao
G == G1 *k G2 = [A;rh ® A;—h/, G]_ ® A;—h//jl

onde h=1,...,w, M =1,.... ke h” =k+1,...,wy, serd a matriz sub-ortogonal
associada a & *k oy se uma das &7 e 2% nao for completa. E imediato que se
e o/, forem ambas completas, entdo G, *k G5 € ortogonal.
Do exposto ressalta que se G for uma matriz ortogonal ou sub-ortogonal associ-
ada a AJC,
U =GGT,

sendo a soma das matrizes da base principal da AJC, a unidade da mesma.
Se considerarmos ainda as matrizes sub-ortogonais G, G5 e G5 associadas as

AJCs o, o5 e o3, podemos verificar que
Gl *k1 (G2 *kz G3> - (Gl *k1 G?) *kz G3

pelo que podemos constatar que estas operagoes bindrias gozam de associatividade

generalizada.



2.1. RESULTADOS SOBRE MATRIZES 23

Utilizando a associatividade das duas operagoes, podem-se construir algebras
complexas a partir de algebras completas e regulares simples. Recorde-se que en-
quanto definimos @ ® @ para quaisquer AJC, sé definimos 4273*,52{4 para o3 e
&, completas e regulares. Adiante encontraremos, no tratamento de uma aplicagao,
uma algebra da forma

() ® oty @ ofy) K oy K o,

Regressando ao produto &7 *,Qfg, admitamos que {M1,..., M ,,} constituem

uma base para & e que se tem a matriz de transigdo B(l), [ = 1,2. Ter-se-4 entao,
U1 1
M1,1®Jn2=n1;bi,j(1)®(n—lJm) 1=1,...,u;

Ul
1
bem como, dado E Q=1 eQy = —Jy,
k2 k n2

Jj=1

u1
I, ® M2,h = Z bh,k(z) (In1 ® QQ,k)
k=1

Ul 1 u2
= bp,1(2) (Z Q;® ;:2an> + Z bn (Lny © Qa)
j=1 k=2

h = 2, A
Assim, teremos agora a matriz de transi¢ao
TLlBl 0
B(1)k B(2) = ,
b(2)1T  B°(2)
onde b(2) é obtido retirando a primeira componente ao primeiro vector coluna de

B(2) e B°(2) retirando a primeira linha e coluna a B(2).
Caso B°(2) seja regular, B(1) X B(2) ser4 regular e

{M,;@I,,} U{l,, ® My},
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it =1,...,u1, h = 2,...,ug, constituird uma base para ,5271*,;272 Esta situacao

verifica-se em particular quando
a
M2’1 - - ® an.
Uz
Considere-se a base principal da algebra &/

bp(d) = {Q1>"‘7Qw}

bem como w = {1,...,w}, tomando-se
¢ Cw
@ =T\ %

Podemos entdo definir a base principal para «/(%), como
bp (o7 (%)) ={Q;;5 €€}

Consideremos ainda uma outra dlgebra «7° com dimensdo n® x n°. A sua base

principal serd

bp(/°) = {Q5,...,Q%}
tomandos-se
(A(€)={Q;®Q,i=1,... .0 j€C}H J{I.®Q;j¢F}.
Finalmente se verifica que
7€) = (° @ o () B (o(I:) ® # (¢7)),

com bp (& (I0)) = {I,0}, onde a primeira parcela é ortogonal a segunda parcela.
Igualmente se verifica que & (I,0) = {cI 0 }.
Facilmente se verifica que

(£0)- (0) - (59

et jew
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e que
Ie ® (Z QJ) = I ® Ins
Jge
O caso particular em que € = {1,..., k} foi j& considerado por Covas (2007)[7].
Para efeitos deste estudo, interessa-nos o caso em que operaremos com familias,
M, e M5 de matrizes simétricas que comutam, com 2; = {Ql,l’ o Q1 }, 9, =

{Qs1,---,Qs.4,} as bases principais de o = o (M) e oy = A (M>).
w1
Como, com U, = Z Q, ;, a base principal de o) *k oy €

j=1

k
bp (5271 * «!&72) = (U {Q,,® Qs Qru ® QZJ‘}) U
j=1

U{U1®Qy ;5 =k+1,...,w},

entdo, qualquer matriz de *k &y serd da forma
MKy My = { My, @ Moy} U{U1 © Moy},

comh=1,...,w;, W =1,...,ke h”" =k+1,..., wy, entdo, qualquer matriz, por

exemplo M, da & (//{1 *k //{2) sera da forma

w1 k w2
M = Z Z A1iyip M 1i, @ Mo, + Z agi;, U1 @ M y;,. (2.1)
i1=11i=1 iz=k+1

2.2 Minimos Quadrados

Consideremos um modelo linear
w
Yy= Z X0, +e
i=1

onde X; = [X,,...,.X,], B = [ﬂl,...,ﬁm]T com vector médio u = X3 e matriz
de covariancia V. Seja ainda T, a MPO sobre o espaco-imagem de X. Seguindo

Zmyslony (1986) [52], vamos mostrar que, quando V' e T comutam, os estimadores
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dos minimos quadrados tém varidncia minima na classe dos estimadores lineares e
centrados, sendo pois BLUE.
Ora, ver Mexia (1995) [30], tem-se

T=X(X"Xx)"x"
pelo que o estimador de minimos quadrados de 3 serd
B =(X"X)"XTY.

Por outro lado ¥ = A ¢, ver Mexia (1990) [29], estimavel se e s6 se R (AT) C
R (X T) 0 que equivale a existir K tal que

A=KX,
tendo-se para ¥ o estimador de minimos quadrados
U*=ApB = KXB = KTY.
Por outro lado,
E(MY)=MXB3=MTXB=E(MTY)

pelo que, MY e MTY terao o mesmo vector médio.

Caso T comute com V', I, — T também comutard com V', vindo
VIMY) =MVM' =M T+(I-T)V[T+{I-T)M"
=MTVTM' + MTV(I-T)M' + M(I -T)VTM +
+M(I -T)V(I-T)M'
=MTVTM + M(I-T)V(I-T)"M’
=V(MTY)+V (M(I-T)Y).

Interessa-nos estabelecer a seguinte proposigao:

Proposicao 2.6. Tem-se E(M Y ) =E(M,Y) se e s6 se MT = M,T.



2.2. MINIMOS QUADRADOS 27

Demonstragdo. Se E(M,Y) = E(M,Y), tem-se, V3, M, X3 = M,Xf3, vindo
M X = M3;X bem como M TX = M,TX pelo que (M; — M3)TX = 0 pelo
que os vectores linha de (M; — M )T terdo de ser ortogonais a = R(X).

No entanto como T é a MPO sobre (2, esses vectores linha pertencem a €2, sendo
pois nulos, logo (M — M,)T = 0, ou seja, M, T = M,T.

Inversamente, se MT = M T tem-se,

E(M,Y) =M, XB8=M,TXB=M,TXB = M,3=E(M,Y).

Corolario 2. O BLUE de E(MY ) é MTY .

Demonstragdo. Sendo M°Y outro estimador centrado de E(MY) ter-se-4 M°T =
MT bem como
VIMY) =V(M°TY )+ V (M°(I-T)Y)
=V(MTY)+V (M°(I-T)Y),
logo V(M°Y) — V(MYY) sera semi-definida positiva, uma vez que matrizes de

covariancia sao semi-definidas positivas, o que estabelece a tese. O
Estamos em condi¢oes de enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Quando V e T comutam os estimadores de minimos quadrados dos

vectores estimduveis sao BLUE.

Demonstragao. Sendo ¥ = AB = KX 3 um vector estimdvel, o respectivo estima-
dor de minimos quadrados é, como vimos, ¥° = KTY tendo-se pois M = KT,

pelo que MT = KTT = KT = M o que estabelece a tese. O

Observe-se que este teorema foi primeiro estabelecido por ZmySlony (1978) [51]

e que representa uma versao mais potente do Teorema de Gauss-Markov® .

8Em honra do matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e do matemético russo

Andrei Andreyevich Markov (1856-1922).
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2.3 Estatisticas Suficientes e Completas

Nesta seccao iremos apresentar algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados
no desenvolvimento deste trabalho, em particular aqueles que dizem respeito as es-
tatisticas suficientes e completas. Para um estudo mais detalhado podera consultar-
se, por exemplo, Mood (1974)[34].

Considerem-se todas as amostras de dimensao n, representadas por ". O espaco
constituido por essas amostras serd A,. Estas amostras, sao igualmente realizagoes
do vector aleatério X", verificando-se que pr (X" € A,) = 1.

Podemos verificar que as probabilidades associadas a X" podem ser especifica-
das a partir da respectiva distribuigao F(z";£%) = P (X" < 2™;£®), e o parametro
vectorial €° varia num espaco de parametros €2, ver Williams (1997) [49].

Representemos por f(z";£") a fungao densidade [fungdo probabilidade] para X™
no caso continuo [discreto]. Consideremos ainda uma particao de A,, uma familia

de conjuntos D;, i = 1,..., dijuntos dois a dois, para os quais se verifica UD" =

A,,. Podemos pois definir distribui¢oes condicionadas sob a forma F' (z"|D;; &%) =
P (X" <z"| X" € D;;&°).
Com base na fungao densidade [probabilidade] e na particdo sobre A,, podemos

definir
F(a"€) =) P (X" € D) F (2"|Di;€").

Uma particao diz-se suficiente quando as distribui¢oes condicionadas nao depen-
dem de &%, i.e., |

F(a%€) =) P (X" € Di€") F (a"|Di).

Uma estatistica é qualquer fungao escalar ou vectorial da amostra. As imagens
inversas da estatistica constituem uma partigao de A,. A estatistica diz-se suficiente
quando quando gera uma partigao suficiente. Estamos em condicoes de formalmente

estabelecer a seguinte definigao,

Definigao 2.4 (Estatistica Suficiente). Uma estatistica T' € suficiente, se e s6 se
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a distribuicao Y condicionada pelo valor da estatistica nao depender do parametro

6, i.e., se Fy (-|T =t) nao depende de 6.

Esta definicdo ¢é particularmente importante quando se pretende mostrar que
uma dada estatistica ndo é suficiente. Para o efeito, caso se pretenda mostrar
que uma determinada estatistica 7' nao é suficiente, basta encontrar uma outra
estatistica 7" para a qual a distribuicdo condicionada de T dado T depender de 6.

Sao varios os exemplos onde nao existe uma Unica estatistica suficiente, no en-

tanto existira sempre estatisticas suficientes conjuntas que se definem como,

Definicao 2.5 (Estatisticas Conjuntamente Suficientes). Seja x1,...,x, uma
amostra aleatéria da densidade f(-;6). As estatisticas Sy, ..., S, sdo definidas como
conjuntamente suficientes se e sé se a distribuicdo conjunta de Xi,...,X, dado
S1=81,...,8 = 8 ndo depende de 6.

Estamos em condigoes de enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Seja Y uma varidvel aleatdria cuja funcdo densidade, ou fungdo pro-
babilidade, depende de um parametro 6. As estatisticas Ty, ..., T, sdo conjuntamente

suficientes se, e s0 se,
fylo) = g(ts, ..., t.|0)h(y)

onde a fungdo h é ndo negativa e independente de 8, e a fungdo g depdende de y

apenas através das estatisticas Tt,...,T,.

Do exposto ressalta a possibilidade da existéncia de varios estimadores centra-
dos (apenas focaremos estes por razdes 6bvias) e fungdo de estatisticas suficientes.
Coloca-se entao o problema da escolha de estimadores para o parametro de interesse.
Com este objectivo em mente, iremos introduzir alguns conceitos que interessa reter.
Por serem por demais conhecidos e as suas demonstragdes poderem ser encontradas
na mais diversa bibliografia, apenas iremos demonstrar aqueles cujo interesse seja

pertinente.
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Teorema 2.3 (Teorema da Factorizagao). Seja X1, ..., X, uma amostra aleatdria
de tamanho n da densidade f(-;0), onde o parametro 6 pode ser um vector. A es-

tatistica S = s(X1, ..., X,) € suficiente se e s6 se a densidade conjunta de X, ..., X,
n

dada por H f(z;0), se factoriza como
i=1

fxo xo (@1, oo 203 80) = g(s(xr,. .., 20);0)h(zy,. .., T,)
= g(s;0)h(z1,...,2,)

onde a fungdo h(xy,...,x,) € ndo negativa e ndo depende do parimetro 6 e a
fungao g(s(z1,...,2,);0) € ndo negativa e depende de x4, . .., T, apenas pela fungdo

S(eyenyt).

Podemos ainda enunciar o anterior teorema distinguindo estatisticas suficientes
(simples) e para o caso de estatisticas conjuntamente suficientes. Ver, por exemplo,

Mood (1974) [34].

Teorema 2.4 (Teorema da Factorizagao para Estatisticas Simplesmente
Suficientes). Considere-se X1,..., X, uma amostra aleatdria, de dimensdo n, de
uma densidade f(-;0), onde o parametro 6 poderd ser um vector. Uma estatistica

S = s(X1,...,X,) € suficiente (simplesmente) se e sé se a densidade conjunta de
n

X4,..., X, dada por H f(x;;8), poder ser factorizada como

1=1

le,...,Xn(:rla <oy Tpy 6) =4 (S(xb s 7$n); 0) h’(xla s 7xn)
= g(S;0h(zy,...,z,)
onde a fungao h(x1,...,xy,) € ndo negativa e ndo depende do parametro 6 e a fungdo
g (s(x1,...,2y,);0) € nao negativa e depende de xy,...,x, apenas através da fungdo

S(yeey)e

Teorema 2.5 (Teorema da Factorizagao para Estatisticas Conjuntamente

Suficientes). Considere-se X3,..., X, uma amostra aleatéria, de dimensdo n, da
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densidade f(-;0), onde o pardmetro 6 pode ser um wvector. Um conjunto de es-
tatisticas S1 = s1(Xq,..., Xn), .., S = 5:(X1,..., X,) € conjuntamente suficiente

se e s0 se a densidade conjunta de X1, ..., X, pode ser factorizada como

fxixa (@1, 203 0) =g (1@, @)y 80(@0s o, 20)5 0) BT, - )
=g

(158 O){x1, ..., )

onde a fungdo h(z1,...,x,) € nao negativa e nao depende do parametro 0 e a funcdo

g(s1,...,8,;0) € ndo negativa, e depende de x,,...,x, apenas através das funcées

S1(e ooy )y Sty )

Uma outra definicdo importante que iremos usar amitide é a definicao de esti-

mador centrado com varidncia minima.

Definicao 2.6 (UMVUE). Dado Y com funcio densidade f(-|6), um estimador
T para o pardmetro 8 diz-se Estimador Centrado com Varidncia Uniformemente
Minima (Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator — UMVUE) de 6 se

o T' ¢é centrado;

o V(T) < V(T*), para todo o estimador T* centrado de 6.
Interessa-nos também introduzir o conceito de estatistica ancilar.

Definicao 2.7. Estatistica Ancilar Uma estatistica S(X) cuja distribuicdo ndo

depende do pardametro 6 é denominada de estatistica ancilar para o parametro.

S6 por si, uma estatistica ancilar nao contém informacao sobre 6. Uma estatistica
ancilar é uma observagdo sobre uma varidvel aleatéria cuja distribuicao é fixa e
conhecida, nao relacionada com . No entanto, uma estatistica ancilar, quando usada
em conjungao com outras estatisticas, por vezes contém informacao importante para
inferéncia sobre 6.

Uma estatistica T' é muito 1til na redugdo de dados se nenhuma funcao nao
constante de 7' é ancilar ou ancilar de primeira ordem, isto é, se Eo[f(T)] = ¢ para

qualquer 6 € ) implica f(t) = c. Esta condigdo é equivalente a Eq[f(T)] = 0, para
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qualquer A € Q implica f(t) = 0. Uma estatistica que satisfaca esta condigao diz-se
completa.

O que nos leva a seguinte definicao,

Definicao 2.8. Estatistica Completa. Seja f(t|0) uma familia de fungoes den-
sidade [de probabilidade] para a estatistica T(X). A familia das distribuicdes de
probabilidade é denominada de completa se Eglg(t)] = 0 para qualquer 6, implica
Py (g(T) = 0) = 1 para qualguer 6. Por equivaléncia, T(X) € denominada estatistica

completa.

De referir que o facto de ser completa é uma propriedade para uma familia de
distribuicdes de probabilidade, ndo de uma distribuigao particular.

Considere-se o exemplo: Se X tem distribuigdo normal N(0;1), entao definindo
g(z) = z, tem-se que E[g(X)] = E[X] = 0. Mas a fungio g(z) = z satisfaz
P(g(X)=0) = P(X = 0) = 0 e ndo igual a 1. Contudo, esta é uma distribuicao
particular, e ndo uma familia de distribui¢oes. Se X tiver distribui¢do normal N (6;1)
com —oo < 6 < 400, vé-se que nenhuma funcdo de z, excepto uma, ou seja 0 com
probabilidade 1 para qualquer 6, satisfaz Eq (¢(X)) = 0 para todo o §. Entao, a
familia de distribuicoes com N(6;1) e —oo < 8 < 400, é completa.

Apesar de podermos comparar dois ou mais estimadores centrados e de entre
estes definir qual o melhor, leia-se o de menor variancia, nada nos garante que
efectivamente este é o de menor variancia de entre todos os estimadores possiveis
em idénticas circunstancias.

Vejamos algumas condigoes de regularidade dos estimadores:

1. % log f(z; ) existe para qualquer z e todo o 6;

0 " 5
2. %/.../gf(wi,e)dzl,...,dxn—/.../%il;llf(:z:i,ﬁ)dazl,...,dmn,

n

0
3. %/,/t(l’l,,mn)Hf(Q?l,H)d.Tl,,da:’nz

1=1
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a n
:/.../t(xl,...,xn)%Hf(xi;H)dxl,...dwn;
i=1

4. 0< Ey

0
[%logf(X;G)

2
} < 00 para qualquer 6 € ©.

Considerando que poderao existir varios estimadores centrados nao enviesados,
interessa estudar aquele que tera variancia minima. Para esse efeito, podemos esta-

belecer o seguinte teorema.

Teorema 2.6. Desigualdade de Cramér-Rao.® Sob as anteriores condigées de

reqularidade, e para o caso unidimensional,tem-se

T a[T'w)P 2
nEq [% log f(x;e)} ]

onde T =t(Xy,...,X,) € um estimador nio enviesado de 7(6).

Esta desigualdade apenas existe se existir uma fungio K (0, n) tal que
"9
Z %log f(zi;0) = K(6,n)[t(zy,...,z,) — 7(0)].
i=1

A desigualdade de Cramér-Rao, tem duas grandes e ébvias utilidades. Se por um
lado a variancia de um estimador utilizado se encontra préximo deste limite inferior,
ha garantia que este estimador é um bom estimador. Por outro lado, se a variancia
coincidir com o limite inferior, entao poder-se-a afirmar que o estimador utilizado é
UMVUE.

Uma vez que iremos trabalhar com estatisticas suficientes e completas, é ainda

de interesse o seguinte teorema:

9Expressio que contém o Limte Inferior de Cramér-Rao [Cramér-Rao Lower Bound]. Em honra
de Harald Cramér (1893-1985), matemadtico, actudrio e estaticista sueco; e Calyampudi Radha-

krishna Rao (1920- ), estaticista indiano e uma lenda viva na drea da estatistica.
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Teorema 2.7 (Teorema de Basu). Se T' ¢ uma estatistica suficiente e completa

para a familia P {Py,0 € Q}, entdo qualquer estatistica ancilar V é independente

deT.

Demonstragdo. Se V é ancilar, a probabilidade P4 = P(V € A) é independente de
6 para qualquer A. Tomando na(t) = P(V € A|T =t), entdo, Ey[na(T)] = p4 e, de
acordo com a definicao de estatistica completa,

na(t) = pa,
o que estabelece a independéncia de V e T'. [l

No desenvolvimento deste trabalho, uma das condi¢ées que iremos colocar é a
existéncia de normalidade. Uma vez que a distribuicdo normal pertence a uma maior

familia, a das exponenciais, o seguinte teorema tera particular interesse.

Teorema 2.8 (Teorema da Factorizagao). Considerem-se X, ..., X, observacoes

independentes e identicamente distribuidas de uma familia exponencial com func¢ao

densidade [de probabilidade] dada por
f(26) = h(z)c(9)e” ),

e onde o espago paramétrico contém abertos.

Entdo a estatistica
n
T(X) =Y Hn)
i=1
é completa.

Um resultado importante adentro deste capitulo, prende-se com a denominada

desigualdade de Jensen.

Definicao 2.9. Desigualdade de Jensen. Dada uma varidvel aleatéria X e a

fungao conveza g(-), teremos

Elg(X)] = ¢ (E[X]).
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Demonstragao. Admitamos que 7(X) = a + bX, com a,b € R, a recta tangente ao
grafico de ¢(-) no ponto E[X]. Uma vez que g(z) é convexa, g(x) > a + bz, e como
tal, E[g(X)] > E[a + bX] = a + bE[X] = 7(E[X]) = ¢(E[X]), uma vez que a + bz é

a recta tangente. 0

A demonstragao refere-se ao caso em que g(-) é deriviavel. Para o caso geral
poder-se-4 consultar, por exemplo, Frazer (1957) [18].

Nas secgoes seguintes iremos utilizar igualmente um conjunto de teoremas, cujo
enunciado aqui deixamos para que nao haja ddvidas sobre a sua aplicacao e enten-

dimento. Nesse sentido iremos enunciar o seguinte teorema,

Teorema 2.9. Rao-Blackwell. SejaY com funcdo densidade f e Ty, ..., T, uma

familia de estatisticas conjuntamente suficientes. Seja T um estimador centrado de

8, entdo, com T' = E[T|Ty,...,T,],
1. T" € uma fungao das estatisticas Ty, . .., Ty;
2. T! € um estimador centrado de 6;

3. V[T'] < VIT] para qualquer 6, e existir desiqualdade para algum 0, a ndo ser
que P[T" =T] =1.

De interesse é igualmente o

Teorema 2.10. Blackwell-Lehmann-Scheffé. Seja Y wma varidvel aleatdria
com funcdo densidade de probabilidade f. Se Ti,...,T, sdo estatisticas sufici-

entes, completas e g(T1,...,T,) é um estimador centrado desse pardmetro, entio

g(t1,...,T,) sera UMVUE.

Teorema 2.11. Lehmann-Scheffé. Seja T uma estatistica, tal que, E[T] =6 e

VIT)] < oo, onde 6 é um parametro real. Entdo, uma condi¢do necessdria e suficiente

para T ser UMVUE para 0 é: cov(t,T) = 0 para Vt, tal que Et] =0 e V[t] < oo.
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2.4 Variaveis Pivot Indutoras

2.4.1 Medidas Induzidas

Varidveis pivot sao funcao das estatisticas e dos parametros com distribuigoes conhe-
cidas. Por exemplo, se S ~ ”yxg, isto é, se S é o produto de v por um qui-quadrado

central com g graus de liberdade, entao, com

z="=2
gl

teremos Z ~ xg sendo por isso uma variavel pivot.
Admitamos que o espago paramétrico da distribuicdo de Y™ pertence a o-dlgebra

%, dos borelianos de R"™.

Definicao 2.10. A varidvel pivot Z" = g" (Y",0") serd, ver Covas (2003) [5], in-
dutora, se a funcdo L (0)y™) = g" (y",8") tiver funcdo inversa h (2" |y™) mensurdvel

B

Com efeito, sendo P° a medida de probabilidade associada a distribuigao de Y,

teremos as medidas de probabilidade induzidas em 4,, dadas por
Py (C) =P (L(CNO)[y")

onde y" é o valor tomado por Y.

Note-se que para qualquer y”

Interessa-nos considerar um caso particular, onde as componentes Z1, ..., Z, da

variavel pivot induzida Z" sdo independentes e dadas por
Zizg,-(y",ﬁi) ’i=1,...,’l“

com 6;,...,0, as componentes de ®". Se para além disso tivermos
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,
com ©; € %;,i=1,...,7r e x o produto cartesiano, e as fungoes
i=1

L; (0ly™) = g: (¥y", 6;) i1=1,...,r

tiverem inversas mensurdveis h; (z;|y") € %, i = 1,...r, podemos induzir em (R, %)

as medidas de probabilidade
Py i(C) =P (LL(CNGY)Y") i=1,...,r

onde P’ i=1,...,r é a medida de probabilidade associada a distibui¢ao de Z;, i =
1,...,7. Uma vez que as componentes sao independentes, tomando Ci,...,C, € 4,

teremos, ver Ferreira (2006) [11],
P° <xz(Cm@ |y) HP° (CN6,)|y")

pelo que, com Fyn a medida produto das Py ;, ¢ = 1,...,r, teremos, ver Williams

(1997) [49], a medida produto dada por,

Pr (56) =ITPrico =TT t(@n6) ") -

= P° ( )T( l,’ (Cl N @Ay”))
=1

uma vez que

= (%1 Ci> ne.

Assim a medida produto ?yn das medidas induzidas pelas componentes é idéntica

aPyn.
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Em particular, admitindo que Z ~ Xg, com T4, 0 quantil de XZ para a probabi-

lidade p, teremos, caso p; < pa,

S
pr (xg,zn < ; < %mz) =p2—P1

S S
pr( < >=p2—p1,

mgvp2 '/'Ugvpl

de forma a que

IA
2

pelo que é possivel utilizar Z ~ xg para induzir uma medida de probabilidade em

(R, #) para 7.

Consideremos agora que S; ~ ’Yngl, [ =1,...,t, o que nos permite obter a
variavel pivot indutora Z; = 2L Xgl, l=1,...,t. Seos S;,1 =1,...,t forem
gt
independentes, entao Z;, [ = 1...,t, também serao independentes.

A partir destas medidas de probabilidade, podemos obter a correspondente me-
dida de probabilidade produto.
Quando S; = s, I = 1,...,t, é possivel gerar amostras com distribuicado Fz

associadas ao produto das medidas de probabilidade. Se, com X; = (X;1,..., Xit),

teremos X;; ~ Xgl, l=1,...,t,i=1,..., N, a amostra constituida pelos
51 St .
Zi:(Zi,lw-wZi,t)z(Xi71>~~->’X’;;> i1=1,...,N

terd distribuicao F'z.

Consideremos agora o parametro
0=d~.

A amostra consituida pelos U; = d'Z;, 4 = 1,..., N estard associada & dis-
tribuicio Fyr, do produto interno d'Z. Com F. N.d7 z» @ distribuicao empirica da

amostra, atendendo ao teorema de Glivenko-Cantelli'® sabemos que

sup {IFN,de(U) - FN,de(U)|} = 0, (2.2)

N-—00

g.c. ..
onde o 0 representa convergéncia quase certa.
—00

Estabelecamos agora a seguinte proposi¢ao

10Ver a este repeito, por exemplo Loeve (1961) [25].
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Proposigao 2.7. Com zn,4 € 2, 0s quantis para a probabilidade q de Fy 47, € Fyr 5,

para qualquer que seja € > 0, temos
sup{|zng — zie <qg<1—g} =25 0.
N—oo

]. £-1 z

Demonstragdo. A densidade de xZ é dada por f(z|g) = o) (§> *eTE 2> 0,

pelo que a densidade de Z = —%, s # 0, serd (ver Ferreira, 2006, [9]),
Xg

9 _ 8
82 e 2z

28T (4) 23+

Jlg,d)= 57 (Zlg) =

comz>0sed>0ez<0sed< 0. Entdo f(z|g,d) é continua e positiva no interior
do suporte. Considerando que a densidade f;v, correspondente a F v, é obtida
através da convul¢io de densidades f(|g;,d;), I = 1,...,t, esta serd continua e nao
nula no interior do suporte. De acordo com o teorema de Weierstrass™, f v, terd

um minimo a > 0 no intervalo [zg;21-¢]. Quando sup|Fy 4 7(2) — Fyr z(2)| <

Za

J
temos ¢' = Fyr z(2n,4) > Fiy g7 z(2n,4) — 10 de forma que z,_s < 2y = 2w,
e observa-se que da mesma forma Zgys > 2zn,4, DPelo que Zg8 < zng < Zyp b
e dado que z,_s < z; < 2,5, obtem-se |zng — 2 < Zgys — Z,_s. [Entdo, se
o € 0 € €
sup|Fy qm z(2) = Fym 5(2)| < 1635 g—5 <aty < 1—5, obtemos |2y 4 —24] < ag.

De acordo com a expressao (2.2), observa-se que, qualquer que seja ¢ < 1 e

e > 0, existe N tal que pr ﬂ (suplzn,g — 2458 < g < 1—¢)|, o que estabelece a

N>N
tese.

Podemos utilizar os 2 ara estimar os z, e consequentemente obter os extremos
N,q q
dos intervalos de confianga | — 00; 2y 1-4], [zN,%;zNJ_%] e [zn,4; +00] para 6, com

significancia 1 — q.

1Karl Wilhelm Theodor WeierstraB (1815-1897). Matemético alemdo e pioneiro da moderna

analise matemaética, tendo langado as bases da teoria das funcoes analiticas.
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Os intervalos assim definidos podem ser utilizados para, por dualidade, construir

testes de hipdteses para

H029=60

contra as hipéteses alternativas
H129<90 ) H1:97é(90 ) H128>9().

Em qualquer um dos casos considerados, rejeita-se Hy caso o intervalo de con-
fianca correspondente nao contenha 6. Para um teste a nivel de significancia g,
utilizaremos um intervalo de confianca com um nivel de 1 — g.

Estes testes sdo semelhantes aos testes generalizados apresentados por Wee-
rahandi (1996) [48]. No entanto, julgamos que a variante aqui apresentada é de

mais facil aplicagao.

2.4.2 Densidades

As estatisticas suficientes que usaremos para realizar inferéncia para as componentes

de variancia, serdo as componentes independentes escritas como S; ~ ’yixgl, 1=

1,...,r, das quais podemos obter as varidveis pivot independentes
S .
Zi:#NXsQn i=1,...,7
K3

e como as fungoes inversas,

S

hi(zi’si):z_i i=1,...,r
s30 mensurdveis em %, as Z;, i = 1,...,r, sao indutoras independentes (ver Ferreira
(2006) [11]).
Partindo da densidade do xJ,
1 .94 _=
feln) = ()T w0
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~ S .
fazendo a transformagdo x = —, obtem-se a densidade
z

1 21_1_13

fO(Zlg) = 21—\(%)(5)2 € 22?:
= kg(s)z_’q;_ze_% z2>0
s
onde k4(s) = ————. Ora, zp = —— > 0 serd o 1nico extremo local, a moda, de
o(5) 281(9) T g+2
fo(zlg) (ver Ferreira (2006) [11]).
Os pontos de inflexdo de fy(z|g) sdo dados por
s[(g+4)+ (-1 v2(g 1 9)]
5 = i=1,2.

(9+2)(g+4)
A funcéo densidade fy(z|g) chama-se gama invesa, tendo sido estudada por Wit-

kovsky (2001) [50].

A distribuicao correspondente a fy(z|g) é dada por,

1 [z
Fy(zlg)=1- —/ uz e Uduy
i r'(5) Jo

uma vez que
z

F(z|g) = kg(s)/ e S da.
0

Este resultado pode encontar-se em Ferreira (2006) [11].

s
Usando a transformacao, z = %0 podemos obter o momento de ordem [ relati-
Y

N . i . . g
vamente a origem da variavel pivot, vindo, com | < >

+o0
e =kos) [ o e e =
0
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em particular,

( S S

u(|g)=2(g_1)=g_2, g>2
4
\ Né("g):4(%_1) (%_2) - (9_2)(9_4)> g >4

Interessa-nos agora estabelecer o seguinte resultado sobre modas de densidades

conjuntas.
Proposicao 2.8. Se as varidveis Xy, ..., X, sao independentes e com fungoes den-
sidades unimodais f1(x1), ..., fm(Tm), € modas y1,...,Vm, as suas densidades con-

juntas f(x™)serdo unimodais com moda y™.

Demonstracdo. Temos para qualquer ™
m m
f@™y =[] i) <[] fitw) = 6™
j=1 j=1
o que estabelece a tese. O

Da proposigao anterior, resulta que as densidades conjuntas de varidveis inversas

de gama independentes sdo unimodais.

Tomemos
m(z|g) = In[fo(z|g)]
vindo,
s—(g+2)z
m'(z]g) = —(2922 ) z2>0
2)z -2
m”(z|g) = % z>0.

Dado o vector Z, cujos componentes sao as variaveis pivot indutoras indepen-
dentes Z;, i = 1,...,r, com graus de liberdade g1, ..., g,, ponhamos

r

m(z"[g") = In [H f(zj|9j)] =Y " m(zlg;)

J=1
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vindo,
 om(z'lg) 5542y
azj :m,(2j|9j)= ? 2;]2 : J :17"'7T

m(z"|g") (g; +2)z —2s;
T=m"(zj|gj)= ’ 223 J=1...,7
82m(zj|9j)
R £ L.

|~ 92,07 e

Podemos pois obter o gradiente, dado por

g1+ 2)z sy — (gr + 2)%} i

T r S1 —
grad (m(zlg") = |20 EDn | 22O
1 r

e se representarmos por D(ay,...,a,), a matriz diagonal com elementos principais,

ai,...,a,, teremos a matriz Hessiana'?,

Hess™" (m(z"|g")) = D <(gl +2)n = 25 (9, +2)2 — 28T> .

3 ey 3
22y 227
. . ) Sy .
O tnico zero do gradiente (zf), terd componentes 29 = py i 2’ J=1...r
J

Verifica-se igualmente que caso z{ < 2z{, a matriz hessiana sera definida negativa e
definida positiva caso zf > 2z{.No entanto, julgamos que a variante aqui apresen-
tada é de mais facil aplicacao.

Podemos entao concluir que, m(z"|g") serd estritamente concava ou convexa,
caso a matriz hessiana seja definida negativa ou positiva respectivamente, ver Baza-
raa (1992) [1].

Uma vez que

Via)={z":m(2"lg") > a} = {2": f(2"|g") > €},

,

quando 2" < 2zj, observa-se que se \/(a) C X [0;220,], 7(a) serd um conjunto
j=1

convexo.

Para r = 2, f(2?%g?) terd as curvas de nivel representadas na Figura 2.1

12Em honra de James Joseph Sylvester (1814-1897)
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Figura 2.1: Curvas de nivel

2.4.3 Inducado para vectores estimaveis

Esta indugdo vai-nos permitir obter regides de confianca e, por dualidade, testar
hipéteses para os vectores estimdveis.

Admitamos que Z" tem distribuicio normal com vector médio A" e matriz de
covariancia 02M, ou seja Z"™ ~ N (A", 02M), independente de § com componentes
Si, ..., S também independentes entre si.

Uma vez que, ver Mexia (1989) [28], (Z™ — A™)' M™* (Z" — A") ~ o2x}, com
k = car(M), tem-se,

oo X% (Z - ATMAZ N
= o = T
Zj (%) ng d S
tem distribuicdo F(z|1, p%, k, g'), com p' = (dj%, . ..,%) eg'=(91,--.,0t), uma

vez que podemos dividir quer o numerador quer o denominador de % por 0?. Com
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f1, o quantil para esta distribuicdo para a probabilidade 1 — ¢, teremos
priA"=Z") T WHA" = Z") < f1_d'S] =pr(F < fig) =1—q.

Obteremos assim um elipséide de confianga, possivelmente degenerado, para A"
com nivel limite de 1 —g. Por outro lado, ver Mexia (1989) [28], (A"—Z")TW (A" —

Z") <cseesbse

ﬂ ( a” A" —a"' Z"

an

<y/c(a”” Wa"))

onde m indica que sao considerados todos os vectores a” € R. Isto permite-nos
a’n
re-escrever o teorema de Scheffé, que pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.12.

T T
a® \"—a" Z"

pr [D ( < fiog (" War) (de)>

Estes resultados permite-nos testar a hip6tese

o2 2

I . ~ T
e construir intervalos de confianga simultaneos para a” ¢.

No entanto subsiste o problema dos parametros perturbadores (71 %>.

—2, ceey ‘_—2
o o
Este problema poderd ser resolvido com uma abordagem semelhante 3 ja exposta,

i.e., gerar amostras constituida pelo d'S;, i = 1,..., N. Somos conduzidos a usar

uma abordagem semelhante para
ZF = Xd'S; i=1,...,N,

onde X; ~ x%,i=1,..., N sdo independentes de i = 1,..., N. Com Zx 1_q O quantil

empirico da dltima amostra de probabilidade 1 — g, obtemos

pr [(A” —Z)TWH (A" = 27 < zjm_q] i 1-g

N-—-oo
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Teremos agora (A" — Z™)T W+ (X — bsZ") < 231 g S€ € 86 se

ﬂ ( < \/thm_q (a”TWa”))

an

T T
a" \'—a" Z"

tal que

T T
a* \"—-a* Z"

o [O ( < 7, (a”TWa")>] —— 1-g




Parte 11

Modelos

47






Capitulo 3

Modelos Mistos

Os modelos mistos sdo amplamente conhecidos e utilizados. Na vasta literatura que
existe sobre este tema, varios métodos e técnicas de estimacao tém sido consideradas
para a inferéncia em modelos mistos, ver por exemplo Khuri et al (1998) [23]. A

nossa abordagem considerad a utilizacdo de AJC no estudo destes modelos.

3.1 Estrutura Algébrica

Consideremos o modelo misto escrito da forma,
m w .
Y= x84 Y Xfire
i=1 i=m+1

onde as matrizes X;, ¢ = 1,..., w séo conhecidas, os vectores 3,,...,3,, sdo fixos e
08 Bi1s- - -, By € € sdo aleatérios, mutuamente independentes, com vectores médios
nulos e matrizes de variancia-covariancia a’fn videpins s owle, € 0?1, respectiva-
mente.

O vector médio de y

varre o espago {2 = R(X). De forma equivalente com X = [Xi,...,X,] e B =

49
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[B]...8,]7, tem-se
r=Xp

Observe-se que, com M ; = XiXiT, i=1,...,w, se tem

m m

A matriz de covariancia de y sera
w
_ 2 2
V = E ooM;+0o°I,.
i=m+1

Estamos em condigbes de enunciar a seguinte proposicao

Proposicao 3.1. Caso as matrizes M 41, ..., M, comutem, o modelo terd Ortho-

gonal Block Structure (OBS).

Demonstracao. Se as matrizes M 4q,..., M, comutarem, essas matrizes e I,

comutam, pertencendo a uma AJC, &/°, completa com base principal bp(e/°) =

u u
{Q5,....Q,} tendo-se M; = Zaf_m,jQ; el, = Z Q;. Logo
j=1

=1

V=> (+0)Q;
j=1

w

com 7y = Zazjof, j=1,...,u.
i=1
Basta agora admitir que &° = & (M°), com M° = {M,1,...,M,} para que

as matrizes Q7, ..., Q; sejam conhecidas, o que estabelece a tese. [l

Uma vez que a matriz T de projeccao ortogonal sobre Q é, ver Mexia (1995)
[30], dada por
T=XX"=XX"X)"X",

podemos entdo estabelecer a seguinte proposigao.

Proposicao 3.2. Caso as matrizes M ,1,...,M,, e T comutem, o modelo terd

Commutative Orthogonal Block Structure (COBS).
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Demonstragdo. Se as matrizes M .1, ..., M, e T comutarem, essas matrizes, que

comutam também com I,, pertencem a uma AJC completa &/ com base principal

bp(o) = {Qy,...,Q,}. Observe—se que T sendo MPO de & é soma de matmzes

da bp(«/) por forma a ter-se T = Z Q;. Por outro lado ter-se-4 M; = Z ¢ij Q)
k=1 j=1

k
z’=m+1,...,weIn:ZQj,logo

k
V= Z7j+0 4§

j=1
w—m
com y; = Z cz-yja;, J=1,...,k, pelo que T e V comutam. Como, e atendendo &
i=1
proposicao anterior, o modelo terd COBS. d
Corolario 3. Caso as matrizes M,,.1,...,M,, e T comutem, os estimadores dos

minimos quadrados dos vectores estimdveis serdéo BLUE.

Como vimos, nas condigdes da preposicdo anterior, tem-se

M, = ZC’ mJQ ch m’]Q i=m+1,...,w

JEE;
com G; = {j:c¢i_m; #0}. Ora as matrizes Q; sdo mutuamente ortogonais logo,

dado v € R(Q;), j =1,...,k, tem-se
T 2 : ,
v Mv=c_n,|v|, j=1,...ki=m+1,...,w
e como as mtrizes M;, i =m 4+ 1,..., w, sdo semi-definidas positivas, tem-se
Ci—myj = 0 J=1..,kii=m+1,...,w

vindo

com
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e, caso h < k
w
dj= Zci—m,j?_o ]=h+1,,]€

i=m+1

A MPO sobre Q = R (T+ Z M,-) sera,

i=m+1
T=) Q,
j€?
com 2 = {j: d; > 0}. Podemos ordenar as matrizes da bp(</) por forma a ter-se
2 =1,...,1, com h <[, bem como

T->Q

J:

(

[y

l
ﬁ Mi:ZCi_m’ij z'=m+1,...,w

Jj=1

1= Q;

\ Jj=1

Vé-se que Q C QC R*, seesbése h<l<k.
No que se segue admitimos que estas desigualdades se verificam, tendo-se ; = 0,

j=1+1,...,k e pondo-se

Ci=lcpi=1...,w—mj=1,...,h]

CQ:[cw-;z':1,...,w—m,j=h+1,...,l]

com

Y(2) = (Yarir- Vi) -

\
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tem-se

¥(1) = C{o?

¥(2) =Cjo?

bem como, caso os vectores linha de C; sejam linearmente independentes

o?=(C7) ~(2)

Y(1) = C{(C;)*(2).

Quando se verifica esta condigdo, os pardmetros o? e 4(2) da parte de efeitos
aleatérios, determinam-se mutuamente. Essa parte segrega-se entdo como um sub-
modelo que designaremos por COBS segregados (Seggregated Commutative Ortho-
gonal Block Structure — S-COBS).

3.2 Projeccoes Ortogonais e Estimadores

Nesta seccao utilizaremos projecgoes ortogonais para obter estimadores. O nosso
tratamento assentard na estrutura algébrica do modelo, nao se admitindo a norma-
lidade do mesmo.

Continuaremos a admitir que h < I < k e punhamos

k
QJ_: ZQ]_:ALTA_L

j=l+1
bem como
T .
Q]=A]A] ]:1,...7l,
constituindo os vectores linha das matrizes A;, j = 1,...,l e A* bases ortonormadas

paraos R(Q;),j=1,...,le R(Q™). Tomando-se

n]:A]IJ’ jzl,...,l

ﬁ]:AJY j=1,...,l,
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vé-se que 1 é o vector médiode 1, j =1,...,lequen;, =0,5=h+1,...,L
n; n; b J

Assim, os 17;, j = 1,..., h serdo estimadores centrados dosmy;, j=1,...,h

Por outro lado, como as matrizes Q;,...,Q; e Q* sio mutuamente ortogonais,
as matrizes de covariancia das matrizes X;, ¢ = 1,...,w dos ;, j = 1,...,1, sdo
dadas por

V= (v;+0°) 1, j=1,...,1

com g; = car(Q;), j=1,...,L
Entao

jzumw j=h+1,...,1

terd valor médio g;(v; +0°), j=h+1,...,1

Da mesma forma se vé que o valor médio de

§=|ATY|’
k
serd go com g = car(QF) = Z car(Q;).
j=l+1

Temos pois os estimadores centrados

52 =

g

~ S -
Yij=-2-0j=h+1,...,h
9j
sendo estes tltimos as componentes de 4(2). Se o modelo for S-COBS, temos ainda

os estimadores centrados
~9 ~
o = (C7)"5(2)

F(1) = G (C5)"7(2).

Passando agora aos vectores estimaveis,

v =G
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serd, estimdvel se e s6 se R(G') C R(X "), tendo-se o estimador de minimos qua-

drados, ver por exemplo Mexia (1990) [29],
v =Gg3
com
B=(X"X)"XTY.
Recorde-se que estes estimadores sao BLUE.

Por outro lado, como R(G') C R(X "), equivale a ter-se G' = X W' e a

G = WX, vindo por sua vez,

h
V=p=W) Aln,

j=1

visto ter-se . .
w=tu= (Y u) -3 4,
j=1 j=1
Tem-se entdo o estimador centrado para ¥ dado por
h
* T~
=W Z A;n;.
j=1
Estabelecamos agora a seguinte proposicao.

~

Proposicao 3.3. Caso ¥ seja estimdvel, tem-se $* = W, pelo que ¥* é BLUE.

h h
Demonstra¢do. Como Z AjTﬁj = Z Q,Y=TY = X(XTX)*XTY ter-se-4

=1 j=1

T =WX(X'X)PX'Y=G3="

o que estabelece a tese. [l

3.3 Normalidade

Admitamos que h < | < k e que y é normal com vector médio p e matriz de

covariancia V.
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Como

l
1
=3 (v +0%) 7@+ 5@

J=1

l
det(V) = [[(v; + o*)% e,

j=1

a densidade de y sera dada por,

h ~ 2 l
1 7 — n S; S
_2<Z v; + o2 +Z'7j+a'2+;5

e j=1 j=h+1
n(y“l'? V) = 1 ’
@[] (v, 402" o°
j=1
ja que
L (y—p)TA A (y —

=1 Y +o?

.

L o(y-w)TAJA(y - ) L - p)TAT A (y — p)
v; + o? o?

~ 9 l
=N S; S
:E H_nj_n_92|_|_+ E __]__'___2'
v, to v;t+o? o

j=h+1

Estabelecamos agora a seguinte proposicao.

Proposicao 3.4. Quando y € normal, 0sm;, j = Jh,as S;, j=h+1,...,le¢

S sdo estatisticas suficientes e completas.

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema da factorizagao para verificar que as es-
tatisticas indicadas sdo suficientes. Como a distribui¢do normal pertence a familia
exponencial e, como para estes modelos o espago paramétrico contém abertos, as

estatisticas serdo completas. [l
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Para além do teorema enunciado anteriormente, é de especial importancia para

este trabalho os corolarios que de seguida sao enunciados.
Corolario 4. Se o modelo for COBS, os &>, 7(2) e U serdo UMVUE.

Demonstracao. Basta utilizar a proposigao anterior, juntamente com o teorema de

Blackwell-Lehman-Scheffé. O

Corolario 5. Se o modelo for S-COBS os &°, 3(2), ¥, o2 e (1) serio UMVUE.

Demonstracdo. Idéntica a do corolario anterior. O

3.3.1 Estimadores de Maxima Verosimilhanga

No ambito da estimacao pontual, vamos, nesta sub-secgdo estudar como poderao ser
obtidos os estimadores para estes modelos. Vamos assumir que temos um modelo
normal com COBS.

Uma vez que o modelo tem COBS, a matriz de variancia-covariancia é dada por

m
V(o?) = E o’ P;,
i=1
onde P;,..., P, sao MPO mutuamente ortogonais conhecidas que comutam com
T, a MPO sobre €2, o espago-imagem de X, R(X).
Uma vez que V e T comutam, mesmo nao assumindo a normalidade, o estimador
dos minimos quadrados dos vectores estimaveis é, como vimos, o BLUE.

Recordemos que ¥ = Af é estimével se R(A") C R(X ") e que o seu estimador

dos minimos quadrados é U= A,@ com
B=(X"X)"X"y.

Vamos agora assumir que o modelo é normal. De Fonseca et al (2006) [15],

sabemos que

det(V (0?)) = H o2,
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com g; = car(P;), e que

|~

P,.

[\

Ve =3 -

Podemos escrever facilmente a fun¢do de maxima verosimilhanca como

..

1 =N g
UB,0°ly) = —5(y— XB) V(o) (y - XB) - ; % log o7 — glog 2.
Para se proceder a maximizacao da fungdo de méaxima verosimilhanca, iremos

usar uma técnica com duas fases. Na primeira fase, maximizamos
(y—XB)'V ' (o®)(y - XB)
como uma fun¢io de B para um dado o?. Para o efeito, sabendo que
T -=1-T,

temos

(y=XB) (T+TH)V o) T +T)(y— XB) =

=(y - XB)'TV (e))T(y - XB) + (y - XPAT'V ()T (y — XB)

=(Ty - XB)'V ' (a*)(Ty — XB) + (Ty) 'V H(o?)(T"y),

Uma vez que

TV Y (o* )T =V (o) TT' =0,

porque TT* = 0, s6 teremos de minimizar o primeiro termo. O minimo é obtido
para 3 = ﬁ com

X3 =Ty,

pois a forma é quadrética e X ,@ = Ty anula a forma.
Este é para o estimador de minimos quadrados para 3.

No segundo passo temos, de maximizar

1

NTy—17..2 A 9i 2 N _
—5u = XB)'V ey~ XB) - D_ 7 logo} — o log2m =

1 m
= —i(TLy)Tv—l(aﬁ)(TLy) _ Z —gz— log af — glog 2m

2 i

i

lew/1 n
= __ ((—Ta(Tiy)TPi(T‘}y) + g; log af) — —log2m
1
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uma vez que T* X =0e TX = X.

Entdo, o maximo para os 02, i = 1,...,m, serd dado por
~92 - 1 _
g; = —, 1= 17 , 1M,
9i
com

Si = (Ty)"P(T'y)
=y T P, Ty, i=1,...,m.
Estamos agora em condigdes para escrever a fungao densidade de probabilidade

de y. Esta pode ser escrita como

% ((E —0)' XV e)X ) ‘2—)
n (y1XB,¥(0?) = © ; —
(271')% Haizgi

i=1

pelo que ,B e Si,..., Sy constituem uma estatistica suficiente e completa e, de acordo
com o teorema de Blackwell-Lehman-Scheffé, o estimador de maxima verosimilhanga

de qualquer vector estimével sera UMVUE, e as

com p; = car(T+P;T*) = car(T*P;), i = 1,...,m, serio UMVUE para as com-
ponentes de variancia.

Observemos que

~92 Sz ~2 .
o, = —0; 1=1,...,m,
pi
pelo que temos os factores de correcgao
9i )
= 1=1,...,m,
pi

que permitem obter UMVUE para as componentes de variancia a partir dos Esti-
madores de Maxima Verosimilhanca.
Esta observagdo generaliza o facto bem conhecido de, para amostras normais

termos
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3.4 Componentes de varidncia e vectores estimaveis

3.4.1 Componentes variancia

Vejamos agora como podera ser feita inferéncia para as componentes de variancia

o2

t=m+1,...weparaosy;, 7 =1,...,m.

Para o efeito iremos considerar parametros da forma

w+1

0=> diy;=d vy,

j=m+1

ja que as componentes de variancia sao combinagoes lineares das componentes de

v(2).
Tomando X; = (Ximt1,---, Xiws+1) com X;; ~ XZJ-, j=m+1,...,w+1,

i =1,..., N independentes, teremos uma amostra Uy, ..., Uy com
w+1 s
_ E : J S
Ui—- d]X Z—l,...,N,
- 1
j=m+1

a partir das quais se constroem intervalos de confianca para os parametros 6, a
partir da funcao de distribuicdo empirica. Estes intervalos poderao ser utilizados
para testar Hy : 6 = 6y, por dualidade.

No estudo das componentes de variancia sucede amitide observar-se que ¢ pode

ser escrito como a combinacao

o2 =gt —¢?
onde
2+ _ i~
o = E d;7;
jes+
< ;
2— _ A~
o = E d;;
\ JEE™
com

p
Cg+:jidj>0

(g_:jld]‘<0
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Consequentemente, utilizaremos as amostras {U;,...,U¥} e {Ur,..., Uy},
sendo

1 £ JXij
jee+ 7

S i1=1,...,N
S.
- j
Ui = Z d; X. .
. gR— l’]

\ Jjet

Em Ferreira (2006) [11], as densidades conjuntas correspondentes aos pares
(U*,U~) sado unimodais. Tal facto, e por comparagdo com a localizagdo da moda

(ou centro da classe modal), obtém-se através da densidade empirica,

)
24 _
ot =3 dp;
jee+
S
2- _
ot =Y dpy
L je6=
Como vimos, as amostras conjuntas {(Uf, Ul_) Yy (U;, UA—,)} correspondem a

densidades unimodais com curvas de nivel representadas na Figura 2.1.

Interessara considerar para além da moda, representada pelo centro de classe
modal, o ponto cujas coordenadas sao os estimadores UMVUE de 0t e 0?~. Quando
os dois pontos estao préximos, pode-se concluir pela boa qualidade do estimador.
Na aplicacao apresentada na seccdo 5.3 do capitulo 5, encontraremos uma situagao

em que tal se verifica.

3.4.2 Vectores Estimaveis

Como atras foi estabelecido (ver corolario 3), os estimadores dos minimos quadrados
dos vectores estiméveis sao BLUE.
Quando a normalidade é assumida, esses estimadores sio UMVUE j4 que, sendo

¥ = pfB um vector estimdvel se tem, L = WX, ver Mexia 1990 [29]. Entdo o
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estimador dos minimos quadrados de ¥ sera

v =LB=L(X'X) Xy
WX (X'X) Xy
=WTy

Ty

I
NgE

J

Qy=)Y AjAy
1 j=1

Il

ATﬁj

j=1

pelo que, atendendo ao teorema de Blackwell-Lehamann-Scheffé, U ser4 UMVUE.



Capitulo 4
Modelos Estritamente Associados

Estes modelos foram introduzidos por Jesus (2007)[21].

4.1 Estrutura Algébrica

Seja P uma matriz ortogonal associada a uma algebra de Jordan comutativa &,

constituida por matrizes m x m, definida como
T 717
P B [A]. 3o ey A’LU] .

Com K, uma matriz obtida retirando a primeira linha a uma matriz ortogonal

1
s x s, multiplicada por ——1ST, obtém-se

NG

1 T

P= AI®$13,...,AI®

1
_13 AJ_T
Ve

Verifica-se entdo que A* = I,,@ K, serd a matriz ortogonal associada a &/ K .o/ (s).

Tem-se ainda que

— 1
J,=I,--J,=K!K,.
s
Com estes resultados em mente, podemos defir modelos estritamente associados.

63
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Definicao 4.1. Um modelo com m = n x s observagoes estd estritamente associado

a uma AJC, &, se poder ser escrito sob a forma

Vs

com 1; ~ N(nj,’yjIgj), j=1,...,w,e~N (O,QL), e com Q* = ALTAL, sendo

w
1\ -
y = <AJ'T®—318) n;+e (4.1)
=1

i

estes vectores independentes.

Este modelo tera m termos de efeitos fixos, se

;=0 ,j=m+1,...,w

Estabelecamos agora a seguinte proposicao,

Proposicao 4.1. Os modelos estritamente associados a uma AJC, &/, com m < w

tém COBS.

Demonstracao. Os modelos estritamente associados a uma AJC, &, tém vector
médio

m . 1
M=Z<Aj ® =l ),

Jj=1

e matriz de covariancia
d 1
]:

com Q; = AJ-TA]-, j=1,...,w. Logo a matriz T de projecgdo ortogonal sobre o

espacgo €2, varrido pelo vector médio p, é dado por

T:ZQ]‘®§J$’

Jj=1

1
sendo evidente que T' comuta com as Q; ® —J, j = 1,...,w e com Q*, o que
s

estebelece a tese. O
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Consideremos agora os modelos de efeitos fixos. Particularizando podemos esta-

belecer a seguinte proposigao.

Proposicao 4.2. Modelos estritamente associados a uma AJC, &, com m = w

tém COBS.

Demonstracdo. Nestas condigdes estamos a considerar modelos com vector médio

dado por,

e matriz de covariancia

com Q; = A]-TAJ-, j=1,...,w. Logo a matriz T de projeccao ortogonal sobre o
espaco () varrido pelo vector médio p é dada por

a 1
T=Z<Qj®ng>,

i=1

1
sendo evidente que T comuta com as Qj ®-Js,7=1,...,w e com Q- O
S

Consideremos o modelo estritamente associado, como definido em 4.1,
yzz AT®-1—1 n,+e
— 7 \/g S 7 3
com 7; ~ N (nj,vagj), onde

(

"Yj=0'2 j=1,...,m

9 771:\/77#
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para o qual teremos os casos de efeitos fixos, aletérios e misto, quando se verificarem

as seguintes condicoes

(
m=uw efeitos fixos =02 j=1,...,w
l1<m<w  modelos mistos =02 j=1,...,m
n; = J=m+1, ... w
\ l=m efeitos aleatérios m,; =0 J=2,...,w.

Nestes modelos temos uma tinica base relevante para a AJC, a base principal, ja
que se tem A;-r =X;,j=1,...,w. Ter-se-d pois M; =Q;, j=1,...,w, pelo que
a matriz de transicao entre bases é a matriz identidade. Resulta daqui que, no caso

do modelo ser misto,
m
T=> Q
j=1

pelo que T comutard com as @, ..., Q,, € o modelo tem COBS.

Por outro lado, dado ter-se

I Omx(w-m
O(w—-m)xm Iw—m

estes modelos gozam de segregagao, como vimos anteriormente.

4.2 Inferéncia

Para efeitos de inferéncia, vamos agora estudar o modelo para os casos de efeitos
fixos, mistos e aleatorios.
Assumamos que g; = car(Q;) = car(A;),j=1,...,w,eg = car(Qr) = n(s—1)

com 72 o nimero de tratamentos. Temos entao

Z <Q® J) Ulei
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e
det(V) = [ [+ (?)?
j=1
bem como
Y- V3ig—p =) —l@-nl*+=
j=1 1 7
1 s s
= _”"73_1’]”2+ Z —l+ 9
j=1 Y j=m+1 Vs
com s; = [|7,]1%, j =1,..., wes= e = Q" yl*
Podemos assim escrever a fungio densidade de probabilidade de y como
1 i 1 ~ 9 s 8j S
-3 Z;Hm—njll + Z 7_"';
) e j=1 j=m+1 "7
n(ylo*) = T ,
@2mE [ (o7
j=1
pelo que, para os ﬁj, J=1...,m,08 85, j =m+1,...,w, e S constituem es-

tatisticas suficientes e completas, pelo teorema da factorizacao, ja que a densidade

normal pertence a familia exponencial e o espago paramétrico contém o produto de

intervalos nao degenerados, ver Lehman (1986, pdg. 132) [24].

Como 7; ~ N (n;,7vl,,),5=1,...,w,s; ijxg]_,j:m—i—l,...,w,eswazxg,

tem-se os UMVUE para os vectores estimdveis e componentes de variancia.

4.2.1 Modelos de efeitos fixos

No caso em que o modelo tem s6 efeitos fixos, temos m = w, sendo o parametro que

figura na formulagdo canénica o, jd que v; = 0%, j=1,...,wen,;, j=1,...

Como s ~ g?x2, para 02 podemos construir intervalos de confianga de nfvel 1 —
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dados por

s ;0}
\ LZgl-a

que permitem, por dualidade, construir testes bilaterais, unilaterais a esquerda e
unilaterais a direita para
L2 2
Hy:0° =0y,
respectivamente . Estes testes terdo nivel de significancia « ao rejeitar Hy quando
2 na i 1 d
o5 nao pertencer ao intervalo correspondente.

I interessante observar que o teste unilateral & esquerda rejeita Hy quando s <

2 2.2 . ~ " .
03%gqa- Ora s ~ 0°x;, pelo que este teste tera funcdo poténcia decrescente dada por

Pot (%) = pr (s < O3Tga) = DT (X; < Z—§x97a> ,
sendo este teste unilateral a esquerda, nao distorcido.
Da mesma maneira se mostra que o teste unilateral a direita tem fungao poténcia
crescente

2
Pot (02) =pr (s> OoTgi—a) = PT (X; > %xg,l_a> ,

pelo que, também, este serd nao distorcido.

Passando aos pardmetros ;, j = 1,...,w, como s; = |n; — ;|I* ~ o?x; ,

j=1,...,w sdo independentes de s ~ g°x2, teremos as varidveis pivot
_ =12
gl
9j S

com distribuigdo F centrais com g;, j =1,...,w e g graus de liberdade. Obtém-se
assim para os 7);, j = 1,...,w, as hiper-esferas de confianc¢a de nivel 1 — o dadas
por

~ S
pr (Hn] - 77]“2 S gjfgj,g,l—a§> =1—-aqa.
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Utilizando-se o teorema de Scheffé, ver Scheffé (1999) [38], obtém-se os intervalos

de confianca simultaneos dados por

~ s
pr {ﬂ (dTn —d'n< \/g]'fgjvg,l—-aHdHQE)] =1-aq,

d

onde ﬂ indica que se consideram todos os vectores com dimensao adequada.
Pog outro lado pode utilizar-se as hiper-esferas de confianca para testar as
hipéteses
Hoj:m;=my; j=1,..., w.
Obtém-se assim testes de nivel a que rejeitam as Hy;, j = 1,...,w, quando os

7)o,; N80 estao contidos na hiper-esfera.

Ora, ver Mexia (1995) [30], as estatisticas

Z — 9 ||"~73 - 77j,0||2
g S

j=1...,w

terao distribuicao F' com g; e g graus de liberdade, j = 1,...,w, e parametros de

nao centralidade dados por
1 ) ,
53‘:;“773'—77;',0” j=1..w
Como as hip6teses podem ser reescritas na forma
H()’j:(Sj:O jzl,...,w,

veé-se que estes testes sao nao distorcidos. Por outro lado o teste F' de nivel g, rejeita
Hoj, 5 =1,...,w, se e s6 se 1, ; nao estiver contido na hiper-esfera de confianca de

nivel 1 —¢q, 7 =1,...,w.

4.2.2 Modelos de efeitos mistos

Consideremos agora os efeitos mistos. O modelo (4.1) pode ser escrito, de forma a

colocar em evidéncia estes efeitos, como
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-y T_.l_). w<T _1_>~.
y ; (AJ ® 7k ) m; +j:;+1 Aj® =L )7, +e
ondeosm;, j=1,...,msao fixosen,;, ~ N (O,VjIgj), j=m+1,...,w, bem como
e~N (O, azQT), sendo estes ultimos independentes.
A inferéncia relativa a 02 e aos M J =1,...,m, faz-se como para os modelos de
efeitos fixos.
Por outro lado temos

1 N 1
(Aj ® %ﬂ) y=7;+ (Aj ® 7512) g ~ N (0,7 faQIgj) :

com j=m+1,...,w, pelo que

2
%= H(Am%l?)y ~(+at) Xy, dEmAlw,
tendo-se pois os UMVUE
%Zj_j_527 j=m+1,...,w.
Ponhamos agora
’/j:%’ j=m+1,... w,

o coeficiente de componente de variancia, vindo v > 0, e, como S; é independente

de S,

gSj .
=92 —m+1,...w
j PR j=m w

¢ o produto por v; + 1 de uma varidvel com distribuigao F' central com g;, j =
m+1,...,w, e g graus de liberdade.

Pode-se pois utilizar %;, j =m+1,...,w, para testar
Hy;:v =0, j=m+1,...,w.

Sendo f, s 0 quantil para a probabilidade p da distribui¢do F' central com r e s

graus de liberdade, o teste de nivel a rejeita a hipdtese Ho; quando Z; > fi_ a4,
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J=m+1,...,w. Assim, este teste tera funcao poténcia dada por
Poti(y;) =1—F ML(]. g)
J\Vs L1 9
fl—aglg
=1—-F|—==g9;,9], =m+1,...,w.
( — 1959 j

Como esta fungéo é crescente em v; e Hy; se verifica se, e s6 se, v = 1, o teste é

estritamente nao distorcido.

Podemos igualmente construir os intervalos de confianga de nivel 1 — «, para v;,

Jg=m++1,..., w, dados pelas expressoes

F; F;
I 1 J —1} , J=m+1,...,w

_fl—%,gjyg f%,gjvg

.
9 ——3——1;—!-00[ , j=m+1,.. ., w
_fl—a,gj,g
oz
0; J —1;] , J=m+1,..., w.
\ L fa’gjvg

Estes intervalos de confianca permitem-nos testar as hipéteses

(] . o .
Ho,j(’/o,j) LV = g, J=m+1 ..., w,

rejeitando-se Hg’j(z/ovj), J=m+1,...,w, quando 1 ; nao esta contido no intervalo
de confianga. Obtém-se assim testes, bilaterais, unilaterais direitos e unilaterais

esquerdos de nivel 1 — a.

Observe-se ainda que

HO,j:Hg,j(l)Q j=m+1,... w,

pelo que estas hipdteses generalizam as hipéteses anteriores.

Do ponto de vista prético, em geral g > 3, pelo que

E(@:g%(yjﬂ) j=m+1,...w,
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e como tal,
l/j=;yj—1, j=m+1,...,w,
sera UMVUE de v, j=m+1,...,w.

Podemos ainda considerar o teste para as seguintes hipoteses,

l/j—f-l .
HO,J’JI()\O) V]/+1 _)\O 9 ]=m+1,,w’
j=m+1,..., w0,
J#3
Para o efeito, observe-se que
gy Sj .
Fig =" ; J=m+1,... w,
3,3 9 Sy
j=m+1,...,w,
Ji#7,
é o produto por
vi+1
Ajjr = =2 s J=m+1,...,w,
& Vj'+1 J

=m+1,...,w,
J#7,
duma, varidvel com distribui¢do F com g; e g, graus de liberdade, pelo que os testes

unilaterais sao nao distorcidos.

4.2.3 Modelos de efeitos aleatorios

Para o tratamento de efeitos aleatérios, basta proceder como na secgao anterior,
para o caso de efeitos mistos, onde o tratamento para efeitos aleatorios, com j =

m+1,...,w é apresentado.

4.3 Factoriais de Base Prima

Existem situacoes em que se deseja estudar o efeito de diversos factores sobre uma

ou mais variaveis resposta. Uma forma de o fazer, seria investigar separadamente
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o efeito destes factores, outra, bem mais eficiente, seria fazer uso de uma estrutura
factorial de tratamentos. Assim, todos os factores sao investigados conjuntamente.
Este tipo de estrutura (factorial) podera ser vista como uma aplicacdo de modelos
estritamente associados. De entre os possiveis modelos, aqueles com maior aplicabili-
dade do ponto de vista pratico, e como tal com maior interesse, sao os delineamentos
de factoriais com base prima.

Consideremos que temos N factores com p niveis, sendo p primo. Teremos um
factorial p"¥ com n = p™ combinacdes de niveis, a que se ddo o nome de tratamentos.
Para os casos em que N = 2 e p = 3, ver Montgomery (2005) [33].

Numeremos os niveis de 0 a p— 1 0 que, como veremos, nos permitird utilizar os
espagos vectoriais sobre corpos de Galois' no tratamento destes modelos. Ponhamos
[p] =0,...,p—1e[plo=1,...,p— 1. Definindo-se em [p] a adi¢io e multiplicacio
médulo p, obtém-se um corpo de Galois G[p] com suporte [p].

O conjunto [p]V de vectores de dimensio N, com componentes em [p] serd o
suporte de um espaco vectorial G[p]™ de dimensdo N sobre GI[p].

O dual .Z = Z[p]" de G[p]" é constituido pelas aplicacdes lineares,

N
l(zla) = [ ajz; )
7=1

(®)

onde x,a € G[p]" e (p) indicam o uso da aritmética médulo p, de G[p]™ em [p].

Com ¢y, ..., ¢y € [p], podemos entéo escrever

Z cl(z|a;) =1 | z| Z(Ciai)(p)
i=1 =1

Evariste Galois (1811 - 1832). Apesar da sua controversa e dramética histéria, a denominada,

Teoria de Galois, é considerada por muitos como uma das mais belas partes da matemdtica. Deve-
se basicamente a dois factores: a surpreendente ligagao entre a teoria de grupos e as raizes de
polinémios, e a elegancia da sua apresentagao. Com a sua morte permatura com 20 anos de idade,
muito do seu trabalho foi deixado inacabado, mas lancou as fundacdes para muitos dos actuais

conceitos da dlgebra moderna, onde se incluem grupos e corpos. Ver a este respeito Cox (2004) [8].
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Se escrevermos ¢(a) = l(x|a), podemos definir um isomorfismo entre G[p]"
e Z[p]", pelo que as aplicagoes lineares l(z|a;), i = 1,...,u serdo linearmente
independentes, se e s6 se, 0s a1, ..., a, forem linearmente independentes.

Tanto G[p]™ como Z[p]"N tém dimensdo N, bem como
# (Glp)Y) = # (Z[p]") =»",

onde os vectores nulos de G[p]"¥ e Z[p]" sdo 0 e ly(x) = I(x|0).

Podemos definir uma relagio de equivaléncia, p, em £ [p]P pondo l(x|a1)pl(x|as),
quando as = (ca1)(p)

Verifica-se que ly(x) estd isolado na sua classe de equivaléncia ¢. As aplicagoes

nao nulas estardo agrupadas em classes com p — 1 elementos. Teremos entao

classes. Cada uma destas classes contém uma e uma sé aplicagdo cujo primeiro
coeficiente ndo nulo é 1. Tais combinacoes lineares sao denominadas de reduzidas e
a sua familia é prepresentada por .Z[p]Y, tendo-se #(Z[p]Y) = kn(p). A homoéloga
reduzida de uma aplicagdo linear é a aplicagao equivalente p a anterior.

As aplicagoes l(z|a,), . . ., l(x|a,) sdo independentes se e s6 se as suas homélogas
reduzidas forem linearmente independentes, pelo que podemos assumir que a base
L = {ly,...,l,}, de um subespago linear .| = £ (L) de £, é constituida por
aplicacoes reduzidas. E facilmente verificdvel que o subespago ., é p-saturado (visto
ser uma reuniao de classes de equivaléncia p) e contém p* aplicagdes, pelo que, com
% r, a familia de aplicagoes reduzidas pertencentes a .2, teremos # (Z1,;) = ku(p).

Podemos ainda definir uma relagao de equivaléncia em G[p]N pondo X174, T2
sempre que, qualquer que seja | € 4, l(x1) = [(x3). Estas classes de equivaléncia

sao os blocos

[LIb] ={x: li(x) =b;i=1,...,u}.

onde cada um destes p* blocos tém cardinal p™¥ =%,
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Ordenemos agora as aplicagoes reduzidas, atribuindo os primeiros indices as que
pertencem a .%; ,. Ordenando igualmente os vectores de G[p]", poderemos definir

a matriz C(l;), com elementos

1 se Lx;)=1i-1
Cij(ln) =
0 se Ilp(z;)#i-1

comi=1,...,pej=1,...,p".

Podemos entao estabelecer o seguinte lemma.

Lemma 4.1. C(lh)C(lh)T = pN"llp, com h = 1,...,kN(p) e C(lh)C(lk)T =
pN=2J, quando h # k.

Demonstragao. Para cada coluna de C(l;) temos um elemento igual a 1 e os restan-
tes sdo nulos, e, para cada linha de C(l,), teremos p™ ! elementos iguais a 1 e os res-
tantes serdo nulos, pelo que C(Iz)C(ly)" = pV~I,, com h =1,...,kyx(p). Por outro
lado, dada uma linha de C(l,) e uma linha de C(ly), haverd p™ =2 = # ([ly, lx|b1, ba])
correspondeéncias entre elementos ndo nulos nas duas colunas by, b, = 1,...,p — 1,

pelo que C(1;)C(lx)" = pV=2J, quando h # k. O
Estamos em condigbes para estabelecer a seguinte proposicao:

Proposicao 4.3. A matriz

{ Lt AT AT(zkm))],

il

1

T
onde A (lh) = Im

C’(lh)TTp, h=1,...,kn(p), é uma matriz ortogonal asso-

ciada @ AJC & (p™) com base principal
1
b (o (0%) = { 50, Q) QUi |

onde Q(ln) = AT (In) A(lh).
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Demonstracao. Considerando o enunciado do Lemma 4.1, obtemos C(lh)le =
pN 117, pelo que A(ly) 1Y = \/pN- lKTlp =0,h=1,...,kn(P) e K, é ob-
tida retirando a primeira linha a uma qualquer matriz normal estandartizada de or-

1
dem 7. Por outro lado A(l)A(l)T = o (W)C) Ky =K, K, =1,,

1
h=1,...,kn(p). Por fim, com h # k, A(l)A(l)T = I—)K;JPK =K, 1’1” K, =
I, 1 = Op_1)x(p-1- Entao P(p") é ortogonal, sendo de imediato o restante da

demonstragao. O
Podemos entdo escrever o modelo na forma candnica, como

kn(p)

Y= /——rpN”'+ZA

onde, para aligeirar a escrita, 3(l;) pode ser fixo ou aleatério. Os vectores aleatérios
que entram na expressao do modelo serao normais, independentes, com matrizes de

covariancia y(\)I,_; e o2I,.

4.3.1 Caso de efeitos fixos

Representando por %, o conjunto das aplica¢oes reduzidas, admitindo que

B(l),1 € &, & fixo,

e~ N(0,0%L,),

e ainda

At = IpN ® K,,

onde K, é extraida de uma ortogonal estandartizada de ordem r, retirando a pri-
meira linha.

Como vimos na seccao 3.2,

S=|A"
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ou ainda
S=|Aty|’ = |[Aelf ~ o’
onde g = p™(r —1).

Facilmente se observa que se pode obter o estimador UMVUE para ¢? dado por

5m:(AmT®%9Qy~anxH54y

verifica-se que
~ 2
|Bw - 80| ~ o,
pelo que podemos construir a varidvel pivot

f“0=p€1W%U;ﬁm

NF(p_17g)a

a que se associa uma esfera de confiancga, com nivel de significancia 1 — «, para 3(1),

definida como

d (H'B(l) B B(Z)“2 <(p- 1)F1—a,p—1,9§) =p—1

Por dualidade obtém-se um teste de nivel o que rejeita a hipétese nula

Ho(li) : B(1) = By(1)

quando By(l) néo estd contido na esfera de confianca de nivel 1 —a. Alids, este teste

é equivalente ao teste de nivel o com estatistica

que se verifica ter uma distribuicdo F(p — 1, ¢g,4(l)), com

5(1) = 5118~ Bal0)I.
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Assim este teste gozard de dualidade. Observe-se que a hipétese nula, Hy(l),

pode ser reescrita como

pelo que este teste é estritamente nao distorcido.

Assinale-se ainda que os E(l) sdo também UMVUE.

4.3.2 Caso de efeitos aleatdrios

Consideremos agora o caso em que apenas se consideram efeitos aleatorios, e para

o qual podemos definir

B) ~ N (0,y()Ip-1)
independentes de

e~ N(0,0%I,),
bem como,
St = 1AQYI* ~ (v(1) + 0*) x5y

independentes de

P

Verificamos ainda que temos os estimadores UMVUE,

52 =2
g
e
- S S
l: )
(1) P
uma vez que
(B(SL) oy +o?
p—1)""7 ?
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Por outro lado, a estatistica

a2 +~(1)

>—, de uma varidvel com distribui¢cdo F' central com
o

é o produto por 0(l) =

p—1 e g graus de liberdade, podendo ser utilizada para testar as hipéteses definidas

Ho(l) : () =0

1;1(1) () >0
h Ho(l) : (1) = 1

Z(l) L0() > 1
Como

este teste é estritamente nao distorcido.

4.3.3 Caso de efeitos mistos

Neste caso .Z° = Z;U.Z,. Tendo-se B(1) fixo caso I € %; e B(l) ~ N (0,02()I,_,)
caso [ € .Z,. Consoante | € .%; ou | € %, aplicam-se os resultados apresentados

nas secgoes anteriores.

4.3.4 Repeticoes

Consideremos agora r, o nimero de repeticoes do modelo base, o qual est4 estri-
tamente associado a uma AJC. Admite-se que as repeti¢oes correspondem a uma

parte que nao interagem com os factores do modelo base. Havendo n° tratamentos
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no modelo base, podemos, numa primeira fase, admitir que temos um modelo com

dois factores que cruzam com n° e r niveis. Este modelo estard associado a AJC

A (n°) @ ()

tendo esta matriz a base principal

1 1 1 - = 1 —
{_Jno ®*Jr;_Jn° ®JT;Jn° ®_J'r;']n° ®Jr} .
n° r n° T

Por outro lado, o modelo base estard estritamente associado a uma AJC com

base principal {@Q,,...,Q,}, tendo-se

1
Ql = _an°

n

Z Q;= Jno
7=2

E agora facil de verificar que as matrizes pertencentes a

1 — 1 1. — _
_an°®JT§Q2®;Jr,-"va®;Jr;Jn°®Jr}

1 1
{ Jne @ —Jy;
r n

ne

sdo MPO mutuamente ortogonais constituindo a base principal duma AJC &/°. O

modelo com repeticoes estard estritamente associado a AJC, &7°.

Definindo-se

Q, = A A, j=1,...,w,
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teremos

(1 1 1 1 1 1
;Jn(,@;Jr — ( 1no®—1r>( 1T®—1,T>

- 1 1
—Jpe®J, = |——=1,0K] )| —=1L® K)
’ (e o kD) (=
$
Q@l.] AT®-1_1 A®_1_1T j=2 w
¥ r T ¥ \/— T 7 \/F I's 3 Y
T @ J, = (Th®T]) (K., ®K,)

\
podendo agora seguir-se o mesmo método ao atras apresentado. Observe-se que se
pode admitir que as repetigoes sdo consideradas como componente fixa, estando-lhe

1 — 1 .
associado as matrizes —Jpo ® J, ¢ ——=1], ® K,. Ao valor médio geral estaréo
nO

1 — .
associadas as matrizes —J,o @ J, ¢ 1,’1—0 ® K ., aos efeitos das partes do modelo
nO

1
vE
—1T7
VR

1
base as matrizes Q; ® ~J, e A; ® j = 2,...,w e finalmente ao erro, as
r
matrizes J,0 @ J, ¢ Ko @ K.
1
Por exemplo, se o0 modelo base for um factorial pV, as Q,;®—J, serao os produtos
r

. . . e . 1
de Kronecker das matrizes correspondentes as aplicacoes lineares reduzidas por —J .
r

4.3.5 Aplicagao: Estudo do efeito da lidocaina no misculo

cardiaco de uma racga de caes

A aplicagdo que vamos considerar, corresponde a um delineamento do tipo 32, cujo
tratamento classico pode ser visualizado na Figura 4.1.

O objectivo deste delineamento consiste em determinar o efeito, ao nivel en-
zimético, da lidocaina (farmaco do grupo dos antiarritmicos e dos anestésicos locais
que é usado no tratamento da arritmia cardiaca), no musculo cardiaco de caes de

raca beagles. Os dados aqui utilizados sdo apresentados em Montgomery (2005) [33],



82 CAPITULO 4. MODELOS ESTRITAMENTE ASSOCIADOS

pag. 388.

Para efeitos desta experiéncia considera-se a existéncia de 3 marcas de lidocaina

diferentes no mercado e considera-se ainda a administragao de 3 doses deste farmaco.

Utilizaram-se 3 caes da raga beagle e 2 repeticoes da experiéncia. Estamos pois

perante um delineamento factorial de base prima 33. Na Tabela 4.1 encontram-se

os resultados experimentais.
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Figura 4.1: Combinacoes de tratamento num delineamento 33

Da estrutura dos dados, vamos considerar a existéncia de 2 factores fixos, marca

e dose, e um efeito aleatdrio, o animal. De acordo com a teoria desenvolvida, atri-

buiremos o indice 1 a marca, o indice 2 a dose e o indice 3 ao animal.

Os resultados foram obtidos com o recurso ao software MatLab 7.0.4.

Na Tabela 4.2 apresentam-se os testes F' e os respectivos p — values.

A anélise da Tabela 4.2 mostra que apenas o factor dose (r3) e a respectiva

interaccao linear (z; + x2) com o factor marca sao significativos.
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Tabela 4.1: Niveis da enzima

Repeticao 1 Repetigao 2
Cao Cao

Marca Dosagem | 1 2 3 1 2 3
1 1 86 8 85| 84 8 86
2 94 99 98 | 95 97 90
3 101 106 98 | 105 104 103
2 1 8 8 8 || 80 82 84
2 95 98 97 || 93 99 95
3 108 114 109 || 110 102 100
3 1 8 83 81 || 83 8 79
2 95 97 93 | 92 96 93
3 105 100 106 || 102 111 108

83
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Tabela 4.2: Teste F' e p — values da experiéncia

Aplicacao Reduzida || Soma dos Quadrados Teste ' p — value

T 31,00 2,59 0,0936

X9 4260,80 357,03 ~ 0
1+ T2 51,42 4,31 0,0242
1 + 229 18,14 1,52 0,2375
x3 28,00 2,35 0,1157
T1+ T3 0,83 0,07 0,9327
x1 + 223 2,50 0,21 0,8124
To + T3 25,50 2,14 0,1383
T9 + 223 11,39 0,95 0,3982
x1+ 22 + 73 25,25 2,21 0,1408
1+ 2o + 213 4,42 0,37 0,6943
1+ 229 + x3 4,03 0,34 0,7166
1 + 2x9 + 273 27,08 2,27 0,1235
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Centremos agora o estudo no factor dose. A variagao atribuivel ao factor dose é
dominante, pelo que justifica a sua analise em particular. Os totais correspondentes

aos trés niveis de dose sio:

Tp = 1501
Ty = 1716
T, = 1892

obtendo-se a partir destes os efeitos linear e quadratico dados por

15 —Th
EFL = —— =65,17
V2 x32x2

_L-2T1+Ty
V6 x 32 x 2

Os valores dos testes F' para estes efeitos foram Fg; = 714,02 e Fgo = 2, 36,

EQ = —3,75.

onde apenas o primeiro dos quais € significativo (p — value =~ 0). Assim pode
concluir-se pelo aumento linear do teor de lidocaina com a dose.

A conclusao é consentanea com o que se obtém utilzando a metodologia cléssica
no tramento deste tipo de delineamento. A vantagem no uso da metodologia aqui
desenvolvida, prende-se com o numero de interacgbes que é possivel estudar em
simultaneo. Para efeitos comparativos, apresentam-se de seguida, os resultados que
se obtém usando a metodologia proposta em Montgomery (2005) [33] (Tabela 4.3).

A integracao deste modelo nos COBS permitiu considerar o terceiro factor (caes)

como tendo efeitos aleatérios, tornando o modelo mais realista.



86 CAPITULO 4. MODELOS ESTRITAMENTE ASSOCIADOS

Tabela 4.3: Teste F' e p — values

Aplicacao Reduzida | Soma dos Quadrados Teste F' p — value
x 31,00 2,59 0,0936
T 4260,80 357,03 ~ 0
1+ To 51,42 4,31 0,0242
T3 28,00 2,35 0,1157
1+ T3 0,83 0,07 0,9327
To+ T3 25,50 2,14 0,1383
x1 + 22 + T3 25,25 2,21 0,1408




Capitulo 5

Modelos com Cross-Nesting

Equilibrado

No delineamento experimental, é ususal consierarem-se modelos onde os factores ani-
nham ou cruzam. Tais modelos podem ser tratados como sendo modelos com COBS,
com vantagens para esta metodologia. Para melhor exemplificar a sua utilzacao, ire-
mos aplicar a metodologia aqui desenvolvida a um exemplo.

Uma das questoes elementares que servirao de base para a forma como vamos
tratar os dados que servirdo de base a aplicagdo, prende-se com a definicdo de
factores, niveis e efeitos. Para o efeito usaremos como referéncia McCulloch et al
(2008) [4].

O interesse destes modelos pode ser expresso na forma como podemos estudar,
por exemplo, a variabilidade que poderd existir no seus factores. Neste sentido
consideram-se factores as classificagdes que identificam a origem de cada varigvel a
estudar. A classe individual de uma classificagdo denomina-se por nivel. Interesssa
igualmente distinguir o que é o aninhamento (nesting) e o que é cruzamento (cros-
sing). Para o efeito considere-se o exemplo apresentado em McCulloch et al, 2008,
p- 3.

Neste exemplo, as classificagdes, sexo, idade e exposicdo solar, sdo denominados

87
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Tabela 5.1: Exemplo 1

Baixa exposicao Alta exposicao
solar solar
grupo etario grupo etario
Sexo
A B C A B C
Masculino
Feminino
Tabela 5.2: Exemplo 2
Inglés Geologia
secgao seccao
Sexo
A B C A B C
Masculino
Feminino

por factores e as classes individuas por niveis e a idade e exposicao solar sao cruzados

(crossing), ver Tabela 5.1.

No segundo exemplo, a ”sec¢ao” estd aninhada (nesting) na disciplina, ver Tabela

5.2.

Ao classificar os dados em termos de factores e niveis, o interesse passa a ser a

extensao para os quais diferentes niveis de um factor afectam a varidvel de interesse.

Modelos onde os tinicos efeitos sao fixos, denominam-se de modelos de efeitos
fixos, e aqueles, que para além da média geral, comum a todas as observagoes, s6

tenham efeitos aleatérios, denominam-se modelos de efeitos aleatérios.
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5.1 Estrutura Algébrica

Nesta seccao, e para a apresentacao da estrutura algébrica, seguiremos em Fonseca
et al (2003)[14].

Comecemos por considerar um grupo de w factores em que o primeiro com a(1)
niveis aninha o segundo, havendo a(2) niveis do segundo factor para cada nivel do

primeiro e assim sucessivamente.

h
Ponhamos ¢(0) = 1 e ¢(h) = Ha(k), h =1,...,w, bem como b(h) = %,
k=1
h =1,...,w. Vé-se que hd ¢(h) combinagoes de niveis dos h primeiros factores,

cada uma dos quais encaixa b(h) combinagtes de niveis dos restantes factores.

Consideremos ainda
X (h) = Iy @ Ly sh=0,...,w,

de onde obtemos as matrizes

Q) = g MWt)  sh=0,..w,

tendo-se c¢(h) = car(M (h)) = car(Q(h)).
E facil de verificar que a base principal da AJC

ﬂ°=£d(ah)

é constituida pelas matrizes

tendo-se
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pelo que, com g(k) = car(Q(k)), k=0,...,w,

h
c(h) = g(h)
k=0
vindo
g(h) = c(h) — c(h — 1), h=1,...,w,
e
9(0) =1,
jé que @°(0) = Q(0).
Quando temos L grupos com wy, ..., wr, factores que aninham e nao se conside-

rem interaccoes entre factores do mesmo grupo, temos apenas os efeitos dos factores
e as interaccoes entre conjuntos de factores pertencentes a grupos distintos. Esses
conjuntos podem ser identificados pelos vectores h com componentes by =0, ..., wy,
[=1,...,L. Se hN; = 0 nao se toma nenhum factor do grupo [, caso contrério h;
serd o indice do factor desse grupo que pertence ao conjunto.

Sendo I' o conjunto de vectores h, caso se tenham r observagoes por tratamento,

o modelo pode ser escrito como, ver Fonseca et al (2003)[14],
y=> X(h)B(h)+e (5.1)
hel'

onde

X (h) =) X,(l) ©1,,

com X ;(h;) obtida como atras se indicou para um grupo de factores e ) representa
os produtos de Kronecker.

Definamos agora

(k) = [ a(h).
=1

g(h) = [ a(h)
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b(h) =r [ ] bu().

Vé-se que c(h) ¢ simultaneamente a caracteristica de X (h) e das matrizes
Mh)=Xh)X(h)".

Temos ainda

a MPO sobre R(M(h)) e
= 1
@(h)=QQi()®—J,  hel.
=1

sendo c(h) e g(h) as caracteristica de Q(h) e Q°(h), respectivamente.

Estas dltimas matrizes, juntamente com

L
1
Q"= @ Lo (1~ 1,)
=1

constituem a base principal de

o = (é) d,) ko (r).

Dado que factores de efeitos aleatdrios nao encaixam factores de efeitos fixos,
apenas os vy, [ = 1,..., L primeiros factores dos varios grupos, podem ter efeitos
fixos, tendo-se 0 < v; < wy, I = 1,..., L. Assim os efeitos e as interaccoes entre
factores de efeitos fixos corresponderdo aos vectores b < v com v o vector com
componentes v, [ = 1,...,L. Os B(h) correspondentes, com h < v serdo pois
fixos, admitindo-se, seguindo Fonseca. et al (2003)[14], que os B(h) com h £ v serdo

. t /d- 1 t . d oA . _ N . 2 h [
normais com vectores médios nulos e matrizes de varidncia-covariancia o c(h)-

Assim y sera normal com vector médio

p=> X(h)B(h)

h<v
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e matriz de variancia-covariancia

V => o’ (h)M(h)+’L,
hfv

com
L
n=r H cr(wy).
1=1

Ora se h; < hs, 0 espaco imagem de X (h;) estd contido no espago imagem de
X (h;) pelo que o espago varrido por p serd o espaco imagem de X (v) que coincide

com o espaco imagem de M (v). Como

M(v) = b(v)Q(v) = b(v) Yy Q°(R)

h<wv

vé-se que

T=> Q(h).

Por outro lado,

V=3 1hQ(h) +0°Q,

hel

com

y(h) = 0o+ Y blk)o*(k),

k:h<k
pelo que estes modelos tém COBS, ver Fonseca et al (2003)[14].

Sendo ©(h) o conjunto dos k € T tais que hy < k; < hy + 1, tem-se, ver Fonseca
et al (2003)[14],

2 n(h.k k
) = 3 (- T,

kecOh

com n(h, k) o nimero de componentes de h inferiores as correspondentes compo-

nentes de k.
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Tem-se igualmente

< U2=0

uz = H(wl +1) - H(Ul +1),

=1

visto que, se k < v [k £ v], 0 espago imagem de Q(h) estd contido em 0 [QL].

Por outro lado, com

T -] —
Al(O) = Cl(wl) ]'Cl(wl) ,l — ]., .. .,L

1
Ai(h) = Loyny-1) @ Kooy © ——==15y h=1,...,u5l=1,...,L,
\ bl(hl)

onde K, é a matriz obtida eliminando a primeira linha duma matriz ortogonal

estandartizada de ordem s.

Tomando-se

tem-se, ver Fonseca et al (2003)[14],

Qh)=A)TAR) hel

Q-+ = ALTAJ.,
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como também as estatisticas suficientes e completas dadas por

§ S = lAmylP hgv

L S = HAJ_yHQv

a partir das quais se obtém os UMVUE 7, h < v, para os n{h) = A(h)u, h < v,

n(h) = Ay

?(h)Z—g% shel

para os v(h), h € . A partir destes tltimos, obtém-se ainda os

52 — . n(h,k)ﬁ . v
(h) kg(h)( R kR

Tomando-se 62(h) = 0 para h < v, temos por ultimo

A(h) =32+ > b(k)F (k)

k:h<v

=32+ Y b(k) Y (1MW), h<w

k:h<v leo(k)

podendo reescrever-se estes estimadores sob a forma

Fh) =32+ Y cFW) - > WA

le7t(h) leg—(h)

onde 2% e @~ sdo as familias das I parcelas que entram com coeficientes positivos

e negativos, respectivamente, na expressao de Y(h).
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5.1.1 Testes

Comegando pela parte de efeitos fixos do modelo 5.1, interessa-nos testar a hipétese

nula,

Ho(h) : n(h) = no(h); h<wv.

Como 9(h) ~ N (n(h),v(h)I ), teremos

(k) —no(h) ~ N (n(h) — no(h), v(R)I ;x)) ,

pelo que,
n(h) — no(h)||2 ~ 7 (h) Xg(h),a(h)
1 2
6(h) = SR In(h) —no(R)|I.

Ora a hipétese nula, Hy(h) para h < v, pode ser reescrita como

0 que nos permite utilizar os testes .# generalizados para testar a hipdtese nula
Ho(h); h < v (ver Michalski & Zmyslony (1996)[31] e (1999)[32]).

Como

E ([7(h) — no(R)I*) = (k) (9(h) + &(h))

= 7(h)g(h) +y(h)é(h)
para A(h) = v(h)d(h) tem-se o estimador quadratico centrado

A(R) = [7(h) — no(R)|* — g(R)7(R)

=[I(h) = mo(R)|I* + g(h) Y cF) —g(h) Y c)FQ),

leg-(h) leg+(h)
tendo-se a estatistica .# generalizada

[7(R) — mo(R)II” + g(h) > c(FQ)

ley—(h)

g(h) Y (A

legt(h)

Z(h) =
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Outra abordagem é a seguida por Ferreira (2005)[9] baseada na utilizacao das
varidveis pivot indutoras.
Considerando agora a parte de efeitos aleatérios do modelo, temos as hipéteses

nulas,

Hy(h) : o*(h) = 0; h£wv

para as quais podemos utilizar testes F generalizados da mesma forma.
Sabendo que
~ k) S(k)
Fh)= > S(k) > ==
gk g(k)’
ke (h) ke~ (h)
onde ©T(h)[©~(h)] é a familia dos k € ©(h) com n(h,k) par [fmpar]. Logo,

podemos entdo obter a estatistica a usar nos testes definida como

As distribuicoes destas estatisticas foram obtidas, caso os graus de liberdade do
numerador ou do denominador, sejam todos pares, ver Fonseca et al (2002)[13]. Por
outro lado, também se pode utilizar varidveis pivot indutoras para realizar estes
testes, ver Ferreira (2006) [11].

Na seccdo 5.3, e de forma a exemplificar a metodologia aqui desenvolvida, apre-
sentaremos uma aplicacdo, na area da odontologia, onde as vantagens desta meto-

dologia serdo demonstradas.

5.2 Operacgoes Binarias

Nos modelos com cross-nesting equilibrado podemos, através de cruzamento e ani-
nhamento, construir modelos complexos a partir de modelos simples, o que se reveste

de uma vantagem notdria sobre outras metodologias.
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Comegando pelo caso em que hd um tinico grupo de aninhamento de w factores
com a(h), h =1,...,w, niveis.

Consideremos assim a seguinte proposi¢io.

Proposigao 5.1. As matrizes Q°(0), ..., Q°(w) constituem a base principal da AJC

u*); A (ay).

Demonstracdo. Considere-se que

w

Q°(0) = %w)Jc(w) = ;(%Ja(u)a

u=1

bem como com a(u) = a(w+1) =1,

1
° = — — I - ——J e
Q°(h) =In® 0 Jn) (h-1) ® b(h =137 oY

1
=T h1)® (Ia(h) — m*h;(h)) b(h) s b(n)

w+1
—®h—11a(u ®Jb(h)® ® Ja(u)-
u= h+1
E agora facil de verificar que as matrizes Q°(u ) u=20,...,w, vao sendo cons-
truidas pelo processo que dé a base principal de 7‘(1 o (a(u)). O
U=

Por outro lado as matrizes M (h), h =0, ..., w constitutem uma outra base para
w

t &/ (a(u)), tendo-se a matriz de transigao 71(1 B(a(u)), onde

[y
[y

Consideremos agora a situagdo em que se cruzam L grupos de factores.
Para esta situag@o, podemos construir a dlgebra dada por
L
® * 2 (a
k=1
1=1
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a que corresponde a matriz de transicao escrita como

L
B=Q) B,
=1

com B, triangular superior de ordem w;, [ =1,..., L.

Podemos ainda considerar modelos com mais um estrato. Em cada um desse
estratos dd-se cruzamento e aninhamento de factores. Cada tratamento desse dado
nivel, aninha todos os tratamentos do nivel seguinte.

Sendo &7, h = 1,2,...,h, as dlgebras e By, h = 1,2,...,h as matrizes de
transicdo para os varios estratos, temos para o modelo final a dlgebra e a matriz de

transicao dadas por

h
do — * dho
h=1
¢
h
B = X B,.
h=1

Observe-se ainda que quando se toma repeti¢oes por tratamento, pode-se consi-
derar para as mesmas, um ultimo estrato com a édlgebra &7 (r) e a matriz de transi¢do

assume a forma

5.3 Aplicacao: cimentos odontolégicos

De forma a mostrar as potencialidades e aplicabilidade dos resultados obtidos nas
seccOes anteriores, apresentamos uma aplicacao na area da saide, no ambito do pro-
cesso de solificacdo de cimentos odontolégicos utilizados em tratamentos dentérios.

A experiéncia que a seguir apresentamos, visa avaliar as diferencas entre os ci-
mentos odontolégicos usados no tratamento de dentes, em especial no que diz res-

peito & velocidade de solidificacao, sendo adaptado de Covas (2007) [7], pag. 93.
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A velocidade de solidificagdo é um elemento importante a ter em consideracio
no tratamento de dentes. Quanto mais rdpida for a solificacdo, mais rapidamente
se concluird o tratamento e consequentemente, para o mesmo horizonte temporal,
maior serd o nimero de pontenciais doentes a serem tratados.

Nesta experiéncia, consideraram-se duas marcas de cimentos, designadas por C;
e Cy. A velocidade de solidificagio, varidvel explicada, é expressa sob a forma de
um indice. Este indice estd ordenado por ordem inversa, uma vez que quanto mais
rapida é a solificagio, melhor serd o resultado esperado.

O processo de solidificagdo dos cimentos em si, é auxiliado através da incidéncia
de uma luz, a mesma usada nesta experiéncia para ambos os cimentos, e de um
fotopolimerizador. Uma vez que existem diversos fotopolimerizadores no mercado,
a opgao recaiu em seleccionar os trés mais utilizados no processo. Designaremos
esses fotopolimerizadores por Fy, F, e Fj.

No tratamento de dentes com estes cimentos, um outro aspecto a ter em consi-
deragao € o grau de solificacdo. Nestes processos de tratamento, o tipo de solificacéo
nao ¢ constante. Torna-se pois interessante estudar as diferencas que poderdo exis-
tir entre o grau de solificacdo e o tempo. N&o s6 o tempo e o grau de solificacdo
mas também, e para cada tipo de tratamento, qual o cimento e fotopolimerizador
que melhor se adequam. Para estudar o efeito tempo no processo, a experiéncia foi
repetida em dois periodos distintos, que designaremos por t; e t,.

O processo experimental foi realizado em cinco discos diferentes (dy, da, d3, d4
e ds). Estes constituem as células, que sdo suficientemente grandes por forma a

garantir trés observagoes néo correlacionadas, que representaremos por 71, rs € 3.

Os valores médios dos 5 discos encontram-se na Tabela 5.3.

5.3.1 Estrutura Algébrica

Todas as 2 x 3 x 2 combinagdes possiveis dos niveis de trés factores foram conside-

radas. Como referido na sec¢éo anterior, vamos considerar trés factores: cimentos,
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Tabela 5.3: Médias dos discos d;, ds, ds,dy € ds
t1 to

dy do ds dy ds d; dy ds dy ds
C, F,|2603 2843 27,40 26,10 26,77 | 29,37 30,563 30,27 29,80 29,63
F, | 26,10 26,47 29,90 25,60 24,17 | 27,13 25,97 29,20 30,77 20,60
F;1 983 10,00 10,17 10,67 11,37| 9,83 10,00 10,17 10,67 11,37
C, F,|26,00 2693 2517 26,50 2517 || 29,97 29,53 29,00 29,03 2547
F, [ 27,37 26,43 26,23 26,37 27,77 | 30,67 27,83 28,07 27,40 22,07

F;| 607 640 663 660 643 | 607 640 6,63 6,60 643

fotopolimerizador e tempo, com 2, 3 e 2 niveis, respectivamente. Para cada um dos
tratamentos correspondentes, foram utilizados cinco discos suficientemente grandes

para. fornecer trés medidas independentes.

Para a construcdo do modelo iremos utilizar a metodologia desenvolvida por

Covas (2007) [6]. Teremos entao um modelo associado a
((2) © (3) ® o (2)) Kt (5K (3),

uma vez que poderemos considerar, numa primeira fase, um primeiro modelo com
trés factores [cimento, fotopolimerizador e duragao], que aninham um outro modelo

com um factor, cujos niveis sao os discos.

Enquanto que os dois primeiros factores (cimento e fotopolimerizador), tém cla-
ramente efeitos fixos, comecaremos por considerar que o tempo terd efeito aleatorio.
No que concerne aos discos, estes terdo efeitos aleatérios. Uma vez que a inte-
raccio entre efeitos fixos e efeitos aleatérios pertence a parte dos efeitos aleatorios

do modelo, teremos entdo m = 4, pelo que o modelo podera ser escrito como,
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Tabela 5.4: Indices utilizados no modelo

1 média geral 6 interaccao entre cimentos e tempo

2 efeito do cimento 7 interacgao entre fotopolimerizador e

3 efeitos do fotopolimerizador duragao

4 interaccao entre cimentos e 8 interacgao entre cimentos, fotopolimerizador
fotopolimerizadores e tempo

5 efeitos do tempo 9 efeitos dos discos

4 9
y= szﬂi + szﬁz tTeE.
=1 =5

Na Tabela 5.4 estéa a codificagdo utilizada para cada um dos indices. No que se

segue, o indice 10 estd associado ao erro do modelo.

Para efeitos de constru¢ao do modelo, consideraremos as matrizes ortogonais
standartizadas de ordem 2, 3 e 5, as quais de retirou a primeira linha (K», K3 e
K5), como defindo anteriormente. As que utilizaremos neste exemplo, sdo matrizes
ja conhecidas, mas qualquer uma outra nas mesmas condigoes é passivel de ser
utilizada. Uma outra abordagem seria a construcdo de tais matrizes pelo processo

de ortogonalizacao de Graham-Shmidt.

Sl-

si-
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- 1 1 -
. 0 0 0 ——
V2 V2
1 1
0 -— 0 —= 0
V2 V2
K5=
1 2 1
- 0 - 0 -
V6 V6 V6
Y A Y
LV 30 30 30 30 30 J
teremos
1 1 1 1
A =—11® 1T®_1T® T T : -1
SV RV SV R f .
1 1 1 1
A=K, ® — —1, =11 ® —=1; ; g=1
2® J5ls © J5le © Jpls @ s .
As 11 Q Ky ® — ! ; =2
IRV f v f B
A4——K2®K3®\/— %15@)%13 ;g4 =2
A—11T®11T®K® ;g5 =1
5 \/52 \/g 2 \/— \/—3 y 95
1 1 1 1
A6=K2®%13®K2®%15®%13 7 ge =1
1, 1 .+ 1+
A= =1, 3 K; 9 Ko ® —=1; @ —=15 ; gr =2

V2 V5 T3
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1 1
A8=K2®K3®K2®_1;-®—1;— ; g8

=2
V5 V3
1
A=0LL; I, Ks® —1; g =48
9 2 3 2 5 \/§ 3 9o
Ap=LI; 1, I; ® K; ;g0 = 120.

A matriz de trans¢do B, poderd ser construida, como vimos anteriormente, da

seguinte forma,

(B(2) @ B(3) @ B(2)) %X B(5)kB(3)

onde B(r) é a matriz de transi¢do para a AJC, &/(r), e com a qual facilmente se

obtém

80 0 0 0 0o 0 0 0 0 0
9 90 0 O 0o o0 0 0 0 0
60 0 60 O 0o o 0 o0 0 0
30 30 30 30 o o0 o0 0 0 0
B = 9 0 0 0 9 0 0 0

45 45 0 0 : 45 45 0 O
30 0 3 0 : 30 0 30 O
15 15 15 15 : 15 15 15 15

_= W o O O O
- o O o O O

e onde, as sub-matrizes B 1, Bo; e By, estao indicadas.
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Uma vez que v(2) = Bj,0?, teremos, com 0%, = 02,

4
v = 9002 + 4502 + 3002 + 1502 + 302 + 0%
Y6 = 4502 + 1502 + 302 + %,
i 3002 + 1507 + 303 + o3,
$
Vg = 1503 + 303 + o3
Yo = 302 + 0%
[ Y0 = U%o
e como tal,
[ 1= + %)
o= — (75— —
5 90 V5= Y6 — V7T N8
1
2 —_
Og 45 (Y6 — 8)
1
2 . -
0y 30 (v7 —8)
<
0§ = '1_(78—79)
815
1
032 5(79—710)
\ ot = Mo

Considerando ainda que (1) = B;:la'Q, podemos obter ainda ¢?,i = 5,..., 10,
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substituindo pelos seus valores

v = 9002 + 4502 + 3002 + 1503 + 305 + 0f = %

Ny = 4502 + 1503 + 302 + 0% =
<

Ny = 3002 + 1502 + 302 + 0% = 7
| n = 1508 + 305 + 0% =

De forma a aplicar os resultados desenvolvidos no dmbito do nosso trabalho,
teremos de tratar os dados da Tabela 5.3 como elementos de uma matriz e trabalhar

com o0s seus vectores.

Assim,
—106, 4681 —17,7320
7, = 287,8763; 71, = —12,3133; 7, = P M= ?
—57, 3584 —6,9517
—7,6955 0,4473
s = 8,8101; 7= —2,0572; @, = ;o Mg =

0, 8696 2,1345
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[ 14142 ] 0,1414
1, 9002
—0,0817 —0, 8165
—4,205
-0, 2828 3,8184
—0, 4950
-2, 7761 0, 4899
0, 7757
-0, 6364 —0, 7778
—3,4648
_ . 1,5922 0, 2041 0,204
-0, 1
0, 8982 3,182 1,6971 04050
—2,8577 0,6128 ~1,8371 —0, 8082 ’
0,2319 0, 4243 0, 3536 —3, 2262
LA 1’0206 078165 1’9188 0,4950
-1,0119 ’ ’ ’ -0, 2858
-0, 5307 3,5355 0,1414 4 3134
0,3266 0, 5893 2, 2862 —0,8165 6’ 4005
—0, 8982 —2,4139 2, 2627 3,8184 ’
5,5114 0, 4083 0, 4899 ~3,9598
—1,0842 ’ ) ) 0,4083
—0,6124 0, 7071 —0, 7778
—0, 7800 —3,3234
—0,6124 0,0817 0, 2041 .
—2,3678 —1,8149 1,2021 1,6971 '
—4,5255
—1,0614 -2, 1609 —0,1225 -0, 8982
0, 4899 3,5355 3536 24495
b bl 07
—6,7411 6,1518
~ L 3071 —0,0817 |  ~ 0,4083 1,9188 0 2454
Mo = ’ 1,8856 | Mo = —0,7071 0, 0000 . ;2243
1,7963 1,3703 1,9506 —2,2045 ’1 o33
5, 8788 —10, 533 —2, 7577 0, 4997 ’
0, 5307 1,1839 0, 7757 0, 1414
—1,8856 ’ ’ ’ 0, 4899
0. 1054 ~2, 4042 —5,0205 0, 9900 X
—0.10 ~1,202
’ —1, 2965 3, 3068 1, 7963 0. 0408
1,8779 0, 4491 ~0,0707 1,4142 ’
0, 2450 2,8169 0, 7349 0, 4243
e 0’ 5421 1’ 8385 27 6163 02450
0,6128 o ’ ’ —0,2121
—0,2319 7,6751 0, 4491 0206
17
0,2319 0, 4491 —5,2326 —0,9192 0245
1,8779 0, 2450 —0,0817 0, 9390 1 633
—0,5421 —3,1113 1, 9092 ’
0,8165 0,1414
-0, 2319 1, 3064 —1,4289
- - 0, 4899
—0, 9900 —4,879
—1,2021
—2,2045 —1,1023
0, 0408
92,4749 1, 9002
0, 4243
-0, 0408 4,9398
-0, 2450
—5,0012 1,9799
-0, 2121
0, 0000 ~3,3476
1,0206 |
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Para a parte dos efeitos fixos, podemos testar a auséncia de efeitos e interaccoes
entre os dois primeiros factores. As estatisticas F' para estas hipSteses sio dadas

por
~2 ~2
FZy =P _ M2 _ g5 go63 - p— value = 0,1054
g2 Se 9276

g7 ||7~73“2 ”,,’73”2
F=L -

— = 243,8511 ; p— walue = 0,0041
gs St 9371

g 172al” _ I17all®
Fy= Bl _ — 22,7299

gs Ss 9478

comlel,2e2 e2e?2graus de liberdade. O primeiro destes testes nao é significa-

5 p— value = 0,0421

tivo. Devemos também salientar que obtivemos, para todos eles, graus de liberdade
muito baixos no denominador. Veremos mais adiante que quando considerarmos o
tempo como um factor de efeitos fixos, esta limitagao serd ultrapassada.

Por outro lado, considerando para os efeitos aleatérios, ﬁj, J =05,...,10, obtém-

se
52 =0,50862; 52 =0,041196; 52 =0,92034; G2 = —0,24558;

05 =0,2944; &%, =5,1787.
Um destes estimadores ¢ negativo. Nomeadamente os associados ao tempo e aos
discos. Estes resultados sdo compativeis com o baixo niimero de graus de liberdade

no denominador do teste F', o que nos leva a uma anélise alternativa dos dados,

onde

1. o factor tempo é considerado como tendo efeitos fixos;

2. usaremos entio

S = 85+ Sio

como soma dos quadrados do erro. Teremos agora, g° = 168 graus de liberdade

para o erro.
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O modelo para o vector de observagoes terd agora efeitos fixos e estara associado

a uma AJC, que seréd construida da seguinte forma

((2) @ #(3) ® (2)) Kt (15).

As matrizes A;, j = 1,...,8, manter-se-ao inalteraveis, uma vez que
lT 1 T
\/_ \/_ \/—‘ 15’
assim como os vectores 717, j = 1..... 8, e as somas dos quadrados S;, 7 =1,...,8.
7 ’ 3 O VE 9 ’

Para testar as hipSteses a que concerne os efeitos e interacgdes dos factores de

efeitos fixos: cimento, fotopolimerizador e tempo, temos os testes F' com estatisticas

S; °y; .

F = Z}SO—% j=2,...,8

com g; e g° graus de liberdade. Os valores destas estatisticas e correspondentes
p-values sdo apresentados na Tabela 5.5.

Estes resultados claramente apontam para a nova abordagem, um vez que agora
temos resultados altamente significativos.

Os valores aqui apresentados foram obtidos por recurso ao software MatLab

7.0.4.

5.4 Simulacgoes

Estando interessados em extrair mais informacao sobre os dados, e partindo para
uma abordagem diferente, vamos nesta sec¢do, e por recurso as varidveis pivot, tal
como foi proposto no inicio deste trabalho, induzir densidades e originar regioes de
confianca para a qual, e por dualidade, se poderao testar hipdteses.
Se 2 fosse nio negativo, poderfamos estar interessados em testar a significancia
2

de o?. Para tal, poderfamos utilizar um teste F' generalizado, ver Michalski &

Zmyslony (1996)[31] (1999)[32].
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Tabela 5.5: F tests

Efeitos e interacgoes Estatisticas p-values
Cimento 27917 ~(0
Fotopolimerizador 1 346,5 ~ ()
Cimento x Fotopolimerizador 9,9531 ~0
Tempo 14,292 0,0002
Cimento x Tempo 0,7792  0,3786
Fotopolimerizador x Tempo 95,0217  0,0048
Cimento x Fotopolimerizador x Tempo 0,4379 0,6461

Dado um estimador quadratico nao enviesado #, para o parametro 8, a estatistica

de teste F' generalizado para a hipdtese
HO :0=0

sera dado por N
é’_ bk

onde 6, e 6_ sao as componentes positivas e negativas de 6. Obteriamos entdo uma

Fo

estatistica .# definida como
A
Fp =28
5 Y%+ 7

No entanto, a distribuigdo de .%,2 dependeria de s, vs, 77 € V3, que teriam de ser
¢ o? v

substituidas pelos seus estimadores. Desta forma poder-se-ia optar uma abordagem
alternativa para o teste de

H010’§=0.

Seguindo Fonseca et al (2007) [16], assuma-se agora (X;s; X;¢; Xi7; Xig) 0 con-

junto de qui-quadrados com 1,1,2 e 2 graus de liberdade respectivamente, com
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i1=1,...,Ne
( Sk Sg
Zi = = 1, . 7AN'
! Xis * Xis !
4
S Sy
Zi = = 1, .y N
L 2 Xis + X ‘

Tomando N = 10.000, obtemos a densidade conjunta para (6.,60_), tal como

descrita anteriormente, e que é apresentado na Figura 5.1.

2500 |
2000
1500 .

1000 |

Figura 5.1: Fungao densidade

O ponto a vermelho representa o ponto de coordenadas

0y =7 +7s

0 = + 7
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Como pode ser visto, a tinica moda desta densidade simulada estd muito préxima
de (§+; 5_) Uma vez que estes estimadores sao UMVUE, podemos aceitar a robustez
desta técnica indutora.

Alids, na Figura 5.2 encontram-se representadas as curvas de nivel para a den-
sidade induzida. O ponto vermelho é (§+; 5_) 0 que mostra mais uma vez a boa
concordancia da estimagdo pontual com a inducdo das densidades.

Da simulagdo da amostra de pares {(Z; 1, Z;2),i = 1,..., N} obtemos uma amos-

tra simulada {Z;,¢ =1,..., N}, com

Zi=Zi,1_Zi,2 Zzl,,N

Podemos assim verificar que os quantis correspondentes s densidades empiricas,

sao estimadores fortemente consistentes dos quantis das distribuicdes exactas, ver

Fonseca. et al (2007) [16].

No nosso caso tenhamos os quantis empiricos dados por

gno0s = —10,625

gn095 = 697710,

que limitam um intervalo de confianga, de nivel 90%, para oZ. Observe-se que este
intervalo contém a origem pelo que, mesmo ao nivel de 10%, nio se poderia rejeitar
a hipétese nula

C o2
H0’5.0'5—0.
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14+ _

10

6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 5.2: Curvas de nivel
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Capitulo 6

Consideracgoes finais e trabalho

futuro

A inferéncia para modelos com OBS assenta na projeccdo ortogonal dos espacos das
imagens das matrizes P, ..., P,,. Este facto pode levar a problemas na combinacéo
das estimativas obtidas a partir de diferentes projeccdes. Contudo, ao aplicarmos a
metodologia aqui desenvolvida, com COBS, os potenciais problemas na combinagio
das estimativas dos diversos estratos deixa de existir, o que confere a esta abordagem
uma generalizacao em termos de aplicabilidade, com enormes potencialidades em
termos computacionais dada a sua facilidade na contrucao do modelo e da andlise
de dados no &mbito do delineamento experimental.

Como vimos, o uso de AJC permite uma generalizacio deste tipo de modelos,
podendo ser construidos modelos complexos a partir de modelos mais simples.

Neste trabalho desenvolvemos duma forma matemaética a inferéncia para uma
classe especial de modelos mistos, aqueles com com COBS, de que podemos salientar

as principais conclusodes. Assim:

e utilizimos AJC para estudar a respectiva estrutura algébrica;

e mostramos que os estimadores dos minimos quadrados dos respectivos vectores

estimaveis sdo BLUE;

115
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e apresentamos resultados para dois casos particularmente importantes:

— modelos factoriais de base prima,;

— modelos com cross-nesting equilibrado;
e admitindo a normalidade:

— obtivemos UMVUE para os parametros relevantes;

— utilizémos variaveis pivot indutoras para construir regioes de confianga e

testes de hipéteses para vectores estimdveis e componentes de variancia.

Como vimos o tratamento aqui desenvolvido permite uma generalizacao no tra-
tamento desta classe de modelos mistos.

As aplicacdes aqui apresentadas mostraram as vantagens e aplicabilidade dos
modelos desenvolvidos.

Apesar de ser uma generalizagdo no tratamento de modelos lineares mistos, esta
teméatica nio se encontra esgotada de forma alguma. Pretendemos completar o
estudo dos modelos com COBS considerando extensoes dos mesmos.

Nesta perspectiva, para além do abandonar de alguns pressupostos tomados no
decorrer deste trabalho, uma outra drea, com resultados que se afiguram numa fase
prévia de bastante interesse, sao as extensées dos COBS, nomeadamente os L-COBS.

Assim, considere-se um modelo misto escrito na forma

m w

(X;®1)Bi+ D (Xi®1)Bi+e

i=1 i=m+1

(I, ®1,) (ZXBJr Z Xﬁ>+a

i=m+1

com r observagoes por tratamento.
Se bem que o segundo termo é claramente um modelo com COBS, a matriz 1,

poder4 ser substituida por uma outra matriz L, pelo que o modelo podera ser escrito
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como

y=1L iXiﬁﬁ- ijxiﬁi +e,
i=1

m—+1

onde L é uma matriz com vectores coluna linearmente independentes. Estes modelos
serao extensoes dos anteriores, os L-COBS.

As caracteristicas de tais modelos permitem uma nova abordagem onde poderdo
ser obtidos esimadores nao enviesados para os parametros de interesse.

Um outro desenvolvimento a seguir, prende-se a com a ortogonalidade e o estudo
de modelos nao ortogonais. Sera possivel obter uma metodologia que permita de
forma sistematica o tratamento de modelos néo ortogonais? Obter-se-30 estatisticas
suficientes e completas?

A nao ortogonalidade abre todo um novo campo de estudo para este tipo de

modelos, cuja aplicabilidade se antevé com grande relevo nas mais diversas areas.
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